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Aufgabe 1

Sei M eine vollstdndige, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:
Wenn es einen Punkt p € M gibt, so dass es entlang jeder Geodétischen durch p einen zu p
konjugierten Punkt gibt, dann ist M kompakt.

Aufgabe 2

Sei (M, g) eine vollsténdige Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und ¢ im Schnittort
von p. Zeigen Sie: Der Punkt ¢ ist langs der kiirzesten Geodétischen zu p konjugiert oder es
gibt zwei Kiirzeste von p nach ¢. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Sei vy eine kiirzeste Geodéatische mit v(0) = p, y(ty) = ¢. Betrachten Sie kiirzeste Geodéti-
sche ~; von p nach (¢ +¢;) fiir eine positive Nullfolge ¢;. Zeigen Sie, dass die Geodétische
¢, mit ¢,(0) = p und v = ¢,(0) Haufungspunkt von +,;(0) Kiirzeste von p nach ¢ ist. Im
Fall ¢, # ~ gibt es zwei Kiirzeste von p nach q.

(b) Zeigen Sie im Fall ¢, = v, dass d exp, am Punkt ¢ov nicht regulér sein kann. Konstruieren
Sie daraus ein Jacobifeld V' entlang v mit V(0) = 0 = V(). In diesem Fall ist also ¢
langs v zu p konjugiert.

Aufgabe 3

Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir definieren VR: X(M)* — X(M)
fir X, Y, Z, W € X(M) durch

(VxR)yzW = Vx(RyzW) — Ry,vzW — RyvzW — Ry zVxW .
Zeigen Sie:
(a) VR ist ein (4, 1)-Tensor.
(b) Firalle X, Y, Z, W € X(M) gilt

(VXR)wa + (VYR)ZV)(W + (VZR))QyW =0.

Zusatzfrage: Welche Eigenschaften von V und R haben Sie im Beweis benutzt?



Aufgabe 4

Es sei (M, g) eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit VR = 0. Zeigen Sie, dass
es zu jedem Punkt p € M einen Radius » > 0 und eine Isometrie I,: B,(p) — B,(p)
mit I,(p) = p und D,I, = —idr, s gibt.

Hinweis: Schreiben Sie dazu die Jacobifeld-Gleichung in einer Basis aus parallelen Vektor-
feldern langs Geodatischer durch p.

Bitte wenden fiir Prasenzaufgaben fiir die Tutorate.
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Aufgabe 1

Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Der konjugierte Radius einer vollstandigen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist immer
kleiner oder gleich als der Durchmesser.

(b) Der konjugierte Radius einer vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist immer
grofer oder gleich als der Durchmesser.

Aufgabe 2

Es sei RP" der reell projektive Raum von Blatt 1 und 7 : S — RP" durch p — [p] gegeben.

(a) Zeigen Sie: Es gibt eine Riemannsche Metrik g auf RP", so dass d,7 : T,S™ — T}, RP"
fiir alle p € S™ eine lineare Isometrie ist.

(b) Beweisen Sie: Sei ¢ : R — S™ Geodétische, dann ist auch 7o ¢ : R — RP" Geodétische,
und alle Geodatischen auf RP"™ haben diese Form.

(c¢) Bestimmen Sie fiir p = [e;] € RP" den Schnittort und den konjugierten Ort.

Bitte wenden fiir die Hausaufgaben.



