
10. Übungsblatt
Lineare Algebra I

im WS 2025/26 bei Prof. Dr. S. Goette

Abgabe bis Montag 22.12, 10:15 in den
Briefkästen. Bitte schreiben Sie Ihren Na-
men und die Nummer Ihrer Übungsgruppe
auf Ihr Blatt. Sie dürfen in Zweiergruppen
abgeben.

Begründen Sie alle Aussagen. Sie dürfen Be-
hauptungen aus der Aufgabenstellung vor-
angegangener Teilaufgaben benutzen, auch
wenn Sie sie nicht bewiesen haben.

Aufgabe 1 (5+5 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Zwei Vektoren
(
a
b

)
,

(
c
d

)
∈ R2 sind genau dann linear abhängig, wenn

ad = bc.

(b) Seien x1, x2, x3 ∈ R3 paarweise linear unabhängig, d. h. für je zwei Indizes i, j ∈ {1, 2, 3}
ist {xi, xj} linear unabhängig. Ist dann auch {x1, x2, x3} linear unabhängig? (Beweis oder
Gegenbeispiel).

Aufgabe 2

Bilden Sie alle möglichen Matrixprodukte aus den folgenden drei reellen Matrizen und be-
rechnen Sie diese.

A =

−1 3 100 −2 5
0 −3 1 7 2
3 1 2 0 6

 , B =


98 1
−5 7
12 5
0 4

 , C =

(
−2 1 3
−4 2 6

)
.

Aufgabe 3 (5+5 Punkte)

Wir betrachten die universellen Eigenschaften aus Proposistion 2.49 für Mengen und belie-
bige Abbildungen zwischen ihnen. Wir definieren die disjunkte Vereinigung

U ⊔ V = U × {0} ∪ V × {1} ⊂ (U ∪ V )× {0, 1}.

Präzisieren und beweisen Sie:

(a) Die disjunkte Vereinigung erfüllt die universelle Eigenschaft des Koproduktes.

(b) Das kartesische Produkt erfüllt die universelle Eigenschaft des Produktes.



Aufgabe 4 (2+2+2+2+2 Punkte)

Die folgende Aufgabe findet sich in einem Schulbuch.

Begründen Sie folgende Aussagen.

a) Ist einer von mehreren Vektoren der Nullvektor, so sind diese Vektoren linear
abhängig.

b) Zwei parallele Vektoren sind linear abhängig.

c) Lässt man von drei linear unabhängigen Vektoren einen weg, so sind die verblei-
benden zwei Vektoren auch linear unabhängig.

d) Fügt man zu n linear abhängigen Vektoren (n ≥ 2) einen weiteren hinzu, so sind
die n+ 1 Vektoren auch linear abhängig.

e) Liegen vier Punkte A, B, C und D in einer Ebene, so sind die Vektoren
−→
AB,

−→
AC

und
−−→
AD linear abhängig.

Lösen Sie a) – d) in einem beliebigen Rechts-R-Modul M . Lösen Sie e) im Euklidischen
Raum, also in R3.



10. Präsenzaufgaben
Lineare Algebra I

im WS 2025/26 bei Prof. Dr. S. Goette

Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Geben Sie jeweils eine kurze Be-
gründung oder ein Gegenbeispiel.

(a) Sei (a1, . . . , an) ∈ Mn. Wenn (a1, . . . , an−1) ein Erzeugendensystem ist, ist (a1, . . . , an)
auch eins.

(b) Sei (a1, . . . , an) ein Erzeugendensystem von M . Dann ist (a1, . . . , an−1) auch eins.

(c) Sei (a1, . . . , an) ∈ M und f : M → N sei linear. Wenn das Tupel (f(a1), . . . , f(an)) linear
unabhängig in N ist, ist (a1, . . . , an) auch linear unabhängig in M .

(d) Seien (a1, . . . , an) und f wie in (c). Wenn (a1, . . . , an) in M linear unabhängig ist, ist
(f(a1), . . . , f(an)) linear unabhängig in N .

(e) Seien (a1, . . . , an) und f wie in (c). Wenn (f(a1), . . . , f(an)) ein Erzeugendensystem von
N ist, ist (a1, . . . , an) ein Erzeugendensystem von M .

Aufgabe 2

Betrachten Sie die folgenden komplexen Matrizen

E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 i
i 0

)
, K =

(
0 −1
1 0

)
.

Zeigen Sie, dass I · I = J · J = K ·K = I · J ·K = −E.

Aufgabe 3

Betrachten Sie Q als Z-Modul. Zeigen Sie:

(a) Jede endliche Teilmenge E ⊂ Q mit #E ≥ 2 ist linear abhängig.

(b) Sei n ∈ N und E = {a1, . . . , an} ⊂ Q. Dann existiert b ∈ Q \ ⟨E⟩, somit ist Q nicht
endlich erzeugt.


