12. UBUNGSBLATT
LINEARE ALGEBRA I
IM WS 2025/26 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Abgabe bis Montag 19.1, 10:15 in den Brief- Begriinden Sie alle Aussagen. Sie diirfen Be-
kisten. Bitte schreiben Sie Ihren Namen und —hauptungen aus der Aufgabenstellung vor-

die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr angegangener Teilaufgaben benutzen, auch
Blatt. Sie diirfen in Zweiergruppen abgeben. wenn Sie sie nicht bewiesen haben.

Aufgabe 1 (3+3+4 Punkte)

Es sei V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
aquivalent sind:

(a) Das Tupel (vq,...,v,) ist eine Basis;

(b) Das Tupel (vq,...,v,) ist maximal linear unabhéngig, d.h. (vy,...,v,) ist linear unab-
héngig und (vy,...,v,, w) ist linear abhéngig fiir alle w € V;

(¢) Das Tupel (vy,...,v,) ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. (vq,...,v,) ist ein
Erzeugendensystem und fiir kein ¢ = 1,... ,nist (vy,...,v;_1, V41, . .., V,) ein Erzeugen-
densystem.

Aufgabe 2 (5+5 Punkte)
(a) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und U, W C V seien Unterrdume. Zeigen Sie:
dim(U + W) = dim(U) 4+ dim(W) — dim(U N W).
Hinweis: Wéhlen Sie eine geeignete Basis von V.

(b) Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und Uy, Us,Us C V seien Unterrdume.
Gilt dann in Analogie zu Présenzaufgabe 2(b) fiir n = 3 auch

Aufgabe 3

Es seien V, W, XY endlichdimensionale R-Vektorrdume, und f:V — W, g: X — Y seien
linear. Zeigen Sie: Es gibt genau dann Isomorphismen ¢ : V' — X und ¢y : W — Y, so dass
Yo f=gop wenn dimV =dim X, dmW =dimY und rg f =rgg.



Aufgabe 4 (446 Punkte)

Die folgende Aufgabe stammt sinngeméfs aus einem Schulbuch.

Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension der Vektorraume
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(b) Ergénzen Sie die gefundenen Basen jeweils durch Elemente der Standardbasis zu einer

Basis des umgebenden Raumes R¥ (k = 2 fiir U, k = 3 fiir V und W). Wieviel Wahl-
moglichkeiten haben Sie jeweils?

(a) Losen Sie diese Aufgabe.



12. PRASENZAUFGABEN
LINEARE ALGEBRA I
IM WS 2025/26 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Geben Sie jeweils eine kurze Be-
griindung oder ein Gegenbeispiel.

(a) Essei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit n > 1. Dann existiert ein Erzeugendensys-
tem mit n + 1 Elementen.

(b) EsseidimV = n wie oben. Dann ist jedes Tupel der Lange (n+1) ein Erzeugendensystem.

(c) Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U, W C V Unterrdume. Dann gilt
dim(UNW) =dimU + dim W — dim V.

(d) Fir U,W C V wie oben gilt dim(U + W) < dim U + dim W.

(e) Essei f:V — W linear, dann gilt dimker f = dim W —rg f.

Aufgabe 2

Sei M eine Menge. Zeigen Sie:
(a) Seien My, My C M zwei endliche Teilmengen. Dann gilt

#(My U M) = #M; + # My — #(M; N M,).

(b) Sei n € N und seien My,..., M, C M endliche Teilmengen. Zeigen Sie mit Induktion,
dass gilt

n n

#(UJan) =D > #(ﬁMki).

i=1 j=1 1<ki<--<kj<n i=1



