3. UBUNGSBLATT
LINEARE ALGEBRA I
IM WS 2025/26 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Abaabe bis M 311 1015 in den Bri Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die
gabe bis Montag 3.11, 10:15 in den Brief- Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt.

kasten. Sie diirfen in Zweiergruppen abgeben.

Aufgabe 1 (4+4+2 Punkte)
Sei M eine endliche Menge. Gesucht ist eine Halbordnung < auf P(M), so dass fir A, B C M

gilt
(%) #A<#B = A< B.

a) Warum gibt es keine Halbordnung <, so dass fiir alle A, B C M gilt
(a) g g g
#A<#B = A< B,
wenn M mindestens zwei Elemente enthéalt?

(b) Geben Sie eine Halbordnung auf P({1,2}) an, die (*) erfiillt.

(c¢) Beschreiben Sie ein allgemeines Verfahren, um fiir jede Menge eine Halbordnung < auf
P (M) zu finden, die () erfiillt.

Aufgabe 2 (3+3+2+2 Punkte)

Essein € N, n > 1. Fiir k,l € Z gelte k ~ | genau dann, wenn ein m € Z mit [ — k = mn
existiert.

(a) Zeigen Sie: “~” ist eine Aquivalenzrelation. Wieviele Elemente hat der Quotient Z/~7?

(b) Esseien k,l,p,q € Z mit [k] = [l], [p] = [q] in Z/~ beliebig. Zeigen Sie, dass [k+p| = [I+4]
und [kp] = [lq].

(c) Zeigen Sie mit (b), dass wir Addition und Multiplikation auf Z/~ erkldren diirfen durch

(k] +[p] = [k +p] und [K]-[p] = [kp].

(d) Uberpriifen Sie mindestens zwei der Rechenregeln aus Satz 1.41 (a)-(d).



Aufgabe 3 (3+2+3+2 Punkte)

Es sei f: M — N eine beliebige Abbildung zwischen Mengen. Wir definieren eine Relation
~ auf M fiir alle x,y € M durch

rey = flx) = f(y)
Zeigen Sie:
(a) Die Relation “~” ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Die Abbildung f induziert eine Abbildung f: M/~ — im(f).
(c) Die Abbildung f aus (b) ist bijektiv.
)

(d) Schreiben Sie f als Verkettung von f, einer Inklusion, und einer Quotientenabbildung.

Hinweis: Achten Sie in (d) auf die Reihenfolge.

Aufgabe 4 (4+4+2 Punkte)

Die folgende Aufgabe stammt aus einem Schulbuch “Vertiefungskurs Mathematik”.

Beweisen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

Zn:(%—n = n’.

k=1

(a) Losen Sie die Aufgabe durch vollstdndige Induktion.

(b) Erklaren Sie die Gleichung anhand des folgenden Bildes:

]

(c) Vergleichen Sie die Zugénge aus (a) und (b). Was sind Gemeinsamkeiten, was sind Un-
terschiede?
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Aufgabe 1

Beweisen oder widerlegen Sie:
(a) Fiir alle endlichen Mengen gilt #(M U N) = #M + #N.
(b) Subtraktion in Z ist kommutativ.

)
)

(c) Subtraktion in Z ist assoziativ.

(d) Es gibt eine Zahl x € Q, so dass y = x/y fur alle y € Q.
)

(e) Es gibt eine Zahl x € Q, so dass y = y/z fir alle y € Q.

Aufgabe 2

7 zeigen ist

3

_ n(n+1)

£
Il
—

fir alle n € N.

(a) Beweisen Sie die Gleichung durch vollstédndige Induktion.

(b) Lésst sich mit Hilfe des folgenden Bildes ein Beweis finden?

(c) Vergleichen Sie (a) und (b). Wie wiirden Sie anderen die Gleichung erklaren?



