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Einleitung

Die Lineare Algebra ist die Lehre von Vektorräumen und linearen Abbil-
dungen. In der Schule haben Sie bereits Vektorrechnung in der Ebene und im
Raum kennengelernt; dieser Stoff wird hier ausgebaut. In vielen weiterführenden
Vorlesungen werden Ihnen immer wieder Vektorräume und lineare Abbildun-
gen begegnen, so dass es sicher sinnvoll ist, sie bereits am Anfang des Studiums
kennenzulernen.

Wir beginnen im ersten Kapitel mit einer allgemeinen Einführung, bei der
wir Grundlagen und erste Beispiele kennenlernen. Dazu wiederholen wir die
Zahlbereiche N, Z, Q und R, die Sie aus der Schule kennen. Dann führen wir
die komplexen Zahlen C und die Quaternionen H ein. Als ersten Vorgeschmack
auf den Inhalt der Vorlesung beschreiben wir die Euklidische Geometrie der
Ebene R2 und des Raumes R3 mit Hilfe der komplexen Zahlen beziehungsweise
der Quaternionen.

Im zweiten Kapitel führen wir systematisch die Grundbegriffe ein. An die
Stelle konkreter Zahlbereiche treten Ringe (wie Z), Körper (wie Q, R oder C)
und Schiefkörper (wie H). Die Ebene R2 und der Raum R3 sind die einfachsten
Beispiele von Vektorräumen. Abbildungen, die mit der Vektorraum-Struktur
verträglich sind, heißen linear. Allgemeiner lernen wir, wie man Elemente in
freien Moduln über einem gegebenen Ring durch Koordinaten und lineare Ab-
bildungen zwischen solchen Moduln durch Matrizen beschreibt.

In jedem Kapitel ab dem zweiten werden wir nur die Grundannahmen ma-
chen, die wir für den jeweiligen Stoff benötigen. Beispielsweise müssen wir in
Kapitel 2 nicht dividieren und auch die Faktoren in Produkten nicht vertau-
schen, so dass wir statt über Körpern auch über nichtkommutativen Ringen
arbeiten können. Wir werden aber immer nur dann allgemeinere Objekte als
Vektorräume über Körpern betrachten, wenn das ohne zusätzlichen technischen
Aufwand möglich ist. Aus diesem Grund ist das vorliegende Skript auch nicht
schwerer zu verstehen als andere Skripten zur linearen Algebra.

Im dritten Kapitel konzentrieren wir uns auf Vektorräume über Körpern
und Schiefkörpern. Wir zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, und
dass die Dimension eine Invariante des Vektorraums ist, die ihn bis auf Iso-
morphie bestimmt. Außerdem betrachten wir die Struktur einer allgemeinen
linearen Abbildung und lernen ein universelles Verfahren zum Lösen linearer
Gleichungssysteme.

Im vierten Kapitel beschäftigen wir uns mit Endomorphismen freier Moduln
über kommutativen Ringen und lernen die Determinante als wichtige Invariante
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2 EINLEITUNG

kennen. Anschließend betrachten wir Eigenwerte und das charakteristische Po-
lynom, und lernen erste Strukturaussagen über lineare Abbildungen von einem
festen Vektorraum in sich selbst kennen.



KAPITEL 1

Zahlen

In diesem ersten Kapitel legen wir dazu die Grundlagen. Zuerst führen wir
Sprechweisen für Mengen, Abbildungen und natürliche Zahlen ein. Danach kon-
struieren wir ganze und rationale Zahlen, wohingegen wir die reellen Zahlen als
gegeben annehmen werden — ihre Konstruktion fällt in den Bereich der Ana-
lysis. Aus den reellen Zahlen konstruieren wir die komplexen Zahlen und die
Quaternionen. Zum einen sind beides wichtige Beispiele für Körper beziehungs-
weise Schiefkörper. Auf der anderen Seite besteht ein enger Zusammenhang zur
Euklidischen Geometrie in den Dimensionen 2 und 3, und euklidische Geome-
trie ist sicher einer der wichtigsten Vorläufer für den Vektorraum-Kalkül, um
den es in dieser Vorlesung schwerpunktmäßig gehen wird.

1.1. Mengen und Abbildungen

Wenn man möchte, kann man fast die gesamte Mathematik auf das Studi-
um von Mengen und ihren Elementen zurückführen. Das ist aber leider recht
mühsam, und man muss sehr sorgfältig sein, um nicht in Widersprüche zu gera-
ten. Wenn Sie wissen möchten, wie das geht, sollten Sie später im Verlauf Ihres
Studiums eine Vorlesung über Mengenlehre besuchen. Wir wollen die Mengen-
lehre als eine Sprache benutzen, in der man sehr elegant über mathematische
Sachverhalte sprechen kann. Dazu lernen wir jetzt die ersten Vokabeln und
grammatikalischen Regeln.

Georg Cantor hat den Mengenbegriff als erster eingeführt.

”
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiede-

nen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.“

1.1. Beispiel. Zahlen sind Objekte unserer Anschauung, also ist {1, 2, 3}
eine Menge. Die Menge N = {0, 1, 2, . . . } der natürlichen Zahlen lernen wir im
Abschnitt 1.2 kennen.

Die
”
Objekte“ in einer Menge heißen Elemente. Wenn ein Objekt a in einer

Menge M enthalten ist, schreiben wir

a ∈M,

ansonsten a /∈M .

1.2.Definition. Zwei Mengen heißen gleich, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten.
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4 1. ZAHLEN

1.3. Bemerkung. Wenn man Mengen als Aufzählung M = {a1, . . . , an}
angibt, kann es passieren, dass ai = aj für zwei Indizes i und j. Trotzdem ist
ai dadurch nicht

”
zweimal“ in M enthalten. Also zum Beispiel

{1, 1, 2} = {2, 1} = {1, 2},
denn alle drei Mengen enthalten die gleichen Elemente, nämlich 1 und 2. Aber
natürlich gilt

{1, 2} ≠ {1, 2, 3}.

1.4. Beispiel. Besonders wichtig ist die leere Menge, die gar kein Element
enthält. Wir schreiben

∅ = { }.
Inzwischen sind auch Mengen

”
Objekte unseres Denkens oder unserer Anschau-

ung“ geworden. Also kann man auch Mengen betrachten, deren Elemente selbst
wieder Mengen sind. In der Tat kann man ausgehend von der leeren Menge be-
reits sehr viele andere Mengen konstruieren, etwa

∅ = { }, {∅}, {{∅}, ∅} usw. . . ,

genug, um alle Objekte dieser Vorlesung zu beschreiben.

Wir stoßen jetzt auf das erste Problem mit Cantors Mengenbegriff.

1.5. Satz (Russellsche Antinomie). Es gibt keine MengeM , deren Elemente
genau diejenigen Mengen sind, die sich nicht selbst enthalten.

Wir formulieren die Russellsche Antinomie hier wie selbstverständlich als
einen Satz, also als eine bewiesene mathematische Aussage. Zu ihrer Zeit war
die Russellsche Antinomie ein Widerspruch im mathematischen Denkgebäude
— so etwas darf es nicht geben, denn aus einem Widerspruch lässt sich alles fol-
gern, man könnte als Mathematiker nicht mehr zwischen

”
richtig“ und

”
falsch“

unterscheiden, und dadurch würde Mathematik als Ganzes bedeutungslos. Man
hat einige Zeit gebraucht, um eine handhabbare Version der Mengenlehre zu
formulieren, in der aus dem fatalen Widerspruch ein harmloser Satz wird.

Beweis. Würde es eine solche MengeM geben, dann müsste entwederM ∈
M oder M /∈M gelten. Aber nach Definition von M gilt M ∈M genau dann,
wenn M /∈M , und das ist ein Widerspruch. Also gibt es keine Menge M . □

1.6. Bemerkung. Wir haben gerade unseren ersten indirekten Beweis ken-
nengelernt. Bei einem indirekten Beweis nimmt man an, dass die Aussage, die
man beweisen möchte, falsch ist, und leitet daraus einen Widerspruch her.
Manchmal ist das die einfachste Weise, einen Satz zu beweisen. Der Nachteil ist
aber, dass man — wie im obigen Beweis — nicht auf Anhieb versteht, warum
der Satz gilt. Wenn möglich, wollen wir daher indirekte Beweise vermeiden.

Zurück zu Cantors Mengenbegriff und zur Russellschen Antinomie. Wir se-
hen, dass nicht jede

”
Zusammenfassung von Objekten unseres Denkens und

unserer Anschauung“ eine Menge sein kann. Wir werden daher die Existenz
einiger nützlicher Mengen annehmen, und wir werden einige Konstruktionen
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angeben, die neue Mengen aus alten erzeugen. Die gesamte Mathematik ba-
siert auf der Annahme, dass man das ohne Widersprüche machen kann — aber
aus prinzipiellen Gründen lässt sich die Widerspruchsfreiheit der Axiome der
Mengenlehre nicht beweisen.

1.7. Definition. Seien M und N Mengen, dann heißt M eine Teilmenge
von N , wenn alle Elemente a von M auch in N enthalten sind. Dafür schreiben
wir

M ⊂ N .

1.8. Bemerkung. (1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M .
(2) Es gilt {x} ⊂M genau dann, wenn x ∈M .
(3) Es gilt immer M ⊂M .
(4) Wenn M ⊂ N und M ̸= N gilt, heißt M auch echte Teilmenge von N .

In den meisten Mathebüchern wird das Symbol
”
⊂“ so verwendet wie hier.

Es gibt zwar eine internationale Norm, nach der nur echte Teilmengen mit
”
⊂“

bezeichnet werden sollen, aber in der Mathematik benötigt man das Symbol
für beliebige Teilmengen weitaus häufiger, und schreibt daher

”
⊂“. Für echte

Teilmengen verwenden wir das Symbol
”
⫋“. Falls Sie ein Mathebuch zur Hand

nehmen, in dem das Symbol
”
⊂“ vorkommt, sollten Sie zur Sicherheit trotz-

dem herausfinden, ob der Autor damit beliebige oder nur echte Teilmengen
bezeichnet. Genauso vorsichtig sollten Sie eigentlich mit allen Definitionen und
Bezeichnungen verfahren.

Kommen wir jetzt zur Konstruktion neuer Mengen aus alten.

1.9. Definition. Seien M und N Mengen.

(1) Der Durchschnitt M ∩N enthält genau die Elemente, die sowohl in M
als auch in N enthalten sind.

(2) Die Vereinigung M ∪N enthält genau die Elemente, die in M oder in
N enthalten sind.

(3) Wenn M ∩N = ∅ gilt, heissen M und N disjunkt, und M ∪N ist eine
disjunkte Vereinigung. Um zu zeigen, dass eine Vereinigung disjunkt
ist, schreiben wir M ∪̇N .

(4) Die (Mengen-) Differenz N \M enthält genau die Elemente, die in N ,
aber nicht inM enthalten sind. IstM Teilmenge von N , so nennt man
N \M auch das Komplement von M in N .

(5) Das kartesische Produkt M × N besteht aus allen Paaren (x, y) von
Elementen x ∈M und y ∈ N .

Insbesondere sindM∩N ,M∪N ,N\M undM×N auch wieder Mengen. Für
den Anfang reichen uns diese Konstruktionen. Später werden wir Vereinigungen
und Durchschnitte beliebig vieler Mengen benötigen.

1.10. Bemerkung. Die Notation (x, y) bezeichnet ein (geordnetes) Paar,
allgemeiner bezeichnet (x1, . . . , xn) ein n-Tupel. Hierbei kommt es auf die Rei-
henfolge der Einträge (nicht

”
Elemente“!) an, und ein und derselbe Eintrag
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kann mehrfach auftreten. Zum Beispiel:

(1, 1) ∈ {1, 2} × {1, 2, 3}
und

(1, 2) ̸= (2, 1) ̸= (2, 1, 1).

1.11. Definition. Die Menge aller Teilmengen von M heißt Potenzmenge
P(M). Auch die Potenzmenge einer Menge ist wieder eine Menge.

1.12. Beispiel. Sei M = {1, 2}, dann gilt

P(M) =
{
∅, {1}, {2}, {1, 2}

}
.

Es sei M eine Menge. Man betrachtet oft die Teilmenge aller Elemente z
von M , die eine bestimmte Eigenschaft E haben, und schreibt dafür

{z ∈M | z hat die Eigenschaft E}.
Wenn E eine mathematisch wohldefinierte Eigenschaft ist, dann erhalten wir
wieder eine Menge.

1.13. Folgerung (aus der Russellschen Antinomie 1.5). Die Gesamtheit
aller Mengen ist keine Menge.

Beweis. Noch ein indirekter Beweis: Wäre die Gesamtheit aller Mengen
selbst eine Menge N , dann wäre auch

M = {X ∈ N | X /∈ X}
wieder eine Menge, was nach Satz 1.5 aber nicht sein kann. □

1.14. Definition. Es seien M und N Mengen. Eine Abbildung F : M → N
(lies

”
F von M nach N“) ordnet jedem Element x ∈M ein Element F (x) ∈ N

zu.

Formal betrachten wir Teilmengen X ⊂M×N . Wir fordern, dass zu jedem
x ∈ M genau ein y ∈ N mit (x, y) ∈ X existiert, und setzen F (x) = y. Also
ist X der Graph Γ(F ) = { (x, F (x)) | x ∈M

}
von F .

1.15. Definition. Es sei F : M → N eine Abbildung. Dann heißt M der
Definitionsbereich von M und N der Wertebereich. Die Menge aller Abbildun-
gen von M nach N wird mit Abb(M,N) bezeichnet .

Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie den gleichen Definitions- und den
gleichen Wertebereich haben, und jedem Element des Definitionsbereichs jeweils
dasselbe Element des Bildbereichs zuordnen.

1.16. Definition. Es sei F : M → N eine Abbildung. Dann heißt die Teil-
menge

imF = { y ∈ N | Es gibt x ∈M mit F (x) = y } = {F (x) | x ∈M }
das Bild von F .

Sei V ⊂ N eine Teilmenge, dann heißt

F−1(V ) = {x ∈M | F (x) ∈ V }
das Urbild von V unter F .
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Für das Urbild der einelementigen Menge {y} schreibt man manchmal kurz
F−1(y) statt F−1({y}). Da das zu Missverständnissen führen kann, bleiben wir
erst einmal bei F−1({y}).

1.17. Definition. Eine Abbildung F : M → N heißt

(1) injektiv, wenn für alle x1, x2 ∈ M aus F (x1) = F (x2) schon x1 = x2
folgt,

(2) surjektiv, wenn für alle y ∈ N ein x ∈M existiert mit F (x) = y, und
(3) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.18. Beispiel. (1) Für alle Mengen M ist die Abbildung idM : M →
M mit idM (x) = x definiert. Sie heißt die Identität und ist stets bijek-
tiv.

(2) Die Abbildung F : R → R mit F (x) = x2 ist weder injektiv noch
surjektiv, denn

F (−2) = F (2) = 4 und − 1 /∈ im (F ).

(3) Die Abbildung F : N → N mit F (x) = x2 ist injektiv. Die Abbildung
G : N → {x2 | x ∈ N } mit G(x) = x2 ist bijektiv. Diese Abbildungen
sind verschieden, da sie andere Wertebereiche haben.

Trotzdem werden wir später manchmal beide Abbildungen mit
dem gleichen Symbol bezeichnen.

1.19. Definition. Seien L,M,N Mengen und F : M → N , G : L → M
Abbildungen. Die Verkettung F ◦G : L→ N (lies

”
F nach G“) ist die durch

(F ◦G)(x) = F (G(x))

definierte Abbildung.

1.20. Bemerkung. Die Buchstaben in
”
F ◦G“ scheinen

”
falsch herum“ zu

stehen, denn die Abbildungen verlaufen von links nach rechts geschrieben so:

L
G−→ M

F−→ N
x 7−→ G(x) −→ F (G(x)) .

Aber in
”
(F ◦G)(x) = F (G(x))“ stimmt die Reihenfolge wieder. Beispielsweise

seien F,G : R → R definiert durch

F (x) = x2 und G(x) = x+ 1 ,

dann ist

(F ◦G)(x) = (x+ 1)2 und (G ◦ F ) = x2 + 1 .

Insbesondere gilt G ◦ F ̸= F ◦G.

1.21. Bemerkung. Sei F : M → N eine Abbildung, und sei U ⊂ M eine
Teilmenge. Die Abbildung G : U → M mit G(x) = x für alle x ∈ U heißt
Inklusion. Sie ist stets injektiv. Die Verkettung

F |U = F ◦G : U → N

(lies
”
F eingeschränkt auf U“) heißt Einschränkung von F auf U .
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1.22. Satz. Seien L,M,N Mengen und F, F ′ : M → N , G,G′ : L → M
Abbildungen. Dann gilt

(1) Sind F,G injektiv, so ist auch F ◦G injektiv.
(2) Sind F,G surjektiv, so ist auch F ◦G surjektiv.
(3) Sind F,G bijektiv, so ist auch F ◦G bijektiv.
(4) Ist F ◦G injektiv, so auch G.
(5) Ist F ◦G surjektiv, so auch F .
(6) Ist F injektiv, so folgt aus F ◦G = F ◦G′ bereits G = G′.
(7) Ist G surjektiv, so folgt aus F ◦G = F ′ ◦G bereits F = F ′.

Hierbei bezeichnen F ′ und G′ beliebige Abbildungen und nicht die
”
Ablei-

tungen“ von F und G.

Beweis. Zu (1) seien x, y ∈ L. Aus (F ◦ G)(x) = (F ◦ G)(y) folgt
F (G(x)) = F (G(y)), also G(x) = G(y) wegen Injektivität von F , also x = y
wegen Injektivität von G, also ist F ◦G ebenfalls injektiv. Der Beweis von (2)
verläuft ähnlich wie (1), und (3) folgt sofort aus (1) und (2).

Die Punkte (4), (5) sind Übungsaufgaben zur Vorlesung “Analysis I” und
werden hier daher nicht bewiesen.

Aussage (6) folgt ähnlich wie (7). Zu (7) sei y ∈ M . Wegen Surjektivität
von G existiert x ∈ L mit G(x) = y. Aus F ◦G = F ′ ◦G folgt

F (y) = (F ◦G)(x) = (F ′ ◦G)(x) = F ′(y).

Da das für alle y ∈M gilt, folgt F = F ′. □

1.23. Satz. Sei F : M → N bijektiv. Dann existiert genau eine Abbildung
G : N →M mit G ◦ F = idM und F ◦G = idN .

1.24. Definition. Die Abbildung G aus Satz 1.23 heißt die Umkehrabbil-
dung von F .

Die Umkehrabbildung von F wird manchmal mit F−1 bezeichnet. Auch das
kann zu Missverständnissen führen, so dass wir auf diese Bezeichnung verzichten
wollen.

Beweis von Satz 1.23. Wir müssen zeigen, dass G existiert, und dass G
eindeutig ist.

Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, dassG : N →M eine Umkehrfunktion ist.
Dann sei y ∈ N beliebig, und sei x ∈M das eindeutige Element mit F (x) = y.
Aus G ◦ F = idM folgt

G(y) = G(F (x)) = x .

Wenn eine Umkehrfunktion existiert, sind ihre Werte durch diese Gleichung
eindeutig bestimmt. Also ist die Umkehrfunktion eindeutig.

Zur Existenz sei Γ(F ) der Graph von F . Gemäß der obigen Überlegung
betrachten wir

X =
{
(y, x) ∈ N ×M

∣∣ (x, y) ∈ Γ(F )
}
,
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das ist eine Menge, da M , N und Γ(F ) auch Mengen sind. Zu jedem y ∈ N
existiert genau ein x ∈ M mit F (x) = y, also mit (x, y) ∈ Γ(F ), also auch mit
(y, x) ∈ X. Also ist X der Graph einer Funktion G : N →M .

Für alle x ∈ M ist (F (x), x) ∈ X = Γ(G), also G(F (x)) = x, und so-
mit G ◦ F = idM . Umgekehrt sei y ∈ N , und sei x ∈ M das eindeutige Ele-
ment mit F (x) = y, also G(y) = x und F (G(y)) = F (x) = y. Somit gilt
auch F ◦G = idN . Also existiert eine Umkehrfunktion, nämlich G. □

1.25. Definition. Zwei Mengen M und N heissen gleichmächtig, wenn es
eine bijektive Abbildung F : M → N gibt.

1.26. Bemerkung. Gleichmächtige Mengen haben
”
gleich viele“ Elemente.

Für alle Mengen L,M und N gilt (Übung):

(1) M ist gleichmächtig zu M ;
(2) N ist genau dann gleichmächtig zu M , wenn M zu N gleichmächtig

ist;
(3) sind L zu M und M zu N gleichmächtig, so ist auch L zu N

gleichmächtig.

Das heißt, Gleichmächtigkeit verhält sich wie eine Äquivalenzrelation, siehe
Definition 1.41. Allerdings sollte eine Relation immer auf einer Menge definiert
sein, und die Menge aller Mengen gibt es nach Folgerung 1.13 nicht.

1.27. Beispiel. (1) Die MengenM = {1, 2, 3} und N = {4, 7, 15} sind
gleichmächtig. Definiere z.B. F : M → N durch

F (1) = 7, F (2) = 4, F (3) = 15.

(2) Sei M = {n2 | n ∈ N} ⊂ N die Menge der Quadratzahlen. Da F : N →
M mit F (n) = n2 bijektiv ist, sind M und N gleichmächtig, obwohl
M eine echte Teilmenge von N ist.

1.2. Natürliche Zahlen

Die natürlichen Zahlen sind uns bereits seit unserer Kindheit vertraut — wir
benutzen sie zum Zählen. Für den Fall, dass es nichts zu zählen gibt, haben wir
die Zahl 0. Es ist erstaunlich, dass die Zahl 0 selbst erst spät als eigenständige
Zahl eingeführt wurde. Wenn wir schon ein Stück weit gezählt haben, etwa bis
zu einer Zahl n, und weiterzählen wollen, brauchen wir die nächste Zahl. Wir
nennen Sie den Nachfolger von n und schreibenNf(n) = n+1. Schließlich wollen
wir, dass die natürlichen Zahlen eine Menge bilden, die sonst keine weiteren
Objekte enthält.

1.28. Annahme (Peano-Axiome). Wir nehmen an, dass es eine Menge N
mit einem ausgezeichneten Element 0 ∈ N und einer Abbildung Nf : N → N
gibt, die die folgenden Peano-Axiome erfüllt:

Die Nachfolger-Abbildung ist bijektiv als Abbildung Nf : N → N \ {0}.(P1)

Prinzip der vollständigen Induktion. Sei M ⊂ N mit 0 ∈M , so dass für
alle m ∈M auch Nf(m) ∈M gilt, dann ist bereits M = N.

(P2)
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Axiom (P1) besagt, dass jede Zahl genau einen Nachfolger hat, und jede
Zahl außer 0 selbst Nachfolger genau einer anderen Zahl ist. Axiom (P2) be-
sagt, dass die Menge N die “kleinste” Menge ist, die (P1) erfüllt. Trotzdem
bestimmen die Peano-Axiome die natürlichen Zahlen nicht eindeutig — warum
das so ist, lernen Sie aber erst in einer Vorlesung über Logik. Wir wollen immer-
hin annehmen, dass N nur die Zahlen 0, 1, 2, . . . enthält, aber keine weiteren
Elemente. Übrigens gibt es Autoren, für die 0 nicht zu N gehört. Zur Sicherheit
können Sie beide Versionen mit N0 und N> bezeichnen.

1.29. Bemerkung. Wir können natürliche Zahlen als Mengen 0, 1, 2, . . .
konstruieren. Dazu setzen wir 0 = ∅ und konstruieren Nachfolger als

Nf(n) = n+ 1 = {0, . . . , n} = n ∪ {n}.

Diese Definition ist rekursiv, das heißt, man muss alle Zahlen bis n kennen, um
den Nachfolger n+ 1 zu konstruieren. Wir schreiben N = {0, 1, 2, . . . }.

Die ersten
”
Zahlen“ sehen so aus:

0 = ∅
1 = {0} = {∅}

2 = {0, 1} = {∅, {∅}}
3 = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

Auf diese Weise erhalten wir alle Zahlen mit elementaren Konstruktionen aus
der leeren Menge. Da das recht mühselig ist, werden wir natürliche Zahlen
meistens als Zahlen und nicht als Mengen betrachten. Nur in diesem Abschnitt
werden wir die obigen Mengen manchmal benutzen.

1.30. Definition. Eine Menge M heißt endlich, wenn sie zu einer Men-
ge n gleichmächtig ist. In diesem Fall heißt die Zahl n die Mächtigkeit von M ,
geschrieben n = #M . Ansonsten heißt M unendlich.

1.31. Bemerkung. (1) Man kann sich überlegen, dass zwei Men-
gen n und m genau dann gleichmächtig sind, wenn n = m. Wegen
Bemerkung 1.26 kann jede Menge M zu höchstens einer Menge n
gleichmächtig sein. Die Schreibweise #M für endliche Mengen ist also
sinnvoll.

(2) Endliche Mengen kann man immer als Aufzählung angeben. Sei etwa
F : n→M bijektiv, dann schreibe

M = {F (0), . . . , F (n− 1)}

Ist M umgekehrt als {x1, . . . , xn} gegeben, dann hat M höchstens n
Elemente, ist also endlich.

(3) Für unendliche Mengen M führen wir die Schreibweise
”
#M = ∞“

nicht ein, da nicht alle unendlichen Mengen gleichmächtig sind. Wir
schreiben aber

”
#M <∞“, wenn M endlich ist.

1.32. Definition. Es seien m,n ∈ N, dann gilt m ≤ n genau dann,
wenn m ⊂ n. Es ist m kleiner als n, kurz m < n, wenn m ≤ n und m ̸= n gilt.
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1.33. Bemerkung. Aus Bemerkung 1.29 folgt auch, dass m < n genau
dann gilt, wenn m ∈ n. Man beachte den Unterschied in der Notation. Bei

”
⊂“

ist Gleichheit erlaubt, bei
”
<“ jedoch ausgeschlossen.

Der Vergleich von Zahlen führt uns auf den Begriff der Ordnung. Eine Ord-
nung einer MengeM ist eine Relation, das heißt, eine Teilmenge R ⊂M×M , die
einige zusätzliche Eigenschaften besitzt. Wir sagen

”
es gilt xRy“ für x, y ∈M ,

wenn (x, y) ∈ R.

1.34. Definition. Eine Relation R auf eine Menge M heißt Halbordnung,
wenn für alle x, y, z ∈M gilt:

xRx (Reflexivität),(O1)

xRy und yRx =⇒ x = y (Antisymmetrie),(O2)

xRy und yRz =⇒ xRz (Transitivität).(O3)

Eine Halbordnung heißt Ordnung, wenn ausserdem für alle x, y ∈M gilt:

xRy oder yRx (Totalität).(O4)

Die Eigenschaften (O1)–(O4) heißen auch Ordnungsaxiome.

1.35. Beispiel. (1) Sei M eine Menge, dann definiert
”
⊂“ eine Hal-

bordnung auf der Potenzmenge P(M), denn für alle A, B, C ⊂ M
gilt

A ⊂ A ,

A ⊂ B und B ⊂ A =⇒ A = B ,

A ⊂ B und B ⊂ C =⇒ A ⊂ C .

(2) Die Relation
”
∈“ ist nicht transitiv und daher keine Halbordnung,

denn es gilt zum Beispiel a ∈ {a, b} und {a, b} ∈ {{a}, {a, b}}, aber
nicht a ∈ {{a}, {a, b}}.

(3) Die Relation
”
≤“ auf N ist eine Ordnung. Nach Bemerkung 1.29

gilt N ⊂ P(N), und nach Definition 1.32 ist
”
≤“ die Einschränkung

von
”
⊂“ auf N. Wegen (1) ist

”
≤“ eine Halbordung auf N. Zu zeigen

wäre noch, dass für alle m, n ∈ N gilt

n ≤ m und m ≤ n =⇒ m = n .

(4) SeiM eine Menge. Die Relation
”
hat höchstens so viele Elemente wie“

ist keine Ordnung auf der Potenzmenge P(M), denn seiM = {1, 2, 3},
dann hat {1, 2} höchstens so viele Elemente wie {2, 3} und umgekehrt,
aber beide Mengen sind nicht gleich. Also ist die Antisymmetrie ver-
letzt.

Das zweite Peano-Axiom 1.28 (P2) führt uns zur Beweismethode durch
vollständige Induktion. Wir benötigen sie bald zum Rechnen.

1.36. Satz (Vollständige Induktion). Für jedes n ∈ N sei A(n) eine Aussa-
ge. Wenn gilt
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(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(n) folgt A(n+ 1) für alle n ∈ N,

dann ist A(n) für alle n ∈ N wahr.

Beweis. Betrachte

M = {n ∈ N | die Aussage A(n) ist wahr }.
Nach unseren Annahmen in Abschnitt 1.1 ist das wieder eine Menge, also M ⊂
N. Aus den Voraussetzungen folgt

(1) 0 ∈M , und
(2) für alle n ∈M gilt n+ 1 ∈M .

Aus dem Axiom (P2) folgt dann M = N. Nach Definition von M gilt A(n) also
für alle n ∈ N. □

Eine andere Art der vollständigen Induktion funktioniert so: Wenn gilt

(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(0) ∧ · · · ∧A(n) folgt A(n+ 1) für alle n ∈ N,

dann gilt A(n) für alle n ∈ N. Das zeigt man, indem man die Aussage

B(n) = A(0) ∧ · · · ∧A(n)
induktiv mit Satz 1.36 beweist.

Wir haben in Bemerkung 1.29 Zahlen als Mengen rekursiv eingeführt. Re-
kursive Definitionen funktionieren ähnlich wie vollständige Induktion: um eine
Abbildung F von N in eine MengeM anzugeben, reicht es F (0) ∈M festzulegen
und eine Vorschrift anzugeben, die F (n+ 1) aus F (0), . . . , F (n) bestimmt.

Wir führen jetzt die Grundrechenarten auf N rekursiv ein. Hierbei handelt
es sich um Verknüpfungen, das heißt, um Abbildungen N× N → N, etwa

+: N× N → N mit + (m,n) = m+ n.

1.37. Definition. Die Addition, Multiplikation und Potenzierung sind für
m, n ∈ N definiert durch

m+ 0 = m und m+Nf(n) = Nf(m+ n) ,(1)

m · 0 = 0 und m · Nf(n) = m · n+m ,(2)

m0 = 1 und mNf(n) = mn ·m .(3)

Beispiel. Zwei einfache Rechnungen:

3 + 2 = 3 +Nf(1) = Nf(3 + 1) = Nf(3 +Nf(0)) = Nf(Nf(3)) = Nf(4) = 5 ,

3 · 2 = 3 · Nf(1) = 3 · 1 + 3 = 3 · Nf(0) + 3 = 3 · 0 + 3 + 3 = 0 + 3 + 3 = 6 .

1.38. Proposition. Seien M,N endliche Mengen.

(1) Falls M ∩N = ∅ ist, gilt #(M ∪̇N) = #M +#N .
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(2) Es gilt #(M ×N) = #M ·#N .
(3) Es gilt #Abb(N,M) = #M#N .

Beweis. Wir beweisen (1) zur Illustration durch vollständige Induktion
über die Mächtigkeit n = #N . Es sei m = #M .

Induktionsanfang: Es sei n = 0. Nach den Definitionen 1.25 und 1.30 exi-
stiert eine bijektive Abbildung von ∅ = 0 nach N , also gilt N = ∅. Somit

#(M ∪̇N) = #(M ∪̇ ∅) = #M = m = m+ 0 = #M +#N .

Induktionsschritt: Es sei #N = n + 1. Dann existiert eine bijektive Abbil-
dung F : n+ 1 = n ∪̇ {n} → N . Setze

N ′ = im(F |n) = {F (0), . . . , F (n− 1)} und x = F (n) ,

so dass #N ′ = n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt #(M ∪̇ N ′) = m + n,
also existiert eine bijektive Abbildung G′ : m+ n → M ∪̇ N ′. Wir definie-
ren G : (m+ n) + 1 →M ∪̇N durch

G(k) =

{
G′(k) falls k ∈ m+ n, also k < m+ n, und

x falls k = m+ n, also k = m+ n.

Man überzeugt sich leicht, dass G bijektiv ist. Mit Definition 1.37 (1) folgt

#(M ∪̇N) = (m+ n) + 1 = m+ (n+ 1) = #M +#N . □

1.39. Bemerkung. Die Grundrechenarten hätten wir auch über die Eigen-
schaften (1)–(3) definieren können. Außerdem folgt aus (1), dass m ≤ ℓ genau
dann gilt, wenn ein n ∈ N mit m+ n = ℓ existiert.

Bevor wir das Assoziativgesetz kennenlernen, überlegen wir uns, was
”
Klam-

mern“ eigentlich bewirken. Fassen wir +: N× N → N als Abbildung auf, dann
bedeutet (ℓ+m)+n gerade +(+(ℓ,m), n), ℓ+(m+n) bedeutet +(ℓ,+(m,n)).

1.40. Satz. Für ℓ,m, n ∈ N gelten die Rechenregeln

(1) Assoziativgesetze

(ℓ+m) + n = ℓ+ (m+ n)

(ℓ ·m) · n = ℓ · (m · n)
(2) Neutrale Elemente

n+ 0 = n

n · 1 = n

(3) Kommutativgesetze

n+m = m+ n

n ·m = m · n
(4) Distributivgesetz

ℓ · (m+ n) = ℓ ·m+ ℓ · n
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(5) Kürzungsregeln

ℓ+ n = m+ n =⇒ ℓ = m

ℓ · n = m · n =⇒ ℓ = m oder n = 0 .

Beweis. Die Aussagen (2) folgen leicht aus Definition 1.37. Alle ande-
ren lassen sich durch vollständige Induktion beweisen. Der Beweis von (5) ist
Übung. □

1.3. Ganze und Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt
”
lösen“ wir zwei Probleme: man kann in N nicht subtra-

hieren, und man kann in N auch nicht durch Zahlen n ̸= 0 dividieren. Um diese

”
Grundrechenarten“ einführen zu können, werden wir N erst zu den ganzen
Zahlen Z, und dann zu den rationalen Zahlen Q erweitern. Dazu ist zunächst
etwas Vorarbeit nötig.

1.41. Definition. Eine Relation R auf einer Menge M heißt Äquivalenzre-
lation, wenn für alle x, y, z gilt:

xRx (Reflexivität),(Ä1)

xRy =⇒ yRx (Symmetrie),(Ä2)

xRy und yRz =⇒ xRz (Transitivität).(Ä3)

Im Unterschied zu Halbordnungen (Definition 1.34) sind Äquivalenzrelatio-
nen symmetrisch und nicht antisymmetrisch. Das erlaubt uns, Äquivalenzklas-
sen und Quotientenmengen zu definieren. Wir erinnern uns an die Potenzmen-
ge P(M) von M aus Definition 1.11.

1.42. Definition. Es sei R eine Äquivalenzrelation auf M . Für alle x ∈M
definieren wir die (R-) Äquivalenzklasse [x] von x als

[x] =
{
y ∈M

∣∣ xRy } .
Die Gesamtheit aller Äquivalenzklassen bildet die Quotientenmenge (kurz: den
Quotienten) M/R, also

M/R =
{
[x]
∣∣ x ∈M

}
⊂ P(M) ,

und alle Elemente y ∈ [x] heißen Repräsentanten von [x] ∈ M/R. Die Abbil-
dung p : M →M/R mit p(x) = [x] heißt Quotientenabbildung.

Das einfachste Beispiel für eine Äquivalenzrelation ist die Gleichheit
”
=“

auf einer beliebigen Menge M . Die Axiome (Ä1)–(Ä3) gelten offensichtlich. In
diesem Fall ist die Äquivalenzklasse von x ∈ M gerade [x] = {x}, und die
Quotientenabbildung p : M → M/= ist bijektiv mit x 7→ {x}. Allerdings gilt
strenggenommen nicht M =M/=, zum Beispiel ist

{1, 2, 3}/= = {{1}, {2}, {3}} .

SeiM eine beliebige Menge. Nach Bemerkung 1.26 definiert Gleichmächtig-
keit eine Äquivalenzrelation R auf der Potenzmenge P(M).
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1.43. Proposition. Es sei R eine Äquivalenzrelation auf M .

(1) Für alle x ∈ M und alle y ∈ [x] gilt [x] = [y], insbesondere liegt
jedes x ∈M in genau einer Äquivalenzklasse von R.

(2) Die Abbildung p : M → M/R ist surjektiv, und es gilt p(x) = p(y)
genau dann, wenn xRy gilt.

(3) Es sei F : M → N eine Abbildung. Dann existiert genau dann eine
Abbildung F̄ : M/R → N mit F = F̄ ◦ p, wenn für alle x, y ∈ M
aus xRy folgt, dass F (x) = F (y). In diesem Fall ist F̄ eindeutig.

Die Aussage (3) heißt auch die universelle Eigenschaft des Quotienten. Wir
nennen F̄ die von F induzierte Abbildung. Wir stellen (3) als Diagramm dar:

M
F //

p

��

N

M/R .
F̄

<<

Beweis. Zu (1) seien y ∈ [x] und z ∈ [y] beliebig, dann gilt xRy und yRz.
Aus Transitivität folgt xRz, also gilt z ∈ [x] für alle z ∈ [y], es folgt [y] ⊂ [x].

Aus xRy folgt yRx wegen der Symmetrie von R, also folgt x ∈ [y] aus [y] ∈
x. Nach obigem Argument gilt also auch [x] ⊂ [y], und somit [x] = [y].

Die Surjektivität von p ist klar nach Definition vonM/R, und aus (1) folgt,
dass p(x) = [x] = [y] = p(y) genau dann, wenn xRy gilt. Also stimmt (2).

In (3) beginnen wir mit
”
=⇒“. Sei also F̄ : M/R→ N gegeben mit F = F̄◦p,

und seien x, y ∈M gegeben mit xRy. Aus (2) folgt p(x) = p(y), also erst recht

F (x) = F̄ (p(x)) = F̄ (p(y)) = F (y) .

Zu
”
⇐=“ gelte F (x) = F (y) für alle x, y ∈M mit xRy, also für alle x ∈M

und alle y ∈ [x]. Seien also [x] ∈ M/R und y ∈ [x] beliebig, dann dürfen
wir F̄ ([x]) = F (y) setzen. Diese Konstruktion hängt nach Voraussetzung nicht
von der Wahl von y ∈ [x] ab. Dazu sagen wir, F̄ ist wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit von F̄ folgt mit Satz 1.22 (7) aus der Surjektivität von p.
□

In der Schule definiert man Z, indem man zu N noch negative Zahlen hin-
zunimmt:

Z = N ∪̇ {−n | n ∈ N \ {0} }.

Anschließend definiert man Addition, Subtraktion und Multiplikation. Dabei
muss man immer einige Fälle unterscheiden. Wir beschreiben ganze Zahlen
stattdessen als Differenzen natürlicher Zahlen, also als m− n für m,n ∈ N.
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1.44. Bemerkung. Um die folgenden Konstruktionen zu verstehen, hier
ein paar Vorüberlegungen. Für alle m, n, p, q ∈ N gilt in Z:

(m− n) = (p− q) ∈ Z ⇐⇒ m+ q = n+ p ∈ N ,(1)

(m− n) + (p− q) = (m+ p)− (n+ q) ,(2)

−(m− n) = n−m ,(3)

(m− n) · (p− q) = (m · p+ n · q)− (m · q + n · p) ,(4)

(m− n) ≤ (p− q) ⇐⇒ m+ q ≤ n+ p .(5)

Für eine MengeM und n ∈ N bezeichneMn das n-fache kartesische Produkt
vonM mit sich selbst, etwaM2 =M×M . Anstelle vonm−n ∈ Z betrachten wir
das Paar (m,n) ∈ N2. Gemäß Bemerkung 1.44 (1) definieren wir eine Relation
∼ auf der Menge N2 durch

(m,n) ∼ (p, q) ⇐⇒ m+ q = n+ p ∈ N.

Außerdem definieren wir Addition, Negatives, Multiplikation und eine Relati-
on ≤ gemäß Bemerkung 1.44 (2)–(5) durch

(m,n) + (p, q) = (m+ p, n+ q),

−(m,n) = (n,m),

(m,n) · (p, q) = (m · p+ n · q,m · q + n · p),
(m,n) ≤ (p, q) ⇐⇒ m+ q ≤ n+ p.

1.45. Proposition. Es seien m, n, p, q, r, s, t, u ∈ N. Dann gilt

(1)
”
∼“ ist eine Äquivalenzrelation.

(2) Aus (m,n) ∼ (p, q) und (r, s) ∼ (t, u) folgt

(m,n) + (r, s) ∼ (p, q) + (t, u),

(m,n) · (r, s) ∼ (p, q) · (t, u)
und − (m,n) ∼ −(p, q).

(3) Aus (m,n) ∼ (p, q) und (r, s) ∼ (t, u) folgt

(m,n) ≤ (r, s) =⇒ (p, q) ≤ (t, u).

Beweis. Zu (1):
”
∼“ ist reflexiv und symmetrisch nach Konstruktion und

dem Kommutativgesetz 1.40 (3). Zur Transitivität benutzen wir zusätzlich die
Kürzungsregel 1.40 (5):

(m,n) ∼ (p, q) und (p, q) ∼ (r, s)

=⇒ m+ q = n+ p und p+ s = q + r

=⇒ m+ q + p+ s = n+ p+ q + r

=⇒ m+ s = n+ r

=⇒ (m,n) ∼ (r, s).



1.3. GANZE UND RATIONALE ZAHLEN 17

Zu (2): Seien (m,n) ∼ (p, q) und (r, s) ∼ (t, u), also m + q = n + p und
r + u = s+ t. Wegen m+ q + r + u = n+ p+ s+ t folgt

(m,n) + (r, s) = (m+ r, n+ s) ∼ (p+ t, q + u) = (p, q) + (t, u).

Außerdem gilt

mr + ns+ ps+ qr = (m+ q) · r + (n+ p) · s
=(n+ p) · r + (m+ q) · s = pr + qs+ms+ nr,

also

(m,n)(r, s) = (mr + ns,ms+ nr) ∼ (pr + qs, ps+ qr) = (p, q)(r, s).

Genauso zeigt man (p, q)(r, s) ∼ (p, q)(t, u), und wegen Transitivität gilt
(m,n)(r, s) ∼ (p, q)(t, u). Die Behauptung −(m,n) = (n,m) ∼ (q, p) = −(p, q)
ist leicht einzusehen.

Zu (3): Mit (m,n) ∼ (p, q) und (r, s) ∼ (t, u) wie oben: Aus (m,n) ≤ (r, s)
folgt m+ s ≤ n+ r, also existiert nach Bemerkung 1.39 ein k ∈ N mit

m+ s+ k = n+ r

=⇒ m+ p+ s+ u+ k = n+ p+ r + u = m+ q + s+ t

=⇒ p+ u+ k = q + t =⇒ p+ u ≤ q + t

=⇒ (p, q) ≤ (t, u). □

Wir definieren also Z als Quotienten

Z = N2 /∼ = { [(m,n)] | (m,n) ∈ N2 } .

Proposition 1.45 garantiert wegen der universellen Eigenschaft aus 1.43 (3),
dass wir mit Äquivalenzklassen rechnen dürfen:

[(m,n)] + [(p, q)] = [(m+ p, n+ q)],

[(m,n)] · [(p, q)] = [(mp+ nq,mq + np)],

−[(m,n)] = [(n,m)],

unabhängig von den Repräsentanten (m,n) ∈ [(m,n)], (p, q) ∈ [(p, q)]. Auch
[(m,n)] ≤ [(p, q)] ist wohldefiniert.

Konkreter sei p : N2 → Z die Quotientenabbildung. Wir halten zunächst das
Paar (r, s) ∈ N2 fest und betrachten die Abbildung F = p ◦ ( · + (r, s)) wie im
folgenden Diagramm:

N2
·+(r,s) //

p

��

F

''

N2

p

��
Z

F̄
// Z .

Also können wir zu einer ganzen Zahl ein festes Paar (r, s) addieren. Jetzt
halten wir die ganze Zahl [(m,n)] fest und betrachten die Abbildung G =
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[(m,n)] + · : N2 → Z wie im folgenden Diagramm:

N2

[(m,n)]+ ·

&&

p

��
Z // Z .

Also dürfen wir zwei ganze Zahlen addieren. Mit den analogen zwei Diagrammen
erhalten wir auch die Multiplikation.

1.46. Definition. Die Menge Z = N2/∼ heißt Menge der ganzen Zahlen.

Wir identifizieren n ∈ N mit [(n, 0)] ∈ Z und schreiben −n für [(0, n)] ∈ Z.
Insbsondere schreiben wir 0 = [(0, 0)] und 1 = [(1, 0)].

1.47. Satz. In Z gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl für die
Addition als auch für die Multiplikation. Neutrale Elemente sind 0 für die Ad-
dition und 1 für die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz. Jedes Element
[(m,n)] besitzt ein additives Inverses −[(m,n)] = [(n,m)], das heißt, es gilt

[(m,n)] +
(
−[(m,n)]

)
= [(m,n)] + [(n,m)] = [(0, 0)].

Es gilt die Kürzungsregel für die Multiplikation.

Die Relation
”
≤“ auf Z ist eine Ordnung, und für alle a, b, c ∈ Z gilt:

a ≤ b =⇒ a+ c ≤ b+ c ,

0 ≤ a und 0 ≤ b =⇒ 0 ≤ ab .

Beweis. Das meiste folgt direkt aus Satz 1.40 und den obigen Definitionen.
Die neue Gleichung

[(m,n)] +
(
−[(m,n)]

)
= [(m,n)] + [(n,m)] = [(0, 0)]

ergibt sich aus

(m,n) + (n,m) = (m+ n, n+m) ∼ (0, 0).

Ähnlich zeigt man die Eigenschaften von
”
≤“. □

Wir haben die natürlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen Z erweitert, um
additive Inverse zu finden, also Zahlen −n mit n + (−n) = 0. Dazu haben
wir natürliche Zahlen durch Paare (m,n) ∈ N × N ersetzt, die für die Zahl
m − n ∈ Z stehen. Die Zahlen −n = [(0, n)] sind gerade die negativen Zahlen
aus der Schule. Der Einfachheit halber schreiben wir ab sofort a, b, c, · · · ∈ Z,
nicht mehr [(m,n)].

Um nun auch multiplikative Inverse 1
n mit n · 1

n = 1 für alle n ∈ Z \ {0} zu
erhalten, ersetzen wir ganze Zahlen durch Paare (p, q) ∈ Z× (N \ {0}), die für
Brüche p

q stehen. Das ist die Bruchrechnung, wie wir sie aus der Schule kennen.
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Dazu definieren wir für (p, q), (r, s) ∈ Z× (N \ {0}):

(p, q) ∼ (r, s) ⇐⇒ p · s = q · r
(
⇐⇒ p

q
=
r

s

)
,

(p, q) + (r, s) = (ps+ qr, qs)

(
da

p

q
+
r

s
=
ps+ qr

qs

)
,

(p, q) · (r, s) = (pr, qs)

(
da

p

q
· r
s
=
pr

qs

)
,

−(p, q) = (−p, q)
(
da − p

q
=

−p
q

)
,

(p, q) ≤ (r, s) ⇐⇒ p · s ≤ q · r
(
⇐⇒ p

q
≤ r

s
, da q, s > 0

)
.

Beachte, dass qs ∈ N\{0}, denn aus qs = 0 = 0 ·s würde mit der Kürzungsregel
entweder q = 0 oder s = 0 folgen. Für p ̸= 0 definieren wir:

(p, q)−1 =

{
(q, p) falls p > 0,
(−q,−p) falls p < 0.

Beachte: die rechte Seite (±q,±p) liegt immer in Z× (N \ {0}).

1.48. Proposition. (1) Die Relation
”
∼“ ist eine Äquivalenzrelation.

(2) Es seiem (m,n), (p, q), (r, s), (t, u) ∈ Z× (N \ {0}) mit (m,n) ∼ (p, q)
und (r, s) ∼ (t, u) gegeben, dann gilt

(m,n) + (r, s) ∼ (p, q) + (t, u),

(m,n) · (r, s) ∼ (p, q) · (t, u),
und es gilt m ̸= 0 ⇒ p ̸= 0, und in diesem Fall

(m,n)−1 ∼ (p, q)−1.

(3) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (2) gilt

(m,n) ≤ (r, s) ⇒ (p, q) ≤ (t, u).

Beweis. Die Beweismethode ist die gleiche wie bei Proposition 1.45, wir
lassen den Beweis daher aus, ein Teil ist Übung. □

1.49. Definition. Der Quotient Z×(N\{0})/∼ heißt Menge der rationalen
Zahlen und wird mit Q bezeichnet. Für die Äquivalenzklasse [(p, q)] schreiben
wir p

q .

Wie zuvor schließen wir aus Proposition 1.48 (2), dass wir mit Brüchen so
rechnen dürfen, wie wir es aus der Schule kennen. Proposition 1.48 (3) besagt,
dass wir zwei Brüche vergleichen können.

Wir identifizieren eine ganze Zahl n ∈ Z mit dem Bruch n
1 ∈ Q und fassen

Z als Teilmenge von Q auf. Insbesondere liegen 0 = 0
1 und 1 = 1

1 in Q.

1.50. Satz. In Q gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Assoziativgesetz für Addition und Multiplikation
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(2) neutrale Elemente: p
q + 0 = p

q ,
p
q · 1 = p

q für alle p
q ∈ Q;

(3) inverse Elemente: p
q + −p

q = 0 für alle p
q ∈ Q, p

q ·
(p
q

)−1
= 1 für alle

p
q ∈ Q \ {0};

(4) Kommutativgesetz für Addition und Multiplikation;
(5) Distributivgesetz;
(6) Die Relation

”
≤“ ist eine Ordnung;

(7) Aus p
q ≤ r

s folgt p
q +

t
u ≤ r

s +
t
u ;

(8) Aus 0 ≤ p
q und 0 ≤ r

s folgt 0 ≤ p
q ·

r
s .

Beweis. Diese Aussagen folgen aus den Sätzen 1.40 und 1.47, und aus der
Konstruktion von Q. Seien etwa p, r, t ∈ Z, q, s, u ∈ N \ {0}, dann ergibt sich
das Assoziativgesetz für die Addition aus(

p

q
+
r

s

)
+
t

u
=
ps+ qr

qs
+
t

u
=

(ps+ qr) · u+ qst

qsu
=
psu+ qru+ qst

qsu

=
psu+ q(ru+ st)

qsu
=
p

q
+
ru+ st

su
=
p

q
+

(
r

s
+
t

u

)
.

Betrachten wir das multiplikative Inverse
(p
q

)−1
von p

q ∈ Q \ {0}. Wir un-

terscheiden zwei Fälle:

Falls 0 < p, gilt
(p
q

)−1
= q

p und p
q ·
(p
q

)−1
= pq

qp = 1.

Falls p < 0, gilt
(p
q

)−1
= −q

−p und p
q ·
(p
q

)−1
= p(−q)

q(−p) =
−pq
−qp = 1.

Alle anderen Aussagen lassen sich ähnlich beweisen. □

1.4. Etwas Euklidische Geometrie

Der nächste Schritt wäre jetzt die Einführung der reellen Zahlen R. In der
Schule definiert man reelle Zahlen als Dezimalbrüche. Diese Konstruktion hat
einige Probleme, eines davon ist 0, 99 . . . = 1. In der Analysis lernen Sie eine
andere Konstruktion kennen. Die reellen Zahlen haben folgende Eigenschaften.

(1) Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Körper, das heißt, es
gelten alle Rechenregeln aus Satz 1.50.

(2) Die reellen Zahlen sind archimedisch angeordnet, das heißt, die natürli-
chen Zahlen N sind in R enthalten, und zu jeder reellen Zahl r ∈ R
gibt es eine natürliche Zahl n ∈ N mit r ≤ n.

(3) Die reellen Zahlen sind vollständig, das heißt, es ist der größte Körper,
für den (1) und (2) gelten. Genauer: wenn es einen anderen Körper k
gibt, der (1) und (2) erfüllt, dann ist k zu einem Teilkörper von R
isomorph. Noch genauer: es existiert eine eindeutige Abbildung f : k →
R, so dass für alle x, y gilt, dass f(x + y) = f(x) + f(y), f(xy) =
f(x) · f(y), f(1) = 1 und f(x) ≤ f(y) genau dann, wenn x ≤ y, und
diese Abbildung ist injektiv.
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(4) Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R, das heißt, zu r, s ∈ R
mit r < s existiert p

q ∈ Q mit r ≤ p
q ≤ s.

(5) Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind stetig.

Die Eigenschaften (1)–(3) definieren R eindeutig (modulo der Probleme, die
wir mit der Eindeutigkeit von N hatten). Es ist nicht offensichtlich, dass Eigen-
schaft (3) zu der Definition von Vollständigkeit aus der Analysis äquivalent ist.
Aber es ist die einfachste Art, Vollständigkeit zu definieren, ohne analytische
Begriffe zu verwenden.

In der Schule haben Sie Vektorrechnung wie folgt kennengelernt. Es sei

Rn = R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

=
{
x = (x1, . . . , xn)

∣∣ x1, . . . , xn ∈ R
}
,

dann definiert man eine Vektoraddition Rn × Rn → Rn, eine skalare Multipli-
kation R×Rn → Rn für x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn und a ∈ R und
einen Nullvektor 0 durch

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) ,

ax = (ax1, . . . , axn) ,

0 = (0, . . . , 0) .

Um Euklidische Geometrie zu betreiben, definiert man ein Skalarprodukt.
Daraus kann man Längen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren ab-
leiten. Für die folgende Definition erinnern wir uns daran, dass die Cosinus-
Funktion invertierbar ist als Funktion cos : [0, π] → [−1, 1] mit Umkehrfunkti-
on arc cos : [−1, 1] → [0, π]. Hierbei messen wir Winkel grundsätzlich in Bogen-
maß. Insbesondere gilt

1◦ =
π

180
.

1.51. Definition. Wir definieren das Standard-Skalarprodukt auf Rn als
Abbildung ⟨ · , · ⟩ : Rn × Rn → R für Vektoren x und y ∈ Rn durch

⟨x, y⟩ = x1y1 + · · ·+ xnyn .(1)

Die Euklidische Norm ∥ · ∥ : Rn → R auf dem Rn ist definiert durch

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ =
√
x21 + · · ·+ x2n .(2)

Für zwei Vektoren x, y ∈ Rn \ {0} definieren wir denWinkel durch

∡(x, y) = arc cos
⟨x, y⟩
∥x∥ ∥y∥

∈ [0, π] .(3)

Wir sammeln einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln.

1.52. Bemerkung. Seien x, y, z ∈ Rn sowie a, b ∈ R, dann gilt

⟨ax+ by, z⟩ = a⟨x, z⟩+ b⟨y, z⟩ ;(1)

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ;(2)

⟨x, x⟩ ≥ 0 und ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0 .(3)
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All das rechnet man leicht nach; für (3) nutzen wir aus, dass x21, . . . , x
2
n ≥ 0. Man

sagt, das Skalarprodukt ist linear in der ersten Variablen (1), symmetrisch (2)
und positiv definit(3). Aus (1) und (2) folgt, dass das Skalarprodukt auch in
der zweiten Variable linear ist, denn

(1’) ⟨x, ay + bz⟩ = ⟨ay + bz, x⟩ = a⟨y, x⟩+ b⟨z, x⟩ = a⟨x, y⟩+ b⟨x, z⟩ .

Für den folgenden Satz benötigen wir den reellen Absolutbetrag | · | : R → R,
definiert durch

|r| =

{
r falls r ≥ 0, und

−r falls r < 0.

Insbesondere gilt immer |r| ≥ 0, und |r| =
√
r2.

1.53. Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Für alle Vektoren x, y ∈ Rn

gilt

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥ .

Gleichheit gilt genau dann, wenn Zahlen a, b ∈ R existieren, die nicht beide
Null sind, so dass

ax+ by = 0 .

Beweis. Wir machen eine Fallunterscheidung.

Fall 1: Es sei x = 0. Dann gilt ∥x∥ = 0 und

⟨x, y⟩ = 0 = 0 · ∥y∥ = ∥x∥ · ∥y∥ .

Also gilt sogar Gleichheit, und mit a = 1 und b = 0 gilt ebenfalls

ax+ by = 1 · 0 + 0 · y = 0 .

Fall 2: Es sei x ̸= 0, dann ist auch ∥x∥2 ̸= 0, und wir berechnen

0 ≤
∥∥∥∥y − ⟨x, y⟩

∥x∥2
x

∥∥∥∥2 = 〈y − ⟨x, y⟩
∥x∥2

x, y − ⟨x, y⟩
∥x∥2

x

〉
= ∥y∥2 − 2

⟨x, y⟩
∥x∥2

⟨x, y⟩+ ⟨x, y⟩2

∥x∥4
∥x∥2 = ∥y∥2 − ⟨x, y⟩2

∥x∥2
.

Da ∥x∥2 > 0, folgt mit elementaren Umformungen

⟨x, y⟩2 ≤ ∥x∥2 · ∥y∥2 .

Wurzelziehen liefert die Behauptung.

Wegen x ̸= 0 ist Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung äquivalent
zu

y − ⟨x, y⟩
∥x∥2

x = 0 .

Daraus folgt ax+ by = 0 mit b = ∥x∥2 ̸= 0 und a = −⟨x, y⟩.
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Umgekehrt sei ax + by = 0. Wäre b = 0, so würde aus ax = 0 und x ̸=
0 bereits a = 0 folgen, aber a und b dürfen nicht beide verschwinden. Also
folgt b ̸= 0 und

y = −a
b
x = −

〈
x, ab x

〉
∥x∥2

x =
⟨x, y⟩
∥x∥2

x ,

und es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. □

Der Vektor y − ⟨x,y⟩
∥x∥2 x im obigen Beweis entspricht dem Lot vom Punkt y

auf die Gerade durch 0 mit Richtung x. Insbesondere gilt Gleichheit, wenn der
Punkt y auf dieser Geraden liegt.

1.54. Bemerkung. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1.53 folgt

⟨x, y⟩
∥x∥ ∥y∥

∈ [−1, 1] ⊂ R ,

also ist der Arcuscosinus in Definition 1.51 (3) erklärt und der Winkel wohlde-
finiert. Umgekehrt gilt also

⟨x, y⟩ = ∥x∥ ∥y∥ cos∡(x, y) .(1)

Zur geometrischen Interpretation betrachten wir das Dreieck mit den Endpunk-
ten 0, x und y. Die dritte Seite ist x− y, und wir erhalten den Cosinussatz der
Euklidischen Geometrie:

∥x− y∥2 = ∥x∥2 − 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 − 2 ∥x∥ ∥y∥ cos∡(x, y) .(2)

1.5. Komplexe Zahlen und die Geometrie der Ebene

In den reellen Zahlen können wir Wurzeln aus positiven Zahlen ziehen,
beispielsweise aus 2, was in Q nicht möglich ist. Man kann aber keine Wurzeln
aus negativen Zahlen ziehen. Diesen Missstand wollen wir jetzt beheben, indem
wir die reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen erweitern.

Die Idee ist, eine neue Zahl i einzuführen, deren Quadrat −1 ist. Wir
möchten mit Zahlen a + bi mit a, b ∈ R rechnen, und alle von R vertrau-
ten Rechenregeln sollen gelten. Zum Beispiel sollten die folgenden Rechnungen
richtig sein:

(a+ bi) + (c+ di) = a+ c+ bi+ di = (a+ c) + (b+ d)i ,

und (a+ bi) · (c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i .

Um das rigoros zu machen, betrachten wir eine komplexe Zahl als Paar aus zwei
reellen Zahlen, und definieren Addition und Multiplikation wie oben.

1.55. Definition. Die komplexen Zahlen sind definiert als C = R2, mit

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

und (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

für alle a, b, c, d ∈ R.
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1.56. Satz. In C gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl für die
Addition als auch für die Multiplikation. Neutrale Elemente sind 0C = (0, 0) für
die Addition und 1C = (1, 0) für die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz.
Jedes Element (a, b) besitzt ein additives Inverses

−(a, b) = (−a,−b)
und, falls (a, b) ̸= 0C, ein multiplikatives Inverses

(a, b)−1 =

(
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.

Beweis. Alle Behauptungen lassen sich direkt mit den Formeln aus Defi-
nition 1.55 nachrechnen. Beispielsweise gilt

(a, b) ·
(

a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
=

(
a2 + b2

a2 + b2
,
−ab+ ba

a2 + b2

)
= (1, 0) = 1C . □

Wir sehen, dass die Abbildung R → C mit a 7→ (a, 0) verträglich mit +
und · ist, und 0 und 1 ∈ R auf 0C und 1C abbildet. Wir dürfen also R mit den
komplexen Zahlen der Form ( · , 0) identifizieren. Wenn wir außerdem noch i =
(0, 1) definieren, können wir uns überzeugen, dass

(a, b) = (a, 0) + b · (0, 1) = a+ bi

für alle a, b ∈ R gilt. Damit haben wir unsere Idee vom Anfang des Abschnitts
verwirklicht. Außerdem dürfen wir jetzt auch 0 und 1 für 0C und 1C schreiben.

1.57. Bemerkung. Auf C gibt es keine Ordnung
”
≤“, die zu Satz 1.50 (7)

und (8) analoge Eigenschaften hat. Denn gäbe es solch eine Ordnung, dann
gälte entweder 0 < x oder 0 > x für alle x ̸= 0 wegen Totalität, aber wegen (7)
gälte 0 > x genau dann, wenn −x > 0. Also gälte x2 = (−x)2 > 0 für al-
le x ̸= 0 wegen (8), aber dann erhielten wir wegen (7) und Transitivität einen
Widerspruch:

0 = 12 + i2 ≥ 12 > 0 .

1.58. Definition. Sei z = a + bi ∈ C mit a, b ∈ R, dann heißt a der
Realteil Re(z) von z und b der Imaginärteil Im(z) von z.

Der Imaginärteil ist also immer eine reelle Zahl, und es gilt

z = Re(z) + Im(z) · i .

1.59. Definition. Die Abbildung C → C mit z 7→ z̄ = Re(z) − Im(z) · i
heißt komplexe Konjugation, z̄ heißt das (komplex ) Konjugierte von z.

1.60. Bemerkung. Die komplexe Konjugation ist verträglich mit allen Re-
chenoperationen, das heißt, es gilt

z̄ + w̄ = z + w , z̄ · w̄ = z · w ,

−z = −z̄ , z−1 = z̄−1 ,

0 = 0 , 1 = 1 ,

auch das rechnet man leicht nach.
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Es gilt ¯̄z = z für alle z, also ist die komplexe Konjugation ihre eigene
Umkehrabbildung. Für eine komplexe Zahl z gilt z = z̄ genau dann, wenn z ∈
R ⊂ C.

Man kann die komplexen Zahlen dadurch charakterisieren, dass sie die klein-
ste Erweiterung der reellen Zahlen R ist, so dass alle Rechenregeln aus Satz 1.56
gelten und eine Zahl i mit i2 = −1 existiert. Aber i ist dadurch nicht eindeutig
bestimmt, denn offensichtlich sind i und ī = −i gleichberechtigt.

Die Zahl z = i löst die Gleichung z2 + 1 = 0. In den Übungen werden Sie
sehen, dass man z2 = w für alle komplexen Zahlen w lösen kann. All das sind
Spezialfälle des folgenden Satzes.

1.61. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Es seien n ≥ 1 und a1, . . . ,
an ∈ C, dann existiert z ∈ C, so dass

zn + a1z
n−1 + · · ·+ an−1z + an = 0 .

Mit rein algebraischen Methoden lässt sich dieser Satz nicht beweisen. Das
liegt daran, dass die reellen Zahlen, die den komplexen ja zugrundeliegen, mit
analytischen Mitteln konstruiert wurden. Einen Beweis für diesen Satz lernen
Sie daher erst später, zum Beispiel in einer Vorlesung über Funktionentheorie
oder Topologie.

Für z = a+ bi mit a, b ∈ R ist

z · z̄ = (a+ bi)(a− bi) = a2 − (bi)2 = a2 + b2 ≥ 0

reell. Das ermöglicht folgende Definition.

1.62. Definition. Wir definieren den Absolutbetrag (die Norm oder die
Länge) einer komplexen Zahl z ∈ C als die reelle Zahl

|z| =
√
z · z̄ ≥ 0 .

1.63. Bemerkung. Wir sammeln ein paar Eigenschaften des Absolutbetra-
ges.

(1) Da |a+ bi|2 = a2 + b2, entspricht |z| = ∥z∥ der euklidischen Norm
auf C = R2 aus Definition 1.51 (1).

(2) Unsere Konstruktion von z−1 = z̄
|z|2 wird jetzt etwas klarer, denn

z · z̄

|z|2
=

|z|2

|z|2
= 1 .

(3) Der Absolutbetrag ist multiplikativ, das heißt, für alle z und w gilt

|zw| =
√
zw zw =

√
(zz̄)(ww̄) =

√
zz̄ ·

√
ww̄ = |z| |w| .

(4) Der Absolutbetrag ist subadditiv wegen (1) und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung 1.53, das heißt, für alle z, w ∈ C gilt

|z + w| ≤ |z|+ |w| ,
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denn

|z + w|2 = ∥z + w∥2 = ∥z∥2 + ∥w∥2 + 2⟨z, w⟩

≤ ∥z∥2 + ∥w∥2 + 2 ∥z∥ ∥w∥ = (∥z∥+ ∥w∥)2 = (|z|+ |w|)2 .
(5) Komplexe Konjugation ist mit dem Absolutbetrag verträglich, denn

|z̄| =
√
z̄z =

√
zz̄ = |z| .

Wir wollen uns Addition und Multiplikation in C jetzt mit Hilfe der zwei-
dimensionalen Euklidischen Geometrie veranschaulichen. Dazu machen wir ei-
nige Anleihen aus der Schulmathematik und identifizieren C mit dem Vektor-
raum R2.

Die Addition in C entspricht der Vektoraddition in R2. Die komplexe Kon-
jugation ist eine Spiegelung an der reellen Achse (also an der x-Achse).

Wir schreiben einen Vektor z ∈ C \ {0} als

z = |z| · z
|z|

.

Dann misst |z| = ∥z∥ die Länge von z. Multiplikation mit |z| ∈ R ⊂ C entspricht
offenbar der Streckung im R2 mit dem Faktor |z|, denn

|z| · (a+ bi) = (|z|+ 0i)(a+ bi) = |z| a+ |z| bi .

Der Vektor z
|z| hat Länge 1 und beschreibt die Richtung von z. Wir nehmen

jetzt an, dass bereits |z| = 1 gilt. Es sei φ der Winkel zwischen der positiven re-
ellen Achse R> ⊂ C (“x-Achse”) und z (entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen),
so dass

z = cosφ+ i sinφ .

Für einen beliebigen Vektor w = c+ di folgt

z · w = (c cosφ− d sinφ) + (c sinφ+ d cosφ) i .

Sei auf der anderen Seite Rφ die Drehung um den Winkel φ gegen den
Uhrzeigersinn mit Zentrum 0. Aus der Schulzeit wissen wir, dass diese Drehung
R-linear ist. Für c, d ∈ R gilt also

Rφ(c+ di) = cRφ(1) + dRφ(i)

= c(cosφ+ i sinφ) + d (− sinφ+ i cosφ) = z · w ,

Also beschreibt die komplexe Multiplikation mit einer komplexen Zahl z =
cosφ+ i sinφ vom Betrag 1 genau eine Drehung um φ.

Sei jetzt z ∈ C, z ̸= 0, und sei 0 ≤ φ < 2π der Winkel zwischen z und der
positiven reellen Achse, so dass

z = |z| · (cosφ+ i sinφ) .

Der Winkel φ heißt auch das Argument von z, geschrieben φ = arg(z), und
die obige Schreibweise heißt auch die Polardarstellung von z. Dann entspricht
Multiplikation mit z einer Drehung um den Winkel φ mit Zentrum 0 und einer
anschließenden Streckung um den Faktor |z|.
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1.64. Bemerkung (Geometrische Interpretation der komplexen Multipli-
kation). Es seien z, w ∈ C \ {0} Zahlen mit Beträgen r = |z|, s = |w| und
Argumenten φ = arg z und ψ = argw. Nach unser Vorüberlegung wird der
Vektor w durch Multiplikation mit z um r gestreckt und um φ gedreht, so dass
schließlich

|zw| = rs = |z| |w| , arg(zw) = φ+ ψ = arg(z) + arg(w)

und zw = rs
(
cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ)

)
.

Für r = s = 1 folgen aus der Rechnung

cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ) = (cosφ+ i sinφ) · (cosψ + i sinψ)

= (cosφ cosψ − sinφ sinψ) + i(cosφ sinψ + sinφ cosψ)

die Additionstheoreme für Sinus und Cosinus:

cos(φ+ ψ) = cosφ cosψ − sinφ sinψ

und sin(φ+ ψ) = cosφ sinψ + sinφ cosψ .

Man beachte aber, dass wir uns in dieser ganzen Bemerkung voll und ganz auf
unsere Anschauung und unsere Schulkenntnisse in ebener Geometrie verlassen
haben. Das reicht nicht als Grundlage für einen strikten Beweis, daher werden
wir nach diesem Abschnitt nicht mehr auf diese Überlegungen zurückgreifen.
Nichtsdestotrotz wollen wir aber aus den obigen Formeln in den Übungen noch
einige interessante Folgerungen ziehen.

1.65. Bemerkung. Die Isometrien der Ebene werden erzeugt von

(1) Verschiebungen w 7→ a+ w mit a ∈ C,
(2) Drehungen um den Ursprung, w 7→ zw, wobei z ∈ C mit |z| = 1, und
(3) der Spiegelung an der x-Achse, w 7→ w̄.

Insgesamt können wir also jede Isometrie F : R2 → R2 mit Hilfe komplexer
Zahlen schreiben als

F (w) = a+ zw oder F (w) = a+ zw̄ ,

wobei a und z ∈ C mit |z| = 1 durch F eindeutig festgelegt sind.

Es fällt auf, dass der oben benutzte Winkelbegriff nicht ganz mit dem aus
dem letzten Abschnitt übereinstimmt. Hier betrachten wir Drehungen gegen den
Uhrzeigersinn um beliebige Winkel, wobei der Winkel φ und der Winkel φ+2πn
für alle n ∈ Z die gleiche Drehung beschreiben. Alle Winkel im Intervall

(−π, π] =
{
x ∈ R

∣∣ −π < x ≤ π }
stehen für verschiedene Drehungen, insbesondere entsprechen Winkel φ ∈
(−π, 0) Drehungen im Uhrzeigersinn um |φ|.

In Definition 1.51 (3) hingegen haben wir nur
”
ungerichtete“ Winkel im

Intervall [0, π] betrachtet. Besser ging es nicht, da die Winkel φ und −φ den
gleichen Cosinus haben, und die Funktion Arcus Cosinus sich nach unser Defi-
nition für Winkel in [0, π] entscheidet.



28 1. ZAHLEN

1.6. Geometrie des Raumes und Quaternionen

Wir geben einen kurzen Abriss der Euklidischen Geometrie des Raumes,
inbesondere führen wir das Kreuzprodukt ein. In Analogie zu den komplexen
Zahlen definieren wir die Quaternionen, bei denen sowohl Kreuz- als auch Ska-
larprodukt auf dem R3 eine wichtige Rolle spielen. Die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Quaternionen lernen wir später kennen.

1.66. Definition. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) auf dem R3 ist eine
Abbildung × : R3 × R3 → R3 mit

(u1, u2, u3)× (v1, v2, v3) = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1) .

Beachten Sie, dass das Symbol “×” sowohl das kartesiche Produkt von
Mengen (R3×R3) aus Definition 1.9 (5) als auch das Kreuzprodukt von Vektoren
bezeichnet. Missverständnisse wird es deswegen voraussichtlich nicht geben.

1.67. Bemerkung. Für alle u, v, w ∈ R3 und alle a, b ∈ R gilt

(au+ bv)× w = a(u× w) + b(v × w) ,(1)

u× v = −v × u .(2)

All dies folgt unmittelbar aus Definition 1.66. Man sagt, das Kreuzprodukt ist
linear im ersten Argument (1) und antisymmetrisch (2) .

Wegen (1) und (2) ist das Kreuzprodukt auch im zweiten Argument linear,
denn

(1’) u× (av + bw) = −(av + bw)× u

= −a(v × u)− b(w × u) = a(u× v) + b(u× w) .

1.68. Satz. Für alle u, v, w, t ∈ R3 gilt

⟨u× v, w⟩ = ⟨v × w, u⟩ = ⟨w × u, v⟩ ,(1)

(u× v)× w = ⟨u,w⟩ · v − ⟨v, w⟩ · u = w × (v × u) ,(2)

0 = (u× v)× w + (v × w)× u+ (w × u)× v ,(3)

⟨u× v, w × t⟩ = ⟨u,w⟩⟨v, t⟩ − ⟨u, t⟩⟨v, w⟩(4)

Die Gleichung (2) heißt auch Graßmann-Identität, und (3) heißt Jacobi-
Identität. Den Ausdruck ⟨u× v, w⟩ in (1) nennt man auch das Spatprodukt der
Vektoren u, v, w.

Beweis. Zu (1) berechnen wir

⟨u× v, w⟩ = u2v3w1 − u3v2w1 + u3v1w2 − u1v3w2 + u1v2w3 − u2v1w3 ,

und dieser Ausdruck ist invariant unter zyklischer Vertauschung von u, v und w.
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Die Graßmann-Identität (2) überprüfen wir nur in der ersten Komponente
der ersten Gleichung:(

(u× v)× w
)
1
= (u× v)2 · w3 − (u× v)3 · w2

= u3 · v1 · w3 − u1 · v3 · w3 − u1 · v2 · w2 + u2 · v1 · w2

= (u1 · w1 + u2 · w2 + u3 · w3) · v1
− (v1 · w1 + v2 · w2 + v3 · w3) · u1

= ⟨u,w⟩ · v1 − ⟨v, w⟩ · u1 ;

die zweite und dritte Komponente ergeben sich, indem man oben die Indizes 1,
2 und 3 zyklisch vertauscht. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit
Antisymmetrie.

Die Jacobi-Identität (3) folgt, indem man u, v und w in (2) zyklisch per-
mutiert und dann alle drei Gleichungen addiert.

Behauptung (4) folgt aus (1) und (2) durch folgende Rechnung:

⟨u× v, w × t⟩ = ⟨(w × t)× u, v⟩
=
〈
⟨w, u⟩ · t− ⟨t, u⟩ · w, v

〉
= ⟨u,w⟩⟨v, t⟩ − ⟨u, t⟩⟨v, w⟩ . □

1.69. Bemerkung. Wir geben eine geometrische Interpretation.

(1) Satz 1.68 (4) und Bemerkung 1.54 (1) implizieren, dass

∥u× v∥ =

√
∥u∥2 ∥v∥2 − ⟨u, v⟩2

=

√
∥u∥2 ∥v∥2 (1− cos2∡(u, v)) = ∥u∥ ∥v∥ sin∡(u, v) ,

da sin2+cos2 = 1 und sinφ ≥ 0 für alle φ ∈ [0, π]. Also ist ∥u× v∥
gerade der Flächeninhalt des von u und v aufgespannten Parallelo-
gramms. Aus Bemerkung 1.67 (2) und Satz 1.68 (1) folgt

⟨u× v, u⟩ = ⟨u× u, v⟩ = 0 und ⟨u× v, v⟩ = ⟨v × v, u⟩ = 0 .

Also steht u× v senkrecht auf der Fläche dieses Parallelogramms. Da-
mit haben wir eine geometrische Beschreibung des Kreuzproduktes bis
auf das Vorzeichen. Das Vorzeichen ergibt sich durch die Wahl einer
Orientierung, wie wir später in Beispiel 4.28 lernen werden.

(2) Das Spatprodukt können wir nun als Volumen des Parallelotops mit
den Kanten u, v und w interpretieren. Da u × v senkrecht auf der
Grundfläche steht, wird die Höhe dieses Parallelotops gerade gegeben
durch

∥w∥ |cos∡(u× v, w)| = ∥w∥ |⟨u× v, w⟩|
∥u× v∥ ∥w∥

=
|⟨u× v, w⟩|
∥u× v∥

.

Als Produkt aus Grundfläche ∥u× v∥ und Höhe erhalten wir das Vo-
lumen also als Absolutbetrag |⟨u× v, w⟩| des Spatproduktes. Das Vor-
zeichen des Spatproduktes ist wiederum eine Frage der Orientierung.
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Wir erinnern uns an unsere Definition 1.55 der komplexen Zahlen. Dort
wurde eine Multiplikation auf R× R erklärt durch

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) .

Wir führen jetzt die etwas kompliziertere Quaternionen-Multiplikation ein. Die
Quaternionen wurden von Hamilton entdeckt, daher der Buchstabe H.

1.70. Definition. Die Quaternionen sind definiert als H = R× R3, mit

(a, u) + (b, v) = (a+ b, u+ v) ,

(a, u) · (b, v) =
(
a · b− ⟨u, v⟩, a · v + b · u+ u× v

)
und (a, u) = (a,−u)

für alle a, b ∈ R und alle u, v ∈ R3. Wir identifizieren a ∈ R mit (a, 0) ∈ H
und u ∈ R3 mit (0, u) ∈ H, und definieren Real- und Imaginärteil von (a, u)
durch

Re(a, u) =
1

2

(
(a, u) + (a, u)

)
= a ∈ R

und Im(a, u) =
1

2

(
(a, u)− (a, u)

)
= u ∈ R3 .

1.71. Satz. In H gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz für die Addition.
Die Multiplikation ist assoziativ aber nicht kommutativ. Es gilt das Distributiv-
gesetz

p · (q + r) = p · q + p · r(1)

für alle p, q, r ∈ H. Neutrale Elemente sind 0H = (0, 0) für die Addition
und 1H = (1, 0) für die Multiplikation. Jedes Element (a, u) besitzt ein additives
Inverses

−(a, u) = (−a,−u)(2)

und, falls (a, u) ̸= 0H, ein multipliktives Inverses

(a, u)−1 =

(
a

a2 + ∥u∥2
,− u

a2 + ∥u∥2

)
.(3)

Für ein Quaternion p = (a, u) gilt

p · q = q · p(4)

für alle q ∈ H genau dann, wenn p ∈ R, das heißt, wenn u = 0.

Für die Quaternionen-Konjugation gilt

p+ q = p+ q , −p = −p ,(5)

p · q = q · p , p−1 = p−1(6)

für alle p, q ∈ H, und für p = (a, u) ∈ H gilt

p · p = a2 + ∥u∥2 = p · p .(7)
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Die Quaternionen-Konjugation ist ein Anti-Automorphismus, das heißt, sie
respektiert alle Verknüpfungen bis auf die Multiplikation, bei der sie die Reihen-
folge der Faktoren vertauscht. Daher können wir aus (1) auch Distributivität
im ersten Faktor folgern.

Beweis. Die Rechenregeln für die Addition sind leicht zu überprüfen. Das
Distributivgesetz (1) folgt aus den Bemerkungen 1.52 (1) und 1.67 (1):

(a, u) ·
(
(b, v) + (c, w)

)
= (a, u) · (b+ c, v + w)

=
(
a(b+ c)− ⟨u, v + w⟩, a(v + w) + (b+ c)u+ u× (v + w)

)
= (ab− ⟨u, v⟩, av + bu+ u× v) + (ac− ⟨u,w⟩, aw + cu+ u× w)

= (a, u) · (b, v) + (a, u) · (c, w) .
Das Assoziativgesetz für die Multiplikation folgt aus Satz 1.68 (1) und (2) und
bleibt Übung. Außerdem überprüft man leicht, dass

(a, u) + (0, 0) = (a, u) = (a, u) · (1, 0) = (1, 0) · (a, u) .
Auch die Formel (2) für das additive Inverse ist klar.

Es gelte (4) für ein Quaternion (a, u). Aus der Symmetrie des Skalarpro-
duktes und der Antisymmetrie des Kreuzproduktes folgt

0 = (a, u) · (b, v)− (b, v) · (a, u)
= (0, u× v − v × u) = (0, 2u× v) .

Wir setzen für v die drei Einheitsvektoren e1, e2, e3 ein und erhalten u1 = u2 =
u3 = 0 aus Definition 1.70. Also gilt u = 0, das heißt (a, u) ∈ R.

Es gilt

(a, u) · (a, u) = (a,−u) · (a, u)

=
(
a2 + ⟨u, u⟩, au− au− u× u) = a2 + ∥u∥2 ∈ R ,

und es folgt die erste Gleichung in (7). Die zweite erhalten wir, indem wir u
durch −u ersetzen. Aus (7) folgt (3), denn(

a

a2 + ∥u∥2
,− u

a2 + ∥u∥2

)
· (a, u) = 1

(a, u) · (a, u)
(a, u) · (a, u) = 1 .

Gleichung (5) ist wiederum klar, und (6) folgt aus der Antisymmetrie des
Kreuzproduktes, denn

(a, u) · (b, v) = (ab− ⟨u, v⟩,−av − bu− u× v)

=
(
ab− ⟨−v,−u⟩, b(−u) + a(−v) + (−v)× (−u)

)
= (b, v) · (a, u) . □

1.72. Definition. Wir definieren den Absolutbetrag eines Quaternions q ∈
H als die reelle Zahl

|q| =
√
q̄q .
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Wegen Satz 1.71 (7) ist das möglich, und für q = (a, u1, u2, u3) ∈ H gilt

|q|2 = a2 + u21 + u22 + u23 ,

also stimmt |q| wiederum mit der Euklidischen Norm ∥q∥ auf R4 überein.

1.73. Bemerkung. So, wie wir den komplexen Zahlen (1, 0) und (0, 1) die
Namen 1 und i gegeben haben, wollen wir hier die folgenden Bezeichnungen
einführen:

1 = (1, 0) , i = (0, e1) , j = (0, e2) und k = (0, e3) .

Wir erhalten die Multiplikationstabelle

· i j k
i −1 k −j
j −k −1 i
k j −i −1 .

Zusammen mit den Distributivgesetzen und 1H = (1, 0) können wir jetzt alle
Quaternionen miteinander multiplizieren.

So wie die komplexen Zahlen die Geometrie der Ebene beschreiben, be-
schreiben die imaginären Quaternionen die Geometrie des dreidimensionalen
Raumes. Wir sehen, dass sowohl das Standard-Skalarprodukt als auch das
Kreuzprodukt in der Definition auftauchen, und in der Tat erhalten wir die-
se zurück als

⟨u, v⟩ = Re((0, u) · (0, v)) und u× v = Im((0, u) · (0, v)) .

Jetzt wollen wir Isometrien des R3 mit Hilfe von Quaternionen beschreiben.

1.74. Satz. Es sei q = (cosφ, v sinφ) ∈ H, wobei v ∈ R3 mit ∥v∥ = 1
und φ ∈ R. Für ein imaginäres w ∈ R3 ist qwq̄ wieder imaginär. Die Abbil-
dung Fq : R3 → R3 mit w 7→ qwq̄ beschreibt eine Drehung um die Achse durch 0
in Richtung v um den Winkel 2φ.

Beweis. Ein Quaternion w ist imaginär genau dann, wenn w̄ = −w gilt.
Wenn w imaginär ist, ist auch qwq̄ imaginär, denn

qwq̄ = ¯̄qw̄q̄ = −qwq̄ .

Die Abbildung Fq ist R-linear wegen Satz 1.71 (1) und (4). Das gleiche gilt
für die Drehung Rv,2φ um die Achse durch 0 in Richtung v um den Winkel 2φ.
Wir zerlegen w ∈ R3 wie im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1.53 als

w = ⟨v, w⟩v + (w − ⟨v, w⟩v) ,

so dass der zweite Vektor wegen ∥v∥ = 1 senkrecht auf v steht. Wegen Linearität
reicht es, Fqv = Rv,2φv und Fqw = Rv,2φw für alle Vektoren w mit |w| = 1
und ⟨v, w⟩ = 0 zu zeigen.
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Betrachte zunächst v. Wegen ⟨v, v⟩ = 1 und v × v = 0 gilt in diesem Fall

qvq̄ = (cosφ, v sinφ) · (0, v) · (cosφ,−v sinφ)
=
(
− sinφ, v cosφ

)
· (cosφ,−v sinφ)

=
(
− cosφ sinφ+ cosφ sinφ, v sin2 φ+ v cos2 φ

)
= (0, v) ,

da cos2 φ + sin2 φ = 1. Auch die Drehung Rv,2φ hält v fest, es gilt also Fqv =
v = Rv,2φv.

Es gelte jetzt ⟨v, w⟩ = 0 und ∥w∥ = 1. Wegen ⟨v × w, v⟩ = 0 und der
Graßmann-Identität gilt in diesem Fall

qwq̄ = (cosφ, v sinφ) · (0, w) · (cosφ,−v sinφ)
=
(
0, w cosφ+ v × w sinφ

)
· (cosφ,−v sinφ)

=
(
0, w cos2 φ+ v × w cosφ sinφ− w × v cosφ sinφ− (v × w)× v sin2 φ

)
=
(
0, w(cos2 φ− sin2 φ) + v × w · 2 cosφ sinφ

)
.

Cosinus und Sinus des doppelten Winkels berechnen sich als

cos(2φ) = cos2 φ− sin2 φ und sin(2φ) = 2 cosφ sinφ .

Wenn wir ∥w∥ = 1 annehmen, dann folgt aus Bemerkung 1.69, dass die Vekto-
ren v, w und v × w aufeinander sekrecht stehen, und dass auch

∥v × w∥ = ∥v∥ · ∥w∥ · sin∡(v, w) = 1 .

Insbesondere bilden w und v × w eine Orthonormalbasis der zu v senkrechten
Ebene. Die Drehung Rv,2φ bildet den Vektor w also ab auf

Rv,2φw = cos(2φ)w + sin(2φ) v × w = Fqw .

Wenn wir in der obigen Rechnung w durch v×w ersetzen, wird v×w wegen
der Graßmann-Identität zu v×(v×w) = −w. Wir sehen jetzt, dass auch v×w in
der zu v senkrechten Ebene um den Winkel 2φ gedreht wird. Wegen Linearität
gilt das also für den gesamten R3. □

Man beachte, dass φ und φ+ π die gleiche Drehung beschreiben, da 2π ja
einer vollen Umdrehung entspricht. Zu einer Drehung gehören also genau zwei
Quaternionen q und −q; dieses Phänomen nennt man

”
Spin“. Es hat sowohl in

der Mathematik als auch in der Physik eine Bedeutung.

Die Drehrichtung ergibt sich aus einer “Rechte-Faust-Regel”. Sei 0 < φ < π,
so dass wir um 2φ ∈ (0, 2π) drehen. Zeigt der Daumen der rechten Hand in
die Richtung von Im q = v sinφ, dann erfolgt die Drehung in Richtung der
gekrümmten Finger. Ist q rein imaginär, also beispielsweise φ = π

2 , dann wird
um π = 180◦ gedreht, so dass es auf die Drehrichtung nicht mehr ankommt.

Wir haben gesehen, dass Quaternionenmultiplikation nicht kommutativ ist.
Im Allgemeinen erschwert das den Umgang mit H. Aber Satz 1.74 funktio-
niert gerade, weil H nicht kommutativ ist. Wäre H kommutativ, dann wäre
auch qwq̄ = qq̄w = |q|2w = w wegen |q| = 1, und Fq wäre einfach die Identität.
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1.75. Bemerkung. Die Isometrien des Raumes werden erzeugt von

(1) Verschiebungen w 7→ u+ w mit u ∈ R3,
(2) Drehungen um die Achse durch den Ursprung in Richung v mit Win-

kel φ, also w 7→ Fqw, wobei jetzt

q = cos
φ

2
+ v sin

φ

2
,

(3) Die Punktspiegelung w 7→ −w.

In Analogie zu Bemerkung 1.65 können wir also jede Isometrie schreiben als

F (w) = u+ qwq̄ oder F (w) = u+ qw̄q̄ .

Dabei sind u ∈ ImH und q ∈ H mit |q| = 1 durch F fast eindeutig festgelegt
— man kann nach wie vor q durch −q ersetzen.

Die obige Darstellung hat zwei interessante Eigenschaften.

• Sei G(w) = v + rwr̄ eine weitere Isometrie, dann hat auch die Verket-
tung F ◦G die gleiche Form:

(F ◦G)(w) = u+ q(v + rwr̄)q̄ = (u+ qvq̄) + qr w qr .

• Anhand der obigen Formel kann man u und q leicht bestimmen, wenn
man Drehachse und -winkel kennt. Umgekehrt kann man Drehachse
und -winkel ablesen, wenn u und q bekannt sind.

Aufgrunddessen lassen sich Quaternionen in der Praxis einsetzen, zum Beispiel
in der Robotersteuerung und in der dreidimensionalen Bildverarbeitung.

1.76. Bemerkung. Analog zu den Bemerkungen 1.65 und 1.75 können wir
auch alle Isometrien des R4 beschreiben durch

F (w) = v + pwq̄ oder F (w) = v + pw̄q̄ .

Hierbei ist w ∈ R4 = H, und die Quaternionen v, p, q ∈ H mit |p| = |q| =
1 sind durch F fast eindeutig festgelegt — man darf nur das Tripel (v, p, q)
durch das Tripel (v,−p,−q) ersetzen. Es gibt also auch hier einen

”
Spin“. Der

Zusammenhang zwischen dem Paar (p, q) und der Gestalt der Isometrie ist nicht
so einfach zu erklären wie in Satz 1.74 und Bemerkung 1.75.

Für Rn mit n ≥ 5 gibt es leider keine so schönen Beschreibungen der Iso-
metrien mehr. Wir werden später sehen, wie man Isometrien generell durch
Matrizen darstellen kann.



KAPITEL 2

Vektorräume und Moduln

In diesem Kapitel lernen wir mit Vektoren zu rechnen, indem wir Koordi-
naten angeben und lineare Abbildungen als Matrizen schreiben. Einem Vektor
in Koordinaten entspricht ein Element in einem freien Modul, und einer Ma-
trix entspricht eine lineare Abbildung zwischen freien Moduln. Anschließend
überlegen wir uns, warum und wie Matrixrechnung funktioniert.

Für das Rechnen mit Matrizen reicht uns zunächst einmal ein Ring, obwohl
wir später meistens einen Körper, zum Beispiel R, zugrunde legen werden. Die
etwas größere Allgemeinheit verursacht keinen zusätzlichen Aufwand; außerdem
müssen wir später gelegentlich mit Matrizen über Ringen arbeiten. Die zahlrei-
chen Vorteile, die die Arbeit über Körpern (auch Schiefkörpern) mit sich bringt,
lernen wir dann im nächsten Kapitel kennen.

Als erstes führen wir ein paar algebraische Grundbegriffe ein: Vektoren sind
Elemente von Vektorräumen über Körpern oder Schiefkörpern. Etwas allge-
meiner ist der Begriff eines Moduls über einem Ring. Und sowohl Ringen als
auch Moduln liegen abelsche Gruppen zugrunde, mit denen wir daher begin-
nen werden. Nachdem wir Moduln eingeführt haben, betrachten wir spezielle

”
strukturerhaltende“ Abbildungen. Zum Schluss konstruieren wir neue Moduln
aus gegebenen und überlegen uns ihre Eigenschaften.

2.1. Gruppen, Ringe, Körper

Wir definieren eine Reihe wichtiger algebraischer Strukturen. Unser Haupt-
ziel sind Körper. Aber auch Gruppen und Ringe werden uns noch häufiger
begegnen.

2.1. Definition. Eine Gruppe (G, ∗) ist eine Menge G mit einer Ver-
knüpfung ∗ : G×G→ G, für die ein neutrales Element e ∈ G und für alle g ∈ G
ein inverses Element g−1 ∈ G existiert, so dass für alle g, h und k die folgenden
Gruppenaxiome gelten:

g ∗ (h ∗ k) = (g ∗ h) ∗ k (Assoziativgesetz ),(G1)

e ∗ g = g (linksneutrales Element),(G2)

g−1 ∗ g = e (linksinverse Elemente).(G3)

Eine Gruppe heißt kommutativ oder abelsch, wenn außerdem für alle g, h ∈ G

gilt

g ∗ h = h ∗ g (Kommutativgesetz ).(G4)

35
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2.2. Beispiel. Wir kennen schon Beispiele von abelschen Gruppen.

(1) Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe (Z,+), genannt die
unendliche zyklische Gruppe, siehe auch Satz 1.47.

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+) eine abelsche Gruppe, die
sogenannte additive Gruppe von k, siehe dazu die Sätze 1.50, 1.56
und 1.71, sowie Punkt (1) am Anfang von Abschnitt 1.4.

(3) Die natürlichen Zahlen N bilden keine Gruppe, denn es fehlen die in-
versen Elemente, siehe Übung 3(b) von Blatt 2.

Die Gruppenaxiome sind bewusst sparsam formuliert. Dadurch hat man
relativ wenig zu tun, um nachzuweisen, dass eine bestimmte Verknüpfung auf
einer Menge eine Gruppe definiert. Beim Rechnen in Gruppen hilft die folgende
Proposition.

2.3. Proposition. Sei (G, ∗) eine Gruppe, dann sind das neutrale Ele-
ment e und das Inverse g−1 zu jedem g ∈ G eindeutig bestimmt. Außerdem gilt
für alle g ∈ G, dass

g ∗ e = g ,(G2’)

g ∗ g−1 = e .(G3’)

Insbesondere muss man das neutrale Element und die Abbildung, die einem
Gruppenelement sein Inverses zuordnet, in der Notation

”
(G, ∗)“ nicht mit an-

geben, da beide eindeutig festgelegt sind. Das spart etwas Schreibarbeit. Und
wir dürfen tatsächlich von neutralen und inversen Elementen reden, nicht von
linksneutralen und linksinversen Elementen.

Beweis. Wir leiten aus den Gruppenaxiomen der Reihe nach einige inter-
essante Rechenregeln ab. Für alle g, h, k ∈ G gilt

(1) Linkskürzungsregel: aus g ∗ h = g ∗ k folgt h = k, denn

h = e ∗ h = (g−1 ∗ g) ∗ h = g−1 ∗ (g ∗ h)
= g−1 ∗ (g ∗ k) = (g−1 ∗ g) ∗ k = e ∗ k = k .

(2) Die Aussage (G2’) folgt aus der Linkskürzungsregel (1) und

g−1 ∗ (g ∗ e) = (g−1 ∗ g) ∗ e = e ∗ e = e = g−1 ∗ g .
(3) Eindeutigkeit des neutralen Elements: Es gelte f ∗g = g für alle g ∈ G,

dann folgt aus (G2’) insbesondere

f = f ∗ e = e .

Umgekehrt gelte g ∗f = g für alle g ∈ G, dann folgt aus (G2) ebenfalls

f = e ∗ f = e .

(4) Aussage (G3’) folgt aus der Linkskürzungsregel (1) und

g−1 ∗ (g ∗ g−1) = (g−1 ∗ g) ∗ g−1 = e ∗ g−1 = g−1 = g−1 ∗ e .
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(5) Rechtskürzungsregel: aus h ∗ g = k ∗ g folgt h = k, denn

h = h ∗ e = h ∗ (g ∗ g−1) = (h ∗ g) ∗ g−1

= (k ∗ g) ∗ g−1 = k ∗ (g ∗ g−1) = k ∗ e = k .

(6) Eindeutigkeit des Inversen: aus g ∗ h = e folgt h = g−1 wegen der
Linkskürzungsregel (1) und

g ∗ h = e = g ∗ g−1 ,

umgekehrt folgt k = g−1 aus k ∗ g = e wegen der Rechtskürzungsre-
gel (2) und

k ∗ g = e = g−1 ∗ g . □

2.4. Bemerkung. Wir erinnern uns an die Verkettung
”
◦“ von Abbildun-

gen aus Definition 1.19, an die Identität idM aus Beispiel 1.18 (1) und an die
Umkehrabbildungen aus Satz 1.23.

(1) Es seien K, L, M , N Mengen und F : M → N , G : L → M
und H : K → L Abbildungen,

K@ > H >> L@ > G >> M@ > F >> N .

Dann gilt F ◦ (G ◦H) = (F ◦G) ◦H, denn für alle k ∈ K ist

(F ◦ (G ◦H))(k) = F ((G ◦H)(k)) = F (G(H(k)))

= (F ◦G)(H(k)) = ((F ◦G) ◦H)(k) .

(2) Für F : M → N gilt idN ◦F = F = F ◦ idM , denn für alle m ∈M gilt

(idN ◦ F )(m) = idN (F (m)) = F (m) = F (idM (m)) = (F ◦ idM )(m) .

(3) Es sei F bijektiv. Dann existiert eine Umkehrabbildung S nach
Satz 1.23, und es gilt

S ◦ F = idM und F ◦ S = idN .

Diese Beziehungen sehen fast so aus wie die Gruppenaxiome (G1)–(G3). Man
sollte aber beachten, dass die Abbildungen F , G, H, idM , idN und S im Allge-
meinen von verschiedenen Typen sind. Das heißt, wenn die Mengen K, L,M , N
paarweise verschieden sind, gehören keine zwei dieser Abbildungen zur gleichen
Grundmenge, etwa F ∈ Abb(M,N), idM ∈ Abb(M,M), und so weiter.

2.5. Beispiel. Es sei M eine Menge. Wir definieren die Menge der Auto-
morphismen von M als

Aut(M) =
{
F : M →M

∣∣ F ist bijektiv
}
.

Dann bildet (Aut(M), ◦) eine Gruppe. Dazu überlegen wir uns

(1) Seien F und G bijektiv, dann ist F ◦ G bijektiv nach Satz 1.22 (3).
Also ist die Verknüpfung

”
◦“ auf Aut(M) wohldefiniert.

(2) Es gilt das Assoziativgesetz (G1) nach Bemerkung 2.4 (1).
(3) Die Identität idM aus Beispiel 1.18 (1) ist bijektiv. Nach Bemer-

kung 2.4 (2) ist idM das neutrale Element in (Aut(M), ◦).
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(4) Das Inverse zu F ∈ Aut(M) ist die Umkehrabbildung G aus Satz 1.23.
Aus Satz 1.22 (4) und (5) folgt, dass G wieder bijektiv ist, und das
Axiom (G3) folgt aus Bemerkung 2.4 (3).

Später werden wir häufiger Gruppen begegnen, die aus speziellen bijektiven
Abbildungen F einer Menge M in sich bestehen.

2.6.Definition. Ein Ring (R,+, · ) ist eine Menge R mit zwei Verknüpfun-
gen +, · : R×R→ R, so dass (R,+) eine abelsche Gruppe bildet, und so dass
für alle r, s, t ∈ R die folgenden Ringaxiome gelten:

(r · s) · t = r · (s · t) (Assoziativgesetz ),(R1) {
r · (s+ t) = r · s+ r · t
(r + s) · t = r · t+ s · t

(Distributivgesetze).(R2)

Ein Ring heißt unitär oder Ring mit Eins, wenn es ein neutrales Element 1R

gibt, so dass für alle r ∈ R gilt:

1R · r = r · 1R = r (multiplikatives neutrales Element).(R3)

Ein Ring heißt kommutativ, wenn für alle r, s ∈ R gilt:

r · s = s · r (Kommutativgesetz ).(R4)

Man beachte, dass die Axiome (R3) und (R4) unabhängig voneinander
erfüllt sein können. Wir werden in dieser Vorlesung fast nur Ringe mit Eins
betrachten.

In allgemeinen Ringen haben wir kein Kommutativgesetz und auch keine
Links- oder Rechtskürzungsregeln für die Multiplikation, da uns die multipli-
kativen Inversen fehlen. Aus diesem Grund brauchen wir beide Gleichungen
in (R2) und (R3).

Die Gruppe (R,+) heißt die additive Gruppe des Rings (R,+, · ). Ihr
neutrales Element wird mit 0 oder 0R bezeichnet, und das additive Inverse
von r ∈ R wird −r geschrieben. Die Bezeichnung r−1 ist für multiplikative In-
verse reserviert (wenn sie existieren). Das Symbol für die Multiplikation wird
häufig weggelassen, somit steht rs kurz für r · s.

2.7. Beispiel. Wir kennen bereits einige Ringe.

(1) Die ganzen Zahlen (Z,+, · ) bilden einen kommutativen Ring mit Eins,
siehe Satz 1.47.

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+, · ) ein Ring mit Eins; siehe
dazu die Sätze 1.50, 1.56 und 1.71, sowie Punkt (1) am Anfang von
Abschnitt 1.4. Bis auf H sind diese Ringe auch kommutativ.

(3) Auf den natürlichen Zahlen N sind zwar Addition und Multiplikati-
on erklärt, und (R1)–(R4) gelten. Aber da (N,+) keine Gruppe ist,
ist (N,+, · ) kein Ring, siehe Beispiel 2.2 (3).

Auch aus den Ringaxiomen lassen sich Folgerungen ziehen.
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2.8. Proposition. Es sei (R,+, · ) ein Ring. Dann gilt für alle r, s ∈ R,
dass

0R · r = r · 0R = 0R ,(1)

r · (−s) = (−r) · s = −r · s .(2)

In einem Ring mit Eins ist die Eins eindeutig, und es gilt entweder 0R ̸= 1R,
oder aber R = {0R}.

Aufgrund der letzten Aussage wird bei einem Ring mit Eins manchmal
zusätzlich 0R ̸= 1R gefordert.

Beweis. Aus dem Distributivgesetz (R2) folgt

0R · r = (0R + 0R) · r = 0R · r + 0R · r ,
also 0R = 0R ·r nach der Kürzungsregel für die Addition. Genauso folgt r ·0R =
0R.

Aussage (2) folgt aus

0R = r · 0R = r · (s+ (−s)) = r · s+ r · (−s) ,
genauso erhält man die zweite Gleichung.

Die Eindeutigkeit der Eins folgt wie in Proposition 2.3.

Wenn in einem Ring mit Eins 0R = 1R gilt, folgt aus (R3) und (1) für
alle r ∈ R, dass

r = 1R · r = 0R · r = 0R . □

Der Ring R = {0} heißt auch Nullring oder
”
trivialer Ring“.

2.9. Beispiel. Sei n ∈ N, n ≥ 1. Wir definieren eine Relation
”
≡ mod n“

auf Z durch

a ≡ b mod n ⇐⇒ es gibt k ∈ Z mit a− b = kn ,

lies:
”
a ist kongruent zu b modulo n“.

Wir wollen zeigen, dass es sich um eine Äquivalenzrelation handelt. Die
Relation is reflexiv (Ä1), denn a − a = 0 · n für alle a ∈ Z. Für a, b ∈ Z
gelte a − b = kn mit k ∈ Z, dann folgt b − a = (−k) · n, also ist die Relation
symmetrisch (Ä2). Schließlich ist sie auch transitiv (Ä3), denn gelte a− b = kn
und b− c = ℓn für a, b, c, k, ℓ ∈ Z, dann folgt a− c = (ℓ+ k) · n.

Die Äquivalenzklasse von a ∈ Z heißt Restklasse von a und hat die Form

[a] = { a+ k · n | k ∈ Z } = {. . . , a− n, a, a+ n, . . . } .
Der Quotient heißt Menge der Restklassen modulo n und wird mit Z/n
oder Z/nZ bezeichnet. Indem wir a ∈ Z mit Rest durch n dividieren, erhalten
wir b, k ∈ Z mit 0 ≤ b < n, so dass a = kn+ b. Es folgt

Z/n =
{
[0], . . . , [n− 1]

}
,

insbesondere hat Z/n die Mächtigkeit n.
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Analog zu Abschnitt 1.3 wollen wir zeigen, dass Addition und Multiplikation
in Z auf dem Quotienten Z/n wohldefinierte Rechenoperationen definieren. Es
sei etwa a− b = kn und c− d = ℓn, dann folgt

(a+ c)− (b+ d) = (k + ℓ) · n ,
(a · c)− (b · d) = (a− b) · c+ b · (c− d) = (kc+ bℓ) · n

und (−a)− (−b) = (−k) · n .

Somit erhalten wir Verknüpfungen +, · : (Z/nZ) × (Z/nZ) → Z/nZ so-
wie − · : Z/nZ → Z/nZ mit

[a] + [c] = [a+ c] , [a] · [c] = [a · c] und − [a] = [−a] .

Schließlich wollen wir die Axiome (G1)–(G4) und (R1)–(R4) überprüfen,
um zu zeigen, dass (Z/nZ,+, · ) ein kommutativer Ring mit Eins ist. Dazu
setzen mit 0Z/nZ = [0] und 1Z/nZ = [1]. Jetzt folgt jedes einzelne der obigen
Axiome aus der entsprechenden Rechenregel für (Z,+, ·), zum Beispiel

([a] + [b]) + [c] = [a+ b] + [c] = [(a+ b) + c]

= [a+ (b+ c)] = [a] + [b+ c] = [a] + ([b] + [c]) ,

[a] · ([b] + [c]) = [a] · [b+ c] = [a · (b+ c)]

= [ab+ ac] = [ab] + [ac] = [a] · [b] + [a] · [c]
und [1] · [a] = [1 · a] = [a] = [a · 1] = [a] · [1] .

Somit ist (Z/nZ,+, · ) ein kommutativer Ring mit Eins. Seine additive Grup-
pe (Z/nZ,+) heißt auch die zyklische Gruppe der Ordnung n.

2.10. Definition. Ein Schiefkörper (K,+, · ) ist ein Ring mit Eins 1K
und additivem neutralem Element 0K , in dem für alle k ∈ K \ {0K} ein mul-
tiplikatives Inverses k−1 existiert, so dass für alle k ∈ K \ {0K} die folgenden
Körperaxiome gelten:

k−1 · k = 1K (multiplikatives linksinverses Element),(K1)

1K ̸= 0K (Nichttrivialität).(K2)

Ein Schiefkörper heißt Körper, wenn der zugrundeliegende Ring kommutativ
ist.

2.11. Beispiel. Wir kennen bereits einige Körper und Schiefkörper.

(1) Es sei k = Q, R oder C, dann ist (k,+, · ) ein Körper, siehe dazu
die Sätze 1.50, 1.56 sowie Punkt (1) am Anfang von Abschnitt 1.4.
Insbesondere sind Q, R und C auch Schiefkörper.

(2) Die Quaternionen bilden einen “echten”, also nichtkommutativen
Schiefkörper, siehe Satz 1.71.

(3) Die natürlichen Zahlen (N,+, · ) sind kein (Schief-) Körper, da sie noch
nicht einmal einen Ring bilden. Die ganzen Zahlen (Z,+, · ) sind zwar
ein kommutativer Ring mit Eins, aber kein (Schief-) Körper, da mul-
tiplikative Inverse fehlen.
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Die Körperaxiome werden in der Literatur oft unterschiedlich formuliert.
Manchmal fasst man (G1)–(G4), (R1)–(R4), (K1) und (K2) (oder kleine Va-
riationen davon) zu Axiomen (K1)–(K10) zusammen. Es folgt eine weitere
Möglichkeit.

2.12. Proposition. Eine Menge K mit Verknüpfungen +, · : K×K → K
und Elementen 0K , 1K ∈ K bildet genau dann einen Schiefkörper (K,+, · ),
wenn

(1) (K,+) eine Gruppe bildet,
(2) (K \ {0K}, · ) eine Gruppe bildet, und
(3) die Distributivgesetze (R2) gelten.

Falls die Gruppe (K \ {0K}, · ) abelsch ist, ist (K,+, · ) ein Körper.

Beweis. =⇒: Sei (K,+, · ) ein Körper, dann ist (K,+) nach den Definitio-
nen 2.6 und 2.10 eine abelsche Gruppe. Auch die Distributivgesetze (R2) haben
wir vorausgesetzt, somit gelten (1) und (3).

Zu (2) betrachte a, b ̸= 0K . Es gilt a−1 ̸= 0, denn ansonsten wäre

1K = a−1 · a = 0K

nach Proposition 2.8 (1), im Widerspruch zu (K2). Es gilt auch a ·b ̸= 0K , denn
sonst wäre

b = (a−1 · a) · b = a−1 · (a · b) = 0K

nach Proposition 2.8 (1). Somit definiert die Multiplikation eine Verknüpfung
auf der Menge K \{0K}, und auch 1K und die Inversen a−1 liegen in K \{0K}.
Die Gruppenaxiome für (K \ {0K}, · ) folgen jetzt aus (R1), (R3) und (K1).

⇐=: Wenn (1)–(3) erfüllt sind, gelten zunächst einmal (G1)–(G3) und (R2)
wegen (1) und (3).

Es gilt a+ b = b+ a sicher, falls a = 0 oder b = 0 (wegen (G2) und (G2’)),
oder falls a + b = 0 (wegen (G3) und (G3’)). Ansonsten folgt aus dem Axi-
om (G2) für (K \ {0K}, · ) und den Distributivgesetzen, dass

a+ a+ b+ b = (1 + 1) · a+ (1 + 1) · b = (1 + 1) · (a+ b)

= 1 · (a+ b) + 1 · (a+ b) = a+ b+ a+ b .

Die Kürzungsregeln (1) und (5) aus dem Beweis von Proposition 2.3 lie-
fern (G4).

Das Assoziativgesetz (R1) folgt aus (G1) für die Gruppe (K \ {0K}, · ),
falls r, s, t ∈ K \ {0K}. Falls mindestens eines der drei Elemente 0K ist, sind
rechte und linke Seite von (R1) auch 0k wegen Proposition 2.8 (1) — dazu ist
wichtig, dass wir im Beweis von Proposition 2.8 das Assoziativgesetz noch nicht
benutzt haben. Genauso folgt (R3) aus (G2) und aus (G2’) in Proposition 2.3
falls r ̸= 0K , und aus Proposition 2.8 (1), falls r = 0K .

Das Axiom (K1) ist gerade (G1) für (K \{0K}, · ), und (K2) folgt, da 1K ∈
K \ {0K}. Also ist (K,+, · ) ein Körper. □
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Wir schreiben K× = K \{0K} und nennen (K×, · ) die multiplikative Grup-
pe von K. Manche Autoren schreiben auch K∗; wir wollen uns das Sternchen
aber für andere Zwecke aufsparen.

2.13. Bemerkung. In jedem Körper oder Schiefkörper (K,+, · ) gilt Pro-
position 2.3 für die additive Gruppe (K,+) sowie für die multiplikative Grup-
pe (K×, · ). Im Fall (K×, · ) gelten manche der Aussagen in Proposition 2.3 und
ihrem Beweis immer noch, wenn einzelne Elemente 0K sind. Zur Begründung
benutzen wir wieder Proposition 2.8 (1).

(1) Kürzungsregeln: Aus a·b = a·c oder b·a = c·a folgt b = c oder a = 0K ,
genau wie in Satz 1.40 (5).

(2) Nullteilerfreiheit: Aus a · b = 0K folgt a = 0K oder b = 0K . Das ist
äquivalent zu (1).

(3) neutrales Element: Es gilt 1 · a = a · 1 = a für alle a ∈ K;
(4) Eindeutigkeit der Eins: aus a · b = a oder b · a = a für ein a ∈ K× und

ein b ∈ K folgt b = 1;
(5) Eindeutigkeit des Inversen: aus a · b = 1 oder b · a = 1 für a, b ∈ K

folgt a, b ∈ K× und b = a−1.

Unter Nullteilern in einem Ring (R,+, · ) versteht man Elemente r, s ∈ R\{0}
mit r·s = 0. Körper sind also nullteilerfrei nach (2). In Ringen kann es Nullteiler
geben, zum Beispiel gilt

[2] · [3] = [6] = [0] ∈ Z/6Z .

2.14. Definition. Sei R ein Ring mit Eins. Falls es eine Zahl n ∈ N \ {0}
gibt mit

1R + · · ·+ 1R︸ ︷︷ ︸
n Summanden

= 0R ,(*)

dann heißt die kleinste solche Zahl die Charakteristik χ(R) von R. Andernfalls
ist χ(R) = 0.

Man beachte, dass aus χ(R) = n bereits für alle r ∈ R folgt:

r + · · ·+ r︸ ︷︷ ︸
n Summanden

=
(
1R + · · ·+ 1R︸ ︷︷ ︸
n Summanden

)
· r = 0 .

2.15. Beispiel. Für einige Ringe kennen wir die Charakteristik.

(1) Aus dem ersten Peano-Axiom 1.28 (P1) folgt für alle n ∈ N \ {0}, dass

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n Summanden

= n ̸= 0 .

Da N eine Teilmenge von Z, Q, R, C und H ist, folgt

χ(Z) = χ(Q) = χ(R) = χ(C) = χ(H) = 0 .

(2) Der Ring (Z/nZ,+, · ) aus Beispiel 2.9 hat Charakteristik χ(Z/nZ) =
n.
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Aus der Schule kenne wir den Begriff der Primzahl. Es sei 1 ≤ n ∈ N. Wir
nennen a ∈ N einen Teiler von n, kurz a | n, wenn es b ∈ N mit ab = n gibt.
Eine Primzahl ist eine Zahl p ∈ Z mit p > 1, deren einzige Teiler 1 und p sind.
Die Zahl 1 selbst ist keine Primzahl.

2.16. Proposition. Die Charakteristik eines Körpers ist entweder 0 oder
eine Primzahl.

Beweis. Wir wollen annehmen, dass χ(K) ̸= 0. Aus (K2) folgt 1K ̸= 0K ,
also ist χ(K) ̸= 1. Falls jetzt χ(K) = a · b mit a, b > 1 gilt, betrachte die
Gleichung

0 = 1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
a·b Summanden

= (1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
a Summanden

) · (1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
b Summanden

) .

Da K als Körper nullteilerfrei ist, muss bereits einer der beiden Faktoren
oben 0K sein. Ohne Einschränkung dürfen wir annehmen, dass es sich um
den ersten handelt (ansonsten vertausche a und b). Nun ist aber a < a · b
da 1 < b, und gleichzeitig ist a · b nach Definition 2.14 die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft (*). Aufgrund dieses Widerspruchs kann χ(K) kein echtes Produkt
sein. □

2.17. Beispiel. Der Ring Z/nZ aus Beispiel 2.9 kann also nur ein Körper
sein, wenn n eine Primzahl ist.

Sei also p eine Primzahl und K = Z/pZ. Wir wissen schon, dass Z/pZ
ein kommutativer Ring mit Eins [1] ̸= [0] ist. Wir wollen noch die Existenz
multiplikativer Inverser beweisen (K1). Jedes Element [a] ∈ Z/p \ {[0]} hat
genau p verschiedene Vielfache in Z/pZ, denn sonst gäbe es [b], [c] ∈ Z/p
mit [b] ̸= [c] aber [a] · [b] = [a] · [c], also a · (b − c) = k · p für ein k ∈ Z,
aber weder a noch b − c enthalten den Primteiler p, Widerspruch. Also ist
die Abbildung F : Z/pZ → Z/pZ mit F ([b]) = [a][b] injektiv, und daher auch
surjektiv (Übung), somit existiert [b] ∈ Z/pZ mit [a][b] = [1], das heißt, [a] hat
ein multiplikatives Inverses. Es gibt also endliche Körper, das heißt, Körper mit
endlich vielen Elementen.

Man kann (K1) auch expliziter beweisen, indem man ein Inverses angibt.
Sei dazu 1 ≤ a < p, dann gibt es keine Zahl c > 1, die a und p teilt. Nach
Satz 2.18 (2) unten für a0 = p > a1 = a existieren Zahlen d0 und d1 ∈ Z mit

1 = d1a0 + d0a1 = d1p+ d0a .

Dann ist d0a ≡ 1 modulo p, also ist [d0] = [a]−1 ∈ Z/pZ das multiplikative
Inverse von [a].

Für den folgenden Satz brauchen wir Division mit Rest: Zu je zwei Zah-
len m, n ∈ N mit n ̸= 0 gibt es eindeutige Zahlen q, r ∈ N mit 0 ≤ r < n, so
dass

m = qn+ r .
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2.18. Satz (Euklidischer Algorithmus). Es seien a0, a1 ∈ N \ {0} mit a1 ≤
a0, Dann existieren eindeutige Zahlen i0 ∈ N, a1 > a2 > · · · > ai0 > ai0+1 = 0
und b2, . . . , bi0+1 ∈ N, so dass

(1) ai−1 = bi+1ai + ai+1 für alle 1 ≤ i ≤ i0 .

Die Zahl ai0 ist die größte Zahl in N, die a0 und a1 teilt.

Setze di0+1 = 1, di0 = 0 und bestimme di0−1, . . . , d1, d0 ∈ Z so, dass

(2) di−1 = di+1 − dibi+1 für i0 ≥ i ≥ 1 .

Dann gilt ai0 = d1a0 + d0a1.

Die Zahl ai0 heißt der größte gemeinsame Teiler von a0 und a1, kurz ai0 =
ggT(a0, a1).

Beweis. Nach Definition der Division mit Rest existieren die Zahlen ai
und bi, sind eindeutig bestimmt durch (1) und werden immer kleiner. Also
erreichen wir ai0+1 = 0 nach i0 ≤ a1 vielen Schritten.

Es sei 0 < c ∈ N eine Zahl, die a0 und a1 teilt, dann teilt c auch alle
Zahlen a2, . . . , ai0 wegen (1). Also kann es keine Zahl größer als ai0 geben,
die a0 und a1 teilt. Aus (1) für i0 folgt, dass ai0 auch ai0−1 teilt. Indem wir (1)
für immer kleinere i benutzen, folgt, dass ai0 auch ai0−2, . . . , a1 und a0 teilt.
Also ist ai0 = ggT(a0, a1).

Seien jetzt di wie in (2) gegeben. Betrachte die Gleichung

(3) ai0 = di+1ai + diai+1 .

Wegen ai0+1 = 0 und di0+1 = 1 gilt (3) für i = i0. Aus den Gleichungen (1)–(3)
für i erhalten wir

ai0 = di+1ai + di(ai−1 − bi+1ai)

= diai−1 + (di+1 − dibi+1)ai = diai−1 + di−1ai .

Also gilt (3) auch für i− 1. Für i = 0 erhalten wir die Behauptung. □

2.19. Bemerkung. Es gibt einen Körper mit n Elementen genau dann,
wenn sich n = pa schreiben lässt, wobei p eine Primzahl ist und a ≥ 1. Die-
ser Körper wird Fpa genannt und hat die Charakteristik p. Sie lernen ihn in
der Algebra-Vorlesung kennen. Es gibt auch Körper der Charakteristik p mit
unendlich vielen Elementen.

Wir sollten in der linearen Algebra immer vor Augen haben, dass es diese
endlichen Körper gibt; insbesondere Körper der Charakteristik 2 erfordern ein
wenig zusätzliche Aufmerksamkeit.
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2.2. Moduln und Vektorräume

Gruppen, Ringe und Körper begegnen uns oft dadurch, dass sie auf anderen
Strukturen “operieren”. Uns interessiert hier zunächst der Fall von Ring- und
Körperoperationen; Gruppenoperationen lernen wir später auch noch kennen.

2.20. Definition. Sei (R,+, · ) ein Ring. Ein (Rechts-) R-Modul (M,+, . )
besteht aus einer abelschen Gruppe (M,+) und einer skalaren Multiplika-
tion . : M ×R→M , so dass für alle m, n ∈M und alle r, s ∈ R die folgenden
Modulaxiome gelten

m . (r · s) = (m . r) . s (Assoziativgesetz ),(M1)

m . (r + s) = m . r +m . s (Erstes Distributivgesetz ),(M2)

(m+ n) . r = m . r + n . r (Zweites Distributivgesetz ).(M3)

Sei (R,+, · ) ein Ring mit Eins 1. Ein unitärer (Rechts-) R-Modul (M,+, . ) ist

ein Rechtsmodul (M,+, . ), so dass zusätzlich gilt:

m . 1 = m (Wirkung der Eins).(M4)

Ist der Ring R = K ein Schiefkörper oder Körper, so heißen unitäre Rechts-K-
Moduln auch (Rechts-) K-Vektorräume oder (Rechts-) Vektorräume über K.

Man beachte, dass das Symbol
”
+“ in (M2) zwei verschiedene Bedeutun-

gen hat. Die Punkte für die Multiplikation kann man oft weglassen. Wir spre-
chen von Rechts-R-Moduln, weil R durch skalare Multiplikation

”
von rechts“

auf M wirkt. Analog definiert man Links-R-Moduln mit einer skalaren Multi-
plikation · : R ×M → M . In diesem Fall dreht sich in (M1)–(M4) jeweils die
Reihenfolge der Faktoren um, beispielsweise würde (M1) zu

(r · s) ·m = r · (s ·m) .

2.21. Beispiel. Wir können einige Moduln und Vektorräume angeben.

(1) (R,+, . ) ist ein Rechts-R-Modul, wobei “+” und “ . ” die gleichen Ver-
knüpfungen sind wie in R, jedoch aufgefasst als +: M × M → M
und . : M × R → M . Nach Definition 2.6 ist nämlich (R,+) eine
abelsche Gruppe, (R1) liefert (M1), und die Distributivgesetze (R2)
liefern (M2) und (M3). Falls R eine Eins 1 besitzt, ist M auch unitär,
denn (M4) folgt dann aus (R3). Völlig analog kann man R zu einem
Linksmodul machen.

(2) Der
”
kleinste“ Rechts-R-Modul ist ({0},+, . ) mit 0 . r = 0 für alle r ∈

R. Er heißt der Nullmodul.
(3) Jede abelsche Gruppe A wird zu einem Rechts R-Modul mit a . r = 0A

für alle a ∈ A und alle r ∈ R. Damit reduzieren sich (M1)–(M3) zur
trivialen Aussage 0A = 0A. Dieser Modul ist allerdings nicht unitär, es
sei denn, er wäre bereits der Nullmodul aus (2).

(4) Die Vektorräume Rn, speziell R2 und R3 aus den Abschnitten 1.4–1.6
sind Vektorräume über R.
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(5) In der Analysis lernen Sie viele R-Vektorräume kennen. So sind die
Räume der Folgen und der Nullfolgen mit Werten in R Vektorräume
über R. Auch die Räume der stetigen oder der differenzierbaren Funk-
tionen auf einem Intervall I ⊂ R sind R-Vektorräume.

2.22. Proposition. Es sei (M,+, . ) ein (R,+, · )-Rechtsmodul. Dann gilt
für alle m ∈M und r ∈ R, dass

0M . r = m . 0R = 0M ,(1)

m . (−s) = (−m) . s = −m · s .(2)

Analoge Aussagen gelten für Linksmoduln.

Beweis. All das folgt aus den Distributivgesetzen (M2), (M3) wie im Be-
weis von Proposition 2.8. □

2.23. Bemerkung. Sei (R,+, · ) ein kommutativer Ring, zum Beispiel ein
Körper. Dann kann man aus jedem Rechts-R-Modul (M,+, . ) einen Links-R-
Modul (M,+, · ) machen und umgekehrt, indem man r ·m = m.r für alle r ∈ R
und m ∈M setzt. Das einzige fragliche Axiom ist (M1), und wir rechnen nach,
dass

s · (r ·m) = (m . r) . s = m . (r · s) = (r · s) ·m = (s · r) ·m
für alle r, s ∈ R und m ∈M . Wir dürfen in diesem Fall also einfach von Moduln
reden.

Da wir im letzten Schritt das Kommutativgesetz (R4) benutzt haben, zeigt
diese Rechnung aber auch, dass wir über einem nicht kommutativen Ring genau
zwischen Links- und Rechtsmoduln unterscheiden müssen.

Abbildung 1 gibt einen Überblick über die bis jetzt definierten algebraischen
Strukturen. Der Übersicht halber haben wir nicht-unitäre Moduln von (Schief-)
Körpern und Ringen mit Eins weggelassen.

Es sei (A,+) eine abelsche Gruppe, n ∈ N, und a1, . . . , an ∈ A. Wir
setzen s0 = 0 und definieren induktiv

si = si−1 + ai ∈ A für i = 1, . . . , n .

Dann ist die Summe der an für i von 1 bis n definiert als

(2.1)
n∑

i=1

ai = sn = a1 + · · ·+ an ∈ A .

Allgemeiner sei I eine Menge. Unter einer Familie in A mit Indexmenge I
verstehen wir eine Abbildung a : I → A, geschrieben (ai)i∈I , mit i 7→ ai. Wir
schreiben AI = Abb(I, A) für die Menge aller Familien. Beispielsweise ist eine
Folge in A gerade eine Familie mit Indexmenge N, und RN ist die Menge der
reellwertigen Folgen. Wir sagen ai = 0 für fast alle i ∈ I, wenn nur endlich
viele i ∈ I nicht auf 0A abgebildet werden, das heißt, wenn die Menge

J = { i ∈ I | ai ̸= 0 }
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Körper //

(K1), (K2)

(K×, · )

Vektorraum

Schiefkörper //

(R4)

(K1), (K2)
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Rechts-/
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mit Eins

//
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Ring
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//
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Ring
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Ring //
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| Axiome hinzufügen/weglassen; // skalare Multiplikation

Abbildung 1. Strukturen aus den Abschnitten 2.1 und 2.2
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endlich ist. Dann sei i : {1, . . . ,#J} → J eine bijektive Abbildung und

(2.2)
∑
i∈I

ai = sn =

#J∑
j=1

ai(j) ∈ A .

Somit ist
∑

i∈I ai die (endliche) Summe derjenigen ai mit i ∈ I, die von 0A
verschieden sind. Wegen des Kommutativgesetzes (G4) für die Addition in R
kommt es dabei nicht auf Reihenfolge der Summation an. Das Ergebnis hängt
also nicht von der Wahl der Abbildung i ab. Wir lesen

”
Summe der ai für i ∈ I.“

Obwohl wir unendliche Indexmengen erlauben, betrachten wir in Wirklich-
keit nur endliche Summen, da wir verlangen, dass fast alle Summanden 0A
sind. Man beachte den Unterschied zur Analysis, wo auch gewisse unendliche
Summen erlaubt sind. Wir wollen daher auch gleich eine eigene Schreibweise
einführen:

A(I) =
{
(ai)i∈I ∈ AI

∣∣ ai = 0 für fast alle i ∈ I
}
⊂ AI .

2.24. Definition. Sei M ein Rechts-R-Modul, und sei E ⊂ M eine Teil-
menge. Sei (re)e∈E ∈ R(E), dann heißt∑

e∈E
e . re ∈M

eine Linearkombination der e ∈ E. Ein Elementm ∈M heißt als Linearkomina-
tion der e ∈ E darstellbar, wenn es (re)e∈E ∈ R(E) gibt, so dassm =

∑
e∈E e.re.

Das Erzeugnis von E (über R) in M ist die Menge

⟨E ⟩ =
{∑

e∈E
e . re

∣∣∣∣ (re)e∈E ∈ R(E)

}
.

FallsM = ⟨E ⟩, heißt E eine Erzeugermenge vonM , und E erzeugt M (über R).
Falls es eine endliche Menge E gibt, die M erzeugt, heißt M endlich erzeugt
(über R).

Hier haben wir immer die Summe der Familie (e . re)e∈E gebildet. Beachte
also: falls E unendlich ist, müssen wir re = 0 für fast alle e ∈ E fordern, damit
die Summe endlich bleibt. Falls E endlich ist, ist diese Bedingung automatisch
erfüllt.

Das Erzeugnis einer Menge E wird manchmal auch mit span(E) bezeichnet.

2.25. Bemerkung. Linearkombinationen werden uns regelmäßig begegnen.
Zum Beispiel haben wir im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1.53 eine
Linearkombination y − (⟨x, y⟩/ ∥x∥2)x der Vektoren x und y betrachtet, die
senkrecht auf x steht. Im Beweis von Satz 1.74 haben wir einen Vektor w ∈ R3

mit ⟨v, w⟩ = 0 um die Achse durch v gedreht und das Ergebnis als Linearkom-
bination der Vektoren w und v × w geschrieben.

2.26. Beispiel. Es sei R ein Ring mit Eins, und es sei M ein (Rechts-)
R-Modul. Dann ist die zugrundeliegende MengeM selbst immer eine Erzeuger-
menge, denn

m = m . 1 =
∑
n∈M

n . δmn .
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Hierbei ist das Kronecker-Symbol δ definiert durch

δij =

{
1R falls i = j, und

0R sonst,

insbesondere ist δmn = 0R für fast alle n ∈M .

2.27. Beispiel. Als Vektorraum über C wird C selbst erzeugt von der Men-
ge {1}. Wir können C ∼= R2 aber auch als Vektorraum über R auffassen. Dann
erzeugt {1} über R nur die Teilmenge R ⊂ C, während {1, i} eine Erzeuger-
menge über R ist. Aus diesem Grund ist es manchmal sinnvoll, den zugrunde-
liegenden Ring oder Körper mit anzugeben.

Noch schlimmer wird es, wenn wir C als Vektorraum über Q auffassen. Da Q
abzählbar ist und R und C überabzählbar sind, ist C über R endlich erzeugt,
aber nicht über Q.

2.28. Definition. Es sei M ein Rechts-R-Modul und E ⊂M . Falls

0M =
∑
e∈E

e . re =⇒ re = 0R für alle e ∈ E

für alle Familien (re)e∈E ∈ R(E) gilt, dann heißt E linear unabhängig. Andern-
falls heißt E linear abhängig.

Sei M ein Rechts-R-Modul. Eine (ungeordnete) Basis von M ist eine linear
unabhängige Erzeugermenge E ⊂M von M . Ein Rechts-R-Modul M heißt frei
(über R), wenn er eine Basis besitzt.

2.29. Beispiel. Es sei n ≥ 1. Wir können M = Z/nZ als unitären Z-Modul
auffassen. Dazu definieren wir eine skalare Multiplikation durch [a] . r = [ar]
für alle a, r ∈ Z. Mit analogen Überlegungen wie in Beispiel 2.9 folgt, dass das
wohldefiniert ist, und dass die Modulaxiome gelten.

Für alle [a] ∈ Z/nZ gilt [a] . n = [an] = [0], also ist jede nichtlee-
re Teilmenge E ⊂ Z/nZ linear abhängig. Genauer: sei f = [a] ∈ E, dann
wähle (re)e∈E = (δef · n)e∈E ; es folgt∑

e∈E
e . (δef · n) = [a] . n = [0] ,

da der Faktor δef in einer Summe über e nach Definition des Kronecker-Symbols
nur den Summanden mit e = f übriglässt.

Auf der anderen Seite erzeugt die leere Menge den Modul Z/nZ nur dann,
wenn n = 1. Somit ist Z/nZ nicht frei über Z, wenn n > 1.

Allerdings ist M = Z/nZ ein freier Modul über dem Ring R = Z/nZ mit
Basis E = {[1]}, denn E erzeugt M . Aus [0] = [1] . r folgt r = [0], da [1] gleich-
zeitig das Einselement von R ist. Also ist E aus linear unabhängig über R. Aus
diesem Grund empfiehlt es sich auch bei linearer Abhängigkeit, im Zweifelsfall
den Grundring mit anzugeben.
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2.30. Beispiel. Es sei I eine Menge und R ein Ring. Wir betrachten R(I)

als Rechts-R-Modul mit

(ri)i∈I + (si)i∈I = (ri + si)i∈I für alle (ri)i∈I , (si)i∈I ∈ R(I) ,

(ri)i∈I . s = (ri · s)i∈I für alle (ri)i∈I ∈ R(I), s ∈ R .

Addition und skalare Multiplikation nehmen wieder Werte in R(I) an: seien
etwa (ri)i∈I , (si)i∈I wie oben, dann gibt es nur endlich viele Indizes i ∈ I, an
denen ri ̸= 0 oder si ̸= 0 gilt; an allen anderen Stellen gilt ri + si = 0R. Das
neutrale Element ist die Familie 0R(I) = (0R)i∈I , die an allen i ∈ I den Wert 0R
hat. Jetzt lassen sich die Gruppen- und Modulaxiome (G1)–(G4) und (M1)–

(M3) für (R(I),+, . ) leicht überprüfen. Wenn R ein Ring mit Eins ist, ist R(I)

sogar unitär, das heißt, es gilt auch (M4).

Ab jetzt nehmen wir an, dass R ein Ring mit Eins ist. Für alle j ∈ I sei

ej = (δij)i∈I ∈ R(I)(1)

die Familie, die genau an der Stelle j ∈ I den Wert 1R hat, und sonst überall 0R.
Dann ist die Teilmenge

E =
{
ej ∈ R(I)

∣∣ j ∈ I
}
⊂ R(I) .

eine Erzeugermenge, denn für alle (ri)i∈I ∈ R(I) gilt∑
j∈I

ej . rj =
∑
j∈I

(δij)i∈I . rj =

(∑
j∈I

δij · rj
)

i∈I
= (ri)i∈I .(2)

Außerdem ist ri = 0 für fast alle i ∈ I nach Definition von R(I), so dass wir die
obigen Summen bilden dürfen.

Die Teilmenge E ist auch linear unabhängig, denn sei∑
j∈I

ej . rj = 0R(I) = (0R)i∈I ,

dann folgt (∑
j∈I

δij · rj
)

i∈I
= (0R)i∈I ,

also ergibt jede einzelne Summe den Wert 0R. Nach Definition von δij ergibt
sich für den i-ten Eintrag

0R =
∑
j∈I

δij · rj = ri .

Da das für alle i ∈ I gelten muss, gilt ri = 0 für alle i, und somit ist E linear
unabhängig.

Der Modul R(I) heißt auch der von I erzeugte freie Rechts-R-Modul. Er ist
frei mit der Standardbasis E, und man beachte, dass jedem i ∈ I genau ein
Basiselement ei entspricht. Mitunter identifiziert man i und ei, schreibt also

(ri∈I)i∈I =
∑
i∈I

i . ri ;



2.2. MODULN UND VEKTORRÄUME 51

das geht aber nur, wenn dadurch keine Misverständnisse entstehen.

Eine analoge Konstruktion liefert den von I erzeugten freien Links-R-
Modul (I)R; nach Bemerkung 2.23 dürfen wir beide identifizieren, falls R kom-
mutativ ist.

Man beachte den Unterschied zwischen RI und R(I), falls die Indexmenge I
unendlich ist. Beispielsweise ist RN der Vektorraum aller reellwertigen Folgen,
während R(N) nur diejenigen Folgen enthält, bei denen ab einer bestimmten
Stelle alle Einträge 0 sind. Insbesondere ist die Menge { (δmn)n∈N | m ∈ N } der
Folgen, bei denen genau ein Eintrag 1 und alle anderen 0 sind, nur eine Basis
von R(N), nicht vom Raum aller Folgen RN. Man kann sogar zeigen, dass eine
Basis von RN überabzählbar viele Elemente haben muss.

2.31. Beispiel. Wir betrachten den Spezialfall I = {1, . . . , n} für n ∈ N.
Da I endlich ist gilt R(I) = RI . Wir schreiben Rn für R(I), und stellen die
Elemente als Spalten dar:r1...

rn

 = (ri)i∈I = (ri)i=1,...,n ∈ Rn = R(I) = RI .

Die Rechenoperationen sind dann gegeben durchr1...
rn

+

s1...
sn

 =

r1 + s1
...

rn + sn

 und

r1...
rn

 . s =

r1 · s...
rn · s

 .

Die Basis {e1, . . . , en} heißt Standardbasis des Rn und besteht aus den Stan-
dardbasisvektoren

e1 =


1R
0R
...
0R

 , . . . , en =


0R
...
0R
1R

 .

Der Vektor ej hat also als j-ten Eintrag die 1R, und sonst überall 0R. Natürlich
gilt r1...

rn

 =


1R
0R
...
0R

 . r1 + · · ·+


0R
...
0R
1R

 . rn = e1 . r1 + · · ·+ en . rn .

Analog schreiben wir nR für den freien Links-R-Modul (I)R und stellen die
Elemente als Zeilen dar:

(r1, . . . , rn) = (ri)i∈I = (ri)i=1,...,n ∈ nR = (I)R .

Als Standardbasisvektoren erhalten wir entsprechend

ε1 = (1, 0, . . . , 0) , . . . , εn = (0, . . . , 0, 1) .
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In diesem Fall ist

(r1, . . . , rn) = r1 · (1, 0, . . . , 0) + · · ·+ rn · (0, . . . , 0, 1) = r1 · ε1 + · · ·+ rn · εn .

2.32. Proposition. Es seiM ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B. Dann
existiert zu jedem m ∈M genau eine Familie (mb)b∈B ∈ R(B), so dass∑

b∈B
b . mb = m .(1)

Ein analoges Resultat gilt für freie Links-R-Moduln.

Beweis. Da B eine Basis ist, erzeugt B den Modul M . Also existiert eine
Familie (mb)b∈B ∈ R(B) mit der Eigenschaft (1).

Sei jetzt (nb)b∈B ∈ R(B) eine weitere Familie mit nb = 0R für fast alle b ∈ B,
so dass ∑

b∈B
b . nb = m .

Dann folgt

0M = m−m =
∑
b∈B

b . nb −
∑
b∈B

b . mb =
∑
b∈B

b . (nb −mb) ,

und es gilt nb − mb = 0R für fast alle b ∈ B. Da B linear unabhängig ist,
folgt nb −mb = 0R für alle b ∈ B. Also gilt (mb)b∈B = (nb)b∈B, das heißt, die
Familie (mb)b∈B ist auch eindeutig. □

Das bedeutet, dass wir mit Hilfe einer Basis ein beliebiges Element in einem
freien Modul ersetzen können durch eine Ansammlung von Ringelementen. Das
ist insbesondere zum Rechnen sehr hilfreich.

2.33. Definition. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B, und
es sei m ∈ M . Dann heißen die mb ∈ R aus Proposition 2.32 die Koordinaten
von m bezüglich der Basis B. Die Abbildung M → R(B) mit m 7→ (mb)b∈B
heißt die Koordinatenabbildung zur Basis B. Umgekehrt ist die Basisabbildung
von M zur Basis B die Abbildung R(B) →M mit

(rb)b∈B 7−→
∑
b∈B

b . rb .

2.34. Bemerkung. Nach Proposition 2.32 ist die Basisabbildung bijektiv.
Ihre Umkehrabbildung ist die Koordinatenabbildung.

2.3. Lineare Abbildungen

2.35. Definition. Sei (R,+, · ) ein Ring und seien (M,+, · ) und (N,+, · )
Rechts-R-Moduln, dann heißt eine Abbildung F : M → N ein (Rechts-R-)
Modulhomomorphismus oder (rechts-) R-linear (kurz: linear), falls für alle ℓ,
m ∈M und alle r ∈ R gilt

F (ℓ+m) = F (ℓ) + F (m) (Additivität),(L1)

F (m . r) = F (m) . r (Homogenität).(L2)
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Falls R ein (Schief-) Körper ist, nennt man lineare Abbildungen zwischen
(Rechts-R-) Vektorräumen auch Vektorraumhomomorphismen. Die Menge al-
ler (rechts-) R-linearer Abbildungen von M nach N wird mit HomR(M,N)
bezeichnet. Analog definieren wir Links-R-Modulhomomorphismen. Die Menge
aller Links-R-Modulhomomorphismen von A nach B wird mit R Hom(M,N)
bezeichnet.

Wir bemerken, dass die Addition in (L1) einmal inM und einmal inN statt-
findet. Genauso wird in (L2) einmal in M und einmal in N skalar multipliziert.
Aus diesem Grund ist es wichtig, dass beide Moduln über demselben Ring R
definiert sind. Wenn R kommutativ ist, gibt es nach Bemerkung 2.23 keinen Un-
terschied zwischen Links- und Rechts-R-Moduln. Wir sprechen dann nur noch
von Modulhomomorphismen, und schreiben Hom(M,N) oder HomR(M,N) für
die Menge aller linearer Abbildungen.

2.36. Bemerkung. Für lineare Abbildungen gilt wegen Proposition 2.22 (1)
insbesondere immer

(1) F (0M ) = F (0M . 0R) = F (0M ) . 0R = 0N .

Außerdem sind lineare Abbildungen verträglich mit Linearkombinationen:
Sei E ⊂M eine Teilmenge und (re)e∈E ∈ R(E), dann gilt

(2) F

(∑
e∈E

e . re

)
=
∑
e∈E

F (e) . re .

Zur Begründung sei zunächst E = {e1, . . . , en} und rei = ri. Wie in (2.1)
definieren wir induktiv

s0 = 0 , si = si−1 + ei . ri ∈M ,

t0 = 0 , ti = ti−1 + F (ei) . ri ∈ N .

Dann folgt F (s0) = t0 wegen (1) und induktiv

F (si) = F (si−1 + ei . ri) = F (si−1) + F (ei . ri) = ti−1 + F (ei) . ri = ti ,

also gilt nach Induktion

F

( n∑
i=1

ei . ri

)
= F (sn) = tn =

n∑
i=1

F (si) . ri .

Wie in (2.2) übertragen wir dieses Resultat auf beliebige Linearkombinationen.

2.37. Beispiel. Wir kennen bereits Beispiele linearer Abbildungen.

(1) Wir haben bereits in den Abschnitten 1.5 und 1.6 benutzt (aber noch
nicht bewiesen), dass Isometrien des R2 und des R3, die den Nullpunkt
festhalten, R-linear sind. Dazu gehören Drehungen um den Nullpunkt
und Spiegelungen an Achsen durch den Nullpunkt im R2, siehe Be-
merkung 1.65, sowie Drehungen um Achsen durch den Nullpunkt, die
Punktspiegelung am Ursprung, sowie Spiegelungen an Ebenen durch
den Nullpunkte im R3, siehe Bemerkung 1.75.
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(2) Wir betrachten M = N = C zunächst als Modul über C. Die kom-
plexe Konjugation entspricht der Spiegelung an der reellen Achse. Wir
überprüfen die Axiome (L1), (L2). Nach Bemerkung 1.60 gilt

z + w = z + w und z . w = z . w .

Also ist komplexe Konjugation additiv, aber nicht homogen, da im
allgemeinen w ̸= w. Wenn wir aber C als R-Modul auffassen, dann gilt
auch (L2), da w = w genau dann, wenn w ∈ R. Also kommt es auch
bei Linearität auf den zugrundeliegenden Ring oder (Schief-) körper
an.

(3) Sei M = R ein unitärer Rechts-R-Modul wie in Beispiel 2.21 (1), so
dass m . r = mr für m, r ∈ R. Es sei f : M → M rechts R-linear
und p = f(1). dann folgt

f(m) = f(1 . m) = f(1) . m = pm ,

also wird f durch Linksmultiplikation mit p = f(1) gegeben. Umge-
kehrt ist Linksmultiplikation mit einem beliebigen r ∈ R eine rechts-
R-lineare Abbildung, denn für alle m, n, s ∈ R gilt

r · (m+ n) = r ·m+ r · n und r · (m . s) = (r ·m) . s .

2.38. Bemerkung. Auch in der Analysis spielen lineare Abbildungen eine
wichtige Rolle. Beispielsweise dient die Ableitung einer Funktion f : I → R auf
einem offenen Intervall I ⊂ R dazu, die Funktion an einer Stelle x0 ∈ I zu
beschreiben als

f(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) + o(x− x0) ,(1)

dabei ist der zweite Term linear in x−x0, und der Rest o(x−x0) geht für x→ x0
schneller gegen 0 als jede lineare Funktion in x−x0 außer der konstanten Funk-
tion 0. Viele wichtige Eigenschaften von f lassen sich bereits von der

”
Lineari-

sierung“ f(x0) + f ′(x0) · (x − x0) (die in unserem Sinne im Allgemeinen nicht
linear ist) ablesen: wenn f ′(x0) ̸= 0 ist, ist x0 keine lokale Extremstelle von f ,
und f besitzt sogar lokal eine differenzierbare Umkehrfunktion.

Eine Funktion f : U → Rm auf einer offenen Teilmenge U ⊂ Rn nähert man
wieder wie in (1) an, dabei ist diesmal f ′(x0) : Rn → Rm selbst eine lineare
Abbildung. Im Fall m = 1 folgt aus f ′(x0) ̸= 0 wieder, dass x0 keine lokale
Extremstelle von f ist. Im Fall m = n hat f genau dann eine differenzierba-
re lokale Umkehrfunktion, wenn f ′(x0) als lineare Abbildung invertierbar ist.
Ist f ′(x0) injektiv, so ist das Bild der Einschränkung von f auf eine kleine Um-
gebung von x0 eine

”
glatte“ Teilmenge des Rm. Ist f ′(x0) surjektiv, so ist das

Urbild f−1
(
{f(x0)}

)
nahe x0 eine

”
glatte“ Teilmenge des Rn.

Als Beispiel betrachten wir zwei Funktionen f : R → R2 und F : R2 → R
mit

f(t) =

(
t3

t2

)
und F

((
x
y

))
= x2 − y3 .
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Dann ist f ′(t) =
(
3y2

2t

)
: R → R2 injektiv außer an der Stelle t = 0, und F ′((x

y

))
=

(2x,−3y2) : R2 → R ist surjektiv außer an der Stelle
(
x
y

)
= 0. Die Teilmenge

im f = F−1({0}) ⊂ R2

ist glatt außer an der Stelle
(
0
0

)
= f(0), wo die Ableitungen verschwinden.

Auch aufgrund dieser späteren Anwendungen lohnt es sich, lineare Abbil-
dungen und ihre Eigenschaften genauer zu studieren.

2.39. Beispiel. Es sei M , N Rechts-R-Moduln. Dann sind die folgenden
Abbildungen immer R-linear.

(1) Die Identität aus Beispiel 1.18 (1) ist immer linear, denn

idM (ℓ+m) = ℓ+m = idM (ℓ) + idM (m) ,

und idM (m . r) = m . r = idM (m) . r .

(2) Die Nullabbildung 0: M → N mit 0(m) = 0N für alle m ∈ M ist
ebenfalls linear, denn

0(ℓ+m) = 0N = 0N + 0N = 0(ℓ) + 0(m) ,

und 0(m . r) = 0N = 0N . r = 0(m) . r .

2.40. Bemerkung. Es sei I eine Menge und N ein Rechts-R-Modul, dann
wird auch N I = Abb(I,N) zu einem Rechts-R-Modul mit den Rechenopera-
tionen

(F +G)(i) = F (i) +G(i) und (F . r)(i) = F (i) . r ∈ N .

Auf diese Weise erhält man beispielsweise auch den Vektorraum RN der reellwer-
tigen Folgen. Für die folgende Konstruktion ist wichtig, dass man Abbildungen
mit Werten in einem Modul addieren kann, indem man die Bilder addiert.

2.41. Proposition. Die Hintereinanderausführung von linearen Abbildun-
gen ist linear. Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist li-
near. Die Summe linearer Abbildungen ist linear. Das Vielfache einer linearen
Abbildung ist linear, wenn R kommutativ ist.

Beweis. Seien L, M und N Rechts-R-Moduln, und seien F : M → N
und G : L → M R-linear. Dann folgt aus der Linearität von F und G für
alle ℓ, m ∈ L und alle r ∈ R, dass

(F ◦G)(ℓ+m) = F
(
G(ℓ+m)

)
= F

(
G(ℓ) +G(m)

)
= F

(
G(ℓ)

)
+ F

(
G(m)

)
= (F ◦G)(ℓ) + (F ◦G)(m) ,

und (F ◦G)(ℓ . r) = F
(
G(ℓ . r)

)
= F

(
G(ℓ) . r

)
= F

(
G(ℓ)

)
. r = (F ◦G)(ℓ) . r .

Also ist auch F ◦G linear.

Sei jetzt F : M → N eine bijektive lineare Abbildung und G : N →M ihre
Umkehrabbildung, siehe Satz 1.23. Es seien p, q ∈ N beliebig und ℓ = G(p),
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m = G(q) ∈M , so dass F (ℓ) = p und F (m) = q. Außerdem sei r ∈ R. Aus der
Linearität von F folgt

G(p+ q) = G
(
F (ℓ) + F (m)

)
= G

(
F (ℓ+m)

)
= ℓ+m = G(p) +G(q) ,

und G(q . r) = G
(
F (m) . r

)
= G

(
F (m . r)

)
= m . r = G(q) . r .

Also ist die Umkehrabbildung G linear.

Seien jetzt F , G : M → N linear, dann ist auch F +G linear, denn für alle ℓ,
m ∈M und alle r ∈ R gilt

(F +G)(ℓ+m) = F (ℓ+m) +G(ℓ+m) = F (ℓ) + F (m) +G(ℓ) +G(m)

= (F +G)(ℓ) + (F +G)(m) ,

(F +G)(m . r) = F (m . r) +G(m . r) = F (m) . r +G(m) . r

= (F +G)(m) . r .

Sei schließlich F : M → N linear, m ∈M und r, s ∈ R. Dann gilt

(F . r)(m . s) = F (m . s) . r = F (m) . s . r = F (m) . (sr) ,

(F . r)(m) . s = F (m) . r . s = F (m) . (rs) . □

Achtung: wenn R nicht kommutativ ist, zeigt die obige Rechnung, dass F .r
nicht automatisch linear sein muss.

2.42. Definition. Es seien M , N Rechts-R-Moduln. Bijektive lineare Ab-
bildungen F : M → N heißen (Rechts-R-) Modulisomorphismen. Lineare Abbil-
dungen F : M → M heißen (Rechts-R-) Modulendomorphismen, und wenn sie
bijektiv sind, (Rechts-R-) Modulautomorphismen. Falls R ein Körper ist, spre-
chen wir von Vektorraumiso-, -endo- und -automorphismen. Die Menge aller
Modul- oder Vektorraumisomorphismen vonM nach N wird mit IsoR(M,N) ⊂
HomR(M,N) bezeichnet, die Menge aller Modul- oder Vektorraumendo- oder
-automorphismen von M mit EndR(M) beziehungsweise AutRM ⊂ EndRM .
Analoge Bezeichnungen R Iso(M,N), R EndM und R AutM führen wir für
Links-R-Moduln oder -Vektorräume ein.

Bei AutR und EndR lässt man gelegentlich die Klammern weg, es ist al-
so EndRM = EndR(M). Analoge Bezeichnungen (Hom, End, Iso und Aut)
werden in der Mathematik häufig für Abbildungen benutzt, die eine bestimmte

”
Struktur“ (hier die eines Moduls beziehungsweise Vektorraums) erhalten.

2.43. Folgerung (aus Prop2.40). Es sei R ein Ring, und M und N seien
Rechts-R-Moduln.

(1) Die Automorphismen von M bilden eine Gruppe (AutRM, ◦), die Au-
tomorphismengruppe von M .

(2) Die Endomorphismen von M bilden einen Ring (EndRM,+, ◦) mit
Eins idM , den Endomorphismenring von M .

(3) Der Modul M ist ein Links-EndRM -Modul, die skalare Multiplikation
wirkt für alle F ∈ EndRM und alle m ∈M durch F ·m = F (m) ∈M .
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(4) Die Homomorphismen HomR(M,N) bilden einen unitären Recht-
EndRM -Modul, und einen unitären Links-EndRN -Modul.

Analoge Aussagen gelten, wenn M und N Links-R-Moduln sind.

Beweis. Der Beweis von (1) orientiert sich am Beispiel 2.5 der Automor-
phismengruppe einer Menge. Zunächst einmal ist die Verknüpfung zweier Au-
tomorphismen ein Automorphismus nach Proposition 2.41, genauso wie die
Umkehrabbildung eines Automorphismus. Nach Beispiel 2.39 (1) ist auch die
Identität ein Automorphismus. Die Gruppenaxiome ergeben sich wieder aus
Bemerkung 2.4 (1)–(3).

Die Addition auf EndR(M) in (2) ist die gleiche wie in Bemerkung 2.40,
Man üperprüft leicht die Axiome (G1)-(G4). Aus Bemerkung 2.4 (1) und (2)
folgen (R1), (R3). Als nächstes seien F , G, H ∈ EndR(M), dann gilt

(F +G) ◦H = F ◦H +G ◦H und F ◦ (H +K) = F ◦H + F ◦K ,(*)

wie man durch Einsetzen von m ∈ M leicht überprüft. Es folgt (R2) in (2).
Also bildet (EndRM,+, ◦) einen Ring mit Eins 1EndR M = idM .

Da M ein Rechts-R-Modul ist, ist (M,+) eine abelsche Gruppe. Das
Axiom (M1) für Linksmoduln folgt aus der Definition 1.19 der Verkettung,
denn (F ◦G)(m) = F (G(m)) für alle F , G ∈ EndR(M) und alle m ∈ M . Axi-
om (M2) ist die Definition der Addition auf EndR(M) in Bemerkung (2.40),
und (M3) ist gerade die Additivität (L1) der Endomorphismen. Schließlich istM
unitär (M4), da die Eins in EndRM gerade idM ist.

Es sei F ∈ HomR(M,N), G ∈ EndRM und H ∈ EndRM . Dann folgt

F ◦G ∈ HomR(M,N) und H ◦ F ∈ HomR(M,N) .

Also wirkt EndRM von rechts und EndRN von links auf HomR(M,N). Der
Beweis von (4) funktioniert danach im wesentlichen genauso wie der von (2).
Beispielsweise zeigt man die Distributivgesetze (M2), (M3) genau wie in (*),
und (M1), (M4) folgen aus Bemerkung 2.4 (1) und (2). □

Es sei R ein Ring mit Eins. Wir betrachten HomR(M,R) als Spezialfall
von (4), mit N = R als unitärem Rechts-R-Modul. In Beispiel (2.37) (3) ha-
ben wir gesehen, dass EndRR = R, wobei r ∈ R = EndRR durch Multipli-
kation von links wirkt. Also ist HomR(M,R) ein Links-R-Modul. Umgekehrt
ist R Hom(M,R) ein Rechts-R-Modul mit (f . r)(m) = f(m) · r ∈ R, denn für r,
s ∈ R, m, n ∈M gilt jetzt

(f . r)(m+ n) = f(m+ n) · r = f(m) · r + f(n) · r = (f . r)(m) + (f . r)(n) ,

(f . r)(s ·m) = f(s ·m) . r = s · f(m) · r = s · (f . r)(m) .

2.44.Definition. SeiM ein Rechts-R-Modul, dann istM∗ = HomR(M,R)
der zu M duale Links-R-Modul, beziehungsweise der zu M duale Links-R-
Vektorraum, falls R ein (Schief-) Körper ist. Analog definieren wir den dualen
Rechts R-Modul ∗N zu einem Links-R-Modul N .
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Sie lernen einige duale Moduln in den Übungen kennen. Als nächstes erin-
nern wir uns an freie Moduln wie in Definition 2.28 und Beispiel 2.30. Außerdem
erinnern wir uns an die Einschränkung von Abbildungen aus Bemerkung 1.21.

2.45. Proposition. Es sei R ein Ring mit Eins undM ein unitärer Rechts-
R-Modul mit Basis B ⊂M .

(1) Dann sind die Basisabbildung R(B) → M und die Koordinatenabbil-

dung β : M → R(B) aus Definition 2.33 zueinander inverse Moduliso-
morphismen.

(2) Es sei außerdem N ein unitärer Rechts-R-Modul und NB der Modul
aus Bemerkung 2.40. Wir erhalten eine bijektive Abbildung

Φ: HomR(M,N) −→ NB mit Φ(F ) = F |B .

(3) Die Abbildung Φ ist additiv. Wenn R kommutativ ist, ist HomR(M,N)
ein R-Modul und Φ ein Modulisomorphismus.

Beweis. Nach Proposition 2.32 sind Basisabbildung und Koordinatenab-
bildung bijektiv und zueinander invers. Die Basisabbildung ist linear, denn

(mb)b∈B + (nb)b∈B = (mb + nb)b∈B

7−→
∑
b∈B

b . (mb + nb) =
∑
b∈B

b . mb +
∑
b∈B

b . nb ,

(mb)b∈B . r = (mbr)b∈B 7−→
∑
b∈B

b . (mbr) =

(∑
b∈B

b . mb

)
. r .

Nach Proposition 2.41 ist dann auch die Koordinatenabbildung β : M → R(B)

linear, und es folgt (1).

Zu (2) seien ℓ, m ∈ M beliebig und (ℓb)b∈B = β(ℓ), (mb)b∈B = β(m) ihre
Koordinaten, so dass

ℓ =
∑
b∈B

b . ℓb und m =
∑
b∈B

b . mb .

Für eine Abbildung f : B → N von Mengen definieren wir Ψ(f) : M → N durch

(2.3)
(
Ψ(f)

)
(m) =

(
Ψ(f)

)(∑
b∈B

b . mb

)
=
∑
b∈B

f(b) . mb .

Dann folgt (Φ ◦ Ψ)(f) = Ψ(f)|B = f , und wegen Bemerkung 2.36 (2) gilt
auch (Ψ ◦ Φ)(F ) = F , denn für alle m ∈M gilt

Ψ(F |B)(m) =
∑
b∈B

F (b) . mb = F

(∑
b∈B

b . mb

)
= F (m) .
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Um zu zeigen, dass Ψ(f) : M → N linear ist, nutzen wir aus, dass die
Koordinatenabbildung β linear ist, und erhalten

Ψ(f)(ℓ+m) = Ψ(f)

(∑
b∈B

b . (ℓb +mb)

)
=
∑
b∈B

f(b) . (ℓb +mb)

=
∑
b∈B

f(b) . ℓb +
∑
b∈B

f(b) . mb = Ψ(f)(ℓ) + Ψ(g)(m) ,

Ψ(f)(m . r) = Ψ(f)

(∑
b∈B

b . (mbr)

)
=
∑
b∈B

f(b) . (mbr)

=

(∑
b∈B

f(b) . mb

)
. r =

(
Ψ(f)(m)

)
. r .

Nach Proposition 2.41 sind Summen linearer Abbildungen wieder linear.
Wenn R kommutativ ist, sind auch Vielfache von F wieder linear, und man
überzeugt sich, dass HomR(M,N) ein R-Modul ist. Für alle b ∈ B gilt(

Φ(F +G)
)
(b) = (F +G)(b) = F (b) +G(b) =

(
Φ(F ) + Φ(G)

)
(b) ,(

Φ(F . r)
)
(b) = (F . r)(b) = F (b) . r =

(
Φ(F ) . r

)
(b) . □

Wir können Punkt (2) wie folgt auffassen: um eine lineare Abbildung F
von einem freien Modul M in einen beliebigen Modul N zu bestimmen, können
wir die Bilder F (b) der Basiselemente b ∈ B frei vorgeben. Das heißt, in dem
Diagramm

B
ι //

f   

M

∃! F

��
N

existiert zu jeder Abbildung f genau eine Abbildung F , so dass das Diagramm
kommutiert, das heißt, so dass f = F ◦ ι, siehe unten.

Man nennt das die universelle Eigenschaft eines freien Moduls. Man könn-
te einen freien Modul M mit Basis B dadurch definieren, dass die Inklusi-
on B ↪→ M die obige Eigenschaft erfüllt. In den Übungen lernen wir Beispiele
von Moduln kennen, die diese Eigenschaft nicht erfüllen. Typischerweise legt
eine universelle Eigenschaft das beschriebene Objekt bis auf eindeutige Isomor-
phismen fest.

2.46. Folgerung. Es sei R ein Ring und B eine Menge.

(1) Es gibt einen Rechts-R-Modul M und eine Abbildung ι : B → M , so
dass für alle Rechts-R-Moduln N und alle Abbildungen f : B → N von
Mengen genau eine rechts-R-lineare Abbildung F : M → N mit f =
F ◦ ι existiert.
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(2) Für i = 1, 2 seien Mi Rechts-R-Moduln und ιi : B → Mi Abbildun-
gen von Mengen, so dass für alle Rechts-R-Moduln N und alle Abbil-
dungen f : B → N von Mengen genau je eine rechts-R-lineare Abbil-
dung Fi : Mi → N mit f = Fi ◦ ιi existiert. Dann existiert genau ein
R-Modulisomorphismus G : M1 →M2 mit ι2 = G ◦ ι1.

Beweis. Wir wählen für M den von B frei erzeugten Modul R(B) aus
Beispiel 2.30. Die universelle Eigenschaft folgt aus Proposition 2.45 (2): Zur
Existenz von F setze F = Ψ(f). Eindeutigkeit folgt, da Φ injektiv ist.

Für (2) brauchen wir nur vier Diagramme zu betrachten. Zunächst existie-
ren G : M1 →M2 und H : M2 →M1, so dass die Diagramme

B
ι1 //

ι2   

M1

G

��

B
ι2 //

ι1   

M2

H

��
und

M2 M1

kommutieren, und G und H sind eindeutig bestimmt nach (1). Es folgt

H ◦G ◦ ι1 = H ◦ ι2 = ι1 und G ◦H ◦ ι2 = G ◦ ι1 = ι2 .

Betrachte jetzt

B
ι1 //

ι1   

M1

id

��
H◦G
��

B
ι2 //

ι2   

M2

id

��
G◦H
��

und

M1 M2

Wir haben gefordert, dass die Abbildungen rechts im Diagramm eindeutig sind.
Also gilt H ◦G = idM1 und G◦H = idM2 , und G und H sind zueinander inverse
R-Modulisomorphismen. □

2.47. Bemerkung. Dass die verschiedenen Moduln M1 und M2 isomorph
sind, ist wichtig: als R-Moduln haben sie genau die gleichen Eigenschaften.

Am liebsten hätten wir nur einen freien Modul mit Basis B. Zwar könn-
ten M1 und M2 verschiedene Elemente haben. Aber immerhin können wir
diese über G und H miteinander identifizieren. Damit wir aber m ∈ M1

mit G(m) ∈ M2 identifizieren können, ist es wichtig, dass es nur einen sol-
chen Isomorphismus G gibt, ansonsten kämen wir durcheinander.

Die Überlegungen zu Folgerung 2.46 waren übrigens sehr abstrakt. Die
Hauptarbeit haben wir aber bereits in Proposition 2.45 geleistet. Beispielswei-
se können wir den Isomorphismus G : M1 → M2 mit den Methoden aus dem
Beweis der Proposition konkret angeben: jedes Elementm ∈M1 hat die Gestalt

m =
∑
b∈B

ι1(b) . mb ∈M1 mit (mb)b∈B ∈ R(B) ,

und wir setzen nun einfach

G(m) =
∑
b∈B

ι2(b) . mb ∈M2 .
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2.4. Unterräume und Quotienten

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus gegebenen Moduln neue kon-
struieren kann.

2.48. Definition. Es sei R ein Ring mit Eins, M ein unitärer Rechts-R-
Modul und U ⊂M eine Teilmenge. Dann heißt U ein (Rechts-R-) Untermodul,
falls für alle u, v ∈ U und alle r ∈ R die folgenden Untermodulaxiome gelten:

0M ∈ U (Neutrales Element) ,(U1)

u+ v ∈ U , (abgeschlossen unter Addition) ,(U2)

u . r ∈ U (abgeschlossen unter skalarer Multiplikation) .(U3)

Analog definieren wir Links-R-Untermoduln von Links-R-Moduln. Falls R ein
(Schief-) Körper ist, sprechen wir stattdessen von (Rechts-/Links-) Untervek-
torräumen, kurz Unterräumen.

Anstelle von (U1) hätte es gereicht zu fordern, dass U ̸= ∅. Denn sei u ∈ U ,
dann folgt 0M = u . 0R ∈ U aus (U3) und Proposition 2.22. Außerdem ist
mit u ∈ U stets auch

−u = u . (−1) ∈ U .

Falls R keine Eins besitzt oder M nicht unitär ist, muss man in (U2) zusätz-
lich −u ∈ U fordern.

2.49. Beispiel. Wir kennen bereits Beispiele von Untervektorräumen.

(1) Wir fassen die Quaternionen H als R-Vektorraum auf. In Abschnitt 1.6
haben wir die Unterräume R ⊂ H der reellen und R3 ⊂ H der ima-
ginären Quaternionen betrachtet.

(2) In der Analysis trifft man häufig auf Untervektorräume. Beispielsweise
bilden die Nullfolgen einen Unterraum des Vektorraums aller Folgen.
Für ein offenes Intervall I bilden die stetigen Funktionen auf I einen
Unterraum des Raumes aller Funktionen auf I, und die differenzierba-
ren Funktionen einen Unterraum des Raumes der stetigen Funktionen
auf I.

2.50. Bemerkung. Jeder Untermodul U eines unitären Rechts-R-Mo-
duls (M,+, . ) ist selbst ein unitärer Rechts-R-Modul. Zunächst einmal exi-
stiert ein Nullelement 0M und die Verknüpfungen +: U × U → U , − : U → U
und . : U × R → U sind wohldefiniert dank (U1)–(U3). Da die Axiome (G1)–
(G4) und (M1)–(M4) gelten, wenn man für die Variablen Elemente aus M ein-
setzt, gelten sie erst recht, wenn man nur Elemente aus U zulässt. Beispielsweise
gilt 0M + u = u in M für alle u ∈ U , also auch in U .

Die Inklusion U → M aus Bemerkung 1.21 ist linear, da (L1) und (L2)
offensichtlich gelten.

Auf völlig analoge Weise kann man Untergruppen und Unterringe definieren.
Beispielsweise sollte ein Unterring U ⊂ R das Element 0R enthalten, und die
Summe und das Produkt von Elementen von U sollten wieder in U liegen. Bei
Körpern bevorzugt man aus naheliegenden Gründen den Begriff Teilkörper.
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Wir wollen nun Quotientenmoduln in Analogie zu Beispiel 2.9 konstruieren.
Dazu sei (M,+, . ) ein Rechts-R-Modul und U ⊂ M ein Untermodul. Dann
definieren wir eine Relation

”
∼“ auf M für alle m, n ∈M durch

m ∼ n ⇐⇒ n−m ∈ U .

Das ist eine Äquivalenzrelation, denn (Ä1)–(Ä3) folgen für ℓ, m, n ∈M aus

m−m = 0 ∈ U , n−m ∈ U =⇒ m− n = −(n−m) ∈ U ,

sowie m− ℓ ∈ U und n−m ∈ U =⇒ n− ℓ = (n−m) + (m− ℓ) ∈ U .

2.51. Definition. Der Quotient M/U = M/∼ heißt der Quotientenmodul
von M nach U (lies

”
M modulo U“). Falls R ein Körper ist heißt M/U der

Quotientenvektorraum, kurz Quotientenraum.

Man beachte hier, dass wir zur Definition der Äquivalenzrelation
”
∼“ und

der Menge M/U nur die additive Struktur des Moduls M benutzt haben. Die
skalare Multiplikation können wir nachträglich definieren. Es sei p : M →M/∼
die Quotientenabbildung, siehe Definition 1.42.

2.52. Proposition. Es sei (M,+, . ) ein unitärer Rechts-R-Modul und U ⊂
M ein Untermodul. Dann induzieren

”
+“ und

”
.“ Verknüpfungen

+: M/U ×M/U →M/U und . : M/U ×R→M/U ,

und (M/U,+, . ) ist ein unitärer Rechts-R-Modul. Außerdem ist die Quotien-
tenabbildung p : M →M/U rechts-R-linear.

Beweis. Wir gehen vor wie in Beispiel 2.9. Seien m, n, p, q ∈M mit [m] =
[n] und [p] = [q] ∈M/U , also n−m ∈ U und q − p ∈ U , und r ∈ R, dann folgt

(n+ q)− (m+ p) = (n−m) + (q − p) ∈ U ,

(n . r)− (m . r) = (n−m) . r ∈ U

und (−n)− (−m) = −(n−m) ∈ U ,

also sind Addition und skalare Multiplikation auf M/U wohldefiniert durch

[m] + [p] = [m+ p] , −[m] = [−m] und [m] . r = [m . r] .

Wir setzen 0M/U = [0M ]. Jetzt können wir die Axiome (G1)–(G4),
(M1)–(M4) auf die entsprechenden Axiome in M zurückführen. Beispielswei-
se gilt (M1), denn

([m] . r) . s = [m . r] . s = [(m . r) . s] = [m . (r · s)] = [m] . (r · s) .

Schließlich zur Linearität der Quotientenabbildung: für allem, n ∈M und r,
s ∈ R gilt

p(m . r + n . s) = [m . r + n . s] = [m] . r + [n] . s = p(m) . r + p(n) . s . □

2.53. Beispiel. Wir betrachten M = Z als Z-Modul und

U = nZ = ⟨ {n} ⟩ =
{
an
∣∣ a ∈ Z

}
= { . . . ,−n, 0, n, . . . } .

Dann ist U ein Untermodul, und der Quotient M/U = Z/nZ ist gerade der
Modul aus Beispiel 2.29.
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2.54. Bemerkung. In Bemerkung 2.50 haben wir gesehen, dass geeignete
Teilmengen von Gruppen, Ringen oder (Schief-) Körpern selbst wieder Grup-
pen, Ringe beziehungsweise Körper sind. Die Quotientenkonstruktion ist leider
nicht so allgemein: Der Quotient einer Gruppe nach einer Untergruppe U be-
ziehungsweise eines Ringes nach einem Unterring ist nur dann wieder Gruppe
beziehungsweise Ring, wenn U gewisse zusätzliche Bedingungen erfüllt (siehe
Übungen). Körper und Schiefkörper haben keine Quotienten.

2.55.Definition. Es seienM undN Rechts-R-Moduln, und es sei F : M →
N rechts-R-linear. Dann definieren wir den Kern kerF durch

kerF = F−1({0N}) =
{
m ∈M

∣∣ F (m) = 0
}
.

Wir erinnern uns auch an das Bild imF , siehe Definition 1.15.

2.56. Proposition. Es seien M und N Rechts-R-Moduln, und F : M → N
sei rechts-R-linear.

(1) Der Kern kerF ist ein Untermodul von M , und F ist genau dann
injektiv, wenn kerF = {0M}.

(2) Das Bild imF ist ein Untermodul von N , und F ist genau dann sur-
jektiv, wenn imF = N .

Die letzte Aussage in (2) ist klar nach Definition 1.17. Wir haben sie nur
angeführt, um die Analogie zu (1) herzustellen.

Beweis. Die Untermodulaxiome für der Kern folgen aus der Linearität
von F , denn für alle m, n ∈M und alle r ∈ R gilt

F (0M ) = 0N ,

F (m) = F (n) = 0N =⇒ F (m+ n) = F (m) + F (n) = 0 ,

F (m) = 0N =⇒ F (m . r) = F (m) . r = 0

Wenn F injektiv ist, hat insbesondere kerF = F−1({0}) höchstens ein Ele-
ment. Aus F (0M ) = 0N folgt dann kerF = {0M}.

Sei umgekehrt kerF = {0M} und F (m) = F (n) ∈ N , dann folgt

F (m− n) = F (m)− F (n) = 0N

aus der Additivität (L1) von F , somit ist m− n ∈ kerF , also nach Vorausset-
zung m− n = 0, das heißt m = n. Also ist F injektiv, und (1) ist gezeigt.

Die Untermodulaxiome für imF ⊂ N folgen wieder aus der Linearität
von F : für alle m, n ∈ N , p, q ∈ N und r ∈ R gilt

0N = F (0M ) ,

p = F (m) , q = F (n) =⇒ p+ q = F (m+ n) ,

p = F (m) =⇒ p . r = F (p . r) . □

Der folgende Satz entspricht Proposition 1.43 (3).
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2.57. Proposition (Universelle Eigenschaft des Quotienten). Es seien M
und N Rechts-R-Moduln, es sei U ⊂ M ein Untermodul mit Quotientenabbil-
dung p : M → M/U , und es sei F : M → N eine rechts-R-lineare Abbildung.
Dann existiert genau dann eine Abbildung F : M/U → N mit F = F ◦ p,
wenn U ⊂ kerF . In diesem Fall ist F eindeutig bestimmt und rechts-R-linear.
Es gilt

imF = imF und kerF = kerF/U .

Es gilt U ⊂ kerF genau dann, wenn F |U = 0. In diesem Fall erhalten wir
folgendes Diagramm:

U �
� ι //

0 ��

M
p // //

F

��

M/U

∃!

F||
N .

Beweis. Zu
”
=⇒“ nehmen wir an, dass F existiert. Für alle u ∈ U gilt [u] =

0M/U , somit

F (u) = F ([u]) = F (0M/U ) = F (0M ) = 0N ,

es folgt U ⊂ kerF .

Zu
”
⇐=“ nehmen wir an, dass U ⊂ kerF . Seien m, n ∈M mit [m] = [n] ∈

M/U , dann folgt

m− n ∈ U ⊂ kerF =⇒ F (m)− F (n) = F (m− n) = 0N ,

also gilt F (m) = F (n), und F ([m]) = F (m) ist wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit von F folgt aus Proposition 1.43 (3). Außerdem ist F
linear, denn

F ([m] + [n]) = F (m+ n) = F (m) + F (n) = F ([m]) + F ([n]) ,

F ([m] . r) = F (m . r) = F (m) . r = F ([m]) . r

für alle m, n ∈M und alle r ∈ R.

Wir sehen leicht, dass imF = imF . Es gilt [m] ∈ kerF ⊂ M/U genau
dann, wenn m ∈ kerF , somit folgt

kerF = kerF/U . □

Wie in Folgerung 2.46 sehen wir, dass der Quotient allein durch seine uni-
verselle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt ist.

2.58. Folgerung (Homomorphiesatz). Es seien M und N Rechts-R-
Moduln und F : M → N linear. Dann induziert F einen Isomorphismus

F : M/ kerF → imF .

Beweis. Wir wenden Proposition 2.57 an mit U = kerF . Da imF = imF
gilt, dürfen wir F als Abbildung mit Bildbereich imF auffassen. Dann ist F line-
ar. Da kerF = kerF/ kerF = {[0M ]}, ist F injektiv nach Proposition 2.56 (1).
Außerdem ist F surjektiv, da imF = imF . Also ist F ein Isomorphismus. □
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Wir können also jede lineare Abbildung F : M → N wie folgt zerlegen:

M
F //

p $$

N

M/ kerF
F
∼=
// imF .

ι

<<

Dabei ist p die Quotientenabbildung und ι die Inklusion. Die Abbildung F
ist eindeutig dadurch bestimmt, dass das Diagramm kommutiert. Um F zu
verstehen, bieten sich die folgenden Schritte an.

(1) Bestimme kerF als Untermodul von M .
(2) Bestimme imF als Untermodul von N .
(3) Bestimme den Isomorphismus F : M/ kerF → imF .

2.59. Beispiel. Wir betrachten eine Ebene V ⊂ R3 und eine Gerade U ⊂
R3, so dass sich U und V nur in einem Punkt schneiden. Wir wollen annehmen,
dass das der Nullpunkt ist; dann sind U und V Unterräume. Unsere Anschauung
sagt uns, dass es durch jeden Punkt x ∈ R3 genau eine zu V parallele Gerade
gibt, und dass diese Gerade die Ebene U genau in einem Punkt schneidet.
Wir definieren F : R3 → U so, dass F (x) gerade dieser Schnittpunkt ist. Diese
Abbildung ist R-linear — all das wird im nächsten Kapitel klarer werden.

Nach Konstruktion werden genau die Punkte auf der Geraden V auf den
Schnittpunkt 0 von U und V abgebildet, also ist kerF = V . Jeder Punkt in der
Ebene U wird auf sich abgebildet, also ist F insbesondere surjektiv. Aus dem
Homomorphiesatz 2.58 folgt

R3/V = R3/ kerF ∼= imF = U .

Das Besondere hier ist, dass U selbst ein Unterraum von R3 ist mit F |U = idU .

Sei jetzt wieder x ∈ R3 beliebig. Nach Konstruktion ist x − F (x) ∈ V , da
eine zu V parallele Gerade durch x und F (x) geht. Es folgt

x = u+ v mit u = F (x) ∈ U und v = x− F (x) ∈ V .

Diese Zerlegung ist eindeutig, denn wäre x = u′ + v′ eine weitere Zerlegung,
dann würde folgen

u′ + v′ = u+ v −→ u′ − u = v − v′ ∈ U ∩ V = {0} ,
also u = u′ und v = v′. Somit liefern die Unterräume U und V ein Beispiel für
die folgende Definition.

2.60. Definition. Es sei M ein Rechts-R-Modul und U , V ⊂M Untermo-
duln. Die Summe von U und V ist gegeben durch

U + V =
{
u+ v

∣∣ u ∈ U, v ∈ V
}
⊂M .

Falls U ∩ V = {0} heißt die Summe direkt, und wir schreiben statt U + V
auch U ⊕V . Falls M die direkte Summe U ⊕V ist, sagen wir, dass V ein Kom-
plement von U in M ist (und umgekehrt), oder, dass U und V komplementäre
Untermoduln sind. Wenn R ein (Schief-) Körper ist, sprechen wir analog von
komplementären Unterräumen.
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Man beachte, dass wegen (U1) stets 0M ∈ U ∩ V gilt. Einen kleineren
Durchschnitt als {0M} können zwei Untermoduln also nicht haben.

2.61. Beispiel. Wir geben Beispiele von direkten Summen und kom-
plentären Untermoduln an.

(1) In den Übungen zeigen Sie, dass Z/3Z× Z/2Z ∼= Z/6Z. Also sind die
Untermoduln

U = 2Z/6Z = {[0], [2], [4]} ∼= Z/3Z
und V = 3Z/6Z = {[0], [3]} ∼= Z/2Z

von M = Z/6Z zueinander komplementär.
(2) Ähnlich wie in (1) betrachte

V = 2Z/4Z = {[0], [2]} ⊂M = Z/4Z .

Dann ist V ∼= Z/2Z. Es gibt keinen komplementären Untermodul U ,
denn dieser müsste mindestens ein Element aus M \ V enthalten, also
entweder [1] oder [3]. In beiden Fällen wäre [2] ∈ U , denn [2] = [1] +
[1] = [3] + [3], und somit U ∩ V ̸= {[0]}. Also existiert nicht immer ein
komplementärer Untermodul.

Es sei V ⊂ M ein Untermodul. Wir erinnern uns an die Quotientenabbil-
dung p : M →M/V aus Proposition 2.52.

2.62. Proposition. Es seien U , V Untermoduln eines Rechts-R-ModulsM .

(1) Die Summe U + V ⊂M ist ein Untermodul.
(2) Wenn die Summe direkt ist, existiert eine bijektive Abbildung

U × V → U ⊕ V mit (u, v) 7→ u+ v .

(3) Es sei p : M → M/V die Quotientenabbildung. Wenn U und V kom-
plementäre Untermoduln sind, dann ist p|U : U →M/V ein Moduliso-
morphismus.

Beweis. Die Unterraumaxiome für U + V gelten, da

0M = 0M + 0M ∈ U + V ,

(t+ v) + (u+ w) = (t+ u) + (v + w) ∈ U + V

und (u+ v) . r = u . r + v . r ∈ U + V

für alle t, u ∈ U , v, w ∈ V und r ∈ R.

Die Abbildung in (2) ist immer surjektiv nach Definition der Summe. Wenn
die Summe direkt ist, ist für jedes Element s ∈ U ⊕ V die Zerlegung s = u+ v
mit u ∈ U und v ∈ V eindeutig, denn aus s = u′ + v′ mit u′ ∈ U , v′ ∈ V folgt

u′ − u = v − v′ ∈ U ∩ V =⇒ u′ − u = v − v′ = 0M .

Also ist die Abbildung in (2) auch injektiv.
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Die Quotientenabbildung p : M → M/V ist linear nach Proposition 2.52.
Die Inklusion ι : U → M ist linear nach Bemerkung 2.50. Also ist auch die
Abbildung p|U = p ◦ ι in (3) linear nach Proposition 2.41.

Sei [m] ∈ M/V mit m ∈ M , dann existieren u ∈ U , v ∈ V mit m = u+ v,
da M = U ⊕ V . Da p(u) = [u] = [m], ist p|U immer surjektiv.

Aus p(u) = p(u′) ∈M/V folgt, dass ein v ∈ V existiert mit u′ = u+ v. Wie
in (2) folgt aus v = u − u′ ∈ U ∩ V , dass u = u′, wenn die Summe direkt ist.
Also ist p|U injektiv. □

2.63. Bemerkung. Wir können also den Quotientenmodul M/V mit Hil-
fe von p|U mit einem komplementären Untermodul U identifizieren, falls ein
solcher existiert. Wenn U ein zu V komplementärer Untermodul ist, gibt es
meistens noch andere komplementäre Untermoduln, siehe etwa Beispiel 2.59,
wo man in Richtung von V auf verschiedene Ebenen in R3 projizieren kann.
Das bedeutet, dass diese Beschreibung von M/V als Untermodul von M von
der Wahl des Komplements U abhängt. Obwohl man oft leichter mit einem
komplementären Untermodul U als mit dem Quotienten M/V arbeiten kann,
ist es daher manchmal sinnvoll, den Quotienten M/V zu betrachten.

Die direkte Summe erfüllt gleich zwei
”
universelle Eigenschaften“. Sei da-

zu M = U ⊕ V , dann betrachten wir die Inklusionsabbildungen ιU : U → M
und ιV : V → M . Wenn wir wie oben M/U ∼= V und M/V ∼= U identifizie-
ren, erhalten wir auch Projektionen pU : M → U und pV : M → V , so dass
insbesondere

m = pU (m) + pV (m)

für alle m ∈M .

2.64. Proposition (Universelle Eigenschaften der direkten Summe). Es
sei M ein Rechts-R-Moduln und U , V ⊂M Untermoduln, so dass M = U ⊕V .

(1) Die Inklusions- und Projektionsabbildungen erfüllen

pU ◦ ιU = idU , pU ◦ ιV = 0: V → U ,

pV ◦ ιU = 0: U → V und pV ◦ ιV = idV .

(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-
R-Modul und seien F : U → N und G : V → N linear, dann existiert
genau eine lineare Abbildung H : U ⊕ V → N , so dass F = H ◦ ιU
und G = H ◦ ιV .

(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien P : N → U und Q : N → V linear, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L : N → U ⊕ V , so dass P = pU ◦ L
und Q = pV ◦ L.

Wie eng diese beiden Eigenschaften miteinander verwandt sind, zeigen die
folgenden Diagramme, die sich nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden.
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Man sagt auch, die Diagramme sind zueinander dual .

N N

P

��

Q

��

L

��
U ⊕ V

H

OO

U ⊕ V

pUxx pV &&
U

ιU

88

F

EE

V ,
ιV

ff

G

YY

U V .

Beweis. Zu (1) sei u ∈ U , dann folgt

(pU ◦ ιU )(u) = pU (u+ 0M ) = u = idU (u) ,

(pV ◦ ιU )(u) = pV (u+ 0M ) = 0 = 0(u) ∈ V .

Also gilt pU ◦ ιU = idU und pV ◦ ιU = 0. Die beiden anderen Gleichungen folgen
genauso.

Zu (2) zeigen wir zunächst die Eindeutigkeit. Sei also eine lineare Abbil-
dung H gegeben mit H ◦ ιU = F und H ◦ ιV = G. Für m = u+ v folgt

H(m) = H(u) +H(v) = H(ιU (u)) +H(ιV (v))

= F (u) +G(v) = F (pU (m)) +G(pV (m)) ,

also ist H eindeutig bestimmt.

Auf der anderen Seite ist die Abbildung F ◦ pU +G ◦ pV linear nach Propo-
sition 2.41. Sie leistet das Gewünschte, denn wegen (1) gilt(

F ◦ pU +G ◦ pV
)
◦ ιU = F ◦ pU ◦ ιU︸ ︷︷ ︸

=idU

+G ◦ pV ◦ ιU︸ ︷︷ ︸
=0

= F ,

(
F ◦ pU +G ◦ pV

)
◦ ιV = F ◦ pU ◦ ιV +G ◦ pV ◦ ιV = G .

Der Beweis zu (3) verläuft analog. Es sei n ∈ N und m = L(n) = u + v
mit u ∈ U und v ∈ V , dann folgt u = pU (L(n)) = P (n) und v = pV (L(n)) =
Q(n), also ist L eindeutig bestimmt.

Umgekehrt ist die Abbildung

ιU ◦ P + ιV ◦Q : N →M = U ⊕ V

linear nach Proposition 2.41. Mithilfe von (1) überprüft man wieder, dass

pU ◦
(
ιU ◦ P + ιV ◦Q

)
= P und pV ◦

(
ιU ◦ P + ιV ◦Q

)
= Q . □

Wir können Summen auch für mehr als zwei Unterräume definieren. Sei
etwaM ein Rechts-R-Modul, sei I eine Indexmenge, und sei (Ui)i∈I eine Familie
von Untermoduln, aufgefasst als Familie in der Potenzmenge von M . Dann
definieren wir ihre Summe als∑

i∈I
Ui =

{∑
i∈I

ui

∣∣∣∣ ui ∈ Ui für alle i ∈ I, ui = 0M für fast alle i ∈ I

}
⊂M .
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Wenn Ui ∩
∑

j∈I,j ̸=i Uj = {0M} für alle i ∈ I, nennen wir diese Summe wieder
direkt und schreiben ⊕

i∈I
Ui =

∑
i∈I

Ui .

Äquivalent dazu ist die Summer direkt, falls für alle (ui) ∈ M (I) mit ui ∈ Ui

für alle i gilt, dass ∑
i∈I

ui = 0 =⇒ ui = 0 für alle i ∈ I .

Manchmal definiert man auch eine direkte Summe von beliebigen Rechts-
R-Moduln, die nicht Untermoduln eines festen Moduls M sind.

2.65. Definition. Es seien Mi Rechts-R-Modul. Dann definieren wir ihre
direkte Summe und ihr direktes Produkt als∐

i∈I
Mi =

{
(mi)i∈I

∣∣ mi ∈Mi für alle i ∈ I, ui = 0Mi für fast alle i ∈ I

}
,∏

i∈I
Mi =

{
(mi)i∈I

∣∣ mi ∈Mi für alle i ∈ I
}
.

Wir erhalten für alle j ∈ I Inklusionen ιj : Mj →
∐

i∈I Mi beziehungswei-
se ιj : Mj →

∏
i∈I Mi mit

ιj(m) = (mi)i∈I , mit mi =

{
m falls i = j, und

0 falls i ̸= j,

und Projektionen pj :
∐

i∈I Mi →Mj beziehungsweise pj :
∏

i∈I Mi →Mj mit

pj
(
(mi)i∈I

)
= mj ∈Mj .

Man überzeugt sich leicht, dass beides wieder Moduln sind. Dabei geht man
ähnlich vor wie in Beispiel 2.30 und Bemerkung 2.40. In der Tat gilt

R(I) =
∐
i∈I

R und RI =
∏
i∈I

R .

Wenn I endlich ist, stimmen direkte Summe und direktes Produkt wie oben übe-
rein, ansonsten im Allgemeinen nicht. Die folgenden universellen Eigenschaften
werden analog zu Proposition 2.64 bewiesen:

2.66. Proposition. Es sei Mi ein Rechts-R-Modul für alle i ∈ I.

(1) Für die Inklusions- und Projektionsabbildungen gilt

pi ◦ ιi = idMi und pi ◦ ιj = 0: Mj →Mi

für alle i, j ∈ I mit i ̸= j.
(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-

R-Modul und sei Fj : Mj → N linear für alle j ∈ I, dann existiert
genau eine lineare Abbildung H :

∐
i∈I Mi → N , so dass Fj = H ◦ ιj

für alle j ∈ I.
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(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien Pj : N → Mj linear für alle j ∈ I, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L : N →

∏
i∈I Mi, so dass Pj = pj ◦ L

für alle j ∈ I.

2.5. Matrizen

Wir wollen jetzt lineare Abbildungen durch Matrizen beschreiben. Das ist
zum Beispiel dann wichtig, wenn man numerische Berechnungen durchführen
will (also Berechnungen mit

”
echten“ Zahlen, nicht abstrakte Überlegungen).

Es gibt Bücher, die Matrizen als den Hauptgegenstand der linearen Algebra
darstellen. Wir wollen Matrizen eher als nützliche Rechenschemata verstehen.
Im Vordergrund des Interesses werden weiterhin lineare Abbildungen stehen.

2.67. Definition. Es sei R ein Ring und m, n ∈ N. Eine m × n-Matrix
über R ist eine Familie A = (aij)i=1...m,j=1...n in R, geschrieben

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 .(1)

Die Menge aller m× n-Matrizen über R wird mit Mm,n(R) bezeichnet.

Wir definieren die Matrixaddition +: Mm,n(R) × Mm,n(R) → Mm,n(R)
durch

A+B = (aij + bij)i=1...m,j=1...n ∈Mm,n(R)(2)

für alle B = (bij)i=1...m,j=1...n ∈ Mm,n(R), und die Matrizenmultiplikati-
on · : Mℓ,m(R)×Mm,n(R) →Mℓ,n(R) mit ℓ ∈ N durch

C ·A =

( m∑
j=1

cij · ajk
)

i=1...ℓ,k=1...n

∈Mℓ,n(R)(3)

für alle C = (cij)i=1...ℓ,j=1...m ∈Mℓ,m(R).

Wenn die Größe einer Matrix bekannt ist, schreiben wir auch kurz (aij)ij ∈
Mm,n(R) — daraus ergibt sich, dass 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n.

Wir könnten an Stelle der Indexmengen {1, . . . ,m} und {1, . . . , n} auch be-
liebige Indexmengen I und J betrachten. In diesem Fall müssten wir verlangen,
dass in jeder Spalte nur endlich viele Einträge stehen, und (R(I))J schreiben.

Wenn wir in Proposition 2.45 (2) die ModulnM = R(J) und N = R(I) betrach-
ten, also B = J , erhalten wir eine Bijektion

Φ: HomR

(
R(J), R(I)

)
−→

(
R(I)

)J
.

Tatsächlich ist Proposition 2.45 die Grundlage für das Rechnen mit Matrizen,
wie wir bald sehen werden.

Die Matrixaddition erfolgt komponentenweise, genau wie in Beispiel (2.30).
Zwei Matrizen kann man nur addieren, wenn sie die gleiche Anzahl von Zeilen
und die gleiche Anzahl von Spalten haben.
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Zwei Matrizen lassen sich multiplizieren, wenn die erste soviele Spalten hat
wie die zweite Zeilen. Die Matrixmultiplikation lässt sich am besten am folgen-
den Schema verdeutlichen:


· · · · ·
...

...
ai1 · · · ain
...

...
· · · · ·



 · · · · b1k · · · ·
...

...
...

· · · · bnk · · · ·




· · · · · · · ·
...
— ai1b1k + · · ·+ ainbnk

...
...
· · · · ·


Hierbei steht die Matrix A links, die Matrix B oben, und das Produkt A · B
unten rechts. Der Eintrag an der Stelle (i, k) sieht also genauso aus wie das

”
Skalarprodukt“ aus der Zeile i der Matrix A und der Spalte k der Matrix B,
vergleiche Definition 1.51 (1).

2.68. Bemerkung. Wir betrachten die folgenden Spezialfälle.

(1) Wenn m = 0 oder n = 0 ist, enthält Mm,n(R) nur ein Element, die
leere Matrix ( ).

(2) Für m = 1 = n identifizieren wir M1,1(R) mit R. Addition und Mul-
tiplikation von 1 × 1-Matrizen entsprechen genau der Addition und
Multiplikation in R:

(r) + (s) = (r + s) und (r) · (s) = (r · s) .
(3) Es sei n = 1, dann ist Mm,1(R) = Rm der

”
Raum der Spalten“ der

Länge m, und Addition funktioniert genau wie in Beispiel 2.31. Wir
können von rechts mit einer 1 × 1-Matrix aus (2) multiplizieren und
erhalten die skalare Multiplikation aus Definition 2.20, denn r1

...
rm

 · (s) =

 r1 · s
...

rm · s

 =

 r1
...
rm

 . s .

Aus diesem Grund ist es sinnvoll, Spalten von rechts mit Skalaren zu
multiplizieren.

(4) Für m = 1 ist M1,n(R) = nR der
”
Raum der Zeilen“ der Länge n.

Addition funktioniert wieder wie in Beispiel 2.31, Multiplikation mit
einer 1 × 1-Matrix von links entspricht der Multiplikation mit einem
Skalar.

Wir kommen jetzt zu allgemeinen Matrizen.

2.69. Folgerung (aus Proposition 2.45). Es sei R ein Ring mit Eins
und m, n ∈ N. Dann existiert eine natürliche Bijektion

Φ: HomR(R
n, Rm) →Mm,n(R) .(1)
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Dabei steht das Bild des Standardbasisvektors ej von Rn unter A : Rn → Rm in
der j-ten Spalte der Matrix (aij)i,j = Φ(A). Matrixmultiplikation · : Mm,n(R)×
Rn → Rm entspricht dem Anwenden einer linearen Abbildung, genauer

A


r1...
rn


 = Φ(A) ·

r1...
rn

 ∈ Rm .(2)

Die Matrixaddition entspricht der Addition linearer Abbildungen, für A, B ∈
HomR(R

n, Rm) gilt also

Φ(A+B) = Φ(A) + Φ(B) .(3)

Für ℓ, m, n ∈ N seien A : Rm → Rℓ und B : Rn → Rm rechts-R-linear. Dann
gilt

Φ(A ◦B) = Φ(A) · Φ(B) ∈Mℓ,n(R) ,(4)

das heißt, die Matrixmultiplikation · : Mℓ,m(R) × Mm,n(R) → Mℓ,n(R) ent-
spricht der Verkettung linearer Abbildungen.

Beweis. Der Modul Rn ist frei mit der Standardbasis {e1, . . . , en}, siehe
Beispiel 2.31. Nach Proposition 2.45 (2) existiert eine bijektive Abbildung

Φ: HomR(R
n, Rm) −→ Abb({e1, . . . , en}, Rm) .

Wir identifizieren Abb({e1, . . . , en}, Rm) mit Mm,n(R), indem wir das Bild
von ej ∈ Rn in die j-te Spalte der Matrix (aij)i,j eintragen, und erhalten (1).

Sei umgekehrt (aij)i,j = Φ(A) ∈Mm,n(R) gegeben, das heißt, die j-te Spalte
von A ist das Bild des Basiselements ej . Wie in (2.3) erhalten wir

A


r1...
rn


 = A

( n∑
j=1

ej . rj

)
=

( n∑
j=1

aij · rj
)

i=1,...,m

= (aij)i,j ·

r1...
rn

 .

Die letzte Gleichung ist gerade die Definition 2.67 (3) der Matrixmultiplikation
in dem Fall, dass der zweite Faktor (rj)j=1,...,n eine Spalte ist.

Zu (3) seien (aij)i,j = Φ(A), (bij)i,j = Φ(B) ∈ Mm,n(R). Wir bestim-
men Φ(A+B) wie in (1), indem wir die Bilder der Vektoren ek ∈ Rn berechnen.
Nach Definition von A+B in Bemerkung 2.40 gilt

(A+B)(ek) = A(ek) +B(ek) =

a1k
...

amk

+

 b1k
...

bmk

 =

 a1k + b1k
...

amk + bmk

 ∈ Rm ,

und das ist genau die k-te Spalte der Matrix Φ(A) + Φ(B).

Zu (4) sei (aij)i,j = Φ(A) ∈ Mℓ,m(R) und (bjk)j,k = Φ(B) ∈ Mm,n(R).
Um die Matrix Φ(A ◦ B) zu erhalten, müssen wir wegen (1) die Bilder der
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Vektoren ek ∈ Rn bestimmen. Nach (1) ist B(ek) die k-te Spalte von B. Nach (2)
gilt

A
(
B(ek)

)
=

( m∑
j=1

aij · bjk
)

i=1,...,ℓ

=

a11 · b1k + · · ·+ a1m · bmk
...

aℓ1 · b1k + · · ·+ aℓm · bmk

 ∈ Rℓ ,

Also hat Φ(A ◦B) die gleiche k-te Spalte wie das Matrixprodukt Φ(A) · Φ(B).
Daraus folgt unsere Behauptung. □

2.70. Bemerkung. Nach Folgerung 2.69 bietet es sich an, Matrizen A =
(aij)i,j ∈Mm,n(R) mit Hilfe von Φ mit den zugehörigen Abbildungen A : Rn →
Rm zu identifizieren. Somit sei ab sofort

HomR(R
n, Rm) =Mm,n(R) .

Man beachte: auf die Rechts-R-Moduln Rn wirken Matrizen von links. Auf
diese Weise kommt die skalare Multiplikation der Matrix nicht

”
in die Quere“,

das heißt, die Multiplikation mit einer Matrix von links ist rechts-R-linear. Siehe
auch Beispiel 2.37 (3) und Folgerung 2.43 (3).

Bei Zeilen ist es genau spiegelbildlich: hier operieren Skalare von links wegen
Bemerkung 2.68 (4) und Matrizen von rechts, es folgt also

R Hom(mR, nR) =Mm,n(R) .

Wenn man die Verkettung linearer Abbildungen als Matrixprodukt schreibt,
dreht sich die Reihenfolge der Faktoren um. Aus diesem Grund ist es einfacher,
mit Rechts-R-Moduln zu arbeiten.

Tatsächlich kann man einige Fehler vermeiden, wenn man Skalare konse-
quent von rechts wirken lässt — selbst dann, wenn man über einem kommu-
tativen Ring oder Körper arbeitet, bei dem es nach Bemerkung 2.23 eigentlich
keinen Unterschied zwischen Rechts- und Linksmoduln gibt.

2.71. Folgerung. Die Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Beweis. Diese Behauptung könnte man beispielsweise mit Hilfe der Defi-
nition 2.67 (3) der Matrixmultiplikation mit etwas Aufwand nachrechnen.

Einfacher ist es, Matrizen A ∈Mℓ,m(R) = HomR(R
m, Rℓ), B ∈Mm,n(R) =

HomR(R
n, Rm) und C ∈ Mn,p(R) = HomR(R

p, Rn) mit den entspechenden
linearen Abbildungen zu identifizieren. Da die Verkettung von Abbildungen
assoziativ ist nach Bemerkung 2.4 (1), folgt aus Folgerung 2.69 (4), dass

A · (B · C) = A ◦ (B ◦ C) = (A ◦B) ◦ C = (A ·B) · C) . □

2.72. Definition. Es sei R ein Ring mit Eins. Eine m× n-Matrix über R
heißt quadratisch, wenn m = n. Der Raum der quadratischen n × n-Matrizen
über R wird mit Mn(R) bezeichnet. Die quadratische Matrix En = (δij)i,j ∈
Mn(R) heißt Einheitsmatrix. Eine quadratische Matrix A ∈ Mn(R) heißt in-
vertierbar, wenn es eine Matrix B ∈ Mn(R) mit B · A = En = A · B gibt. In
diesem Fall heißt B die zu A inverse Matrix; sie wird auch mit A−1 bezeichnet.
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Die Menge aller invertierbaren n× n-Matrizen heißt allgemeine lineare Gruppe
und wird mit GL(n,R) bezeichnet.

Wir übersetzen jetzt Folgerung 2.43 in die Matrizensprache.

2.73. Folgerung (aus Folgerungen 2.43 und 2.69). Es sei R ein Ring mit
Eins und m, n ≥ 1.

(1) Die allgemeine lineare Gruppe (GL(n,R), · ) ist eine Gruppe, und es
gilt GL(n,R) ∼= AutRR

n.
(2) Die quadratischen n×n-Matrizen bilden einen Ring (Mn(R),+, · ) mit

Eins En, den Matrixring, und es gilt Mn(R) ∼= EndRR
n.

(3) Der Raum der Spalten Rn wird durch Matrixmultiplikation zu einem
unitären Mn(R)-Linksmodul.

(4) Der Raum Mm,n(R) wird durch Matrixmultiplikation zu einem unitä-
ren Rechts-Mn(R)-Modul und zu einem unitären Links-Mm(R)-Modul.

Beweis. Nach Folgerung 2.43 (1) und (2) bilden die Endomorphismen
von Rn einen Ring (EndR(R

n),+, ◦) und die Automorphismen eine Grup-
pe (AutR(R

n), ◦). Folgerung 2.69 liefert einen Ringisomorphismus

Φ:
(
EndR(R

n),+, ◦
) ∼=−→

(
Mn(R),+, · ) .

Die Einheitsmatrix entspricht idRn , denn für alle m = (rj)j ∈ Rn gilt

En ·m =

( n∑
j=1

δij rj

)
i

= (ri)i = m .

Sie ist die Eins in Mn(R) und das neutrale Element in GL(n,R), es folgt (2).

Wegen Folgerung 2.69 (4) ist A genau dann als lineare Abbildung umkehr-
bar, also ein Automorphismus, wenn A als Matrix invertierbar ist. In diesem
Fall wird die Umkehrabbildung von A genau durch die inverse Matrix A−1

beschrieben. Einschränken von Φ liefert zu (2) den Gruppenisomorphismus

Φ:
(
AutR(R

n), ◦)
∼=−→
(
GL(n,R), ·

)
.

Die Punkte (3) und (4) folgen aus den entsprechenden Punkten in Folge-
rung 2.43 und Folgerung 2.69 (2) und (4). □

Wir merken uns:

(1) Die Einheitsmatrix En entspricht der Identität des Rn.
(2) Inverse Matrizen entsprechen Umkehrabbildungen. Aus Propositi-

on 2.3 folgt, dass die inverse Matrix eindeutig bestimmt ist.

Wir haben in Definition 2.72 zur Invertierbarkeit von A verlangt, dass so-
wohl A · B = EN als auch B · A = En gilt. In einer Gruppe reicht es, wenn A
ein Linksinverses besitzt, also B · A = En für ein B gilt. Aber B muss selbst
invertierbar sein, um zu GL(n,R) zu gehören, also kommen wir um die Forde-
rung A·B = EN nicht herum. Erst, wenn wir später mit quadratischen Matrizen
über (Schief-) Körpern arbeiten, wird es reichen, nur B ·A = En zu verlangen.
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2.74. Bemerkung. Es sei R Ring mit Eins und M ein Rechts-R-Modul. In
Definition 2.44 haben wir den dualen Links-R-Modul

M∗ = HomR(M ;R)

eingeführt. Im Spezialfall M = Rm folgt nach den Identifikation aus Bemer-
kung 2.70 und 2.68 (4), dass

(Rm)∗ = HomR(R
m, R) =M1,m(R) = mR .

Somit ist der Links-R-Modul der m-elementigen Zeilen dual zum Rechts-R-
Modul der m-elementigen Spalten.

Es sei (e1, . . . , em) die Standardbasis des Rm. Als Basis der Zeilen wählen
wir ε1, . . . , εm, wobei an der i-ten Stellen von εi eine 1 steht und sonst nur Nul-
len. Diese Basis nennen wir die Standardbasis von mR. Zwischen den Basen (ej)j
und (εi)i besteht die folgenden Beziehung:

εi(ej) =
m∑
k=1

δikδkj = δij ;

wir sagen dazu, dass die Basis (εi)i dual zur Basis (ej)j ist.

Falls R(I) eine unendliche Erzeugermenge besitzt, ist der Dualraum nach
Proposition 2.45 (2) gerade IR. In diesem Fall ist (εi)i∈I im allgemeinen keine

Basis mehr, da IR echt größer als (I)R ist.

Für Links-Moduln N können wir analog den Dualraum ∗N = R Hom(N,R)
definieren. Analog zu oben folgt ∗(mR) = Rm, und wiederum ist die Basis (ej)j
zur Basis (εi)i dual.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir auch in freien Moduln mit fe-
sten Basen mit Koordinaten und Matrizen rechnen. Dafür ist es praktisch, den
Begriff einer Basis etwas anders zu fassen als in Definition 2.28.

2.75. Definition. Es sei R ein Ring mit Eins und M ein Rechts-R-Modul.
Ein Tupel (b1, . . . , bm) aus Elementen von M heißt

(1) Erzeugendensystem, wenn {b1, . . . , bm} eine Erzeugermenge bildet;
(2) linear abhängig, wenn es (r1, . . . , rm) ∈ Rm \ {0} gibt, so dass

b1 . r1 + · · ·+ bm . rm = 0 ,

und sonst linear unabhängig;
(3) (angeordnete) Basis von M , wenn es ein linear unabhängiges Erzeu-

gendensystem bildet.

Der Hauptunterschied ist, dass wir hier mit Tupeln anstelle von Mengen
arbeiten. Insbesondere hat jedes Basiselement jetzt einen Index aus {1, . . . ,m},
und wegen (2) darf kein Vektor doppelt vorkommen, was in einer Menge wie in
Definition 2.28 gar nicht möglich ist. Im Folgenden seien alle Basen angeordnet.
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2.76. Bemerkung. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B =
(b1, . . . , bm). Wie in Definition 2.33 erhalten wir eine Basisabbildung B : Rm →
M mit

B


 r1

...
rm


 =

m∑
i=1

bi . ri ∈M .

Sei β die Koordinatenabbildung, dann schreiben wir der Einfachheit halber r1
...
rm

 = β(v) = Bv ∈ Rm .

Wir benutzen hier den gleichen Buchstaben für die Basisabbildung wie für die
Basis, und tatsächlich verhält sich die Basisabbildung oben formal wie die Ma-
trixmultiplikation der

”
Zeile“ B aus Modulementen mit der Spalte (ri)i ∈ Rm.

Wie Bemerkung 2.34 ist die Basisabbildung bijektiv, und ihre Umkehrab-
bildung ist die KoordinatenabbildungM → Rm. Beide Abbildungen sind linear
nach Proposition 2.45 (1). Die Linearität dieser Abbildungen bedeutet, dass
wir mit den Koordinaten genauso rechnen dürfen wie mit den Modulelementen
selbst. Es ist also egal, ob wir erst Vektoren addieren und mit Skalaren mul-
tiplizieren und dann Koordinaten bilden, oder erst Koordinaten der einzelnen
Modulelemente nehmen und dann mit ihnen weiterrechnen.

2.77. Folgerung. Es sei R ein Ring mit Eins, es sei M ein freier Rechts-
R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bm) und N ein freier Rechts-R-Modul mit
Basis C = (c1, . . . , cn). Dann entspricht jeder linearen Abbildung F : N → M
genau eine Matrix A = BFC , die Abbildungsmatrix oder darstellende Matrix
von F bezüglich B und C, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

(1) N
F // M

Rn

C

OO

A=BFC // Rm

B

OO

Dabei stehen in der j-ten Spalte von A die B-Koordinaten B(F (cj)) des Bildes
des j-ten Basisvektors cj. Für jedes Element v = C((ri)i) ∈ N hat das Bild F (v)
also die Koordinaten A · (ri)i, somit

(2) B(F (v)) = BFC · Cv .

Wir können uns das anhand des kommutativen Diagramms (1) oder der
Formel (2) merken. Sei jetzt P ein weiterer R-Modul mit Basis D und G : P →
N linear, dann gilt völlig analog

B(F ◦G)D = BFC · CGD .

Wichtig ist hier wie in (2), dass wir auf beiden Seiten der Matrixmultiplikation
die gleiche Basis von N verwenden.
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Beweis. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung der Basisabbildung B mit β
und setzen

A = β ◦ F ◦ C ,

dann kommutiert das Diagramm offensichtlich. Die restlichen Aussagen ergeben
sich aus Folgerung 2.69. □

2.78. Bemerkung. Der Spezialfall M = N und F = idM ist interessant. In
diesem Fall erhalten wir das kommutative Diagramm

M

Rn

C

BB

A=B idC // Rn .

B

\\

Multiplikation mit der Matrix A macht aus C-Koordinaten B-Koordinaten. Al-
so besteht die j-te Spalte von A = (aij)i,j aus den B-Koordinaten des Vektor cj ,
das heißt

cj =

n∑
i=1

bi . aij .

Anders formuliert erhalten wir die Vektoren der Basis C, indem wir die
”
Zei-

le“ B mit den Spalten von A multiplizieren. Aus diesem Grund nennt man die
Matrix A auch Basiswechselmatrix. Die obigen Sachverhalte sind zwei Lesarten
der

”
Gleichung“ C = B . A. Man beachte, dass die

”
Richtung“ des Basiswech-

sels für die Koordinaten (
”
von C nach B“) und für die Basisvektoren (

”
von B

nach C“) genau umgekehrt ist. Um Fehler zu vermeiden, sollte man daher im-
mer das obige kommutative Diagramm vor Augen haben.

2.79. Proposition. Sei R Ring mit Eins, sei M ein R-Modul und m ∈ N.

(1) Es besteht eine Bijektion zwischen der Menge der angeordneten Ba-
sen (b1, . . . , bm) von M und den R-Modulisomorphismen Rm →M .

(2) Sei M frei mit Basis B = (b1, . . . , bm). Dann besteht eine Bijektion
zwischen der Menge der m-elementigen angeordneten Basen von M
und der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,R), die jeder Basis C =
B . A die Basiswechselmatrix A zuordnet.

Wenn M keine Basis der Länge m besitzt, sind insbesondere beide Mengen
in (1) leer.

Beweis. Zu (1) sei (b1, . . . , bm) eine Basis vonM . Nach Proposition 2.45 (1)
ist die Basisabbildung B : Rm →M aus Definition 2.33 sie ein Isomorphismus.

Sei umgekehrt B : Rm →M ein Isomorphismus. Dann bilden die Bilder b1 =
B(e1), . . . , bm = B(em) der Standardbasisvektoren von Rm eine Basis von M ,
und B ist die zugehörige Basisabbildung. Denn sei (ri)i ∈ Rm, dann gilt

B((ri)i) = B

( m∑
i=1

ei . ri

)
=

m∑
i=1

B(ei) · ri =
m∑
i=1

bi · ri .



78 2. VEKTORRÄUME UND MODULN

Da B surjektiv ist, lässt sich jedes m ∈ M so schreiben, und (b1, . . . , bm) ist
ein Erzeugendensystem. Da B injektiv ist, erhalten wir m = 0 nur, wenn r1 =
· · · = rm = 0, also ist das Tupel (b1, . . . , bm) linear unabhängig und bildet daher
eine angeordnete Basis.

Zu (2) sei β : M → Rm die Koordinatenabbildung zu B, und C = (cj)j sei
eine weitere Basis von M . Dann erhalten wir eine Basiswechselmatrix A wie in
Bemerkung 2.78. Da β und C Isomorphismen sind, ist A = β ◦ C ebenfalls ein
Isomorphismus, also ist die zugehörige Matrix invertierbar. Außerdem wird sie
durch B und C eindeutig festgelegt.

Sei jetzt A eine invertierbare Matrix, dann ist C = B ◦ A : Rm → M ein
Isomorphismus. Die Bilder c1, . . . , cm der Standardbasisvektoren e1, . . . , em
von Rm bilden nach (1) eine Basis von M , und C ist die zugehörige Basisabbil-
dung. Außerdem gilt A = β ◦B ◦A = β ◦C, also ist A tatsächlich die zugehörige
Basiswechselabbildung. □

2.80. Bemerkung. Wir können jetzt auch überlegen, wie sich die Abbil-
dungsmatrix aus Proposition 2.77 verhält, wenn wir eine der beiden Basen durch
eine andere ersetzen. Wir betrachten dazu die kommutativen Diagramme

N
F // M

Rn

C

CC

A=BFC // Rm

B

BB

D idB // Rm

D

\\

und

N
F // M

Rn

E

CC

C idE // Rn

C

[[

A=BFC // Rm .

B

\\

Hier ist D eine neue Basis von M und D idB ∈ GL(m,R) die zugehörige Basis-
wechselmatrix, und E ist eine Basis von N und C idE ∈ GL(n,R) die zugehörige
Basiswechselmatrix. Es folgt

DFC = D idB ·BFC und BFE = BFC · C idE .

Auch hier ist wieder wichtig, dass links und rechts vom Matrixmultiplikations-
zeichen

”
·“ die gleiche Basis benutzt wird.

Es sei wieder (εi)i die Standardbasis des Raumes mR = HomR(R
m, R) der

Zeilen der Länge R.

2.81. Proposition. Es sei R ein Ring mit Eins und M ein freier Modul
mit Basis B = (b1, . . . , bm). Dann bilden die einzelnen Komponentenfunktio-
nen βi = εi ◦ β : M → R der Koordinatenabbildung β : M → Rm zu B eine
Basis (βi)i des dualen Moduls B∗. Sie ist dual zur Basis B, das heißt, für
alle i, j gilt

βi(bj) = δij .(1)

Beweis. Die Abbildungen βi sind offensichtlich Elemente des dualen Mo-
duls M∗. Da bj = B(ej) gilt, folgt (1), denn

βi(bj) =
(
εi ◦B−1

)
(B(ej)) = εi(ej) = δij

nach Bemerkung 2.74.
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Aus (1) folgt, dass (βi)i eine Basis von M∗ ist. Sei etwa F ∈ M∗ =
HomR(M,R), und sei m = B((rj)j) ∈ M ein Element mit den B-Koor-
dinaten (rj)j ∈ Rm, dann gilt

F (m) =
m∑
j=1

F (bj) · rj =
m∑

i,j=1

F (bi) · δij · rj

=
m∑

i,j=1

F (bi) · βi(bj) · rj =
( m∑

i=1

F (bi) · βi
)
(m) ,

somit F =
∑m

i=1 F (bi) · βi, und die Elemente βi erzeugen M
∗.

Sie sind auch linear unabhängig, denn wäre
∑m

i=1 si · βi = 0, so würde für
alle j folgen, dass

sj =

m∑
i=1

si · δij =
m∑
i=1

si · βi(bj) = 0 .

Also ist das Tupel (β1, . . . , βm) linear unabhängig und bildet daher eine Basis.
□

Es folgt eine kurze Zwischenbilanz zum Ende des Abschnitts: In Ab-
schnitt 2.1 haben wir Gruppen, Ringe und Körper kennengelernt. Uns inter-
essieren dabei am meisten Ringe mit Eins, darunter fallen auch Körper und
Schiefkörper. Anhand dieser Begriffe sollten wir auch lernen, mit Axiomen und
Folgerungen daraus umzugehen.

Im Abschnitt 2.2 haben wir Moduln betrachtet. In Zukunft werden wir fast
nur noch mit unitären Moduln arbeiten, dazu gehören auch die Vektorräume
über Körpern und Schiefkörpern. In den Beispielen 2.30 und 2.31 haben wir die
frei erzeugten Moduln R(I) und speziell den Raum Rn der Spalten kennengelernt
kennengelernt. Freie Moduln werden besonders wichtig werden, vor allem, da
Vektorräume immer freie Moduln sind.

Der Inhalt von Abschnitt 2.3 waren lineare Abbildungen. Man kann sie wie
gewöhnliche Abbildungen zwischen Mengen verketten und umkehren, falls sie
bijektiv sind. Am Schluss des Abschnitts haben wir uns die universelle Eigen-
schaft eines freien Moduls näher angeschaut. Sie bildet die Grundlage für die
Arbeit mit Matrizen.

In Abschnitt 2.4 ging es um Unterräume, Quotienten und (direkte) Sum-
men. Diese Konstruktionen und ihre universellen Eigenschaften schauen wir uns
näher an, sobald wir mehr über Basen von Vektorräumen wissen. Außerdem ha-
ben wir den Homomorphiesatz 2.58 bewiesen.

Schließlich haben wir in Abschnitt 2.5 Matrixrechnung kennengelernt. Wir
haben gesehen, wie man lineare Abbildungen Rn → Rm und allgemeiner li-
neare Abbildungen zwischen endlich erzeugten freien Moduln durch Matrizen
darstellen und mit ihnen rechnen kann.
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Matrixrechnung hat zweierlei Aufgaben: zum einen erlaubt sie es, mit linea-
ren Abbildungen zu rechnen, indem man sie durch Systeme von Zahlen darstellt.
Dieser Aspekt ist später zum Beispiel in der Numerik sehr wichtig. Dazu muss
man zunächst für jedes Modul eine Basis wählen — im Fall Rm wird das häufig
die Standardbasis sein. Zum anderen haben wir Matrizen aber auch benutzt,
um den Raum aller linearen Abbildungen oder die Menge aller Basen besser zu
verstehen, siehe etwa die Folgerungen 2.69, 2.77 und Proposition 2.79. Dieser
Aspekt wird im Folgenden noch häufig wichtig.



KAPITEL 3

Vektorräume über Körpern und Schiefkörpern

In diesem Kapitel lernen wir typische Eigenschaften von Vektorräumen über
(Schief-) Körpern kennen. Insbesondere hat jeder Vektorraum eine Basis, ist al-
so als Modul frei. Außerdem lernen wir das Gauß-Verfahren zum Lösen linearer
Gleichungssysteme kennen. Solche linearen Gleichungssystem treten sowohl in
der Praxis als auch in der Theorie häufig auf. So können wir das Gauß-Verfahren
auch benutzen, um festzustellen, ob eine Matrix invertierbar ist, und gegebe-
nenfalls die inverse Matrix zu bestimmen.

Alles, was in diesem Abschnitt passiert, beruht darauf, dass wir in einem
Schiefkörper dividieren können. Auf der anderen Seite benötigen wir das Kom-
mutativgesetz in diesem Abschnitt (noch) nicht. Für den Rest dieses Kapitels
sei k ein Schiefkörper, also zum Beispiel k = Q, R, C, H oder Z/pZ für p prim.
Wenn nichts anderes angegeben wird, seien alle k-Vektorräume nach wie vor
Rechts-Vektorräume, und alle Basen seien angeordnet wie in Definition 2.75.

3.1. Basen

Wir haben spätestens im Abschnitt 2.5 gesehen, dass wir in freien Moduln
weitaus leichter rechnen können als in beliebigen. Und wir haben auch gesehen,
dass wir dadurch die Struktur dieser Moduln und der linearen Abbildungen gut
beschreiben und verstehen können. Das soll diesen Abschnitt motivieren, in
dem wir uns Gedanken über die Existenz von Basen machen wollen. Die beiden
Sätze von Steinitz gehören zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Vorlesung.

Für das folgende Lemma führen wir noch folgende Notation ein. Es
sei (a1, . . . , an) ein Tupel und 1 ≤ i ≤ n. Dann erhalten wir ein neues Tu-
pel durch Weglassen von ai, das wir bezeichnen wollen als(

a1, . . . , âi, . . . , an
)
= (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) .

3.1. Lemma. Es sei V ein k-Vektorraum und (v1, . . . , vn) ein linear abhängi-
ges Tupel von Vektoren aus V . Dann existiert ein j ∈ {1, . . . , n}, so dass sich vj
als Linearkombination der Vektoren

(
v1, . . . , v̂j , . . . , vn

)
darstellen lässt. Falls

das Tupel (v1, . . . , vr) linear unabhängig ist für ein r < n, können wir j > r
wählen.

Beweis. Da das Tupel (v1, . . . , vn) linear abhängig ist, existieren k1, . . . ,
kn ∈ k, so dass

n∑
i=1

vi ki = 0 ∈ V .

81
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Wäre kr+1 = · · · = kn = 0, so erhielten wir eine nicht-triviale Linearkom-
bination des Tupels (v1, . . . , vr), die den Nullvektor darstellt. Da (v1, . . . , vr)
nach Voraussetzung linear unabhängig ist, ist das nicht möglich. Wir finden
also j > r mit kj ̸= 0. Aus der obigen Gleichung folgt jetzt

vj = −
∑
i ̸=j

vi (ki k
−1
j ) . □

3.2. Bemerkung. Man beachte, dass wir im Beweis durch kj dividiert ha-
ben. Wir können daher nicht erwarten, dass das Lemma für Moduln über belie-
bigen Ringen gilt. Als Gegenbeispiel betrachte Z als Z-Modul. Das Tupel (2, 3)
ist linear abhängig, da 2 · 3 − 3 · 2 = 0. Aber weder ist 2 eine Linearkombi-
nation, also ein Vielfaches, der 3, noch umgekehrt. Die Voraussetzung, dass k
ein (Schief-) Körper ist, ist also notwendig. Für die meisten Aussagen in diesem
und im nächsten Abschnitt finden wir Gegenbeispiele in Moduln über beliebigen
Ringen.

3.3. Satz (Basisergänzungssatz von Steinitz). Es sei V ein k-Vektorraum.
Es sei (v1, . . . , vr) ein Tupel linear unabhängiger Vektoren, und {w1, . . . , ws} ⊂
V sei eine endliche Erzeugermenge. Dann gibt es n ≥ r und Zahlen i(r + 1),
. . . , i(n) ∈ {1, . . . , s}, so dass das Tupel

(v1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(n))

eine Basis von V bildet.

Wir bezeichnen das Erzeugnis der Vektoren eines Tupels B mit ⟨B⟩, siehe
Definition 2.24.

Beweis. Wir setzen zunächst n = r und i(r) = 0, und starten mit dem
Tupel B = (v1, . . . , vr). Dann gehen wir die Vektoren wi für i = 1, . . . , s der
Reihe nach durch.

Wenn wir uns um wi kümmern, nehmen wir an, dass wir bereits ein linear
unabhängiges Tupel

B = (v1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(n))

konstruiert haben mit i(1) < · · · < i(n) < i, so dass

{w1, . . . , wi−1} ⊂ ⟨B⟩

für alle j < i.

Dann gibt es zwei Möglichkeiten. Falls das Tupel

(v1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(n), wi)

linear abhängig ist, ist nach Lemma 3.1 der Vektor wi eine Linearkombination
der Vektoren aus B, das heißt, es gilt wi ∈ ⟨B⟩. Es folgt also

{w1, . . . , wi} ⊂ ⟨B⟩ ,

und wir können den Vektor wi überspringen.
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Falls das obige Tupel linear unabhängig ist, wird es unser neues B, also

B = (v1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(n), wi) .

Selbstverständlich gilt nun auch wi ∈ ⟨B⟩. Wir setzen also i(n + 1) = i und
erhöhen anschließend n um 1.

Am Schluss erhalten wir ein lineares Tupel

B = (v1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(n))

mit der Eigenschaft, dass

{w1, . . . , ws} ⊂ ⟨B⟩ .

Nach Voraussetzung ist jeder Vektor v ∈ V eine Linearkombination der Vekto-
ren w1, . . . , ws. Jeder dieser Vektoren ist wiederum eine Linearkombination der
Vektoren aus B. Indem wir diese Darstellungen der wj in die obige Darstellung
von v einsetzen, erhalten wir v als Linearkombination der Vektoren aus B. Also
ist B nun auch ein Erzeugendensystem, und somit eine Basis. □

3.4. Satz (Basisaustauschsatz von Steinitz). Es sei V ein k-Vektorraum,
es sei (v1, . . . , vr) ein linear unabhängiges Tupel, und (w1, . . . , ws) sei ein Er-
zeugensystem. Dann gilt r ≤ s.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass B0 = (v1, . . . , vr) bereits eine Basis
von V ist. Anderfalls ergänzen wir nach Satz 3.3 zu einer Basis

(v1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(n)) .

Das folgende Argument wird uns n ≤ s liefern. Da r ≤ n, folgt erst recht r ≤ s.

Wir gehen die Indizes j = 1, . . . , r der Reihe nach durch. Wenn wir j
behandeln, nehmen wir an, dass

Bj−1 =
(
vj , . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(nj−1)

)
bereits eine Basis von V ist mit der Länge

(r − (j − 1)) + (nj − r) = nj−1 − (j − 1) ≥ r .

Durch Weglassen von vj entsteht ein Tupel

B′
j =

(
vj+1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(nj−1)

)
,

das nach wie vor linear unabhängig ist. Wäre vj ∈ ⟨B′
j⟩, also

vj =
r∑

ℓ=j+1

vℓ kℓ +

nj−1∑
ℓ=r+1

wi(ℓ) kℓ

für geeignete k1, . . . , knj−1 ∈ k, dann erhielten wir eine nichttriviale Linear-
kombination

0 = vj −
r∑

ℓ=j+1

vℓ kℓ −
nj−1∑
ℓ=r+1

wi(ℓ) kℓ ,

was nicht möglich ist, da Bj−1 nach Annahme linear unabhängig ist.
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Es folgt vj /∈ ⟨B′
j⟩, also ist B′

j keine Basis. Nach Satz 3.3 können wir B′
j zu

einer Basis

Bj =
(
vj+1, . . . , vr, wi(r+1), . . . , wi(nj)

)
ergänzen, indem wir mindestens einen weiteren Vektor aus {w1, . . . , ws}
ergänzen. Es folgt also nj ≥ nj−1 + 1, und somit

r ≤ nj−1 − (j − 1) ≤ nj − j .

Zum Schluss erhalten wir eine Basis

Br =
(
wi(r+1), . . . , wi(nr)

)
der Länge nr − r ≥ r. Für j ̸= k folgt i(j) ̸= i(k), ansonsten erhielten wir die
nichttriviale Linearkombination

0 = wi(j) − wi(k) .

Also enthält das ursprüngliche Tupel (w1, . . . , ws) mindestens nr − r ≥ r ver-
schiedene Elemente, es folgt r ≤ s. □

3.5. Folgerung. Es sei V ein endlich erzeugter k-Vektorraum.

(1) Dann existiert n ∈ N und eine Basis B = (v1, . . . , vn) von V .
(2) Jede andere Basis von V hat ebenfalls n Elemente.
(3) Jedes n-elementige Tupel linear unabhängiger Vektoren in V ist eine

Basis von V .
(4) Jedes n-elementige Erzeugendensystem von V ist eine Basis von V .

Selbstverständlich gelten analoge Aussagen auch für Links-k-Vektorräume.

Beweis. Es sei (w1, . . . , ws) ein Erzeugendensystem von V . Der Basi-
sergänzungssatz 3.3 liefert uns, ausgehend vom leeren Tupel () mit r = 0, eine
Basis B = (v1, . . . , vn) von V , deren Länge n ≤ s endlich ist, also gilt (1).

Zu (2) sei C ⊂ V eine beliebige ungeordnete Basis von V . Wir können jeden
Vektor wi als Linearkombination von Vektoren aus C darstellen, dazu benöti-
gen wir aber nur endlich viele. Da (w1, . . . , ws) Erzeugendensystem ist, ist jeder
Vektor v ∈ V als Linearkombination der wi darstellbar. In diese Linearkombi-
nation setzen wir die obigen Darstellungen der wi ein. Insgesamt erhalten wir v
als Linearkombination der Vektoren aus C, wobei wir aber nur eine feste endli-
che Teilmenge C0 ⊂ C benötigen, nämlich nur diejenigen Elemente von C, die
in einer der Darstellungen der wi mit Koeffizient ̸= 0 vorkommen. Alle anderen
Vektoren c ∈ C \ C0 lassen sich als Linearkombination der wi darstellen, also
auch als Linearkombination der Vektoren aus C0. Wäre C ̸= C0, so wäre C
insbesondere linear abhängig. Wir schließen also, dass die Basis C endlich ist.

Jetzt können wir C anordnen zu (u1, . . . , us). Indem wir B als linear un-
abhängiges Tupel und C als Erzeugendensystem auffassen, erhalten wir n ≤ s
aus dem Basisaustauschsatz 3.4. Wir können die Rolle der beiden Basen auch
vertauschen, und erhalten s ≤ n. Also haben B und C gleich viele Elemente.
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Zu (3) sei (w1, . . . , wn) linear unabhängig, dann können wir mit Satz 3.3 zu
einer Basis von V ergänzen, die aber wieder Länge n hätte. Also ist (w1, . . . , wn)
bereits eine Basis.

Zu (4) sei analog (w1, . . . , wn) ein Erzeugendensystem. Eine Teilmenge da-
von bildet nach Satz 3.3 eine Basis, die aber wieder Länge n hätte. Also
ist (w1, . . . , wn) bereits eine Basis. □

3.6. Bemerkung. Man kann analoge Sätze auch für beliebige, nicht not-
wendig endlich erzeugte k-Vektorräume beweisen. Dazu braucht man allerdings
ein weiteres Axiom für die zugrundeliegende Mengenlehre, das Auswahlaxiom.
Es ist äquivalent zum folgenden Lemma von Zorn (zuerst formuliert von Kura-
towski):

Es seiM eine Menge mit einer Halbordnung ⪯ ⊂M×M , siehe Definition 1.34.
Wenn zu jeder total geordneten Teilmenge, also zu jeder Teilmenge U ⊂ M ,
für die die Einschränkung ⪯ ∩ (U × U) eine Ordnung ist, eine obere Schranke
existiert, also ein Element m ∈ M mit u ⪯ m für alle u ∈ U , dann gibt es
ein maximales Element in M , also ein Element m0 ∈ M , so dass m0 ⪯ n für
kein n ∈M \ {m0} gilt.

Um jetzt beispielsweise den Basisergänzungssatz 3.3 zu verallgemeinern,
starten wir mit einer linear unabhängigen Teilmenge U ⊂ V und einer Erzeu-
germenge W ⊂ V . Wir betrachten die Menge

M =
{
A ⊂ V

∣∣ A ist linear unabhängig und U ⊂ A ⊂ U ∪W
}
⊂ P(V )

mit der Halbordnung
”
⊂“. Sei U ⊂ M eine total geordnete Teilmenge, dann

betrachten wir

M =
⋃

U =
{
v ∈ V

∣∣ es gibt ein A ∈ U mit v ∈ A
}
.

Wenn eine Linearkombination von Elementen aus M den Nullvektor darstellt,
gibt es nur endlich viele Elemente a1, . . . , an ∈ M , deren Koeffizienten von 0
verschieden sind. Jeder Vektor ai liegt in einer Menge Ai ∈ U . Da U total
geordnet ist, dürfen wir (nach Umnummerieren) annehmen, dass

A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂M .

Aber An ist linear unabhängig, also verschwinden auch alle Koeffizienten der
Vektoren a1, . . . , an in der obigen Linearkombination. Das zeigt, dass M linear
unabhängig ist, und damit eine obere Schranke für U in M.

Jetzt wenden wir das Zornsche Lemma auf M an und erhalten ein maxi-
males Element B ∈ M. Also ist B eine linear unabhängige Teilmenge von V
mit U ⊂ B ⊂ U ∪W . Maximalität bedeutet, dass die Hinzunahme eines wei-
teren Vektors w ∈ W \ B die lineare Unabhängigkeit zerstört. Mit ähnlichen
Argumenten wie in Lemma 3.1 folgt daraus, dass B bereits den Vektorraum V
erzeugt.

Der Nachteil im obigen Beweis besteht darin, dass man im Allgemeinen
keine Chance hat, eine Basis explizit anzugeben. Ein Beispiel dafür ist der
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Raum RN aller reellwertigen Folgen, siehe dazu den Kommentar nach Bei-
spiel 2.30. Dennoch kann aus dem allgemeinen Basisergänzungssatz interessante
Schlussfolgerungen ziehen, siehe unten.

Zum Schluss betrachten wir als Spezialfall bestimmte Basen des Rn, Cn

und Hn, mit denen man besonders gut arbeiten kann. Mehr dazu erfahren Sie
in Abschnitt 6.2 unten. Außerdem brauchen wir den Begriff der transponier-
ten und der adjungierten Matrix. Wir erinnern uns an die komplexe und die
quaternionische Konjugation aus den Definitionen 1.59 und 1.70. Für a ∈ R sei
wieder ā = a.

3.7. Definition. Es sei A = (aij)i,j ∈ Mm,n(R) eine Matrix, dann defi-
nieren wir die zu A transponierte Matrix At ∈ Mn,m(R) durch At = (aij)ji.
Falls R = R, C oder H, definieren wir die zu A adjungierte Matrix A∗ ∈
Mn,m(R) durch A∗ = (āij)j,i.

Transponierten macht zum Beispiel aus Zeilen Spalten und umgekehrt. In

Büchern wird häufig (r1, . . . , rn)
t für die Spalte

(
r1
:
rn

)
geschrieben. Für k = R

ist Adjungieren das gleiche wie Transponieren.

Wir können das Standardskalarprodukt auf Rn zweier Spaltenvektoren v =
(vi)i und w = (wi)i aus Definition 1.51 (1) jetzt auch schreiben als

⟨v, w⟩ =
n∑

i=1

vi · wi = vt · w .

Falls k = C oder H gilt, definieren wir entsprechend ein Standardskalarpro-
dukt ⟨ · , · ⟩ : kn × kn → k durch

⟨v, w⟩ =
n∑

i=1

v̄i · wi = v∗ · w .

3.8. Definition. Es sei k = R, C oder H. Eine Orthonormalbasis (k = R)
beziehungsweise eine (quaternionisch) unitäre Basis (k = C, H) des kn ist ein
Tupel B = (b1, . . . , bn) von Vektoren im kn, so dass für alle i, j gilt

⟨bi, bj⟩ = δij .

3.9. Proposition. Es sei B = (b1, . . . , bn) eine Orthonormal- beziehungs-
weise unitäre Basis des kn. Dann ist B eine Basis, und für jeden Vektor v ∈ Rn

gilt

v =
n∑

i=1

bi . ⟨bi, v⟩ .

Die Matrix B mit den Spalten b1, . . . , bn ist invertierbar mit B−1 = B∗.

Man beachte, dass die Matrix B jetzt tatsächlich die Matrix der Basisab-
bildung B ist, so dass die Merkregel aus Bemerkung 2.76 hier wirklich richtig
ist. Im Spezialfall einer Orthonormalbasis wird die Koordinatenabbildung also
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gegeben durch B−1 = B∗. Im Allgemeinen lässt sich das Inverse einer Ma-
trix nicht so leicht bestimmen, und allgemeine Verfahren zum Invertieren von
Matrizen lernen wir später in diesem und im nächsten Kapitel kennen.

Beweis. Es seien r1, . . . , rn ∈ k und

(*) v =
n∑

j=1

bj . rj ,

dann folgt

(**) ⟨bi, v⟩ =
n∑

j=1

b∗i · bj . rj =
n∑

j=1

δijrj = ri .

Die Vektoren b1, . . . , bn sind linear unabängig, denn sei v = 0 in (*), dann
folgt 0 = ⟨bi, v⟩ = ri aus (**) für alle i. Wegen Folgerung 3.5 (3) bil-
den (b1, . . . , bn) eine Basis. Die Matrix B beschreibt ihre Basisabbildung, und
ist somit invertierbar. Schließlich berechnen wir noch

En = (δij)i,j = (⟨bi, bj⟩)i,j =
( n∑

k=1

b̄kibkj

)
i,j

= B∗ ·B

und schließen daraus, dass B−1 = B∗. □

3.2. Dimension und Rang

Wir benutzen die Basissätze, um ein paar interessante Aussagen über Vek-
torräume und ihre Unterräume, Quotienten und über lineare Abbildungen zu
beweisen.

Aufgrund von Folgerung 3.5 ist die folgende Definition sinnvoll.

3.10. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum. Wenn V endlich erzeugt ist,
ist die Dimension dimV von V die Länge n einer Basis (v1, . . . , vn) von V , und
wir nennen V endlichdimensional. Wenn V keine Basis endlicher Länge besitzt,
heißt V unendlichdimensional.

Die Begriffe
”
endlichdimensional“ und

”
endlich erzeugt“ für Vektorräume

sind nach Folgerung 3.5 äquivalent, und wir schreiben dafür auch
”
dimV <∞“.

Wie in Bemerkung 1.31 (3) führen wir die Schreibweise
”
dimV = ∞“ nicht ein,

da nicht alle unendlichen Basen die gleiche Mächtigkeit haben.

3.11. Folgerung. Zwei endlichdimensionale k-Vektorräume V undW sind
genau dann isomorph, wenn dimV = dimW .

Beweis. Zu
”
=⇒“ sei F : V → W ein Isomorphismus. Wir wählen eine

Basis C = (c1, . . . , cn) von V , wobei n = dimV , und identifizieren wieder C mit
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der zugehörigen Basisabbildung. Dann ist die Abbildung B = F ◦ C : kn → W
ein Isomorphismus, und das Diagramm

V
F // W

kn
C

OO

idkn

En

// kn
B

OO

kommutiert. Wegen Proposition 2.79 (1) bilden b1 = B(e1), . . . , bn = B(en)
eine Basis von W , so dass insbesondere dimW = n = dimV .

Zu
”
⇐=“ sei n = dimV = dimW . Wir wählen Basen von V und W mit

Basisabbildungen B : kn →W und C : kn → V . Nach Proposition 2.45 (1) sind
Basisabbildungen Isomorphismen. Wir erhalten also einen Isomorphismus F =
B ◦ C−1 : V →W , so dass das obige Diagramm wieder kommutiert. □

Wir erinnern uns an die Begriffe
”
direkte Summe“ und

”
komplementärer

Unterraum“ aus Definition 2.60.

3.12. Proposition. Es sei V ein k-Vektorraum von endlicher Dimension
und U ⊂ V ein Unterraum. Dann besitzt U ein Komplement W ⊂ V , und es
gilt die Dimensionsformel

dimV = dimU + dimW .

Beweis. Jedes linear unabhängige Tupel von Vektoren in U ist in V eben-
falls linear unabhängig. Nach dem Basisaustauschsatz 3.4 kann solch ein Tupel
also höchstens dimV viele Elemente haben, insbesondere ist es endlich. Aus
den Übungen wissen wir auch, dass ein maximal linear unabhängiges Tupel
in U eine Basis von U bildet. Also finden wir eine Basis B = (v1, . . . , vr)
der Länge r = dimU ≤ n = dimV von U . Wir ergänzen B zu einer Ba-
sis (v1, . . . , vn) von V mit dem Basisergänzungssatz 3.3.

Es sei W = ⟨vr+1, . . . , vn⟩, dann ist das Tupel (vr+1, . . . , vn) eine Basis
von W , denn es erzeugt W und ist als Teil einer Basis von V auch linear
unabhängig. Insbesondere gilt

dimV = dimU + dimW .

Außerdem gilt

U +W = ⟨v1, . . . , vn⟩ = V .

Sei nun v ∈ U ∩W . Dann existieren k1, . . . , kr ∈ k und ℓr+1, . . . , ℓn ∈ k mit

r∑
i=1

vi ki = v =
n∑

j=r+1

vj ℓj .

Beides sind Darstellung als Linearkombination der Basis (v1, . . . , vn). Nach Pro-
position 2.32 sind die Koordinaten von v eindeutig, also gilt k1 = · · · = kr =
0 = ℓr+1 = · · · = ℓn. Insbesondere folgt U ∩W = {0}, also V = U ⊕W . □
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3.13. Folgerung. Es seien U und W zwei Unterräume eines endlichdi-
mensionalen k-Vektorraums V . Dann sind äquivalent

V = U ⊕W ,(1)

V = U +W und dimU + dimW ≤ dimV ,(2)

U ∩W = {0} und dimU + dimW ≥ dimV .(3)

Beweis. Die Richtungen
”
(1) =⇒ (2)“ und

”
(1) =⇒ (3)“ folgen sofort aus

der Definition 2.60 der direkten Summe und Proposition 3.12.

In den Übungen beweisen Sie die Dimensionsformel für Summen

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ) .

Aus (2) schließen wir, dass

0 ≤ dim(U ∩W ) = dimU + dimW − dimV ≤ 0 ,

aber also wird U∩W von einer Basis der Länge 0 erzeugt, das heißt U∩W = {0},
und es folgt (1).

Aus (3) schließen wir, dass

dimV ≥ dim(U +W ) = dimU + dimW − dim{0} ≥ dimV ,

also hat U +W eine Basis der Länge dimV . Wäre U +W eine echte Teilmenge
von V , so könnten wir zu einer Basis von V der Länge ≥ dimV +1 ergänzen, im
Widerspruch zu Folgerung 3.5. Also gilt U +W = V , und wieder folgt (1). □

3.14. Folgerung. Es sei V ein k-Vektorraum von endlicher Dimension
und U ⊂ V ein Unterraum. Dann gilt

dim(V/U) = dimV − dimU .

Beweis. Wir wählen einen zu U komplementären Unterraum W ⊂ V . Aus
den Propositionen 2.62 und 3.12 folgt

dim(V/U) = dimW = dimV − dimU . □

3.15. Bemerkung. Wenn V unendlichdimensional ist, können wir mit dem
allgemeineren Basisergänzungssatz aus Bemerkung 3.6 immer noch zu jedem
Unterraum einen komplementären Unterraum konstruieren. Da man aber un-
endliche Dimensionen nicht subtrahieren kann, ist die Dimensionsformel in Pro-
position 3.12 nicht geeignet, um die Dimension des Komplements zu bestimmen.
Als Beispiel betrachten wir den Raum V = R(N) der endlichen reellwertigen Fol-
gen mit der Basis (ej)j∈N, wobei wieder ej = (δij)i∈N, siehe dazu den Kommen-
tar nach Beispiel 2.30. Wir betrachten zwei unendlichdimensionale Unterräume

U = ⟨er, er+1, er+2, . . . ⟩ und W = ⟨e0, e2, e4, . . . ⟩ .
Beide sind als Vektorräume isomorph, denn wir können einen Isomorphis-
mus F : U → W angeben mit F (er+j) = e2j für alle j ∈ N. Aber U besitzt
ein endlichdimensionales Komplement ⟨e0, . . . , er−1⟩, währendW ein unendlich-
dimensionales Komplement ⟨e1, e3, e5, . . . ⟩ hat. Und da nach Proposition 2.62
alle Komplemente von U zu V/U isomorph sind, und alle Komplemente von W
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zu V/W , können wir die Dimension des Komplementes nun nicht mehr aus der
Dimension der Räume selbst ablesen.

Übrigens hat auch R(N) selbst im Raum RN aller reellwertigen Folgen ein
Komplement. Da wir das aber wieder mit Hilfe des Zornschen Lemma beweisen
müssen, können wir das Komplement nicht explizit angeben.

Mit den gleichen Methoden wie oben können wir auch lineare Abbildungen
studieren. Unter einer Blockmatrix verstehen wir eine Matrix, die durch das
Neben- und Untereinanderschreiben von Matrizen passender Größe gebildet
wird. Seien etwa A ∈ Mp,r(k), B ∈ Mp,s(k), C ∈ Mq,r(k) und D ∈ Mq,s(k),
dann ist

(
A B
C D

)
=



a11 . . . a1r b11 . . . b1s
...

...
...

...
ap1 . . . apr bp1 . . . bps
c11 . . . c1r d11 . . . d1s
...

...
...

...
cq1 . . . cqr dq1 . . . dqs


∈Mp+q,r+s(k) .

3.16. Satz (Rangsatz). Es seien V und W endlich-dimensionale k-Vektor-
räume, und es sei F : V → W linear. Dann existieren Basen B von W und C
von V , so dass die Abbildungsmatrix A von F bezüglich dieser Basen die Nor-
malform

A =

(
Er 0
0 0

)
als Blockmatrix hat, wobei r = dim imF . Insbesondere gilt die Dimensionsfor-
mel

dimkerF + dim imF = dimV .

Beweis. Es sei n = dimV und r = n − dimkerF . Wie im Beweis von
Proposition 3.12 wählen wir zunächst eine Basis (cr+1, . . . , cn) von kerF und
ergänzen dann zu einer Basis (c1, . . . , cn) von V . Dann ist U = ⟨c1, . . . , cr⟩ ein
Komplement von kerF in V . Nach Proposition 2.62 (3) und dem Homomor-
phiesatz 2.58 erhalten wir einen Isomorphismus

U
∼= //

F |U

55V/ kerF
∼= // imF .

Somit induziert die Basis (c1, . . . , cr) von U eine Basis (b1, . . . , br) von imF
mit bi = F (ci) für alle 1 ≤ i ≤ r. Schließlich ergänzen wir zu einer Ba-
sis (b1, . . . , bm) von W . Für die Abbildung F gilt also

F (cj) =

{
bj falls j ≤ r, und

0 falls j > r.

Daraus ergibt sich die angegebene Form der Abbildungsmatrix. Außerdem folgt

dimV = dimkerF + dimU = dimkerF + dim imF . □
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3.17. Definition. Es sei F : V → W linear, dann definieren wir den Rang
von F durch rgF = dim imF , falls imF endlichdimensional ist, ansonsten
nennen wir F von unendlichem Rang.

Es sei A ∈ Mm,n(k) eine Matrix mit den Spalten a1, . . . , an ∈ km, dann
definieren wir den Spaltenrang von A durch rgS A = dim⟨a1, . . . , an⟩. Analog
definieren wir den Zeilenrang von A durch rgZ A = rgS(A

t).

Da wir eine Matrix A ∈ Mm,n(k) auch als lineare Abbildung A : kn → km
auffassen können, ist auch rgA definiert. Manchmal heißt auch die folgende
Proposition

”
Rangsatz“.

3.18. Proposition. Es sei A ∈Mm,n(k).

(1) Der Rang von A ändert sich nicht, wenn man von links oder rechts
mit einer invertierbaren Matrix multipliziert.

(2) Es gilt rgS A = rgA = rgZ A.
(3) Es sei A = BFC Matrixdarstellung einer linearen Abbildung F : V →

W bezüglich Basen B von W und C von V , dann gilt rgF = rgA.

Beweis. Es sei zunächst B ∈ GL(m,k) eine invertierbare Matrix. Die zu-
gehörige lineare Abbildung B : km → km ist also ein Automorphismus, insbe-
sondere also bijektiv. Es gilt

im(B ◦A) = im(B|imA) .

Die Abbildung B|imA : imA → im(B ◦ A) ist sicherlich immer noch injektiv
und linear. Sie ist auch surjektiv, da wir das Bild entsprechend eingeschränkt
haben. Somit sind imA und im(B ◦A) isomorph, und es folgt

rg(B ◦A) = dim im(B ◦A) = dim imA = rgA .

Sei jetzt C ∈ GL(n, k) invertierbar, insbesondere ist imC = kn. Dann gilt

im(A ◦ C) = im(A|imC) = im(A|kn) = imA ,

und es folgt

rg(A ◦ C) = dim im(A ◦ C) = dim imA = rgA .

Damit ist (1) bewiesen.

Es seien wieder a1, . . . , an ∈ km die Spalten von A. Dann gilt

⟨a1, . . . , an⟩ = ⟨A(e1), . . . , A(en)⟩ = im(A|⟨e1,...,en⟩) = imA ,

also auch
rgS A = dim⟨a1, . . . , an⟩ = dim imA = rgA .

Insbesondere ist also auch der Spaltenrang invariant unter Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen von links oder rechts.

Sei wieder B ∈ GL(m,k) invertierbar, und sei D ∈ GL(m,k) die Inverse.
Aus den Übungen wissen wir, wie sich das Matrixprodukt unter Transposition
verhält. Insbesondere gilt

Bt ·Dt = (D ·B)t = Et
m = Em = (B ·D)t = Dt ·Bt ,
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das heißt, die Transponierte Bt ist ebenfalls invertierbar mit Inverser Dt. Seien
also B ∈ GL(m,k) und C ∈ GL(n, k), dann gilt für den Zeilenrang

rgZ(B ·A · C) = rgS(C
t ·At ·Bt) = rgS(A

t) = rgZ(A) ,

genau wie für den Rang und den Spaltenrang.

Wir wählen jetzt Basen B von km und C von kn wie in Satz 3.16 und
erhalten

rgS(A) = rgS(B
−1 ·A · C) = rgS

(
Er 0
0 0

)
= r

= rgZ

(
Er 0
0 0

)
= rgZ(B

−1 ·A · C) = rgZ A .

Damit ist auch (2) bewiesen.

Matrixdarstellungen in (3) zu verschiedenen Basen unterscheiden sich um
Multiplikation mit einer Basiswechselmatrix von links oder von rechts. Nach (1)
ist es also egal, wie wir B und C wählen, daher nehmen wir Basen wie im
Rangsatz (3.16). Es folgt imF = ⟨b1, . . . , br⟩, also rgF = dim imF = r =
rgA. □

3.19. Folgerung. Es seien F : V →W und G : X → Y zwei lineare Abbil-
dungen zwischen endlich-dimensionalen k-Vektorräumen. Dann gibt es genau
dann Isomorphismen P : V → X und : W → Y , so dass das Diagramm

V
F //

P ∼=
��

W

Q∼=
��

X
G // Y

(1)

kommutiert, wenn

dimV = dimX , dimW = dimY , und rgF = rgG .(2)

Beweis. Zu
”
=⇒“ nehmen wir an, dass Isomorphismen P , Q existieren, so

dass das Diagramm (1) kommutiert. Dann folgt die Gleichheit der Dimensionen
in (2) bereits aus Folgerung 3.11. Außerdem gilt

imG = im(G ◦ P ) = im(Q ◦ F ) = im(Q|imF ) ,

und Q|imF : imF → im(Q|imF ) = imG ist ein Isomorphismus. Also folgt

rgG = dim imG = dim imF = rgF .

Zu
”
⇐=“ nehmen wir an, dass alle Gleichungen in (2) gelten. Dann wählen

wir Basen B von W , C von V , D von Y und E von X wie im Rangsatz 3.16,
so dass F und G jeweils durch die gleiche Blockmatrix

A =

(
Er 0
0 0

)
∈Mm,n(k)
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dargestellt werden, wobei m = dimW = dimY , n = dimV = dimX und r =
rgF = rgG. Indem wir wieder Basen und Basisabbildungen mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnen, erhalten wir das kommutative Diagramm

V
F //

P

��

W

Q

��

kn
C ∼=

OO

E ∼=
��

A // km
B∼=

OO

D∼=
��

X
G // Y .

Es folgt (1) für P = E ◦ C−1 und Q = D ◦B−1. □

3.20. Bemerkung. Anhand dieser Folgerung können wir gut erklären, was
eine Klassifikation, was Normalformen und vollständige Invarianten sind. Wir
geben uns eine Klasse von Objekten vor, in unserem Falle lineare Abbildun-
gen zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen. Außerdem sagen wir, wann
zwei Objekte

”
isomorph“ sein sollen, in unserem Falle dann, wenn (1) aus Fol-

gerung 3.19 gilt. Jetzt suchen wir in jeder Isomorphieklasse ein möglichst ein-
faches Objekt, in unserem Fall die lineare Abbildung A : kn → km aus dem
Rangsatz 3.19. Das heißt, wir bringen eine lineare Abbildung F : V → W

”
in

Normalform“, indem wir die isomorphe Abbildung vom Typ aus Satz 3.16 be-
stimmen. Dabei muss nur die Normalform eindeutig bestimmt sein; die benötig-
ten Isomorphismen müssen nicht eindeutig sein. Manchmal ist die Normalform
durch eine vollständige Invariante festgelegt, in unserem Fall durch das Tripel

(dimV,dimW, dimF ) ∈
{
(m,n, r)

∣∣ m, n, r ∈ N und r ≤ min(m,n)
}
.

Wenn wir den Wertebereich unser Invarianten so vorgeben, existiert zu jedem
möglichen Wert der Invarianten genau eine lineare Abbildung in Normalform.

Ein einfacheres Beispiel sind endlich-dimensionale k-Vektorräume V : hier
ist die

”
Normalform“ der Spaltenraum kn und die vollständige Invariante die

Dimension dimV ∈ N. Jeder Vektorraum V ist zu einem eindeutigen kn iso-
morph, und der Isomorphismus ist die Basisabbildung. Wir sagen,

”
endlich

erzeugte k-Vektorräume werden durch ihre Dimension bis auf Isomorphie klas-
sifiziert“. Nach Proposition 2.79 (2) ist die Basis nicht eindeutig, sondern die
Menge aller Basen von V steht in Bijektion zu GL(n, k). Wir können also nicht
sagen, welche Spalte x ∈ kn einem vorgegebenen Vektor v in der Normalform
entspricht, da die Koordinaten x von v von der Wahl der Basis abhängen.

Ein noch einfacheres Beispiel ist die Klasse der endlichen Mengen, siehe De-
finitionen 1.25, 1.30. Zwei endliche Mengen M und N sind gleichmächtig, falls
es eine bijektive Abbildung f : M → N gibt. Als Normalform erhalten wir die
Mengen n = {0, . . . , n− 1} aus Bemerkung 1.29 für n ∈ N (man könnte auch
die Mengen {1, . . . , n} nehmen), und die zugehörige vollständige Invariante ist
die Mächtigkeit #M . Die Analogie zwischen Mächtigkeit und Dimension geht
relativ weit, beispielsweise gilt für die Vereinigung zweier Unterräume eine ähn-
liche Dimensionsformel wie für die Mächtigkeit der Vereinigung zweier endlicher
Mengen (Übung).
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3.3. Lineare Gleichungssysteme

3.21. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge A ⊂ V heißt
affiner Unterraum von V , wenn es einen Untervektorraum U ⊂ V und ein
Element a0 ∈ A gibt, so dass

A = a0 + U =
{
a0 + u

∣∣ u ∈ U
}
.

Ein affiner Unterraum A = a+U heißt endlichdimensional mit dimA = dimU ,
wenn U endlichdimensional ist, sonst unendlichdimensional. Seien U , W ⊂ V
Untervektorräume, dann heißen zwei affine Unterräume a+U und b+W parallel,
wenn U =W .

Man beachte, dass in manchen Büchern auch die leere Menge ∅ als affiner
Unterraum der Dimension dim ∅ = −∞ betrachtet wird. Wir wollen die leere
Menge hier separat betrachten. Außerdem ist bei uns ein affiner Unterraum
auch zu sich selbst parallel, dadurch wird Parallelität eine Äquivalenzrelation.

3.22. Bemerkung. Ein affiner Unterraum ist also das Bild eines Untervek-
torraums unter der Verschiebung um a0.

(1) In der Definition kommt es nicht darauf an, welches a0 ∈ A wir wählen.
Denn sei a1 = a0+u1 ∈ A, dann gilt nach dem Unterraumaxiom (U2),
dass

a1 + U = a0 + (u1 + U) = a0 + U .

(2) Ein affiner Unterraum ist genau dann ein Untervektorraum, wenn 0 ∈
A. Die Richtung

”
=⇒“ folgt aus (U1), und

”
⇐=“ folgt aus (1), denn

aus 0 ∈ A folgt A = 0 + U = U für einen Untervektorraum U ⊂ V .
Insbesondere ist jeder Untervektorraum auch ein affiner Unterraum.

(3) Es sei U ⊂ V ein Untervektorraum. Die Menge aller zu U parallelen
affinen Unterräume von V ist gerade der Quotientenraum V/U aus
Definition 2.51.

(4) In der Euklidischen Geometrie betrachtet man affine Unterräume
des R3 der Dimensionen 0 (Punkte), 1 (Geraden) und 2 (Ebenen).

Wir kommen zu linearen Gleichungssystemen. Gegeben eine Matrix A ∈
Mm,n(k), die sogenannte linke Seite und einen Vektor b ∈ km, die rechte Seite,
suchen wir alle Vektoren x ∈ kn, so dass A · x = b. Das heißt, wir suchen die
Lösungsmenge

L =
{
x ∈ kn

∣∣ A · x = b
}
.

Wenn wir die Gleichung A · x = b ausschreiben, erhalten wir tatsächlich ein
System linearer Gleichungen, nämlich

a11 · x1 + . . . + a1n · xn = b1 ,
...

...
...

am1 · x1 + . . . + amn · xn = bm .

(*)

Wir nennen das Gleichungssystem (*) homogen, wenn b = 0, und inhomogen,
wenn b ̸= 0. Das zu A·x = b gehörige homogene Gleichungssystem ist also A·x =
0.
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Etwas allgemeiner können wir eine lineare Abbildung F : V →W und eine

”
rechte Seite“ w ∈W betrachten, und nach der

”
Lösungsmenge“

L =
{
v ∈ V

∣∣ F (v) = w
}
= F−1({w}) ,

also dem Urbild von w unter F , fragen. Wenn V und W endlichdimensional
sind, können wir Basen wählen und F als Matrix schreiben, und erhalten ein
lineares Gleichungssystem vom obigen Typ.

3.23. Bemerkung. Lineare Gleichungssysteme treten zum Beispiel beim
Lösen der folgenden Probleme auf.

(1) Betrachte A ∈ Mm,n(k), dann ist der Kern kerA von A gerade die
Lösungsmenge des homogenen Gleichungssystems A · x = 0.

(2) Sei A wie oben, dann liegt b ∈ km genau dann im Bild imA von A,
wenn das Gleichungssystem A · x = b (mindestens) eine Lösung hat.

(3) Es sei B ∈ Mnk eine Basis des kn. Um die Koordinaten x eines
Vektors v ∈ kn bezüglich B zu bestimmen, müssen wir nach Bemer-
kung 2.76 das lineare Gleichungssystem B · x = v lösen. Für Ortho-
normalbasen geht es einfacher, siehe Proposition 3.9.

(4) Eine quadratische Matrix A ∈ Mn(k) ist genau dann invertierbar,
wenn eine Matrix B ∈ Mn(k) mit A · B = En existiert (Übung).
Um die Spalten b1, . . . , bn von B zu bestimmen, müssen wir die n
Gleichungssysteme A · bi = ei lösen.

(5) Das Bestimmen von Schnittpunkten von Geraden und Ebenen im Eu-
klidischen Raum führt oft auf lineare Gleichungssysteme. Seien etwa
eine Gerade G und eine Ebene E ⊂ R3 gegeben durch

E =


2
0
0

+

 1
−1
0

 . r +

 1
0

−1

 . s

∣∣∣∣∣∣ r, s ∈ R


und G =


3
2
1

+

2
1
1

 . t

∣∣∣∣∣∣ t ∈ R

 ,

dann bestimmen wir G ∩ E durch Lösen des Gleichungssystems

2 + r + s = 3 + 2t r + s− 2t = 1 ,

−r = 2 + t ⇐⇒ −r − t = 2 ,

−s = 1 + t −s− t = 1 .

Die einzige Lösung dieses Systems ist r = −1, s = 0, t = −t; sie führt
auf den einzigen Schnittpunkt2

0
0

−

 1
−1
0

 =

1
1
0

 =

3
2
1

−

2
1
1

 .

(6) In der Numerik approximiert man Funktionen, indem man ihre Werte
nur an endlich vielen Stützstellen vorgibt. Anschließend nähert man
Gleichungen mit zahlreichen unterschiedlichen Operationen (darunter
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Multiplikation mit anderen Funktionen und Differentiation) durch li-
neare Gleichungssysteme in den endlich vielen gesuchten Funktions-
werten an und erhält so lineare Gleichungssysteme mit sehr vielen Va-
riablen und Gleichungen. In einer Simulation sind unter Umständen
für jeden Zeitschritt mehrere solcher Gleichungssysteme zu lösen. Die-
se Gleichungssysteme zeichnen sich dadurch aus, dass in jeder Zeile
und jeder Spalte der linken Seite A nur sehr wenige Einträge von 0
verschieden sind. Für diese Gleichungssysteme benötigt man schnelle,
approximative Lösungsverfahren, die wir hier nicht besprechen werden.

Es folgen einfache, grundätzliche Überlegungen zum Lösungsverhalten li-
nearer Gleichungssysteme.

3.24. Proposition. Es sei A ∈Mm,n(k) und b ∈ km.

(1) Die Lösungsmenge des homogenen Gleichungssystems A · x = 0 ist
gerade kerA.

(2) Das inhomogene Gleichungssystem A·x = b hat genau dann Lösungen,
wenn b ∈ imA.

(3) Es sei A · x0 = b, dann ist die Lösungsmenge des inhomogenen Glei-
chungssystems A · x = b der affine Unterraum{

x ∈ kn
∣∣ A · x = b

}
= x0 + kerA .

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) sind gerade die Punkte (1) und (2) aus
Bemerkung 3.23. Zu (3) beachten wir, dass aus A · x0 = b folgt, dass

A · x = b ⇐⇒ A · (x− x0) = b− b = 0 ⇐⇒ x− x0 ∈ kerA . □

Punkt (3) wird gern so umformuliert: Die allgemeine Lösung x des inhomo-
genen Gleichungssystems A ·x+ b ist die Summe aus einer speziellen Lösung x0
des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Lösung v = x − x0
des zugehörigen homogenen Gleichungssystems A · v = 0.

3.25. Proposition. Es seien A ∈Mm,n(k) und b ∈ km. Die Lösungsmenge
des linearen Gleichungssystems A·x = b verändert sich nicht, wenn man A und b
von links mit der gleichen invertierbaren Matrix B ∈ GL(m,k) multipliziert.

Beweis. Es sei x ∈ kn mit A · x = b, dann folgt

(B ·A) · x = B · (A · x) = B · b .

Gelte umgekehrt (B ·A) · x = B · b, und sei B−1 die Inverse von B, dann folgt

A · x = B−1 · (B ·A) · x = B−1 ·B · b = b .

Also haben das alte und das neue Gleichungssystem die gleichen Lösungen. □

3.26. Bemerkung. Wir betrachten jetzt besonders einfache invertierbare
Matrizen, die sogenannten Elementarmatrizen. Dazu seien i, j ∈ {1, . . . ,m}
mit i ̸= j und k ∈ k× = k \ {0}. Außerdem sei A ∈Mm,n(k).
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(1) Wir betrachten die Matrix

Pij =



1 0
i

· · ·
j

0

0
. . .

1
i 0 1

1
...

. . .
...

1
j 1 0

1
. . . 0

0 · · · 0 1


.

Linksmultiplikation mit Pij vertauscht die i-te und die j-te Zeile von A.

Diese Matrix ist zu sich selbst invers, also P−1
ij = Pij .

(2) Als nächstes betrachten wir die Matrix

Mi(k) =


1 0

i
· · · 0

0
. . .

1
i k

...... 1
. . . 0

0 · · · 0 1

 .

Linksmultiplikation mit Mi(k) multipliziert die i-te Zeile von A mit k
und lässt alle anderen Zeilen unverändert. Das Inverse dieser Matrix
ist Mi(k)

−1 =Mi(k
−1).

(3) Zu guter Letzt betrachten wir

Eij(k) =


1 0

j
· · · 0

i 0
. . . k

...
...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 1

 .

Linksmultiplikation mitMi(k) addiert das k-fache der j-ten Zeile vonA
zur i-ten Zeile. Das Inverse dieser Matrix ist Eij(−k).

Multiplikation mit einer der obigen Elementarmatrizen Pij , Mi(k) beziehungs-
weise Eij(k) heißt daher eine elementare Zeilenumformung vom Typ (1), (2)
oder (3).

3.27. Definition. Eine Matrix A ∈ Mm,n(k) heißt in Zeilenstufenform,
wenn es ganze Zahlen 0 ≤ r ≤ m und 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n gibt, so dass

(1) aij = 0 falls i > r oder falls i ≤ r und j < ji, und
(2) aiji = 1 für alle 1 ≤ i ≤ r.

Wir sagen, M sei in strenger Zeilenstufenform, wenn darüberhinaus

(3) aijp = 0 für alle 1 ≤ p ≤ r und i ̸= p.

Ein Gleichungssystem A · x = b heißt in (strenger) Zeilenstufenform, wenn die
Matrix A in (strenger) Zeilenstufenform ist.
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Eine Matrix A = (aij)i,j in Zeilenstufenform hat also folgende Gestalt:

0 . . . 0
j1
1 a1,j1+1 . . . a1,j2−1

j2
∗ a1,j2+1 . . . a1,jr−1

jr
∗ a1,jr−1 . . . a1,n

0 . . . 0 1 a2,j2+1 . . . a2,jr−1 ∗ a2,jr+1 . . . a2,n

...
. . .

...
...

...
...

0 . . . ar−1,jr−1 ∗ ar−1,jr+1 . . . ar−1,n

r 0 . . . 0 1 ar,jr+1 . . . ar,n

0 . . . 0

...
...

0 . . . 0


.

Die
”
∗“ sind beliebig, verschwinden aber, wenn A in strenger Zeilenstufenform

ist. Die Zahlen r und j1, . . . , jr sind durch A eindeutig bestimmt. Wir sehen in
Proposition 3.29 unten, dass man bei einem Gleichungssystem in Zeilenstufen-
form die Lösunsmenge leicht ablesen kann.

3.28. Satz (Gauß-Verfahren). Jedes lineare Gleichungssystem lässt sich mit
Hilfe elementarer Zeilenumformungen in (strenge) Zeilenstufenform bringen.

Andere Namen sind Gauß-Algorithmus, Gauß-Elimination, sowie Gauß-
Jordan-Verfahren für die strenge Zeilenstufenform.

Beweis. Das Gauß-Verfahren ist ein induktiver Algorithmus, bei man eine
Reihe elementarer Zeilenumformungen auf die Matrix A und die rechte Seite b
anwendet und so die Matrix A Spalte für Spalte in strenge Zeilenstufenform
bringt.

Induktionsannahme. Es seien r ≥ 0 und 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n sowie q
mit jr ≤ q ≤ n (beziehungsweise q ≥ 0, falls r = 0) gegeben, so dass die
Bedingungen (1) und (2) (beziehungsweise (1)–(3) für strenge Zeilenstufenform)
in Definition 3.27 für alle i ≤ n und für alle j ≤ q gelten. Das heißt, die Matrix A
ist bis einschließlich Spalte q bereits in strenger Zeilenstufenform.

Induktionsanfang. Wir beginnen mit q = r = 0. Dann sind die obigen
Annahmen trivialerweise erfüllt.

Induktionsschritt. Falls r = m oder q = n gilt, sind wir fertig. Ansonsten
setzen wir j = q + 1 ≤ n und unterscheiden zwei Fälle.

1. Fall: Falls es kein i mit r < i ≤ m und aij ̸= 0 gibt, ist die Matrix bereits
bis zur j-ten Spalte in strenger Zeilenstufenform. In diesem Fall erhöhen wir q
um 1, so dass q = j, und führen den nächsten Induktionsschritt durch.

2. Fall: Ansonsten gibt es ein kleinstes i > r mit aij ̸= 0.

Schritt 1 (
”
Tauschen“): Falls i ̸= r+1, vertauschen wir die i-te und die (r+1)-

te Zeile mit einer elementaren Zeilenumformung vom Typ (1). Anschließend
erhöhen wir r um 1, so dass jetzt also arj ̸= 0.

Schritt 2 (
”
Normieren“): Falls arj ̸= 1, multiplizieren wir die r-te Zeile mit a−1

rj ,
so dass anschließend arj = 1, das ist eine elementare Zeilenumformung vom
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Typ (2). Jetzt setzen wir jr = j, so dass jetzt arjr = 1, das heißt, Punkt (2) in
Definition 3.27 ist für i = r erfüllt.

Schritt 3 (
”
Ausräumen“): Schließlich subtrahieren wir von der i-ten Zeile das

aijr -fache der r-ten Zeile für alle i > r (beziehungsweise für alle i ̸= r für
die strenge Zeilenstufenform), das ist eine elementare Zeilenumformung vom
Typ (3), so dass hinterher aijr = 0 für alle i > r (beziehunsweise für alle i ̸= r).
Wir erhöhen q um 1, so dass jetzt q = j, und haben nun auch Punkt (1) (und
gegebenenfalls auch (3)) in Definition 3.27 für alle j ≤ q erfüllt. Anschließend
wiederholen wir den Induktionsschritt.

Am Ende erhalten wir eine Matrix in Zeilenstufenform, beziehungsweise in
strenger Zeilenstufenform, je nachdem, ob wir in Schritt 3 die gesamte Spalte
oder nur unterhalb vom jeweiligen r ausgeräumt haben. □

Man beachte, dass wir in einem Schritt eine ganze Zeile durch arjr divi-
dieren mussten, um arjr = 1 zu erreichen. Aus diesem Grund lässt sich das
Gauß-Verfahren nicht auf Matrizen über Ringen anwenden, in denen nicht alle
Elemente außer 0 invertierbar sind.

3.29. Proposition. Sei A ∈Mm,n(k) eine Matrix in Zeilenstufenform, und
sei b ∈ km.

(1) Eine Basis des Bildes imA = kr × {0} ⊂ km von A besteht aus den
Spalten aji = A(eji) für i = 1, . . . , r, insbesondere ist rgA = r.

(2) Das Gleichungssystem (*) ist genau dann lösbar, wenn br+1 = · · · =
bm = 0; in diesem Fall hat die Lösungsmenge die Gestalt{

x ∈ kn
∣∣ A · x = b

}
=


x1...
xn

 ∈ kn

∣∣∣∣∣∣∣ xji = bi −
n∑

j=ji+1

aijxj für alle i = 1, . . . , r

 ,

jede Lösung ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe der Koordi-
naten xj für alle j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr}.

(3) Es sei A in strenger Zeilenstufenform, und es sei {kr+1, . . . , kn} =
{1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr} eine Aufzählung der restlichen Spaltenindizes,
dann erhalten wir eine Basis (cr+1, . . . , cn) von kerA aus Vektoren der
Form

cℓ = ekℓ −
r∑

i=1

eji . aikℓ ∈ kerA ⊂ kn für ℓ = r + 1, . . . , n .

Für die Basis von kerA in (2) benutzen wir die gleichen Buchstaben wir im
Beweis des Rangsatzes 3.16.

Beweis. Zu Aussage (1) überlegen wir uns zunächst, dass imA ⊂ kr ×
{0} ⊂ kn, da alle Spalten von A in diesem Unterraum liegen.
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Sei umgekehrt b ∈ kr × {0}, dann hat die Lösungsmenge die in (2) angege-
bene Gestalt. Wenn wir xj für j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr} beliebig vorgeben,
bestimmen die Zeilen i = r, . . . , 1 in umgekehrter Reihenfolge die fehlenden
Koordinaten xjr , . . . , xj1 eindeutig. Daraus folgt (2) sowie imA = kr×{0} und
insbesondere r = rgA, also gilt auch (1).

Zu (3) wählen wir b = 0 und bestimmen Elemente cℓ der Lösungsmen-
ge kerA, indem wir für p = r + 1, . . . , n die Koordinaten xkp = δℓp vorgeben.
Die restlichen Koordinaten sind gerade die xji , i = 1, . . . , r. Wenn A in strenger
Zeilenstufenform ist, bestimmen wir xji durch die i-te Gleichung und erhalten

xji = −
n∑

p=r+1

aikp . xkp = −aikℓ .

Man überpüft anhand der Koordinaten xkr+1 , . . . , xkn , dass diese Vektoren
linear unabhängig sind. Sie erzeugen den Kern, bilden also eine Basis, da

dimkerA = n− dim imA = n− r . □

Wenn man das Gauß-Verfahren konkret anwendet, schreibt man gern die je-
weilige linke Seite als Matrix ohne runde Klammern, macht rechts daneben einen
senkrechten Strich, und schreibt die rechte Seite rechts neben diesen Strich.
Dann führt man den obigen Algorithmus durch, wobei man sich nur an der lin-
ken Seite orientiert, aber alle Zeilenumformungen immer auf die linke und die
rechte Seite simultan anwendet. Dabei reicht es, für jeden Induktionsschritt ein
neues System aufzuschreiben. Unter Umständen kann es sinnvoll sein, auf der
rechten Seite mehr als nur einen Vektor stehen zu haben, zum Beispiel, wenn
man ein Gleichungssystem simultan für mehrere rechte Seiten zu lösen hat.

3.30. Bemerkung. Das Gauß-Verfahren kann benutzt werden, um viele
verschiedene Probleme zu lösen. Einige davon haben wir in Bemerkung 3.23
bereits angeführt.

(1) Um das Gleichungssystem (*), also A · x = b zu lösen, bringen wir
es zunächst mit dem Gauß-Verfahren in Zeilenstufenform. Nach Be-
merkung 3.26 entsprechen elementare Zeilenumformungen gerade der
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links. Da wir alle Zei-
lenumformungen sowohl auf die linke als auch auf die rechte Seite
des Gleichungssystems angewandt haben, ist das neue Gleichungssy-
stem nach Proposition 3.25 zum alten äquivalent, und wir können die
Lösungsmenge nach Proposition 3.29 (2) ablesen.

Zur Sicherheit sei daran erinnert, dass man ein Gleichungssystem
löst, indem man die gesamte Lösungsmenge angibt (eventuell, indem
man feststellt, dass diese leer ist), und nicht nur eine einzelnes Ele-
ment der Lösungsmenge. Wenn die Lösungsmenge nicht leer ist, reicht
es allerdings nach Proposition 3.24 (3), eine spezielle Lösung x0 und
den Unterraum kerA zu bestimmen, da die Lösungsmenge dann gera-
de x0 + kerA ist.
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(2) Es sei A ∈ Mm,n(k), dann können wir Basen von kerA ⊂ kn
und imA ⊂ km bestimmen. Wir bringen dazu A mit dem Gauß-
Verfahren in strenge Zeilenstufenform. Sei B ∈ GL(m,k) das Pro-
dukt der elementaren Zeilenumformungen entsprechenden Elementar-
matrizen, so dass B ·A in strenger Zeilenstufenform ist. Mit Propositi-
on 3.29 (3) bestimmen wir zunächst eine Basis von ker(B ·A) = kerA.

Seien r und j1, . . . , jr wie in Definition 3.27 zur Matrix B ·A, dann
bilden die Vektoren (B ·A)(eji) für i = 1, . . . , r eine Basis von im(B ·A)
nach Proposition 3.29 (1). Da B einen Isomorphismus

B|imA : imA
∼=−→ im(B ◦A)

induziert, erhalten wir als Basis von imA ⊂ km gerade(
A(ej1), . . . , A(ejr)

)
,

insbesondere gilt rgA = rg(B ·A) = r, siehe auch Proposition 3.18 (1).
Übrigens können wir die Basis (cr+1, . . . , cn) von kerA wie im Be-

weis des Rangsatzes 3.16 zu einer Basis (c1, . . . , cn) von kn mit ci = eji
für i = 1, . . . , r ergänzen. Wenn wir wie dort fortfahren, erhalten wir
ebenfalls die obige Basis (A(ej1), . . . , A(ejr)) von imA.

(3) Es seien Vektoren v1, . . . , vn ∈ km gegeben. Wir möchten wissen,
ob diese Vektoren linear unabhängig sind, und ob sie km erzeugen.
Dazu schreiben wir die Vektoren als Spalten in eine Matrix A und
bringen A in Zeilenstufenform. Dann bilden (v1, . . . , vn) genau dann
ein Erzeugendensystem, wenn r = rgA = m gilt.

Und sie sind linear unabhängig, wenn A · x = 0 nur eine Lösung
besitzt. Nach Proposition 3.29 (2) ist das genau dann der Fall,
wenn {j1, . . . , jr} = {1, . . . , n}, das heißt, wenn r = rgA = n gilt.

(4) Um eine Matrix A ∈ Mn(k) zu invertieren, wenden wir das Gauß-
Verfahren diesmal mit der rechten Seite En an, das heißt, wir lösen n li-
neare Gleichungssysteme mit der gleichen linken Seite simultan. Wenn
wir während des Verfahrens nie eine Spalte überspringen (Fall 1 im Be-
weis tritt nicht ein) und A in strenge Zeilenstufenform bringen, dann
gilt ji = i für alle i = 1, . . . , n. Also bleibt auf der linken Seite die
Einheitsmatrix En stehen.

Rechts steht das Produkt B aller Elementarmatrizen, die wir im
Laufe des Verfahrens angewendet haben, also

A | En ⇝ En | B .

Es gilt also B · A = En. Da beide Matrizen quadratisch waren, ist A
invertierbar, und B ist die inverse Matrix; dazu interpretiere A und B
als lineare Abbildungen und wende eine Übungsaufgabe an.

Falls wir im Laufe des Gauß-Verfahrens eine Spalte überspringen,
so dass ji0+1 > ji0 + 1 für ein i0 (oder j1 > 1 für i0 = 0), folgt i < ji
für alle i > i0, insbesondere r < jr ≤ n, so dass rgA < n gilt und A
daher nicht invertierbar sein kann. Das bedeutet, dass wir das Verfah-
ren abbrechen können, sobald Fall 1 eintritt, und feststellen können,
dass A nicht invertierbar ist. Aus diesem Grund ist es geschickter,
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zunächst nur auf Zeilenstufenform hinzuarbeiten, und erst dann, wenn
man weiß, dass die Matrix invertierbar ist, auch oberhalb der Diago-
nalen auszuräumen.

(5) Für sehr große Matrizen ist das Gauß-Verfahren zu rechenaufwendig.
Es gibt aber noch ein anderes Problem, sobald man nicht mit exakten
Zahlen rechnet, sondern in jedem Zwischenschritt nach einer bestimm-
ten Anzahl von Dual- oder Dezimalstellen rundet oder abschneidet:
Sobald man zwei annähernd gleich große Zahlen mit kleinen prozen-
tualen Fehlern voneinander abzieht, erhält man einen wesentlich größe-
ren prozentualen Fehler im Ergebnis. Um dieses Problem so gut wie
möglich zu umgehen, kann man ein Verfahren anwenden, dass man Pi-
votisierung nennt. Dabei tauscht man in jedem Schritt 1 die Zeile r+1
mit derjenigen Zeile i, für die das Element aij in der gerade aktuellen
Spalte betragsmäßig am größten ist.

3.31. Bemerkung. Die strenge Zeilenstufenform ist wieder eine Normal-
form. Diesmal betrachten wir als Objekte Matrizen A ∈ Mm,n(k) und nennen
zwei Objekte A, A′ ∈Mm,n(k) ”linksäquivalent“, wenn es eine invertierbare Ma-
trix B ∈ GL(m,k) gibt, so dass A′ = B ·A. Mit dem Gauß-Verfahren 3.28 sehen
wir, dass jede Matrix zu einer Matrix in strenger Zeilenstufenform linksäquiva-
lent ist.

Mit ein bisschen zusätzlichem Aufwand kann man zeigen, dass zwei Ma-
trizen in strenger Zeilenstufenform genau dann linksäquivalent sind, wenn sie
gleich sind. Also gibt es in jeder Linksäquivalenzklasse genau eine Matrix in
strenger Zeilenstufenform. Da es von diesen Matrizen offensichtlich sehr viele
gibt, erhalten wir keine schöne vollständige Invariante für dieses Problem, außer
der besagten Matrix in strenger Zeilenstufenform selbst.

Wir ziehen wieder Bilanz. Im ersten Abschnitt haben wir die Basissätze
von Steinitz kennengelernt. Sie sind sehr mächtige Hilfsmittel, um abstrakte
Probleme der linearen Algebra zu lösen, etwa Existenz von Basen, Existenz
komplementärer Unterräume, und so weiter. Im zweiten Abschnitt haben wir
diese Methoden benutzt, um Dimensionsformeln zu zeigen. Gleichzeitig liefern
die Beweise der Steinitz-Sätze auch Algorithmen zur Konstruktion von Basen,
die man für explizite Rechnungen nutzen kann.

Im zweiten Abschnitt ging es um die Dimension — die entscheidende Inva-
riante für endlich erzeugte Vektorräume — und den Rang — die entscheidende
Invariante für Abbildungen zwischen ihnen. Dimensionsformeln beschreiben das
Verhalten diverser Konstruktionen in der linearen Algebra, etwa Summen von
Unterräumen, Quotienten, oder Kern und Bild linearer Abbildungen.

Im letzten Abschnitt haben wir vordergründig lineare Gleichungssysteme
kennengelernt und mit dem Gauß-Verfahren gelöst. Das Gauß-Verfahren kann
aber noch mehr: es ist unser

”
Schweizer Messer“ für viele kleine bis mittel-

große Probleme der linearen Algebra. Es hat bereits weitere
”
Klingen“ zur Be-

stimmung von Kern und Bild linearer Abbildungen und zum Invertieren von
Matrizen.



KAPITEL 4

Determinanten

Wir wollen Endomorphismen von Vektorräumen beziehungsweise freien R-
Moduln V verstehen, also lineare Abbildungen F : V → V . Endomorphis-
men endlich erzeugter freier Moduln werden durch quadratische Matrizen A ∈
Mn(R) dargestellt. In diesem Kapitel lernen wir eine wichtige Invariante qua-
dratischer Matrizen kennen, die Determinante.

Über den reellen Zahlen hat die Determinante etwas mit Volumina von
Parallelotopen zu tun, und etwas mit Orientierung. Über den meisten anderen
Körpern und Ringen lassen sich diese Aspekte nicht voneinander trennen. Wir
beginnen in Abschnitt 4.1 mit der Beschreibung von Volumina, benutzen die
dort gewonnenen Erkenntnisse in Abschnitt 4.2 zur Definition der Determinan-
te, und führen in Abschnitt 4.3 den Begriff der Orientierung ein.

Im ganzen Kapitel benötigen wir das Kommutativgesetz für die Multiplika-
tion. Insbesondere wird R in diesem Kapitel immer einen kommutativen Ring
mit Eins und k immer einen Körper bezeichnen. Warum wir das Kommutativ-
gesetz brauchen, erklären wir in Bemerkung 4.5, und was ansonsten schiefgehen
kann, sehen Sie in Beispiel 4.22.

4.1. Volumina und Determinantenfunktionen

In Bemerkung 1.69 (2) haben wir die Volumina von Parallelotopen im R3

ausgerechnet. Im Rn wollen wir entsprechend das n-dimensionale Volumen

vol(v1, . . . , vn)

eins von Vektoren v1, . . . , vn ∈ Rn aufgespannten Parallelotops bestimmen. Wir
möchten, dass dieser Volumenbegriff zwei Eigenschaften hat, nämlich positive
Homogenität und Scherungsinvarianz: Für alle n-Tupel (v1, . . . , vn), alle i, j ∈
{1, . . . , n} mit i ̸= j und alle k ∈ R soll gelten

vol(v1, . . . , vi−1, vi . k, vi+1, . . . , vn) = vol(v1, . . . , vn) · |k| ;(1)

vol(v1, . . . , vi−1, vi + vj . k, vi+1, . . . , vn) = vol(v1, . . . , vn) .(2)

Bedingung (2) lässt sich mit dem Cavalierischen Prinzip begründen: die
Querschnitte von beiden Parallelotopen mit affinen Unterräumen parallel
zu ⟨v1, . . . , v̂i, . . . , vn⟩ haben jeweils dasselbe Volumen, wenn man vi um ein
Vielfaches von vj abändert. Da allgemeine Körper nicht angeordnet sind, ist
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Bedingung (1) im allgemeinen nicht sinnvoll. Wir ersetzen sie daher durch eine
Art Homogenität und erhalten ein

”
Volumen mit Vorzeichen“ mit

ω(v1, . . . , vi−1, vi . k, vi+1, . . . , vn) = ω(v1, . . . , vn) · k .(1’)

Falls k = R oder Q und ω die Bedingungen (1’) und (2) erfüllt, erfüllt vol = |ω|
die Bedingungen (1) und (2) und liefert daher einen Volumenbegriff.

Soviel zur Motivation. Wir wollen jetzt Volumina mit Vorzeichen betrach-
ten, und zwar zunächst über kommutativen Ringen R. Wir beginnen mit belie-
bigen R-Moduln M und Zahlen k ∈ N.

4.1. Definition. Es sei M ein R-Modul, k ∈ N, und α : Mk → R eine
Abbildung. Dann heißt α multilinear, wenn für alle i ∈ {1, . . . , k} und alle v1,
. . . , vi−1, vi+1, . . . , vk ∈M die Abbildung

M → R mit w 7−→ α(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vk)(1)

linear ist. Sie heißt alternierend oder auch alternierende Form, wenn für alle i =
1, . . . , k − 1 gilt, dass

α(v1, . . . , vk) = 0 falls vi+1 = vi .(2)

Die Menge aller alternierenden multilinearen Abbildungen α : Mk → R wird
mit ΛkM∗ bezeichnet. Falls V ein n-dimensionaler k-Vektorraum ist, heißt eine
alternierende multilineare Abbildung ω : V n → k eine Determinantenfunktion.

Man beachte, dass wir für k = 1 gerade den dualen Modul Λ1M∗ = M∗

erhalten. Für k = 0 setzt man sinnvollerweise Λ0M∗ = R.

4.2. Beispiel. Wir betrachten das Spatprodukt R3 → R mit (x, y, z) 7→
⟨x× y, z⟩ aus Satz 1.68. Wegen Bemerkungen 1.52 (1) und 1.67 (1), (1’) ist das
Spatprodukt multilinear, und wegen Bemerkung 1.67 (2) und Satz 1.68 (1) ist
es alternierend. Also ist das Spatprodukt eine Determinantenfunktion.

4.3. Proposition. Es sei M ein R-Modul und α : Mk → R multilinear.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) Die Abbildung α ist alternierend,
(2) Die Abbildung α ist scherungsinvariant, das heißt, für i, j ∈ {1, . . . , k}

mit i ̸= j, (v1, . . . , vk) ∈Mk und r ∈ R gilt

α(v1, . . . , vi−1, vi + vj . r, vi+1, . . . , vk) = α(v1, . . . , vk) .

Die folgende Aussage impliziert stets (1) und (2); falls R = k ein Körper ist,
ist sie sogar zu ihnen äquivalent.

(3) Es gilt α(v1, . . . , vk) = 0, wenn (v1, . . . , vk) ∈Mk linear abhängig sind.

Die Aussagen (1)–(3) implizieren die folgende Eigenschaft, die über Kör-
pern R = k der Charakteristik χ(k) ̸= 2 zu ihnen äquivalent ist.

(4) Die Abbildung α ist antisymmetrisch, das heißt, für alle (v1, . . . , vk) ∈
Mk und alle i, j ∈ {1, . . . , k} mit i < j gilt

α(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vk) = −α(v1, . . . , vk) .
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Beweis. Da wir Aussage (4) gleich brauchen, beginnen wir mit
”
(1) =⇒

(4)“ und betrachten zunächst den Fall j = i+ 1. Dann folgt

α(v1, . . . , vk) = α(v1, . . . , vk) + α(v1, . . . , vi, vi, vi+2, . . . , vk)︸ ︷︷ ︸
=0

= α(v1, . . . , vi, vi + vi+1, vi+2, . . . , vk)

− α(v1, . . . , vi−1, vi + vi+1, vi + vi+1, vi+2, . . . , vk)︸ ︷︷ ︸
=0

= α(v1, . . . , vi−1,−vi+1, vi + vi+1, vi+2, . . . , vk)

+ α(v1, . . . , vi−1,−vi+1,−vi+1, vi+2, . . . , vk)︸ ︷︷ ︸
=0

= −α(v1, . . . , vi−1, vi+1, vi, vi+2, . . . , vk) .

Also ändert sich das Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte Vektoren ver-
tauscht. Der allgemeine Fall folgt durch Induktion über p = j − i, denn

α(v1, . . . , vk) = −α(v1, . . . , vi−1, vj−1, vi+1, . . . , vj−2, vi, vj , vj+1, . . . , vk)

= α(v1, . . . , vi−1, vj−1, vi+1, . . . , vj−2, vj , vi, vj+1, . . . , vk)

= −α(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−2, vj−1, vi, vj+1, . . . , vk) .

Dabei haben wir nur Argumente im Abstand von weniger als p vertauscht.

Zu
”
(1) =⇒ (2)“ benutzen wir (4). Für alle i, j ∈ {1, . . . , k} mit i ̸= j und

alle r ∈ R gilt

α(v1, . . . , vk) = −α(v1, . . . , vi−1, vj−1, vi+1, . . . , vj−2, vi, vj , vj+1, . . . , vk)

− α(v1, . . . , vi−1, vj−1, vi+1, . . . , vj−2, vj , vj , vj+1, . . . , vk)︸ ︷︷ ︸
=0

· r

= −α(v1, . . . , vi−1, vj−1, vi+1, . . . , vj−2, vi + vj . r, vj , vj+1, . . . , vk)

= α(v1, . . . , vi−1, vi + vj . r, vi+1, . . . , vk) .

Die Richtung
”
(3) =⇒ (1)“ ist klar, denn falls vi+1 = vi, sind (v1, . . . , vk)

linear abhängig.

Zu
”
(2) =⇒ (3)“ sei R = k ein Körper, und die Vektoren (v1, . . . , vk) seien

linear abhängig. Nach Lemma 3.1 existiert ein i ∈ {1, . . . , k}, so dass vi als
Linearkombination der restlichen Vektoren dargestellt werden kann, also

vi =
∑
j ̸=i

vj . rj

mit rj ∈ R. Nur mit Hilfe der obigen Scherungsinvarianz folgt daraus

α(v1, . . . , vk) = α

(
v1, . . . , vi−1,

∑
j ̸=i

vj . rj , vi+1, . . . , vk

)
= α(v1, . . . , vi−1, 0, vi+1, . . . , vk) = 0 .

Die gleiche Rechnung mit vi = vi+1 liefert auch
”
(2) =⇒ (1)“ (und braucht

nicht, dass R ein Körper ist).
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Schließlich sei R = k ein Körper der Charakteristik χ(k) ̸= 2, und es gel-
te vi = vj für i, j ∈ {1, . . . , k} mit i < j. Aus (4) folgt (1), da

α(v1, . . . , vk) =
1

2
α(v1, . . . , vk)

− 1

2
α(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vk) = 0 . □

4.4. Bemerkung. Wir haben in der Motivation von einem
”
Volumen mit

Vorzeichen“ Homogenität (1’) und Scherungsinvarianz gefordert. Multilineare
Abbildungen sind insbesondere homogen, und wir haben gesehen, dass alter-
nierende multilineare Abbildungen auch scherungsinvariant sind.

Umgekehrt sei V ein n-dimensionaler k-Vektorraum und ω : V n → k
sei homogen und scherungsinvariant. Aus Scherungsinvarianz folgt wie oben,
dass ω(v1, . . . , vn) = 0, wenn (v1, . . . , vn) linear abhängig sind.

Wir wollen jetzt zeigen, dass

ω(u+ w, v2, . . . , vn) = ω(u, v2, . . . , vn) + ω(w, v2, . . . , vn) ,

dann ist ω(v1, . . . , vn) linear in v1. Die Linearität in den anderen Argumenten
folgt genauso. Wir unterscheiden zwei Fälle: wenn (v2, . . . , vn) linear abhängig
sind, reduziert sich die obige Gleichung zu 0 = 0 + 0.

Wir dürfen also annehmen, dass (v2, . . . , vn) linear unabhängig sind, und
ergänzen zu einer Basis (v1, . . . , vn). Dann existieren kj , ℓj ∈ k, so dass

u =
∑
j

vj . kj und w =
∑
j

vj . ℓj .

Aus Scherungsinvarianz und Homogenität folgt

ω(u+ w, v2, . . . , vn) = ω

(∑
j

vj . (kj + ℓj), v2, . . . , vn

)
= ω(v1 . (k1 + ℓ1), v2, . . . , vn)

= ω(v1, . . . , vn) . (k1 + ℓ1)

= ω(v1, . . . , vn) · k1 + ω(v1, . . . , vn) · ℓ1

= ω

(∑
j

vj . kj , v2, . . . , vn

)
+ ω

(∑
j

vj . ℓj , v2, . . . , vn

)
= ω(u, v2, . . . , vn) + ω(w, v2, . . . , vn) .

Also entsprechen Determinantenfunktionen genau unseren
”
Volumina mit Vor-

zeichen.“

4.5. Bemerkung. Wir überlegen uns leicht, dass die Summe zweier De-
terminantenfunktionen und auch ein skalares Vielfaches einer Determinanten-
funktion wieder eine solche ist. Also ist ΛnM∗ ein R-Modul. An dieser Stelle
braucht man Kommutativität von R, siehe dazu die Bemerkung vor Defini-
tion 2.42. Aber man braucht Kommutativität von R bereits, um überhaupt
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multilineare Abbildungen mit zwei oder mehr Argumenten zu bekommen, wie
die folgende Rechnung zeigt:

α(v1, . . . , vk) · r · s = α(v1 . r, v2, . . . , vk) · s = α(v1 . r, v2 . s, v3, . . . , vk)

= α(v1, v2 . s, v3, . . . , vk) · r = α(v1, . . . , vk) · s · r .

Dass es überhaupt verschiedene Determinantenfunktionen auf demselben
Modul oder Vektorraum gibt, sollte uns nicht erstaunen; schließlich kann man
auch das Volumen im

”
uns umgebenden R3“ mit verschiedenen Volumenbegrif-

fen messen — etwa in Litern, Kubikmetern, flüssigen Unzen, Fässern, etc.

Wir wollen jetzt für alle Ringe R (kommutativ, mit Eins) ein spezielles
Element ωn ∈ Λn(Rn)∗, die Standard-Determinantenfunktion, durch Induktion
über n ∈ N konstruieren. Für n = 1 setzen wir ω0(r) = r ∈ R und sind fertig.

Sei ωn−1 bereits konstruiert. Wir fassen Vektoren x ∈ Rn durch Weglas-
sen der letzten Koordinate als Vektoren x′ ∈ Rn−1 auf, und nennen die letzte
Koordinate εn(x). Wir definieren ωn rekursiv durch

ωn(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

(−1)i+n εn(xi)ωn−1(x
′
1, . . . , x̂

′
i, . . . , x

′
n) ∈ R ,(*)

wobei ein Dach über einem Eintrag wie zu Beginn von Abschnitt 3.1 gerade

”
Weglassen“ bedeutet. Diese Konstruktion liefert zugleich ein erstes Verfahren
zur Berechnung von ωn, die Laplace-Entwicklung, siehe Satz 4.19 unten.

4.6. Proposition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann ist die
oben konstruierte Abbildung ωn : R

n → R alternierend, multilinear, und erfüllt

ωn(e1, . . . , en) = 1 .

Beweis. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion über n. Für n =
1 ist die Behauptung klar.

Sei die Proposition für ωn−1 bereits bewiesen. Linearität von ωn an der i-
ten Stelle folgt für den i-ten Summand in (*) aus der Linearität von εn, für die
restlichen Summanden aus der Multilinearität von ωn−1.

Sei jetzt xi+1 = xi für ein i ∈ {1, . . . , n − 1}. Dann sind der i-te und der
(i+1)-te Summand in (*) bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg, bei
allen anderen Summanden werden zwei gleiche Vektoren nebeneinander in ωn−1

eingesetzt, was nach Induktionsvoraussetzung 0 ergibt.

Außerdem ist εn(ei) = 0 für i < n, und die Vektoren e′i für i < n sind gerade
die Standardbasisvektoren des Rn. Also gilt

ωn(e1, . . . , en) = (−1)n+n εn(en)ωn−1(e
′
1, . . . , e

′
n−1) = 1 . □

Als nächstes überlegen wir uns, dass der Raum ΛnV ∗ genau eindimensional
ist. Zunächst erinnern wir uns an die Automorphismengruppe Aut(M) einer
Menge aus Beispiel 2.5. Es sei weiterhin ωn die soeben auf Rn definierte Deter-
minantenfunktion.
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4.7. Definition. Es sei n ∈ N. Die symmetrische Gruppe Sn in n Elemen-
ten ist definiert als Sn = Aut({1, . . . , n}), ihre Elemente Sn ∋ σ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} heißen Permutationen.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Wir definieren das Vorzeichen
oder auch Signum einer Permutation σ ∈ Sn durch

sign(σ) = ωn

(
eσ(1), . . . , eσ(n)

)
.

Unter einer Transposition verstehen wir eine Permutation τ = τij ∈ Sn, die
nur zwei Elemente i und j mit 1 ≤ i < j ≤ n vertauscht, also

τij(k) =


j falls k = i,

i falls k = j, und

k sonst.

4.8. Proposition. Jede Permutation σ ∈ Sn kann als Produkt σ = τ1◦· · ·◦
τk von Transpositionen τ1, . . . , τk ∈ Sn geschrieben werden. Wir definieren das
Vorzeichen von σ durch

sign(σ) = (−1)k .(1)

Für ρ, σ ∈ Sn gilt dann

sign(ρ ◦ σ) = sign(ρ) · sign(σ) und sign(σ−1) = sign(σ) .(2)

Dabei fassen wir die Identität als
”
leeres Produkt“ mit k = 0 auf. Im all-

gemeinen sind weder k noch τ1, . . . , τk durch σ eindeutig bestimmt, allein das
Vorzeichen ist eine Invariante. Nach (1) gilt stets sign(σ) ∈ {1,−1}, unabhängig
vom Ring R. Allerding könnte 1 = −1 in R gelten (Beispiel: R = Z/2Z); in
diesem Fall verliert das Vorzeichen seine Information.

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage durch Induktion über n. Für n = 1
gibt es nur eine Permutation, die Identität, mit

sign(id{1}) = 1 .

Sei die Aussage für alle σ′ ∈ Sn−1 bewiesen, und sei σ ∈ Sn. Falls σ(n) = n,
sei σ′ = σ|{1,...,n−1} ∈ Sn−1. Da σ′ ein Produkt von Transpositionen aus Sn−1 ist,
ist σ das Produkt von Transpositionen aus Sn, die jeweils die gleichen Elemente
vertauschen. Falls σ(n) ̸= n, sei τ die Transposition, die σ(n) und n vertauscht,
so dass

(τ ◦ σ)(n) = n .

Nach dem obigen Argument ist τ ◦σ ein Produkt von Transpositionen τ1◦· · ·◦τk.
Da τ = τ−1, folgt

σ = τ ◦ τ1 ◦ · · · ◦ τk .

Sei σ = τ1 ◦ · · · ◦ τk ∈ Sn, und sei ωn ∈ Λn(Rn)∗ die Determinantenfunktion
mit ωn(e1, . . . , en) = 1 aus Propositionen 4.6. Aus Proposition 4.3 (4) folgt (1),
denn

sign(σ) = ωn

(
bσ(1), . . . , bσ(n)

)
= (−1)k .
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Zu (2) stellen wir ρ und σ als Produkte von j und k Transpositionen dar,
dann erhalten wir eine Darstellung von ρ ◦ σ als Produkt von j + k Transposi-
tionen, und die erste Behauptung folgt. Die letzte ergibt sich dann aus

sign(σ) · sign(σ−1) = sign(σ · σ−1) = sign(id) = 1 . □

In der folgenden Proposition zeigen wir die Eindeutigkeit einer bestimmten
Determinantenfunktion. Der Beweis liefert uns eine zweite Berechnungsmethode
der Standard-Determinantenfunktion ωn, die sogenannte Leibniz-Formel, siehe
Satz 4.13 unten.

4.9. Proposition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, r ∈ R undM
ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bn). Dann existiert genau eine De-
terminantenfunktion ω ∈ ΛnM∗ mit

ω(b1, . . . , bn) = r .

Sei ωB die obige Determinantenfunktion zu r = 1, dann ist ΛnM∗ ein freier
R-Modul mit Basis (ωB).

Beweis. Ohne Einschränkung sei r = 1. Andernfalls multiplizieren wir
hinterher das Ergebnis mit r. Zur Eindeutigkeit bestimmen wir den Wert
von ω(v1, . . . , vn) für Modulelemente

vj =

n∑
i=1

bi . aij ∈ Rn für j = 1, . . . , n .

Als erstes schließen wir aus Multilinearität, dass

ω(v1, . . . , vn) = ω

( n∑
i=1

bi . ai1, . . . ,
n∑

i=1

bi . ain

)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

in=1

ω(bi1 , . . . , bin) · ai11 · · · ainn .

Als nächstes dürfen wir wegen 4.3 (3) wir alle Summanden weglassen, bei de-
nen ij = ik für j ̸= k. Somit ist die Abbildung von der Menge {1, . . . , n} in sich
mit j 7→ ij injektiv, und da die Menge endlich ist, auch surjektiv. Wir können
die Indizes i1, . . . , in also durch eine Permutation beschreiben und erhalten

ω(v1, . . . , vn) =
∑
σ∈Sn

ω
(
bσ(1), . . . , bσ(n)

)
· aσ(1),1 · · · aσ(n),n .

Nach Proposition 4.8 können wir σ als Produkt von k Transpositionen
schreiben. Also geht ω

(
bσ(1), . . . , bσ(n)

)
aus ω(b1, . . . , bn) hervor, indem man

k-fach je zwei Argumente vertauscht. Wegen Proposition 4.3 (4) ist ω eindeutig
bestimmt durch

ω(v1, . . . , vn) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)ω
(
b1, . . . , bn

)
· aσ(1),1 · · · aσ(n),n

=
∑
σ∈Sn

sign(σ) aσ(1),1 · · · aσ(n),n .(*)
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Es sei B : Rn → M die Basisabbildung, siehe Bemerkung 2.76, und es
sei vj = B(aj) mit aj = (aij)i ∈ Rn. Wir definieren zunächst eine alternie-
rende multilineare Abbildung ωB mit

ωB(v1, . . . , vn) = ωn(a1, . . . , an) , so dass ωB(b1, . . . , bn) = 1 .

Nach Proposition 4.6 ist ωn multilinear und alternierend, also auch ωB. Wir
erhalten die gesuchte Form ω als

ω = ωB · r = ωB . ω(b1, . . . , bn) .

Aufgrund der obigen Eindeutigkeitsaussage sind alle ω ∈ ΛnM∗ von dieser
Gestalt, also bildet (ωB) eine Basis von ΛnM∗. □

4.2. Die Determinante

Ausgehend von den Überlegungen im letzten Kapitel führen wir jetzt De-
terminanten von Endomorphismen und quadratischen Matrizen ein. Während
Determinantenfunktionen dazu dienen, Volumina von Parallelotopen in einem
Vektorraum zu beschreiben, misst die Determinante, um welchen Faktor ein
Endomorphismus das Volumen einzelner Parallelotope vergrößert oder verklei-
nert.

4.10. Bemerkung. Es seien M , N Moduln über R und F : M → N linear,
dann definieren wir für alle k eine Abbildung F ∗ : ΛkN∗ → ΛkM∗ durch

(F ∗(α))(v1, . . . , vk) = α
(
F (v1), . . . , F (vk)

)
(1)

für alle α ∈ ΛkN∗ und alle v1, . . . , vk. Die rechte Seite ist sinnvoll, da wir α
auf k Elemente F (v1), . . . , F (vk) von N anwenden, und entsprechend erhal-
ten wir eine Abbildung F ∗(α) : Mk → R. Man nennt F ∗(α) auch die mit F
zurückgeholte Form.

Wir zeigen, dass F ∗(α) im ersten Argument linear ist; für die anderen Ar-
gumente zeigt man Linearität genauso. Es seien x, y und v2, . . . , vk ∈M und r,
s ∈ R, dann folgt

(F ∗(α))(x . r + y . s, v2, . . . , vk)

= α
(
F (x . r + y . s), F (v2), . . . , F (vk)

)
= α

(
F (x) . r + F (y) . s, F (v2), . . . , F (vk)

)
= α

(
F (x), F (v2), . . . , F (vk)

)
· r + α

(
F (y), F (v2), . . . , F (vk)

)
· s

= (F ∗(α))(x, v2, . . . , vk) · r + (F ∗(α))(y, v2, . . . , vk) · s .

Also ist F ∗(α) multlinear.

Und F ∗(α) ist auch alternierend, denn

(F ∗(α))(v1, . . . , vi, vi, . . . , vk) = α
(
F (v1), . . . , F (vi), F (vi), . . . , F (vk)

)
= 0 .

Es folgt F ∗(α) ∈ ΛkM∗ wie behauptet.
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In Bemerkung 4.5 haben wir uns überlegt, dass ΛkM∗ und ΛkN∗ Moduln
über R sind. Die Abbildung F ∗ : ΛkN∗ → ΛkM∗ ist linear, denn für alle α,
β ∈ ΛkN∗, alle r, s ∈ R und alle v1, . . . , vk ∈M gilt

(2)
(
F ∗(α . r + β . s)

)
(v1, . . . , vk)

= (α . r + β . s)
(
F (v1), . . . , F (vk)

)
= α

(
F (v1), . . . , F (vk)

)
· r + β

(
F (v1), . . . , F (vk)

)
· s

=
(
F ∗(α) . r + F ∗(β) . s

)
(v1, . . . , vk) .

Schließlich seien F : M → N und G : L → M lineare Abbildungen, dann
gilt (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗ : ΛkN∗ → ΛkL∗, denn

(3)
(
(F ◦G)∗(α)

)
(ℓ1, . . . , ℓk) = α

(
F (G(ℓ1)), . . . , F (G(ℓk))

)
= (F ∗(α))

(
G(ℓ1), . . . , G(ℓk)

)
=
(
G∗(F ∗(α))

)
(ℓ1, . . . , ℓk) .

Man beachte, dass Zurückholen die Reihenfolge der beteiligten Abbildungen
vertauscht.

Es sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bn). In Proposition 4.9
haben wir gesehen, dass ΛnM∗ ∼= R ein freier Modul mit einelementiger Ba-
sis (ωB) ist. Dabei ist ωB ∈ ΛnM∗ das Element mit ωB(b1, . . . , bn) = 1. Sei
jetzt F ∈ EndR(M), dann ist F ∗ ∈ EndR(Λ

nM∗) nach der obigen Bemerkung,
aber EndR(Λ

nM∗) ∼= R, da ΛnV ∗ ∼= R. Also existiert zu jedem F ∈ EndM ein
Skalar a = detF ∈ R, so dass

F ∗ω = ω . a für alle ω ∈ ΛnM∗ .

Um a zu bestimmen, wählen wir eine Basis (b1, . . . , bn), definieren ωB wie in
Proposition 4.9, und überlegen uns, dass

ωB

(
F (b1), . . . , F (bn)

)
= (F ∗(ωB))(b1, . . . , bn)

= (ωB . a)(b1, . . . , bn) = (ωB)(b1, . . . , bn) · a = a .

Im Spezialfall M = Rn mit der Standardbasis sind die Vektoren F (e1), . . . ,
F (en) nach Folgerung 2.77 genau die Spalten der Abbildungsmatrix A ∈Mn(R)
von F , und ωB ist gerade die Standarddeterminantenfunktion ωn aus Proposi-
tion 4.6. Das motiviert die folgende Definition.

4.11. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein frei-
er R-Modul mit einer n-elementigen Basis, wobei n ≥ 1, und F ∈ EndR(M)
ein Endomorphismus. Dann ist die Determinante von F der eindeutige Ska-
lar detF ∈ R, so dass

F ∗ω = ω . detF für alle ω ∈ ΛnM∗ .(1)

Wir definieren die Determinante einer Matrix A ∈ Mn(R) mit den Spal-
ten a1, . . . , an ∈ Rn durch

detA = ωn(a1, . . . , an) .(2)



112 4. DETERMINANTEN

Im Falle n = 0 folgt det() = 1, da ω0() = 1. In Gleichung (1) haben wir
für jeden Endomorphismus F ∈ EndRM die Determinante definiert, ohne eine
Basis fixiert und F als Matrix geschrieben zu haben; diese Definition ist also
basisunabhängig. Wenn wir eine Basis B wählen und A die Abbildungsmatrix
von F bezüglich der Basis B (sowohl vom Definitions- als auch vom Wertebe-
reich) darstellen, ist die Determinante von A durch (2) definiert. Unsere obige
Vorüberlegung besagt, dass

detA = detF .

Auf diese Weise hängen (1) und (2) zusammen. Wichtig ist dabei immer, dass
wir nur Determinanten von Endomorphismen definieren können. Abbildungen
zwischen verschiedenen Vektorräumen haben keine wohldefinierte Determinan-
te, es sei denn, wir geben auf beiden Räumen eine Basis vor — nur in diesem
Fall können wir überhaupt Volumina vergleichen.

Unsere Definition der Determinante auf dem Umweg über das Zurückziehen
von Determinantenfunktionen hat Vorteile: sie ist basisunabhängig und erlaubt
es uns, relativ einfach die Multiplikativität der Determinante zu verstehen.

4.12. Satz. Sei V ein freier R-Modul mit einer n-elementigen Basis, und
es seien F , G ∈ EndV , dann gilt

det(F ◦G) = detF · detG ,(1)

d.h., die Determinante ist multiplikativ. Für Matrizen A, B ∈ Mn(R) gilt
entsprechend

det(A ·B) = detA · detB .(2)

Beweis. Die Multiplikativität von det über einem Körper k folgt direkt
aus der Kompositionsregel in Bemerkung 4.10 (3), denn für alle ω ∈ ΛnV ∗ gilt

ω . det(F ◦G) = (F ◦G)∗ω = G∗ ◦ F ∗ω = F ∗ω . detG = ω . detG · detF .

Indem wir ω = ωn ̸= 0 wählen, folgt (1). Sei F ∈ AutV , dann ist F invertierbar
nach Definition 2.42, also existiert eine Umkehrabbildung F−1 mit

detF · detF−1 = det(F ◦ F−1) = det(idV ) = 1 .

Insbesondere folgt detF ∈ k× = k \ {0} mit (detF )−1 = det(F−1), und außer-
dem ist det : AutV → k× ein Gruppenhomomorphismus.

Wir erhalten (2) als Spezialfall für M = Rn, da EndRM =Mn(R). □

4.13. Satz (Leibniz-Formel). Für jede Matrix A ∈Mn(R) mit n ≥ 1 gilt

detA =
∑

σ∈S(n)

sign(σ) ·
n∏

j=1

aσ(j),j =
∑

ρ∈S(n)

sign(ρ) ·
n∏

i=1

ai,ρ(i) .

Beweis. Die erste Formel ist (*) aus dem Beweis von Proposition 4.9. Sei ρ
die Umkehrabbildung von σ, dann erhalten wir die zweite Formel, indem wir j
durch ρ(i) ersetzen. □
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4.14. Bemerkung. Permutationen σ ∈ Sn werden oft als 2× n-Matrix

σ =

(
1 · · · n

σ(1) . . . σ(n)

)
geschrieben.

Für n = 2 gibt es genau zwei Permutationen

id =

(
1 2
1 2

)
und τ =

(
1 2
2 1

)
.

Da τ eine Transposition ist, gilt sign(τ) = −1, und es folgt die einfache Formel

det

(
a11 a12
a21 a22

)
= a1,id(1) · a2,id(2) − a1,τ(1) · a2,τ(2) = a11 a22 − a12 a21 .

Für n = 3 gibt es schon sechs Permutationen(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,(

1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

wobei die erste Reihe Vorzeichen 1 und die zweite Reihe Vorzeichen −1 hat.
Hiermit erhalten wir für 3× 3-Matrizen die Sarrussche Regel:

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

= a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32

− a11 a23 a32 − a12 a21 a33 − a13 a22 a31 .

Hierbei werden die Elemente entlang der drei durchgezogenen Linien jeweils
aufmultipliziert und zusammenaddiert, und die Elemente entlang der unterbro-
chenen Linien werden ebenfalls aufmultipliziert und danach subtrahiert.

Für n = 4 gibt es bereits 4! = 24 Permutationen; zuviele, um die Leibniz-
Formel durch ein einprägsames Rechenschema darzustellen.

Zur Berechnung größerer Determinanten ist die Leibniz-Formel nicht zu
empfehlen (Übung). Sie erlaubt aber einige interessante Schlussfolgerungen.

4.15. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A ∈
Mn(R).

(1) Es gilt det(At) = detA.
(2) Die Determinante detA ist multilinear und alternierend in den Zeilen

der Matrix A.
(3) Sei R = k ein Körper, dann verschwindet die Determinante detA,

wenn die Zeilen von A linear abhängig sind.
(4) Die Determinante detA ändert sich nicht, wenn man ein Vielfaches

einer Zeile zu einer anderen dazuaddiert.
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(5) Die Determinante detA wechselt das Vorzeichen, wenn man zwei Zei-
len vertauscht.

Beweis. Aussage (1) ergibt sich durch Vergleich der Leibniz-Formeln aus
Satz 4.13 für A und At, denn

det(At) =
∑
σ∈Sn

sign(σ) ·
n∏

i=1

aσ(i),i = det(A) .

Jetzt folgen (2)–(5) für A jeweils aus Definition 4.1 und Proposition 4.3, ange-
wandt auf die Matrix At. □

4.16. Definition. Eine Matrix A = (aij)i,j ∈ Mn(k) heißt in oberer (un-
terer) Dreiecksgestalt, oder kurz obere (untere) Dreiecksmatrix, wenn aij = 0
für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i > j (i < j). Eine Matrix heißt in strikter obe-
rer/unterer Dreiecksgestalt, wenn zusätzlich aii = 0 für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Somit ist die linke Matrix unten eine obere Dreiecksmatrix, und die rechte
sogar in strikter Dreiecksgestalt:

a11 . . . a1n
0 a22
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 ann

 ,


0 a12 . . . a1n
...

. . .
. . .

...
an−1,n

0 . . . 0

 .

Außerdem erinnern wir uns an Blockmatrizen, siehe Satz 3.16.

4.17. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(1) Seien A ∈ Mk(R), B ∈ Mk,ℓ(R), C ∈ Mℓ,k(R) und D ∈ Mℓ,ℓ(R).
Dann gilt

det

(
A B
0 D

)
= det(A) · det(D) = det

(
A 0
C D

)
und det

(
B A
D 0

)
= (−1)kℓ det(A) · det(D) = det

(
0 A
D C

)
.

(2) Es sei A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt

det(A) =
n∏

i=1

aii .

Beweis. Die symmetrische Gruppe Sk+ℓ enthält eine Teilmenge

U =
{
σ ∈ Sk+ℓ

∣∣ σ(i) ≤ k für i ≤ k und σ(i) > k für i > k
}

= Aut({1, . . . , k})×Aut({k + 1, . . . , k + ℓ}) ∼= Sk × Sℓ .

Für π ∈ Sk und ρ ∈ Sℓ sei σ = (π, ρ) ∈ U gegeben durch

σ(i) = (π, ρ)(i) =

{
π(i) falls i ≤ k, und

ρ(j) + k falls i = k + j > k.
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Schreibt man π und ρ als Produkt von Transpositionen, dann erhält man σ als
Produkt all dieser Transpositionen, wobei jede zu ρ Transposition, die eigent-
lich i und j ≤ ℓ vertauscht, durch eine Transposition ersetzt, die stattdessen k+i
und k + j vertauscht. Es folgt

sign(π, ρ) = sign(π) · sign(ρ) .

Wir bezeichnen die gesamte Matrix mit M = (mij) ∈ Mk+ℓ(R). Wir be-
weisen die erste Gleichung in (1), das heißt, wir nehmen an, dass mij = 0,
falls j ≤ k < i. Sei nun σ ∈ Sk+ℓ \ U , dann gibt es entweder ein i > k
mit σ(i) ≤ k und in dem zugehörigen Summand der Leibniz-Formel taucht das
Element mi,σ(i) = 0 auf; oder es gibt ein j ≤ k mit σ(j) > k, aber in diesem Fall
muss es auch ein i wie oben geben, da σ bijektiv ist. Mit dieser und den voran-
gegangenen Überlegungen lässt sich die Leibniz-Formel aus 4.13 vereinfachen
zu

det

(
A B
0 D

)
=
∑
σ∈U

sign(σ)
k+ℓ∏
i=1

mi,σ(i)

=
∑
π∈Sk

∑
ρ∈Sℓ

sign(π) sign(ρ)
k∏

i=1

mi,σ(i)

ℓ∏
j=1

mj+k,ρ(j)+k

=
∑
π∈Sk

sign(π)
k∏

i=1

ai,σ(i) ·
∑
ρ∈Sℓ

sign(ρ)
ℓ∏

j=1

dj,ρ(j) = detA · detD .

Genauso zeigt man die zweite Gleichung in der ersten Zeile von (1). Für die
zweite Zeile vertauscht man erst jede der k hinteren Spalten mit jeder der ℓ
vorderen, bis die Matrizen wieder die gleiche Gestalt wie in der ersten Zeile
haben. Die k · ℓ Vertauschungen ergeben den zusätzlichen Faktor (−1)kℓ.

Wir beweisen (2) für obere Dreiecksmatrizen durch Induktion. Für n = 1
ist die Aussage klar. Wenn wir sie für n− 1 bereits bewiesen haben, schreiben
wir A als Blockmatrix

A = det

(
A′ b
0 ann

)
,

dabei ist A′ ∈Mn−1(R) wieder eine obere Dreiecksmatrix und b ∈ Rn−1. Aus (1)
folgt, dass

detA = det

(
A′ b
0 ann

)
= detA′ · ann =

n∏
i=1

aii . □

4.18. Bemerkung. In Folgerung 4.15 haben wir gesehen, wie sich die Deter-
minante unter Zeilenumformungen verhält, also können wir Determinanten jetzt
auch mit dem Gauß-Verfahren aus Satz 3.28 berechnen. Wegen Folgerung 4.17
müssen wir unsere Matrix nicht auf strenge Zeilenstufenform bringen; es reicht
obere Dreiecksgestalt. In den Übungen sehen Sie, dass das Gauß-Verfahren weni-
ger Rechenaufwand verursacht als Leibniz-Formel und Laplace-Entwicklung, es
sei denn, die Matrix enthielte viele Nullen. Hauptnachteil des Gauß-Verfahrens:
es funktioniert nur über Körpern.
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Wir modifizieren das im Beweis von Satz 3.28 beschriebene Verfahren, an-
gewandt auf eine Matrix A, wie folgt. Wir beginnen mit einem Vorfaktor a0 = 1
und erhalten nach dem r-ten Schritt

detA = · · · = ar · det



1 a12 · · · a1,n

0
. . .

. . .
...

. . . 1 ar,r+1 · · · ar,n... 0 ar+1,r+1 · · · ar+1,n
...

...
...

0 · · · 0 an,r+1 · · · an,n



= ar · det

ar+1,r+1 · · · ar+1,n
...

...
an,r+1 · · · an,n


Hierbei haben wir Folgerung 4.17 (1) und (2) ausgenutzt und geschlossen, dass
nur der untere rechte Block einen Beitrag leistet. Sie müssen also bei einer
größeren Matrix gegen Ende des Verfahrens nicht mehr die ganze Matrix mit-
schleppen.

Falls wir im Laufe des Verfahrens eine Spalte überspringen (
”
1. Fall“ im

Beweis von Satz 3.28) ist am Ende des Verfahrens die letzte Zeile 0, folgt detA
aus Folgerung 4.15 (3), und wir können das Gauß-Verfahren an dieser Stelle
abbrechen. Genauso sind wir beim Invertieren in Bemerkung 3.30 (4) verfahren.

Ansonsten ändern wir dann, wenn wir im ersten Schritt tauschen müssen,
das Vorzeichen der Vorfaktors wegen Folgerung 4.15 (5). Beim Normieren mul-
tiplizieren wir den Vorfaktor mit arr und erhalten unser neues ar wegen Fol-
gerung 4.15 (2). Anschließend räumen wir unterhalb der aktuellen Zeile aus,
wobei sich der Vorfaktor wegen Folgerung 4.15 (4) nicht ändert.

Am Schluss des Verfahrens erhalten wir einen Vorfaktor an, multipliziert mit
der Determinante einer oberen Dreicksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
(also a11 = · · · = ann = 1). Nach Folgerung 4.17 ist diese Determinante 1, also
ist an die Determinante der ursprünglichen Matrix.

Sei A = (aij)i,j ∈ Mn(R) eine Matrix, dann bezeichnen wir die Matrix A
ohne die i-te Zeile und die j-te Spalte mit

Aij =



a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann


∈Mn−1(R) .

Es folgen zwei Sätze zur Berechnung von Determinanten.
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4.19. Satz (Laplace-Entwicklung). Es sei A ∈Mn(R) mit n ≥ 1.
Entwicklung nach der i-ten Zeile. Für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt

det(A) =

n∑
j=1

(−1)i+jaij · det(Aij) .(1)

Entwicklung nach der j-ten Spalte. Für alle j ∈ {1, . . . , n} gilt

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaij · det(Aij) .(2)

Beweis. Wir betrachten die durch die rechte Seite von Formel (1) induktiv
definierte Abbildung ω : Mn(R) → R und zeigen wie im Beweis von Propositi-
on 4.6, dass sie multilinear und alterniered in den Spalten von A ist. Aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 4.9 und Definition 4.11 reicht es zu
zeigen, dass die rechte Seite für die Einheitsmatrix den Wert 1 annimmt, um
die Behauptung (1) zu beweisen.

Es sei n ≥ 1 und i ∈ {1, . . . , n}, und ω(A) bezeichne die rechte Seite von (1).
Linearität von ω an der k-ten Stelle folgt für den k-ten Summand, da aik line-
ar von ak ∈ Rn abhängt. Für die restlichen Summanden folgt sie, da detAij

multilinear in den Spalten von Aij ist.

Sei jetzt ak+1 = ak für ein k ∈ {1, . . . , n − 1}. Dann sind der k-te und der
(k+1)-te Summand in (1) bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg; bei
allen anderen Summanden stimmen zwei benachbarte Spalten von Aij überein,
so dass det(Aij) = 0. Also ist ω multilinear und alternierend.

Für die Einheitsmatrix erhalten wir

ω(En) =
n∑

j=1

(−1)i+j δij · det
(
(En)ij

)
= det(En−1) = 1 ,

da nur der Summand mit i = j beiträgt, und da nach Streichen der i-ten Spalte
und Zeile aus der Einheitsmatrix En die Einheitsmatrix En−1 wird. Damit
ist (1) bewiesen.

Wir beweisen (2), indem wir die Transponierte At in (1) einsetzen und
Folgerung 4.15 benutzen. □

4.20. Definition. Es sei A ∈Mn(R). Die Adjunkte von A ist definiert als

adjA =
(
(−1)i+j det(Aji)

)
i,j

∈Mn(R) .

Trotz der ähnlichen Namen hat die Adjunkte nichts mit der adjungierten
Matrix aus Definition 3.7 zu tun. Die nächste Folgerung ergibt sich aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz.

4.21. Folgerung (Cramersche Regeln). Es sei R ein kommutativer Ring
mit Eins. Eine Matrix A ∈Mn(R) ist genau dann invertierbar, wenn

detA ∈ R× =
{
r ∈ R

∣∣ es gibt ein s ∈ R mit rs = 1
}
,



118 4. DETERMINANTEN

und in diesem Fall gilt

A−1 = (detA)−1 adjA .(1)

Wenn detA ∈ R×, ist das Gleichungssystem A ·x = b für alle b ∈ Rn eindeutig
lösbar mit

xi =
detAi

detA
, wobei Ai = (a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) ∈Mn(R) .(2)

Wir nennen R× auch die Einheitengruppe odermultiplikative Gruppe von R,
und ihre Elemente Einheiten. Wegen Satz 4.12 liefert die Determinante einen
Gruppenhomomorphismus det : Aut(V ) → R×.

Beweis. Sei A′
ij ∈Mn(k) diejenige Matrix, die wir erhalten, indem wir in A

die i-te Spalte durch eine Kopie der j-ten ersetzen. Außerdem sei adjA = (cij)i,j .
Wir berechnen

adjA ·A =

( n∑
k=1

cikakj

)
i,j

=

( n∑
k=1

(−1)i+k det(Aki) · akj
)

i,j

= (detA′
ij)i,j = detA · En .

Im letzten Schritt haben wir zum einen ausgenutzt, dass A′
ij zwei gleiche Spalten

hat und daher detA′
ij = 0, falls i ̸= j. Zum anderen ist A′

ii = A für alle i, und

die obige Formel folgt aus der Laplace-Entwicklung nach Satz 4.19 (2).

Wenn A ∈ Mn(R) in R invertierbar ist, folgt detA · detA−1 = 1 aus
Satz 4.12 (2), also ist detA in R invertierbar. Umgekehrt, wenn detA in R
invertierbar ist, existiert nach obiger Rechnung eine Inverse A−1 wie in (1).

Zu (2) multiplizieren wir b mit der Inversen A−1 aus (1) und erhalten mit
der Laplace-Entwicklung nach der i-ten Spalte insbesondere

xi = detA−1 (adjA · b)i =
1

detA

n∑
j=1

(−1)i+j det(Aji) · bj =
detAj

detA
. □

4.22. Beispiel. Das Inverse einer 2× 2-Matrix ist nach der 1. Cramerschen
Regel gerade (

a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
.

Bereits für n ≥ 3 empfiehlt es sich jedoch nicht mehr, Matrizen über Körpern
mit der Cramerschen Regel zu invertieren. Das Gauß-Verfahren aus Bemer-
kung 3.30 (4) ist schneller. Nur über Ringen funktioniert das Gauß-Verfahren
in der Regel nicht.

Anhand der obigen Formel sieht man ein Problem mit Determinanten
über Schiefkörpern: die quaternionische Matrix A =

( 1+i 1+j
1−j 1−i

)
ist invertierbar

(Übung), aber es gilt

ad− bc = (1 + i)(1− i)− (1 + j)(1− j) = 2− 2 = 0 .

Als letztes wollen wir die Ableitung der Determinante berechnen.
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4.23. Definition. Es sei A ∈ Mn(R), dann definieren wir die Spur von A
durch

trA =
n∑

i=1

aii ∈ R .

4.24. Folgerung. Es sei k = R oder C und A : (a, b) →Mn(k) eine diffe-
renzierbare Abbildung, dann gilt

(detA)′ = tr(A′ · adjA) = detA · tr(A′ ·A−1) .

Der letzte Ausdruck ist wegen der Cramerschen Regel 4.21 (1) offensichtlich
nur sinnvoll, wenn detA ̸= 0.

Beweis. Es sei t ∈ (a, b). Wir setzen A = A(t) und B = A′(t). Mit Hilfe
der Leibniz-Formel aus Satz 4.13 sehen wir, dass die Determinante eine Summe
von Produkten ist, die aus jeder Spalte genau einen Matrixeintrag enthalten.
Nach der Produktregel müssen wir in jedem Produkt jeden einzelnen Faktor
einmal ableiten und mit den anderen Faktoren zusammenmultiplizieren. Sei
wieder adjA = (cij)i,j , dann gilt

(detA)′(t) =

n∑
j=1

det((a1, . . . , aj−1, bj , aj+1, . . . , an))

=

n∑
i,j=1

(−1)i+jbij · det(Aij) =

n∑
i,j=1

bij cji = tr(B · adjA) .

Dabei haben in der zweiten Zeile nach der j-ten Spalte entwickelt und dann die
Definition der Adjunkten ausgenutzt. Mit der Cramerschen Regel 4.21 (1) folgt
auch die zweite Behauptung. □

4.3. Orientierung reeller Vektorräume

Eine einfache Folgerung aus Satz 4.12 ist die Möglichkeit, endlich erzeugte
Vektorräume zu

”
orientieren“. Wir lassen nur Körper k ⊂ R zu, damit wir vom

”
Vorzeichen“ eines Elements von k sprechen können.

4.25. Definition. Sei k ⊂ R ein Körper, und sei V ein n-dimensionaler
k-Vektorraum. Seien (x1, . . . , xn) und (y1, . . . , yn) zwei Basen von V mit yj =∑n

i=1 xiaij . Dann heißen die Basen gleich orientiert, wenn die Basiswechselma-
trix A = (aij)i,j ∈ End(kn) positive Determinante hat.

4.26. Folgerung. Sei V ein k-Vektorraum der Dimension n ≥ 1. Der
Begriff

”
gleich orientiert“ definiert eine Äquivalenzrelation mit zwei Äquiva-

lenzklassen auf der Menge aller Basen von V .

Sei 0 ̸= ω ∈ ΛnV ∗ eine Determinantenfunktion, dann bestehen diese Äqui-
valenzklassen aus allen Basen (b1, . . . , bn) für die ω(b1, . . . , bn) > 0 beziehungs-
weise ω(b1, . . . , bn) < 0 gilt.
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Beweis. Es seien B, C Basen von V . Wir betrachten den Basiswechsel

V

kn

C

FF

A // kn .

B

XX

Da Basiswechsel nach Proposition 2.79 invertierbar sind, hat A ein Inver-
ses A−1 ∈ End(kn). Also folgt detA ̸= 0.

Wenn wir ω ∈ ΛnV ∗ ̸= 0, dann folgt

ω(c1, . . . , cn) = (A∗ω)(b1, . . . , bn) = detA · ω(b1, . . . , bn) .
Also sind die Basen B und C genau dann gleich orientiert, wenn ω(b1, . . . , bn)
und ω(c1, . . . , cn) das gleiche Vorzeichen haben. Da

”
hat das gleiche Vorzeichen

wie“ eine Äquivalenzrelation auf k× = k \ {0} ⊂ R× definiert, erhalten wir die
gesuchte Äquivalenzrelation auf der Menge aller Basen.

Da es nur zwei mögliche Vorzeichen gibt, finden wir höchstens zwei
Äquivalenzklassen. Dass es zwei gibt, sieht man daran, dass (−b1, b2, . . . , bn)
und (b1, . . . , bn) verschieden orientiert sind. □

4.27. Definition. Sei k ⊂ R ein Körper. Eine Orientierung eines endlich
erzeugten k-Vektorraums V ist eine Äquivalenzklasse gleich orientierter Basen.
Sei ω ̸= 0 eine Determinantenfunktion, die genau auf dieser Äquivalenzklasse
positiv ist, dann heißt ω positiv bezüglich der gegebenen Orientierung, und
umgekehrt heißt obige Orientierung durch ω induziert.

Ein Automorphismus F ∈ AutV heißt orientierungserhaltend (orientie-
rungsumkehrend), wenn detF > 0 (detF < 0).

Aus dem obigen Beweis folgt, dass die Begriffe
”
orientierungserhaltend“

und
”
orientierungsumkehrend“ nicht von der Wahl einer Orientierung auf V

abhängen.

4.28. Beispiel. Auf dem Vektorraum Rn definieren wir die Standard-Orien-
tierung so, dass die Standard-Basis e1, . . . , en positiv orientiert ist. Für die
Standard-Determinantenfunktion gilt

ωn(e1, . . . , en) = 1 > 0 ,

also ist sie positiv bezüglich der Standard-Orientierung.

In Bemerkung 1.69 haben wir eine geometrische Interpretation des Kreuz-
und des Spatproduktes gegeben. Nur das Vorzeichen hatten wir nicht klären
können. Mit Hilfe der Sarrusschen Regel können wir nachrechnen, dass

ω3(u, v, w) = ⟨u× v, w⟩
gilt. Also ist das Spatprodukt nach 1.69 (2) die (eindeutige) positive Determi-
nantenfunktion, deren Absolutbetrag das Volumen von Parallelotopen angibt.
Da

ω3(u, v, u× v) = ∥u× v∥2 ≥ 0
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gilt, ist das Kreuzprodukt u × v nach 1.69 (1) der (eindeutige) Vektor im R3,
der senkrecht auf u und v steht, dessen Länge den Flächeninhalt des von u
und v aufgespannten Parallelogramms angibt, und der (falls u und v nicht
linear abhängig sind) mit u und v eine positiv orientierte Basis des R3 bildet.

4.29. Bemerkung. In den Übungen haben Sie die orthogonale Gruppe O(n)
der linearen Isometrien des Rn kennengelernt, das heißt, der linearen Abbildun-
gen, die das Standardskalarprodukt ⟨ · , · ⟩ aus Definition 1.51 erhalten. Für
alle A ∈ O(n) gilt detA ∈ {±1}, da

O(n) =
{
A ∈Mn(R)

∣∣ At ·A = En

}
,

siehe auch Proposition 3.9. Außerdem haben wir die spezielle orthogonale Grup-
pe SO(n) der Elemente A ∈ O(n) mit detA = 1 definiert, das ist also die
Untergruppe der orientierungserhaltenden Isometrien.

Genauso haben wir die Untergruppe SL(n,R) ⊂ GL(n,R) der Elemente
mit Determinante 1 kennengelernt. Wir betrachten zunächst die Gruppe

GL(n,R)+ =
{
A ∈ GL(n,R)

∣∣ detA > 0
}
⊂ GL(n,R)

der orientierungserhaltenden Automorphismen. Als nächstes gibt es auch eine
Untergruppe {

A ∈ GL(n,R)
∣∣ |detA| = 1

}
⊂ GL(n,R)

der volumenerhaltenden Automorphismen. Dabei erinnern wir uns daran, dass
das Volumen durch den Absolutbetrag einer Determinantenfunktion gemessen
wird, siehe dazu den Beginn von Abschnitt 4.1. Der Durchschnitt der bei-
den obigen Untergruppen ist genau SL(n,R), somit ist SL(n,R) die Gruppe
der orientierungs- und volumenerhaltenden Automorphismen des Rn. Wie be-
reits am Anfang von Abschnitt 4.1 gesagt, ist über anderen Körpern wie C
oder Z/pZ nicht möglich, Volumina

”
ohne Vorzeichen“ zu erklären. Aus dem

gleichen Grund ist von den obigen Untergruppen der GL(n, k) nur SL(n,k) für
alle k sinnvoll definiert.

Schließlich können wir mit Hilfe der Determinante (und der ersten Cra-
merschen Regel) die allgemeine lineare Gruppe aus Definition 2.72 auch über
beliebigen kommutativen Ringen mit Eins (oder Körpern) leicht charakterisie-
ren, und die spezielle lineare Gruppe wie folgt definieren:

GL(n,R) =
{
A ∈Mn(R)

∣∣ detA ∈ R× } ,
SL(n,R) =

{
A ∈Mn(R)

∣∣ detA = 1
}
.

Determinanten sind wichtige Invarianten linearer Endomorphismen. Im
nächsten Kapitel werden wir sie benutzen, um Eigenwerte von Endomorphis-
men zu bestimmen. Im Zusammenhang mit der mehrdimensionalen Integral-
Transformationsformel wird sie auch wieder benötigt.

Um eine Anschauung für die Determinante zu bekommen und einen Zu-
sammenhang zum Spatprodukt im R3 herzustellen, haben wir im Abschnitt 4.1
zunächst Determinantenfunktionen als

”
orientierte Volumina“ eingeführt (wo-

bei wir aber erst im letzten Abschnitt gesehen haben, dass das Vorzeichen
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eines Volumens etwas mit seiner Orientierung zu tun hat). Den Räumen ΛkV ∗

mit k < dimV können Sie später im Zusammenhang mit dem Satz von Stokes
oder der de Rham-Kohomologie wieder begegnen.

Im zweiten Abschnitt haben wir Determinanten von Endomorphismen als

”
Skalierungsfaktoren“ für Volumina eingeführt. Viele Lehrbücher führen De-
terminanten stattdessen zunächst für Matrizen explizit mit Hilfe der Leibniz-
Formel oder des Laplaceschen Entwicklungssatzes ein, müssen dann aber den
Produktsatz 4.12 etwas umständlicher beweisen. Bei uns wirkt die Definition
zwar etwas komplizierter, hilft uns aber dafür eher, die Bedeutung der Deter-
minanten zu verstehen.

Wir haben verschiedene Rechenverfahren für Determinanten kennengelernt,
dabei ist das Gauß-Verfahren für mittelgroße Matrizen über einem Körper das
schnellste, falls viele Einträge nicht 0 sind. Wenn wir (wie im nächsten Ab-
schnitt) über Ringen arbeiten müssen, oder wenn eine Matrix nur wenige von 0
verschiedene Einträge enthält, bevorzugen wir die Laplace-Entwicklung.

Die Cramerschen Regeln zum Invertieren von Matrizen und zum Lösen von
Gleichungssystemen sind aufgrund ihres hohen Rechenaufwandes eher von theo-
retischem Interesse, wie wir bei der Ableitung der Determinanten gesehen ha-
ben. Das gleiche gilt für die Leibniz-Formel. Immerhin motiviert die Cramersche
Regel den Namen

”
Determinante“ als Invariante, die die eindeutige Lösbarkeit

eines linearen Gleichungssystems bestimmt.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie das Vorzeichen der Determi-
nanten über R uns die Möglichkeit gibt, von Orientierungen zu sprechen. Auch
dieser Begriff wird Ihnen noch häufiger begegnen. Außerdem haben wir einige
typische Matrixgruppen kennengelernt.



KAPITEL 5

Eigenwerte und Normalformen

Wir versuchen, Endomorphismen durch möglichst einfache Matrizen dar-
zustellen, im Idealfall durch Diagonalmatrizen. Dazu studieren wir Eigenwer-
te und Eigenvektoren. Wir lernen feinere Invarianten von Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorräume kennen, das charakteristische und das Mi-
nimalpolynom. Beide helfen, Eigenwerte zu finden und die Struktur von Endo-
morphismen besser zu verstehen. Am Schluss des Kapitels beweisen wir einige
Struktursätze und betrachten die Jordan-Normalform.

Wir benötigen nach wie vor das Kommutativgesetz für die Multiplikation,
und arbeiten daher meist über Körpern oder über kommutativen Ringen mit
Eins. Da wir viel mit Polynomen arbeiten müssen, besteht dieses Kapitel in
etwas zur Hälfte aus Ringtheorie. Unter anderem beweisen wir auch den Satz
über die eindeutige Primfaktorzerlegung und den chinesischen Restsatz.

5.1. Eigenvektoren

5.1. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum und F ∈ Endk V ein Endo-
morphismus. Ein Vektor v ∈ V heißt Eigenvektor von F zum Eigenwert λ ∈ k,
wenn v ̸= 0 und F (v) = v . λ. Sei λ ∈ k, dann heißt die Menge

Vλ =
{
v ∈ V

∣∣ F (v) = v . λ
}

Eigenraum von F zum Eigenwert λ. Ein Element λ ∈ k heißt Eigenwert von F ,
wenn es einen Eigenvektor v ∈ V \ {0} zum Eigenwert λ gibt, das heißt,
wenn Vλ ̸= {0}. Genauso definieren wir Eigenvektoren, Eigenräume und Ei-
genwerte quadratischer Matrizen über k.

Zum Beispiel betrachte

A =

(
2 1
1 2

)
∈M2(Q) , v =

(
1
1

)
∈ Q2 und w =

(
1
−1

)
∈ Q2 ,

dann ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3 und w ein Eigenvektor zum
Eigenwert 1, wie man leicht nachrechnet.

Auch Endomorphismen unendlich-dimensionaler Vektorräume können Ei-
genvektoren haben. Sei etwa C∞(R) der Raum der unendlich oft differenzierba-
ren reellwertigen Funktionen auf R, dann ist die Ableitung d

dx ein Endomorphis-
mus von C∞(R), und jedes λ ∈ R ist Eigenwert; die zugehörigen Eigenvektoren
(
”
Eigenfunktionen“) haben die Form

x 7→ c eλx mit c ̸= 0 .

123
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Der Eigenraum Vλ besteht somit aus dem Nullvektor und allen Eigenvek-
toren zu λ. Man beachte, dass der Nullvektor als Element des Eigenraumes
zugelassen ist, aber selbst nicht als Eigenvektor betrachtet wird. Das liegt dar-
an, dass die Gleichung F (0) = 0 . λ für alle λ und alle F erfüllt ist und somit
keine Information über F und λ enthält.

5.2. Bemerkung. Da k ein Körper ist, gilt v . λ = (λ · idV )(v), so dass wir
den Eigenraum Vλ auch schreiben können als

Vλ =
{
v ∈ V

∣∣ (F − λ · idV )(v) = 0
}
= ker(F − λ · idV ) .

Insbesondere ist Vλ ⊂ V ein Unterraum nach Proposition 2.56 (1).

Wir nehmen jetzt an, dass V endlich-dimensional ist. Um den Eigenraum
zu einem vorgegebenen λ ∈ k zu berechnen, müssen wir also nur eine Basis B
von V wählen, die Abbildungsmatrix A von F bezüglich der Basis B (sowohl
für den Definitions- als auch für den Wertebereich V ) bestimmen, und dann
das Gleichungssystem

(A− λEn)(x) = 0

lösen. Die Lösungsmenge liefert genau die B-Koordinaten der Elemente des
Eigenraums Vλ.

Wir könnten Eigenvektoren auch für Endomorphismen von Moduln über
kommutativen Ringen definieren. Wenn wir auf die Kommutativität der Multi-
plikation verzichten, ist es sinnvoller, anstelle von Eigenräumen eindimensionale
invariante Unterräume U ⊂ V , also Unterräume mit F (U) ⊂ U zu betrachten
(Übung).

Wenn ein Endomorphismus F ∈ Endk V genug Eigenvektoren hat, können
wir unter Umständen eine Basis von V finden, bezüglich der F eine besonders
einfache Abbildungsmatrix hat. Wir erinnern uns an den Begriff der Dreieck-
matrix aus Definition 4.16.

5.3. Definition. Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix A =
(aij)i,j ∈Mn(R), so dass aij = 0 für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i ̸= j.

Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul . Ein Endomorphismus F ∈
EndRM heißt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von M gibt, bezüglich
der die Abbildungsmatrix von F eine Diagonalmatrix ist. Wir nennen F trigo-
nalisierbar, wenn es eine Basis gibt, bezüglich der die Abbildungsmatrix von F
eine Dreiecksmatrix ist.

Eine Matrix A ∈ Mn(R) heißt trigonalisierbar (diagonalisierbar), wenn es
eine invertierbare Matrix G ∈ GL(n,R) gibt, so dass G−1 ·A ·G eine Dreiecks-
(Diagonal-) matrix ist.

Eine typische Diagonalmatrix hat also die Gestalt
a11 0 · · · 0

0 a22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 ann

 ∈Mn(R) .
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Ein Endomorphismus F ∈ EndRM (eine Matrix A ∈Mn(R)) ist diagonalisier-
bar (trigonalisierbar), wenn es eine Basis B mit Basisabbildung B : Rn → M
(eine invertierbare Matrix G ∈ Gl(n,R)) und eine Diagonalmatrix (obere Drei-
ecksmatrix) C ∈ Mn(R) gibt, so dass das passende der folgenden Diagramme
kommutiert:

M
F // M

Rn

B ∼=

OO

C

BFB

// Rn ,

B∼=

OO Rn A // Rn

Rn

G ∼=

OO

C

G−1AG
// Rn .

G∼=

OO

Da man mit Diagonalmatrizen besonders einfach rechnen kann, wäre es schön,
wenn jeder Endomorphismus diagonalisierbar wäre. Das ist aber leider nicht
der Fall.

Da jede Diagonalmatrix insbesondere eine Dreiecksmatrix ist, folgt trigo-
nalisierbar aus diagonalisierbar. Übrigens spielt es keine Rolle, ob wir Trigona-
lisierbarkeit mit oberen oder mit unteren Dreiecksmatrizen definieren: sei die
Abbildungsmatrix A = (aij)i,j von F bezüglich B = (b1, . . . , bn) eine obere Drei-
ecksmatrix, dann ist die Abbildungsmatrix (an+1−i,n+1−j)i,j von F bezüglich
der Basis (bn, . . . , b1) eine untere Dreiecksmatrix, und umgekehrt.

5.4. Proposition. Es sei V ein k-Vektorraum mit Basis B = (b1, . . . , bn),
und sei F ∈ Endk V ein Endomorphismus mit Abbildungsmatrix A bezüglich B.
Dann ist bj genau dann ein Eigenvektor von F zum Eigenwert λj, wenn die j-te
Spalte von A gerade ej . λ ist. Insbesondere ist F genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt.

Beweis. Die j-te Spalte von A enthält die B-Koordinaten von F (bj) nach
Folgerung 2.77. Also ist bj genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert λj ,
wenn F (bj) = bj . λj , und somit die j-te Spalte aj von A die Zahl λj an der
j-ten Stelle und sonst nur Nullen enthält, das heißt, wenn aj = ej . λj . Es folgt
die erste Behauptung. Die zweite ist jetzt offensichtlich. □

Um eine Basis aus Eigenvektoren zu bekommen, brauchen wir also eine
Familie von Eigenvektoren, die linear unabhängig sind und V erzeugen. Lineare
Unabhängigkeit garantiert uns in Spezialfällen die folgende Überlegung.

5.5. Proposition. Eigenvektoren eines Endomorphismus zu verschiedenen
Eigenwerten sind linear unabhängig.

Beweis. Es sei V ein k-Vektorraum und F ∈ Endk V ein Endomorphismus.
Es sei (vi)i∈I eine Familie in V \ {0} und (λi)i∈I eine Familie in k mit λi ̸= λj
für alle i, j ∈ I mit i ̸= j, so dass vi jeweils Eigenvektor zum Eigenwert λi ist.
Zu zeigen ist, dass die Familie (vi)i∈I linear unabhängig ist.

Wir beginnen mit dem Fall I = {1, . . . , k}, das heißt, wir betrachten nur
endlich viele Eigenvektoren. In diesem Fall verläuft der Beweis durch vollständi-
ge Induktion über k. Im Fall k = 0 ist nichts zu zeigen.
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Sei k ≥ 1 und seien ai ∈ k gegeben, so dass

0 =
k∑

i=1

vi . ai .

Dann dürfen wir den Endomorphismus F − λk idV anwenden und erhalten

0 = (F − λk idV )

( k∑
i=1

vi . ai

)
=

k∑
i=1

vi . (λi − λk) . ai

=
k−1∑
i=1

vi .
(
(λi − λk︸ ︷︷ ︸

̸=0

) · ai
)
.

Nach Induktionsvoraussetzung verschwinden die Zahlen (λi − λk) · ai ∈ k, es
folgt ai = 0 für i = 1, . . . , k − 1. Aus der ursprünglichen Gleichung wird also

0 = vk . ak ,

und da vk ̸= 0 folgt ak = 0. Also sind (v1, . . . , vk) linear unabhängig.

Es bleibt der Fall einer unendlichen Indexmenge. Nach Definition (2.28)
müssen wir Linearkombinationen

0 =
∑
i∈I

vi . ai

betrachten, bei denen ai = 0 für fast alle i ∈ I gilt. Also bleibt eine endliche
Linearkombination stehen, und das obige Argument zeigt wieder, dass ai = 0
für alle i ∈ I. □

Wir erinnern uns an die direkte Summe von Unterräumen aus Abschnitt 2.4
(vor Definition 2.65). Insbesondere heißt eine Summe von Unterräumen Ui

für i ∈ I direkt, wenn wenn Ui ∩
∑

j∈I,j ̸=i Uj = {0} für alle i ∈ I.

5.6. Folgerung. Es sei V ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F ∈
Endk V ein Endomorphismus.

(1) Dann hat F höchstens n verschiedene Eigenwerte.
(2) Wenn es n verschiedene Eigenwerte gibt, besitzt V eine Basis aus Ei-

genvektoren; somit ist F dann diagonalisierbar.
(3) Seien Vλ1, . . . , Vλk

Eigenräume von F zu verschiedenen Eigenwerten
von F , dann gilt

Vλ1 + · · ·+ Vλk
= Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλk

⊂ V .

(4) Der Endomorphismus F ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine
direkte Summe aus Eigenräumen von F ist.

Beweis. Nach dem Basisaustauschsatz 3.4 kann es kein Tupel aus mehr
als n linear unabhängigen Vektoren geben, und (1) folgt aus Proposition 5.5.

Seien v1, . . . , vn Eigenvektoren, dann sind sie linear unabhängig nach Pro-
position 5.5. Nach einer Übung bilden je n linear unabhängige Vektoren eine
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Basis eines n-dimensionalen Vektorraums. Nach Proposition 5.4 ist F also dia-
gonalisierbar, und es folgt (2).

Seien jetzt Vλ1 , . . . , Vλk
Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . ,

λk von F . Zu zeigen ist

Vλi
∩
∑
j ̸=i

Vλj
= {0}

für alle i = 1, . . . , k. Sei also

vi =
∑
j ̸=i

vj ∈ Vλi
∩
∑
j ̸=i

Vλj
mit vj ∈ Vλj

für alle j ,

dann gilt

0 = vi −
∑
j ̸=i

vj ∈ V .

Wäre vi ̸= 0, so ergäbe dies eine lineare Abhängigkeit zwischen Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten (dabei betrachten wir nur diejenigen j ∈
{1, . . . , k} mit vj ̸= 0), im Widerspruch zu Proposition 5.5. Also ist die Summe
direkt, und es folgt (3).

Als nächstes beweisen wir (4),
”
=⇒“. Sei also B = (b1, . . . , bn) eine Basis

von V , so dass F bezüglich B durch eine Diagonalmatrix A dargestellt wird.
Nach Proposition 5.5 ist jeder Basisvektor ein Eigenvektor. Seien λ1, . . . , λk
die Eigenwerte von F . Zu jedem Eigenwert λj von F sei Uλj

⊂ Vλj
der Unter-

raum, der von den Basisvektoren bi mit F (bi) = bi . λj aufgespannt wird. Dann
folgt aus (3) und der Tatsache, dass B eine Basis ist und jeder Basisvektor in
einem Uλj

vorkommt, dass

V =

k∑
j=1

Uλj
⊂

k⊕
j=1

Vλj
⊂ V .

Daher gilt
”
=“ anstelle von

”
⊂“ in der obigen Ungleichung, insbesondere ist V

die direkte Summe der Eigenräume von F .

Sei zu (4),
”
⇐=“, schließlich V =

∑n
i=1 Vλi

, dann ist die Summe direkt
nach (3). Wir wählen Basen (bi1, . . . , b

i
ri) von Vλi

. Nach Voraussetzung bildet das

Tupel (b11, b
1
2, . . . , b

1
r1 , b

2
1, . . . , b

k
rk
) ein Erzeugendensystem von V . Da die Summe

direkt ist, bildet es sogar eine Basis. Denn seien jetzt aij ∈ k, so dass

0 =

k∑
i=1

ri∑
j=1

bij . a
i
j .

Für jedes ℓ ∈ {1, . . . , k} folgt daraus

rℓ∑
j=1

bℓj . a
ℓ
j = −

k∑
i=1
i ̸=ℓ

ri∑
j=1

bij . a
i
j .
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Da die Summe direkt ist, sind beide Seiten 0. Da (bℓ1, . . . , b
ℓ
rℓ
) als Basis von Vλℓ

linear unabhängig ist, gilt aℓ1 = · · · = aℓrℓ = 0. Insgesamt ist das Tu-

pel (b11, b
1
2, . . . , b

1
r1 , b

2
1, . . . , b

k
rk
) eine Basis aus Eigenvektoren, also ist F diago-

nalisierbar. □

5.7. Folgerung. Es seien V und W zwei n-dimensionale k-Vektorräume,
F ∈ Endk V und G ∈ EndkW . Außerdem seien λ1, . . . , λn ∈ k paarweise
verschiedene Eigenvektoren von F . Dann existiert genau dann ein Isomorphis-
mus P : V → W mit P ◦ F = G ◦ P , wenn G die gleichen Eigenwerte wie F
hat.

Beweis. Übung. □

5.8. Bemerkung. Als Fazit dieses Abschnitts halten wir fest, dass es sich
lohnt, Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen zu bestimmen, um
eine Abbildungsmatrix in möglichst einfacher Form zu finden. Wir werden dieses
Ziel später noch weiter verfolgen.

Außerdem zeigt Folgerung 5.7, dass Eigenwerte etwas mit dem
”
Normal-

formproblem“ für Endomorphismen zu tun haben. Hierbei nennen wir zwei
Endomorphismen F ∈ Endk V und G ∈ EndkW isomorph, wenn ein Isomor-
phismus P : V →W existiert, so dass das Diagramm

V

F
��

P // W

G
��

V
P // W

kommutiert. Nach Folgerung 5.6 (2) bilden Diagonalmatrizen die zugehörige
Normalform für die dort betrachtete Klasse von Abbildungen, und die Menge
der Eigenwerte eine vollständige Invariante im Sinne von Bemerkung 3.20. Da
nicht alle Abbildungen den Voraussetzungen der Folgerung genügen, erhalten
wir noch keine allgemeine Aussage.

Der entscheidende Unterschied zu Folgerung 3.19 besteht darin, dass wir an-
stelle zweier verschiedenener Isomorphismen P und Q denselben Isomorphismus
benutzen wollen für Definitions- und Wertebereich, denn bei einem Endomor-
phismus sind ja Definitions- und Wertebereich identisch.

5.2. Polynome

In diesem Abschnitt führen wir den Polynomring über einem gegebenen
Ring ein und beweisen einige wichtige Sätze, insbesondere eine

”
eindeutige

Primfaktorzerlegung“ für normierte Polynome.

Zur Motivation betrachten wir Bemerkung 5.2. Sei V ein n-dimensionaler
k-Vektorraum und F ∈ Endk V ein Endomorphismus. Eine Zahl λ ∈ k ist genau
dann ein Eigenwert von F , wenn ker(F−λ idV ) ̸= {0}, wenn also F−λ idV nicht
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invertierbar ist, das heißt nach Folgerung 4.21 (1) genau dann, wenn det(F −
λ idV ) = 0. Wir können also die Funktion

χF : k → k mit χF (λ) = det(F − λ idV )

betrachten und ihre Nullstellen suchen, um Eigenwerte von F zu finden. Ohne
etwas über die Struktur dieser Funktion zu wissen, kann es allerdings schwierig
werden, Nullstellen zu finden. Wir wollen die Funktion χF daher etwas alge-
braischer betrachten, was uns in vieler Hinsicht mehr Informationen liefert.

Wir erinnern uns an die Menge R(N) der endlichen R-wertigen Folgen, siehe
Beispiel 2.30. Für jede Zahl r ∈ R in einem Ring mit Eins definieren wir r0 = 1,
siehe Definition 1.37.

5.9. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Poly-
nom über R in der Variablen X ist ein Ausdruck der Form

P = P (X) =
∞∑
i=0

piX
i(1)

mit (pi)i ∈ R(N). Die Menge aller Polynome über R in der Variablen X bezeich-
nen wir mit R[X].

Der größte Index i ∈ N mit pi ̸= 0 heißt der Grad degP von P ; falls pi = 0
für alle i ∈ N, setzen wir degP = −∞. Polynome P ∈ R[X] vom Grad degP ≤
0 heißen konstant.Wir identifizieren die Menge der konstanten Polynome mit R,
so dass das konstante Polynom P (X) = p0X

0 ∈ R[X] gerade dem Element p0 ∈
R entspricht. Polynome P ∈ R[X] vom Grad degP ≤ 1 heißen linear.

Es sei P (X) =
∑k

i=0 piX
i ∈ R[X] \ {0} ein Polynom vom Grad degP ≥ 0,

dann heißt pdegP der Leitkoeffizient von P . Ein normiertes Polynom ist ein
Polynom P ̸= 0 mit Leitkoeffizient pdegP = 1.

Es seiQ =
∑∞

j=0 qj X
j ein weiteres Polynom, dann definieren wir die Summe

und das Produkt von P und Q durch

(P +Q)(X) =

∞∑
i=0

(pi + qi)X
i(2)

und (P ·Q)(X) =
∞∑
i=0

i∑
j=0

(pi−j · qj)Xi .(3)

Außerdem definieren wir die Auswertungsabbildung ev : R[X]×R→ R durch

ev(P, r) = P (r) =

∞∑
i=0

pi · ri =
∞∑
i=0

pi · r · · · r︸ ︷︷ ︸
i Faktoren

.(4)

Wir ordnen jedem Polynom P über R eine Funktion P : R → R zu, so
dass P (r) = ev(P, r).

Man beachte, dass wir bei einem Polynom die Variable X in der Notati-
on P = P (X) mitschreiben oder weglassen dürfen. In der Regel lassen wir die
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Variable X nur dann weg, wenn klar ist, dass P ein Polynom in der Variablen X
ist.

Wir fassen die Menge RR aller Funktionen von R nach R als Ring mit
punktweiser Addition und Multiplikation auf, also

(f + g)(r) = f(r) + g(r) und (f · g)(r) = f(r) · g(r)
für alle f , g : R→ R. Unter der Abbildung R[X] → RR werden die konstanten
Polynome auf konstante Funktionen abgebildet.

5.10. Definition. Es seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist
eine Abbildung f : R→ S, die für alle r, t ∈ R, die Axiome

f(r + t) = f(r) + f(t) und(H1)

f(r · t) = f(r) · f(t)(H2)

erfüllt. Seien R und S Ringe mit Eins, dann heißt f unitär, wenn zusätzlich

f(1R) = 1S .(H3)

Da 0 das einzige Element ist mit 0 = 0+0, folgt aus (H1) bereits f(0R) = 0S
für alle Ringhomomorphismen.

5.11. Proposition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins 1 ∈ R.

(1) Die Polynome bilden einen kommutativen Ring (R[X],+, · ) mit Eins

1R[X] = 1 ·X0 =
k∑

i=0

δi0X
i .

(2) Für alle r ∈ R ist die Auswertung ev( · , r) : R[X] → R mit P 7→ P (r)
ein unitärer Ringhomomorphismus.

(3) Die Abbildung R[X] → RR ist ebenfalls ein unitärer Ringhomomor-
phismus.

Für Rechnungen mit Polynomen gelten nach (1) also die gleichen Regeln
wie im Ring R, nämlich Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze. Die
Aussagen (2) und (3) besagen, dass alle Rechnungen mit Polynomen gültig
bleiben, wenn wir für X Elemente aus R in P einsetzen.

Außerdem wollen wir darauf hinweisen, dass ein lineares Polynom P =
aX + b nicht notwendigerweise eine lineare Abbildung P : R→ R liefert — das
gilt nur, wenn b = 0.

Beweis. Zu (1) müssen wir zunächst zeigen, dass (R[X],+) eine abelsche

Gruppe bildet. Da die Addition von Polynomen der Addition in R(N) entspricht,
folgt das aus Beispiel 2.30. Die Ringaxiome (R1)–(R4) folgen durch Nachrech-
nen aus den entsprechenden Axiomen für R. Wir machen das hier für das erste
Distributivgesetz vor. Seien

P (X) =
k∑

i=1

piX
i , Q(X) =

ℓ∑
i=1

qiX
i und R(X) =

m∑
i=1

riX
i
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Polynome über R, dann gilt

(
P · (Q+R)

)
(X) =

k+max(ℓ,m)∑
i=0

i∑
j=0

(
pi−j (qj + rj)

)
Xi

=

max(k+ℓ,k+m)∑
i=0

( i∑
j=0

pi−j qj +
i∑

j=0

pi−j rj

)
Xi

= (P ·Q+ P ·R)(X) .

Die anderen Axiome folgen durch ähnliche Rechnungen.

Zu (2) beweisen wir (H1)–(H3). Für ev( · , r) haben diese Axiome die fol-
gende Form:

(P +Q)(r) = P (r) +Q(r) , (H1)

(P ·Q)(r) = P (r) ·Q(r) und (H2)

1R[X](r) = 1 . (H3)

Seien also P , Q wie oben und r ∈ R, dann gilt

(P +Q)(r) =

max(k,ℓ)∑
i=0

(pi + qi) r
i =

k∑
i=0

pi r
i +

ℓ∑
i=0

qi r
i = P (r) +Q(r) ,

(P ·Q)(r) =
k+ℓ∑
i=0

i∑
j=0

pi−j qj r
i =

k+ℓ∑
i=0

i∑
j=0

pi−j r
i−j · qj rj

=

( k∑
i=0

pi r
i

)
·
( ℓ∑

j=0

qj r
j

)
= P (r) ·Q(r) ,

und 1R[X](r) = 1 · r0 = 1 .

Da Addition und Multiplikation in RR punktweise definiert sind, folgt (3)
aus (2). □

Im Beweis von (H2) haben wir unter anderem benutzt, dass R kommuta-
tiv ist. Aus diesem Grund betrachten wir Polynome nur über kommutativen
Ringen, denn über nichtkommutativen Ringen gäbe es keine schöne Auswer-
tungsabbildung. Außerdem wird unsere Notation für Polynome nun klarer: wir
schreiben X als Abkürzung für das Polynom

X =
∞∑
i=0

δi1X
i ∈ R[X] ,

dann folgt mit vollständiger Induktion und Definition 5.9 (3), dass

Xk =

∞∑
i=0

δikX
i = X · · ·X︸ ︷︷ ︸

k Faktoren

,
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und Polynome sind Linearkombinationen der Basiselemente 1 = X0, X = X1,
X2, . . . Typische Polynome über Z sind also zum Beispiel

13 , X − 7 , und X2 + 1 .

5.12. Bemerkung. Da nur endlich viele pi ̸= 0 sind, ist der Grad pi ∈
N∪ {−∞} wohldefiniert, und das einzige Polynom vom Grad −∞ ist das Null-
polynom

0R[X] =

∞∑
i=0

0Xk .

Es seien jetzt P , Q ∈ R[X] wie oben, mit k = degP und ℓ = degQ.

(1) Das Maximum max(k, ℓ) zweier natürlicher Zahlen ist die größere von
beiden. Außerdem setzen wir

max(n,−∞) = max(−∞, n) = n für alle n ∈ N ∪ {−∞} .
Dann gilt

deg(P +Q) ≤ max(degP,degQ) ,

denn für alle m > max(k, ℓ) erhalten wir pm+qm = 0 als Koeffizienten
von Xm in P +Q nach Definition 5.9 (2).

(2) Wenn
deg(P +Q) < max(degP,degQ) ,

dann haben beide Polynome den gleichen Grad und die Summe der
Leitkoeffizienten von P und Q verschwindet. Als Beispiel betrach-
te P = X − 3 und Q = −X + 5, dann ist

P +Q = (X − 3) + (−X + 5) = 2 .

(3) Für das Produkt P ·Q gilt

deg(P ·Q) ≤ degP + degQ ,

denn nach Definition 5.9 (3) ist der Koeffizient von Xk+ℓ in P · Q
gerade pk ·qℓ, und höhere Potenzen von X kommen nicht vor. Falls P =
0 oder Q = 0, gilt diese Formel immer noch, wenn wir

(−∞) + n = n+ (−∞) = −∞ für alle n ∈ N
setzen.

(4) Der Fall
deg(P ·Q) < degP + degQ

kann nur eintreten, wenn das Produkt der Leitkoeffizienten pk · qℓ ver-
schwindet. Nach Voraussetzung ist pk ̸= 0 ̸= qk, also sind pk und qℓ
Nullteiler, siehe Bemerkung 2.13 (2).

5.13. Satz (Polynomdivision mit Rest). Es sei R ein kommutativer Ring
mit Eins, es seien P , Q ∈ R[X] Polynome über R, und Q sei normiert. Dann
existieren eindeutige Polynome S, T ∈ R[X], so dass

P = S ·Q+ T(1)

und deg T < degQ .(2)
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Dieser Satz ist völlig analog zur Division mit Rest in N, siehe Abschnitt 2.2
vor Satz 2.18. Dabei entspricht der Polynomgrad hier der Größe des Restes
dort.

Beweis. Die Existenz von S und T beweisen wir durch Induktion über k =
degP . Im Falle degP < degQ setzen wir T = P und S = 0 und sind fertig.

Wir nehmen jetzt an, dass k = degP ≥ degQ, und dass wir alle Polynome
vom Grad < k mit Rest durch Q dividieren können. Es sei ℓ = degQ. Da Q
normiert ist, schreiben wir Q als

Q(X) = Xℓ +
ℓ−1∑
j=0

qj X
j .

Es sei pk ̸= 0 der Leitkoeffizient von P , dann betrachten wir das Polynom

P ′(X) = P (X)− pkX
k−ℓ ·Q(X) ∈ R[X] .

Dann gilt

pkX
k−ℓ ·Q(X) =

ℓ∑
i=0

pk qiX
k−ℓ+i = pkX

k +
k−1∑

j=k−ℓ

pk qj+ℓ−kX
j ,

also verschwindet der Koeffizient vom Grad k in P ′, so dass degP ′ < k. Nach
Induktionsvoraussetzung existieren S′, T ∈ R[X] mit deg T < ℓ = degQ, so
dass

P ′ = S′ ·Q+ T .

Wir setzen S(X) = S′(X) + pkX
ℓ−k und erhalten

P (X) = P ′(X) + pkX
k−ℓ ·Q(X)

=
(
S′(X) + pkX

k−ℓ
)
·Q(X) + T (X) = S(X) ·Q(X) + T (X) ,

womit die Existenz von S und T gezeigt ist.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dass

P = S ·Q+ T = S′ ·Q+ T ′ ∈ R[X] mit deg T , deg T ′ < degQ .

Dann gilt

deg
(
(S − S′) ·Q

)
= deg(T ′ − T ) < degQ ,(*)

denn aus Bemerkung 5.12 (1) folgt deg(T − T ′) ≤ max(deg T, deg T ′) < degQ.
Wir nehmen an, dass S − S′ ̸= 0, dann sei n = deg(S − S′), und sn sei der
Leitkoeffizient. Aus Bemerkung 5.12 (3) folgt

deg
(
(S − S′) ·Q

)
≤ deg(S − S′) + degQ = n+ ℓ ,

und der Koeffizient vor Xℓ+n wird gegeben durch sn · qℓ = sn ̸= 0, so dass

deg
(
(S − S′) ·Q

)
= deg(S − S′) + degQ ≥ degQ

im Widerspruch zu (*). Also gilt S = S′, und Eindeutigkeit folgt, da

T ′ − T = (S − S′) ·Q = 0 ∈ R[X] . □
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Wenn wir über einem Körper arbeiten, können wir durch beliebige Polyno-
me Q ̸= 0 dividieren. Dazu dividieren wir alle Koeffizienten von Q durch den
Leitkoeffizienten und erhalten so ein normiertes Polynom. Am Ende müssen wir
dann das Ergebnis S noch durch den Leitkoeffizienten von Q teilen. Als Beispiel
betrachte P = X2−1 und Q = 2X+1. Wir dividieren zunächst durch 1

2 Q und
erhalten

X2 − 1 =

(
X − 1

2

)
·
(
X +

1

2

)
− 3

4
,

also gilt

X2 − 1 =

(
X

2
− 1

4

)
· (2X + 1)− 3

4
.

Im Folgenden werden wir allerdings meistens durch normierte Polynome divi-
dieren.

Wir schreiben Q | P , wenn die obige Division ohne Rest möglich ist, das
heißt, wenn S ∈ R[X] existiert, so dass P = S · Q. Andernfalls schreiben
wir Q ∤ P . Falls R ein Körper ist, können wir sogar den größten gemeinsamen
Teiler zweier Polynome definieren und mit dem Euklidischen Algorithmus 2.18
ausrechnen (Übung). Um ein eindeutiges Ergebnis zu erhalten, verlangen wir,
dass der größte gemeinsame Teiler wieder ein normiertes Polynom ist.

5.14. Definition. Ein Ring R heißt nullteilerfrei, wenn für alle r, s ∈ R
aus r · s = 0 bereits folgt, dass r = 0 oder s = 0. Ein Integritätsbereich oder
Integritätsring ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Eins.

In Bemerkung 2.13 haben wir uns überlegt, dass Ringe genau dann null-
teilerfrei sind, wenn für die Multiplikation Kürzungsregeln gelten. Insbesondere
ist jeder Schiefkörper nullteilerfrei und somit ist jeder Körper ein Integritäts-
bereich. Aus Bemerkung 5.12 (4) folgt, dass ein Polynomring über einem Inte-
gritätsbereich auch wieder ein Integritätsbereich ist.

5.15. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann gilt für
alle r ∈ R und alle P ∈ R[X], dass

P (r) = 0 ⇐⇒ (X − r) | P .(1)

Wenn R ein Integritätsbereich ist, gilt für alle r ∈ R und alle Polynome P ,
Q ∈ R[X], dass

(X − r) | (P ·Q) ⇐⇒
(
(X − r) | P oder (X − r) | Q

)
.(2)

Polynome vom Typ X − r nennen wir auch Linearfaktoren.

Beweis. Wir dividieren P ∈ R[X] durch X − r mit Rest wie in Satz 5.13
und erhalten S, T ∈ R[X] mit deg T < 1 = deg(X − r). Also ist T = t ∈ R ein
konstantes Polynom, und es gilt

P = S · (X − r) + t .

Nach Proposition 5.11 (2) dürfen wir X = r einsetzen und erhalten (1), da

P (r) = S(r) · (r − r) + t = t .
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Es gelte (X − r) | (P ·Q), dann folgt

(P ·Q)(r) = P (r) ·Q(r) = 0

aus (1) und Proposition 5.11 (2). Da R nach Voraussetzung nullteilerfrei ist,
gilt P (r) = 0 oder Q(r) = 0. Mit (1) folgt (X − r) | P oder (X − r) | Q. Also
gilt

”
=⇒“ in (2), die Rückrichtung ist klar. □

5.16. Bemerkung. In der obigen Folgerung brauchen wir Nullteilerfreiheit
für (2). Sei etwa R = Z/6Z und sei P = X2 − X ∈ (Z/6Z)[X]. Nachrechnen
liefert die Tabelle

r
∣∣ [0] [1] [2] [3] [4] [5]

P (r)
∣∣ [0] [0] [2] [0] [0] [2]

.

Also hat P vier verschiedene Nullstellen r1 = [0], r2 = [1], r3 = [3] und r4 = [4]
und somit vier Teiler Qi = X − ri für i = 1, . . . , 4 nach (1). Tatsächlich gilt

P = X · (X − [1]) = (X − [3]) · (X − [4]) = Q1 ·Q2 = Q3 ·Q4 .

Aber keines der vier Polynome Qi teilt eines der anderen, denn wieder nach (1)
reicht es zu zeigen, dass

0 ̸= Qi(rj) = rj − ri für alle i, j mit i ̸= j .

Jetzt erhalten wir einen Widerspruch zu (2), denn beispielsweise gilt

Q3 | (Q1 ·Q2) , aber Q3 ∤ Q1 und Q3 ∤ Q2 .

Selbstverständlich kann ein Linearfaktor auch mehrfach, also in einer höher-
en Potenz vorkommen, beispielsweise gilt

X3 − 3X − 2 = (X − 2) · (X + 1)2 .

5.17. Definition. Es sei P ∈ R[X] \ {0}, r ∈ R und k ∈ N. Dann heißt r
eine Nullstelle der Ordnung k von P , wenn

(X − r)k | P und (X − r)k+1 ∤ P ,

und wir schreiben ordr P = k.

Insbesondere ist r eine Nullstelle der Ordnung 0, wenn P (r) ̸= 0. Anders
gesagt ist eine

”
Nullstelle der Ordnung 0“ gar keine echte Nullstelle von P .

5.18. Proposition. Es sei R ein Integritätsbereich und P ∈ R[X] \ {0},
dann gilt ∑

r∈R
ordr P ≤ degP .(1)

Insbesondere hat ein Polynom vom Grad k höchstens k verschiedene Nullstellen.

Wir nennen die linke Seite von (1) auch die gewichtete Anzahl der Nullstel-
len von P . Gemeint ist, dass Nullstellen höheren Ordnung mehrfach, also mit
höherem

”
Gewicht“ gezählt werden.
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Beweis. In der obigen Summe interessieren nur echte Nullstellen von P ,
also diejenigen r ∈ R mit ordr P ̸= 0. Es seien also zunächst endlich viele r1,
. . . , rℓ ∈ R gegeben mit P (ri) = 0 für alle i und ri ̸= rj für alle i ̸= j. Wegen
Folgerung 5.15 (1) gilt wie in Bemerkung 5.16, dass (X−ri) ∤ (X−rj) für i ̸= j,
da rj − ri ̸= 0.

Durch Induktion über ℓ erhalten wir ein Polynom S = Sℓ vom Grad degSℓ =
degP − ℓ, so dass

P = Sℓ · (X − r1)
ordr1 P · · · (X − rℓ)

ordrℓ P .

Für ℓ = 0 setzen wir S0 = P . Sei ℓ > 0, dann existiert Sℓ−1 wie oben nach
Induktion, und es folgt

(X − rℓ) |
(
Sℓ−1 · (X − r1)

ordr1 P · · · (X − rℓ−1)
ordrℓ−1 P

)
.

Da (X − rℓ) ∤ (X − rℓ−1), gilt (X − rℓ) ∤ (X − rℓ−1)
ordrℓ−1 P und

(X − rℓ) |
(
Sℓ−1 · (X − r1) · · · (X − rℓ−2)

)
wegen Folgerung 5.15 (2). Mit dem gleichen Argument folgt schließlich,
dass (X − rℓ) | Sℓ−1. Falls ordrℓ P > 1, fahren wir fort mit

P/(X − rℓ) =
(
Sℓ−1/(X − rℓ)

)
· (X − r1)

ordr1 P · · · (X − rℓ−1)
ordrℓ−1 P .

Auf diese Weise erhalten wir (X−rℓ)ordrℓ P | Sℓ−1 nach endlich vielen Schritten.
Also existiert das gesuchte Sℓ ∈ R[X] mit Sℓ−1 = Sℓ · (X − rℓ)

ordrℓ P .

Da R nullteilerfrei ist, folgt mit Bemerkung 5.12 (4), dass

degP = degSℓ + deg(X − r1)
ordr1 P + · · ·+ deg(X − rℓ)

ordrℓ P

= degSℓ +
ℓ∑

i=1

ordri P ≥
ℓ∑

i=1

ordri P .

Insbesondere kann es insgesamt nur endlich viele Nullstellen geben, so dass die
Summe über ordr P wohldefiniert ist. Die letzte Aussage ergibt sich daraus,
dass jede echte Nullstelle mindestens Ordnung 1 hat. □

5.19. Bemerkung. Der obige Beweis erinnert ein wenig an die eindeutige
Primfaktorzerlegung natürlicher Zahlen. Tatsächlich kann man jedes normierte
Polynom über einem Körper k auf eindeutige Weise als Produkt normierter
Polynome schreiben, die sich selbst nicht weiter zerlegen lassen. Welche Poly-
nome als

”
Primfaktoren“ in Frage kommen, hängt von k ab. Betrachte etwa das

Polynom
P (X) = X3 − 2 ∈ Q[X] ⊂ R[X] ⊂ C[X] .

Über C erhalten wir die Nullstellen

3
√
2 , − 3

√
2
1 +

√
3 i

2
, und − 3

√
2
1−

√
3 i

2
,

wie man durch Nachrechnen überprüft. Mehr Nullstellen kann es dank Propo-
sition 5.18 nicht geben. Somit erhalten wir

X3 − 2 =
(
X − 3

√
2
)
·
(
X +

3
√
2
1 +

√
3 i

2

)
·
(
X +

3
√
2
1−

√
3 i

2

)
∈ C[X] .
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Über den reellen Zahlen sehen wir nur eine Nullstelle und erhalten daher die

”
Primfaktorzerlegung“

X3 − 2 =
(
X − 3

√
2
)
·
(
X2 +

3
√
2X + (

3
√
2)2
)
∈ R[X] .

Da 3
√
2 /∈ Q, ist das Polynom X3 − 2 in Q[X] unzerlegbar, also selbst ein

Primfaktor.

5.20. Bemerkung. Es sei R ein Integritätsbereich und P , Q ∈ R[X] Po-
lynome vom Grad ≤ n. Seien x0, . . . , xn ∈ R paarweise verschiedene Punkte.
Wenn P (xi) = Q(xi) für i = 0, . . . , n, dann gilt P = Q, denn das Poly-
nom Q−P hat dann n+1 Nullstellen x0, . . . , xn ∈ R und ebenfalls Grad ≤ n.
Nach Proposition 5.18 geht das aber nur, wenn Q− P = 0.

Somit kann man ein Polynom P ∈ k[X] vom Grad≤ n eindeutig bestimmen,
wenn man seine Werte an n + 1 verschiedenen Elementen von k vorgibt. In
den Übungen sehen Sie, dass ein solches Polynom auch immer existiert. Das
funktioniert aber nur, wenn k überhaupt n+ 1 verschiedene Elemente enthält.
Mit unendlichen Körpern wie Q, R und C haben wir hier kein Problem. Aber
wir haben in Beispiel 2.17 auch endliche Körper kennengelernt, der kleinste
ist Z/2Z. Über diesem Körper kann man bereits Polynome vom Grad ≥ 2 nicht
mehr anhand Ihrer Werte unterscheiden. Für das Polynom P (X) = X2+X ̸= 0
gilt zum Beispiel P ([0]) = P ([1]) = 0 genau wie für das Nullpolynom.

In Bemerkung 5.19 zerfällt das Polynom P über C in Linearfaktoren. Das
liegt daran, dass jedes nicht-konstante Polynom über C eine Nullstelle hat.

5.21. Definition. Ein Körper k heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom P ∈ k[X] mit degP ≥ 1 mindestens eine Nullstelle besitzt.

Nach dem Fundamentalsatz 1.61 der Algebra ist der Körper C algebraisch
abgeschlossen. Weitere Beispiele lernen Sie in der Vorlesung

”
Algebra“ kennen.

5.22. Folgerung. Jedes normierte Polynom über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper zerfällt in Linearfaktoren. Diese Zerlegung ist bis auf die
Reihenfolge der Linearfaktoren eindeutig. Darüberhinaus gilt Gleichheit in Pro-
position 5.18 (1).

Beweis. Es sei P ∈ k[X] normiert, insbesondere ist P ̸= 0 und da-
her degP ≥ 0. Wir beweisen die Aussage durch Induktion über degP .
Für degP = 0 ist P = 1 das leere Produkt, und es ist nichts zu zeigen.

Sei die Aussage also für alle Polynome vom Grad < k bewiesen, und
sei degP = k. Nach unser Annahme hat P eine Nullstelle x ∈ k der Ord-
nung ordx P ≥ 1. Wie im Beweis von Proposition 5.18 schreiben wir

P = S · (X − x)ordx P ,

so dass S(x) ̸= 0. Da degS = degP − ordx P < degP = k, können wir S nach
Induktionsvoraussetzung als Produkt von Linearfaktoren schreiben. Wir mul-
tiplizieren mit ordx P vielen Linearfaktoren (X − x) und erhalten die gesuchte
Zerlegung von P .
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Die Zerlegung ist eindeutig, denn aus dem Beweis von Proposition 5.18
folgt auch, dass jeder Linearfaktor (X − x) genau in der (ordx P )-ten Potenz
vorkommt. Damit sind alle Aussagen bewiesen. □

Am Anfang des Abschnitts haben wir gesagt, dass wir λ 7→ det(F − λ idV )
als Polynom, und nicht als Funktion in λ ∈ k betrachten wollen, da wir dann
mehr über die Nullstellen aussagen können. Als Fazit können wir festhalten,
dass Nullstellen von Polynomen Ordnungen haben, und dass die — wie in Pro-
position 5.18 gewichtete — Anzahl der Nullstellen durch den Grad beschränkt
wird. Wenn wir über einem algebraisch abgeschlossenen Körper wie C arbei-
ten, hat jedes Polynom tatsächlich auch — wieder im gewichteten Sinn — so
viele Nullstellen, wie es der Grad vorgibt. All diese Aussagen sind für beliebige
Funktionen in dieser Form nicht möglich. Über endlichen Körpern k enthalten
Polynome P vom Grad degP ≥ #k mehr Informationen als die zugehörigen
Funktionen P ( · ) : k → k.

5.3. Das Charakteristische Polynom und das Minimalpolynom

Es sei k ein Körper, V ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F ∈ Endk V
ein Endomorphismus. Dann können wir eine Basis B von V wählen und erhalten
die Abbildungsmatrix A ∈Mn(k) von F bezüglich B, siehe Folgerung 2.77. Wir
betrachten jetzt die Matrix

X · En −A ∈Mn

(
k[X]

)
,

dabei ist En wieder die Einheitsmatrix. Wenn wir für X eine Zahl λ ∈ k ein-
setzen, erhalten wir eine Matrix λEn − A ∈ Mn(k), deren Kern gerade der
Eigenraum Vλ ist, siehe Bemerkung 5.2. Wenn λ ein Eigenwert ist, ist diese
Matrix also nicht invertierbar. Nach der ersten Cramerschen Regel aus Folge-
rung 4.21 gilt dann det(λEn −A) = 0.

Wir hatten in Kapitel 4 die Determinante quadratischer Matrizen über ei-
nem Ring definiert, siehe Definition 4.11. Also können wir die Determinante
von X En −A ∈Mn(k[X]) bilden und erhalten

χA(X) = det
(
X · En −A

)
∈ k[X] .

Wenn λ ein Eigenwert ist, ist λ also eine Nullstelle von χA(X). Sei umgekehrt λ
eine Nullstelle von χA(X), dann ist λEn − A nach Folgerung 4.21 nicht inver-
tierbar, hat also nicht vollen Rang. Aus der Dimensionsformel im Rangsatz 3.16
folgt ker(λEn − A) ̸= 0, mithin ist λ ein Eigenwert nach Bemerkung 5.2. Aus
diesem Grund ist es interessant, sich das Polynom χA(X) und seine Nullstellen
näher anzuschauen.

Wir können zeigen, dass χA(X) nicht von der Wahl der Basis B abhängt.
Sei nämlich C eine weitere Basis und P ∈ GL(n, k) die Basiswechselmatrix
mit C = B · P , siehe Bemerkung 2.78. Dann hat F bezüglich der Basis C die
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Abbildungsmatrix P−1 ·A ·P . Wir fassen P als Matrix in Mn(k[X]) auf. Da P
mit der Einheitsmatrix En kommutiert, folgt aus Satz 4.12, dass

det
(
X · En − P−1 ·A · P

)
= det

(
P−1 · (X · En −A) · P

)
= detP−1 · det

(
X · En −A

)
· detP = det

(
X · En −A

)
.

Somit hängt χA(X) nicht von der Wahl der Basis B ab, wir dürfen es also als
Invariante des Endomorphismus F betrachten.

5.23. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring und n ∈ N. Sei A ∈
Mn(R), dann heißt

χA(X) = det
(
X · En −A

)
∈ R[X]

das charakterische Polynom der Matrix A. Sei V ein n-dimensionaler freier R-
Modul mit Basis B und F ∈ EndR V ein Endomorphismus mit Abbildungsma-
trix A bezüglich B. Dann heißt χF (X) = χA(X) das charakteristische Polynom
von F .

Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms empfiehlt sich zum Bei-
spiel die Laplace-Entwicklung 4.19. Der Gauß-Algorithmus funktioniert nicht,
da R[X] kein Körper ist (nicht einmal, wenn R = k ein Körper ist).

5.24. Bemerkung. Es lohnt sich, das charakteristische Polynom etwas de-
taillierter zu betrachten.

(1) Die Einträge der Matrix X · En − A sind Polynome vom Grad ≤ 1.
Aufgrund der Leibniz-Formel 4.13 lässt sich χA(X) als Summe von
Produkten aus je n Matrixeinträgen schreiben. Also folgt aus Bemer-
kung 5.12, dass degχA(X) ≤ n. Zum Koeffizienten von Xn tragen
nur diejenigen Produkte bei, bei denen alle n Faktoren den Grad 1
haben. Da dies genau die Diagonalelemente sind, trägt also nur das
Produkt zur Permutation id ∈ S(n) bei. Also hat χA(X) den gleichen
Leitkoeffizienten wie

(X − a11) · · · (X − ann) = Xn − (a11 + · · ·+ ann)X
n−1 + . . . ,(*)

nämlich 1. Somit sind χA(X) und χF (X) stets normierte Polynom vom
Grad

degχA(X) = n beziehungsweise degχF (X) = dimV .

(2) Da χF (X) nur von F abhängt, sind die Koeffizienten von χF (X) in-
teressante Invarianten des Endomorphismus F . Schreibe also

χF (X) = Xn − σ1(F )X
n−1 ± · · ·+ (−1)n σn(F )X

0 ,

dann nennt man σi(F ) die elementarsymmetrischen Funktionen von F .
Analog definieren wir σi(A). Aus der Leibniz-Formel folgt, dass σi(A)
eine Summe von Produkten von je i Matrixeinträgen von A und einem
Vorfaktor ist, denn jedes Produkt in der Leibniz-Formel 4.13 hat n
Faktoren, die je entweder X oder ein Matrixeintrag sind.
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(3) Als erstes wollen wir den konstanten Term (−1)nσn(F ) des charakteri-
stischen Polynoms bestimmen. Sei also A wieder die Abbildungsmatrix
von F bezüglich einer Basis B. Dann setzen wir X = 0 und erhalten
sofort

χA(0) = det(−A) = (−1)n detA ,

und analog für Endomorphismen F . Somit gilt σdimV (F ) = detF .
(4) Wir schauen uns noch die Funktion σ1(A) an. Für jede Permutati-

on ρ ∈ S(n) \ {id} gibt es wenigstens zwei verschiedene Indizes i,
j ∈ {1, . . . , n} mit ρ(i) ̸= i und ρ(j) ̸= j. Also liefert ρ einen Sum-
mand vom Grad ≤ n− 2. Der einzige Beitrag zu σ1(A) in der Leibniz-
Formel 4.13 kommt also wieder von ρ = id ∈ S(n). Aus (*) folgt

σ1(A) = a11 + · · ·+ ann = tr(A) ,

siehe Definition 4.23. Insbesondere können wir die Spur eines Endo-
morphismus unabhängig von der Basis definieren. Für Matrizen A ∈
Mn(R) und G ∈ GL(n,R) gilt also

tr(G−1 ·A ·G) = tr(A) .

Allgemeiner gilt für Matrizen B ∈Mm,n(R) und C ∈Mn,m(R), dass

tr(B · C) = tr(C ·B) .

Indem wir B = G−1 und C = AG setzen, erhalten wir daraus die obige
Gleichung.

Wir erinnern uns an die Ordnung von Nullstellen aus Definition 5.17
und bezeichnen den Eigenraum von F zum Eigenwert λ wieder mit Vλ =
ker
(
λ idV −F

)
.

5.25. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum mit dimV < ∞ und F ∈
Endk V . Dann heißt λ ∈ k ein Eigenwert von F der geometrischen Vielfachheit

dimker
(
λ idV −F

)
= dimVλ

und der algebraischen Vielfachheit

ordλ χF .

Analog definieren wir Vielfachheiten für quadratische Matrizen über k.

Insbesondere sind beide Vielfachheiten 0, wenn λ kein Eigenwert von F ist,
und beide Vielfachheiten sind größer als 0, wenn λ ein Eigenwert ist.

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

A =

(
1 −1
4 5

)
∈M2(R)

mit χA(X) = det

(
X − 1 1
−4 X − 5

)
= (X − 1)(X − 5)− 1 · (−4)

= X2 − 6X + 9 = (X − 3)2 .

Somit ist λ = 3 der einzige Eigenwert, und seine algebraische Vielfachheit
ist ord3 χA = 2. Wäre die geometrische Vielfachheit ebenfalls 2, so wäre ganz R2
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Eigenraum, und daher A = 3E2. Da das nicht der Fall ist, der Eigenraum aber
wegen χA(3) = 0 auch nicht {0} sein kann, ist die geometrische Vielfachheit 1.
In der Tat liefert das Gauß-Verfahren

V3 = ker
(
3E2 −A

)
=

〈(
1

−2

)〉
,

und es gilt dimV3 = 1.

5.26. Bemerkung. Es gilt stets

dimVλ ≤ ordλ χF .

Denn sei Vλ der Eigenraum zu λ mit k = dimVλ, und sei W ein Komple-
ment von Vλ in V , siehe Proposition 3.12. Wir wählen Basen von Vλ und W .
Da F (Vλ) ⊂ Vλ und F |Vλ

= λ idVλ
, wird F durch eine Blockmatrix der Gestalt

A =

(
λEk B
0 D

)
dargestellt. Aus Folgerung 4.17 (1) folgt

χF (X) = det
(
(X − λ) · Ek

)
· det

(
X · En−k −D

)
= (X − λ)k · χD(X) .

Also erhalten wir

ordλ χF = k + ordλ χD ≥ k = dimVλ .

Eine weitere Invariante eines Endomorphismus ist sein Minimalpolynom.
Um das Minimalpolynom einzuführen, wollen wir uns überlegen, dass jeder
Endomorphismus F ∈ Endk V den Vektorraum V zu einem R[X]-Modul macht,
auf dem die Variable X wie F wirkt. Mit anderen Worten dürfen wir für X nicht
nur Ringelemente einsetzen. Die folgende Vorüberlegung soll das verständlicher
machen. Wir erinnern uns an den Begriff des unitären Ringhomomorphismus,
aus Definition 5.10.

5.27. Proposition (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R
ein kommutativer Ring mit Eins, es sei S ein beliebiger Ring mit Eins, und es
sei h : R→ S ein unitärer Ringhomomorphismus. Dann existiert zu jedem s ∈ S
mit s ·h(r) = h(r) · s für alle r ∈ R ein eindeutiger unitärer Ringhomomorphis-
mus H : R[X] → S mit H(r) = h(r) für alle r ∈ R und H(X) = s.

R[X]

H

##

{X}? _oo

s

��
R
� ?

OO

h // S .

Wenn h injektiv und bekannt ist, identifizieren wir R mit imh ⊂ S und
schreiben H( · ) = ev( · , s) und H(P ) = P (s) in Analogie zu Definition 5.9 (4).
In der Regel wird R darüberhinaus im Zentrum von S liegen, das heißt, es
gilt rs = sr für alle s ∈ S und alle r ∈ R ⊂ S. In diesem Fall dürfen wir alle
Elemente s ∈ S in Polynome über R einsetzen.

Proposition 5.11 (2) und (3) sind Spezialfälle: in 5.11 (2) ist S = R, h = id,
und s = r ein festes Element von R. In 5.11 (3) ist S = RR, h bildet R auf
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die konstanten Funktionen in RR ab, und X wird auf s = idR ∈ RR abgebil-
det. Die obige Proposition erlaubt uns, auch andere Funktionen einzusetzen,
beispielsweise dürften wir für P ∈ R[X] auch P (sin(x)) ∈ C∞(R) betrachten.
Für P (X) = 1−X2 beispielsweise ist

P (sin(x)) = 1− sin2(x) = cos2(x) .

Man sagt,
”
cos2(x) ist ein Polynom in sin(x).“ Oder aber, wir betrachten den

Raum C∞(R) der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Die Ableitung ∂
∂x

ist ein Endomorphismus von C∞(R). Für das Polynom P = −X2 erhalten wir
also den Differentialoperator

P

(
∂

∂x

)
= − ∂2

∂x2
∈ EndC∞(R) .

Beweis. Wir betrachten ein Polynom

P (X) =
n∑

i=0

piX
i ∈ R[X]

mit pi ∈ R für alle i. Aus den Axiomen (H1)–(H3) folgt

H(P ) = H

( n∑
i=0

piX
i

)
=

n∑
i=0

H
(
piX

i
)
=

n∑
i=0

H(pi) ·H(X)i =
n∑

i=0

h(pi) · si .

Das beweist die Eindeutigkeit von H.

Wir überprüfen die Axiome. Dazu sei

Q(X) =

m∑
i=0

qjX
j

ein weiteres Polynom. Wir setzen pi = qj = 0 für i > n und j > m. Dann gilt

H(P +Q) =
∞∑
i=0

h(pi + qi) s
i =

n∑
i=0

h(pi) s
i +

m∑
i=0

h(qi) s
i = H(P ) +H(Q) ,

H(P ·Q) =
∞∑
k=0

h

( ∑
i+j=k

piqj

)
sk =

n∑
i=0

h(pi) s
i ·

m∑
j=0

h(qj) s
j = H(P ) ·H(Q) ,

H(1R[X]) =
∞∑
i=0

h(δi0) s
i = s0 = 1 .

Dabei haben wir ausgenutzt, dass h die Axiome (H1)–(H3) erfüllt, und für (H2)
haben wir auch verwendet, dass s mit allen h(qj) kommutiert. Somit ist H
tatsächlich ein Ringhomomorphismus. □

5.28. Beispiel. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-
Modul. Den Endomorphismenring EndRM haben wir in Folgerung 2.43 be-
trachtet, und analog den Matrixring Mn(R) in Folgerung 2.73. Wir erhal-
ten einen injektiven Ringhomomorphismus R → EndRM mit r 7→ r idM ∈
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EndRM . Es gilt r idM ◦F = F ◦ r idM für alle F ∈ EndRM und alle r ∈ R,
somit ZEndR MR = EndRM , und wir erhalten eine Auswertungsabbildung

ev : R[X]× EndRM → EndRM mit ev(P, F ) = P (F ) ,

und ev( · , F ) : R[X] → EndRM mit P (X) 7→ P (F ) ist ein unitärer Ringhomo-
morphismus für alle F ∈ EndF M .

Sei speziell M = Rn, so dass EndRM = Mn(R), dann erhalten wir für
jede Matrix A ∈ Mn(R) einen unitären Ringhomomorphismus R[X] → Mn(R)
mit P (X) 7→ P (A).

5.29. Satz (Cayley-Hamilton). Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins
und A ∈Mn(R). Dann gilt χA(A) = 0.

An manchen Stellen findet sich zu diesem Satz die folgende Heuristik:
”
Ein-

setzen von A in χA liefert det(A · En − A) = 0.“ So einfach ist es leider
nicht, denn die beiden As in der obigen Formel leben in verschiedenen Rin-
gen. Um das zu verdeutlichen, betrachten wir stattdessen das einfachere Poly-
nom PA(X) = tr(X ·En −A) = nX − trA. Es gilt 0 = PA(A) = nA− trA ·En

genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, im allgemeinen also
nicht. Die obige Heuristik würde aber immer PA(A) = 0 liefern.

Beweis. Es sei zunächst B ∈ Mn(R[X]). Wir erinnern uns an die Ad-
junkte adjB ∈ Mn(R[X]) aus Definition 4.20. Im Beweis der Cramerschen
Regel 4.21 (1) haben wir gezeigt, dass

adjB ·B = detB · En ∈Mn(R[X]) .

Wir betrachten die spezielle Matrix B = X ·En −A ∈Mn(R[X]) und erhalten

adj
(
XEn −A

)
·
(
XEn −A

)
= det

(
XEn −A

)
· En = χA(X)En .

Nach Definition 4.20 sind die Einträge der Adjunkten Determinanten von
(n−1)-reihigen Untermatrizen, in diesem Fall also Polynome vom Grad ≤ n−1,
da alle Matrixeinträge Grad ≤ 1 haben. Wir fassen die Koeffizienten von Xi

jeweils zu einer Matrix Bi ∈Mn(R) zusammen und erhalten

adj
(
XEn −A

)
=

∞∑
i=0

Bi · (XiEn) ,

wobei Bi = 0 für i ≥ n. Außerdem seien c0, . . . , cn die Koeffizienten von χA(X),
und ci = 0 für alle i > n. Dann gilt also

∞∑
i=0

Bi · (XiEn) · (XEn −A) =

n∑
i=0

ciX
iEn .

Indem wir die Koeffizienten von Xi vergleichen, erhalten wir in Mn(R) die
Identitäten

Bi−1 −Bi ·A = ciEn für alle i ≥ 0 ,

wobei B−1 = 0.
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Wir berechnen χA(A) wie in Beispiel 5.28. Es folgt

χA(A) =
∞∑
i=0

ciA
i =

∞∑
i=0

ciEn ·Ai

=
∞∑
i=0

(
Bi−1 −Bi ·A

)
Ai =

∞∑
i=1

Bi−1A
i −

∞∑
i=0

BiA
i+1 = 0 . □

Wir arbeiten wieder über einem Körper k. Es sei A ∈ Mn(k) eine Matrix,
und es sei ev( · , A) : k[X] → Mn(k) der zugehörige unitäre Ringhomomorphis-
mus wie in Beispiel 5.28. Wie in Definition 2.55 definieren wir seinen Kern
durch

ker
(
ev( · , A)

)
=
{
P ∈ k[X]

∣∣ P (A) = 0
}
.

Unter den Polynomen in ker
(
ev( · , A)

)
\{0} gibt es ein P vom kleinstmöglichen

Grad. Man überlegt sich leicht, dass mit P auch aP ∈ ker
(
ev( · , A)

)
für alle a ∈

k, also dürfen wir P normieren.

5.30. Definition. Es sei k ein Körper, n ∈ N und A ∈Mn(k). Dann ist das
Minimalpolynom µA(X) ∈ k[X]\{0} das normierte Polynom vom kleinstmögli-
chen Grad, so dass µA(A) = 0. Entsprechend definieren wir µF für F ∈ Endk V ,
wenn V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum ist.

Das Minimalpolynom ist tatsächlich eindeutig bestimmt und damit wohl-
definiert. Denn seien P , Q ∈ ker

(
ev( · , A)

)
normiert und von kleinstem Grad,

dann ist P − Q ein Polynom von kleinerem Grad nach Bemerkung 5.12 (2),
da P und Q den gleichen Leitkoeffizienten haben. Wäre P ̸= Q, so könnten
wir P −Q normieren und erhielten ein normiertes Polynom von kleinerem Grad
in ker

(
ev( · , A)

)
, was nach Wahl von P und Q aber ausgeschlossen ist. Also

gilt P = Q = µA.

5.31. Folgerung. Es sei k ein Körper, n ∈ N und A ∈Mn(k). Dann gilt

µA | χA .

Beweis. Wir dividieren χA durch µA mit Rest und erhalten

χA = S · µA + T ,

mit S, T ∈ k[X] und deg T < degµA. Einsetzen von A liefert nach dem Satz
von Cayley-Hamilton, dass

T (A) = χA(A)− S(A) · µA(A) = 0 .

Da deg T < degµA, ist das nach der obigen Definition von µA nur möglich,
wenn T = 0. □

5.32. Bemerkung. Sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und F ∈
Endk V . Das Minimalpolynom µF lässt sich leider nicht so leicht berechnen wie
das charakteristische Polynom.
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(1) Wegen Folgerung 5.31 kommt für µF nur ein Teiler von χF in Frage.
Wir werden später sehen, dass in k[X] der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung gilt, so dass χF nur endlich viele Teiler hat.

(2) Es sei U ⊂ V ein invarianter Unterraum, das heißt, es gilt F (U) ⊂ U .
Dann gilt nach Induktion über n auch Fn(U) = F (Fn−1(U)) ⊂ U .
Für Polynome P ∈ k[X] folgt dann insbesondere

P (F )|U = P (F |U ) ∈ Endk U .

Für das Minimalpolynom muss also auch µF (F |U ) = 0 gelten.
(3) Jetzt nehmen wir an, dass V in eine direkte Summe V = U ⊕ W

invarianter Unterräume U und W zerfällt. Nach Proposition 2.62 (2)
lässt sich jeder Vektor v ∈ V auf eindeutige Weise zerlegen als v = u+w
mit u ∈ U und w ∈W . Also gilt

P (F )(v) = P (F )(u+ w) = P (F )(u) + P (F )(w) ,

und das verschwindet genau dann für alle v ∈ V , wenn P (F )(u) = 0
und P (F )(w) = 0 für alle u ∈ U und alle w ∈ W . Das Minimalpo-
lynom µF ist das normierte Polynom P vom kleinstmöglichen Grad,
so dass P (F |U ) = P (F |W ) = 0, also gewissermaßen das

”
kleinste ge-

meinsame Vielfache“ von µF |U und µF |W . Wir können es berechnen
als

µF = kgV
(
µF |U , µF |W

)
= µF |U · µF |W

/
ggT

(
µF |U , µF |W

)
.

Als Beispiel betrachte die Matrix

A =

λ 1 0
0 λ 0
0 0 λ

 .

Mit Folgerung 4.17 (2) berechnet man

χA(X) = (X − λ)3 .

Sei (e1, e2, e3) die Standardbasis von k3, siehe Beispiel 2.31, dann zerlegen wir

k3 = U ⊕W = ⟨e1, e2⟩ ⊕ ⟨e3⟩ = k2 ⊕ k ;

beide Unterräume sind A-invariant. Es gilt χA|U = (X − λ)2, und µA|U | χA|U .
Das einzige normierte Polynom vom Grad 0 ist 1 und wirkt wie idU ̸= 0. Das
einzige normierte Polynom vom Grad 1, das (X − λ)2 teilt, ist X − λ wegen
Folgerung 5.15, und es gilt

(A|U − λ) =

(
0 1
0 0

)
̸= 0 .

Also folgt µA|U = χA|U = (X − λ)2. Nun rechnet man noch nach, dass (A −
λ)2|W = 0, und erhält schließlich

µA(X) = (X − λ)2 .

Weitere Beispiele sehen Sie in den Übungen.
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5.33. Lemma. Es sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und F ∈
Endk V . Es sei λ ∈ k. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

λ ist Eigenwert von F ;(1)

ker
(
λ idV −F

)
̸= {0} ;(2)

λ idV −F /∈ Autk V ;(3)

χF (λ) = det
(
F − λ idV

)
= 0 ;(4)

µF (λ) = 0 .(5)

Beweis. Bereits am Anfang von Abschnitt 5.2 haben wir die Äquivalenz
von (1)–(4) überprüft.

Zu
”
(5) =⇒ (4)“ benutzen wir die Folgerungen 5.15 (1) und 5.31, und

erhalten

µF (λ) = 0 =⇒ (X − λ) | µF | χF =⇒ χF (λ) = 0 .

Zu
”
(1) =⇒ (5)“ sei v ∈ V \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert λ, dann ist

der eindimensionale Unterraum ⟨λ⟩ ⊂ V invariant unter F , und es gilt F |⟨v⟩ =
λ idV . Wie in Bemerkung 5.32 (2) erhalten wir

0 = µF (F )|⟨v⟩ = µF (λ id⟨v⟩) = µF (λ) id⟨v⟩ =⇒ µF (λ) = 0 . □

5.4. Euklidische Ringe und Hauptidealringe

In diesem Abschnitt führen wir einige Begriffe aus der Ringtheorie ein. Sie
sollen uns helfen, den Zusammenhang zwischen charakteristischem Polynom
und Minimalpolynom auf der einen und invarianten Unterräumen und Normal-
formen von Matrizen auf der anderen Seite besser zu verstehen. Insbesondere
klären wir Begriffe wie

”
Teiler“, die wir in den letzten Abschnitten wiederholt

verwendet haben.

Wir zeigen, dass in allen Hauptidealringen eine Primfaktorzerlegung ähn-
lich wie in den natürlichen Zahlen möglich ist. Außerdem beweisen wir den
chinesischen Restsatz.

Für die folgende Definition wollen wir einen kommutativen Ring R als Mo-
dul über sich selbst auffassen wir in Beispiel 2.21 (1). In Definition 2.24 haben
wir den von einer Teilmenge E ⊂ M erzeugten Untermodul ⟨E⟩ ⊂ M ein-
geführt. In Definition 2.48 haben wir Axiome für Untermoduln aufgestellt.

5.34. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal
von R ist ein R-Untermodul I von R. Sei E ⊂ R eine Teilmenge, dann ist das
von E erzeugte Ideal (E) gerade der von E erzeugte Untermodul ⟨E⟩ ⊂ R. Ein
Ideal, das von einem einzigen Element a ∈ R erzeugt wird, ist ein Hauptideal.

Wenn die Menge E = {a1, . . . , ak} ⊂ R endlich ist, schreiben wir ein-
fach (a1, . . . , ak) für ⟨E⟩. Für das von a erzeugte Hauptideal schreiben wir
also (a).
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5.35. Beispiel. (1) In jedem kommutativem Ring R mit Eins gibt es
zwei triviale Ideale, nämlich

(0) = {0} und (1) = R .

Denn {0} ist offensichtlich ein Ideal, und wenn I ein Ideal mit 1 ∈ I
ist, folgt für alle r ∈ R, dass

r = 1 · r ∈ I .

(2) In einem Körper k gibt es nur die trivialen Ideale. Denn sei I ̸= {0} ein
Ideal, dann gibt es ein Element 0 ̸= k ∈ I, somit liegt 1 = k · k−1 ∈ I,
also gilt I = k.

(3) Das Ideal I = (2, X) ∈ Z[X] ist kein Hauptideal (Übung).

5.36. Bemerkung. Ideale treten zum Beispiel im Zusammenhang mit Ring-
homomorphismen und Quotienten auf.

(1) Es sei S ⊂ R ein Unterring. Nach einer Übung zur Linearen Algebra I
induziert die Multiplikation auf R genau dann eine Multiplikation auf
dem Quotienten R/S, wenn S ein Ideal ist. In diesem Fall ist die Quo-
tientenabbildung R→ R/S ein Ringhomomorphismus. In Beispiel 2.9
haben wir den Ring Z/nZ konstruiert, dabei ist nZ ⊂ Z gerade das
von n erzeugte Hauptideal (n).

(2) Es sei f : R → S ein Ringhomomorphismus, dann ist ker f ⊂ R ein
Ideal. Wir überprüfen die Untermodulaxiome, dazu seien a, b ∈ ker f
und r ∈ R:

f(0) = 0 =⇒ 0 ∈ ker f , (U1)

(H1) =⇒ f(a+ b) = f(a) + f(b) = 0 =⇒ a+ b ∈ ker f , (U2)

(H2) =⇒ f(ar) = f(a) · f(r) = 0 =⇒ a · r ∈ ker f . (U3)

Indem wir die Quotientenabbildung π : R → R/S betrachten, sehen
wir, dass S in (1) notwendigerweise ein Ideal sein muss, damit π eine
Ringstruktur auf R/S induzieren kann. Umgekehrt folgt aus (1), dass
jedes Ideal I ⊂ R Kern eines Ringhomomorphismus ist, nämlich der
Quotientenabbildung R→ R/I.

(3) In Analogie zu Folgerung 2.58 gilt auch für Ringe ein Homomorphie-
satz. Dabei zerlegen wir einen Ringhomomorphismus f : R → S wie
folgt.

R // // R/ ker f
∼= // im f �

� // S .

(4) Auf der anderen Seite sind Bilder von Ringhomomorphismen oftmals
keine Ideale. Nach Proposition 5.27 dürfen wir X2 in Polynome ein-
setzen und erhalten einen Homorphismus F : R[X] → R[X] mit

imF =

{
P =

degP∑
i=0

aiX
i ∈ R[X]

∣∣∣∣ ai = 0 für alle ungeraden i ∈ N
}
.

Dann gilt 1 ∈ imF , aber X = 1 ·X /∈ imF im Widerspruch zur obigen
Definition.
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5.37. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es seien r,
s ∈ R. Dann ist r ein Teiler von s, kurz r | s, wenn ein t ∈ Rmit rt = s existiert.
Andernfalls schreiben wir r ∤ s.

Die Elemente r und s heißen assoziiert, wenn sowohl r | s als auch s | r gilt.
Ein Element r ∈ R heißt Einheit, wenn r | 1. Die Menge aller Einheiten heißt
die Einheitengruppe R× von R.

Die Einheitengruppe R× haben wir im Zusammenhang mit der ersten
Cramerschen Regel in Folgerung 4.21 eingeführt. In den Übungen sehen Sie,
dass R[X]× = R×, wenn R Integritätsbereich ist.

Jede ganze Zahl n ∈ Z ist assoziiert zu |n| ∈ N. Sei k ein Körper, dann ist
jedes Polynom P ∈ k[X] \ {0} assoziiert zu genau einem normierten Polynom.

5.38. Bemerkung. Teilbarkeit lässt sich mit Hilfe von Idealen ausdrücken:
es gilt

(1) r | s ⇐⇒ s ∈ (r) ⇐⇒ (s) ⊂ (r) .

Denn r | s bedeutet, dass s = rt für ein t ∈ R, also s ∈ (r). Für die Umkehrung
benutzen wir, dass

(r) =
{
r · t

∣∣ t ∈ R
}
,

siehe Definition 2.24. Mit s liegen auch alle Vielfachen von s in (r), also (s) ⊂
(r), und aus s ∈ (s) ⊂ (r) folgt s ∈ (r).

Sei jetzt R ein Integritätsbereich. Für r, s ∈ R folgt

(2) (r) = (s) ⇐⇒ r | s und s | r ⇐⇒ s = ru für ein u ∈ R× .

Die erste Äquivalenz folgt aus (1). Zur zweiten nehmen wir als erstes an, dass u,
v ∈ R mit s = ru und r = sv existieren. Dann gilt r = ruv, also 0 = r(1− uv).
Falls r = 0, folgt s = 0 = r · 1. Ansonsten gilt uv = 1 wegen Nullteilerfreiheit,
so dass u ∈ R×. Die Rückrichtung folgt, da r = su−1, wenn u ∈ R×.

5.39. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Funkti-
on d : R\{0} → N heißt Gradfunktion, wenn für alle p, q ∈ R mit q ̸= 0 Elemen-
te s, t ∈ R existieren, so dass p = qs+ t und entweder t = 0 oder d(t) < d(q).

Ein Euklidischer Ring ist ein Integritätsbereich, für den eine Gradfunktion
existiert. Ein Hauptidealring ist ein Integritätsbereich, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist.

Ein Euklidischer Ring ist also ein Integritätsbereich, in dem Division mit
Rest möglich ist — Eindeutigkeit ist nicht gefordert. Auch die Gradfunktion
muss keine weiteren Rechenregeln erfüllen. Wenn wir eine Gradfunktion d ge-
funden haben, nennen wir d(r) einfach den Grad von r.

5.40. Beispiel. Die wichtigsten Euklidischen Ringe kennen wir bereits.

(1) Jeder Körper ist Euklidischer Ring. Da die Division immer ohne Rest
aufgeht, können wir die Gradfunktion beliebig wählen.
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(2) Die ganzen Zahlen Z bilden einen Euklidischen Ring mit Gradfunkti-
on d(n) = |n|. Division mit Rest ist fast eindeutig:

5 = 3 · 1 + 2 = 3 · 2 + (−1) , und |2| , |−1| < |3| .
(3) Sei k ein Körper, dann ist der Polynomring k[X] ein Euklidischer

Ring mit Gradfunktion d(P ) = degP . Denn wegen Satz 5.13 können
wir durch normierte Polynome mit Rest dividieren, und jedes Poly-
nom P ̸= 0 lässt sich normieren, indem man alle Koeffizienten durch
den Leitkoeffizienten teilt.

(4) Wenn R kein Körper ist, ist R[X] kein Euklidischer Ring. Beispiels-
weise ist Z[X] kein Euklidischer Ring wegen Beispiel 5.35 (3) und Pro-
position 5.41 unten.

In den Beispielen (2) und (3) existieren Algorithmen, um die Division mit Rest
durchzuführen. Dadurch lassen sich manche der Berechnungen, die wir im Fol-
genden durchführen werden, auch von einem Computeralgebrasystem erledigen.

5.41. Proposition. Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Der Beweis verläuft ähnlich wie der Beweis der Eindeutigkeit des Minimal-
polynoms nach Definition 5.30. In der Tat ist ja k[X] ein Euklidischer Ring,
und wegen Bemerkung 5.36 (2) ist ker

(
ev( · , A)

)
⊂ k[X] ein Ideal, und zwar

das Hauptideal (µA).

Beweis. Es sei R ein Euklidischer Ring mit Gradfunktion d und es sei I ⊂
R ein Ideal. Falls I = {0}, ist I = (0) ein Hauptideal. Andernfalls hat die
Menge

{
d(a)

∣∣ 0 ̸= a ∈ I
}

als Teilmenge von N ein kleinstes Element, wir
finden also ein a ∈ I \ {0} von kleinstem Grad. Sei b ∈ I, dann bestimme s,
t ∈ R, so dass

b = as+ t und d(t) < d(a) .

Aus den Untermodulaxiomen folgt t ∈ I, wegen d(t) < d(a) also t = 0. Also
gilt b ∈ (a), und da das für alle b ∈ I gilt, auch I ⊂ (a). Wegen a ∈ I gilt
umgekehrt auch (a) ⊂ I, also I = (a). □

5.42. Bemerkung. In jedem Hauptidealring gibt es größte gemeinsame
Teiler. Seien etwa a, b ∈ R in R, dann existiert nach Definition ein c ∈ R
mit (a, b) = (c). Da a, b ∈ (c) ist c ein Teiler von a und b nach Bemerkung 5.38.
Sei d ∈ R ein weiterer Teiler von a und b, dann folgt a, b ∈ (d), also auch (c) =
(a, b) ⊂ (d). Somit ist d auch ein Teiler von c, und wir dürfen c als größten
gemeinsamen Teiler auffassen. Aus diesem Grund schreiben manche Autoren
kurz (a, b) für ggT(a, b). Man beachte, dass der größte gemeinsame Teiler nur
bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig ist.

Aus (a, b) = (c) folgt insbesondere, dass es r, s ∈ R gibt mit

ar + bs = c .

Solche Elemente hatten wir mit dem Euklidischen Algorithmus in Satz 2.18
explizit konstruiert. Indem wir durch c teilen, sehen wir, dass

a

c
· r + b

c
· s = 1 ,
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insbesondere sind r und s teilerfremd, da (r, s) = (1).

5.43. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ele-
ment 0 ̸= a ∈ R \R× heißt

(1) irreduzibel in R falls aus a = r · s folgt, dass r ∈ R× oder s ∈ R×, und
(2) prim in R, falls aus a | r · s folgt, dass a | r oder a | s.

Wir nennen einen Teiler von a ∈ R echt, wenn er weder eine Einheit noch
zu a assoziiert ist. Eine Element von R ist also genau dann irreduzibel, wenn
es weder 0 noch eine Einheit ist und keine echten Teiler besitzt. Somit sind
Primzahlen, wie Sie sie aus der Schule kennen, nach dieser Terminologie irre-
duzible Elemente von Z. Die Zahl 12 ist nicht prim, denn 12 | 3 · 4, aber 12 ∤ 3
und 12 ∤ 4.

Wenn ein Element a ∈ R prim oder irreduzibel ist, gilt das gleiche nach
Definition 5.43 automatisch auch für alle assoziierten Elemente von R. Wegen
Bemerkung 5.38 (2) könnten wir, falls R Integritätsbereich ist, also auch sagen,
dass (a) prim beziehungsweise irreduzibel ist.

Sei R ein Integritätsbereich, dann sind Linearfaktoren X − r prim in R[X]
nach Folgerung 5.15 (2). In (Z/6Z)[X] sind Linearfaktoren zwar irreduzibel,
aber wegen Bemerkung 5.16 nicht prim.

5.44. Proposition. Es sei R ein Integritätsbereich.

(1) Jedes Primelement von R ist irreduzibel in R.
(2) Sei R ein Hauptidealring, dann ist jedes irreduzible Element von R

prim in R.

Beweis. Zu (1) sei zunächst R ein Integritätsbereich und a prim. Dann
ist a irreduzibel, denn

a = r · s =⇒ a | r · s =⇒ a | r oder a | s .
Gelte etwa a | r, dann sind a und r assoziiert, denn nach Voraussetzung gilt ja
auch r | a. Nach Bemerkung 5.38 (2) ist s dann eine Einheit. Der Fall a | s geht
genauso. Also ist entweder r ∈ R× oder s ∈ R×, und a ist irreduzibel.

Zu (2) sei R jetzt Hauptidealring und a irreduzibel. Es gelte a | r · s, dann
hat das Ideal (a, r) einen Erzeuger c, insbesondere gilt a = cd für ein d ∈ R.
Da a irreduzibel ist, ist entweder c oder d eine Einheit. Wenn d eine Einheit
ist, folgt a | ad−1 = c | r. Wenn c eine Einheit ist, suchen wir u, v ∈ R,
so dass c = au + rv wie in Bemerkung 5.42. Nach Multiplikation mit sc−1

folgt s = ac−1su+ c−1rsv. Da a | rs, erhalten wir a | ac−1su+ c−1rsv = s. Also
gilt entweder a | r oder a | s, und a ist prim. □

Im Folgenden sei P(R) ⊂ R eine Menge von Primelementen von R, die
zu jedem Primelement genau ein assoziiertes Element enthält. Diese Menge
ist im Allgemeinen nicht eindeutig, sondern muss für jeden Ring neu gewählt
werden. Wir einigen uns darauf, dass P(Z) genau aus den positiven Primzahlen
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besteht, und dass P(k[X]) für jeden Körper k genau die normierten irreduziblen
Polynome enthält. Dadurch sind P(Z) und P(k[X]) eindeutig festgelegt.

5.45. Satz (Primfaktorzerlegung). Sei R ein Hauptidealring, dann lässt sich
jedes Element r ∈ R \ {0} schreiben als

(1) r = e · p1 · · · pk ,
wobei p1, . . . , pk ∈ P(R) Primelemente sind, und e ∈ R× eine Einheit. In
dieser Zerlegung sind die Faktoren bis auf Reihenfolge eindeutig.

Typische Beispiele sind

−60 = (−1) · 2 · 2 · 3 · 5
und 2X2 + 4X + 2 = 2 · (X + 1) · (X + 1) .

Beweis. Wir beweisen zunächst die Existenz durch Widerspruch. Sei al-
so r ∈ R ein Element, das sich nicht wie in (1) schreiben lässt. Dann lässt sich r
auch nicht als endliches Produkt aus einer Einheit e und beliebigen Primelemen-
ten a1, . . . , ak schreiben, denn dann könnten wir jedes ai durch Multiplikation
mit einer Einheit zu einem Element von P(R) abändern, und e entsprechend
korrigieren.

Das Element r1 = r ist weder eine Einheit noch irreduzibel, also existie-
ren s1, t1 ∈ R \ R× mit r1 = s · t. Mindestens einer der beiden Faktoren
lässt sich ebenfalls nicht wie in (1) schreiben, andernfalls könnten wir die bei-
den Zerlegungen multiplizieren und erhielten (indem wir die beiden Einheiten
zusammenfassen) auch eine entsprechende Zerlegung von r1. Sei etwa s das
Element, für das keine solche Zerlegung existiert, dann machen wir mit r2 = s
weiter.

So erhalten wir eine Folge (ri)i∈N von Elementen von R mit ri+1 | ri und ri ∤
ri+1 für alle i ∈ N. Für die zugehörigen Ideale gilt nach Bemerkung 5.38 also

(r) = (r1) ⫋ (r2) ⫋ . . . .

Die Vereinigung dieser Ideale ist wieder ein Ideal (Übung), also existiert ein
Erzeuger c, so dass

∞⋃
i=1

(ri) = (c) .

Nach Definition der Vereinigung existiert ein i0 ∈ N mit c ∈ (ri0). Wir erhalten
einen Widerspruch, denn

(c) ⊂ (ri0) ⫋ (ri0+1) ⫋ · · · ⊂
∞⋃
i=1

(ri) = (c) .

Mithin war unsere Annahme am Anfang falsch, und jedes Element r ∈ R lässt
eine Zerlegung wie in (1) zu.

Der Beweis der Eindeutigkeit verläuft analog zum Beweis von Propositi-
on 5.18. Es sei

(*) e · p1 · · · pk = f · q1 · · · qℓ ,
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mit p1, . . . , pk, q1, . . . , qℓ ∈ P(R) prim, also auch irreduzibel, und e und f
seien Einheiten. Da p1 prim ist und das rechte Produkt teilt, kann man nach
Induktion schließen, dass p1 | qj für ein j ∈ {1, . . . , ℓ} (es gilt p1 ∤ f , da f | 1,
aber p1 ∤ 1, da p1 /∈ R× nach Definition 5.43). Nun ist aber qj irreduzibel
und p1 keine Einheit, also folgt qj = p1 nach Wahl von P. Da Hauptidealringe
nullteilerfrei sind, dürfen wir p1 kürzen. Wir erhalten also eine Gleichung wie (*)
mit je einem Faktor weniger auf beiden Seiten, wobei wir f durch fu ersetzen.
Nach endlich vielen Schritten steht auf einer der beiden Seiten eine Einheit.
Dann ist auch die andere Seite eine Einheit, und die Eindeutigkeit ist bewiesen.

□

5.46. Beispiel. Es gibt keine effizienten Algorithmen zur Primfaktorzerle-
gung.

(1) Im Falle R = Z reicht es, sukzessive durch alle Primzahlen zu teilen,
die nicht größer sind als die Quadratwurzel der verbleibenden Zahl.
Beispielsweise gilt

999 = 3 · 333 = 3 · 3 · 111 = 3 · 3 · 3 · 37 ,
denn 2 ∤ 999, und 3, 5 ∤ 37. Die Zahl 7 kann dann kein Teiler von 37
mehr sein, denn dann wäre |37/7| < 7, und wir hätten 37/7 oder
einen Teiler davon bereits gefunden. Dieser Algorithmus ist für sehr
große Zahlen sehr rechenaufwändig; darauf beruhen kryptographische
Verfahren wie der RSA-Code.

(2) Jedes Polynom P ∈ C[X] zerfällt nach Folgerung 5.22 in Linearfakto-
ren, und diese sind nach Folgerung 5.15 (2) prim. Es gibt aber keinen
Algorithmus, der diese Linearfaktoren findet, falls degP ≥ 5.

5.47. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann heißen
zwei Elemente a1 und a2 teilerfremd, wenn es b1, b2 ∈ R mit a1b1 + a2b2 = 1
gibt.

5.48. Bemerkung. Die obige Definition ist äquivalent dazu, dass (a1, a2) =
R. Auch in allgemeinen Ringen ist ein gemeinsamer Teiler r von a1 und a2 auch
ein Teiler von a1b1 + a2b2. Insbesondere ist r nach Definition 5.37 eine Einheit,
wenn es b1, b2 wie in der obigen Definition gibt. Wenn R kein Hauptidealring
ist, kann es aber sein, dass a1 und a2 zwar keinen gemeinsamen Teiler besitzen,
der keine Einheit ist, aber trotzdem (a1, a2) ̸= R gilt. Daher ist die Bezeichnung

”
teilerfremd“ etwas unglücklich.

Falls R ein Hauptidealring ist, existiert c ∈ R mit (a1, a2) = (c). Nach
Bemerkung 5.42 ist c ein größter gemeinsamer Teiler von a1 und a2. In diesem
Fall haben a1 und a2 also genau dann einen nichttrivialen gemeinsamen Teiler,
wenn c keine Einheit ist. In diesem Fall entspricht der Begriff

”
teilerfremd“ also

unserer Vorstellung.

Wenn R ein Euklidischer Ring ist, können wir b1 und b2 mit dem Euklidi-
schen Algorithmus aus Satz 2.18 berechnen.

Das folgende Resultat geht zurück auf ein chinesisches Manuscript, vermut-
lich aus dem dritten Jahrhundert. Die Formulierung dort lautet sinngemäß:
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”
Es seien a1, . . . , ak paarweise teilerfremde natürliche Zahlen, dann existiert
für jedes Tupel ganzer Zahlen n1, . . . , nk eine ganze Zahl n, die die folgende
simultane Kongruenz erfüllt:

n ≡ ni mod ai für i = 1, . . . , k .

Alle Lösungen dieser Kongruenz sind kongruent modulo a1 · · · ak.“ Diese Aus-
sage ist für R = Z äquivalent zur Existenz einer Abbildung G wie im folgenden
Beweis mit der Eigenschaft, dass F ◦G = id.

5.49. Satz (Chinesischer Restsatz). Es sei R ein kommutativer Ring mit
Eins, und a1, . . . , ak ∈ R seien paarweise teilerfremd. Dann induziert die
Quotientenabbildung R→ R/(ai) eine R-lineare Abbildung

(1) πi : R/(a1 · · · ak) → R/(ai) ,

und wir erhalten einen R-Modul-Isomorphismus

(2)
F : R/(a1 · · · ak) −→

k⊕
i=1

R/(ai)

mit F ([a]) =
(
π1([a]), . . . , πk([a])

)
.

Da es sich auf der rechten Seite nicht um eine Summe von Untermoduln
handelt, müssen wir eigentlich

∐
anstelle von

⊕
schreiben. Wegen Propositi-

on 2.62 (2) sind diese beiden Schreibweisen äquivalent, und die obige ist etwas
gebräuchlicher.

In den Übungen zur Linearen Algebra I haben wir uns den Fall R = Z
und k = 2 bereits angeschaut. Wenn man die direkte Summe von Ringen auf
der rechten Seite von (2) wieder als Ring mit summandenweiser Multiplikation
auffasst, ist F sogar ein Ringisomorphismus. Der Satz gilt noch etwas allgemei-
ner, wenn man (a1), . . . , (ak) durch beliebige Ideale ersetzt, dazu muss man
allerdings erst das Produkt von Idealen definieren.

Beweis. Die Abbildungen πi sind wohldefiniert, denn (a1 · · · ak) ⊂ (ai) für
alle i nach Bemerkung 5.38 (1), so dass für alle r, s ∈ R gilt

[r] = [s] ∈ R/(a1 · · · ak) =⇒ r − s ∈ (a1 · · · ak) ⊂ (ai)

=⇒ [r] = [s] ∈ R/(ai) .

Also gilt (1). Wir zeigen (2) und

(3)
(
a1, a2 · · · ak

)
= R für alle k ≥ 2

durch Induktion über k. Für k = 1 ist nichts zu zeigen.

Für k = 2 ist (3) klar nach Voraussetzung. Nach Definition 5.47 existieren
zwei Elemente b1, b2 ∈ R, so dass a1b1+a2b2 = 1. Wir definieren eine Abbildung

G : R/(a1)⊕R/(a2) → R/(a1a2) mit G
(
[r1], [r2]

)
= [a2b2r1 + a1b1r2]
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für alle [r1] ∈ R/(a1), [r2] ∈ R/(a2), wobei r1, r2 ∈ R. Diese Abbildung ist
wohldefiniert, denn seien s1, s2 ∈ R, dann gilt[
a2b2(r1 + a1s1) + a1b1(r2 + a2s2)

]
=
[
a2b2r1 + a1b1r2 + a1a2(b2s1 + b1s2)

]
= [a2b2r1 + a1b1r2] ,

so dass das Ergebnis modulo a1a2 nicht von der Wahl der Repräsentanten r1
und r2 abhängt.

Es gilt F ◦ G = idR/(a1)⊕R/(a2), denn seien [r1] ∈ R/(a1), [r2] ∈ R/(a2),
dann folgt

(F ◦G)
(
[r1], [r2]) =

(
π1([a2b2r1 + a1b1r2]), π2([a2b2r1 + a1b1r2])

)
=
(
π1([(1− a1b1)r1 + a1b1r2]), π2([a2b2r1 + (1− a2b2)r2])

)
=
(
[r1], [r2]

)
.

Umgekehrt ist auch G ◦ F = idR/(a1a2), denn für r ∈ R gilt

(G ◦ F )[r] = [a2b2r + a1b1r] = [r] .

Somit ist F invertierbar mit Umkehrfunktion G, und (2) ist bewiesen. Zu (3)
ist für k = 2 nichts zu zeigen.

Sei nun k ≥ 3, und (2) und (3) seien bewiesen für alle kleineren Werte von k.
Dann existieren c, d, e, f ∈ R, so dass

1 = a1c+ a3 · · · akd = a1e+ a2f .

Es folgt

1 = (a1c+ a3 · · · akd) · (a1e+ a2f) = a1(e+ a2cf) + a2 · · · ak(df) ,

insbesondere folgt (3). Wir zeigen (2), indem wir F als Verkettung

F : R/(a1 · · · ak) −→ R/(a1)⊕R/(a2 · · · ak) −→ R/(a1)⊕
k⊕

i=2

R/(ai)

schreiben. Die erste Abbildung ist ein Isomorphismus wegen unseres Arguments
zu (2). Die Abbildung R/(a2 · · · ak) → R/(a2) ⊕ · · · ⊕ R/(ak) ist ein Isomor-
phismus nach Induktionsvoraussetzung. Also ist auch die zweite Abbildung ein
Isomorphismus. □

5.50. Beispiel (Lagrange-Interpolation). Es sei P ∈ k[X] ein Polynom
und x ∈ k. Wie im Beweis von Folgerung 5.15 dividieren wir P mit Rest
durch X − x und erhalten

P = S · (X − x) + y ,

es folgt

P (x) = S(x) · (x− x) + y = y .

Mit anderen Worten gilt

P ≡ y mod (X − x) ⇐⇒ P (x) = y .
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Es seien jetzt x0, . . . , xn ∈ k paarweise verschieden, dann sind die linearen
Polyome X − x0, . . . , X − xn paarweise teilerfremd, denn

1

xj − xi
(X − xi)−

1

xj − xi
(X − xj) = 1 .

Zu jeder beliebigen Wahl von y0, . . . , yn existiert dann nach dem chinesischen
Restsatz 5.49 ein Polynom P , so dass

P ≡ yi mod (X − xi) , also P (xi) = yi für alle i = 0, . . . , n .

Da P nur bis auf Vielfache von Q = (X−x0) · · · (X−xn) eindeutig bestimmt
ist, können wir P durch seinen Rest modulo Q ersetzen. Mit anderen Worten
dürfen wir annehmen, dass degP ≤ n = degQ−1, und wegen der Eindeutigkeit
der Division mit Rest nach Satz 5.13 ist P dann sogar eindeutig. Man nennt P
auch das Lagrange-Polynom durch die Punkte (x0, y0), . . . , (xn, yn).

5.5. Invariante Unterräume und Normalformen

Sei jetzt wieder V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und F ∈ Endk V .
Der Primfaktorzerlegung des Minimalpolynoms µF entspricht eine Zerlegung
von V in eine direkte Summe invarianter Unterräume. Mit diesen Methoden
können wir Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen
und Matrizen besser verstehen. In diesem Zusammenhang lernen wir auch die
Jordansche Normalform kennen.

Der erste Schritt auf diesem Weg ist die Fitting-Zerlegung eines Endomor-
phismus in eine direkte Summe aus einem nilpotenten und einem invertierbaren
Endomorphismus in Lemma 5.54 unten.

5.51. Definition. Sei K ein beliebiger Körper, sei V ein k-Vektorraum,
und sei F ∈ EndV . Wir nennen F nilpotent, wenn es ein k ∈ N0 gibt
mit F k = F · · ·F︸ ︷︷ ︸

k Faktoren

= 0 ∈ EndV ; das minimale solche k heißt auch die

(Nilpotenz-) Ordnung von F . Wir nennen F zyklisch, wenn es einen Vek-
tor v ∈ V und ein k ∈ N0 gibt, so dass V = ⟨v, F (v), . . . , F k⟩, ein solches V
heißt auch Erzeuger.

Allgemein nennt man ein Element r ∈ R nilpotent, wenn es ein k ∈ N gibt,
so dass rk = 0 ∈ R. Außerdem nennt man ein R-Modul M zyklisch, wenn es
von einem einzigen Element m ∈ M erzeugt werden kann. Hier betrachten wir
also V als k[X]-Modul, wobei ein Polynom P ∈ k[X] durch P (F ) ∈ EndV
auf V wirkt.

Zur Erinnerung (Definition 4.16): eine obere Dreiecksmatrix ist eine Ma-
trix A = (aij)i,j ∈ Mn(K) mit aij = 0 für alle i, j mit i > j. Wir nennen A
strenge obere Dreiecksmatrix, wenn sogar aij = 0 für alle i, j mit i ≥ j gilt.

5.52. Beispiel. Jede strikte obere Dreiecksmatrix A ∈ Mn(K) beschreibt
einen nilpotenten Endomorphismus von Kn. Zur Begründung schreibe Ak =



156 5. EIGENWERTE UND NORMALFORMEN(
a
(k)
ij

)
i,j

∈ Mn(K), dann hat Ak die Eigenschaft, dass a
(k)
ij = 0 für alle i, j

mit i > j − k. In anderen Worten gilt

Ak =



0 . . . 0 ∗ . . . ∗
. . .

. . .
...

...
. . . ∗

0
...

0 . . . 0


.

Wenn das stimmt, ist spätestens An = 0, also ist A nilpotent.

Die obige Behauptung ist klar für k = 1, denn i > j − 1 genau dann,

wenn i ≥ j. Wenn wir die Eigenschaft für a
(k)
ij bereits überprüft haben, finden

wir Ak+1 = A ·Ak, also

(*) a
(k+1)
ij =

n∑
l=1

aila
(k)
lj .

Für 1 ≤ l ≤ i ist ail = 0, daA strenge obere Dreiecksmatrix ist. Für j−k < l ≤ n

ist a
(k)
lj = 0 nach Voraussetzung. Sei jetzt i > j − (k + 1), also i ≥ j − k,

dann verschwindet in jedem Summand von (*) einer der beiden Faktoren, also

folgt a
(k+1)
ij = 0 wie gefordert. Damit folgt die Behauptung per Induktion.

5.53. Definition. Sei (Vi)i∈I Familie von k-Vektorräumen, und seien Fi ∈
EndVi für alle i gegeben. Die direkte Summe der Fi ist der Endomorphismus⊕

i∈I
Fi ∈ End

⊕
i∈I

Vi mit (vi)i∈I 7→
(
Fi(vi)

)
i∈I .

Wenn wir eine Basis von V aus Basen der Vi zusammensetzen, hat F die
Gestalt einer Blockmatrix. Entlang der Diagonalen stehen die darstellenden
Matrizen der Fi, alle anderen Blöcke sind 0.

5.54. Lemma (Fitting-Zerlegung). Sei V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum, und sei F ∈ EndV .

(1) Dann existieren eindeutige F -invariante Unterräume K, W ⊂ V
mit K ⊕W = V , so dass F |K ∈ EndK nilpotent und F |W ∈ EndW
invertierbar ist.

(2) Für hinreichend große k ∈ N gilt

K = ker(F k) und W = im(F k) .

(3) Für jeden weiteren F -invarianten Unterraum U ⊂ V gilt

U = (U ∩K)⊕ (U ∩W ) .

Es lohnt sich, Aussage (3) besser zu verstehen. Wenn ein F -invarianter
Unterraum einen Vektor v = u + w mit u ∈ K und w ∈ W enthält, enthält
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er auch die einzelnen Summanden u und w. Insbesondere gibt es keine F -
invarianten Unterräume, die

”
schief“ in K ⊕W liegen. Wir sehen im Beweis,

dass hieraus bereits die Eindeutigkeit von K und W in (1) folgt.

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz in (1). Für alle i ∈ N gilt

(*) kerF i ⊂ kerF i+1 und imF i+1 ⊂ imF i ,

denn aus F i(v) = 0 folgt F (F i(v)) = 0, und aus v = F i+1(w) folgt v =
F i(F (w)). Da

0 = dimker(F 0) ≤ dimker(F 1) ≤ · · · ≤ n ,

gibt es ein kleinstes i ∈ N0 mit dimker(F i) = dimker(F i+1), so dass

ker(F i) = ker(F i+1) .

Wir behaupten, dass ker(F j) = ker(F i) für alle j ≥ i. Für j = i haben wir
das gerade gezeigt, und wir fahren durch Induktion fort. Es gelte also ker(F j) =
ker(F i), und wir betrachten v ∈ ker(F j+1) beliebig. Dann ist F i+1

(
F j−i(v)

)
=

0, mithin F j−i(v) ∈ ker(F i+1) = ker(F i). Es folgt F i
(
F j−i(v)

)
= 0, al-

so v ∈ kerF j . Insgesamt erhalten wir ker(F j+1) = ker(F j) = ker(F i) nach
Induktionsvoraussetzung.

Genauso könnten wir mit den Bildern argumentieren. Aber wegen der Di-
mensionsformel aus dem Rangsatz 3.16 gilt

dim im(F j) = dimV − dimker(F j) = dimV − dimker(F i) = dim im(F i)

für alle j ≥ i, somit im(F j) = im(F i) wegen (*).

Wir definieren jetzt K und W ⊂ V durch (2). Dann ist F |K nilpotent,
da (F |K)k = F k|K = 0, und F |W invertierbar, da im(F |W ) =W .

Sei v ∈ ker(F k) ∩ im(F k). Dann existiert w ∈ V mit v = F k(w), und
es gilt F k(v) = F 2k(w) = 0. Wegen ker(F 2k) = ker(F k) folgt w ∈ ker(F k),
also v = F k(w) = 0. Wir haben also gezeigt, dass

ker(F k) ∩ im(F k) = {0} .
Aufgrund der obigen Dimensionsformel giltK⊕W = V , und wir haben Existenz
in (1) gezeigt.

Zum Beweis von (3) zerlegen wir wie oben

U = ker
(
(F |U )ℓ

)
⊕ im

(
(F |U )ℓ

)
für ein ausreichend großes ℓ ∈ N. Da wir sowohl k als auch ℓ beliebig groß
wählen dürfen, nehmen wir k = ℓ an. Wegen F -Invarianz folgt sofort

ker
(
(F |U )ℓ

)
= U ∩ ker(F ℓ) = U ∩K

und im
(
(F |U )ℓ

)
= U ∩ im(F ℓ) = U ∩W ,

und die Behauptung folgt.

Wir kommen zur Eindeutigkeit in (1). Dazu sei V = K ′ ⊕W ′ eine weitere
solche Zerlegung. Wir wenden (2) auf die F -invarianten Unterräume K ′ undW ′
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an. Da F |K′ nilpotent ist, folgt K ′∩W = 0, also K ′ ⊂ K. Da F |W ′ invertierbar
ist, folgt W ′ ∩K = 0, also W ′ ⊂ W . Da aber K ′ +W ′ = V gilt, muss K ′ = K
und W ′ =W gelten. □

Sei jetzt P ∈ k[X] ein irreduzibles Polynom und F ∈ EndV wie oben.
Wir können F in P einsetzen und erhalten P (F ) ∈ EndV . Wir erhalten auch
zu P (F ) eine Fitting-Zerlegung wie im obigen Lemma. Als nächstes wollen wir
versuchen, F selbst auf ker(P (F )k) durch eine Matrix darzustellen.

5.55. Bemerkung. Wir schauen uns zunächst die zyklische Endomorphis-
men genauer an. Sei F ∈ EndV zyklisch mit Erzeuger v ∈ V , siehe Definiti-
on 5.51, und sei n = dimV .

(1) Aus den Übungen wissen wir, dass

B =
(
v, . . . , Fn−1(v)

)
bereits eine Basis von V bildet. In dieser Basis hat F die Gestalt

BFB =


0 −a0
1

. . . −a1

. . . 0
...

1 −an−1

 =:MP ,

dabei sei P = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ k[X].

Wir berechnen das charakteristische Polynom durch Laplace-
Entwicklung 4.19 nach der letzten Spalte. Da die verbleibenden Matri-
zen Blockgestalt haben und die Diagonalblöcke Dreiecksmatrizen sind,
erhalten wir

det



X
∣∣ ∣∣ a0

−1 X

∣∣∣∣ ∣∣∣∣
. . .

. . .

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ...
−1 X

∣∣∣∣ ∣∣∣∣
0 · · · 0 −1

∣∣∣∣ X 0 · · · 0

∣∣∣∣ ai−1∣∣∣∣ −1 X 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1
. . .

∣∣∣∣ ...∣∣∣∣ . . . X

∣∣∣∣ an−2
∣∣∣∣ −1

∣∣∣∣ X + an−1


=

n−1∑
i=1

(−1)n+iai−1X
i−1 (−1)n−i + (−1)2n (X + an−1)X

n−1 = P .

Somit hängt die obige Matrix nur vom charakteristischen Polynom des
zyklischen Endomorphismus ab. Man nennt die obige Matrix auch die
Begleitmatrix zum Polynom P .

Da jeder Erzeuger von V die gleiche Matrix liefert, nennt man MP

auch die zyklische Normalform von F . Leider ist sie zum Rechnen nicht
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sehr praktisch, denn sobald d ≥ 2 ist, ist sie weder obere noch untere
Dreiecksmatrix. Daher können die Matrizen Mk

P beliebig kompliziert
werden.

(2) Sei jetzt P ein normiertes Polynom vom Grad d und k ∈ N. Wir
nehmen an, dass F ∈ EndV zyklisch mit Erzeuger v ∈ V ist, und
das χF = P k. Dann können wir eine etwas andere Basis

B =
(
v, . . . , F d−1(v); . . . ; P (F )k−1(v), . . . , (F d−1 ◦ P (F )k−1)(v)

)
wählen. In der Tat ist die Basiswechselmatrix zur Basis aus (1) eine
Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Wir erhalten jetzt die
Matrix

BFB =


MP 0
Nd MP

. . .
. . .

0 Nd MP

 ∈Mkd(k)

mit MP wie oben und

Nd =


0 . . . 0 1

. . . 0
. . .

...
0

 ∈Md(k) .

Die Basis B wurde so gewählt, dass auf der unteren Nebendiagonalen
durchgehend Einsen stehen:

. . .
...

∣∣
. . . 0 −ad−2

∣∣∣∣
1 −ad−1

∣∣∣∣
1

∣∣∣∣ 0∣∣∣∣ 1 0∣∣ . . .
. . .

Insgesamt ist die obige Matrix ein bisschen schöner zum Rechnen als
die entsprechende Begleitmatrix MPk , denn alle Potenzen von BFB

haben eine Blockgestalt, bei der alle Blöcke oberhalb der Diagonalen 0
sind. Außerdem kann man die Zerlegung χF = P k anhand von BFB

besser erkennen als in der Begleitmatrix (1).
(3) Am einfachsten und wichtigsten ist in (2) sicherlich der Fall, dass P =

X−λ und χF = (X−λ)k. Dann ist also λ der einzige Eigenwert von F ,
und wir haben MP = (λ) und N1 = (1). Jetzt ist die Matrix BFB eine
untere Dreiecksmatrix, und auf der Diagonalen steht stets die Zahl λ.

(4) In der Situation (3) dreht man gern die Reihenfolge der Basisvektoren
um, betrachtet also jetzt

B =
(
(F − λ)k−1(v), . . . , v

)
.
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Dadurch stehen die Einsen in BFB jetzt in der oberen Nebendiagona-
len. Insgesamt hat die darstellende Matrix in diesem Fall die Gestalt

Jk(λ) =


λ 1 0

λ
. . .
. . . 1

0 λ

 .

Man nennt Jk(λ) einen Jordanblock der Größe k zum Eigenwert λ.

Mit diesen Vorüberlegungen können wir jetzt den Endomorphismus F |K
betrachten, wobei P ∈ k[X] normiert und irreduzibel und V = K ⊕ W die
Fitting-Zerlegung 5.54 zu P (F ) ∈ EndV sei.

5.56. Proposition. Es sei F ⊂ EndV Endomorphismus eines k-Vektor-
raums V und P ∈ k[X] ein irreduzibles normiertes Polynom vom Grad d ≥ 1,
so dass P (F )k = 0 für ein k ∈ N. Dann existieren Vektoren v1, . . . , vℓ ∈ V und
Zahlen k1 ≥ · · · ≥ kℓ ≥ 1, so dass

(1) B =
(
v1, . . . , F

d−1(v1), . . . , P (F )k1−1(v1), . . . , F
d−1P (F )k1−1(v1);

. . . ; vℓ, . . . , F
d−1(vℓ), . . . , P (F )kℓ−1(vℓ), . . . , F

d−1P (F )kℓ−1(vℓ)
)

eine Basis bildet. Bezüglich dieser Basis hat F die Blockgestalt

(2)



MP 0
Nd MP

. . .
. . .

0 Nd MP

. . .

MP 0
Nd MP

. . .
. . .

0 Nd MP



,

bestehend aus ℓ großen Blöcken der Größe kid für i = 1, . . . , ℓ entlang der
Diagonalen. Jeder dieser großen Blöcke setzt sich seinerseits aus ki Blöcken der
Form MP entlang der Diagonalen und ki − 1 Blöcken Nd entlang der unteren
Nebendiagonalen zusammen. Dabei sind MP und Nd wie in Bemerkung 5.55
gegeben. Für charakteristisches Polynom und Minimalpolynom von F folgt

(3) χF = P k1+···+kℓ und µF = P k1 .

Wie schon in Bemerkung 5.55 (4) gesagt können wir im Falle P (X) =
X−λ innerhalb der Blöcke die Reihenfolge der Basisvektoren umdrehen. Dann
erhalten wir in (2) oben eine obere Dreiecksmatrix aus Jordanblöcken Jk1(λ),
. . . , Jkℓ(λ).
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Beweis. Der Beweis von (1) und (2) verläuft durch Induktion über dimV ,
der Induktionsanfang dimV = 0 ist klar. Im Induktionsschritt werden wir
zunächst einen Vektor v1 finden, der die erste Zeile der Basis B in (1) erzeugt.
Dadurch erhalten wir einen F -invarianten Unterraum U ⊂ V , auf dem F durch
eine Matrix wie in Bemerkung 5.55 (2) dargestellt wird. Das liefert uns den lin-
ken oberen

”
großen“ Block in (2). Anschließend suchen wir einen F -invarianten

Unterraum V ′ ⊂ V , so dass V = U ⊕ V ′ gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
lässt sich F |V ′ wie gewünscht als Matrix der Form (2) darstellen. Zusammen-
setzen der beiden Matrixdarstellungen liefert die Behauptung.

Wir beginnen mit der Wahl eines Vektors v1 ∈ V , den wir zunächst u nennen
wollen. Wie im Beweis von Lemma 5.54 bestimmen wir k ∈ N so, dass

0 = ker
(
P (F )0

)
⫋ · · · ⫋ ker

(
P (F )k

)
= ker

(
P (F )k+1

)
= · · · .

Dann wählen wir u ∈ ker(F k) \ ker(F k−1) und betrachten wie in Bemer-
kung 5.55 (2) das Tupel

(*)
(
u, . . . , F d−1(u); . . . ; P (F )k−1(u), . . . ,

(
F d−1 ◦ P (F )k−1

)
(u)
)
.

Um zu zeigen, dass diese Vektoren linear unabhängig sind, betrachten wir

I =
{
Q ∈ k[X]

∣∣ Q(F )(u) = 0
}
.

Man kann sich überzeugen, dass I ein Ideal in k[X] ist, das P k enthält. Da k[X]
ein Hauptidealring ist, wird es von einem Polynom erzeugt, das insbesondere P k

teilt. Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung 5.45 folgt I = (P ℓ) für ein ℓ ≤ k.
Nach Wahl von u /∈ ker(P (F )k−1) gilt ℓ = k und I = (P k).

Wir stellen jetzt 0 als Linearkombination des Tupels (*) dar, also

0 =
k−1∑
i=0

d−1∑
j=0

ai,j
(
F j ◦ P (F )i

)
(u) = Q(F )(u) ,

dabei ist

Q(X) =
k−1∑
i=0

d−1∑
j=0

ai,j X
j P (X)i

ein Polynom vom Grad ≤ kd−1. Aber das einzige Polynom in I vom Grad < kd
ist das Nullpolynom. Falls ai,j ̸= 0 für ein Paar (i, j) gilt, wählen wir (i, j)
mit ai,j ̸= 0 so, dass di + j maximal wird. Dann folgt ai,j = qdi+j , weil P
normiert ist. Aus Q = 0 folgt also, dass alle ai,j verschwinden. Also ist das
Tupel (*) linear unabhängig.

Die Vektoren in (*) spannen einen F -invarianten Unterraum U auf, denn
für 0 ≤ i < k und 0 ≤ j < d gilt

F
((
F j ◦ P (F )i

)
(u)
)

=


(
F j+1 ◦ P (F )i

)
(u) falls j < d− 1,

P (F )i+1(u)−
∑d−1

j=0 aj
(
F j ◦ P (F )i

)
(u) falls j = d− 1, i < k − 1,

−
∑d−1

j=0 aj
(
F j ◦ P (F )k−1

)
(u) falls j = d− 1, i = k − 1,
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dabei sei P = Xd+ad−1X
d−1+ · · ·+a0. Auf dem Unterraum U wird F |U durch

eine Matrix wie in Bemerkung 5.55 (2) dargestellt. Wir können also v1 = u,
k1 = k setzen und haben den ersten Teil der Basis B aus (1) gefunden. Falls
bereits U = V gilt, sind wir fertig.

Andernfalls wählen wir einen F -invarianten UnterraumW ⊂ V so, dass U∩
W = 0, das heißt, die Summe U +W ⊂ V ist direkt. Falls U ⊕W ̸= V gilt,
wollen wir W zu einem F -invarianten Unterraum W ′ ⊂ V mit W ′ ∩ U = 0
vergrößern. Dazu nehmen wir an, dass es einen Vektor v ∈ V \ (U ⊕W ) gibt.
Wir betrachten jetzt die Teilmenge

J =
{
Q ∈ k[X]

∣∣ Q(F )(v) ∈ U ⊕W
}
.

Man überzeugt sich, dass J ein Ideal ist, das P k enthält. Da k[X] ein Haupt-
ideal ist, hat J einen Erzeuger Q ̸= 0, und wir dürfen annehmen, dass Q ein
normiertes Polynom ist. Da Q Teiler von P ist, folgt aus der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung 5.45 in k[X], dass Q = P ℓ für ein ℓ ≤ k und somit J = (P ℓ).

Da P ℓ(F )(v) ∈ U ⊕W gilt und (*) eine Basis von U bildet, finden wir eine
eindeutige Zerlegung

P (F )ℓ(v) = w +
k−1∑
i=0

d−1∑
j=0

ai,j
(
F j ◦ P (F )i

)
(u)

mit w ∈W . Anwenden von P (F )k−ℓ liefert

0 = P (F )k(v) = P (F )k−ℓ(F )(w) +
k−1∑
i=0

d−1∑
j=0

ai,j
(
F j ◦ P (F )i+k−ℓ

)
(u) .

Da einerseits P (F )i+k−ℓ(u) = 0 für i ≥ ℓ und andererseits die Summe U ⊕W ⊂
V direkt ist, ergibt sich insbesondere, dass ai,j = 0 für alle i < ℓ.

Wir betrachten jetzt den neuen Vektor

v′ = v −
k−1∑
i=ℓ

d−1∑
j=0

ai,j
(
F j ◦ P (F )i−ℓ

)
(u) .

Dann gilt sicherlich Q(F )(v′) ∈ U ⊕W genau dann, wenn Q(F )(v) ∈ U ⊕W
für alle Q ∈ k[X], denn Q(F )(v′ − v) ∈ U nach Konstruktion. Andererseits gilt

P (F )ℓ(v′) = P (F )ℓ(v)−
k−1∑
i=ℓ

d−1∑
j=0

ai,j
(
F j ◦ P (F )i

)
(u) = w ∈W ,

und somit folgt Q(F )(v′) ∈W für alle Q ∈ k[X] mit Q(F ) ∈ U ⊕W .

Wir können den obigen F -invarianten Unterraum W zu einem Unterraum

W ′ =W ⊕
〈
v′, . . . , F ℓd−1v′

〉
erweitern. Nach der obigen Vorüberlegung ist W ′ ebenfalls F -invariant und
erfüllt W ′ ∩ U = 0. Da V endlich-dimensional ist, erhalten wir nach endlich
vielen Schritten einen F -invarianten Unterraum V ′ ⊂ V mit V = U ⊕ V ′. Jetzt
folgen (1) und (2) aus der Induktionsvoraussetzung für V ′.
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Das charakteristische Polynom in (3) erhalten wir induktiv mit Folge-
rung 4.17 (1), da die Begleitmatrix MP nach Bemerkung 5.55 (1) das cha-
rakteristische Polynom P hat. Da P (F )k1 = 0, teilt das Minimalpolynom µF
das Polynom P k1 . Da P irreduzibel ist, folgt µF = P ℓ für ein ℓ ≤ k1 aus der
eindeutigen Primfaktorzerlegung 5.45 in k[X]. Da P (F )k1−1(v1) ̸= 0, kommt
nur ℓ = k1 in Frage. □

Zur Erinnerung: das Minimalpolynom eines Endomorphismus F ∈ EndV
ist das normierte Polynom mF (X) = Xd + ak−1X

d−1 + · · · + a0 ∈ K[X] von
kleinstmöglichem Grad d ≤ dimV , so dass

mF (F ) = F d + ad−1F
d−1 + · · ·+ a0 F

0 = 0 ∈ EndV ,

siehe Definition 5.30. Es seien

µF = Pm1
1 · · ·Pmk

k und χF = Pn1
1 · · ·Pnk

k

die Primfaktorzerlegung von µF und dem charakteristischen Polynom χF , da-
bei seien die Polynome Pi normiert und paarweise verschieden. Wegen Folge-
rung 5.31 zum Satz von Cayley-Hamilton gilt mi ≤ ni für alle i. Wir wenden
Lemma 5.54 auf die Endomorphismen Pi(F ) an und erhalten Pi(F )-invariante
Zerlegungen V = Ki⊕Wi. Anschließend können wir F |Ki mit Proposition 5.56
genauer anschauen.

5.57. Satz (verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Die zu den Primfakto-
ren Pi von µF gehörigen Unterräume Ki und Wi ⊂ V haben folgende Eigen-
schaften.

(1) Alle Ki und Wi sind F -invariant.
(2) Es gilt

V =
k⊕

i=1

Ki und Wi =
⊕
j ̸=i

Kj .

(3) Sei U ⊂ V ein weiterer F -invarianter Unterraum, dann gilt

U =

k⊕
i=1

(U ∩Ki) .

(4) Für jedes i seien mi ≤ ni die Vielfachheiten von Pi im Minimalpo-
lynom µF beziehungsweise im charakteristischen Polynom χF . Dann
ist Pmi

i das Minimalpolynom von F |Ki, es gilt Ki = ker
(
Pi(F )

mi
)
,

und Pni
i ist das charakteristische Polynom von F |Ki.

Insbesondere kommt jeder Primteiler des charakteristischen Polynoms auch im
Minimalpolynom vor.

Wenn Pi = X−λ ein Linearfaktor ist, nennt man den Raum Kλ = Ki auch
den Hauptraum oder verallgemeinerten Eigenraum zum Eigenwert λ. Sei Eλ

der Eigenraum, dann ist dimEλ die geometrische und dimKλ wegen (4) die
algebraische Vielfachheit von λ, siehe Definition 5.25. Falls Pi von höherem
Grad ist, können wir Ki als verallgemeinerten Hauptraum zu Pi verstehen.
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Aussage (3) bedeutet wie auch in Lemma 5.54, dass es reicht, die F -
invarianten Unterräume der einzelnen Ki zu bestimmen, um alle F -invarianten
Unterräume von V zu finden.

Beweis. Dieser Beweis basiert im wesentlichen auf dem chinesischen Rest-
satz 5.49. Wie oben schreiben wir das Minimalpolynom als

µF = Pm1
1 · · ·Pmk

k .

Wir definieren
Ki = ker

(
Pmi
i (F )

)
.

Später sehen wir, dass Ki gerade der zu Pi(F ) gehörige Raum der Fitting-
Zerlegung 5.54 ist.

Nach dem chinesischen Restsatz finden wir für jedes i ein Polynom Qi, so
dass

Qi ≡ 1 mod Pmi
i und Qi ≡ 0 mod P

mj

j für alle i ̸= j .

Für ein festes i existieren Sj ∈ k[X] für alle j, so dass Qi = SiP
mi
i +1 und Qi =

SjP
mj

j für i ̸= j. Dann gilt für vj ∈ Kj , dass

Qi(F )(vj) =

{
Si(F )

(
Pi(F )

mi(vi)
)
+ id(vi) = vi für i = j, und

Sj(F )
(
Pj(F )

mj (vj)
)
= 0 sonst.

Aus Pmi
i Qi ≡ 0 mod P

mj

j für alle j inklusive j = i folgt aus dem Restsatz,
dass

Pmi
i Qi ≡ 0 mod Pm1

1 · · ·Pmk
k = µF ,

insbesondere gilt Pmi
i (F )Qi(F ) = 0 ∈ EndV . Zusammen mit dem obigen folgt

im
(
Qi(F )

)
= Ki und Qi(F )|Kj = δij idKj .

Da Q1+· · ·+Qk ≡ 1 mod P
mj

j für alle j, existiert nach 5.49 (2) ein S ∈ k[X],
so dass

1 ≡ Q1 + · · ·+Qk = 1 + S µF mod Pm1
1 · · ·Pmk

k = µF .

Es folgt
k∑

i=1

Qi(F ) = idV +S(F )µF (F ) = idV ∈ EndV .

Wir können also jeden Vektor v ∈ V zerlegen als

v =

k∑
i=1

Qi(F )(v) ∈
k⊕

i=1

Ki ,

somit gilt V = K1 + · · · +Kk. Diese Summe ist direkt, denn sei seien vi ∈ Ki

so, dass v1 + · · ·+ vk = 0 ∈ V , dann folgt

0 =

k∑
j=1

Qi(F )(vj) = vi

für alle i. Das zeigt die erste Behauptung in (2).
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Die Räume Ki sind allesamt F -invariant, denn für vi ∈ Ki gilt

F (vi) =
(
F ◦Qi(F )

)
(vi) =

(
Qi(F ) ◦ F

)
(vi) ∈ im

(
Qi(F )

)
= Ki .

Insbesondere sind die Kj auch Pi(F )-invariant, und da Ki ∩ Kj = 0 gilt,
ist Pi(F )|Kj invertierbar. Nach der Eindeutigkeitsaussage in Lemma 5.54 er-
halten wir die Fitting-Zerlegung von V bezüglich Pi(F ) mit

ker
(
Pi(F )

mi
)
= Ki und im

(
Pi(F )

mi
)
=
⊕
j ̸=i

Kj .

Das beweist (1) und die zweite Aussage in (2).

Sei jetzt U ⊂ V ein weiterer F -invarianter Unterraum und u ∈ U , dann gilt

u =
k∑

i=1

Qi(F )(u) ∈
k⊕

i=1

(
U ∩Ki

)
,

denn Qi(F )(u) ∈ U wegen F -Invarianz und Qi(F )(u) ∈ im
(
Qi(F )

)
= Ki. Also

gilt (3).

Behauptung (4) folgt aus Proposition 5.56 (3) und Bemerkung 5.32 (3) für
das Minimalpolynom beziehungsweise Folgerung 4.17 (1) für das charakteristi-
sche Polynom. Dabei sehen wir, dass ni ̸= 0 nur möglich ist, wenn Ki ̸= 0, wenn
also auch mi ̸= 0 gilt. □

5.58. Bemerkung. Wir können jetzt Proposition 5.56 auf die einzelnen
verallgemeinerten Haupträume Ki anwenden. Insgesamt können wir F also
als Blockmatrix darstellen, wobei jeder einzelne Block die Gestalt aus Bemer-
kung 5.55 (2) hat. In Ermangelung eines besseren Begriffs nennen wir das die
allgemeine Normalform eines Vektorraum-Endomorphismus. Um die Darstel-
lung zu finden, müssen wir zunächst die Primteiler Pi des charakteristischen
Polynoms χF (X) in k[X] finden. Anschließend müssen wir für jedes i Zah-
len k1 ≥ · · · ≥ kℓi wie in Proposition 5.56 (1) finden.

Dazu berechnen wir dim
(
ker(Pi(F )

j)
)
für j = 1, . . . Dabei sieht man leicht,

dass für 1 ≤ a ≤ ℓi, b < di = degPi und c ≤ ka jeweils

Pi(F )
j
((
F b ◦ P (F )c

)
(va) =

{(
F b ◦ P (F )c+j

)
(va) für c+ j < ka, und

0 für c+ j ≥ ka.

Hieraus kann man induktiv schließen, dass

dim
(
ker
(
Pi(F )

j
))

=

ℓi∑
a=1

di min(j, ka) .

Umgekehrt kann man k1, . . . , kℓi mit Hilfe der Gleichungen

dim
(
ker
(
Pi(F )

))
= diℓi ,

dim
(
ker
(
Pi(F )

j
))

− dim
(
ker
(
Pi(F )

j−1
))

= di#{ c ∈ {1, . . . , ℓi}
∣∣ kc ≥ j

}
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bestimmen. Insgesamt sieht man, dass die Gestalt der Abbildungsmatrix BFB

bis auf Reihenfolge der Blöcke nur von der Gestalt der Basis von Ki aus Propo-
sition 5.56 (1) abhängt, aber nicht von der genauen Wahl der Vektoren v1, v2
usw. Außerdem sieht man, dass die Zahlen ℓi und k1, . . . , kℓi eindeutig durch F
bestimmt sind, nicht jedoch die Vektoren v1, . . .

Wir erinnern uns jetzt an Diagonalisierbarkeit, siehe Definition 5.3. Eine
hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung für Diagonalisierbarkeit hatten
wir in Folgerung 5.6 (2) bereits kennengelernt.

5.59. Satz (Diagonalisierbarkeit). Es sei k ein Körper und V ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum. Dann sind für einen Endomorphismus F ∈
Endk V die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) F ist diagonalisierbar;
(2) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von F ;
(3) V zerfällt in eine direkte Summe von Eigenräumen von F ;
(4) Das charakteristische Polynom zerfällt in Linearfaktoren, und für jeden

Eigenwert λ ∈ k stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit
überein, das heißt, es gilt

ordλ χA = dimker
(
λ idV −F

)
;

(5) Das Minimalpolynom zerfällt in paarweise verschiedene Linearfakto-
ren.

Die Diagonaleinträge sind gerade die Eigenwerte von F , und kommen entspre-
chend ihrer Vielfachheit in χF oft vor. Insbesondere ist die Diagonalmatrix bis
auf Reihenfolge der Diagonaleinträge eindeutig durch F bestimmt.

Analoge Aussagen gelten für quadratische Matrizen über k.

Beweis. Die Äquivalenz von (1)–(3) haben wir in Proposition 5.4 und Fol-
gerung 5.6 (4) gezeigt, und daraus ergibt sich auch die Eindeutigkeit der Dia-
gonalmatrix bis auf Reihenfolge der Einträge.

Zu
”
(3) =⇒ (5)“. Auf dem λ-Eigenraum Eλ gilt F |Eλ

− λ idEλ
= 0, mithin

ist X − λ das Minimalpolynom. Wenn V in Eigenräume zerfällt, folgt (5) aus
Bemerkung 5.32 (3).

Zu
”
(5) =⇒ (4)“. Nach Satz 5.57 kommen im charakteristischen Polynom

keine Primfaktoren vor, die nicht schon im Minimalpolynom vorkommen, also
zerfällt es ebenfalls in Linearfaktoren. Außerdem gilt auf dem Hauptraum Kλ

zum Linearfaktor Pλ = X − λ, dass

0 = Pλ(F |Kλ
) = F |Kλ

− λ idKλ
,

also ist Kλ der λ-Eigenraum, und somit stimmen geometrische und algebraische
Vielfachheit von λ überein.



5.5. INVARIANTE UNTERRÄUME UND NORMALFORMEN 167

Zu
”
(4) =⇒ (3)“. Sei λ ∈ k, dann ist die Dimension des Eigenraums Eλ die

geometrische und die Dimension des Hauptraums Kλ die algebraische Vielfach-
heit von λ. Es folgt ∑

λ

dimEλ =
∑
λ

dimKλ = dimV ,

mithin ist V die Summe der Eigenräume von F . □

Wir erinnern uns an den Begriff der
”
Trigonalisierbarkeit“ von Endomor-

phismen und Matrizen aus Definition 5.3. Außerdem erinnern wie uns an den
Begriff des Jordanblocks aus Bemerkung 5.55‘(4). Der folgende Satz ist analog
zum Satz 5.59 über Diagonalisierbarkeit.

5.60. Satz (Trigonalisierbarkeit, Jordan-Normalform). Es sei V ein end-
lich-dimensionaler k-Vektorraum und F ∈ Endk V . Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent.

(1) Der Endomorphismus F ist trigonalisierbar.
(2) Das charakteristische Polynom χF zerfällt vollständig in Linearfakto-

ren.
(3) Das Minimalpolynom µF zerfällt vollständig in Linearfaktoren.
(4) V zerfällt in eine direkte Summe von Haupträumen zu Eigenwerten

von F .
(5) Jordan-Normalform. Der Endomorphismus F lässt sich als Jordan-

Matrix schreiben. Das heißt, seien λ1, . . . , λℓ die Eigenwerte von F .
Bezüglich einer geeigneten Basis B gilt dann

BFB =



λ1 1 0
λ1

. . .

. . . 1
0 λ1

. . .

λℓ 1 0
λℓ

. . .

. . . 1
0 λℓ


.

(6) Jordan-Chevalley-Zerlegung. Es existiert eine Darstellung F = D+N ,
bei der D diagonalisierbar und N nilpotent ist, mit DN = ND.

Dabei ist die Jordan-Matrix in (5) bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-
Blöcke eindeutig. In (6) sind D und N ebenfalls eindeutig bestimmt.

Analoge Aussagen gelten für quadratische Matrizen über k.

Aus (5) folgt insbesondere, dass jede obere Dreiecksmatrix zu einer Matrix
in Jordan-Normalform konjugiert ist. Beide Matrizen haben die gleichen Diago-
naleinträge. In den Übungen sehen wir, dass man mit Jordan-Matrizen leichter
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rechnen kann als mit allgemeinen Dreiecksmatrizen. Die Basis B in (5) ist nicht
eindeutig. Das ergibt sich aus der Konstruktion im Beweis von Proposition 5.56,
die gewisse Wahlmöglichkeiten zulässt.

Die Forderung DN = ND in (6) ist wesentlich, anderfalls könnte es andere
Zerlegungen mit anderen Eigenwerten geben. Es gibt für alle Endomorphismen
eine Jordan-Chevalley-Zerlegung, wenn man

”
diagonalisierbar“ durch den all-

gemeineren Begriff
”
halbeinfach“ ersetzt. Das wollen wir hier aber nicht weiter

vertiefen.

Beweis. Wir zeigen hier nur die Aussagen über Endomorphismen.

Zu
”
(1) =⇒ (2)“ sei F dargestellt durch eine Dreiecksmatrix A ∈ Mn(k).

Wir wenden Folgerung 4.17 (2) auf die Dreiecksmatrix X · En − A an und
erhalten die Zerlegung

χF (X) = det(X · En −A) =

n∏
i=1

(X − aii) .

Zu
”
(2) =⇒ (3)“ benutzen wir Folgerung 5.31 zum Satz von Cayley-

Hamilton, wonach µF | χF , und den Satz 5.45 über die eindeutige Primfak-
torzerlegung, woraus folgt, dass mit χF auch µF vollständig in Linearfaktoren
zerfällt.

Die Richtung
”
(3) =⇒ (4)“ folgt dann unmittelbar aus Satz 5.57.

Den Schritt
”
(4) =⇒ (5)“ haben wir in Bemerkung 5.55 (4) gezeigt, indem

wir für jeden Hauptraum eine geeignete Basis angegeben haben. Die Eindeutig-
keit der Jordan-Matrix bis auf Reihenfolge der Blöcke ergibt sich aus Bemer-
kung 5.58.

Klar ist außerdem
”
(5) =⇒ (1)“, da die Jordan-Matrix eine obere Dreiecks-

matrix ist.

Zu
”
(5) =⇒ (6)“ sei D der Endomorphismus, der durch den Diagonalanteil

der Jordan-Matrix BFB in (5) bezüglich B dargestellt wird, und N = F − D
Anhand der Matrixdarstellung sieht man leicht, dass N nilpotent ist und mit D
vertauscht.

Zu
”
(6) =⇒ (4)“ bemerken wir zunächst, dass V nach Satz 5.59 (3) in die

Eigenräume Kλ von D zerfällt. Da D mit N kommutiert, sind diese Eigenräume
N -invariant (Übung). Es folgt, dass Eλ auch F -invariant ist, und dass F |Eλ

−
λ idEλ

= N |Eλ
nilpotent ist. Mithin ist Eλ zumindest ein Unterraum des λ-

Hauptraumes Kλ von F . Aber da die Summe aller Haupträume von F direkt
ist, gilt sogar Gleichheit.

Die Eindeutigkeit der Jordan-Chevalley-Zerlegung folgt jetzt aus der Ein-
deutigkeit der Hauptraumzerlegung von F in Satz 5.57. □

5.61. Folgerung. Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper, V ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum und F ∈ Endk V . Dann lässt sich F durch
eine Matrix in Jordan-Normalform darstellen, und F besitzt auch eine Jordan-
Chevalley-Zerlegung.
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Beweis. Das folgt aus Satz 5.60 (2) oder auch (3), da χF und µF nach
Folgerung 5.22 in Linearfaktoren zerfallen. □

5.6. Anwendungen der Jordan-Normalform

Zum Schluss des Kapitels skizzieren wir zwei Anwendungen der Jordan-
Normalform im Zusammenhang mit Analysis.

Es sei k = R oder C, und es sei (pn)n∈N eine Folge in k. Eine Potenzreihe
in einer Variablen X ist ein Ausdruck der Form

P (X) =

∞∑
n=0

pnX
n ,

vergleiche Definition 5.9. Im Unterschied zu einem Polynom ist es erlaubt, dass
beliebig viele pi von 0 verschieden sind.

In der Analysis definiert man den Begriff der Konvergenz einer Potenzreihe
an einer Stelle x ∈ k; das Gegenteil davon ist Divergenz.Man zeigt dann, dass es
einen Konvergenzradius ρ ∈ [0,∞] in Abhängigkeit von den Koeffizienten (pn)n
gibt, so dass

|x| < ρ =⇒ P (x) konvergiert, und

|x| > ρ =⇒ P (x) divergiert.

Im Fall |x| = ρ ist sowohl Konvergenz als auch Divergenz möglich.

Ähnlich wie in Proposition 5.27 ist es möglich, Matrizen A ∈Mn(k) in Po-
tenzreihen einzusetzen. Es sei C = B−1 ·A ·B ∈Mn(C) die Jordan-Normalform
über C von A. Die Rechnung

P (A) =
∞∑
i=0

pn
(
B · C ·B−1

)n
=

∞∑
i=0

pnB · Cn ·B−1

= B ·
( ∞∑

i=0

pnC
n

)
·B−1 = B · P (C) ·B−1

zeigt, dass P (A) genau dann konvergiert, wenn P (C) konvergiert.

Als nächstes überlegt man sich, dass man jeden Jordanblock einzeln behan-
deln kann, da fü jedes Polynom Q gerade

Q

J(λ1, ℓ1) 0
. . .

0 J(λk, ℓk)

 =

Q(J(λ1, ℓ1)) 0
. . .

0 Q(J(λk, ℓk))

 .

In den Übungen sehen Sie, dass

Q


λ 1 0

λ
. . .
. . . 1

0 λ

 =


1
0! Q(λ) 1

1! Q
′(λ) · · · 1

(ℓ−1)! Q
(ℓ−1)(λ)

1
0! Q(λ)

. . .
...

. . . 1
1! Q

′(λ)

0 1
0! Q(λ)

 .
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Die höheren Ableitungen einer Potenzreihe sind wieder Potenzreihen mit dem
gleichen Konvergenzradius. Falls |λ| < ρ konvergiert P

(
J(λ, ℓ

)
, und es gilt

P
(
J(λ, ℓ)

)
=


1
0! P (λ) 0
1
1! P

′(λ) 1
0! P (λ)

...
. . .

. . .
1

(ℓ−1)! P
(ℓ−1)(λ) · · · 1

1! P
′(λ) 1

0! P (λ)

 .

Damit das alles auch im Reellen funktioniert, betrachten wir A ∈ Mn(R) als
komplexe Matrix A ∈Mn(C), bevor wir die Eigenwerte bestimmen; diese heißen
dann die komplexen Eigenwerte von A.

5.62. Proposition. Es sei P eine Potenzreihe über k = R oder C mit
Konvergenzradius ρ > 0 und A ∈ Mn(k). Wenn alle komplexen Eigenwerte
von A vom Betrag kleiner als ρ sind, dann konvergiert die Reihe P (A). Hat ein
komplexer Eigenwert größeren Betrag als ρ, dann divergiert sie. □

Es ist also nicht einmal nötig, die Eigenwerte exakt zu bestimmen. Es reicht,
den Betrag der Nullstellen des charakteristischen Polynoms χF gegen ρ ab-
zuschätzen. Das kann in Spezialfällen deutlich leichter sein. Auch die Jordan-
Normalform selbst taucht in der Formulierung der Proposition nicht auf.

5.63. Beispiel. Der Arcustangens ist die Umkehrfunktion der Funktion

tan =
sin

cos
: C

∖ {
(2n+ 1)

π

2

∣∣∣ n ∈ Z
}
−→ C

und wird dargestellt durch die Reihe

arc tan(X) = X − 1

3
X3 +

1

5
X5 − 1

7
X7 + . . .

mit Konvergenzradius 1. Das heißt, für alle z ∈ C mit |z| < 1 konvergiert

z − 1

3
z3 +

1

5
z5 − 1

7
z7 + . . .

gegen den Wert arc tan z.

Wir betrachten speziell die Matrix

A =

(
37√
3

−16

27 − 35√
3

)
.

Ihre Einträge sind so groß, dass man erst einmal nicht glaubt, dass die Rei-
he arc tan(A) konvergiert. Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A
und erhalten

χF (X) = det

(
X − 37√

3
16

27 X + 35√
3

)
= X2 − 2√

3
X +

1

3
=

(
X − 1√

3

)2

.
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Da der einzige Eigenwert von A gleich 1√
3
< 1 ist, konvergiert die Rei-

he arc tan(A). In der Tat ist

A =

(√
3 4

2 3
√
3

)
·

(
1√
3

0

1 1√
3

)
·
(
3
√
3 −4

−2
√
3

)

und arc tan(A) =

(√
3 4

2 3
√
3

)
·

(
arc tan 1√

3
0

arc tan′ 1√
3

arc tan 1√
3

)
·
(
3
√
3 −4

−2
√
3

)
=

(√
3 4

2 3
√
3

)
·
(π

6 0
3
4

π
6

)
·
(
3
√
3 −4

−2
√
3

)
=

(
9
√
3− 3π

2

√
3π
2 − 12

81
4

π
6 − 9

√
3

)
.

Dabei haben wir benutzt, dass

tan
π

6
= sin

π

6

/
cos

π

6
=

1

2

/ √
3

2
=

1√
3
,

somit arc tan 1√
3
= π

6 , und dass arc tan′(z) = 1
1+z2

, somit arc tan′ 1√
3
= 3

4 .

Wir kommen zu einer zweiten Anwendung der Jordan-Normalform. Diesmal
geht es um die Lösung von gewöhnlichen linearen Differentialgleichungssyste-
men mit konstanten Koeffizienten. Dabei sei eine Matrix A ∈Mn(R) gegeben.
Gesucht sind Funktionen f1, . . . , fn : R → R, so dass gilt

(*)

f
′
1
...
f ′n

 = A ·

f1...
fn

 .

Nach dem Satz von Picard-Lindelöff gibt es zu jedem Anfangsvektor v ∈ Rn

und zu jedes Startzeit t0 ∈ R eine eindeutige Lösung

f =
(

f1
:
fn

)
: R −→ Rn

von (*) mit f(t0) = v. Diese Lösung ist auf ganz R definiert und beliebig oft
differenzierbar. Außerdem ist das Differentialgleichungssystem zeitunabhängig,
das heißt, für alle s ∈ R erhalten wir weitere Lösungen

f( · + s) ∈ L mit t 7−→ f(t+ s) ∈ Rn .

Unter einer Fundamentallösung versteht man eine Abbildung F : t →
Mn(R) mit F (0) = En, so dass für alle v ∈ Rn die Abbildung

t 7−→ F (t) · v ∈ Rn

eine Lösung von (*) mit Anfangswert v bei t = 0 ist. Die Fundamentallösung
erfüllt die Gleichung

F ′(t) = A · F (t)
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mit F (0) = En. Wegen des Satzes von Picard-Lindelöff existiert sie und ist
eindeutig bestimmt. Dann ist für alle t0 die Abbildung

t 7−→ F (t− t0) · v ∈ Rn

die eindeutig bestimmte Lösung von (*), die zur Zeit t0 den Wert v annimmt.

Als Ansatz wählen wir F (t) = exp(tA). Die Exponentialreihe hat Konver-
genzradius ρ = ∞, wegen Proposition 5.62 konvergiert exp(tA) also für al-
le t ∈ R. Für t = 0 gilt

exp(0A) = A0 = En .

Außerdem erwarten wir, dass

d

dt
exp(tA) = A · exp(tA) .

Im folgenden gehen wir zu Funktionen f : R → C über, damit wir mit
komplexen Matrizen und ihren Jordan-Normalformen rechnen können. Es
sei B ∈ GL(n,C) invertierbar, und es sei f ∈ L eine Lösung von (*), dann
ist g = B · f : R → Cn eine Lösung des Differentialgleichungssystems

g′ = B · f ′ = B ·A · f = (B ·A ·B−1) · g .

Sei F eine Fundamentallösung von (*), dann ist entsprechend B · F (t) · B−1

eine Fundamentallösung des obigen Systems. Wir können also die Jordan-
Normalform von A einsetzen, um die Fundamentallösung für (*) zu bestimmen.

Für festes t gilt

d

dx
etx = t etx .

Für einen Jordanblock J(λ, ℓ) erhalten wir also

exp
(
t J(λ, ℓ)

)
=


1
0! e

tλ t
1! e

tλ · · · tℓ−1

(ℓ−1)! e
tλ

1
0! e

tλ . . .
...

. . . t
1! e

tλ

0 1
0! e

tλ

 .

Man überprüft jetzt leicht, dass dann tatsächlich

d

dt
exp
(
t J(λ, ℓ)

)
= J(λ, ℓ) · exp

(
t J(λ, ℓ)

)
.

Da wir jede reelle Matrix über C in Jordan-Normalform bringen können, erhal-
ten wir das folgende Ergebnis.

5.64. Proposition. Es sei A ∈Mn(R). Dann ist

t 7−→ exp(tA)

die Fundamentallösung für das Differentialgleichungssystem (*).
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5.65. Beispiel. Solche Differentialgleichungssysteme kommen auch in der
Physik gelegentlich vor. Sei beispielsweise u′′+a u′+b u = 0 die Bewegungsglei-
chung einer linear gedämpften Schwingung. Der Term a u′ mit der Reibungs-
konstante a ≥ 0 beschreibt die Dämpfung des Systems, der Term b u mit der
Federkonstante b > 0 gibt die Rückstellkraft an. Wir setzen f1 = u, führen eine
neue Funktion f2 = u′ = f ′1 ein, und erhalten das Differentialgleichungssystem

f ′ =

(
u′

u′′

)
=

(
0 1
−b −a

)
·
(
u
u′

)
=

(
0 1
−b −a

)
· f .

In physikalisch sinnvollen Situationen gilt a ≥ 0 und b > 0. Das charakteristi-
sche Polynom ist χA(X) = X2 + aX + b, und wir unterscheiden drei Fälle.

(1) Falls a2 > 4b, hat A zwei reelle Eigenwerte −a
2 ±

√
a2−4b
2 . In der Tat

erhalten wir für das ursprüngliche Problem zwei linear unabhängige
Lösungen

u1(t) = e
−
(
a
2−

√
a2−4b
2

)
t

und u2(t) = e
−
(
a
2+

√
a2−4b
2

)
t
.

Alle anderen Lösungen sind Linearkombinationen dieser Lösungen. Im
physikalisch relevanten Fall a > 0 und 0 < 4b < a2 klingen beide
Lösungen exponentiell schnell ab.

(2) Falls a2 < 4b, sind die obigen zwei Eigenwerte komplex. Wir erhalten
zwei reelle Lösungen

u1(t) = e−
at
2 cos

(√
4b− a2

2
t

)
und u2(t) = e−

at
2 sin

(√
4b− a2

2
t

)
.

Diese Lösungen sind Schwingungen mit der Frequenz
√
4b−a2

2 , deren
Amplitude im relevanten Fall a > 0 exponentiell abklingt.

(3) Im Grenzfall a2 = 4b erhalten wir ebenfalls zwei linear unabhängige
Lösungen

u1(t) = e−
at
2 und u2(t) = t e−

at
2 ,

denn in der Tat gilt auch

u′2(t) = e−
at
2 − at

2
e−

at
2 ,

u′′2(t) = −a e−
at
2 +

a2t

4
e−

at
2 = −a e−

at
2 +

(
a2

2
− b

)
t e−

at
2

= −a u′2(t)− b u2(t) .

Im Grenzfall (3) klingt die Amplitude genauso schnell wie in (2) ab, ohne dass
es zu Schwingungen kommt. Außerdem klingen die Lösungen in (3) schneller
ab als die

”
langsame“ Lösung u1 im Fall (1). Daher versucht man in techni-

schen Anwendungen, zum Beispiel bei Stoßdämpfern, möglichst nahe an den
Grenzfall (3) heranzukommen.
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Wir geben noch die Fundamentallösung im Fall (3) an. Es gilt(
0 1

−a2

4 −a

)
=

( a
2 1

−a2

4 0

)
·
(
−a

2 1
0 −a

2

)
·
(
0 − 4

a2

1 2
a

)
,

exp

(
t

(
0 1

−a2

4 −a

))
=

( a
2 1

−a2

4 0

)
·

(
e−

at
2 t e−

at
2

0 e−
at
2

)
·
(
0 − 4

a2

1 2
a

)

=

(
e−

at
2 + at

2 e
−at

2 t e−
at
2

−a2t
4 e−

at
2 e−

at
2 − at

2 e
−at

2

)
.

Man überprüft leicht, dass man für t = 0 die Einheitsmatrix erhält. In der ersten
Zeile stehen zwei Linearkombinationen der unter (3) genannten Lösungen. In
der zweiten Zeile stehen jeweils ihre Ableitungen.

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Aspekte dieses Kapitels zusammen.
Wir haben uns zum einen mit Endomorphismen von Vektorräumen, Eigenwer-
ten und Normalformen beschäftigt. Der Begriff des Eigenvektors ist in vielen
Bereichen der Mathematik und auch in der Physik sehr wichtig, daher sollten
wir möglichst viele verschiedene Charakterisierungen kennen. Außerdem haben
wir gesehen, dass das etwas allgemeinere Konzept eines invarianten Unterraums
fast ebenso wichtig ist.

Diagonalisierbare Endomorphismen sind, was Eigenwerte und Fragen des
Rechenaufwandes angeht, der Optimalfall, trigonalisierbare Endomorphismen
sind für manche praktische Zwecke fast genauso gut. Daher sollten wir möglichst
viele Kriterien für Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit kennen. In je-
dem Fall ist es wichtig, sowohl über Endomorphismen als auch über ihre dar-
stellenden Matrizen bezüglich geschickt gewählter Basen reden zu können.

Auf der anderen Seite haben wir auch einige Fakten über Ringe kennenge-
lernt. Division mit Rest in Euklidischen Ringen, die eindeutige Primfaktorzer-
legung in Hauptidealringen und der chinesische Restsatz gehören zur mathema-
tischen Allgemeinbildung. In einer Algebra-Vorlesung wird dieses Gebiet noch
vertieft.

Zu guter Letzt haben wir eine enge Verbindung zwischen Endomorphismen
von Vektorräumen auf der einen Seite und Ringtheorie auf der anderen ken-
nengelernt; zwei Gebieten, die auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun
haben. Das betrifft zuallererst das charakteristische Polynom, mit dem man
Eigenwerte finden kann. Spätestens in Abschnitt 5.5 haben wir gesehen, wie
man Sachverhalte der linearen Algebra mit Ringtheorie verstehen kann. In der
Algebra-Vorlesung werden Sie sehen, dass lineare Algebra umgekehrt auch hilft,
um Probleme aus der Ring- und Körpertheorie zu lösen. Es ist bezeichnet für
die Mathematik, dass solche Querverbindungen immer wieder existieren, und
wichtig für angehende Mathematiker, für diese Querverbindungen immer offen
zu sein.



KAPITEL 6

Vektorräume mit Skalarprodukt

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorräume über k = R, C oder H mit
Skalarprodukt. Wir haben bereits in Abschnitt 1.4 über Euklidische Geometrie
gesehen, dass man mit Hilfe des Standard-Skalarproduktes Längen und Win-
kel bestimmen kann. In diesem Abschnitt sehen wir, dass man auch Volumina
von einfachen geometrischen Objekten mit Hilfe des Skalarproduktes definieren
kann. Auch in der Physik spielen Skalarprodukte eine große Rolle.

Am Ende von Abschnitt 3.1 haben wir gesehen, dass man mit Orthonormal-
basen besonders gut rechnen kann, insbesondere braucht man die Inverse der
Basisabbildung nicht umständlich auszurechnen. In diesem Kapitel konstruieren
wir systematisch Orthogonalbasen und entsprechende Basen für Vektorräume
mit Skalarprodukt über C oder H, mit denen man entsprechend einfach arbeiten
kann.

Am Ende von Abschnitt 2.3 haben wir den Dualraum V ∗ eines Vektor-
raums V kennengelernt. Wir führen hier auch noch den sogenannten

”
Anti-

dualraum“ ein und zeigen, wie beide über ein Skalarprodukt mit V identifiziert
werden können, wenn V endlich-dimensional ist.

Lineare Abbildungen, die ein Skalarprodukt invariant lassen, heißen
”
linea-

re Isometrien“. Lineare Isometrien sind ein Spezialfall sogenannter
”
normaler

Abbildungen“. Wir zeigen, dass normale Abbildungen bezüglich geeigneter Or-
thogonalbasen durch spezielle Matrizen dargestellt werden können. Dadurch
erhalten wir einen einfacheren Zugang zur Klassifikation von Isometrien Eukli-
discher Vektorräume, vergleiche dazu die Überlegungen am Ende der Abschnit-
te 1.5 und 1.6.

Im folgenden sei stets k = R, C oder H, wenn nicht anders angegeben.

6.1. Skalarprodukte

In Definition 1.51 (1) haben wir das Standard-Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum Rn eingeführt als

⟨x, y⟩ =
n∑

a=1

xaya für alle x, y ∈ Rn .

175
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Wir haben in 1.51 (2) und (3) gesehen, wie man mit dem Skalarprodukt Längen
von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren definieren kann. Insbesondere ist

∥x∥2 = ⟨x, x⟩ =
n∑

a=1

x2 ≥ 0 ,

da die rechte Seite eine Summe von Quadraten ist.

Wenn wir diese Definition unverändert auf Cn oder Hn übertragen, haben
wir ein Problem, denn für z ∈ C gilt z2 ∈ R mit z2 ≥ 0 nur dann, wenn bereits z
eine reelle Zahl ist, also eine Zahl mit Im z = 0. Wir erinnern uns daher an die
Überlegung, die zu Definition 1.62 geführt hat, siehe auch Bemerkung 1.63 (1):
es gilt

z̄ · z = (x− yi)(x+ yi) = x2 + y2 = ∥z∥2 ≥ 0 für alle z ∈ C .

Völlig analog gilt nach Satz 1.71 (7), dass

q̄ · q = ∥q∥2 ≥ 0 für alle q ∈ H ,

dabei bezeichnet ∥ · ∥ in beiden Gleichungen die Euklidische Norm auf C ∼= R2

beziehungsweise H ∼= R4.

6.1. Bemerkung. Wir führen auch auf R eine
”
Konjugation“ ein durch

t̄ = t für alle t ∈ R .

Dann gilt für r, s ∈ k = R, C und H gleichermaßen

r + s = r̄ + s̄ ,(1)

r · s = s̄ · r̄ ,(2)

¯̄r = r ,(3)

r̄ = r ⇐⇒ r ∈ R ⊂ k ,(4)

r̄ · r ≥ 0 und r̄ · r = 0 ⇐⇒ r = 0 ,(5)

Aufgrund der Eigenschaften (1) und (2) nennen wir die Konjugation einen An-
tiautomorphismus von k, da sie die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt
umdreht. Wegen (5) definieren wir den Absolutbetrag

|r| =
√
r̄ · r ∈ R ,

wie in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1.53 für k = R, beziehungsweise in
den Definition 1.62 und 1.72 für k = C und H. Eigenschaften des komplexen
Absolutbetrages haben wir in Bemerkung 1.63 zusammengestellt. Die entspre-
chenden Aussagen über den quaternionischen Absolutbetrag lassen sich analog
mit Hilfe von Satz 1.71 zeigen.

6.2. Definition. Es sei k = R, C oder H. Es sei V ein Rechts-k-Vektorraum
und W ein Links-k-Vektorraum. Eine Abbildung φ : V → W heißt (k-) semili-
near oder antilinear, wenn für alle u, v ∈ V und alle r ∈ k gilt

φ(u+ v) = φ(u) + φ(v) (Additivität),(L1)

φ(v . r) = r̄ · φ(v) (Antihomogenität).(L2)

Analog definieren wir anti- oder semilineare Abbildungen von einem Links- in
einen Rechtsvektorraum.
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Wir benuzten die obigen Begriffe, um Axiome für Skalarprodukte anzuge-
ben.

6.3. Definition. Sei V ein Rechts-k-Vektorraum. Eine Abbildung S : V ×
V → k heißt Sesquilinearform, wenn für alle u, v ∈ V die Abbildung

(S1)
S(u, · ) : V → k mit v 7→ S(u, v) linear, und

S( · , v) : V → k mit u 7→ S(u, v) antilinear ist.

Eine Sesquilinearform S : V × V → k heißt Hermitesche Form, wenn für
alle u, v ∈ V gilt

(S2) S(v, u) = S(u, v) ∈ k .

Eine Hermitesche Form S : V × V → k heißt positiv semidefinit oder
kurz S ≥ 0, wenn

S(v, v) ≥ 0 für alle v ∈ V .

Sie heißt positiv definit oder positiv, kurz S > 0, wenn für alle v ∈ V gilt

(S3) S(v, v) ≥ 0 und S(v, v) = 0 ⇐⇒ v = 0 .

Ein Skalarprodukt oder auch eine Hermitesche Metrik auf V ist eine posi-
tive definite Hermitesche Form g auf V . Wir nennen (V, g) einen Euklidischen
Vektorraum, wenn k = R, einen unitären Vektorraum, wenn k = C, und einen
quaternionisch-unitären Vektorraum, wenn k = H.

Die lateinische Vorsilbe
”
semi“ bedeutet

”
halb“. Eine semilineare Abbil-

dung erfüllt nur die Hälfte der Axiome, daher der Name. Die Vorsilbe
”
sesqui“

bedeutet
”
anderthalb“. Eine Sesquilinearform ist in einem Argument linear, im

anderen nur halb, also insgesamt nur anderthalbfach linear.

Man beachte, dass es für k = R keinen Unterschied zwischen semilinear und
linear und zwischen sesquilinear und bilinear (also linear in beiden Argumenten)
gibt, da die Konjugation auf R die Identität ist. Genausowenig gibt es über R
einen Unterschied zwischen Hermitesch und symmetrisch (S(u, v) = S(v, u) für
alle u, v ∈ V ). Um eine einheitliche Notation zu haben, schreiben wir trotzdem
die Konjugation auch für k = R immer mit.

6.4. Bemerkung. Wir wollen uns überlegen, dass die Definitionen 6.2
und 6.3 sinnvoll sind.

(1) Semilineare Abbildungen sind mit den Vektorraumaxiomen verträg-
lich. Wir prüfen insbesondere die Verträglichkeit mit dem Assoziativ-
gesetz (M1). Für φ : V →W wir oben und v ∈ V , r, s ∈ k gilt

φ
(
(v . r) . s

)
= s̄ · φ(v . r) = s̄ · r̄ · φ(v)

φ
(
v . (r · s)

)
= r · s · φ(v) = s̄ · r̄ · φ(v) .

Dabei haben wir die Eigenschaft (2) der Konjugation aus Bemer-
kung 6.1 und die Antihomogenität (L2) ausgenutzt. Die Verträglichkeit
mit den anderen Axiomen zeigt man entsprechend.
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(2) Sei jetzt S eine Sesquilinearform auf V . Die Homogenität (L2) im zwei-
ten Argument ist mit der Antihomogenität (L2) im ersten Argument
verträglich, denn für u, v ∈ V und r, s ∈ k gilt

S(u . r, v . s) = r̄ · S(u, v . s) = r̄ · S(u, v) · s ,
S(u . r, v . s) = S(u . r, v) · s = r̄ · S(u, v) · s .

Ohne Antihomogenität in einem der Argumente hätten wir für k = H
Probleme bekommen, siehe Bemerkung 4.5. Aber das ist nicht der
Hauptgrund dafür, Sesquilinearformen zu betrachten.

(3) Wenn S Hermitesch und linear im zweiten Argument ist, folgt Semi-
linearität im ersten Argument. Wir überprüfen nur Antihomogenität
mit der folgenden Rechnung: Für u, v ∈ V und r ∈ k gilt

S(u . r, v) = S(v, u . r) = S(v, u) · r = r̄ · S(v, u) = r̄ · S(u, v) .

(4) Der Hauptgrund dafür, dass wir mit Sesquilinear- statt mit Bilinear-
formen arbeiten, ist der folgende. Wenn wir zweimal dasselbe Argu-
ment v ∈ V einsetzen, gilt

S(v, v) = S(v, v) =⇒ S(v, v) ∈ R

nach (S2) und Bemerkung 6.1 (4). Insbesondere können wir nun ver-
langen, dass S(v, v) ≥ 0. Hätten wir S(u, v) = S(v, u) gefordert, so
erhielten wir für k = C ein Element in C, und die Relation

”
≥“ ist

auf C nicht definiert.
(5) Schließlich gilt für v ∈ V und r ∈ k noch, dass

S(v . r, v . r) = r̄ · S(v, v)︸ ︷︷ ︸
∈R

· r = (r̄ · r) · S(v, v) = |r|2︸︷︷︸
≥0

· S(v, v)

wegen Bemerkung 6.1 (4), (5). Also verhält sich S(v, v) wie das Qua-
drat einer

”
Länge“.

In Definition 1.51 haben wir das Standard-Skalarprodukt auf Rn kennenge-
lernt. Wir wollen jetzt die Standard-Skalarprodukte auf Cn und Hn konstruie-
ren. Dazu gehen wir einen kleinen Umweg über adjungierte Matrizen.

6.5. Bemerkung. In Definition 3.7 haben wir bereits die adjungierte Ma-
trix A∗ ∈Mn,m(k) zu einer Matrix A ∈Mm,n(k) definiert durch

A∗ = (āji)i,j , wobei A = (aij)i,j .

In den Übungen zur linearen Algebra I haben wir bereits gesehen, dass

(1) (A ·B)∗ = B∗ ·A∗ für alle A ∈Mn,m(k) und alle B ∈Mm,ℓ(k) ,

außerdem gilt (A∗)∗ = A. Somit hat die Bildung der Adjungierten ähnliche
Eigenschaften wie die Konjugation, siehe Bemerkung 6.1 (1)–(3).

In Beispiel 2.31 haben wir den Rechts-k-Vektorraum kn = Mn,1(k) der
Spalten und den Links-k-Vektorraum nk = M1,n(k) der Zeilen definiert. Nach
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Bemerkung 2.68 (3), (4) entspricht die Multiplikation mit Skalaren aus k genau
der Multiplikation mit 1× 1-Matrizen. Dann ist die Abbildung

(2) · ∗ : kn −→ nk mit v =

v1...
vn

 7−→ v∗ = (v̄1, . . . , v̄n)

semilinear, denn für 1× 1-Matrizen r ist r∗ = r̄, und nach (1) oben gilt

(v . r)∗ = r∗ · v∗ = r̄ · v∗ .
Die Umkehrabbildung · ∗ : nk → kn ist ebenfalls semilinear.

6.6. Beispiel. Seien u, v ∈ kn für k = C oder H, dann definieren wir
das komplexe und das quaternionische Standard-Skalarprodukt in Analogie zu
Definition 1.51 (1) durch

⟨u, v⟩ = u∗ · v =
n∑

a=1

ūa · va ∈ k =M1,1(k) .

Wir überprüfen die Axiome (S1)–(S3). Linearität im zweiten Argument ist leicht
zu zeigen, und wegen Bemerkung 6.5 (1) ist ⟨ · , · ⟩ Hermitesch. Dann folgt Ses-
quilinearität wie in Bemerkung 6.4 (3). Schließlich gilt

⟨v, v⟩ = v∗ · v =

n∑
a=1

v̄a · va =

n∑
a=1

|va|2 ≥ 0

nach Bemerkung 6.1 (5), und Gleichhheit ist nur möglich, wenn alle |va|2 = 0,
also alle va = 0, das heißt, wenn v = 0 ∈ kn. Somit ist ⟨ · , · ⟩ auch positiv
definit, also ein Skalarprodukt auf kn.

6.7. Beispiel. Wir geben ein Beispiel aus der Analysis. Dabei sei V =
C∞([0, 1]; k) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall [0, 1] mit Werten in k = R, C oder H. Die folgenden Konstruktionen
lassen sich auch auf anderen Intervallen an Stelle von [0, 1] durchführen.

(1) Das L2-Skalarprodukt ist definiert durch

⟨f, g⟩L2 =

∫ 1

0
f(t) g(t) dt ∈ k .

Da f , g stetig sind, sind sie auf [0, 1] beschränkt, so dass das Riemann-
Integral existiert. Das L2-Skalarprodukt ist offensichtlich sesquilinear,
Hermitesch und positiv semidefinit. Um zu sehen, dass es definit ist,
sei f ̸= 0. Also existiert t ∈ [0, 1] mit f(t) ̸= 0. Wegen Stetigkeit
existiert ein ε > 0, so dass |f(t)| ≥ ε auf (t− ε, t+ ε) ∩ [0, 1], somit

⟨f, f⟩L2 =

∫ 1

0
|f(t)|2 dt ≥

∫ min(1,t+ε)

max(0,t−ε)
ε2 dt ≥ ε3 > 0 .

(2) Wir versuchen es mit

⟨⟨f, g⟩⟩ =
∫ 1

0
f ′(t) g′(t) dt = ⟨f ′, g′⟩L2 ∈ k .
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Diese Hermitesche Sesquilinearform ist nur positiv semidefinit, denn
für f ≡ c ∈ k konstant gilt f ′(t) ≡ 0, somit ⟨⟨f, f⟩⟩ = 0.

(3) Wir addieren die beiden obigen Produkte und erhalten das (erste)
Sobolev-Skalarprodukt

⟨f, g⟩H1 = ⟨f, g⟩L2 + ⟨f ′, g′⟩L2 ∈ k .

Die Summe ist wieder positiv definit, denn für f ̸= 0 gilt

⟨f, f⟩H1 = ⟨f, f⟩L2︸ ︷︷ ︸
>0

+ ⟨f ′, f ′⟩L2︸ ︷︷ ︸
≥0

> 0 .

In Analysis lernen Sie, dass zwei Skalarprodukte ⟨ · , · ⟩1 und ⟨ · , · ⟩2 auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum V vergleichbar sind, das heißt, es gibt eine
Konstante C > 0, so dass

1

C
⟨v, v⟩1 ≤ ⟨v, v⟩2 ≤ C ⟨v, v⟩1 .

Die obigen zwei Skalarprodukte auf C∞([0, 1];k) sind nicht vergleichbar. Zwar
gilt offensichtlich

⟨f, f⟩L2 ≤ ⟨f, f⟩H1 ,

aber für die Folge fn(x) = xn gilt

⟨fn, fn⟩L2 =

∫ 1

0
x2n dx =

(
1

2n+ 1
x2n+1

)∣∣∣1
x=0

=
1

2n+ 1
,

⟨f ′n, f ′n⟩L2 =

∫ 1

0
n2x2n−2 dx =

(
n2

2n− 1
x2n−1

)∣∣∣1
x=0

=
n2

2n− 1
,

⟨fn, fn⟩H1 = ⟨fn, fn⟩L2 + ⟨f ′n, f ′n⟩L2 =
2n3 + n2 + 2n− 1

(2n+ 1)(2n− 1)
,

und man sieht leicht, dass die Folge(
⟨fn, fn⟩H1

⟨fn, fn⟩L2

)
n

=

(
2n3 + n2 + 2n− 1

2n− 1

)
unbeschränkt ist für n→ ∞.

Ab sofort verwenden wir für Skalarprodukte die Buchstaben g, h, . . . , da
wir den Buchstaben B später wieder für Basen und Basisabbildungen benutzen
wollen.

6.8. Definition. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
definieren wir die Norm zum Skalarprodukt g durch

∥v∥g =
√
g(v, v) ∈ R .

Im Falle k = R nennt man diese Norm auch die Euklidische Norm zum
Skalarprodukt g, vergleiche Definition 1.51 (2).
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6.9. Bemerkung. Es sei (V, g) ein Rechts-k-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt. Dann gelten die Norm-Axiome

∥v∥g ≥ 0 und ∥v∥g = 0 ⇐⇒ v = 0 (Positivität),(N1)

∥v . r∥g = |r| · ∥v∥g (Homogenität),(N2)

∥v + w∥g ≤ ∥v∥g + ∥w∥g (Dreiecksungleichung),(N3)

für alle v, w ∈ V und r ∈ k. Jede Abbildung ∥ · ∥ : V → R, die (N1)–(N3) erfüllt
heißt eine Norm auf V .

Da g nach (S3) positiv definit ist, folgt (N1). Aus Bemerkung 6.4 (5) ergibt
sich unmittelbar (N2). Für jede Zahl r ∈ k gilt r + r̄ ∈ R wegen Bemer-
kung 6.1 (3) und (4). Außerdem folgt

|r + r̄|2 + |r − r̄|2 = (r + r̄)2 − (r − r̄)2 = 2rr̄ + 2r̄r = 4 |r|2 ,
so dass insbesondere r + r̄ ≤ 2 |r| gilt. Dabei haben wir |r̄| = |r| benutzt, siehe
Bemerkung 1.63 (5) im Falle k = C. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
siehe Satz 1.53 und Satz 6.10 unten, ergibt sich

∥v + w∥2 = g(v + w, v + w) = ∥v∥2g + g(v, w) + g(w, v) + ∥w∥2g
≤ ∥v∥2g + 2 |g(v, w)|+ ∥w∥2g
≤ ∥v∥2g + 2 ∥v∥g ∥w∥g + ∥w∥2g =

(
∥v∥g + ∥w∥g

)2
.

Wurzelziehen liefert die Dreiecksungleichung (N3).

6.10. Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei (V, g) ein k-Vektorraum
mit Skalarprodukt. Dann gilt für alle Vektoren v, w ∈ V , dass

|g(v, w)| ≤ ∥v∥ · ∥w∥ .

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhängig sind.

Beweis. Wir passen den Beweis von Satz 1.53 an.

Fall 1: Es sei v = 0. Dann gilt

g(v, w) = g(0, w) = 0 = ∥0∥g · ∥w∥g = ∥v∥g · ∥w∥g .
Also gilt Gleichheit, und v und w sind offensichtlich linear abhängig.

Fall 2: Es sei v ̸= 0, dann folgt ∥v∥2g = g(v, v) > 0, und wir berechnen

0 ≤

∥∥∥∥∥w − v .
g(v, w)

∥v∥2g

∥∥∥∥∥
g

= g

(
w − v .

g(v, w)

∥v∥2g
, w − v .

g(v, w)

∥v∥2g

)

= ∥w∥2g −
g(v, w)

∥v∥2g
g(v, w)− g(w, v)︸ ︷︷ ︸

=g(v,w)

g(v, w)

∥v∥2g
+
g(v, w)

∥v∥2g
∥v∥2g︸︷︷︸
∈R

g(v, w)

∥v∥2g

= ∥w∥2g −
|g(v, w)|2

∥v∥2g
.

Hieraus ergibt sich die Ungleichung durch elementare Umformungen.
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Wenn Gleichheit gilt, dann folgt aus (S3) (oder äquivalent aus (N1)), dass

0 = w − v .
g(v, w)

∥v∥2g
,

insbesondere sind v und w dann linear abhängig. Seien umgekehrt v und w
linear abhängig, dann gilt w = v . r, da v ̸= 0 nach Annahme. Wir erhalten also

|g(v, w)| = |g(v, v . r)| =
∣∣∣∥v∥2g r∣∣∣ = ∥v∥2g |r| = ∥v∥g · ∥v . r∥ . □

6.11. Bemerkung. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
erfüllt die Norm ∥ · ∥g für alle v, w ∈ V die Parallelogramm-Identität

(1) ∥v + w∥2g + ∥v − w∥2g = 2 ∥v∥2g + 2 ∥w∥2g ,
wie man leicht nachrechnet.

Man kann das Skalarprodukt aus der Norm ∥ · ∥g zurückgewinnen mit Hilfe
der Polarisationsformeln

g(v, w) =
1

4

(
∥v + w∥2g − ∥v − w∥2g

)
falls k = R ,(2)

g(v, w) =
1

4

(
∥v + w∥2g − ∥v − w∥2g

)
(3)

− i

4

(
∥v + w . i∥ − ∥v − w . i∥2g

)
falls k = C ,

g(v, w) =
1

4

(
∥v + w∥2g − ∥v − w∥2g

)
(4)

− i

4

(
∥v + w . i∥ − ∥v − w . i∥2g

)
− j

4

(
∥v + w . j∥ − ∥v − w . j∥2g

)
− k

4

(
∥v + w . k∥ − ∥v − w . k∥2g

)
falls k = H .

Darüberhinaus kann man zeigen, dass jede Norm auf einem k-Vektorraum V ,
die die Parallelogrammidentität (1) erfüllt, von einem Skalarprodukt auf V her-
kommt, das man mit Hilfe der passenden Polarisationsformel berechnen kann.

6.2. Skalarprodukte als Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir Sesquilinearformen auf endlich-dimen-
sionalen Vektorräumen bezüglich einer Basis als Matrizen dar. Wir untersuchen
die Eigenschaften dieser Matrizen und geben Kriterien dafür, dass eine solche
Matrix ein Hermitesches und positiv definites Skalarprodukt darstellt.

Die darstellende Matrix hat eine besonders einfache Gestalt, wenn die Basis-
vektoren alle Länge 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Solche
Orthonormalbasen haben wir bereits in Abschnitt 2.5 kennengelernt. Wir ler-
nen ein Verfahren kennen, das Orthonormalbasen mit speziellen Eigenschaften
produziert. In diesem Zusammenhang beweisen wir auch ein Kriterium dafür,
ob eine Matrix positiv definit ist.
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6.12. Definition. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit
Skalarprodukt, und es sei B = (b1, . . . , bn) eine Basis von V . Dann definieren
wir die Gramsche Matrix G ∈Mn(k) von g durch

G =
(
g(bi, bj)

)
i,j

∈Mn(k) .

6.13.Beispiel. Wir schränken das L2-Skalarprodukt aus Beispiel 6.7 (1) auf
dem Raum C∞([0, 1]; k) auf den (n+ 1)-dimensionalen Raum der Polynome P
vom Grad degP ≤ n ein. Als Basis wählen wir die Polynome f0(x) = x0, . . . ,
fn(x) = xn. Dann erhalten wir als Gramsche Matrix

G =
(
⟨fi, fj⟩

)
i,j

=

(∫ 1

0
xi · xj dx

)
i,j

=

(
xi+j+1

i+ j + 1

∣∣∣1
x=0

)
=

(
1

i+ j + 1

)
i,j

=


1 1

2 · · · 1
n+1

1
2

1
3

1
n+2

...
. . .

...
1

n+1
1

n+2 · · · 1
2n+1

 .

6.14. Definition. Eine quadratische Matrix A = (aij)i,j = Mn(R) heißt
symmetrisch, wenn A = At, das heißt, wenn aij = aji für alle i, j gilt. Eine qua-
dratische Matrix A = (aij)i,j = Mn(k) heißt selbstadjungiert oder Hermitesch,
wenn A = A∗, das heißt, wenn aij = āji für alle i, j gilt.

Eine Hermitesche Matrix A = (aij)i,j = Mn(k) heißt positiv semidefinit,
wenn

x∗ ·A · x ≥ 0 für alle x ∈ kn .
Sie heißt positiv definit, wenn

x∗ ·A · x ≥ 0 und x∗ ·A · x = 0 ⇐⇒ x = 0 für alle x ∈ kn .

Die Definition von positiv (semi-) definit ist sinnvoll, da für eine Hermitesche
Matrix A gilt, dass

x∗Ax = x∗A∗ (x∗)∗ = (x∗Ax)∗ = x∗Ax ∈ R ⊂ k

nach Bemerkung 6.1 (4).

Wir beachten, dass die Begriffe
”
Hermitesch“,

”
selbstadjungiert“ und

”
sym-

metrisch“ für k = R gleichbedeutend sind. Wir werden im Folgenden auch
für k = R die Begriffe

”
Hermitesch“ und

”
selbstadjungiert“ verwenden. Dabei

benutzt man
”
Hermitesch“ eher für Matrizen, die Skalarprodukte darstellen,

und
”
selbstadjungiert“ für Matrizen, die Endomorphismen darstellen.

6.15. Bemerkung. Es sei S eine Sesquilinearform auf einem endlich-dimen-
sionalen k-Vektorraum, und es sei B = (b1, . . . , bn) eine Basis von V . Wie in
Definition 6.12 betrachten wir die Matrix

A =
(
S(bp, bq)

)
p,q

∈Mn(k) .

Wenn S ein Skalarprodukt ist, handelt es sich dabei gerade um die Gramsche
Matrix.
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(1) Die Matrix A legt S eindeutig fest. Denn seien v, w ∈ V , dann existie-
ren Koordinaten (xp)p, (yq)q ∈ kn, so dass

v = B(x) =
n∑

p=1

bp . xp und w = B(y) =
n∑

q=1

bq . yq ,

siehe Proposition 2.32. Da S eine Sesquilinearform ist, folgt

S(v, w) = S

( n∑
p=1

bp . xp,

n∑
q=1

bq . yq

)
=

n∑
p,q=1

x̄p S(bp, bq) yq = x∗Ay .

Umgekehrt liefert die obige Formel zu jeder Matrix A ∈ Mn(k) eine
Sesquilinearform S auf V .

(2) Die Sesquilinearform S ist genau dann Hermitesch, wenn die Matrix A

Hermitesch ist. Da S(bq, bp) = S(bp, bq), ist die Richtung
”
⇒“ klar.

Zu
”
⇐“ seien v = B(x) und w = B(y) ∈ V wie oben und A sei

Hermitesch. Aus (1) folgt

S(w, v) = y∗Ax = y∗A∗ (x∗)∗ = (x∗Ay)∗ = S(v, w) .

(3) Sei S Hermitesch, dann ist S genau dann positiv (semi-) definit,
wenn A positiv (semi-) definit ist. Die Basisabbildung B : kn → V
ist bijektiv, also gilt S(v, v) ≥ 0 wegen (1) genau dann für alle v ∈ V ,
wenn

x∗Ax = S
(
B(x), B(x)

)
≥ 0

für alle x ∈ kn gilt. Entsprechend gilt S(v, v) = 0 genau dann nur
für v = 0, wenn x∗Ax = 0 nur für x = 0 gilt. In Folgerung 6.19 (4)
lernen wir noch ein etwas griffigeres Kriterium für positive Definitheit
kennen, bei dem wir x∗Ax nicht für alle x ∈ kn testen müssen.

(4) Zum Schluss betrachten wir noch das Verhalten der darstellenden Ma-
trix A unter Basiswechsel. Dazu seien B = (b1, . . . , bn) und C =
(c1, . . . , cn) Basen von V . Dann existiert eine Matrix M = (mpq)p,q ∈
GL(n,k), so dass

cq =

n∑
p=1

bp . mpq ,

siehe Bemerkung 2.78. Es sei A wie oben die darstellende Matrix zur
Basis B, dann erhalten wir zur Basis C die darstellende Matrix(

S(cp, cq)
)
p,q

=

(
S

( n∑
r=1

br . mrp,
n∑

s=1

bs . msq

))
p,q

=

( n∑
r,s=1

m̄rp S(br, bs)msq

)
p,q

=M∗AM .

Sei v = C(s) mit s ∈ kn, dann folgt

v =
n∑

q=1

cq . sq =
n∑

p,q=1

bp . mpq . sq =
n∑

p=1

bp xp ,
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wobei x = M · s ∈ kn. In der Tat gilt für v = C(s) = B(x) und w =
C(t) = B(y) mit x =M s und y =M t, dass

S(v, w) = x∗Ay = (M s)∗A (M t) = s∗(M∗AM)t .

Das Standardskalarprodukt ⟨ · , · ⟩ auf kn aus Beispiel 6.6 wird bezüglich
der Standardbasis durch die Einheitsmatrix dargestellt: ⟨ei, ej⟩ = δij . Somit ist
die Standardbasis eine Orthonormalbasis für das Standardskalarprodukt, siehe
Definition 3.8. Wir wollen den Begriff der Orthonormalbasis jetzt auf beliebige
Vektorräume mit Skalarprodukt ausdehnen.

6.16. Definition. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein
Tupel (v1, . . . , vk) von Elementen von V heißt orthogonal oder auch (paarweise)
senkrecht, wenn

g(vi, vj) = 0 für alle i, j mit i ̸= j .

Wenn (v1, . . . , vk) außerdem eine Basis bildet, nennt man diese eine Orthogo-
nalbasis.

Dann heißt eine Basis B = (b1, . . . , bn) von V eine Orthonormalbasis von V ,
wenn

g(bi, bj) = δij .

Eine Orthonormalbasis eines k-Vektorraums heißt manchmal auch unitäre
Basis (k = C), beziehungsweise quaternionisch-unitäre Basis (k = H) .

6.17. Bemerkung. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt.

(1) Jedes orthogonale Tupel (v1, . . . , vk) mit vi ̸= 0 für alle i ist linear
unabhängig, denn sei

0 =
k∑

p=1

vp . rp ,

dann folgt für alle q, dass

0 = g

(
vq,

k∑
p=1

vp . rp

)
=

k∑
p=1

g(vp, vq) · rp = ∥vq∥2g rq .

Aus vq ̸= 0 folgt ∥vq∥g ̸= 0, und somit rq = 0. Also sind v1, . . . , vk
linear unabhängig.

(2) Sei dimV = n, dann bildet ein orthogonales n-Tupel von Vektoren eine
Basis, wenn keiner der Vektoren verschwindet, also eine Orthogonal-
basis. Das folgt aus (1) und dem Basissätzen 3.3 und 3.4 von Steinitz,
siehe auch Aufgabe 2 von Blatt 11 zur Linearen Algebra I.

(3) In Definition 2.33 hatten wir die Koordinatenabbildung als Inverse
der Basisabbildung B : kn → V eingeführt. Es sei B = (b1, . . . , bn) eine
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Orthonormalbasis, dann wird die Koordinatenabbildung B−1 : V → kn
beschrieben durch die Formel

B−1(v) =

g(b1, v)...
g(bn, v)

 ,

denn sei v = B(x) mit x ∈ kn, dann gilt

g(bp, v) = g

(
bp,

n∑
q=1

bq . xq

)
=

n∑
q=1

g(bp, bq)xq = xp .

Eine ähnliche Aussage hat wir in Proposition 3.9 bereits für das
Standard-Skalarprodukt bewiesen.

Im Folgenden bezeichnen wir das Erzeugnis von v1, . . . , vp mit ⟨v1, . . . , vp⟩.
Für das Skalarprodukt verwenden wir wieder den Buchstaben g, um Verwech-
selungen zu vermeiden. Die Axiome (S1)–(S3) bleiben gültig, wenn man g auf
einen Unterraum einschränkt. Insbesondere ist also g|⟨v1,...,vp⟩×⟨v1,...,vp⟩ wieder
ein Skalarprodukt, das wir der Kürze halber wieder mit g bezeichnen.

6.18. Satz (Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren). Es sei (V, g)
ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und (v1, . . . , vn) sei eine Basis von V .
Dann existieren eindeutig bestimmte Vektoren b1, . . . , bn ∈ V , so dass für
alle p = 1, . . . , n gilt:

(1) (b1, . . . , bp) ist eine g-Orthonormalbasis von ⟨v1, . . . , vp⟩ ⊂ V , und
(2) es gilt g(bp, vp) ∈ R und g(vp, bp) > 0.

Dazu konstruiert man bp induktiv durch

bp = wp .
1

∥wp∥g
, wobei wp = vp −

p−1∑
q=1

bq . g(bq, vp) .

Insbesondere erhalten wir am Ende eine Orthonormalbasis (b1, . . . , bn)
von (V, g). Für viele Anwendungen reicht das, aber manchmal möchten wir
die volle Stärke der Eigenschaften (1) und (2) ausnutzen.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion. Für p = 0 ist nichts zu
zeigen.

Sei also p ≥ 1, und seien b1, . . . , bp−1 bereits konstruiert. Wir beginnen mit
der Existenzaussage und definieren wp wie oben. Nach Voraussetzung liegen b1,
. . . , bp−1 ∈ ⟨v1, . . . , vp−1⟩, also betrachten wir

wp = vp −
p−1∑
q=1

bq . g(bq, vp) ∈ ⟨v1, . . . , vp⟩ .

Da die vq linear unabhängig sind, gilt

vp /∈ ⟨v1, . . . , vp−1⟩ = ⟨b1, . . . , bp−1⟩ ,
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also auch wp /∈ ⟨v1, . . . , vp−1⟩, insbesondere wp ̸= 0, so dass wir bp wie oben
definieren dürfen. Für q ≤ p− 1 berechnen wir

g(bq, bp) = g

(
bq, vp −

p−1∑
r=1

br . g(br, vp)

)
1

∥wp∥g
=
g(bq, vp)− g(bq, vp)

∥wp∥g
= 0 .

Außerdem gilt ∥bp∥ = 1 nach Konstruktion, und die Vektoren b1, . . . , bp−1 sind
nach Induktionsvoraussetzung orthogonal und normiert, also ist (1) erfüllt.

Aus (1) und der Konstruktion von bp folgern wir (2), denn es gilt

g(bp, vp) = g

(
bp, vp −

p−1∑
q=1

bq . g(bq, vp)

)
= g(bp, wp) = ∥wp∥g > 0 .

Damit ist die Existenz von bp mit den gewünschten Eigenschaften bewiesen.

Wir kommen zur Eindeutigkeit. Da b1, . . . , bp−1 durch (1) und (2) bereits
eindeutig bestimmt sind, brauchen wir im Induktionsschritt nur noch die Ein-
deutigkeit von bp zu beweisen. Es sei also v ∈ ⟨v1, . . . , vp⟩ ein weiterer Vektor,
so dass g(bq, v) = 0 für 1 ≤ q < p, ∥v∥g = 1 und g(v, vp) > 0. Wir stellen v in

der Orthonormalbasis (b1, . . . , bp) von (v1, . . . , vp) dar als

v =

p∑
q=1

bq . xq .

Dann folgt als erstes xq = g(bq, v) = 0 für alle 1 ≤ q < p, so dass v = bp · xp. Es
folgt

|xp| = |xp| ∥bp∥g = ∥v∥g = 1 .

Da g(vp, bp) = g(bp, vp) > 0, gilt außerdem

x̄p g(bp, vp) = g(bp . xp, vp) = g(v, vp) > 0 ,

also auch x̄p > 0, und daher xp > 0. Aber die einzige Zahl xp ∈ k mit |xp| = 1,
xp ∈ R und xp > 0 ist 1. Also folgt v = bp, und die Eindeutigkeit ist ebenfalls
gezeigt. □

Es sei A ∈ Mn(k) eine quadratische Matrix und r ≤ n, dann schreiben
wir Ar ∈Mr(kk) für den oberen linken r × r-Block

Ar =
(
(ap,q)p,q≤r

)
=

a11 · · · a1r
...

. . .
...

ar1 · · · arr

 .

In Folgerung 4.15 (1) haben wir gesehen, dass detAt = detA für alle qua-
dratischen Matrizen Mn(k) gilt, wenn k = R oder C ein Körper ist. Da die
Konjugation mit den Rechenoperationen in k verträglich ist, sieht man anhand
der Leibniz-Formel aus Satz 4.13, dass det Ā = detA gilt. Insgesamt folgt dar-
aus

detA∗ = det Āt = det Ā = detA .
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6.19. Folgerung. Es sei A = (apq)p,q ∈ Mn(k) eine quadratische Matrix.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) Die Matrix A ist Hermitesch und positiv definit.
(2) Es gibt eine obere Dreiecksmatrix B mit reellen, positiven Diagonal-

einträgen, so dass A = B∗B.
(3) Es gibt eine invertierbare Matrix B ∈ GL(n, k) mit A = B∗B.

Falls k = R oder C, sind die obigen Aussagen außerdem äquivalent zu

(4) Sylvester- oder auch Hurwitz-Kriterium. Die Matrix A ist Hermitesch,
und für alle r = 1, . . . , n gilt detAr > 0.

In der Analysis benötigt man analog zu (4) ein Kriterium für negative De-
finitheit. Dazu betrachten wir anstelle einer Hermiteschen Matrix A die Ma-
trix −A und sehen, dass(

v∗Av ≤ 0 und v∗Av = 0 ⇔ v = 0
)

⇐⇒ (−1)r detAr > 0 für alle r = 1, . . . , n .

Achtung: Das Sylvester-Kriterium funktioniert nicht für positiv semidefinite
Matrizen. Beispielsweise sei

A =

(
0 0
0 −1

)
,

dann gilt detA1 = a11 = 0 ≥ 0 und detA2 = detA = 0 ≥ 0, aber die Matrix A
ist nicht positiv semidefinit, denn e∗2Ae2 = −1.

Beweis. Zu
”
(1) =⇒ (2)“ fassen wir A als Gramsche Matrix eines Skalar-

produktes

g(x, y) = x∗Ay ∈ k
auf kN auf. Wir konstruieren eine Orthonormalbasis (v1, . . . , vn) von V mit
dem Gram-Schmidt-Verfahren, beginnend mit der Standardbasis (e1, . . . , en).
Es sei B ∈Mn(k) die Basiswechselmatrix, so dass

eq =
n∑

p=1

vp . bpq .

Dann ist B eine obere Dreiecksmatrix nach Satz 6.18 (1), denn aus eq ∈
⟨e1, . . . , eq⟩ = ⟨v1, . . . , vq⟩ folgt bpq = 0 für p > q. Die Diagonaleinträge sind
reell und positiv nach Satz 6.18 (2), denn

bqq = g(vq, vq . bqq) = g

(
vq,

n∑
p=1

vp . bpq

)
= g(vq, eq) > 0 .

Schließlich gilt A = B∗B nach Bemerkung 6.15 (4).

Der Schritt
”
(2) =⇒ (3)“ folgt für k = R oder C, da B nach Folge-

rung 4.17 (2) positive Determinante hat und somit invertierbar ist. Über H
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überlegen wir uns stattdessen, dass Dreiecksmatrizen mit von 0 verschiede-
nen Diagonaleinträgen mit dem Gauß-Verfahren 3.28 immer invertiert werden
können.

Zu
”
(3) =⇒ (1)“ überlegen wir uns, dass A Hermitesch ist, da

A∗ = (B∗B)∗ = B∗(B∗)∗ = B∗B = A .

Da B invertierbar ist, ist A positiv definit, denn

x∗Ax = x∗B∗Bx = (Bx)∗(Bx) ≥ 0 und x∗Ax = 0 ⇐⇒ Bx = 0 ⇐⇒ x = 0 .

Es sei jetzt k = R oder C ein Körper, so dass wir Determinanten bilden
können. Wir schließen

”
(2) =⇒ (4)“, denn für p, q ≤ r gilt

apq = (Bep)
∗(Beq) =

p∑
s=1

q∑
t=1

b̄spbsq =

r∑
s,t=1

b̄spbsq ,

so dass Ar = B∗
rBr, und daher

detAr = detB∗
r detBr = |detBr|2 > 0 ,

da der obere linke r × r-Block Br von B aus dem gleichen Grund wie B oben
positive Determinante hat.

Zu
”
(4) =⇒ (1)“ beweisen wir durch Induktion über r, dass Ar ein Skalar-

produkt auf kr definiert. Für r = 1 ist das klar, da a11 = detA1 > 0.

Es sei also r ≥ 1, und Ar definiere ein Skalarprodukt auf kr. Wir kon-
struieren wie oben eine Orthonormalbasis (v1, . . . , vr) mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren, beginnend mit der Standardbasis. Wir definieren

wr+1 = er+1 −
r∑

p=1

vp . (v
∗
pAer+1) ,

so dass v∗pAwr+1 = 0. Da A Hermitesch ist, gilt ebenfalls w∗
r+1Avp = 0 für al-

le p ≤ r. Dann bilden (v1, . . . , vr, wr+1) eine Basis von ⟨e1, . . . , er+1⟩. Es sei Cr+1

die zugehörige Basiswechselmatrix, so dass

eq =

r∑
p=1

vp . cpq + wr+1 . cp,r+1 .

Aus Bemerkung 6.15 (4) folgt
(*)

Ar+1 = C∗
r+1Dr+1Cr+1 , wobei Dr+1 =


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · 0 w∗
r+1Awr+1

 ,

somit

0 < detAr+1 = |detCr+1|2 w∗
r+1Awr+1 .
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Man überprüft jetzt leicht, dass Dr+1 positiv definit ist, und damit auch Ar+1,
denn

x∗Ar+1x = (Cr+1x)
∗Dr+1(Cr+1x) .

Also beschreibt Ar+1 ebenfalls ein Skalarprodukt auf kr+1. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen. □

6.20. Bemerkung. Wir geben noch eine geometrische Deutung der diversen
Konstruktion in den Beweisen von Satz 6.18 und Folgerung 6.19.

(1) Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und U ⊂ V ein
Unterraum. Wir wählen eine Orthonormalbasis (e1, . . . , em) von U und
definieren eine Abbildung

p : V → U durch p(v) =
m∑
p=1

ep . g(ep, v) ∈ U .

Für alle u ∈ U gilt p(u) = u, somit gilt p2 = p. Eine Abbildung mit
dieser Eigenschaft heißt Projektion.

Es gilt g
(
u, p(v)

)
= g(u, v) zunächst einmal für u = e1, . . . , em,

wie man leicht nachrechnet. Da (e1, . . . , em) eine Basis von U bilden,
gilt g

(
u, p(v)

)
= g(u, v) sogar für alle u, mit anderen Worten

g
(
u, v − p(v)

)
= 0 für alle u ∈ U und alle v ∈ V .

Aus diesem Grund nennt man p die orthogonale oder senkrechte Pro-
jektion von V auf den Unterraum U . Man kann zeigen, dass p(v) der-
jenige Punkt in U ist, für den der Abstand ∥v − p(v)∥g minimal wird

(Übung).
(2) Es sei jetzt k = R, und es sei A die Gramsche Matrix eines Skalarpro-

duktes g bezüglich einer Basis (v1, . . . , vn) von V . Wir wollen durch In-
duktion über r motivieren, dass detAr das Quadrat des Volumens des
von den Vektoren v1, . . . , vr aufgespannten r-dimensionalen Parallelo-
tops Pr ist. Dabei erinnern wir uns an den Anfang von Abschnitt 4.1,
wo wir entsprechende Überlegungen für Parallelotope maximaler Di-
mension r = n in Rn angestellt haben.

In Dimension r = 1 sollte das
”
Volumen“ des Vektors v1 seine

Länge sein. In der Tat gilt

detA1 = a11 = g(v1, v1) = ∥v1∥2g .
Sei jetzt r ≥ 1. Dann hat das von v1, . . . , vr+1 aufgespannte

Parallelotop Pr+1 als
”
Grundfläche“ das Parallelotop Pr vom Volu-

men vol(Pr) =
√
detAr nach Induktionsvoraussetzung, und als Höhe

den Vektor wr+1 = vr+1 − p(vr+1), dabei ist p : V → ⟨v1, . . . , vr⟩ die
orthogonale Projektion aus (1).

Wie im Beweis der Folgerung 6.19, Schritt (4) ⇒ (1), sei e1, . . . ,
er eine Orthonormalbasis von ⟨v1, . . . , vr⟩, und Cr+1 sei die dortige
Basiswechselmatrix. Dann hat Cr+1 die Blockgestalt

Cr+1 =

(
Br ∗
0 1

)
.
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Nach Induktionsvoraussetzung und (*) hat also die Grundfläche das
Volumen

vol(Pr) =
√

detAr = |detBr| = |detCr+1| .

Die Länge der Höhe ist ∥wr+1∥g =
√
w∗
r+1Arwr+1, und somit erhalten

wir mit (*), dass

vol(Pr+1) = |detCr+1| ·
√
w∗
r+1Awr+1 =

√
detAr+1 .

Damit ist unsere Behauptung gezeigt, allerdings unter der Annahme,
dass man das Volumen mit Hilfe der Formel

”
Grundfläche × Höhe“

berechnen darf.
Einen alternativen Zugang zur Behauptung volPr =

√
detAr fin-

den Sie in den Übungen.
(3) Im Rn mit dem Standard-Skalarprodukt hat das von den Vektoren v1,

. . . , vr aufgespannte Parallelotop also das Volumen√
det
(
(⟨vp, vq⟩)p,q≤r

)
=
√
det
(
(v∗pvq)p,q≤r

)
.

Beispielsweise hatten wir in Bemerkung 1.69 eine geometrische Inter-
pretation des Kreuz- und des Spatproduktes gegeben. Dazu hatten wir
die Fläche des von u, v ∈ R3 aufgespannten Parallelogramms berechnet
als

∥u× v∥ =

√
∥u∥2 ∥v∥2 − ⟨u, v⟩2 = det

(
⟨u, u⟩ ⟨u, v⟩
⟨v, u⟩ ⟨v, v⟩

) 1
2

.

6.3. Dualräume und adjungierte Abbildungen

Wir erinnern uns an die Definition 2.44 des Dualraumes V ∗ = Homk(V,k)
eine Links-k-Vektorraums V . Der Dualraum eines Links-Vektorraums ist ein
Rechtsvektorraum und umgekehrt (wobei wir anstelle von ∗V oft einfach wie-
der V ∗ schreiben). Elemente des Dualraumes heißen auch Linearformen α ∈ V ∗.
Linearformen auf V sind also lineare Abbildungen α : V → k.

6.21. Beispiel. Wir kennen Beispiele von Linearformen.

(1) Für p = 1, . . . , n ist die Abbildung εp : kn → k mit εp(x) = xp eine
Linearform. Für die Standardbasisvektoren e1, . . . , en gilt

εp(eq) = δpq ,

und man nennt (ε1, . . . , εn) die zu (e1, . . . , en) duale Basis von nk,
siehe Bemerkung 2.74.

Allgemeiner sei V ein Rechts-k-Vektorraum und B = (b1, . . . , bn)
eine Basis. Die dazu duale Basis (β1, . . . , βn) mit βp = εp◦B−1 : V → k
haben wir in Proposition 2.81 konstruiert, so dass wieder

βp(bq) = δpq .
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(2) Wir betrachten den Raum C∞([0, 1], k) der beliebig oft differenzierba-
ren, k-wertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]. Typische Linear-
formen auf C∞([0, 1],k) sind zum Beispiel

f 7−→ f(x0) , f 7−→ f ′(x0) , . . .

für x0 ∈ [0, 1], sowie Linearkombinationen solcher Linearformen.
(3) Auch die Abbildung

f 7−→
∫ 1

0
f(x) dx

ist linear. Allgemeiner betrachten wir das L2-Skalarprodukt aus Bei-
spiel 6.7 (1). Die obige Linearform entspricht der Abbildung

⟨1, · ⟩L2 : C∞([0, 1], k) −→ k mit f 7−→ ⟨1, f⟩L2 =

∫ 1

0
1̄ · f(x) dx ,

wobei 1 die konstante Abbildung x 7→ 1 bezeichne. Wenn wir das L2-
Skalarprodukt mit der gleichen Definition auf beschränkte und stück-
weise stetige Funktionen erweitern, existiert für ein beschränktes und
stückweise stetiges g : [0, 1] → k die Abbildung

f 7−→ ⟨f, g⟩L2 =

∫ 1

0
g(x) · f(x) dx .

Einschränken auf f ∈ C∞([0, 1], k) liefert wieder eine Linearform
auf C∞([0, 1],k).

(4) Wenn g stetig und differenzierbar ist, dann erhalten wir entsprechend
mit der Erweiterung des Sobolev-Skalarproduktes aus Beispiel 6.7 (3)
auf C1-Funktionen eine Linearform

g 7−→ ⟨f, g⟩H1 = ⟨f, g⟩L2 + ⟨f ′, g′⟩L2 .

(5) Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine C1-Funktion (total diffe-
renzierbar würde auch ausreichen). Dann ist die totale Ableitung an
der Stelle x0 ∈ U die lineare Abbildung df(x0) : Rn → R, die jedem
Vektor v ∈ Rn die Richtungsableitung

df(x0)(v) = lim
t→0

f(x0 + v . t)− f(x0)

t

zuordnet. Die Koordinaten von df(x0) bezüglich der dualen Basis ε1,
. . . , εn von nR = (Rn)∗ heißen auch die partiellen Ableitungen von f .

Wir erinnern uns auch an anti- (oder semi-) lineare Abbildungen, siehe
Definition 6.2.

6.22. Proposition. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt.
Dann induziert g eine injektive antilineare Abbildung g : V → V ∗ durch

v 7−→ g(v) ∈ V ∗ mit g(v)(w) = g(v, w) für alle v, w ∈ V .

Dann heißt eine Linearform α ∈ V ∗ darstellbar bezüglich g, wenn es einen
Vektor v ∈ V mit α = g(v) gibt. Man sagt auch, dass v ∈ V die Linearform α
darstellt.
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Beweis. Es sei v ∈ V , dann ist nach (S1) in Definition 6.3 die Abbildung

g(v) = g(v, · ) : V → k
linear, also gilt g(v) ∈ V ∗. Nach Definition 2.44 ist V ∗ ein Links-k-Vektorraum.
Aus (S1) folgt, dass g : V → V ∗ antilinear ist, denn für u, v, w ∈ V und r, s ∈ k
gilt

g(u.r+v .s)(w) = g(u.r+v .s, w) = r̄ g(u,w)+ s̄ g(v, w) =
(
r̄ g(u)+ s̄ g(v)

)
(w) .

Zur Injektivität nehmen wir an, dass g(u) = g(v), das heißt, es gilt g(u)(w) =
g(v)(w) für alle w ∈ V . Dann folgt

0 = g(u)(u− v)− g(v)(u− v) = ∥u− v∥2g ,

also gilt u = v wegen (S3), und g : V → V ∗ ist injektiv. □

6.23. Beispiel. Wir wollen wissen, ob die Linearformen aus dem obigen
Beispiel darstellbar sind.

(1) Es sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis, dann wird εp im Bei-
spiel 6.21 (1) durch den Vektor ep dargestellt, siehe Proposition 3.9
und Bemerkung 6.17 (3).

(2) Im Beispiel 6.21 (3) wird die Linearform

f 7−→
∫ 1

0
g(x) · f(x) dx

auf den stückweise stetigen Funktionen durch g dargestellt. Auf
dem Unterraum C∞([0, 1],k) wird sie nur genau dann durch g dar-
gestellt, wenn g ∈ C∞([0, 1], k). Also gibt es viele Linearformen
auf C∞([0, 1],k), die bezüglich des L2-Skalarproduktes nicht (das
heißt, nicht durch C∞-Funktionen) darstellbar sind. Auch die Line-
arformen aus 6.21 (2) sind nicht durch C∞-Funktionen darstellbar.

(3) Wie oben ist die Linearform ⟨g, · ⟩H1 aus 6.21 (4) auf C1 bezüglich des
ersten Sobolev-Skalarproduktes durch g darstellbar. Auf C∞([0, 1],k)
ist sie genau dann darstellbar, wenn g ∈ C∞([0, 1], k). Wenn darüber-
hinaus g′(0) = g′(1) = 0 gilt, ist ⟨g, · ⟩H1 sogar bezüglich des L2-
Skalarproduktes darstellbar, denn partielle Integration liefert

⟨g, f⟩H1 =

∫ 1

0
g(x) f(x) dx+

∫ 1

0
g′(x) f ′(x) dx

=

∫ 1

0
g(x) f(x) dx+ g′(x) f(x)

∣∣∣1
x=0

−
∫ 1

0
g′′(x) f(x) dx

= ⟨g − g′′, f⟩L2 .

(4) Die totale Ableitung df(x0) ∈ nR = (Rn)∗ aus Beispiel 6.21 (5) wird
bezüglich des Standardskalarproduktes auf Rn dargestellt durch den
Gradienten

grad f(x0) =
(
df(x0)

)∗
=


∂f
∂x1

(x0)
...

∂f
∂xn

(x0)

 .
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Um zu sehen, dass alle Linearformen auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum mit Skalarprodukt darstellbar sind, führen wir als Hilfsmittel noch
einen weiteren Vektorraum ein.

6.24. Definition. Es sei V ein Rechts-k-Vektorraum, Dann ist eine Anti-
linearform eine antilineare Abbildung γ : V → k. Wir definieren wir den Anti-
dualraum von V als

V
∗
=
{
γ : V → k

∣∣ γ ist k-antilinear
}
.

Analog definieren wir den Antidualraum eines Links-k-Vektorraums.

6.25. Bemerkung. Wir sammeln einige einfache Eigenschaften.

(1) Der Antidualraum V
∗
eines Rechts-k-Vektorraums V ist wieder ein

Rechts-k-Vektorraum. Sei γ : V → k antilinear, und seien v ∈ V und r,
s ∈ k, dann definieren wir

(γ . r)(v) = γ(v) · r ∈ k .

mit Definition 6.2 erhalten wir

(γ . r)(v . s) = γ(v . s) . r = s̄ · γ(v) . r = s̄ · (γ . r)(v) .

(2) Wir können aus jeder Linearform α ∈ V ∗ eine Antilinearform γ = ᾱ ∈
V

∗
machen und umgekehrt, wobei

ᾱ(v) = α(v) ∈ k .

Das liefert eine antilineare Abbildung V ∗ → V
∗
mit einer antilinearen

Umkehrabbildung. Ähnlich wie in Bemerkung 6.4 geht dabei die Links-
k-Vektorraumstruktur von V ∗ in die Rechts-k-Vektorraumstruktur
von V

∗
über und umgekehrt.

(3) Wir definieren eine Abbildung ḡ : V → V
∗
durch

ḡ(v)(w) = g(v)(w) = g(v, w) = g(w, v)

für alle v, w ∈ V . Aus Proposition 6.22 folgt, dass ḡ eine injektive
lineare Abbildung ist. Antilinearformen im Bild von ḡ heißen wieder
darstellbar.

Die Frage, welche Linearformen sich durch Elemente spezieller Funktio-
nenräume darstellen lassen, ist ein wichtiges Thema in der Funktionalanalysis.
Das folgende Lemma ist ein elementarer Spezialfall des Rieszschen Darstellungs-
satzes.

6.26. Lemma. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum, dann

sind die Abbildungen g : V → V ∗ und ḡ : V → V
∗
bijektiv, und wir erhalten

Umkehrabbildungen g−1 : V ∗ → V und ḡ−1 : V
∗ → V .

Insbesondere ist jede Linearform und jede Antilinearform auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V bezüglich g darstellbar. Dieses Lemma erklärt also
insbesondere die Beispiele 6.23 (1) und (4).
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Der Dualraum eines unendlich-dimensionalen k-Vektorraums ist (unter ge-
eigneten mengentheoretischen Annahmen) stets mächtiger als der Vektorraum
selbst, so dass g für unendlich-dimensionale Vektorräume nie invertierbar ist.
Aus diesem Grund betrachtet man in der Funktionalanalysis stattdessen den
Raum der stetigen Linearformen bezüglich der zum Skalarprodukt gehörigen
Norm. Dadurch wird g auch für zahlreiche wichtige unendlich-dimensionale Vek-
torräume mit Skalarprodukt invertierbar.

Beweis. Es sei dimV = n. Nach Proposition 2.81 ist V ∗ ein n-dimensio-
naler Links k-Vektorraum. Nach Bemerkung 6.25 (2) ist V

∗
ein n-dimensionaler

Rechts-k-Vektorraum. Die Abbildung ḡ : V → V
∗
ist nach Proposition 6.22

und Bemerkung 6.25 (3) injektiv. Aus dem Rangsatz 3.16 folgt, dass ḡ ein
Isomorphismus ist. Aber dann ist auch g bijektiv. □

6.27. Bemerkung. Es sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V , siehe
Satz 6.18. Wir können sie benutzen, um einen alternativen, konstruktiven Be-
weis von Lemma 6.26 zu geben. Nach Beispiel 6.23 (1) werden die Vektoren der
dualen Basis (ε1, . . . , εn) durch die Vektoren e1, . . . , en dargestellt. Sei also

α =

n∑
p=1

ap · εp mit a ∈ nk ,

dann wird α dargestellt durch den Vektor

v =
n∑

p=1

ep . āp ,

denn für alle w ∈ V gilt

α(w) =

n∑
p=1

ap · εp(w) =
n∑

p=1

ap · g(ep, w) = g

( n∑
p=1

ep . āp, w

)
.

Also gilt α = g(v) und analog ᾱ = ḡ(v).

6.28. Definition. Es seien (V, g) und (W,h) Vektorräume über k mit Ska-
larprodukt. Eine lineare Abbildung F : V → W heißt adjungierbar, wenn es
eine Abbildung G : W → V gibt, so dass

g
(
G(w), v

)
= h

(
w,F (v)

)
für alle v ∈ V und w ∈W .

In diesem Fall heißt G die zu F adjungierte Abbildung, und wir schreiben G =
F ∗.

6.29. Bemerkung. Es seien (V, g), (W,h) und F : V →W wie oben.

(1) Falls F adjungierbar ist, ist die adjungierte Abbildung G von F eindeu-
tig bestimmt. Denn sei H eine weitere adjungierte Abbildung von F ,
dann gilt für alle w ∈W , dass

0 = h
(
w,F (G(w)−H(w))

)
− h
(
w,F (G(w)−H(w))

)
= g
(
G(w), G(w)−H(w)

)
− g
(
H(w), G(w)−H(w)

)
= ∥G(w)−H(w)∥2g ,
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und somitG(w) = H(w) wegen der Eigenschaft (S3) des Skalarproduk-
tes g. Daher dürfen wir F ∗ für die Adjungierte Abbildung schreiben,
wenn Sie existiert.

(2) Die adjungierte Abbildung F ∗ : W → V ist linear, denn für alle v ∈ V
und alle u, w ∈W und alle r, s ∈ k gilt

g
(
F ∗(u.r+w.s), v

)
= h

(
u.r+w.s, F (v)

)
= r̄ h

(
u, F (v)

)
+s̄ h

(
w,F (v)

)
= r̄ g

(
F ∗(u), v

)
+ s̄ g

(
F ∗(w), v

)
= g
(
F ∗(u) . r + F ∗(w) . s, v

)
.

Indem wir v = F ∗(u . r+w . s)−F ∗(u) . r−F ∗(w) . s wählen, erhalten
wir

0 = ∥F ∗(u . r + w . s)− F ∗(u) . r − F ∗(w) . s∥2g ,

und wegen (S3) gilt somit F ∗(u . r + w . s) = F ∗(u) . r + F ∗(w) . s.
(3) Wenn G zu F adjungiert ist, ist auch F zu G adjungiert, denn we-

gen (S2) gilt

h
(
F (v), w

)
= h

(
w,F (v)

)
= g
(
G(w), v

)
= g
(
v,G(w)

)
für alle v ∈ V und w ∈ W . Wegen (1) gilt also F = G∗ genau dann,
wenn G = F ∗, insbesondere folgt (F ∗)∗ = F .

6.30. Beispiel. Wir geben Beispiele adjungierter Abbildungen.

(1) Wir betrachten das Standardskalarprodukt auf den Räumen km
und kn. Sei F : kn → km gegeben durch eine Matrix C ∈ Mm,n(k),
dann wird die adjungierte Abbildung F ∗ gegeben durch die adjungier-
te Matrix, denn für alle x ∈ km und alle y ∈ kn gilt

⟨F ∗(x), y⟩ = ⟨x, F (y)⟩ = x∗Ay = x∗(A∗)∗y = (A∗x)∗y = ⟨A∗x, y⟩ .

Aus diesem Grund benutzen wir in beiden Fällen den Begriff
”
adjun-

giert“.
(2) Etwas allgemeiner sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von (V, g)

und (f1, . . . , fm) eine Orthonormalbasis von (W,h). Wenn F : V →W
bezüglich dieser Basen durch eine Matrix A ∈ Mm,n(k) dargestellt
wird, dann wird F ∗ durch A∗ dargestellt, denn für alle p = 1, . . . , m
und alle q = 1, . . . , n gilt

⟨ep, F ∗(fp)⟩ = ⟨F (ep), fq⟩ = ⟨fq, F (ep)⟩ = āpq .

(3) Wir betrachten wieder den Raum V = C∞([0, 1];k) mit dem L2-
Skalarprodukt. Multiplikation mit einer Funktion f ∈ V definiert eine
lineare Abbildung Die adjungierte Abbildung ist Multiplikation mit f̄ ,
denn

⟨g, fh⟩L2 =

∫ 1

0
g(x) f(x)h(x) dx =

∫ 1

0
f(x) g(x)h(x) dx = ⟨f̄g, h⟩L2 .

(4) Es sei V wie oben, und es sei f ∈ V eine Funktion mit f(0) = f(1) = 0.
Dann betrachten wir den Differentialoperator F ∈ End(V ) mit

F (g) = f · g′
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und bestimmen den adjungierten Differentialoperator durch partielle
Integration als

⟨F ∗(g), h⟩L2 = ⟨g, F (h)⟩ =
∫ 1

0
g(x) f(x)h′(x) dx

=
(
g(x) f(x)h(x)

)∣∣∣1
x=0

−
∫ 1

0

(
ḡ f
)′
(x)h(x) dx

=
〈
(f̄ g)′, h

〉
L2 =

〈
f̄ g′ + f̄ ′ g, h

〉
L2 .

(5) Wenn wir in (4) einfach nur den Ableitungsoperator F (g) = g′ be-
trachten, zeigt eine analoge Rechnung, dass F nicht adjungierbar ist,

da sich die Randterme
(
g(x)h(x)

)∣∣1
x=0

nicht durch ein Integral be-
schreiben lassen. In der Analysis umgeht man dieses Problem, indem
man den Begriff des adjungierten Operators etwas anders definiert und
dann Randbedingungen stellt wie etwa g(0) = g(1) = 0, um keine
Randterme mehr zu erhalten.

Die adjungierte Abbildung ist eng verwandt mit dem folgenden Konzept.

6.31. Definition. Es seien V und W Vektorräume über einem Körper k,
und es sei F : V → W eine lineare Abbildung. Die zu F duale Abbil-
dung F ∗ : W ∗ → V ∗ ist definiert durch

F ∗β = β ◦ F ∈ V ∗ für alle β ∈W ∗ .

Man beachte, dass die duale Abbildung im Gegensatz zur adjungierten Ab-
bildung immer existiert und nach Definition eindeutig bestimmt ist. Wir ver-
wenden für beide die Bezeichnung F ∗, man muss also aufpassen, welche der
beiden Abbildungen jeweils gemeint ist: F ∗ : W ∗ → V ∗ ist die duale Abbildung,
F ∗ : W → V die adjungierte. Aus diesem Grund verwenden manche Autoren
für duale Moduln, Vektorräume und Abbildungen das Symbol · ′ oder · ∨.

6.32. Bemerkung. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften. Seien
dazu U , V und W Vektorräume.

(1) Es gilt stets id∗V = idV ∗ , denn α ◦ idV = α ∈ V ∗ für alle α ∈ V ∗.
(2) Seien F : V →W und G : U → V linear, dann gilt (F ◦G)∗ = G∗ ◦F ∗,

denn

(F ◦G)∗β = β ◦ F ◦G = G∗(β ◦ F ) = G∗(F ∗(β)
)
.

(3) Die duale Abbildung ist linear. Das lässt sich nachrechnen, da k auf β ∈
W ∗ durch (r · β)(w) = r · β(w) wirkt.

(4) Es seien B = (v1, . . . , vn) und C = (w1, . . . , wm) Basen von V bezie-
hungsweise W , und es seien B∗ = (φ1, . . . , φn) und C

∗ = (ψ1, . . . , ψm)
die dualen Basen von V ∗ und W ∗. Es sei F : V → W bezüglich der
obigen Basen dargestellt durch die Abbildungsmatrix A = Mm,n(k),
dann gilt

ψp

(
F (vq)

)
= ψp

( m∑
r=1

wr . arq

)
=

m∑
r=1

ψp(wr) . arq = apq
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für alle p = 1, . . . , m und alle q = 1, . . . , n. Dabei geht der Vektor v =
B(x) in den Vektor C(Ax) über, wobei x ∈ kn.

Es sei jetzt η ∈ mk eine Zeile. Für die duale Matrix rechnen wir

F ∗(C∗(η)
)
(vr) = F ∗

( m∑
p=1

ηp · ψp

)
(vr) =

( m∑
p=1

ηp · (ψp ◦ F )
)
(vr)

=

m∑
p=1

ηp · apr =
( m∑

p=1

n∑
q=1

ηp · apq · φq

)
(vr) =

(
B∗(ηA)

)
(vr) .

Die duale Abbildung wird durch also dieselbe Matrix A dargestellt,
allerdings werden jetzt Zeilen in km von rechts mit A multipliziert.

Mit Hilfe von Lemma 6.26 können wir einen Zusammenhang zwischen der
adjungierten Abbildung und der dualen Abbildung herstellen.

6.33. Proposition. Es seien (V, g) und (W,h) Vektorräume über k mit
Skalarprodukt und F : V →W sei linear. Wenn F adjungierbar ist, kommutiert
das Diagramm

W
F ∗

//

h
��

V

g
��

W ∗ F ∗
// V ∗ .

Insbesondere ist F immer adjungierbar, wenn V endlich-dimensional ist.

Man beachte, dass die beiden waagerechten Pfeile lineare Abbildungen sind,
während die senkrechten Pfeile antilinear sind. Somit sind beide Wege von W
nach V ∗ durch antilineare Abbildungen gegeben.

Die letzte Behauptung erklärt insbesondere die Beispiele 6.30 (1) und (2).
Die Beispiele 6.30 (3) und (4) zeigen, dass die zusätzliche Bedingung dimV <∞
nicht notwendig ist.

Beweis. Es seien v ∈ V und w ∈W , dann folgt

g
(
F ∗(w)

)
(v) = g

(
F ∗(w), v

)
= h

(
w,F (v)

)
= h(w)

(
F (v)

)
= F ∗(h(w))(v) .

Da das für alle v ∈ V gilt, folgt g ◦ F ∗ = F ∗ ◦ h, wobei links die adjungierte
und rechts die duale Abbildung gemeint ist. Damit ist die erste Behauptung
bewiesen.

Wenn g invertierbar ist, können wir die adjungierte Abbildung als g−1◦F ∗◦h
schreiben. Nach Lemma 6.26 gilt das, wenn V endlich-dimensional ist. □

6.34.Definition. Es seien V undW Vektorräume über k, es sei F : V →W
linear, und S sei eine Sesquilinearform auf W . Dann definiert man die mit F
zurückgeholte Sesquilinearform F ∗S auf V durch

(F ∗S)(u, v) = S
(
F (v), F (w)

)
für alle u, v ∈ V .
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Wir haben jetzt die Notation F ∗ mit einer weiteren Bedeutung versehen.
Aus dem Zusammenhang muss man jeweils erkennen, wofür F ∗ gerade steht.

6.35.Bemerkung. Die ersten drei der folgenden Eigenschaften rechnet man
leicht nach.

(1) Die Form F ∗S ist wieder sesquilinear (S1).
(2) Wenn S Hermitesch ist, dann ist auch F ∗S Hermitesch (S2).
(3) Wenn S außerdem positiv semidefinit ist, dann ist auch F ∗ positiv

semidefinit.
(4) Wenn S positiv definit (S3) und F injektiv ist, dann ist auch F ∗S ein

Skalarprodukt, denn dann gilt

(F ∗S)(v, v) = S
(
F (v), F (v)

)
= 0 ⇐⇒ F (v) = 0 ⇐⇒ v = 0 .

In diesem Fall heißt F ∗S auch das zurückgeholte Skalarprodukt. Auf
die Injektivität von F kann man leider nicht verzichten, denn für al-
le v ∈ kerF gilt (F ∗S)(v) = 0.

(5) Es seien (v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wm) Basen von V und W . Sei A ∈
MM,n(k) die Abbildungsmatrix von F , und sei S dargestellt durch
die Gramsche Matrix G, dann wird F ∗S dargestellt durch die Ma-
trix A∗GA, denn

(F ∗S)(vp, vq) = S

( m∑
r=1

wr . arp,
m∑
s=1

ws . asq

)
=

m∑
r,s=1

ārp grs asq .

6.36. Bemerkung. Genauso können wir eine Sesquilinearform S aufW mit
einer antilinearen Abbildung F : V →W zurückholen durch

(F ∗S)(u, v) = S
(
F (v), F (u)

)
für alle u, v ∈ V .

Durch das Vertauschen der Argumente stellen wir sicher, dass F ∗S wieder ses-
quilinear ist. Die Punkte (2)–(4) aus Bemerkung 6.35 gelten analog.

Zum Beispiel sei (V, g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt, dann ist die antilineare Abbildung g : V → V ∗ invertierbar, und wir
können das Skalarprodukt g mit der Inversen Abbildung g−1 auf V ∗ zurückho-
len. Dieses Skalarprodukt nennen wir das zu g duale Skalarprodukt g∗ auf V ∗.
Sei dazu (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V , dann ist (ε1, . . . , εn) =(
g(e1), . . . , g(en)

)
die duale Basis von V ∗ nach Beispiel 6.23 (1). Somit gilt(

(g−1)∗g
)
(εp, εq) = g

(
g−1(εq), g

−1(εp)
)
= g(eq, ep) = δpq ,

also ist die duale Basis einer Orthonormalbasis wieder eine Orthonormalbasis.
Im Allgemeinen sei A die Gramsche Matrix von g, dann kann man zeigen,
dass g∗ durch die Inverse Matrix A−1 dargestellt wird.

6.37. Bemerkung. Es seien (V, g) und (W,h) Vektorräume über k mit Ska-
larprodukt. Wir nennen eine lineare Abbildung F : V → W eine isometrische
Einbettung, wenn F ∗h = g gilt. In diesem Fall gilt also für alle u, v ∈ V , dass

g(u, v) = (F ∗h)(u, v) = h
(
F (u), F (v)

)
und ∥v∥g = ∥F (v)∥g .

Insbesondere ist F immer injektiv.
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Seien (v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wm) Orthonormalbasen von V und W , und
sei A ∈Mm,n(k) die Abbildungsmatrix von F . Wegen Bemerkung 6.35 (5) gilt
dann

En = A∗EmA = A∗A .

Falls n = m ist, ist A insbesondere invertierbar, und es gilt A−1 = A∗. In diesem
Fall nennen wir F eine lineare Isometrie.

6.4. Normale Endomorphismen

In diesem Kapitel betrachten wir bestimmte Endomorphismen von endlich-
dimensionalen k-Vektorräumen mit Skalarprodukt und zeigen, dass sie sich
bezüglich einer geeigneten Orthonormalbasis durch besonders einfache Matri-
zen darstellen lassen. Diese Resultate haben zahlreiche Anwendungen, unter
anderem in Analysis, Geometrie und Physik.

6.38. Definition. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und
es sei F ∈ Endk(V ) adjungierbar. Dann heißt F

(1) selbstadjungiert, wenn F ∗ = F ,
(2) schief, wenn F ∗ = −F ,
(3) normal, wenn F ∗ ◦ F = F ◦ F ∗, und
(4) lineare Isometrie, oder isometrischer oder auch unitärer Automorphis-

mus, wenn F invertierbar ist mit F−1 = F ∗.

6.39. Bemerkung. Man sieht leicht, dass selbstadjungierte und schiefe En-
domorphismen und isometrische Automorphismen allesamt normal sind. Stellt
man F wie oben bezüglich einer Orthonormalbasis als Matrix A ∈ Mn(k) dar,
so gilt jeweils A∗ = A, A∗ = −A, A∗A = AA∗, beziehungsweise A−1 = A∗.

6.40. Satz (Hauptsatz über normale Abbildungen). Es sei (V, g) ein
endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und F ∈
EndC V . Dann existiert genau dann eine unitäre Basis von (V, g) aus Eigen-
vektoren von F , wenn F normal ist.

Insbesondere sind normale Endomorphismen über C immer diagonalisier-
bar; die Aussage im Satz ist aber noch etwas stärker, da wir sogar eine unitäre
(also eine Orthonormal-) Basis erhalten. Die Darstellung als Diagonalmatrix
ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Einträge nach Satz 5.59. In der Funk-
tionalanalysis heißt der entsprechende Satz auch der

”
Spektralsatz für normale

Operatoren“.

Beweis. Zu
”
=⇒“ sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis aus Eigenvekto-

ren von F . Nach Proposition 5.4 wird F bezüglich dieser Basis durch eine Dia-
gonalmatrix A dargestellt. Nach Beispiel 6.30 (2) wird F ∗ durch A∗ dargestellt,
und A∗ ist auch eine Diagonalmatrix. Man sieht leicht, dass A∗A = AA∗ gilt,
somit ist F normal.
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Wir beweisen
”
⇐=“ durch Induktion über die Dimension n von V . Im

Fall n = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also n ≥ 1. Da C algebraisch abge-
schlossen ist, hat das charakteristische Polynom χF eine Nullstelle λ. Es sei v
ein Eigenvektor von F zum Eigenwert λ. Dann ist v auch ein Eigenvektor von F ∗

zum Eigenwert λ̄, denn∥∥F ∗(v)− v . λ̄
∥∥2
g
= g
(
(F ∗ − λ̄ idV )(v), (F

∗ − λ̄ idV )(v)
)

= g
(
(F − λ idV )(F

∗ − λ̄ idV )(v), v
)

= g
(
(F ∗ − λ̄ idV )(F − λ idV )(v), v

)
= 0

Es sei

W =
{
w ∈ V

∣∣ g(v, w) = 0
}

das orthogonale Komplement vom Vektor v, dann ist W ⊂ V ein Untervektor-
raum, siehe Übungen. Der Unterraum W ist sowohl unter F als auch unter F ∗

invariant, denn sei w ∈W , dann folgt

g
(
v, F (w)

)
= g
(
F ∗(v), w

)
= g(v . λ̄, w) = 0

und g
(
v, F ∗(w)

)
= g
(
F (v), w

)
= g(v . λ, w) = 0 ,

somit liegen mit w auch F (w) und F ∗(w) wieder in W .

Insbesondere ist F ∗|W gleichzeitig die adjungierte Abbildung zu F |W
bezüglich des auf W eingeschränkten Skalarproduktes, und F |W ist nach wie
vor normal, also existiert nach Induktionsannahme eine unitäre Basis v2, . . . ,
vn von W aus Eigenvektoren von F |W . Wir dürfen ∥v∥g = 1 annehmen. Dann

ist (v, v2, . . . , vn) eine unitäre Basis von V aus Eigenvektoren von F , und wir
sind fertig. □

Über den reellen Zahlen verhalten sich normale Abbildungen etwas kompli-
zierter. Man überprüft, dass Matrizen der Form

(*)

(
a −b
b a

)
normal sind, denn(

a b
−b a

)
·
(
a −b
b a

)
=

(
a2 + b2 0

0 a2 + b2

)
=

(
a −b
b a

)
·
(

a b
−b a

)
.

Das charakteristische Polynom (X−a)2+b2 hat jedoch keine reellen Nullstellen,
falls b ̸= 0. Nach Lemma 5.33 hat die obige Matrix also keine Eigenvektoren.

6.41. Folgerung. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler reeller Vektor-
raum mit Skalarprodukt und F ∈ EndR V . Dann existiert genau dann eine
Orthonormalbasis von (V, g), bezüglich der F durch eine Block-Diagonalmatrix
aus 1 × 1-Blöcken und aus 2 × 2-Blöcken der Gestalt (*) mit b > 0 dargestellt
wird, wenn F normal ist. In diesem Fall ist die Matrix bis auf die Reihenfolge
der Blöcke eindeutig.
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Beweis. Die Richtung
”
=⇒“ folgt wie im Beweis von Satz 6.40 durch Nach-

rechnen.

Zu
”
⇐=“ wählen wir zunächst eine beliebige Orthonormalbasis von V und

stellen F durch eine normale Matrix A ∈ Mn(R) dar. Dann betrachten wir A
als normale komplexe Matrix, also als normalen Endomorphismus von Cn mit
dem Standardskalarprodukt. Der Beweis geht wieder durch Induktion über n.

Wir finden einen gemeinsamen Eigenvektor v von A zum Eigenwert λ und
von A∗ zum Eigenwert λ̄. Wenn λ reell ist, können wir v ∈ Rn ⊂ Cn wählen
wegen Lemma 5.33. Danach betrachten wir das orthogonale Komplement W
von v und machen weiter wie im obigen Beweis.

Wenn λ nicht reell ist, betrachten wir den Vektor v̄ ∈ Cn und rechnen nach,
dass

A v̄ = Ā v̄ = Av = v . λ = v̄ . λ̄ ,

so dass v̄ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ̄ ̸= λ ist. Dabei haben wir
benutzt, dass Ā = A, da A eine reelle Matrix ist. Wir schreiben λ = a + bi
mit a, b ∈ R und v = w + ui mit u, w ∈ Rn, und erhalten

Au =
i

2
(Av̄ −Av) =

i

2
(v̄ λ̄− vλ)

=
i

2

(
(w − ui)(a− bi)− (w + ui)(a+ bi)

)
= ua+ wb ,

und Aw =
1

2
(Av̄ +Av) =

1

2
(v̄ λ̄+ vλ)

=
1

2

(
(w − ui)(a− bi) + (w + ui)(a+ bi)

)
= −ub+ wa .

Wir nehmen an, dass b = Imλ > 0, andernfalls vertauschen wir die Rollen
von v und v̄. Dann hat A auf dem von u und w aufgespannten Unterraum U
bezüglich der Basis (u,w) gerade die Gestalt (*).

Als nächstes überlegen wir uns, dass v und v̄ aufeinander senkrecht stehen,
da sie Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind, und somit wie im
Beweis von Satz 6.40 der Vektor v̄ im orthogonalen Komplement von v liegt.
Wir nehmen an, dass ∥v∥g = ∥v̄∥g = 2, dann gilt

2 = ∥v∥2g = g(w + ui, w + ui) = ∥w∥2g + ∥v∥2g +
(
g(w, u)− g(u,w)

)
i

0 = g(w − ui, w + ui) = ∥w∥2g − ∥v∥2g + 2g(w, u) i .

Da u, w reell sind, sind auch alle einzelnen Skalarprodukte rechts reell. Hieraus
folgt g(u,w) = 0 und ∥u∥2g = ∥w∥2g = 1, so dass u, w eine Orthonormalbasis
von U bilden. Wie im Beweis von Satz 6.40 ist das orthogonale Komplement

W =
{
z ∈ Cn

∣∣ g(w, z) = g(u, z) = 0
}
=
{
z ∈ Cn

∣∣ g(v, z) = g(v̄, z) = 0
}

invariant unter F und F ∗, und wir können den Beweis wie oben fortsetzen.

Wir erhalten also eine Blockmatrix aus 1 × 1-Blöcken, die genau den reel-
len Nullstellen von χF entsprechen, und aus 2 × 2-Blöcken der Gestalt (*), so
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dass a ± bi echt komplexe Nullstellen von χF sind. Somit können wir die ge-
suchte Matrix aus den komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
ablesen, was die Eindeutigkeitsaussage beweist. □

Da die Quaternionen nicht kommutativ sind, ist der Begriff des Eigenraums
nicht sinnvoll, siehe Übung 4 von Blatt 1. Dennoch erhalten können wir normale
Abbildungen auch über den Quaternionen charakterisieren.

6.42. Folgerung. Es sei (V, g) ein Rechts-H-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und F ∈ EndH V . Dann existiert genau dann eine quaternionisch unitäre
Basis von V , bezüglich der F durch eine Diagonalmatrix mit Einträgen der
Form a + bi mit b ≥ 0 dargestellt wird, wenn F normal ist. Diese Matrix ist
eindeutig bis auf Reihenfolge der Einträge.

Beweis. Die Richtung
”
=⇒“ überprüft man wieder durch Nachrechnen.

Wir beweisen
”
⇐=“ wieder durch Induktion über n = dimH V . Dazu be-

trachten wir C = R+ iR ⊂ H als Teilkörper und fassen V für einen Moment als
komplexen Vektorraum auf. Wir erhalten ein komplexes Skalarprodukt, indem
wir die j- und k-Komponenten von g vergessen. Bezüglich dieses Skalarproduk-
tes ist F als komplex lineare Abbildung immer noch normal mit der selben
adjungierten Abbildung F ∗. Also existiert wie oben ein simultaner Eigenvek-
tor v zum Eigenwert λ = a + bi ∈ C von F und zum Eigenwert λ̄ = a − bi
von F ∗. Wenn b ≥ 0 gilt, dann ist das orthogonale Komplement

W =
{
w ∈ V

∣∣ g(v, w) = 0 ∈ H
}

ein invarianter quaternionischer Unterraum der Dimension n−1, und wir fahren
fort wie im Beweis von Satz 6.40.

Falls b < 0, betrachten wir den Vektor v . j. Es gilt

F (v . j) = F (v) . j = v .
(
(a+ bi) j

)
= v .

(
j (a− bi)

)
= (v . j) . λ̄

und genauso F ∗(v . j) = (v . j) . λ. Anstelle von v betrachten wir also v . j und
machen weiter wie oben und erhalten die gesuchte quaternionisch unitäre Basis.

Zur Eindeutigkeit überlegen wir uns, dass das charakteristische Polynom χF

von F als Endomorphismus über dem Körper C aufgrund der obigen Überlegung
in Faktoren der Form

(X − λ)(X − λ̄) = (X − a)2 + b2

zerfällt. Dadurch sind die Diagonaleinträge bis auf ihre Reihenfolge eindeutig
festgelegt. □

Wir können
”
i“ in der Darstellung a+ bi auch durch j, k oder einen belie-

bigen anderen imaginären Einheitsquaternion q ersetzen. Dadurch ändern sich
die Matrix und die zugehörige Basis, aber nicht die Paare (a, b) in a + bq. Im
Beweis arbeiten wir dann mit einem Teilkörper R+ qR ∼= C.

Wir kommen jetzt zu wichtigen Spezialfällen normaler Abbildungen.
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6.43. Folgerung (Hauptachsentransformation). Es sei (V, g) ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum mit Skalarprodukt und F ∈ Endk V . Dann existiert
genau dann eine Orthonormalbasis von V , bezüglich der F durch eine Diago-
nalmatrix mit reellen Einträgen dargestellt wird, wenn F selbstadjungiert ist.

Aus den obigen Ergebnisses folgt dann auch die Eindeutigkeit dieser Diago-
nalmatrix bis auf die Reihenfolge der Diagonaleinträge. In der Funktionalana-
lysis heißt der entsprechende Satz auch der

”
Spektralsatz für selbstadjungierte

Operatoren“.

Beweis. Die Richtung
”
=⇒“ ergibt sich wieder durch Nachrechnen.

Zu
”
⇐=“ wenden wir Satz 6.40 oder eine der Folgerungen 6.41 oder 6.42 an.

Da F selbstadjungiert ist, ist auch die Matrix A ∈ Mn(k), die wir so erhalten,
selbstadjungiert. Im Fall k = R ist ein 2× 2-Block vom Typ * nur dann selbst-
adjungiert, wenn b = 0 gilt. In den Fällen k = C oder H muss λ = λ̄ für jeden
Diagonaleintrag λ ∈ k gelten, und wegen Bemerkung 6.1 (4) folgt λ ∈ R. □

6.44. Beispiel. Wir betrachten einen physikalischen Körper K im R3, der
sich ohne Einfluss äußerer Kräfte bewegt. Dabei nehmen wir an, dass der
Schwerpunkt für alle Zeiten im Nullpunkt liegt. Dann dreht sich der Körper
um sich selbst.

Um diese Drehung zu beschreiben, betrachtet man zu einer festen Zeit t den
Trägheitstensor Ft : R3 → R3 mit

Ft(v) =

∫
Kt

ρt(p) p× (v × p) d3x ,

wobei Kt ⊂ R3 den Körper zur Zeit t und ρt(x) seine (Massen-) im Punkt x
bezeichne. Dabei bezeichne die Richtung von v die Drehachse und ∥v∥ die
Drehgeschwindigkeit, dann beschreibt v × p die tatsächliche Geschwindigkeit
im Punkt p, und ρt(p) p × (v × p) den Beitrag zum Drehimpuls. Insgesamt
ist Ft(vt) also der Drehimpuls zur Zeit t, wenn vt wie oben die Drehung zur
Zeit t beschreibt.

Die Abbildung Ft ist selbsadjungiert. Am einfachsten überlegt man sich das
für den Integranden: für alle w ∈ R3 gilt

⟨p× (v × p), w⟩ = ⟨p, p⟩⟨v, w⟩ − ⟨p, v⟩⟨p, w⟩ = ⟨v, p× (w × p)⟩
nach Satz 1.68 (2). Also existiert eine Orthonormalbasis

(
e1(t), e2(t), e3(t)

)
von R3 aus Eigenvektoren von Ft. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 6.10
sind alle Eigenwerte λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 positiv, falls der Körper sich in jeder Raum-
richtung ausdehnt.

Die Richtungen der Eigenvektoren heißen die Hauptachsen des Körpers K.
Bei einem achsenparallelen Quader sind das beispielsweise gerade die Koordina-
tenachsen. Wenn sich der Körper zu einer festen Zeit um eine der Hauptachsen
dreht, dann tut er das für alle Zeit. Dreht er sich hingegen um eine andere Achse,
dann verändert sich die Drehachse selbst im Laufe der Zeit; der Körper scheint
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zu taumeln. Es gibt jedoch einen konstanten Drehimpulsvektor L = Ft(vt) ∈ R3,
so dass die Drehachse zu jedem Zeitpunkt in Richtung F−1

t (L) zeigt.

6.45. Folgerung. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum,
und S sei eine Sesquilinearform auf V . Dann existiert genau dann eine g-
Orthonormalbasis von V , bezüglich der S durch eine Diagonalmatrix mit reellen
Einträgen dargestellt wird, wenn S Hermitesch ist.

Wie in Folgerung 6.43 sind die Diagonaleinträge bis auf ihre Reihenfolge
eindeutig.

Beweis. Die Richtung
”
=⇒“ ergibt sich aus Bemerkung 6.15 (2).

Zu
”
⇐=“ fassen wir zunächst S als antilineare Abbildung S : V → V ∗ wie in

Proposition 6.22 auf. Da wir nichts über die Definitheit von S wissen, können wir
allerdings nicht schließen, dass S injektiv ist. Sei g−1 : V ∗ → V die antilineare
Umkehrabbildung aus Lemma 6.26, dann setzen wir F = g−1 ◦ S ∈ Endk V , so
dass

S(v, w) = (g ◦ F )(v)(w) = g
(
F (v), w

)
für alle v, w ∈ V .

Da S Hermitesch ist, ist F selbstadjungiert, und Folgerung 6.43 liefert eine
Orthonormalbasis (e1, . . . , en) aus Eigenwerten von F . Man überlegt sich leicht,
dass F und S bezüglich (e1, . . . , en) durch die selbe Matrix dargestellt werden,
also durch eine Diagonalmatrix mit reellen Eigenwerten. □

6.46. Beispiel. Ein Brillenglas ist eine gekrümmte Fläche. Die Wirkung
des Glases auf Lichtstrahlen hängt von der Krümmung ab. Wenn wir das Glas
in einem Punkt p flach auf den Tisch legen, können wir eine Seite des Glases
als Graph einer Funktion f : U → R mit U ⊂ R2 darstellen. Wenn f minde-
stens zweimal stetig differenzierbar ist, beschreibt die zweite Ableitung bei p die
Krümmung an der Stelle p. Nach dem Satz von Schwarz ist die zweite Ableitung
an der Stelle p eine reelle symmetrische Bilinearform (also eine reelle Hermite-
sche Sesquilinearform) f ′′(p) : R2 → R, und die Krümmung in Richtung v ∈ R2

wird gegeben als

f ′′(p)(v, v) für alle v ∈ R2 mit ∥v∥ = 1 .

Nach Folgerung 6.45 können wir f ′′(p) bezüglich einer Orthogonalbasis (v1, v2)
des R2 als Diagonalmatrix mit Einträgen κ1, κ2 schreiben. Dann nennt man κ1
und κ2 die Hauptkrümmungen im Punkt p, und v1, v2 die Hauptkrümmungs-
richtungen. Wir dürfen κ1 ≤ κ2 annehmen. Bei einem gewöhnlichen Brillen-
glas sollten die Hauptkrümmungen und die Hauptkrümmungen über das ganze
Glas in etwa konstant bleiben. In diesem Fall muss der Augenarzt dem Optiker
die Krümmungen (als Werte in Dioptrien) und eine Hauptkrümmungsrichtung
mitteilen. Die andere Hauptkrümmungsrichtung ergibt sich, da beide senkrecht
aufeinander stehen.

6.47. Folgerung (Singuläre Werte). Es seien (V, g) und (W,h) endlich-
dimensionale k-Vektorräume mit Skalarprodukten, und es sei F : V →W linear.
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Dann existieren Orthonormalbasen von V und von W , so dass F bezüglich
dieser Basen dargestellt wird durch eine Matrix der Form

a1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

. . . argF 0 · · · 0
... 0 0 · · · 0

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0


mit eindeutig bestimmten reellen Einträgen a1 ≥ · · · ≥ argF > 0.

Diese Folgerung ist eine Verfeinerung des Rangsatzes 3.16, in dem anstelle
von Orthonormalbasen beliebige Basen erlaubt sind.

Beweis. Die Abbildung F ∗F : V → V ist offensichtlich selbstadjungiert
und hat nicht-negative Eigenwerte, denn die zugehörige Hermitesche Bilinear-
form

S(u, v) = g
(
u, (F ∗ ◦ F )(v)

)
= h

(
F (u), F (v)

)
= (F ∗h)(u, v)

ist positiv semidefinit nach Bemerkung 6.35 (3). Die Hauptachsentransformati-
on 6.43 liefert eine Orthonormalbasis (v1, . . . , vn) aus Eigenvektoren von F ∗ ◦F
zu den Eigenwerten λ1, . . . , λn; dabei sortieren wir die Basisvektoren so,
dass λ1 ≥ · · · ≥ λℓ > 0 = λℓ+1 = · · · = λn.

Jetzt betrachten wir die Vektoren w1 = F (v1) . λ
− 1

2
1 , . . . , wℓ = F (vℓ) . λ

− 1
2

ℓ .

Da die Faktoren λ
− 1

2
p reell sind, folgt

h(wp, wq) =
h
(
F (vp), F (vq)

)√
λp
√
λq

=
g
(
vp, (F

∗F )(vq)
)√

λpλq
= δpq

√
λq√
λp

= δpq .

Nach Bemerkung 6.17 (1) sind die Vektoren w1, . . . , wℓ linear unabhängig. Also
ergänzen wir mit dem Basisergänzungssatz 3.3 zu einer Basis von W , die wir
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren 6.18 in eine Orthonormalbasis (w1, . . . , wm)
überführen. Bezüglich der so konstruierten Basen hat F die angegebene Abbil-
dungsmatrix, wobei ap =

√
λp für alle p = 1, . . . , ℓ = rgF .

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, indem man aus der gegebenen Abbil-
dungsmatrix die Abbildungsmatrix von F ∗F ableitet und die Eindeutigkeits-
aussage aus Folgerung 6.43 benutzt. □

6.48. Bemerkung. Die singulären Werte geben also an, wie stark die Ab-
bildung F die Längen in unterschiedlichen Richtungen verzerrt. Wenn wir bei-
spielsweise eine Gummifolie als Fläche im Raum betrachten, dann können wir
das als eine Abbildung f : U → R3 mit U ⊂ R2 betrachten. Es sei p ∈ U , dann
gibt die Ableitung F = df(p) : R2 → R3 an, wie f am Punkt p die Richtungen
im R2 in den R3 abbildet. Die singulären Werte a1 ≥ a2 geben das Maximum
und das Minimum der Längenverzerrung an. Nach Folgerung 6.47 stehen die
zugehörigen Richtungen immer senkrecht aufeinander.
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Die singulären Werte a1, . . . , argF heißen manchmal auch verallgemeinerte
Eigenwerte von F . Diese Bezeichnung ist etwas unglücklich, da für eine Ma-
trix A die Eigenwerte von A mit den verallgemeinerten Eigenwerten, also den
Eigenwerten von A∗A, nichts zu tun haben müssen. Als Beispiel betrachte einen
Jordan-Block Mℓ(λ) ∈Mℓ(k) der Grösse ℓ zum Eigenwert λ. Dann hat

Mℓ(λ)
∗Mℓ(λ) =


λ2 + 1 λ 0

λ
. . .

. . .
. . . λ2 + 1 λ

0 λ λ2


für ℓ = 2 die Eigenwerte λ2 + 1

2 ±
√
λ2 + 1

4 , und die singulären Werte sind die

positiven Wurzeln davon.

Ähnliche Aussagen wie in Folgerung 6.43 lassen sich auch für schiefe Endo-
morphismen F ∈ Endk V eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums beweisen.
Dazu muss man wieder nur untersuchen, welche der möglichen Normalformen
in Satz 6.40 und den Folgerungen 6.41 und 6.42 schiefe Endomorphismen be-
schreiben.

6.49. Folgerung. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum
mit Skalarprodukt und F ∈ Endk V . Dann existiert genau dann eine Orthonor-
malbasis von V , bezüglich der F dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatrix aus 1×1-Blöcken 0 und 2×2-Blöcken
vom Typ (*) mit a = 0 falls k = R,

(2) durch eine Diagonalmatrix mit rein imaginären Einträgen falls k = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatrix mit Einträgen der Form bi mit b ≥ 0
falls k = H,

wenn F schief ist.

Beweis. Analog zum Beweis von Folgerung 6.43. □

Besonders interessant ist der Fall, dass F eine Isometrie ist. Aus Kapitel 1
kennen wir Spiegelungen und Drehungen.

6.50. Folgerung. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum
mit Skalarprodukt und F ∈ Endk V . Dann existiert genau dann eine Orthonor-
malbasis von V , bezüglich der F dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatrix aus 1 × 1-Blöcken ±1 und 2 × 2-
Blöcken vom Typ (*) mit a2 + b2 = 1 falls k = R,

(2) durch eine Diagonalmatrix mit Einträgen vom Betrag 1 falls k = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatrix mit Einträgen der Form a+bi vom Betrag 1
mit b ≥ 0 falls k = H,
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wenn F eine lineare Isometrie ist.

Beweis. Analog zum Beweis von Folgerung 6.43. □

6.51. Bemerkung. In Aufgabe 2 von Blatt 14 zur linearen Algebra I und
Bemerkung 4.29 haben wir die Untergruppen

O(n) =
{
A ∈Mn(R)

∣∣ At ·A = En

}
und SO(n) =

{
A ∈ O(n)

∣∣ detA = 1
}

der Gruppe GL(n,R) kennengelernt. Die Elemente von O(n) sind dadurch cha-
rakterisiert, dass sie das Standard-Skalarprodukt erhalten, somit ist die ortho-
gonale Gruppe O(n) die Gruppe der linearen Isometrien des Rn. Gleichzeitig
ist O(n) auch die Gruppe der Basiswechselmatrizen zwischen Orthonormalba-
sen, siehe Proposition 2.79 und Bemerkung 6.15 (4).

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist die Gruppe der orientierungser-
haltenden Isometrien. Gleichzeitig ist sie die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen gleich orientierten Orthonormalbasen.

Analog betrachten wir die unitäre und die spezielle unitäre Gruppe

U(n) =
{
A ∈Mn(C)

∣∣ A∗ ·A = En

}
und SU(n) =

{
A ∈ U(n)

∣∣ detA = 1
}
.

Die unitäre Gruppe U(n) ist die Gruppe der linearen Isometrien des Cn mit dem
Standardskalarprodukt, und gleichzeitig die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen unitären Basen. Für Elemente A ∈ U(n) gilt

1 = det(A∗A) = |det a|2 ,
und das Beispiel (eit) ∈ U(1) zeigt, dass alle komplexen Zahlen vom Betrag 1 als
Determinante einer unitären Matrix auftreten können. Da wir Orientierungen
für komplexe Vektorräume nicht eingeführt haben, ist SU(n) einfach nur die
Untergruppe der Isometrien mit Determinante 1.

Über den Quaternionen definieren wir nur die (kompakte) symplektische
Gruppe

Sp(n) =
{
A ∈Mn(H)

∣∣ A∗ ·A = En

}
der linearen Isometrien des Hn mit Standardskalarprodukt, beziehungsweise der
Basiswechselmatrizen zwischen quaternionisch unitären Basen. Da die Quater-
nionen nicht kommutativ sind, gibt es keine Determinante, und wir definieren
nur diese eine Gruppe.

6.52. Bemerkung. Wir haben wieder eine Reihe von Normalformen ken-
nengelernt und auch ein paar Anwendungen gesehen.

(1) Sei (V, g) ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit Skalarprodukt, dann
ist für jede Orthonormalbasis B von V die Basisabbildung ein Isomor-
phismus B : kn → V , so dass B∗g gerade das Standardskalarprodukt
auf kn ist. Insbesondere ist die Dimension eine vollständige Invarian-
te für endlich-dimensionale k-Vektorräume mit Skalarprodukt, ähnlich
wie in Bemerkung 3.20 für endlich-dimensionale Vektorräume.
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(2) Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Wir betrachten zwei
Endomorphismen F , G ∈ Endk V als metrisch äquivalent, wenn es ei-
ne lineare Isometrie U ∈ Autk V gibt, so dass G = U−1FU . Somit
sind F und G genau dann äquivalent, wenn es Orthonormalbasen B
und C gibt, so dass F bezüglich B die gleiche Darstellung hat wie G
bezüglich C. Dann haben wir in Satz 6.40 und den Folgerungen 6.41
6.42 eine Normalform für normale Endomorphismen kennengelernt.
Spezialfälle haben wir in den Folgerungen 6.43, 6.49 und 6.50 be-
trachtet. Für selbstadjungierte Matrizen beispielsweise erhalten wir als
vollständige Invariante die Dimension dimV und das Tupel der nach
Größe geordneten reellen Eigenwerte.

Man beachte, dass nicht nur die Auswahl der betrachteten Endo-
morphismen spezieller ist als in Kapitel 5, sondern auch die Äquiva-
lenzrelation.

(3) Wir nennen zwei lineare Abbildungen F , G : V → W zwischen Vek-
torräumen metrisch äquivalent, wenn es lineare Isometrien P ∈ Autk V
und Q ∈ AutkW gibt, so dass Q ◦ F = G ◦ P , siehe Folge-
rung 3.19. In diesem Fall liefert Folgerung 6.47 eine Normalform,
und (dim,dimW, rgF ) bildet zusammen mit dem Tupel der nach
Größe geordneten singulären Werte eine vollständige Invariante.

6.53. Bemerkung. Es sei F ∈ EndR(V ) eine Isometrie eines endlich-dimen-
sionalen Euklidischen Vektorraums (V, g).

(1) Gemäß der Orthonormalbasis aus Folgerung 6.50 zerlegen wir V in eine
direkte Summe von Unterräumen, die paarweise zueinander senkrecht
stehen. Dann operiert F auf den eindimensionalen Unterräumen Ui

mit Eigenwert ±1, also als ± idUi , das heißt als Identität oder als Spie-
gelung.

Auf den zweidimensionalen Eigenräumen Vj wirkt V durch eine
Matrix vom Typ (*) mit a2 + b2 = 1 und b > 0. Also finden wir einen
Winkel φ = arc cos a ∈ [0, π], so dass(

a −b
b a

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Diese Matrix beschreibt eine Drehung des Raumes Vj um den Winkel φ
und heißt daher auch einfach Drehmatrix.

(2) Gemäß Definition 4.27 heißt F genau dann orientierungserhaltend,
wenn detF > 0. Nach Folgerung 4.17 (1) ergibt sich die Determi-
nante als das Produkt der Determinanten der einzelnen Blöcke. Ein
1× 1-Block ±1 hat Determinante ±1, während eine Drehmatrix stets
Determinante a2+b2 = cos2 φ+sin2 φ = 1 hat. Somit ist eine Isometrie
genau dann orientierungserhaltend, wenn die Anzahl der Spiegelungen
in (1), also die Dimension des −1-Eigenraumes, gerade ist.

(3) Wenn V eine feste Orientierung trägt, versuchen wir, in Folgerung 6.50
eine orientierte Basis anzugeben. Das geht immer, wenn ±1 Eigen-
wert ist, da wir dann das Vorzeichen des zugehörigen Eigenvektors frei
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wählen können. In einem Drehblock legt jedoch die Wahl des Win-
kels φ ∈ (0, π) eine Orientierung fest. Wenn wir also nur Drehmatrizen
zu Winkeln φi ∈ (0, π) haben, müssen wir unter Umständen einen
Winkel φ durch −φ ersetzen. In diesem Fall können wir sagen, dass F
entgegen dem mathematischen Drehsinn wirkt. In der Ebene ist eine
Drehung im mathematischen Drehrsinn eine Drehung gegen den Uhr-
zeigersinn, und umgekehrt.

6.5. Affine Räume

Wenn wir bei einem Vektorraum den Nullpunkt
”
vergessen“, erhalten wir

einen affinen Raum. In Definition 3.21 hatten wir bereits affine Unterräume
von Vektorräumen kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen wir affine Räume
etwas abstrakter einführen und auch als metrische Räume betrachten.

Für den Anfang betrachten wir wieder beliebige Schiefkörper k.

6.54. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum. Ein affiner Raum über V ist
eine Menge A, zusammen mit einer Abbildung +: A× V → A, so dass gilt:

(1) für alle a ∈ A und alle v, w ∈ V gilt (a+ v) + w = a+ (v + w),
(2) zu je zwei Punkten a, b ∈ A existiert genau ein v ∈ V mit b = a+ v.

Die Dimension von A ist gerade die Dimension von V .

Es sei B ein weiterer affiner Raum über einem k-Vektorraum W . Eine Ab-
bildung F : A→ B heißt affin, wenn es eine lineare Abbildung L : V →W gibt,
so dass

F (a+ v) = F (a) + L(v)

für alle a ∈ A und alle v ∈ V . In diesem Fall nennt man F auch lineare
Abbildung über L.

Eine nichtleere Teilmenge C ⊂ A heißt affiner Unterraum, wenn es einen
Untervektorraum U ⊂ V gibt, so dass für alle c ∈ C und alle v ∈ V der
Punkt c + v genau dann in C liegt, wenn v ∈ U . Man nennt C dann auch
affinen Unterraum über U . Zwei affine Unterräume heißen parallel, wenn sie
über dem gleichen linearen Unterraum von V liegen.

6.55. Beispiel. Wir kennen schon einfache Beispiele.

(1) Jeder Vektorraum ist ein affiner Raum über sich selbst. Die affinen
Unterräume im Sinne von Definition 3.21 sind genau die affinen Un-
terräume im obigen Sinne. Sei F : V →W eine affine Abbildung über
der linearen Abbildung L : V →W , dann folgt

A(v) = A(0 + v) = A(0) + L(v) für alle v ∈ V .

Also haben affine Abbildungen zwischen Vektorräumen stets die Ge-
stalt

A(v) = L(v) + w ,

wobei L linear ist Umgekehrt ist jede Abbildung dieser Form affin.
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(2) Es sei V ein Vektorraum und U ⊂ V ein Unterraum. Dann ist je-
der zu U parallele affine Unterraum A selbst ein affiner Raum über
dem Untervektorraum U . Beispielsweise ist die Lösungsmenge eines
inhomogenen Gleichungssystems ein affiner Raum über der Lösungs-
menge des zugehörigen homogenen Gleichungssystems, siehe Proposi-
tion 3.24 (3).

6.56. Bemerkung. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften.

(1) Für jeden Punkt a ∈ A ist die Zuordnung v 7→ a + v eine Bijektion
von V nach A. Die Umkehrabbildung schreiben wir als Subtraktion

− : A×A→ V ,

so dass b−a = v genau dann, wenn b = a+v. Eine andere Bezeichnung

ist
−→
ab = b− a.

(2) Es sei A ein affiner Raum über einem k-Vektorraum V . Wenn wir
einen Ursprung o ∈ A wählen, können wir A und V identifizieren,
indem wir a ∈ A mit dem Vektor a − o ∈ V und v ∈ V mit dem
Punkt a+ v ∈ A gleichsetzen.

Wir setzen wieder k = R, C oder H und erinnern uns an den Begriff einer
Norm auf einem k-Vektorraum, siehe Bemerkung 6.9. In Definition 6.8 haben
wir speziell die Norm ∥ · ∥g zu einem Skalarprodukt g auf V eingeführt.

6.57. Definition. Es sei A ein affiner Raum über einem k-Vektorraum V
und ∥ · ∥ eine Norm auf V . Dann definieren wir die affine Metrik d : A×A→ R
zu ∥ · ∥ auf A durch

d(a, b) = ∥a− b∥ für alle a, b ∈ A .

Wenn ∥ · ∥ = ∥ · ∥g die Euklidische Norm zu einem Skalarprodukt g auf V ist,
nennen wir dg = d eine Euklidische Metrik auf V . Ein affiner Raum mit einer
Euklidischen Metrik heißt auch Euklidischer Raum (A, d).

Eine affine Abbildung F : A → B zwischen Euklidischen Räumen (A, d)
und (B, e) heißt (affine) isometrische Einbettung, wenn

e
(
F (a), F (b)

)
= d(a, b) für alle a, b ∈ A ,

und (affine) Isometrie, wenn sie darüberhinaus invertierbar ist.

Obwohl es hier nicht gefordert haben, ist es für Studium Euklidischer
Räume (A, d) am sinnvollsten, anzunehmen, dass der die zugrundeliegenden
Vektorräume reell sind, also über k = R zu arbeiten. Mehr dazu später.

6.58. Beispiel. In der Schule haben Sie die Geometrie der Euklidischen
Ebene (R2, dg) studiert, wobei dg zum Standard-Skalarprodukt auf R2 gehört.
Analog kann man Euklidische Räume (Rn, dg) beliebiger Dimension betrachten.
Wir nennen dg später die Standardmetrik.

In der klassischen Newtonschen Mechanik geht man davon aus, dass uns ein
dreidimensionaler Euklidischer Raum umgibt. In diesem Raum ist weder ein
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Ursprung festgelegt (obwohl er von manchen Leuten auf der Erde, von anderen
im Mittelpunkt der Sonne oder gar im Mittelpunkt der Galaxie gesehen wird),
noch gibt es ausgezeichnete Richtung (wenn wir einen festen Punkt auf der
Erde als Ursprung wählen, könnten wir als Richtungen zum Beispiel

”
Norden“,

”
Westen“ und

”
oben“ wählen, aber diese Wahl hängt dann von der Wahl unseres

Ursprungs ab).

Auf der anderen Seite gibt es in der klassischen Mechanik die Vorstellung,
dass es eine Euklidische Metrik d unabhängig vom Bezugspunkt gibt. Selbst,
wenn sich der Ursprung entlang einer Geraden mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt, soll sich an dieser Metrik nichts ändern. Die zweite dieser Annahmen
wird in Einsteins spezieller Relativitätstheorie durch die etwas komplizierteren
Lorenzschen Transformationsformeln ersetzt. In der allgemeinen Relativitäts-
theorie schließlich wird aus dem

”
flachen“ Euklidischen Raum eine gekrümmte

Raumzeit.

6.59. Bemerkung. Wir können Euklidische Räume als metrische Räume
betrachten.

(1) Eine Metrik auf einer Menge M ist eine Funktion d : M ×M → R, so
dass für alle a, b, c ∈M die folgenden Axiome gelten:

d(a, b) ≥ 0 und d(a, b) = 0 ⇐⇒ a = b (Positivität),(D1)

d(b, a) = d(a, b) (Symmetrie),(D2)

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) (Dreiecksungleichung).(D3)

Dann nennt man (M,d) einen metrischen Raum.
Für eine affine Metrik zu einer Norm ∥ · ∥ auf V folgen diese Axiome

jeweils aus den entsprechenden Axiomen (N1)–(N3) für ∥ · ∥.
Auf der anderen Seite kommt nicht jede Metrik auf A von einer

Norm, beispielsweise gehört zu keiner Norm die
”
diskreten Metrik“

d(a, b) =

{
0 falls a = b, und

1 sonst.

Also ist nicht jede Metrik auf einem affinen Raum eine affine Metrik.
Das lässt sich auch dadurch erklären, dass die Homogenität (N2) zum
Beweis der Symmetrie nur für die Skalare ±1 benutzt wird.

(2) Es sei d = dg eine Euklidische Metrik auf A. In der Dreiecksungleichung
gilt Gleichheit genau dann, wenn es reelle Zahlen r, s ≥ 0 gibt, die nicht
beide verschwinden, so dass

(b− a) r = (c− b) s ∈ V .

Somit zeigen beide Vektoren
”
in die gleiche Richtung“. Zur Be-

gründung schreiben wir v = b− a und w = c− b ∈ V und betrachten
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den Beweis der Dreiecksungleichung in Bemerkung 6.9, wonach

∥v + w∥2g = ∥v∥2g + 2Re g(v, w) + ∥w∥2g
≤ ∥v∥2g + 2 |g(v, w)|+ ∥w∥2g
≤ ∥v∥2g + 2 ∥v∥g ∥w∥g + ∥w∥2g =

(
∥v∥g + ∥w∥g

)2
.

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 6.10 wird aus der zweiten Un-
gleichung genau dann eine Gleichung, wenn v und w linear abhängig
sind. Wir wollen annehmen, dass r ∈ kmit w = v.r existiert, ansonsten
vertauschen wir die Rollen von v und w. Dann gilt

Re
(
g(v, v . r)

)
= Re(r) g(v, v)︸ ︷︷ ︸

≥0

≤ |r| g(v, v) ,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn r eine nichtnegative reelle Zahl
ist. Mit s = 1 erhalten wir die obige Behauptung.

(3) Eine Isometrie zwischen metrischen Räumen (M,d) und (N, e) ist eine
invertierbare Abbildung F : M → N , so dass

e
(
F (a), F (b)

)
= d(a, b) für alle a, b ∈M .

Es seien wieder (A, d) und (B, e) Euklidische Räume über k. Wenn
es eine Isometrie F : A → B gibt, kann man daraus folgern, dass F
linear über R ist. Der Beweis ist nicht ganz einfach und benutzt unter
anderem (2).

Die Abbildung F muss jedoch nicht k-linear sein, falls k = C
oder H. Aus diesem Grund ist es vom Standpunkt der metrischen
Geometrie (also der Geometrie von Mengen M mit einer Metrik d wie
in (1)) nicht besonders sinnvoll, Euklidische Räume über C oder H zu
betrachten.

6.60. Proposition. Es seien (A, dg) und (B, dh) endlich-dimensionale Eu-
klidische Räume der gleichen Dimension über k-Vektorräumen (V, g) und (W,h)
mit Skalarprodukten. Dann gibt es eine affine Isometrie F : A→ B.

Mit anderen Worten ist die Dimension eine vollständige Invariante für
endlich-dimensionale Euklidische Räume über einem festen Körper k bis auf
affine Isometrie, und (kn, dg) ist eine zugehörige Normalform, wenn dg die Eu-
klidische Metrik zum Standard-Skalarprodukt bezeichnet. Im Falle k = R ist
die Dimension wegen der obigen Bemerkung 6.59 (3) sogar eine vollständige
Invariante endlich-dimensionaler Euklidischer Räume bis auf Isometrie.

Beweis. Wir wählen jeweils einen Ursprung o ∈ A und p ∈ B und identifi-
zieren A und B mit den zugrundeliegenden k-Vektorräumen (V, g) und (W,h)
mit Skalarprodukten wie in Bemerkung 6.56 (2). Wegen Bemerkung 6.52 (1)
gibt es eine lineare Isometrie L : V →W . Dann definieren wir F : A→ B durch

F (a) = p+ L(a− o) .
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Diese Abbildung ist eine affine Isometrie, denn für alle a, b ∈ A gilt

dh
(
F (a), F (b)

)
= ∥F (a)− F (b)∥h = ∥p+ L(a+ o)− p− L(b+ o)∥h

= ∥L(a− b)∥h = ∥a− b∥g = dg(a, b) . □

6.61. Bemerkung. Die Euklidische Gruppe oder auch (Euklidische) Bewe-
gungsgruppe E(n, k) ist die Gruppe der affinen Isometrien von (kn, d), wobei d
die Standardmetrik sei. Für k = R schreiben wir kurz E(n) = E(n,R).

(1) Nach Beispiel 6.55 (1) können wir jedes Element F ∈ E(n,k) schreiben
als

v 7→ w +Av mit A ∈Mn(k) .
Da F eine Isometrie ist, muss für alle v ∈ kn gelten, dass

∥Av∥ = ∥F (v)− F (0)∥ = d
(
F (v), F (0)

)
= d(v, 0) = ∥v∥ .

Mit Hilfe der Polarisationsformeln aus Bemerkung 6.11 (2)–(4) folgt
daraus ⟨Au,Av⟩ = ⟨u, v⟩ für alle u, v ∈ kn, so dass A ∈ U(n, k)
mit U(n,k) = O(n), U(n) beziehungsweise Sp(n), je nachdem ob k =
R, C oder H. Umgekehrt sieht man leicht, dass die obige Abbildung F
eine affine Isometrie, also eine Bewegung ist, wenn A ∈ U(n, k) gilt.

(2) Wir schreiben F = (w,A) für die obige Abbildung F . Wenn wir zwei
solche Abbildungen F = (w,A) und G = (x,B) verketten, erhalten
wir

(F ◦G)(v) = w +A(x+Bv) = (w +Ax) +ABv ,

also gilt (w,A)◦ (x,B) = (w+Ax,AB). Somit werden die Matrizen in
den zweiten Einträgen der Paare multipliziert, während die Vektoren
im ersten Eintrag erst addiert werden, nachdem der zweite Vektor von
links mit der Matrix aus dem ersten Paar multipliziert wurde.

Das heißt, als Menge gilt E(n, k) = kn × U(n,k), aber für die
Verknüpfung ◦ wird die Wirkung von U(n, k) auf kn benutzt. Man
nennt daher E(n,k) das semidirekte Produkt von kn und U(n,k) und
schreibt entsprechend

E(n) = Rn ⋊O(n) ,

E(n,C) = Cn ⋊ U(n)

und E(n,H) = Hn ⋊ Sp(n) .

(3) Für den Fall k = R oder C können wir auch die Untergruppen

SE(n) = Rn ⋊ SO(n) ⊂ E(n)

und SE(n,C) = Cn ⋊ SU(n) ⊂ E(n,C)
betrachten. Dann ist SE(n) die Gruppe der orientierungserhaltenden
Bewegungen.

Wir wollen jetzt eine möglichst geometrische Beschreibung von affinen Iso-
metrien geben. Zusammen mit den Normalformen für Isometrien auf Folge-
rung 6.50 können wir hieraus leicht eine Normalform für affine Isometrien her-
leiten.
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6.62. Satz. Es sei (A, d) ein affiner Raum über einem endlich-dimensio-
nalen k-Vektorraum (V, g) mit Skalarprodukt. Es sei F : A → A eine affine
Isometrie über einer linearen Isometrie L. Dann existiert ein Punkt o ∈ A und
ein Vektor x aus dem Eigenraum U von L zum Eigenwert 1, so dass

F (a) = o+ x+ L(a− o) .

Der Vektor x ∈ U ist eindeutig durch A bestimmt. Der Punkt o kann beliebig
gewählt werden aus einem affinen, F -invarianten Unterraum B ⊂ A über U ,
auf dem F durch Addition von x wirkt.

Wir nennen B die Achsenmenge von F , und alle parallel affinen Geraden
der Form {

a+ x . r
∣∣ r ∈ k

}
⊂ B

mit a ∈ B heißen Achsen von F .

Beweis. Wir wählen zunächst einen beliebigen Punkt als Ursprung, identi-
fizieren Amit V wie in Bemerkung 6.56 (2) und schreiben F (v) = y+L(v) wie in
Beispiel 6.55 (1). Es sei U ⊂ V der Eigenraum zum Eigenwert 1 undW ⊂ V das
orthogonale Komplement von U . Wie im Beweis von Satz 6.40 sind U und W
invariant unter L, und L|U = idU .

Wir schreiben y = (x, z) ∈ U ⊕ W = V . Die Abbildung idW −L|W ist
invertierbar, denn 1 ist kein Eigenwert mehr von L|W . Wir bestimmen q ∈ W
so, dass q − L(q) = z. Dann setzen wir o = (p, q) ∈ U ⊕ W ∼= A für ein
beliebiges p ∈ U . Für alle v = (u,w) ∈ U ⊕W = V folgt

(*) F (o+ v) = (x, z) + L(p+ u, q + w) =
(
x+ p+ u, z + L(q) + L(w)

)
=
(
x+ p+ u, q + L(w)

)
= o+ (x, 0) + L(v) .

Wir wählen also o als unseren neuen Ursprung und haben die gesuchte Darstel-
lung von F gefunden.

Da F eine affine Abbildung über L ist, ist L durch F eindeutig bestimmt.
Wir betrachten o′ = o+(p′, q′) als neuen Ursprung und v = (u,w) mit p′, u ∈ U
sowie q′, w ∈W . Dann betrachten wir den Vektor

x′ = F (o′ + v)− o′ − L(v)

= F
(
o+ (p′ + u, q′ + w)

)
− o− (p′, q′)− L(u,w)

=
(
p′ + u+ x− p′ − u, L(q′ + w)− q′ − L(w)

)
=
(
x, L(q′)− q′

)
.

Dann gilt

L(x′) =
(
x, (L ◦ L)(q′)− L(q′) =

(
x, L(q′)− q′

)
= x′

genau dann, wenn

(idW −L|W ) ◦ (idW −L|W )(q′) = 0 .

Nach Konstruktion ist idW −L|W invertierbar, also gilt das genau dann,
wenn q′ = 0, das heißt, wenn x′ = x ist und o ∈ B. Damit ist die Eindeu-
tigkeitsaussage bewiesen. □
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Wir wollen mit Hilfe dieses Satzes Normalformen von Isometrien verstehen

6.63. Beispiel. Es sei A ein zweidimensionaler reeller Euklidischer Raum
über einem zweidimensionalen Euklidischen Vektorraum (V, g) und F eine affine
Isometrie von A über eine linearen Isometrie L von V . Es sei wieder U der
Eigenraum von L zum Eigenwert 1. Wir stellen L wie in Folgerung 6.50 (1) dar
und unterscheiden folgende Fälle.

(1) Es sei F orientierungserhaltend.
(a) Es sei L = idV , dann ist U = V , und B = A ist die Achsenmenge.

Falls x = 0 ist, ist F = idA die Identität, ansonsten ist F (a) =
a+ x eine Verschiebung.

(b) Ansonsten ist L eine Drehung, also ist U = {0} und daher x = 0.
Die Achsenmenge B besteht aus einem einzigen Punkt o, und F
ist eine Drehung um o.

(2) Wenn F nicht orientierungserhaltend ist, sind die Eigenräume zu den
Eigenwerten ±1 nach Bemerkung 6.53 (2) jeweils eindimensional, also
ist die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist F die Spiegelung
an dieser Geraden, ansonsten eine Gleitspiegelung.

6.64. Beispiel. Sei A jetzt ein dreidimensionaler reeller Euklidischer Raum
und V , F , L und U ⊂ V wie oben.

(1) Es sei F orientierungserhaltend.
(a) Es sei L = idV , dann ist U = V , und wie oben ist F entweder die

Identität oder eine Verschiebung.
(b) Ansonsten ist L eine Drehung, und U ist eindimensional. Also ist

die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist F eine Drehung
um die Gerade B, ansonsten eine Schraubung.

(2) Wenn F orientierungsumkehrend ist, ist der Eigenraum von L zum
Eigenwert 1 mindestens eindimensional.
(a) Wenn L einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1

hat, ist die Achsenmenge B eine Ebene. In diesem Fall ist F eine
Spiegelung an B, falls x = 0, ansonsten eine Gleitspiegelung.

(b) Wenn L in der Darstellung aus Folgerung 6.50 (1) durch einen Ei-
genwert −1 und einen Drehblock beschrieben wird, erhalten wir
eine Drehspiegelung. Die Achsenmenge enthält nur einen Punkt o.
Dabei wird zunächst an einer Ebene durch o gespiegelt, anschlie-
ßend um die Gerade durch o senrecht zu dieser Ebene gedreht.

(c) Einen Spezialfall davon erhalten wir, wenn der Eigenwert −1 Mul-
tiplizität 3 hat. In diesem Fall enthält die Achsenmenge ebenfalls
nur einen Punkt o, und F ist eine Punktspiegelung an o.

6.6. Bilinearformen und quadratische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Hermitesche Sesquilinearformen, die
nicht notwendig positiv definit sind. Ein Beispiel dafür ist die Lorentz-Metrik
in der speziellen Relativitätstheorie.
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6.65. Definition. Es sei S eine Hermitesche Sesquilinearform auf einem
k-Vektorraum V . Der Ausartungsraum oder Kern von V ist definiert als

kerS =
{
v ∈ V

∣∣ S(w, v) = 0 für alle w ∈ V
}
.

Seine Dimension heißt auch die Nullität n0(S) von S. Wenn n0(S) = 0 gilt,
heißt S nicht ausgeartet, sonst ausgeartet.

Ein Unterraum U ⊂ V heißt positiv (negativ) bezüglich S, wenn S|U =
S|U×U positiv (negativ) definit ist. Er heißt maximal positiv (maximal negativ),
wenn kein Unterraum W ⊂ V mit U ⫋W positiv (negativ) ist. Wir bezeichnen
die Dimension eines maximalen positiven (negativen) Unterraums mit n±(S),
dann heißt n−(S) auch der Index von S.

Wir werden später sehen, dass n+(S) und n−(S) nicht von der Wahl des
maximalen Unterraums abhängen, und dass dimV = n+(S) + n−(S) + n0(S).

6.66. Beispiel. Das Lorentz-Produkt auf kn+1 ist die Hermitesche Sesqui-
linearform zur Matrix 

−1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 1

 ,

wobei man die Standardbasisvektoren der Einfachheit halber mit e0, . . . , en
durchnummeriert. Ein Vektor v ∈ kn heißt zeitartig, wenn S(v, v) < 0 (Bei-
spiel: e0), raumartig, wenn S(v, v) > 0 (Beispiel: e1, . . . , en), und lichtartig,
wenn S(v, v) = 0 (Beispiel:. e0 ± ei mit i ≥ 1). Man beachte, dass S nicht
ausgeartet ist, und dennoch Vektoren mit S(v, v) = 0 existieren können.

Das Lorentz-Produkt hat Index 1, denn der von e0 erzeugte Unterraum
ist maximal negativ, und es kann keinen negativen Unterraum der Dimensi-
on ≥ 2 geben: Seien v, w ∈ kn+1 linear unabhängig, dann gibt es eine Line-
arkombination v . r + w . s ̸= 0, deren nullte Koordinate verschwindet, also
folgt S(v . r + w . s, v . r + w . s) > 0.

6.67. Satz (Sylvesterscher Trägheitssatz). Es sei S eine Hermitesche Ses-
quilinearform auf einem endlich-dimensionalen k-Vektorraum V , dann existiert
eine Basis, bezüglich der S durch eine Gramsche Matrix der Form

(*)



1 0
. . .

1
−1

. . .

−1
0

. . .

0 0


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dargestellt wird. Die Anzahlen der Einträge 1, −1 und 0 sind gerade n+(S),
n−(S) und n0(S).

Man nennt das Tripel (n+, n−, n0) auch die Signatur der Hermiteschen Ses-
quilinearform. Wenn S nicht ausgeartet ist, heißt das Paar (n+, n−) oder auch
die Differenz n+−n− die Signatur von S. Die Signatur (n+, n−, n0) bildet eine
vollständige Invariante für k-Vektorräume mit Hermitescher Sesquilinearform.
Sei A die obige Matrix, dann ist kn mit S(x, y) = x∗Ay die zugehörige Normal-
form.

Beweis. Die Existenz der Basis B lässt sich auf zweierlei Weisen zeigen.
Zunächst, indem man ein beliebiges Skalarprodukt g auf V wählt und dann
Folgerung 6.45 anwendet. Anschließend ersetzt man die Basisvektoren vi ̸=
kerS durch ei = vi .

1√
|S(vi,vi)|

(beachte, dass S(vi, vi) ∈ R). Bezüglich dieser

Basis hat die Gramsche Matrix von S die gewünschte Gestalt. Dieser Beweis
ist nicht konstruktiv, da Satz 6.40 und die anschließenden Folgerungen nicht
konstruktiv sind.

Alternativ wählt man zunächst eine Basis en−n0+1, . . . , en von kerS mit dem
Gauß-Verfahren und fixiert ein Komplement W ⊂ V vom Kern. Dann wählt
man eine Basis v1, . . . , vn−n0 von W . Als nächstes konstruieren wir induktiv
Vektoren e1, . . . , en−n0 mit einem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren.

Seien dazu e1, . . . , ep−1 bereits konstruiert und S(eq, vr) = 0 für alle q < p
und alle p ≤ r ≤ n − n0. Falls S(vp, vp) = 0, existiert r > p mit S(vp, vr) ̸= 0,
da vp /∈ kerS. Für t ∈ k betrachte den Vektor vp + vrt, dann gilt

S(vp + vrt, vp + vrt) = 2Re
(
S(vp, vr) t

)
+ |t|2 S(vr, vr) .

Für hinreichend kleine t ̸= 0 ist 2 |S(vp, vr) t| >
∣∣t2 S(vr, vr)∣∣. Wenn wir also

für t ein kleines reelles Vielfaches von S(vp, vr) wählen, folgt

S(vp + vrt, vp + vrt) ̸= 0 .

Wir ersetzen vp durch vp+vrt, dann gilt nach wie vor S(eq, vp) = 0 für alle q < p.

Da S(vp, vp) ∈ R \ {0}, können wir jetzt

ep = vp .
1√

|S(vp, vp)|
definieren. Anschliessend machen wir die Vektoren vp+1, . . . , vn−n0 orthogonal
zu ep bezüglich S, indem wir vr für alle r > p durch

vr − ep . S(ep, ep)︸ ︷︷ ︸
=±1

S(ep, vr)

ersetzen. Falls p < n− n0, ersetzen wir p durch p+ 1 und machen weiter.

Zum Schluss sortieren wir die Basisvektoren so um, dass die Diagonalein-
träge in der gewünschten Reihenfolge dastehen. Wir erhalten eine Diagonalma-
trix A wie in (*). Die Eindeutigkeit von n0 = n0(S) = dimkerS ist klar.
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Zur Eindeutigkeit von n+ sei U ⊂ V ein positiver Unterraum. Falls n+ <
dimU , finden wir aus Dimensionsgründen einen Vektor v ∈ V+ = ⟨e1, . . . , en+⟩
mit S(u, v) = 0 für alle u ∈ U , also v ∈ U⊥ ∩ V+, insbesondere U ⊕ ⟨v⟩ positiv
und U daher nicht maximal positiv.

Sei umgekehrt dimU > n+, dann betrachte V− ⊕ V0 = ⟨en++1, . . . , en⟩.
Aus Dimensionsgründen existiert u ∈ U ∩ (V− ⊕ V0), also gilt S(u, u) ≤ 0,
und U ist nicht positiv. Also hat ein maximaler positiver Unterraum gerade
die Dimension n+ = n+(S). Analog hat ein maximaler negativer Unterraum
Dimension n− = n−(S). □

6.68. Bemerkung. Es sei V ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit einer
Hermiteschen Sesquilinearform S. Nach Sylvesters Trägheitssatz 6.67 dürfen
wir V = kn annehmen, wobei S durch die obige Diagonalmatrix (*) gegeben
wird. Es sei p = n+(S) und q = n−(S). Wir interessieren uns für die Unter-
gruppe der Automorphismengruppe GL(n,k), die die Form S erhalten, also

G =
{
F ∈ GL(n, k)

∣∣ F ∗S = S
}
.

(1) Falls p + q = n gilt, ist S nicht ausgeartet. In diesem Fall heißt die
entsprechende Gruppe U(p, q;k), beziehungsweise

O(p, q) = U(p, q;R) ,
U(p, q) = U(p, q;C)

und Sp(p, q) = U(p, q;H) .

Im Falle k = R oder C haben wir Determinanten zur Verfügung und
definieren

SO(p, q) = O(p, q) ∩ SL(n,R)
und SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(n,C) .

Es besteht eine gewisse formale Analogie zu den Gruppen aus Bemer-
kung 6.51, beispielsweise gilt

SO(1, 1) =

{ (
cosh t sinh t
sinh t cosh t

) ∣∣∣∣ t ∈ R
}
,

SO(2) =

{ (
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

) ∣∣∣∣ t ∈ R
}
.

Für diese Gruppen ist jedoch das Analogon zu Folgerung 6.50 im
Allgemeinen nicht mehr richtig. Dazu betrachten wir für 0 ̸= t ∈ R die
Matrix

A =

(
1 + ti t
t 1− ti

)
∈M2(C) .

Man rechnet nach, dass

A∗
(
1 0
0 −1

)
A =

(
1 0
0 −1

)
,
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so dass A ∈ U(1, 1). Es gilt sogar detA = (1 − ti)(1 + ti) − t2 = 1,
also A ∈ SU(1, 1). Das charakteristische Polynom von A ist

χA(X) = X2 − 2X + 1 = (X − 1)2 ,

aber da A ̸= E2, ist der 1-Eigenraum nicht zweidimensional, und somit
ist A nicht diagonalisierbar.

(2) Sei jetzt S ausgeartet. Dann haben Elemente F der obigen Gruppe G
die Blockgestalt

F =

(
A 0
C D

)
∈Mn(k)

mit A ∈ U(p, q; k), C ∈ Mn0,p+q(k) beliebig, und D ∈ GL(n0, k).
Das liegt daran, dass F (kerS) ⊂ kerS gelten muss, während sich
umgekehrt das Skalarprodukt S(F (v), F (w)) nicht ändert, wenn man
zu F (v) oder F (w) beliebige Elemente des Kerns hinzuaddiert.

Wir lassen in der Definition von Sesquilinearformen die Konjugation weg
und erhalten den Begriff der Bilinearform. Im Moment können wir jeden belie-
bigen Körper k zulassen.

6.69.Definition. Es sei k ein Körper und V ein k-Vektorraum. Eine Abbil-
dung B : V ×V → k heißt Bilinearform, wenn für alle u, v ∈ V die Abbildungen

(B1)
B(u, · ) : V → k mit v 7→ B(u, v) und

B( · , v) : V → k mit u 7→ B(u, v)

linear sind. Eine Bilinearform heißt symmetrisch, wenn für alle u, v ∈ V gilt

(B2) B(v, u) = B(u, v) ∈ k .

6.70. Bemerkung. Wegen Bemerkung 6.4 (2) sind Bilinearformen über
nicht kommutativen Schiefkörpern nicht sinnvoll definiert. Daher haben wir
oben nur Körper zugelassen.

(1) Über R sind Hermitesche Sesquilinearformen und symmetrische Bili-
nearformen das gleiche. Insbesondere beschreibt der Trägheitssatz 6.67
von Sylvester alle reellen symmetrischen Bilinearformen

(2) Jede symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen C-Vektor-
raum wird bezüglich einer geeigneten Basis durch eine Matrix der Ge-
stalt 

1 0
. . .

1
0

. . .

0 0


dargestellt. Die Anzahl der Nullen auf der Diagonalen ist gera-
de n0(B) = dimkerB, dabei ist kerB analog zu Definition 6.65 de-
finiert.
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Zum Beweis gehen wir analog vor wie im zweiten Beweis des
Trägheitssatzes 6.67. Beim Normieren ersetzen wir allerdings einen
Vektor vp mit B(vp, vp) ̸= 0 durch

ep = vp .
1√

B(vp, vp)
,

so dass jetzt stets B(ep, ep) = 1 gilt.
(3) Da H nicht kommutativ ist, können wir keine Bilinearformen über H

definieren.

6.71. Definition. Es sei k ein Körper und V ein k-Vektorraum. Eine Ab-
bildung q : V → k heißt quadratische Funktion, wenn eine symmetrische Biline-
arform B auf V , eine Linearform α ∈ V ∗ und eine Konstante c ∈ k existieren,
so dass

q(v) = B(v, v) + α(v) + c .

Wir nennen q nicht ausgeartet, wenn B nicht ausgeartet ist. Die Nullstellen-
menge Q einer quadratischen Funktion heißt auch Quadrik oder Hyperfläche
zweiten Grades.

Eine quadratische Funktion q ist so etwas wie ein Polynom vom Grad ≤
2 in einer Variablen aus dem Vektorraum V , und die Quadrik Q = q−1(0)
ist ihre Nullstellenmenge. In der Analysis lernt man im Fall k = R, dass die
Nullstellenmenge eine glatte Hyperfläche ist, wenn 0 ein regulärer Wert von q
ist. Man beachte, dass es entartete Fälle gibt, in denen Q nicht glatt oder noch
nicht einmal eine Hyperfläche ist, siehe Beispiele 6.74, 6.75. In diesen Fällen
ist 0 kein regulärer Wert von q.

Im Folgenden müssen wir durch 2 teilen können, daher erinnern wir uns an
die Charakteristik χ(k) eines Körpers aus Definition 2.14.

6.72. Satz. Es sei k ein Körper der Charakteristik χ(k) ̸= 2, es sei V ein
k-Vektorraum und q quadratische Funktion auf V . Dann existiert eine inver-
tierbare affine Abbildung F : V → V , eine symmetrische Bilinearform B auf V ,
ein Komplement W von U = kerB, eine Linearform α ∈ U∗ und c ∈ k, so dass

(q ◦ F )(u+ w) = B(w,w) + α(u) + c für alle u ∈ kerS und w ∈W .

Beweis. Sei q(v) = B(v, v)+β(v)+b für eine symmetrische Bilinearform B,
eine Linearform β ∈ V ∗ und eine Konstante b ∈ k. Wir wählen ein Komple-
mentW von U = kerB, so dass V = U⊕W . Wir definieren α ∈ U∗ und γ ∈W ∗

durch

β(u+ w) = α(u) + γ(w) für alle u ∈ kerB und w ∈W .

Ähnlich wie in Proposition 6.22 fassen wir B|W als linearen Isomorphis-
mus B : W → W ∗ mit B(w) = B(w, · ) auf. Dann existiert x = B−1(γ) ∈ W
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mit 2B(x,w) = γ(w) = β(w) für alle w ∈ W . Es sei F : V → V die Verschie-
bung F (v) = v − x. Für v = u+ w mit u ∈ U und w ∈W gilt dann

(q ◦ F )(v) = B(w − x,w − x) + α(u) + γ(w − x) + b

= B(w,w) + α(u)− 2B(x,w) + γ(w) + b+B(x, x)− γ(x)

= B(w,w) + α(u) + c

mit c = b+B(x, x)− γ(x). □

Im Beweis haben wir als affine Abbildung also nur eine Verschiebung
gewählt, um eine quadratische Ergänzung durchzuführen. Im Falle k = R oder C
und V = kn würden wir zusätzlich noch einen linearen Isomorphismus dazu-
schalten, so dass die Form B auf kn durch eine der speziellen Formen aus
Bemerkung 6.70 (1) oder (2) dargestellt wird, und so dass entweder α = 0
oder α = εn gilt.

Um die Gestalt von Q = q−1(0) ⊂ V im Falle k = R darzustellen, neh-
men wir an, dass B tatsächlich durch die Matrix (*) wie im Trägheitssatz 6.67
von Sylvester dargestellt wird und die Signatur durch das Tripel (n+, n−, n0)
gegeben ist. Außerdem definieren wir noch folgende Mengen:

V + = ⟨e1, . . . , en+⟩ ,
V − = ⟨en++1, . . . , en−n0⟩ ,
S+ =

{
v ∈ V +

∣∣ B(v, v) = 1
}
,

S− =
{
v ∈ V − ∣∣ B(v, v) = −1

}
,

und U ′ = ⟨en−n0+1, . . . , en−1⟩ ,

dann sind S+, S− gerade die
”
Einheitssphären“ im positiven beziehungsweise

im negativen Unterraum, und U ′ = kerα ⊂ U = kerB falls α ̸= 0.

6.73. Folgerung. Es sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum,
es sei B eine symmetrische Bilinearform auf V , und W = V + ⊕ V − ⊂ V ein
Komplement von U = kerS. Es seien α ∈ U∗, c ∈ R und

q(u,w) = B(w,w) + α(u) + c für alle u ∈ kerS und w ∈W .

Dann hat Q = q−1(0) eine der folgenden Gestalten.

(1) Falls α = 0, gilt Q = U ×Q′, und
(a) falls c = 0 . . .

(i) und n+ = 0 oder n− = 0, ist Q′ = {0},
(ii) und n+, n− ≥ 1, ist Q′ ein Doppelkegel

Q′ =
{
(v+r, v−r)

∣∣ v+ ∈ S+, v− ∈ S−, und 0 ≤ r ∈ R
}
;

(b) falls c > 0 . . .
(i) und n− = 0, ist Q′ = ∅,
(ii) und n− ̸= 0, wird Q′ durch V + × S− parametrisiert, wobei

Q′ =
{ (
v+, v−

√
c+B(v+, v+)

) ∣∣ v+ ∈ V + und v− ∈ S− } ;
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(c) falls c < 0 hat Q′ eine entsprechende Gestalt wie in (1.b), aber
mit den Rollen von V + und V − vertauscht.

(2) Falls α ̸= 0: Q = kerα×Γ, dabei ist Γ der Graph der nicht-ausgearteten
quadratischen Funktion

w 7−→ −(B(w,w) + c)

über W = V+ ⊕ V−.

Beweis. Man überzeugt sich, dass die Fallunterscheidung in der Folgerung
vollständig ist. Es reicht also, Fall für Fall zu betrachten. Wir betrachten auf V ±

die Norm ∥v±∥ =
√
±B(v±, v±).

Im Fall (1) hängt q(u,w) nicht von u ab, also sei

Q′ =
{
w ∈W

∣∣ q(0, w) = 0
}
,

dann gilt (u,w) ∈ Q genau dann, wenn w ∈ Q′, also gilt Q = U ×Q′. Ab sofort
betrachten wir also nur noch die nicht-ausgeartete quadratische Form

q′(w) = q|W (w) = B(w,w) + c

auf W .

Im Fall (1.a) ist c = 0. Falls (1.a.i) mit n− = 0 vorliegt, folgt B(w,w) ≥ 0,
und q′(w) = B(w,w) = 0 gilt genau dann, wenn w = 0 (B|W×W ist also positiv
definit). Analoges gilt für −q′, falls n+ = 0 gilt.

Im Fall (1.a.ii) sei w = (v+r, v−r) ∈ V +⊕V − =W mit v± ∈ S± und r ≥ 0,
dann folgt

q′(w) = ∥v+∥2 r2 − ∥v−∥2 r2 = 0 ,

da ∥v+∥2 = ∥v−∥2 = 1 nach Annahme, also (v+r, v−r) ∈ Q′. Sei umgekehrt w =
(w+, w−) ∈ Q′ ⊂ V + ⊕ V −, dann folgt

0 = q′(w) = ∥w+∥2 − ∥w−∥2 ,
also dürfen wir r = ∥w+∥ = ∥w−∥ setzen. Falls w+ = w− = 0, dürfen wir v± ∈
S± beliebig wählen; das geht, da S± ̸= ∅ falls n± ≥ 1. Andernfalls setzen
wir v± = w±

1
n ∈ S± und erhalten w = (v+r, v−r) wie oben.

Im Fall (1.b) ist c > 0. Im Fall (1.b.i) folgt q′(w) > 0 für alle w ∈ W ,
also Q′ = ∅.

Im Fall (1.b.ii) gilt entsprechend w− ̸= 0 für alle w = (w+, w−) ∈ Q′, und
es folgt

∥w−∥2 = ∥w+∥2 + c ,

also erhalten wir für jeden Vektor v+ ∈ V + und jede Richtung v− ∈ V − eine
eindeutige Lösung (v+, v−r) ∈ Q′ mit

r =
√
c+ ∥v+∥ .

Im Fall (1.c) ersetzen wir q′ durch −q′ und machen wie in (1.b) weiter.
Dabei tauschen V + und V − ihre Rollen.
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Im Fall (2) gilt n0 ≥ 1, und wir dürfen wie oben gesagt annehmen, dass α =
εn. Für einen Vektor

v = (v+, v−, u
′, enh) ∈ V + ⊕ V − ⊕ U ′ ⊕ ⟨en⟩

gilt also q(v) = 0 genau dann, wenn

h = −B(w,w)− c = ∥v−∥2 − ∥v+∥2 − c .

Für jede Wahl von (v+, v−, u
′) gibt es also genau eine Zahl h ∈ R, so

dass (v+, v−, u
′, enh) ∈ Q, und h hängt nicht von u′ ∈ U ′ = kerα ab. Also

hat Q die angegebene Gestalt. □

6.74. Beispiel. Es sei Q ⊂ R2 eine Quadrik. Es sei q : R2 → R eine quadra-
tische Funktion in der obigen Normalform. Wir schreiben v = (x, y) ∈ R2. Wir
geben im jeden einzelnen der Fälle aus Folgerung 6.73 die Gestalt von Q an.

Im Fall (1.a.i) ist Q′ = {0} ein Punkt. Falls n0 = 0, ist auch Q ein Punkt.
Andernfalls erhalten wir eine Gerade Q = Q′ × R, falls n0 = 1, oder den
gesamten R2 = Q′ × R2, falls n0 = 2.

Im Fall (1.a.ii) folgt n+ = n− = 1 und n0 = 0. Die Quadrik Q besteht aus
den beiden Geraden y = x und y = −x.

Im Fall (1.b.i) ist Q = Q′ = ∅.

Im Fall (1.b.ii) gibt es drei Möglichkeiten. Falls n− = 2 und n− = n0 = 0,
ist

Q =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 = c
}

ein Kreis. Falls n− = 1 = n+ und n0 = 0, besteht

Q =
{
(x, y)

∣∣ y = ±
√
c+ x2

}
aus den zwei Ästen einer Hyperbel. Falls n− = 1 = n0 und n+ = 0, besteht Q
nur aus den zwei Geraden y = ±

√
c, da S0 nur aus den zwei Punkten ±1 ∈ R

besteht.

Der Fall (1.c) liefert die gleichen geometrischen Figuren wie (1.b).

Im Fall (2) sei α(x, y) = y, so dass Q der Graph einer quadratischen Funk-
tion q′ : R → R ist. Wir unterscheiden drei Fälle. Falls n0 = 2, ist q′ konstant,
und Q eine zur x-Achse parallele Grade. Falls n+ = 1 = n0 und n− = 0, ist

Q =
{
(x, y)

∣∣ y = −c− x2
}

eine nach unten offene Parabel. Fall n− = 1 = n0 und n+ = 0, ist Q entspre-
chend eine nach oben offene Parabel.

Man nennt alle diese Figuren auch Kegelschnitte, da sich die meisten (alle
bis auf die leere Menge, den gesamten R2 und die zwei parallelen Geraden)
als Schnitt eines Doppelkegels im R3 mit einer Ebene darstellen lassen. Man
erhält umgekehrt jede Quadrik im R2 aus einem der obigen Beispiele durch eine
invertierbare affine Abbildung. Wenn diese Abbildung keine affine Isometrie ist,
kann sich das dadurch bemerkbar machen, dass aus dem runden Kreis eine
Ellipse, aus der Hyperbel mit rechtem Winkel zwischen den Asymptoten eine
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Hyperbel mit einem anderen Asymptotenwinkel, aus der Einheitsparabel eine
Parabel anderer Größe, und aus zwei sich rechtwinklig schneidenden Geraden
zwei sich unter einem beliebigen Winkel ̸= 0 schneidende Geraden werden.

6.75. Beispiel. Wir betrachten zum Schluss Quadriken im R3. Dabei listen
wir aber nur noch die verschiedenen auftretenden Formen und in Klammern die
Tripel (n+, n−, n0) auf.

Im Fall (1.a.i) erhalten wir einen Punkt ((3,0,0) oder (0,3,0)), eine Gerade
((2,0,1) oder (0,2,1)), eine Ebene ((1,0,2) oder (0,1,2)) oder den gesamten R3

((0,0,3)).

Im Fall (1.a.ii) erhalten wir einen Doppelkegel ((2,1,0) oder (1,2,0)) oder
zwei sich schneidende Ebenen ((1,1,1)).

Im Fall (1.b.i) erhalten wir die leere Menge ((3,0,0), (2,0,1), (1,0,2)
oder (0,0,3)).

Im Fall (1.b.ii) erhalten wir eine Kugel ((0,3,0)) ein einschaliges Rotati-
onshyperboloid ((1,2,0)) einen Zylinder, also das Produkt aus einem Kreis und
einer Geraden ((0,2,1)), ein zweischaliges Rotationshyperboloid ((2,1,0)), das
Produkt aus einer Hyperbel und einer Geraden ((1,1,1)) oder zwei parallele
Ebenen ((0,1,2)).

Der Fall (1.c) liefert wieder die gleichen Flächen wie (1.b).

Im Fall (2) erhalten wir ein Rotationsparaboloid ((2,0,1) oder (0,2,1)), ein
hyperbolisches Paraboloid ((1,1,1)), ein Produkt aus einer Parabel und einer
Geraden ((1,0,2) oder (0,1,2)), oder eine Ebene ((0,0,3)).

Allgemeine Quadriken im R3 entstehen aus den obigen durch invertierbare
affine Abbildungen. Wenn wir nur affine Isometrien zulassen wollen, können wir
die zugrundeliegende symmetrische Bilinearform B nicht auf die Normalform
aus dem Sylvesterschen Trägheitssatz 6.67 bringen, aber wegen Folgerung 6.45
immerhin auf Diagonalgestalt. Hieraus folgt zum Beispiel, das ein Ellipsoid
immer drei aufeinander senkrechte Hauptachsen hat, also bis auf eine affine
Isometrie von der folgenden Form ist:

Q =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ ax2 + by2 + cz2 = 1
}

mit a, b, c > 0 .

Dieser geometrische Sachverhalt ist ein weiterer Grund, das Hauptergebnis aus
Abschnitt 6.4

”
Hauptachsentransformation“ zu nennen.

6.7. Die Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende Problem. Wenn wir ein
überbestimmtes lineares Gleichungssystem Ax = b lösen, also eines, das mehr
Gleichungen als Variablen enthält, dann erhalten wir nur dann mindestens eine
Lösung, wenn b ∈ imA liegt. In der Praxis tritt oft der Fall ein, dass imA ein
echter affiner Unterraum des Raumes ist, in dem b lebt. Dann suchen wir ein x,
so dass Axmöglichst nahe an b liegt. Dazu können wir die Methode der kleinsten
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Quadrate benutzen, die gegen 1800 unabhängig von Gauß und etwas später von
Legendre gefunden wurde. Sie wurde dadurch bekannt, dass es Gauß mit ihrer
Hilfe gelang, den Asteroiden Ceres aufgrund von gemessenen Bahndaten wieder
aufzuspüren, nachdem er eine gewisse Zeit zu nahe an der Sonne stand, so dass
man ihn nicht beobachten konnte. Tatsächlich wurde das Gauß-Verfahren 3.28
nicht von Gauß erfunden. Vermutlich wurde es dadurch bekannt, dass Gauß mit
seiner Hilfe die linearen Gleichungssysteme systematisch gelöst hat, die sich bei
der Methode der kleinsten Quadrate ergeben. Wie immer beschränken wir uns
auf eine linear-algebraische Beschreibung der Methode und lassen numerische
Aspekte außer Acht.

Es sei k = R, C oderH, wobei k = H in der Praxis äußerst selten vorkommen
dürfte. Wir beginnen mit einem Gleichungssystem Ax = b mit A ∈ Mm,n(k)
und b ∈ km, gesucht ist also x ∈ kn. Wir wollen annehmen, dass imA eine echte
Teilmenge von km ist, so dass der Fall b /∈ imA eintreten kann. Wenn wir das
Gleichungssystem mit dem Gauß-Verfahren lösen, sehen wir, ob b ∈ imA liegt,
das heißt, ob es (mindestens) eine Lösung gibt.

Wir nehmen für den Moment an, dass das nicht der Fall ist. Es gilt al-
so b /∈ imA. In dieser Situation suchen wir nach Punkten y = Ax ∈ imA, so
dass ∥y − b∥ ∈ (0,∞) minimal wird. Hierbei sei ∥ · ∥ die Norm zum Standards-
kalarprodukt auf km. Da Quadrieren eine streng monotone Funktion auf (0,∞)

ist, dürfen wir ∥y − b∥ durch ∥y − b∥2 = ⟨y−b, y−b⟩ ersetzen, was die folgenden
Rechnungen vereinfacht. Gesucht ist also y0 = Ax0 mit x0 ∈ kn, so dass

∥y0 − b∥2 = ∥Ax0 − b∥2 ≤ ∥Ax− b∥2 für alle x ∈ kn .

Wir setzen x = x0 + x′ und rechnen

∥Ax− b∥2 − ∥Ax0 − b∥2

=
〈
A(x0 + x′)− b, A(x0 + x′)− b

〉
− ⟨Ax0 − b, Ax0 − b⟩

= 2Re
〈
Ax0 − b, Ax′

〉
+
∥∥Ax′∥∥2

= 2Re
〈
A∗(Ax0 − b), x′

〉
+
∥∥Ax′∥∥2 .

Falls A∗(Ax0 − b) = 0 gilt, ist der obige Ausdruck stets ≥ 0, und wir haben ein
Minimum gefunden. Andernfalls könnten wir einen kleinen Vektor x′ ∈ kn so
bestimmen, dass die rechte Seite negativ wird, hätten also kein Minimum. Sollte
nun doch b ∈ imA gegolten haben, so gibt es Lösungen der Gleichung Ax0 = b,
und für diese gilt dann natürlich auch A∗(Ax0 − b) = 0.

Wir formulieren die obigen Überlegungen allgemeiner für lineare Abbildun-
gen F : V →W , wobei (V, g) und (W,h) Vektorräume mit Skalarprodukt seien.

6.76. Definition. Es seien (V, g) und (W,h) Vektorräume mit Skalarpro-
dukt, b ∈W und F : V →W sei linear. Wir nennen x ∈ V eine Näherungslösung
nach der Methode der kleinsten Quadrate für die Gleichung F (x) = b, falls

(*) (F ∗F )(x) = F ∗(b) ∈ V .

6.77. Proposition. Seien V , W und F wie oben.
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(1) Die Abbildung F ∗F : V → V besitzt eine g-Orthonormalbasis aus Ei-
genvektoren. Alle Eigenwerte sind nichtnegativ.

(2) Es gilt ker(F ∗F ) = kerF .
(3) Es gilt im(F ∗F ) = imF ∗.
(4) Das Gleichungssystem (*) ist immer lösbar. Es ist genau dann eindeu-

tig lösbar, wenn F injektiv ist.
(5) Wenn das Gleichungssystem F (x) = b lösbar ist, hat es die gleiche

Lösungsmenge wie (*).
(6) Die Lösungsmenge von (*) hängt nicht von der Wahl des Skalarpro-

duktes g auf V ab.

Punkt (6) ist nicht verwunderlich, da wir in der obigen Herleitung ein Mi-
nimierungsproblem in W = km gelöst haben, wozu wir nur das Skalarpro-
dukt h = ⟨ · , · ⟩ auf W = km verwendet haben. Aussage (5) ist in der Pra-
xis ebenfalls wichtig. Sie besagt, dass die Methode der kleinsten Quadrate die
Lösungsmenge nicht unnötig vergrößert. Aufgrund unser Herleitung ist (4) an-
schaulich klar, denn es muss auf dem affinen Unterraum imA einen Punkt
geben, der am nächsten zu b liegt, nämlich das sogenannte Lot von b auf imA.

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Folgerung 6.47. Die Abbil-
dung F ∗F ist offensichtlich selbstadjungiert, also gibt es nach Folgerung 6.43
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Sei v normierter Eigenvektor zum
Eigenwert λ, dann folgt

λ = ∥v∥g · λ = g(v, v . λ) = g
(
v, (F ∗F )(v)

)
= h

(
F (v), F (v)

)
≥ 0 .

In (2) ist klar, dass kerF ⊂ ker(F ∗F ) gilt. Für die Gegenrichtung folgern
wir aus der obigen Rechnung, dass für v ∈ ker(F ∗F ) bereits ∥F (v)∥h = 0,
also F (v) = 0 gilt.

Zu (3) ist klar, dass im(F ∗F ) ⊂ imF ∗ gilt. Für die Gegenrichtung verglei-
chen wir Dimensionen und erhalten

rg(F ∗F ) = dimV − dimker(F ∗F ) = dimV − dimkerF = rgF = rgF ∗ .

Lösbarkeit von (*) folgt aus (3). Falls F injektiv ist, folgt die Eindeutigkeit
der Lösung aus (2), und wir erhalten (4).

Sei v0 Lösung von F (v) = b, dann ist v0 automatisch Lösung von (*). Jetzt
folgt (5) aus (2), denn

(F ∗F )x = F ∗b ⇐⇒ x− x0 ∈ ker(F ∗F ) = kerF ⇐⇒ F (x) = b .

Sei g′ ein weiteres Skalarprodukt auf V . Wie im Beweis von Folge-
rung 6.45 finden wir einen selbstadjungierten Endomorphismus G ∈ EndV ,
so dass g′(v, v′) = g(Gv, v′) für alle v, v′ ∈ V . Da g′ nicht ausgeartet ist, ist G
invertierbar. Die Adjungierte zu F bezüglich g′ ist G−1F ∗, denn für alle v ∈ V ,
w ∈W gilt

h
(
w,F (v)

)
= g
(
F ∗(w), v

)
= g′

(
(G−1F ∗)(w), v

)
.
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Da G−1 invertierbar ist, folgt (6) aus

F ∗(F (x)− b
)
= 0 ⇐⇒ (G−1F ∗)

(
F (x)− b

)
= 0 . □

In der Praxis wird dieses Verfahren besonders häufig in der folgenden Situa-
tion gebraucht. Wir nehmen dazu an, dass ein messbarer Wert y ∈ k theoretisch
nur von gewissen Größen x1, . . . , xk abhängt. Dabei ist es an dieser Stelle nicht
wichtig, aus was für Mengen oder Räumen diese Größen gewählt werden dürfen.
Wir können daher einfach das Tupel x = (x1, . . . , xk) betrachten. Wir nehmen
außerdem an, dass man die obige Abhängigkeit theoretisch erklären kann durch
einen Ansatz der Form

y =
n∑

j=1

cj · fj(x1, . . . , xk) ,

wobei die Parameter c1, . . . , cn ∈ k unbekannt sind. Wichtig ist nur, dass das
obige Modell linear von den cj abhängt. Andernfalls benötigen wir komplizier-
tere Verfahren.

Um diese Parameter c1, . . . , cn zu schätzen, führt man möglichst viele Mes-
sungen durch. Dabei wählt man Punkte x(i) und misst den zugehörigen Wert yi
für i = 1, . . . , m. Wir definieren eine Matrix A = (aij)i,j ∈Mm,n(k) durch

aij = fj
(
x
(i)
1 , . . . , x

(i)
k

)
.

Übrigens hindert uns nichts daran, an der gleichen Stelle x mehrfach zu messen,
das heißt, die Punkte x(1), . . . , x(m) müssen nicht paarweise verschieden sein.
Wenn etwa x(i) = x(k) gilt, hat das zur Folge, dass die i-te und die k-te Zeile
von A gleich sind.

Unter der Annahme, dass unser theoretischen Modell korrekt und alle Mes-
sungen exakt sind, erhalten wir ein lineares Gleichungssystem in den Parame-
tern cj nämlich

n∑
j=1

aij · cj =
n∑

j=1

cj · fj
(
x
(i)
1 , . . . , x

(i)
k

)
= yi

für alle i = 1, . . . , n. Wir fassen die Werte yi zu einem Vektor y ∈ km und die
Parameter ci zu einem Vektor c ∈ kn zusammen, und erhalten das Gleichungs-
system A · c = y.

In der Praxis sind Messungen nie ganz exakt, und oft ist auch das theo-
retische Modell selbst bereits eine vereinfachte Näherung für das erwartete
realistische Modell. Wir können also nicht mit einer eindeutigen Lösung rech-
nen, wenn m > n. Aber gerade um Messfehler auszugleichen, möchten wir auf
der anderen Seite weitaus mehr Messungen durchführen, als es Parameter zu
schätzen gibt. Somit finden wir typischerweise keine exakte Lösung c ∈ kn. Aber
wir können die Methode der kleinsten Quadrate einsetzen und stattdessen das
Gleichunggsystem A∗Ac = A∗y lösen.
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6.78. Beispiel. Wir wollen den Benzinverbrauch y eines Autos auf einer
Strecke von 100km bei konstanter Geschwindigkeit x = v ≥ 0 bestimmen. Der
absolute Benzinverbrauch entspricht einer verbrauchten Energie, also Arbeit,
und bekanntlich ist Arbeit das Produkt aus Kraft F und Weg. Nachdem das
Auto seine Reisegeschwindigkeit erreicht hat, wird Kraft im Prinzip nur noch
benötigt, um Reibung zu überwinden. Dabei ist Reibung in einer laminaren
Strömung proportional zu v, und in einer turbulenten Strömung proportional
zu v2. Hinzu kommen aber noch Eigenheiten des Motors. Beispielsweise ver-
braucht ein Motor im Stand bereits eine gewisse Menge Gas pro Zeit um am
Laufen zu bleiben. Da die Fahrzeit proportional zu v−1 ist, machen wir insge-
samt folgenden Ansatz:

y = c0v
−1 + c1 + c2v + c3v

2 .

Jetzt können wir ausreichend viele Messungen bei vorgegebenen Geschwindig-
keiten v1, . . . , vm durchführen und die Parameter c0, . . . , c3 mit der Methode
der kleinsten Quadrate bestimmen.

Eine andere interessante Kenngröße ist der Verbrauch z pro Fahrzeit. Das
mag komisch aussehen, aber da die Zeit, die man zum Autofahren hat im Ge-
gensatz zur verfügbaren Strecke eher Beschränkungen unterliegt, ist auch diese
Zahl wichtig. Offensichtlich gilt z = yv, also erhalten wir jetzt einen polyno-
mialen Ansatz

z = c0 + c1v + c2v
2 + c3v

3 .

6.79. Bemerkung. Wir erhalten eine eindeutige Lösung des Gleichungs-
systems (*) in Definition 6.76, wenn F : V → W injektiv ist, siehe Propositi-
on 6.77 (4). Im Falle eines polynomialen Ansatzes wie im obigen Beispiel hat
die zugehörige Matrix A die Gestalt

A =

x01 · · · xn1
...

...
x0m · · · xnm

 ,

es handelt sich um eineWronski-Matrix. Um ihren Rang zu bestimmen, nehmen
wirm ≥ n an und betrachten eine quadratische Untermatrix und berechnen ihre
Determinante.

Aus den Übungen kennen wir die Formel für die Wronski-Determinante

det

x
0
0 · · · xn0
...

. . .
...

x0n · · · xnn

 =
∏

0≤i<j<n

(xj − xi) .

Das heißt, sobald es n verschiedene Werte unter den Zahlen x1, . . . , xm gibt,
finden wir eine invertierbare n × n-Untermatrix, und A hat den maximalen
Rang rgA = n. In diesem Fall ist A injektiv, und die Lösung von (*) ist ein-
deutig.
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Anstatt die Methode der kleinsten Quadrate einzusetzen, könnten wir
auch ein Polynom vom Grad m − 1 bestimmen, das jeden der m Messwer-
te exakt liefert, vorausgesetzt, kein xi kommt zweimal vor. Die Hoffnung da-
bei wäre, eine Kurve zu finden, die die Messwerte genauer liefert. In der
Numerik-Vorlesung lernen Sie, warum man das in der Praxis nicht macht:
Die resultierende Annäherung hängt sehr stark von den Messfehlern ab. Ty-
pischerweise oszilliert sie viel stärker, als man es theoretisch erklären kann.
Und besonders dann, wenn man Messwerte an Stellen außerhalb des Inter-
valls [min(x1, . . . , xm),max(x1, . . . , xm)] vorhersagen möchte, bewirken kleine
Messfehler sehr starke Abweichungen.

6.80. Bemerkung. Es bleibt zu untersuchen, wie zuverlässig und realistisch
wir die Parameter cj mit der Methode der kleinsten Quadrate schätzen können.

(1) Es könnte sein, dass die Fehler in den Messungen systematisch sind,
beispielsweise durch einen ungünstigen Versuchsaufbau verursacht wer-
den. Das würde unser Ergebnis verfälschen. Es könnte auch sein, dass
die Fehler zwar Erwartungswert 0 haben, aber nicht voneinander un-
abhängig sind. Auch in diesem Fall würden wir falsche Parameter
schätzen. Details dazu lernen Sie in einer Stochastik-Vorlesung.

(2) Konkreter kann es vorkommen, dass einzelne Messergebnisse viel
stärker vom erwarteten Wert abweichen als andere (sogenannte

”
Aus-

reißer“). Jeder Ausreißer verfälscht das Ergebnis deutlich. In der Praxis
lässt man solche Messwerte daher manchmal weg.

(3) Mitunter ist es sinnvoll, bestimmte Messwerte stärker oder schwächer
als andere zu gewichten. Man spricht dann von

”
gewichteten kleinsten

Quadraten“. Wir erreichen das, indem wir auf dem Raum W = km
der Messwerte das Standardskalarprodukt durch ein anderes Skalar-
produkt ersetzen. Das ist in unserem Ansatz in Definition 6.76 bereits
enthalten, da wir das Skalarprodukt h auf W frei wählen dürfen. Im
Gegensatz zu Proposition 6.77 (6) hängt die Lösungsmenge von (*)
durchaus vom Skalarprodukt h ab.



KAPITEL 7

Tensoren

In diesem Kapitel führen wir Tensoren ein. Tensoren sind
”
multilineare“

Objekte. Beispielsweise bilden lineare Abbildungen zwischen Vektorräumen V
und W Tensoren, denn sie kombinieren Elemente aus dem Dualraum von V
mit Elementen von W . Sesquilinearformen auf V kombinieren entsprechend
Elemente aus dem Dualraum V ∗ und dem Antidualraum V

∗
. In beiden Fällen

haben wir diese Objekte durch Matrizen dargestellt, uns aber möglicherwei-
se gewundert, dass sich diese Matrizen anders verhalten, zum Beispiel unter
Basiswechseln.

Die Sprache der Tensoren erlaubt uns nicht nur, mehr als nur zwei Vek-
torräume unter einen Hut zu bekommen, sondern vor allem, solche multilinearen
Objekte genauer zu beschreiben. So sind lineare Abbildungen in diesem Sinne
von einem anderen Typ als Bi- oder Sesquilinearformen. Tensoren sind unter
anderem wichtig in der algebraischen und der Differentialgeometrie. Auch in der
Physik gibt es viele Tensoren, etwa den Trägheitstensor, den Spannungstensor,
oder den Energie-Impulstensor der Relativitätstheorie.

7.1. Das Tensorprodukt

Wir haben in Kapitel 4 multilineare Abbildungen kennengelernt. Das Ten-
sorprodukt ist zunächst nur ein formales Konstrukt, das den Umgang mit mul-
tilinearen Abbildungen erleichter. Man kann beispielsweise aus einer multilinea-
ren Abbildung V1 × · · · × Vn → W eine lineare Abbildung V1 ⊗ · · · ⊗ Vn → W
machen.

Wir haben bereits in Bemerkung 4.5 gesehen, dass multilineare Abbildungen
nur über kommutativen Ringen sinnvoll sind. In diesem Kapitel sei daher R stets
ein kommutativer Ring mit Eins.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und M , N seien R-Moduln. Wir
betrachten zunächst die Menge M × N der Paare (m,n) von Modulelemen-

ten. Diese Menge erzeugt einen freien Modul R(M×N) wie in Beispiel 2.30. Ein
typisches Element von R(M×N) ist also eine Linearkombination der Form

k∑
i=1

(mi, ni) . ri

mit mi ∈M , ni ∈ N und ri ∈ R für alle r ∈ R.

231
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Für m, m′ ∈M , n, n′ ∈ N und r, r′ ∈ R möchten wir gern identifizieren:

(mr +m′r′, n) mit (m,n) . r + (m′, n) . r′ ,

und (m,nr + n′r′) mit (m,n) . r + (m,n′) . r′ .

Die Idee dabei ist, dass für eine bilineare Abbildung A beispielsweise A(m +
m′, n) = A(m,n) + A(m′, n) gilt. Um diese Identifikationen so durchzuführen,

dass am Ende wieder ein Modul dabei herauskommt, betrachten wir in R(M×N)

Elemente der Form

(mr+m′r′, n)−(m,n).r−(m′, n).r′ und (m,nr+n′r′)−(m,n).r−(m,n′).r′ .

Indem wir den von ihnen gemäß Definition 2.24 erzeugten Untermodul wie in
Definition 2.51 herausteilen, erhalten wir schließlich einen Modul, der erzeugt
wird von allen Paaren (m,n) ∈ M × N , und in dem die obigen Relationen
gelten.

7.1. Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und M , N
seien R-Moduln. Wir definieren das Tensorprodukt vonM und N über R durch

M ⊗R N = R(M×N)/⟨T ⟩ ,
wobei die Menge T ⊂ R(M×N) von Relationen definiert ist als

T =
{
(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n)

∣∣ m,m′ ∈M,n ∈ N
}

∪
{
(mr, n)− (m,n) . r

∣∣ m ∈M,n ∈ N, r ∈ R
}

∪
{
(m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′)

∣∣ m ∈M,n, n′ ∈ N
}

∪
{
(m,nr)− (m,n) . r

∣∣ m ∈M,n ∈ N, r ∈ R
}
.

Wir schreiben m⊗n = [(m,n)] für das Bild von (m,n) in M ⊗N und erhalten
dadurch eine Abbildung

⊗ : M ×N −→M ⊗R N .

Wir werden später meistens M ⊗N anstelle von M ⊗R N schreiben, aller-
dings gibt es Situationen, in denen es wichtig ist, den Ring R mit anzugeben.
Die direkte SummeM⊕N ist ebenfalls ein R-Modul, der von den Paaren (m,n)
erzeugt wird. Wir werden unten sehen, dass die Moduln M , N im allgemeinen
verschieden sind.

7.2. Bemerkung. Es folgen einige elementare Eigenschaften.

(1) Aufgrund der Relationen in T gelten im Tensorpordukt die wichtigen
Rechenregeln

(m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n , m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′

und (mr)⊗ n = (m⊗ n) . r = m⊗ (nr)

für alle m, m′ ∈M , n, n′ ∈ N und r ∈ R.
(2) Wir haben oben gesehen, dass R(M×N) von Paaren (m,n) erzeugt

wird. Dementsprechend wird M ⊗RN von Elementen der Form m⊗n
erzeugt. Über einem überabzählbaren Ring, beispielsweise über den
Körpern R oder C, werden das sehr schnell sehr viele Elemente. Seien
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also (ei)i∈I und (fj)j∈J Erzeugendensysteme von M beziehungswei-
se N , dann ist (ei ⊗ fj)(i,j)∈I×J ein Erzeugendensystem von M ⊗R N .
Dazu stellen wir ein typisches Element ℓ ∈M ⊗N dar als

ℓ =

p∑
k=1

(mk ⊗ nk) . rk

und schreiben weiter

mk =
∑
i∈I

ei . aik und nk =
∑
j∈J

fj . bjk ,

wobei wie immer fast alle Koeffizienten aik, bik ∈ R null sind. Insgesamt
erhalten wir mit den obigen Rechenregeln die endliche Summe

ℓ =

p∑
k=1

((∑
i∈I

ei . aik

)
⊗
(∑

j∈J
fj . bjk

))
. rk

=

p∑
k=1

∑
i∈I

∑
j∈J

(ei ⊗ fj) . (aikbjkrk)

=
∑

(i,j)∈I×J

(ei ⊗ fj) .

p∑
k=1

aikbjkrk .

7.3. Satz (universelle Eigenschaft des Tensorproduktes). Es sei R ein kom-
mutativer Ring mit Eins, und M , N seien R-Moduln.

(1) Die Abbildung ⊗ : M ×N →M ⊗R N ist R-bilinear.
(2) Es sei L ein weiterer R-Modul und F : M × N → L eine bilineare

Abbildung. Dann existiert genau eine lineare Abbildung F̄ : M⊗RN →
L, so dass für alle m ∈M , n ∈ N gilt, dass

(*) F (m,n) = F̄ (m⊗ n) ∈ L .

Das heißt, in dem Diagramm

M ×N
⊗ //

F
&&

M ⊗R N

∃! F̄

��
L

existiert zu jeder bilinearen Abbildung F genau eine lineare Abbildung F̄ , so
dass das Diagramm kommutiert, das heißt, so dass F = F̄ ◦ ⊗.

Beweis. Aussage (1) folgt unmittelbar aus Bemerkung 7.2 (1). Zu (2) sei

eine bilineare Abbildung F : M ×N → L gegeben. Da M ⊗R N = R(M×N)/T
von Elementen der Form [(m,n)] = m⊗n erzeugt wird, ist F̄ eindeutig durch (*)
festgelegt.

Zur Existenz definieren wir zunächst eine lineare Abbildung F̃ : R(M×N) →
L durch

F̃ ((m,n)) = F (m,n) ,
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dabei benutzen wir die universelle Eigenschaft 2.45 des freien Moduls R(M×N).
Zu zeigen ist, dass die Abbildung F̃ eine lineare Abbildung F̄ auf dem Quoti-
enten M ⊗R N = R(M×N)/T induziert. Nach der universellen Eigenschaft 2.57

des Quotienten gilt das genau dann, wenn ⟨T ⟩ ⊂ ker F̃ gilt. Wir überprüfen das
für Relationen vom ersten Typ. Es gilt

F̃
(
(mr +m′r′, n)− (m,n) . r − (m′, n) . r′

)
= F (mr +m′r′, n)− F (m,n) . r − F (m′, n) . r′ = 0 ∈ L ,

da F bilinear ist. Genauso verfahren wir mit Relationen vom zweiten Typ. Also
ist F̄ wohldefiniert, und nach Konstruktion gilt (*), denn

F̄ (m⊗ n) = F̃ ((m,n)) = F (m,n)

für alle m ∈M , n ∈ N . Damit ist auch die Existenz von F̄ gezeigt. □

Vektorräume zusammen mit der direkten Summe und dem Tensorprodukt
haben ähnliche Eigenschaften wie Mengen mit disjunkter Vereinigung und kar-
tesischem Produkt, oder wie natürliche Zahlen mit Summe und Produkt.

7.4. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring, und L, M , N seien
R-Moduln. Dann existieren eindeutige Isomorphismen

(L⊕M)⊕N ∼= L⊕ (M ⊕N) , ((ℓ,m), n) 7→ (ℓ, (m,n)) ,(1)

M ⊕ 0 ∼=M , (m, 0) 7→ m ,(2)

M ⊕N ∼= N ⊕M , (m,n) 7→ (n,m) ,(3)

(L⊗R M)⊗R N ∼= L⊗R (M ⊗R N) , (ℓ⊗m)⊗ n 7→ ℓ⊗ (m⊗ n) ,(4)

M ⊗R R ∼=M , m⊗ r 7→ m . r ,(5)

M ⊗R N ∼= N ⊗R M , m⊗ n 7→ n⊗m ,(6)

L⊗R (M ⊕N) ∼= (L⊗R M)⊕ (L⊗R N) , ℓ⊗ (m,n) 7→ (ℓ⊗m, ℓ⊗ n)(7)

und M ⊗R 0 ∼= 0 ,(8)

wobei jeweils ℓ ∈ L, m ∈M , n ∈ N und r ∈ R sei.

Es gelten also Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze, und es gibt
neutrale Elemente 0 für die Addition (direkte Summe) und R für die Multiplika-
tion (Tensorprodukt). Allerdings gilt im Allgemeinen keine der Kürzungsregeln.
Weder aus L ⊕M ∼= L ⊕ N noch aus L ⊗R M ∼= L ⊗R N und L ̸= 0 folgt al-
so M ∼= N .

Beweis. Die meisten Isomorphismen ergeben sich durch geschicktes An-
wenden der universellen Eigenschaften 2.64 und 7.3. Eindeutigkeit folgt, da wir
jede Abbildung auf Erzeugern der jeweiligen Moduln festgelegt haben. Wir be-
weisen daher exemplarisch nur einzelne Punkte.

Zu (4) benutzen wir, dass (L×M)×N ∼= L× (M ×N) ∼= L×M ×N . Wir
fixieren zunächst n ∈ N . Dann ist die Abbildung

L×M −→ L⊗R (M ⊗R N) mit (ℓ,m) 7−→ ℓ⊗ (m⊗ n)
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bilinear, und wir erhalten eine lineare Abbildung L⊗R M → L⊗R (M ⊗R N).
Jetzt lassen wir n ∈ N variieren und erhalten eine bilineare Abbildung

(L⊗R M)×N −→ L⊗R (M ⊗R N) mit (ℓ⊗m,n) 7−→ ℓ⊗ (m⊗ n) .

Das liefert die gesuchte lineare Abbildung. Analog erhalten wir eine Abbildung
in die Gegenrichtung.

Um zu überprüfen, dass beide Abbildungen zueinander invers sind, überle-
gen wir uns, dass (L⊗R M)⊗R N von Elementen

Die Abbildung in (5) erhalten wir, weil die skalare Multiplikation (m, r) 7→
m . r bilinear ist. Als Umkehrabbildung wählen wir

M −→M ⊗R R mit m 7−→ m⊗ 1 .

Diese Abbildungen sind zueinander invers, denn offensichtlich

m 7−→ m⊗ 1 7−→ m . 1 = m .

Umgekehrt liegen in der Menge T aus Definition 7.1 die Relationen (mr, 1) −
(m, 1) . r und (m, r)− (m, 1) . r, somit gilt

m⊗ r 7−→ mr 7−→ mr ⊗ 1 = (m⊗ 1) . r = m⊗ r .

Schließlich überlegen wir uns zu (8), dass T die Relation (m, 0)− (m, 0) . 0
enthält, da m . 0 = 0 = 0 . 0. Somit gilt für jeden Erzeuger m ⊗ 0 von M ⊗ 0,
dass

m⊗ 0 = (m⊗ 0) . 0 = 0 . □

7.5. Folgerung (Eindeutigkeit des Tensorproduktes). Es sei R ein kom-
mutativer Ring mit Eins, und M , N seien R-Moduln. Es sei P ein R-Modul
und g : M × N → P eine bilineare Abbildung, so dass zu jedem R-Modul L
und jeder bilinearen Abbildung F : M × N → L eine eindeutige lineare Abbil-
dung F̄ : P → L mit F = F̄ ◦ g existiert.

Dann gibt es eine eindeutige Abbildung ḡ : M ⊗N → P , so dass g = ḡ ◦ ⊗,
und ḡ ist ein R-Modulisomorphismus.

Wir haben in Bemerkung 2.47 gesehen, warum es wichtig ist, dass der obige
Isomorphismus eindeutig ist: er erlaubt uns, zwei R-Moduln mit der univer-
sellen Eigenschaft des Tensorproduktes Element für Element miteinander zu
identifizieren. Das erlaubt es uns, mit den Elementen von P wie mit Objekten
der Form m⊗ n zu rechnen.

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Folgerung 2.46 (2) und betrach-
ten die Diagramme

M ×N
⊗ //

g
&&

M ⊗R N

ḡ

��

M ×N
g //

⊗ &&

P

⊗̄
��

und

P M ⊗R N .
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Nach Satz 7.3 existiert genau eine lineare Abbildung g, so dass das linke Dia-
gramm kommutiert, und unsere Annahme an P und g impliziert, dass es auch
genau eine entsprechende lineare Abbildung ⊗̄ im rechten Diagramm gibt.

Betrachte jetzt

M ×N
⊗ //

⊗ &&

M ⊗R N

id

��
⊗̄◦ḡ
��

M ×N
g //

g
##

P

id

��
ḡ◦⊗̄
��

und

M ⊗R N P

Beide Diagramme kommutieren mit beiden senkrechten Pfeilen. Aufgrund der
Eindeutigkeitsaussage in Satz 7.3 und der Voraussetzung an P und g beschrei-
ben beide Pfeile jeweils die gleiche Abbildung, das heißt, ⊗̄ ist die zu ḡ inverse
lineare Abbildung. □

7.6. Folgerung. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und fi : Mi →
Ni seien lineare Abbildungen von R-Moduln für i = 1, 2.

(1) Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung f1⊗f2 : M1⊗RM2 →
N1 ⊗R N2, so dass für alle m1 ∈M1 und m2 ∈M2 gilt, dass

(f1 ⊗ f2)(m1 ⊗m2) = f1(m1)⊗ f2(m2) ∈ N1 ⊗N2 .

(2) Es gilt idM1 ⊗ idM2 = idM1⊗M2.
(3) Seien gi : Li →Mi ebenfalls linear für i = 1, 2, dann gilt

(f1 ◦ g1)⊗ (f2 ◦ g2) = (f1 ⊗ f2) ◦ (g1 ⊗ g2) .

Beweis. Betrachte das Diagramm

M1 ×M2
⊗ //

f1×f2
�� ''

M1 ⊗M2

f1⊗f2
��

N1 ×N2
⊗ // N1 ⊗N2 .

Man überprüft leicht, dass der diagonale Pfeil eine bilineare Abbildung M1 ×
M2 → N1 ⊗N2 beschreibt mit

(m1,m2) 7−→ f1(m1)⊗ f2(m2) .

Nach Satz 7.3 existiert eine eindeutige Abbildung f1⊗f2, so dass das Diagramm
kommutiert, und es folgt (1).

Die Aussagen (2) und (3) lassen sich am besten beweisen, indem man für
Erzeugerm1⊗m2 vonM1⊗M2 beziehungsweise ℓ1⊗ℓ2 von L1⊗L2 nachrechnet,
dass (

idM1 ⊗ idM2

)
(m1 ⊗m2) = m1 ⊗m2 = idM1⊗M2(m1 ⊗m2) ,(

(f1 ◦ g1)⊗ (f2 ◦ g2)
)
(ℓ1 ⊗ ℓ2) =

(
f1(g1(ℓ1))

)
⊗
(
f2(g2(ℓ2))

)
=
(
(f1 ⊗ f2) ◦ (g1 ⊗ g2)

)
(ℓ1 ⊗ ℓ2) . □
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Besonders einfach lässt sich das Tensorprodukt freier Moduln bestimmen.
Da wir später meistens mit Vektorräumen über Körpern arbeiten, ist das für
uns der wichtigste Fall.

7.7. Proposition. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und M , N
seien freie R-Moduln. Es seien (ei)i∈I eine Basis von E und (fj)j∈J eine Basis
von F . Dann ist (ei⊗fj)(i,j)∈I×J eine Basis von M ⊗RN . Insbesondere gilt für
endlich-dimensionale k-Vektorräume V , W die Dimensionsformel

dim(V ⊗k W ) = dimV · dimW .

Spätestens jetzt sehen wir, dass das Tensorprodukt sich von der direkten
Summe unterscheidet, denn für direkte Summen gilt dim(V ⊕W ) = dimV +
dimW . In der Tat stimmt V ⊕ W als Menge mit dem kartesischen Produkt
überein, während im Allgemeinen

V ⊗k W ̸=
{
v ⊗ w

∣∣ v ∈ V,w ∈W
}
.

Wir nennen Elemente der Form v ⊗ w ∈ V ⊗W einfache Tensorprodukte (von
Elementen).

Beweis. Wir haben uns in Bemerkung 7.2 (2) bereits überlegt, dass (ei ⊗
fj)(i,j)∈I×J ein Erzeugendensystem von M ⊗R N ist. Zum Beweis der linearen
Unabhängigkeit gehen wir anders vor.

Es seien ei : M → R und f j : N → R die zu den obigen Basen gehörigen
linearen Koordinatenfunktionen wie in Proposition 2.81, das heißt, es gilt

ek
(∑

i∈I
eiri

)
= rk und f ℓ

(∑
j∈J

fjsj

)
= sℓ .

Somit liefert ek(m) die k-te Koordinate vonm bezüglich unserer Basis. Beachte,
dass wir anstelle von εi wie in Bemerkung 2.74 oder Proposition 2.81 jetzt ei

schreiben. Das hochgestellte i ist hier ein Index, keine Potenz.

Es bezeichne µ : R⊗RR ∼= R die Abbildung aus Folgerung 7.4 (5) mit µ(r⊗
s) = rs, dann betrachten wir die linearen Abbildungen

µ ◦ (ek ⊗ f ℓ) : M ⊗R N −→ R mit m⊗ n 7−→ ek(m) · f ℓ(n) ∈ R .

Sei jetzt (aij)(i,j)∈I×J ∈ R(I×J) eine endliche Familie von Koeffizienten, so
dass

0 =
∑

(i,j)∈I×J

(ei ⊗ fj) . aij .

Dann erhalten wir für alle Paare (k, ℓ) ∈ I×J mit Hilfe der obigen Abbildungen,
dass

0 =
(
µ ◦ (ek ⊗ f ℓ)

)( ∑
(i,j)∈I×J

(ei ⊗ fj) . aij

)
=

∑
(i,j)∈I×J

ek(ei) · f ℓ(fj) · aij = akℓ .

Somit müssen alle Koeffizienten aij = 0 sein, und wir haben auch die lineare
Unabhängigkeit gezeigt. □
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Tatsächlich folgt aus der Definition des Tensorproduktes im Allgemeinen
noch nicht, dass das Produkt zweier linear unabhängiger Familien wieder eine
linear unabhängige Familie liefert. Allerdings lässt sich das über Körpern immer
beweisen, indem man die gegebenen linear unabhängigen Systeme zu Basen
erweitert, und dann das obige Resultat anwendet.

7.2. Räume von Abbildungen als Tensorprodukte

Wir erinnern uns an den zu M dualen Modul M∗ = HomR(M,R) aus De-
finition 2.44. Wenn M eine endliche Basis (e1, . . . , em) besitzt, dann bilden die
Koordinatenfunktionen (e1, . . . , em) aus dem obigen Beweis eine Basis von M∗

nach Proposition 2.81. Für ein Element m ∈ M sind somit ei(m) ∈ R die
Koordinaten bezüglich der Basis (e1, . . . , em), und es gilt

m =
m∑
i=1

ei . e
i(m) .

Für α ∈ M∗ sind entsprechend α(ei) die Koordinaten von α bezüglich der
dualen Basis (e1, . . . , em), denn für alle m ∈M gilt( n∑

i=1

α(ei) · ei
)
(m) =

n∑
i=1

α(ei) · ei(m) = α

( n∑
i=1

ei . e
i(m)

)
= α(m) ,

hierbei haben wir M∗ wie gehabt als Linksmodul betrachtet. Da R kommu-
tativ ist, machen wir in Wirklichkeit keinen Unterschied zwischen Links- und
Rechtsmodul, vergleiche Bemerkung 2.23.

In Proposition 2.45 (2), (3) haben wir gesehen, dass HomR(M,N) ein R-
Modul und isomorph zu NB ist, falls R kommutativ ist. Hier wollen wir eine
basisunabhängige Version dieser Aussage beweisen.

7.8. Proposition. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, undM , N seien
R-Moduln.

(1) Es gibt eine eindeutige Abbildung evM,N : HomR(M,N) ⊗ M → N ,
so dass evM,N (F ⊗m) = F (m) ∈ N für alle F ∈ HomR(M,N) und
alle m ∈M .

(2) Es gibt eine eindeutige Abbildung Ψ: N ⊗ M∗ → HomR(M,N), so
dass Ψ(n⊗α)(m) = n .α(m) für alle m ∈M , n ∈ N und α ∈M∗ gilt.

(3) Wenn M eine endliche Basis besitzt, dann ist Ψ ein R-Moduliso-
morphismus.

Die Abbildungen evM,N heißt Auswertungsabbildung. . Im Falle N = R
schreiben wir auch εM = ε : M∗ → R für evM,R, wobei wir R ⊗M∗ ∼= M∗ wie
in Folgerung 7.4 (5) identifizieren.
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Nach (1), (2) kommutiert das Diagramm

N ⊗M∗ ⊗M
idN ⊗εM //

Ψ⊗idM
��

N ⊗R

∼=
��

HomR(N,M)⊗M
evM,N // N .

Dabei ist der rechte senkrechte Pfeil wieder der Isomorphismus aus Folge-
rung 7.4 (5).

Beweis. Nach Propsition 2.45 (3) ist HomR(M,N) ein R-Modul mit

(Fr + F ′r′)(m) = F (m) . r + F ′(r′) . r′

für alle F , F ′ ∈ HomR(M,N), r, r′ ∈ R und m ∈M . Die Abbildung

Hom(M,N)×M −→ N mit (F,m) 7−→ F (m)

ist offensichtlich R-bilinear, also existiert die Abbildung evM,N : Hom(M,N)⊗
M → N in (1).

Die Abbildung ψ : N ×M∗ → HomR(M,N) mit

ψ(n, α)(m) = n . α(m)

für alle n ∈ N , α ∈ M∗ ist ebenfalls R-bilinear, denn für alle n, n′ ∈ N , α,
α′ ∈M∗, r ∈ R und alle m ∈M gilt

ψ(n+ n′, α)(m) = n . α(m) + n′ . α(m) =
(
ψ(n, α) + ψ(n′, α)

)
(m) ,

ψ(nr, α)(m) = nr . α(m) = n . α(m) . r =
(
ψ(n, α) . r)(m) ,

ψ(n, α+ α′)(m) = n . α(m) + n . α′(m) =
(
ψ(n, α) + ψ(n, α′)

)
(m) ,

ψ(n, αr) = n . (α(m) · r) =
(
ψ(n, α) . r

)
(m) .

Also existiert die Abbildung Ψ: N ⊗M∗ → HomR(M,N) in (2).

Zu (3) sei (e1, . . . , ep) eine endliche Basis von M . Dann wird die Umkehr-
abbildung zu Ψ gegeben durch

(*) F 7−→
p∑

i=1

F (ei)⊗ ei .

Denn für n ∈ N und α ∈M∗ gilt wegen Bemerkung 7.2 (1) dann

Ψ(n⊗ α) 7−→
p∑

i=1

Ψ(n⊗ α)(ei)⊗ ei

=

p∑
i=1

(
n . α(ei)

)
⊗ ei = n⊗

( p∑
i=1

α(ei) · ei
)

= n⊗ α .
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Umgekehrt seien F ∈ HomR(M,N) und m beliebig. Wir berechnen

Ψ

( p∑
i=1

F (ei)⊗ ei
)
(m) =

p∑
i=1

Ψ
(
F (ei)⊗ ei

)
(m)

=

p∑
i=1

F (ei) . e
i(m) = F

( p∑
i=1

ei . e
i(m)

)
= F (m) . □

Anhand von (*) können wir die Umkehrung von Ψ mit der Abbildung Φ
aus Proposition 2.45 vergleichen. Dort ordnet Φ(F ) einem Basiselement ei den
Wert F (ei) zu. Falls es nur endlich viele Basisvektoren gibt, können wir das
durch den Ausdruck (*) kodieren. Wir können F (ei) aus diesem Ausdruck aus-
lesen, indem wir mir ei tensorieren und dann auswerten:( p∑

j=1

F (ej)⊗ ej
)
⊗ ei ∈ N ⊗M∗ ⊗M

id⊗ε−−→ N ⊗R
∼=−→ N ∋ F (ei) .

Da die Konstruktion von Ψ keine Basisvektoren enthält, ist unsere neue Kon-
struktion — wie versprochen — basisunabhängig.

7.9. Bemerkung. Wir kombinieren die Propositionen 7.7 und 7.8, um ein
bisschen mehr über Abbildungen und Darstellungen durch Matrizen sagen zu
können.

(1) Seien M und N Moduln mit endlichen Basen C = (c1, . . . , cp) bezie-
hungsweise B = (b1, . . . , bq), und F : M → N sei eine lineare Abbil-
dung und A = (aij)i,j = CFB ∈ Mq,p(R) ihre darstellende Matrix.
Dann gilt

F = Ψ

( q∑
i=1

p∑
j=1

bi ⊗ bj . aij

)
,

das heißt, die Matrixeinträge aij sind gerade die Koordinaten bezüglich
der Basis (cj⊗ci)i,j von N⊗M∗. Zur Kontrolle wenden wir den obigen
Ausdruck auf cj an und erhalten

Ψ

( q∑
i=1

p∑
k=1

bi ⊗ bk . aik

)
(cj) =

q∑
i=1

p∑
k=1

Ψ
(
bi ⊗ bk)(cj) . aik

=

q∑
i=1

p∑
k=1

bi . b
k(cj)︸ ︷︷ ︸
=δjk

.aik =

q∑
i=1

bi . aij = F (cj) .

(2) Es ist wichtig zu verstehen, dass nicht alle Elemente eines Tensorpro-
duktes als einfaches Tensorprodukt zweier Elemente geschrieben wer-
den können. Sei dazu k ein Körper, V und W seien k-Vektorräume.
Sei k ∈ N beliebig, und seien α1, . . . , αk ∈ V ∗ und w1, wk ∈ W . Wir
definieren eine Abbildung

F = Ψ

( k∑
i=1

wi ⊗ αi

)
: V →W .
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Für alle v ∈ V gilt

F (v) =

k∑
i=1

wi . αi(v) ∈
〈
w1, . . . , wk

〉
,

somit imF ⊂ ⟨w1, . . . , wk⟩ und daher

rgF = dim imF ≤ dim
〈
w1, . . . , wk

〉
≤ k .

(3) Tatsächlich können wir eine Abbildung F : V → W immer als eine
Summe von rgF einfachen Tensorprodukten schreiben. Dazu wählen
wir Basen C von V und B von W wie im Rangsatz 3.16, so dass

F (ci) =

{
bi falls i ≤ rgF , und

0 sonst.

Sei wieder (c1, . . . , cp) die zu C duale Basis. Dann folgt

F =

rgF∑
i=1

bi ⊗ ci .

(4) Da rgF ≤ min(dimV,dimW ), reicht zur Beschreibung einer linearen
Abbildung in W ⊗V ∗ stets eine Summe aus min(dimV,dimW ) vielen
einfachen Tensorprodukten.

Für Tensorprodukte V ⊗ W beliebiger Vektorräume können wir
ausnutzen, dass (W ∗)∗ ∼= W für endlich-dimensionale Vektorräume
gilt. Also dürfen wir V ⊗ W ∼= Homk(W

∗, V ) schreiben. Wir se-
hen, dass es Elemente in V ⊗ W gibt, die sich nur als Summe
von min(dimV,dimW ) oder mehr einfachen Tensorprodukten schrei-
ben lassen.

Wir betrachten als nächstes Bi- und Sesquilinearformen.

7.10. Bemerkung. Es sei V ein k-Vektorraum für k = R oder C, und es
sei V

∗
der Antidualraum von V wie in Definition 6.24.

Wir definieren einen Vektorraum V mit der gleichen Grundmenge und der
gleichen Addition wie V , aber mit Skalarmultiplikation V × k → V gegeben
durch

V × k ∋ (v, z) 7−→ v . z̄ ∈ V ,

das geht, da k kommutativ ist (über H würden wir aus einem Rechtsvek-
torraum V eine Linksvektorraum V und umgekehrt machen). Offensichtlich

gilt V ∼= V .
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Für eine Abbildung F zwischen den Grundmengen zweier Vektorräume V
und W gilt

F : V →W antilinear

⇐⇒ F : V →W linear

⇐⇒ F : V →W linear

⇐⇒ F : V →W antilinear.

Insbesondere ist der Antidualraum V
∗
gerade der Dualraum von V , was die

Notation erklärt.

Mit Bemerkung 6.15 (1) sieht man, dass die Bi- und Sesquilinearformen
auf einem n-dimensionalen k-Vektorraum V selbst jeweils einen k-Vektorraum
bilden, der isomorph ist zum Raum der n × n-Matrizen über k. Die Vektor-
raumstruktur ist gegeben durch

(B +B′)(v, w) = B(v, w) +B′(v, w) und (B . r)(v, w) = B(v, w) · r ∈ R

für alle Bi- beziehungsweise Sequilinearformen B, B′, alle r ∈ k und alle v,
w ∈ V . Wir wollen die Räume der Bi- und der Sesquilinearformen jetzt als Ten-
sorprodukte darstellen. Dabei betrachten wir Bilinearformen über beliebigen
Körpern, Sesquilinearformen nur über (R und) C.

7.11. Proposition. Es seien V , W endlich-dimensionale k-Vektorräume.

(1) Es gibt natürliche Vektorraumisomorphismen zwischen dem Raum der
bilinearen Abbildungen V ×W → k, dem Raum (V ⊗W )∗ und dem
Raum V ∗ ⊗W ∗, so dass für alle α ∈ V ∗, β ∈ W ∗ und alle v ∈ V ,
w ∈W gilt

(α⊗ β)(v, w) = α(v) · β(w) .
(2) Es gibt natürliche Vektorraumisomorphismen zwischen dem Raum der

Bilinearformen auf V , dem Raum (V ⊗ V )∗ und dem Raum V ∗ ⊗ V ∗,
so dass für alle α, β ∈ V ∗ und alle v, w ∈ V gilt

(α⊗ β)(v, w) = α(v) · β(w) .
(3) Es gibt natürliche Vektorraumisomorphismus zwischen dem Raum der

Sesquilinearformen auf V , dem Raum (V ⊗ V )∗ und dem Raum V
∗ ⊗

V ∗, so dass für alle α ∈ V
∗
, β ∈ V ∗ und alle v, w ∈ V gilt

(α⊗ β)(v, w) = α(v) · β(w) .

Wir sehen also, dass eine Gramsche Matrix einem Element in V
∗ ⊗ V ∗

entspricht, während die darstellende Matrix eines Endomorphismus nach Pro-
position 7.8 einem Element von V ⊗ V ∗ entspricht.

Beweis. Wir beweisen nur (1). Die anderen Aussagen folgen daraus für V =
W beziehungsweise V =W .
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Sei B ∈ (V ⊗W )∗, dann können wir B als bilineare Abbildung V ×W → k
auffassen auffassen mit B(v, w) = B(v⊗w) für alle v, w ∈ V . Umgekehrt liefert
die universelle Eigenschaft 7.3 des Tensorproduktes zu jeder solchen bilinearen
Abbildung ein Element B ∈ (V ⊗ V )∗. Diese Bijektion ist mit der Vektor-
raumstruktur verträglich, also identifizieren wir (V ⊗ V )∗ mit dem Raum der
Bilinearformen auf V . Wir benutzen also B(v, w) und B(v ⊗ w) synonym.

Seien jetzt α ∈ V ∗, β ∈ W ∗ Nach Folgerung 7.6 und Folgerung 7.4 (5)
erhalten wir eine Abbildung

V ⊗W
α⊗β−−→ R⊗R

∼=−→ R .

Da diese Abbildung in (α, β) ∈ V ∗×W ∗ bilinear ist, erhalten wir eine Abbildung

Ψ: V ∗ ⊗W ∗ −→ (V ⊗W )∗ .

Für v ∈ V , w ∈W gilt dann

Ψ(α⊗ β)(v ⊗ w) = α(v) · β(w) .

Um eine Umkehrabbildung Φ: (V⊗W )∗ → V ∗⊗W ∗ zu konstruieren, benöti-
gen wir Basen (e1, . . . , en) von V , (f1, . . . , fm) von W und die dazu duale Ba-
sen (e1, . . . , en) von V ∗ und (f1, . . . , fm) von W . Sei B ∈ (V ⊗W )∗ gegeben,
dann setzen wir

Φ(B) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(ei ⊗ f j) . B(ei, fj) .

Um zu sehen, dass diese Abbildung zu Ψ invers ist, rechnen wir

Ψ
(
Φ(B)

)
(v, w) = Ψ

( n∑
i=1

m∑
j=1

(ei ⊗ f j) . B(ei, fj)

)
(v, w)

=

n∑
i=1

m∑
j=1

ei(v) · f j(w) ·B(ei, fj)

= B

( n∑
i=1

ei . e
i(v),

m∑
j=1

fj . f
j(w)

)
= B(v, w)

und Φ
(
Ψ(α⊗ β)

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

(ei ⊗ f j) .Ψ(α⊗ β)(ei, fj)

=
n∑

i=1

m∑
j=1

(ei ⊗ f j) . α(ei) . β(fj)

=

( n∑
i=1

ei . α(ei)

)
⊗
( m∑

j=1

f j . β(fj)

)
= α⊗ β . □

7.12. Bemerkung. Wir haben bei einigen Propositionen Wert darauf ge-
legt, dass R = k ein Körper ist, und dass die beteiligten Moduln endliche Basen
haben.
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(1) Der Z-Modul Z/nZ ist endlich erzeugt, aber nicht frei. Man kann zei-
gen, dass EndZ(Z/nZ) ∼= Z/nZ gilt, dabei wirkt [k] ∈ Z/nZ durch
Multiplikation mit k, und umgekehrt entspricht F ∈ EndZ(Z/nZ) dem
Element [F (1)] ∈ Z/nZ. Auf der anderen Seite ist (Z/nZ)∗ = 0, siehe
Übungen. Wegen Folgerung 7.4 (8) erhalten wir also

EndZ(Z/nZ) ∼= Z/nZ ̸∼= 0 ∼= (Z/nZ)⊗ (Z/nZ)∗ .
(2) Wir betrachten jetzt den freien Modul kN der k-wertigen Folgen. Es

folgt idkN ∈ Endk(kN), aber da Elemente von (kN) ⊗E (kN)∗ nach Be-
merkung 7.9 (2) endlichen Rang haben, folgt idkN /∈ Endk(kN).

(3) Aus dem gleichen Grund lässt sich das L2-Skalarprodukt auf dem
Raum C([0, 1];R) der stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall
nicht als Element von C([0, 1];R)∗ ⊗R C([0, 1];R) schreiben.

Es folgen noch ein paar andere Anwendungen des Tensorproduktes, aber
nur als Kurzfassung.

7.13. Bemerkung. Der Raum der alternierenden Formen ΛkM∗ auf einem
R-Modul M aus Definition 4.1 lässt sich stets als Untermodul eines Tensorpro-
duktes schreiben:

ΛkM∗ ∼=
{
α ∈M∗ ⊗ · · · ⊗M∗︸ ︷︷ ︸

k Faktoren

∣∣∣ α(m1, . . . ,mk) = 0 für alle m1, . . . ,mk ∈M

falls mi = mj für zwei Indizes i ̸= j
}
.

Für k = 2 und R = k ist das eine Übung. Dabei geht man analog zu Propositi-
on 7.11 vor.

7.14. Bemerkung. Der Raum der symmetrischen Formen SymkM∗ auf
einem R-Modul M ist definiert als

SymkM∗ ∼=
{
α ∈M∗ ⊗ · · · ⊗M∗︸ ︷︷ ︸

k Faktoren

∣∣∣
α(m1, . . . ,mk) = α(m1, . . . ,mi−1,mi+1,mi,mi+2 . . . ,mk)

für alle Indizes i ∈ {1, . . . , k − 1}
}
.

Der Fall k = 2 und R = k ist wieder eine Übung. Falls M ein freier Modul
mit Basis (e1, . . . , en) ist, ist SymkM∗ isomorph zum Raum der homogenen
Polynome vom Grad k über R in den Variablen X1 = e1, . . . , Xn = en.

7.15. Bemerkung. Es sei V ein k-Vektorraum. Man könnte denken,
dass Λ2V ∗ und Sym2 V ∗ zueinander komplementäre Unterräume von (V ⊗ V )∗

sind. Das stimmt, falls die Charakteristik χ(k) ̸= 2 ist, siehe Definition 2.14. In
diesem Fall sei B ∈ (V ⊗ V )∗, dann gilt B = B′ +B′′ mit

B′(v, w) =
1

2

(
B(v, w) +B(w, v)

)
∈ Sym2 V ∗ ,

B′′(v, w) =
1

2

(
B(v, w)−B(w, v)

)
∈ Λ2V ∗ .

Dazu müssen wir aber durch 2 dividieren können.
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Falls χ(K) = 2 ist, gilt stattdessen Λ2V ∗ ⊂ Sym2 V ∗, denn

B(v, w) +B(w, v) = B(v + w, v + w)−B(v, v)−B(w,w) = 0

für alle B ∈ Λ2V ∗ und alle v, w ∈ V . Falls χ(k) = 2, ist das äquivalent
zu B(v, w) = B(w, v).

Falls k > 2, gilt dimΛkV ∗ + dimSymk V ∗ < (dimV ∗)k, so dass die Sum-
me ΛkV ∗ + Symk V ∗ stets ein echter Unterraum des k-fachen Tensorprodukts
von V mit sich ist.

Der Vollständigkeit stellen wir noch die Tensorprodukte von Homomorphis-
men aus Folgerung 7.6 als Matrizen dar.

7.16. Definition. Es seien A = (aij)i,j ∈ Mp,q(k) und B = (bij)i,j ∈
Mr,s(k) Matrizen. Das Kroneckerprodukt von A und B ist definiert als A⊗B =
C = (cmn)m,n ∈Mpr,qs(k), mit

cr(i−1)+k,s(j−1)+l = aij · bkℓ .

Die Indizes wie r(i−1)+k ergeben sich aus der lexikographischen Ordnung
der Basisvektoren aus Proposition 7.7, siehe unten. Die Matrix hat also die
Gestalt

A⊗B =

a11B · · · a1qB
...

...
ap1B · · · apqB

 =


a11b11 ··· a11b1s a1qb11 ··· a1qb1s

: : · · · : :
a11br1 ··· a11brs a1qbr1 ··· a1qbrs

...
...

ap1b11 ··· ap1b1s apqb11 ··· apqb1s
: : · · · : :

ap1br1 ··· ap1brs apqbr1 ··· apqbrs

 .

Wir sehen, dass hier alle möglichen Produkte von je einem Matrixeintrag von A
mit einem von B auftauchen. Hieraus lässt sich ablesen, dass tatsächlich

Homk(V ⊗k X,W ⊗k Y ) ∼= Homk(V,W )⊗k Hom(X,Y ) .

Wir könnten das aber auch mit den Propositionen 7.8, 7.11 und den Rechenre-
geln aus Folgerung 7.4 erhalten, denn

Homk(V ⊗k X,W ⊗k Y ) ∼=
(
W ⊗k V

∗)⊗k
(
Y ⊗k X

∗)
∼=
(
W ⊗k Y

)
⊗k
(
V ∗ ⊗k X

∗) ∼= (W ⊗k Y
)
⊗k
(
V ⊗k X

)∗
∼= Homk(V,W )⊗k Hom(X,Y ) .

Falls q = r gilt, setzt sich auch das gewöhnliche Matrixprodukt aus De-
finition 2.67 aus den Einträgen aij · bkℓ zusammen. Wir erhalten eine lineare
Abbildung Mpq,qs(k) → Mp,s(k), so dass A ⊗ B 7→ A · B, das folgt wahlweise
direkt oder aus der universellen Eigenschaft 7.3. Im Fall q = r = 1 ist diese Ab-
bildung sogar ein Isomorphismus. Wir können dann A als Vektor in W und B
als Element von X∗ auffassen. Dann stellt A⊗B : X →W eine Abbildung von
Rang 1 dar, vergleiche Bemerkung 7.9.
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7.17. Proposition. Es seien W , Y , V , X Vektorräume über k mit Ba-
sen E = (ei)i=1,...,p, F = (fk)k=1,...,r, G = (gj)j=1,...,q und H = (hℓ)ℓ=1,...,s. Es
seien φ : V → W und ψ : X → Y lineare Abbildungen mit darstellenden Ma-
trizen A = EφG ∈ Mp,q(k) beziehungsweise B = FψH ∈ Mr,s(k), dann ist das
Kroneckerprodukt von A und B die darstellende Matrix von φ⊗ψ bezüglich der
Basen

E ⊗ F =
(
e1 ⊗ f1, . . . , e1 ⊗ fr; . . . ; ep ⊗ f1, . . . , ep ⊗ fr

)
von W ⊗ Y

und G⊗H =
(
g1 ⊗ h1, . . . , g1 ⊗ hs; . . . ; gq ⊗ h1, . . . , gq ⊗ hs

)
von V ⊗X .

Beweis. Wir bezeichnen die Elemente der dualen Basen von E, . . . , H wie
gehabt durch hochgestellte Indizes. Dann erhalten wir die Matrixkoeffizienten
von A und B, indem wir jeweils die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren
bestimmen, genauer

aij = ei
(
φ(gj)

)
und bkℓ = fk

(
ψ(hℓ)

)
.

Die Basen von W ⊗ Y und V ⊗X haben wir in Proposition 7.7 angegeben.
Nach Proposition 7.11 (1) gilt (W ⊗ Y )∗ ∼= W ∗ ⊗ Y ∗. Aus Folgerung 7.6 folgt,
dass die duale Basis zu E ⊗ F von (W ⊗ Y )∗ ∼=W ∗ ⊗ Y ∗ gegeben wird durch(

e1 ⊗ f1, . . . , e1 ⊗ f r; . . . ; ep ⊗ f1, . . . , ep ⊗ f r
)
,

denn wiederum nach Proposition 7.7 handelt es sich um eine Basis, und

(ea ⊗ f b)(ei ⊗ fk) = ea(ei)⊗ f b(fk) = δai · δbk = δ(a,b),(i,k)

nach Folgerung 7.6.

Das Element mit der Nummer m = r(i− 1)+ k in E⊗F ist gerade ei⊗ fk,
und das Element mit der Nummer n = s(j − 1) + ℓ ist gerade gj ⊗ hℓ. Für die
darstellende Matrix C = E⊗F (φ⊗ ψ)G⊗H erhalten wir somit

cm,n = cr(i−1)+k,s(j−1)+ℓ = (ei ⊗ fk)
(
(φ⊗ ψ)(gj ⊗ hℓ)

)
= ei

(
φ(gj)

)
· fk
(
ψ(hℓ)

)
= aij · bkℓ . □

7.18. Bemerkung. Wir haben einen ungültigen
”
Beweis“ zum Satz 5.29

von Cayley-Hamilton kennengelernt. Mittlerweile können wir zumindest ein
bisschen verstehen, was in diesem

”
Beweis“ schiefgelaufen ist. Wenn man

nämlich A ∈Mn(k) in den Ausdruck X ·En−A ∈Mn(k[X]) einsetzt, muss man
jedes Vorkommen von X durch die Matrix A ∈ Mn(k) ersetzen. Gleichzeitig,
ersetzt man 1 ∈ k durch die Eins En ∈ Mn(k) im Matrixring, also auch alle
Skalare aij ∈ k durch aijEn. Insgesamt erhält man den Ausdruck

A⊗ En − En ⊗A ∈Mn2(k) ∼=Mn

(
Mn(k)

)
,

wobei wieder
”
⊗“ für das Kroneckerprodukt steht. Jetzt ist auf Anhieb noch

nicht einmal klar, was die Determinante hiervon sein soll, denn wir betrach-
ten jetzt eine n × n-Matrix über dem nichtkommutativen Ring Mn(k). Bei
genauerem Hinsehen erkennt man, dass man eigentlich eine Matrix über dem
Unterring R ⊂Mn(k) betrachtet, der von A erzeugt wird, und dieser Unterring
ist kommutativ. Dennoch gibt es keinen leicht ersichtlichen Grund, warum die
Determinante in diesem Unterring verschwinden sollte.
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7.3. Die Tensoralgebra

In diesem Abschnitt betrachten wir mehrfache Tensorprodukte eines Vek-
torraums mit sich und seinem Dualraum. Die Überlegungen aus dem letzten
Abschnitt helfen uns, diese Räume besser zu verstehen. Räume von diesem
Typ spielen eine große Rolle zum Beispiel in der Differentialgeometrie und der
Physik.

Allerdings beleuchten wir hier nur die rein algebraischen Aspekte von Ten-
soren. Sowohl in der Physik als auch in der Differentialgeometrie gibt es auch
wichtige geometrische und analytische Aspekt bei der Betrachtung von Tenso-
ren, den Sie zu gegebener Zeit kennenlernen werden.

7.19. Definition. Es sei V ein k-Vektorraum. Wir definieren den Raum T ℓ
k

der (k, ℓ)-Tensoren als

T ℓ
k V = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

k Faktoren

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
ℓ Faktoren

.

Elemente von T ℓ
k V heißen auch k-fach kovariante, ℓ-fach kontravariante Ten-

soren über V .

Man beachte, dass wir versuchen, Indizes für Elemente von V immer unten
und Indizes für Elemente von V ∗ immer oben zu schreiben.

7.20. Bemerkung. Wir setzen T 0
0 V = k. Das mag auf den ersten Blick

komisch aussehen, aber k ist das
”
neutrale Element“ des Tensorproduktes nach

Folgerung 7.4 (5).

Außerdem gilt offensichtlich T 0
1 V

∼= V und T0V 1 ∼= V ∗. Mit Propositi-
on 7.8 (3) erhalten wir T 1

1 V
∼= EndV , und T 2

0 V beschreibt den Raum der
Bilinearformen auf V nach Proposition 7.11 (2)

Im Allgemeinen kann man einen Tensor in T ℓ
k als eine multilineare Abbil-

dung verstehen, die ℓ Vektoren aus V auf ein k-faches Tensorprodukt abbildet.
In den meisten Anwendungen ist k = 0 oder 1. Beispielsweise ist das Kreuzpro-
dukt auf R3 aus Definition 1.66 ein Element × ∈ T 2

1 R3, denn es handelt sich
um eine bilineare Abbildung R3 × R3 → R3.

7.21. Bemerkung. Es sei V ein k-Vektorraum. Wir betrachten die folgen-
den Operationen mit Tensoren

(1) Tensorprodukt. Wir betrachten die Abbildung ⊗ : T ℓ
k V ×T q

p V → T ℓ+q
k+p

mit

(v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αℓ)⊗ (w1 ⊗ · · · ⊗ wp ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ βq)

7−→ v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wp ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αℓ ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ βq

Diese Abbildung induziert einen Isomorphismus T ℓ
k V ⊗ T q

p V ∼= T ℓ+q
k+p .

Das funktioniert auch für k = ℓ = 0 oder p = q = 0, wenn wir wie
oben T 0

0 V = k setzen.
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(2) Umsortieren. Seien σ ∈ Sk, τ ∈ Sℓ Permutationen, siehe Definition 4.7.
Dann definieren eine Abbildung P τ

σ T ℓ
k V → T ℓ

k V durch

v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αℓ

7−→ vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k) ⊗ ατ(1) ⊗ · · · ⊗ ατ(ℓ) .

Durch induktives Anwenden des Kommutativgesetzes 7.4 (6) sehen
wir, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist.

(3) Kontraktion. Es sei 1 ≤ a ≤ k und 1 ≤ b ≤ ℓ, dann definieren wir eine

Abbildung εba : T ℓ
k V → T ℓ−1

k−1 V durch

v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αℓ

7−→
(
v1 ⊗ · · · ⊗ v̂a ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ α̂b ⊗ · · · ⊗ αℓ

)
. αb(va) ,

das heißt, wir wenden die b-te Form auf den a-ten Vektor an wie in der
Definition der Abbildung εV : V ∗⊗V → k. Man sagt, man kontrahiert
den a-ten kovarianten mit dem b-ten kontravarianten Faktor.

(4) Einfügen der Identität. Sei V jetzt endlich-dimensional. Nach Propo-
sition 7.8 (3) entspricht idV ein eindeutiges Element von V ⊗ V ∗. Um
es darzustellen, wählen wir eine Basis (e1, . . . , en) von V und die dazu
duale Basis (e1, . . . , en) von V ∗. Dann gilt

idV = Ψ

( m∑
i=1

ei ⊗ ei
)
,

denn für alle Vektoren v ∈ V gilt

Ψ

( m∑
i=1

ei ⊗ ei
)
(v) =

m∑
i=1

ei . e
i(v) = v = idV (v) .

Seien 1 ≤ a ≤ k+1 und 1 ≤ b ≤ ℓ+1 Indizes, dann definieren wir
eine Abbildung ηba : T ℓ

k V → T ℓ+1
k+1 V durch

v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αℓ

7−→
n∑

i=1

v1 ⊗ · · · ⊗ ei︸︷︷︸
a

⊗ · · · ⊗ vk ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ ei︸︷︷︸
b

⊗ · · · ⊗ αℓ .

Man sagt, man fügt eine
”
Identität“ an der a-kovarianten und der b-ten

kontravarianten Stelle ein.

Mit diesen vier Operationen können wir alle wichtigen Tensoroperationen durch
Verketten erhalten. Um beispielsweise einen Endomorphismus F ∈ EndV auf
einen Vektor v ∈ V anzuwenden, betrachten wir die Verkettung

T 1
1 V × V T 1

1 V × T 0
1 V

⊗−→ T 1
2 V

ε12−→ T 0
1 V

∼= V .
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Sei etwa F =
∑
wi ⊗ αi, dann wirkt die obige Verkettung auf (F, v) wegen

Proposition 7.8 (2) gerade als

(F, v)
⊗7−→
∑
i

wi ⊗ v ⊗ αi ε12−→
∑
i

wi . α
i(v) = F (v) .

Es sei jetzt (e1, . . . , en) eine Basis von V , und (e1, . . . , en) die dazu duale
Basis von V ∗. Indem wir Proposition 7.7 anwenden, erhalten wir eine Basis
von T ℓ

k V , nämlich(
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejℓ

)
i1,...,ik,j1,...,jℓ

.

Dabei laufen alle Indizes von 1 bis n, die Dimension von T ℓ
k V ist somit nk+ℓ.

Sei T ∈ T ℓ
k V , dann erhalten wir eine Basisdarstellung von T der Form

(7.1) T =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jℓ=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejℓ . ti1,...,ikj1,...,jℓ
.

7.22. Definition. Wir nennen (ti1,...,ikj1,...,jℓ
)i1,...,ik,j1,...,jℓ die Koeffizienten von T

bezüglich der Basis E = (e1, . . . , en) von V und schreiben

ET =
(
ti1,...,ikj1,...,jℓ

)
i1,...,ik,j1,...,jℓ

.

7.23. Bemerkung. Man beachte, dass die Indizes ia, die zu den kovarianten
Basisvektoren eik gehören, in t...... oben und die Indizes jb zu den kontravarianten
Basisvektoren ejb unten geschrieben werden. Das hat zwei gute Gründe.

(1) Seien v ∈ V , α ∈ V ∗, dann gilt

v =
∑
i

ei . e
i(v) und α =

∑
i

ei . α(ei) .

Insbesondere steht im Koeffizient ei(v) von ei der Index bereits oben,
und der Koeffizient α(ei) von ei steht bereits unten. Anders ausge-
drückt, müssen wir einen kontrvarianten Basisvektor ei auf das kova-
riante Element v anwenden, um seine Koeffizienten zu erhalten, und
umgekehrt.

(2) In Summen der obigen Form taucht jeder Index, über den summiert
wird, zweimal auf: einmal oben und einmal unten. In Gleichungen tre-
ten die Indizes, über die nicht summiert wird, auf beiden Seiten des
Gleichheitszeichens in gleicher Höhe auf. Das ist eine gute Faustre-
gel, die aber manchmal verletzt wird, beispielsweise wenn wir einen
Endomorphismus diagonalisieren. Dann erhalten wir Summanden der
Form ei ⊗ ei . λi. Diese Konvention nennt sich auch Ricci-Kalkül.

In der Physik geht man soweit, Summationszeichen wegzulassen,
sobald der Summationsindex einmal oben und einmal unten auftaucht.
Da das aber immer wieder zu Unklarheiten führen kann, rate ich von
dieser sogenannten Einsteinschen Summenkonvention ab.

7.24. Bemerkung. Wir geben einige bekannte Tensoren in Koordinaten
an. Es sei V ein k-Vektorraum und E = (e1, . . . , en) eine Basis von V .
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(1) Wir fassen einen Endomorphismus F ∈ Endk V als Element von T 1
1 V

auf, siehe Proposition 7.8. Dann ist EF die darstellende Matrix aus
Folgerung 2.77. Wenn F diagonalisierbar und E eine Basis aus Eigen-

vektoren ist, erhalten wir die einfachere Darstellung EF = (λiδ
j
i )i,j .

Beachte, dass wir einen der Indizes hochgestellt haben.
(2) Wir fassen ein Skalarprodukt g auf V als Element von T 2

0 V auf, siehe
Proposition 7.11. Dann ist Eg die Gramsche Matrix aus Definition 6.12.
Wenn E eine g-Orthonormalbasis ist, erhalten wir die einfache Dar-
stellung Eg = (δij)i,j .

(3) Wir betrachten das Kreuzprodukt × : R3 × R3 → R3 als Element
von T 2

1 R3. Es sei jetzt E die Standardbasis des R3. Dann gilt E× =
(εkij) mit

εkij =
(j − i)(k − i)(k − j)

2

=

{
sign

(
1 2 3
i j k

)
i, j und k sind paarweise verschieden,

0 sonst.

Man nennt εkij auch das alternierende Symbol oder auch Levi-Civita-
Symbol.

(4) Wir betrachten das Spatprodukt vol auf R3 aus Abschnitt 1.6 als Ele-
ment von T 3

0 R3. dann gilt E vol = (εijk)i,j,k, dabei ist εijk = εkij ∈
{0,±1} wie oben.

(5) Für beliebige Determinantenfunktionen ω auf beliebigen Vektorräum-
en V mit Basis E wie oben gilt

Eω = λ(εi1...in)i1,...,in ,

wobei λ = ω(e1, . . . , en) ∈ k. Dabei ist das alternierende Sym-
bol εi1...in ∈ {0,±1} analog zu (4) definiert. Das folgt aus der Leibniz-
Formel 4.13, da ΛnV ∗ nach Proposition 4.9 eindimensional ist.

7.25. Bemerkung. Wir stellen die Operationen aus Bemerkung 7.21 in der
obigen Basis E von V dar. Dazu seien S ∈ T q

p V und T ∈ T ℓ
k V mit

ES =
(
s
i1,...,ip
j1,...,jq

)
i1,...,ip,j1,...,jq

und ET =
(
ti1,...,ikj1,...,jℓ

)
i1,...,ik,j1,...,jℓ

.

Dann gilt

E(S ⊗ T ) =
(
s
i1,...,ip
j1,...,jq

· tip+1,...,ip+k

jq+1,...,jq+ℓ

)
i1,...,ip+k,j1,...,jq+ℓ

,(1)

E(P
τ
σT ) = t

iσ−1(1),...,iσ−1(k)

jτ−1(1),...,jτ−1(ℓ)
,(2)

E(ε
b
aT ) =

( n∑
i=1

t
i1,...,

a︷︸︸︷
i ,...,ik−1

j1,..., i︸︷︷︸
b

,...,jℓ−1

)
i1,...,ik−1,j1,...,jℓ−1

,(3)

E(η
b
aT ) =

(
t
i1,...,îa,...,ik+1

j1,...,ĵb,...,jℓ+1
· δia,jb

)
i1,...,ik+1,j1,...,jℓ+1

.(4)
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Die Begründungen sind sich ähnlich. Daher erklären wir (3) exemplarisch. Es
gilt

εbaT = εba

( n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jℓ=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejℓ . ti1,...,ikj1,...,jℓ

)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jℓ=1

εba
(
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejℓ

)
. ti1,...,ikj1,...,jℓ

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jℓ=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ êia ⊗ · · · ⊗ eik

⊗ej1 ⊗ · · · ⊗ êjb ⊗ · · · ⊗ ejℓ . ejb(eia)︸ ︷︷ ︸
=δia,jb

. ti1,...,ikj1,...,jℓ

=

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik−1=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jℓ−1=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ eik−1

⊗ej1 ⊗ · · · ⊗ ejℓ−1 .
n∑

i=1

t
i1,...,

a︷︸︸︷
i ,...,ik−1

j1,..., i︸︷︷︸
b

,...,jℓ−1
.

Im letzten Schritt haben wir die Indizes ic mit c > a in ic−1 und die Indizes jd
mit d > b in jd−1 umbenannt. An die Stelle der notwendigerweise gleichen
Indizes ia und jb ist der neue Index i getreten.

Zu guter Letzt betrachten wir noch das Verhalten von Tensoren unter Ba-
siswechseln. Es seien E = (e1, . . . , en) und F = (f1, . . . , fn) Basen von V . Es
sei A = E idF die Basiswechselmatrix wir in Bemerkung 2.78. Wir schreiben
jetzt A = (aij)i,j , so dass

(7.2) fj =
n∑

i=1

ei . a
i
j .

Ein Vektor v ∈ V habe die Basisdarstellungen

v =

n∑
i=1

ei . x
i =

n∑
j=1

fj . y
j .

Dann folgt

v =
n∑

j=1

fj . y
j =

∑
i,j

ei . (a
i
j · yj) , also xi =

n∑
j=1

aij · yj

durch Koeffizientenvergleich. Da xi = ei(v) und yj = f j(v), schließen wir, dass

ei =
n∑

j=1

aij · f j .

Es bezeichne jetzt (aj
i)i,j die Inverse von A, so dass

(7.3) f j =
n∑

j=1

ei . ai
j .
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Jetzt steht die Basiswechselmatrix A−1 wieder rechts. Um A−1 und A ausein-
anderzuhalten, schreiben wir mal den unteren, mal den oberen Index zuerst.

7.26. Proposition. Es seien E = (e1, . . . , en) und F = (f1, . . . , fn) Basen
von V , und es sei A = E idF = (aij)i,j die Basiswechselmatrix und A−1 =

(ai
j)i,j ihre Inverse. Es sei T ∈ T ℓ

k V mit Koeffizienten

ET =
(
ti1,...,ikj1,...,jℓ

)
i1,...,ik,j1,...,jℓ

und FT =
(
sp1,...,pkq1,...,qℓ

)
p1,...,pk,q1,...,qℓ

.

Dann gilt

ti1,...,ikj1,...,jℓ
=

n∑
p1=1

· · ·
n∑

pk=1

n∑
q1=1

· · ·
n∑

qℓ=1

ai1p1 · · · aikpk · aj1
q1 · · · ajℓ

qℓ · sp1,...,pkq1,...,qℓ
.

Somit transformieren kovariante Koeffizienten mit der Basismatrix und kon-
travariante Koeffizienten mit ihrer Inversen. Für Physiker ist das das Haupt-
merkmal, um kovariante von kontravarianten Faktoren im Tensorprodukt aus-
einanderzuhalten. Wir können umgekehrt FT aus ET erhalten, indem wir A
durch A−1 ersetzen. Die Koeffizienten ai1p1 · · · aikpk ·aj1 q1 · · · ajℓ qℓ sind übrigens
gerade die Koeffizienten des iterierten Kroneckerprodukts

A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
k Faktoren

⊗A−1 ⊗ · · · ⊗A−1︸ ︷︷ ︸
ℓ Faktoren

.

Beweis. Wir müssen nur (7.2) und (7.3) in die Darstellung von T zur
Basis F analog zu (7.1) einsetzen und Koeffizienten vergleichen. □

7.4. Die Dehn-Invariante

Der bekannte Göttinger Mathematiker David Hilbert hat am 8.8.1900 eine
Liste von 23 aus seiner Sicht wichtigen offenen Problemen beim Internationalen
Mathematiker-Kongress in Paris vorgestellt. In diesem Abschnitt betrachten
wir Hilberts drittes Problem. Hilberts Schüler Max Dehn konnte es noch im
selben Jahr lösen.

7.27. Definition. Ein Halbraum in einem reellen Vektorraum V ist eine
Teilmenge der Form

H =
{
v ∈ V

∣∣ α(v) ≤ r
}
,

dabei ist α ∈ V ∗ \ {0} und r ∈ R. Wir nennen

E =
{
v ∈ V

∣∣ α(v) = r
}

die Randhyperebene von H (Randebene, falls dimV = 3).

Ein Polytop P in V ist ein endlicher Durchschnitt von Halbräumen. Wir
nennen P beschränkt, wenn zu jedem α ∈ V ∗ \ {0} ein r ∈ R existiert, so
dass α(x) ≤ r für alle x ∈ P .

Sei P = H1∩· · ·∩HN ein Polyeder, seien E1, . . . , EN die Randhyperebenen
der Halbräume H1, . . . , HN , und sei I ⊂ {1, . . . , N} eine Teilmenge. Falls

FI = P ∩
⋂
i∈I

Ei
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nicht leer ist, heißt FI eine Seite von P Die Dimension von FI ist die maximale
Zahl k ∈ N, so dass es Punkte x0, . . . , xk ∈ FI gibt, für die die Vektoren x1−x0,
. . . , xk − x0 ∈ V linear unabhängig sind.

Ein beschränktes Polytop kann sich also in keiner Richtung beliebig weit
ausdehnen. Die Dimension einer Seite ist gerade die Dimension des von ihr auf-
gespannten affinen Unterraums, siehe Definition 3.21. Bei einem Polyeder im R3

nennt man die zweidimensionalen Seiten auch
”
Flächen“, die eindimensionalen

Seiten heißen
”
Kanten“, und die null-dimensionalen Seiten heißen

”
Ecken“. Die

obige Definition stimmt insoweit mit unser Anschauung überein. Außerdem
gilt P = F∅, und somit hat auch P eine Dimension.

Man beachte, dass P nach Konstruktion immer konvex ist, das heißt, mit
zwei Punkten p0, p1 ∈ P liegt auch die Strecke von p0 nach p1 ganz in P .
Ein zweidimensionales Polytop heißt (konvexes) Polygon, ein dreidimensionales
Polytop heißt (konvexer) Polyeder.

Wir können ein Polytop zerschneiden. Dazu fixieren wir α ∈ V ∗ und r ∈ R
und schreiben

P = P1 ∪ P2

mit P1 = P ∩
{
x ∈ V

∣∣ α(x) ≤ r
}
,

P2 = P ∩
{
x ∈ V

∣∣ α(x) ≥ r
}
.

Die Schnitthyperebene ist die affine Hyperebene E = {x ∈ V | α(x) = r }.
Falls P sowohl Punkte x mit α(x) < r als auch Punkte y mit α(y) < r
enthält, dann sind P1 und P2 wieder Polytope der gleichen Dimension. Sei-
en umgekehrt P1 und P2 zwei Polytope der gleichen Dimension, die aus P
durch Schneiden an E entstanden sind, so sagen wir, dass wir P1 und P2 zu P
zusammensetzen können.

Wir wollen Polyeder im (R3, ⟨, ⟩) mit dem Standardskalarprodukt betrach-
ten, so dass wir Längen, Winkel und Volumina messen können. Wir wissen zwar
nicht genau, wie man Volumina im Allgemeinen misst, die Vorüberlegungen in
Abschnitt 4.1 reichen hier aber völlig aus. Wir nehmen an, dass P ⊂ R3 ein
beschränkter Polyeder ist, also insbesondere dreidimensional. Wenn wir P an
einer Hyperebene E schneiden, so dass die beiden Stücke P1 und P2 wieder
dreidimensional sind, dann sollte für jeden vernünftigen Volumenbegriff gelten,
dass

vol(P ) = vol(P1) + vol(P2) .

Wir nennen zwei Polyeder P , Q ∈ R3

”
kongruent“ (deckungsgleich), wenn es

eine Isometrie g gibt mit g(P ) = Q. Dabei bedeutet Isometrie hier, dass es A ∈
O(3) und v ∈ R3 gibt mit g(x) = Ax + v für alle x ∈ R3. In diesem Fall sollte
selbstverständlich auch vol(P ) = vol(Q) gelten.

7.28. Frage (Hilberts drittes Problem). Gegeben seien zwei beschränkte
Polyeder P , Q ∈ R3 von gleichem Volumen. Kann man P und Q entlang von
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Ebenen in gleich viele Stücke

P = P1 ∪ · · · ∪ Pk und Q = Q1 ∪ · · · ∪Qk

zerschneiden, so dass Pi zu Qi kongruent ist für alle i?

Dehns Antwort auf diese Frage lautet
”
Nein“. Übrigens ändert sich die Ant-

wort nicht, wenn man erlaubt, die Polyeder zuerst durch deckungsgleiche Stücke
zu vergrößern und dann erst zu zerschneiden. Im Falle konvexer Polygone lautet
die Antwort auf die entsprechende Frage übrigens

”
Ja“. Je zwei Polygone mit

gleichem Flächeninhalt lassen sich in deckungsgleiche Stücke zerschneiden.

Dehn konstruiert eine Invariante, die sich beim Zerschneiden, Bewegen der
Stücke und erneuten Zusammensetzen nicht ändert. Dann braucht er nur zwei
Polyeder mit gleichem Volumen anzugeben, für die diese Invariante verschiedene
Werte annimmt. Wir wollen diese Invariante jetzt beschreiben. Dazu betrachten
wir etwas genauer, was beim Zerschneiden P = P1 ∪P2 mit den Kanten von P ,
P1 und P2 passiert.

Eine Kante eines Polyeders ist eindeutig festgelegt durch ihre beiden End-
punkte p0, p1 ∈ P , oder durch die beiden Flächen F0, F1 von P , die sich in
ihr schneiden. Nach Lemma 6.26 können wir die zugehörigen Halbräume auch
darstellen als

Hi =
{
x ∈ R3

∣∣ ⟨x, νi⟩ ≤ r
}
,

und wir können Vektoren ν0 und ν1 ∈ R3 der Länge 1 wählen. Dann heißt νi
auch der äußere Normaleneinheitsvektor an die Fläche Fi

7.29. Definition. Es sei K eine Kante eines beschränkten Polyeders P ⊂
R3. Es seien p0, p1 ihre Endpunkte, dann heißt ℓ(K) = ∥p1 − p0∥ die Länge
von K. Es seien F0, F1 die zwei Flächen von P , die sich in K schneiden, mit
äußeren Normalenvektoren ν0, ν1 ∈ R3. Dann ist der Diederwinkel der Kante K
definiert als

w(K) = ∡(F0, F1) = π − ∡(ν0, ν1) = arc cos(−⟨ν0, ν1⟩) .

Dieder (Sprich
”
Di-Eder“) bedeutet

”
Zweiflach“, gemeint ist also der Winkel

zwischen den zwei Flächen F0 und F1. Anschaulich gesprochen können wir den
Diederwinkel messen, indem wir senkrecht zur Kante schneiden und den Winkel
zwischen den Flächen von P in der Schnittebene betrachten. In der Definition
haben wir ausgenutzt, dass cos(π − γ) = − cos γ für alle Winkel γ.

7.30. Bemerkung. Wir ordnen jetzt jeder Kante K von P das
Paar (ℓ(K), w(K)) zu, und erhalten so eine ungeordnete Familie von Paaren
in R × (0, π). Wir analysieren, was beim Zerschneiden von P entlang einer
Ebene E mit dieser Familie passiert.

(1) Falls eine Kante ganz auf einer Seite der Ebene E liegt, kommt eine
entsprechende Kante entweder in P1 oder in P2 vor:

(ℓ(K), w(K)) ⇝ (ℓ(K), w(K)) .
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(2) Falls eine Kante von P die Ebene E in einem Punkt schneidet, er-
halten wir neue Kanten K1 von P1 und K2 von P2 mit dem gleichen
Diederwinkel, und die Längen addieren sich zur alten Länge:

(ℓ(K1) + ℓ(K2), w(K)) ⇝ (ℓ(K1), w(K)) und (ℓ(K2), w(K)) .

(3) Falls eine Kante von P ganz in E liegt, erhalten wir zwei neue Kan-
tenK1 von P1 undK2 von P2 der gleichen Länge, und die Diederwinkel
addieren sich:

(ℓ(K), w(K1) + w(K2)) ⇝ (ℓ(K), w(K1)) und (ℓ(K), w(K2)) .

(4) Nachdem wir alle Kanten von P untersucht haben, betrachten wir den
Schnitt von E mit einer Fläche F von P . Aus dem Nichts entstehen
hier zwei Kanten K1 von P1 und K2 von P2 der gleichen Länge, deren
Diederwinkel sich zu π addieren:

∅ ⇝ (ℓ(K), w(K)) und (ℓ(K), π − w(K)) .

Jetzt haben wir alle Kanten von P , P1 und P2 erfasst.

Die Operationen (2) und (3) erinnern uns an die Additivität des Tensorpro-
dukts in Bemerkung 7.2 (1), wenn wir

”
und“ als

”
+“ lesen. Auch (4) scheint

etwas mit Additivität zu tun haben, wenn wir den Winkel π mit 0 identifizieren.

Auf der anderen Seite scheint nichts der Multiplikativität des Tensorpro-
duktes zu entsprechen. Nur Multiplikation mit ganzen Zahlen lässt sich hinein-
und wieder herausziehen, etwa gilt

(ℓ, w) . 2 = (ℓ, w) + (ℓ, w) = (ℓ+ ℓ, w) = (2ℓ, w) .

Also interpretieren wir die Paare (ℓ, w) als Tensoren, und zwar in einem Tensor-
produkt über den ganzen Zahlen Z, nicht, wie man vielleicht erwarten würde,
über R.

7.31. Definition. Es sei P ⊂ R3 ein dreidimensionales beschränktes Poly-
eder. Wir definieren die Dehn-Invariante D(P ) ∈ R⊗Z (R/πR) durch

D(P ) =
∑

K Kante von P

ℓ(K)⊗ [w(K)] .

Für eine endliche Familie von Polyedern addieren wir die Dehn-Invarianten der
einzelnen Polyeder zur Dehn-Invariante der Familie auf.

Tatsächlich sind wir gezwungen, nicht über R zu arbeiten, denn R/πZ ist
kein R-Vektorraum, sondern nur ein Z-Modul.

7.32. Bemerkung. Wenn alle Diederwinkel eines Polyeders P in πQ liegen,
gilt D(P ) = 0. Um das zu sehen, überlegen wir uns, dass

ℓ⊗
(p
q
π
)
=
(q
q
ℓ
)
⊗
(p
q
π
)
=

(
1

q
ℓ

)
⊗ (pπ) =

(p
q
ℓ
)
⊗ π = 0 .

Dabei haben wir zunächst einen Faktor q ∈ Z von links nach rechts, dann
einen Faktor p ∈ Z von rechts nach links bewegt. Insgesamt verhält sich das
Tensorprodukt über Z hier tatsächlich wie ein Tensorprodukt über Q — auch
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wenn R/πZ gar kein Q-Vektorraum ist. In der Tat sind R⊗R R/πZ und R⊗Q
R/πQ als Z-Moduln isomorph.

Ein Beispiel für die obige Überlegung ist der Quader. All seine Diederwinkel
sind rechte Winkel, also π

2 . Somit gilt für Quader Q, insbesondere für Würfel,
dass D(Q) = 0.

Umgekehrt kann man zeigen, dass ℓ⊗ w ̸= 0 gilt, wenn w /∈ πQ.

7.33. Satz (Dehn). (1) Die Dehn-Invariante ändert sich nicht beim
Zerschneiden oder Zusammensetzen von Polyedern. Sie ist invariant
unter Euklidischen Isometrien.

(2) Es gibt Polyeder mit gleichem Volumen, aber unterschiedlichen Dehn-
Invarianten.

Übrigens hat Dehn diesen Satz formuliert ohne das Konzept des Tensorpro-
duktes, das es damals noch nicht gab.

Beweis. Der Beweis von (1) folgt aus Bemerkung 7.30 und den Eigen-
schaften des Tensorproduktes, siehe Bemerkung 7.2. Isometrieinvarianz gilt, da
Isometrien Längen und Diederwinkel von Kanten erhalten.

Zu (2) betrachten wir einen regulären Tetraeder T mit Kantenlänge 1. Sei h
die Höhe in einem der sechs gleichseitgen Dreiecke. Da der Schwerpunkt eines
gleichseitigen Dreiecks h

3 von jeder Seite des Dreicks entfernt ist, finden wir

den Diederwinkel in einem Dreick mit Hypothenuse h und Ankathete h
3 Somit

erhalten wir für die Diederwinkel den Wert arc cos 1
3 , und dieser ist irrational.

Insgesamt folgt

D(T ) = 6⊗
[
arc cos

1

3

]
̸= 0 ∈ R⊗Z πZ .

Auf der anderen Seite gibt es einen Würfel W mit dem gleichen Volumen
und D(W ) = 0 nach obiger Bemerkung. □

7.34. Bemerkung. Wir wollen uns kurz veranschaulichen, wie
”
groß“ der

Raum R ⊗Z R/πZ ∼= R ⊗Q R/πQ ist. Zunächst einmal haben R und R/πQ
über Q überabzählbare Dimension. Wegen Proposition 7.7 gilt das auch für ihr
Tensorprodukt.

Wir können aber R⊗Q R/πQ auch als R-Vektorraum auffassen, mit r · (ℓ⊗
w) = (rℓ) ⊗ w für alle r ∈ R. In diesem Fall wählen wir eine überabzählbare
Q-Basis (ei)i∈I von R so, dass π = ei0 einer der Basisvektoren ist. Es sei I0 =
I \{i0}, dann ist (1⊗ei)i∈I0 eine nach wie vor überabzählbare R-Basis von R⊗Z
R/πZ ∼= R⊗Q R/πQ.

Somit können wir die Dehn-Invariante D auch als eine überabzählbare Fa-
milie von R-wertigen Invarianten Di auffassen, so dass

D(P ) =
∑
i∈I0

Di(P )⊗ ei ∈ R⊗Z R/πZ .
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Also ist das Volumen nur eine von sehr vielen R-wertigen Invarianten, die gleich
sein müssen, damit man ein Polyder in ein anderes durch Zerschneiden und
Zusammensetzen überführen kann.

Allerdings sieht man auch, dass sich die Diederwinkel in (0, π) stetig ändern,
wenn man ein Polyeder Pt in Abhängigkeit von einem Parameter t deformiert.
In der obigen Darstellung wären die einzelnen Invarianten Di(Pt) jedoch nicht
stetig. Daher scheint es sinnvoller, die Dehn-Invariante als eine einzelne Invari-
ante mit Werten in dem mysteriösen Raum R⊗Z R/πZ zu betrachten.

Ohne Beweis vervollständigen wir das Bild.

7.35. Satz (Sydler). Zwei dreidimensionale Poyeder im R3 lassen sich ge-
nau dann entlang von Ebenen in gleich viele Stücke

P = P1 ∪ · · · ∪ Pk und Q = Q1 ∪ · · · ∪Qk

zerschneiden, so dass Pi zu Qi kongruent ist für alle i, wenn vol(P ) = vol(Q) ∈
R und D(P ) = D(Q) ∈ R⊗ R/πZ.
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