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KAPITEL 1

Zahlen

Die Analysis I ist die Lehre von den ,Funktionen einer Veridnderlichen®.
Aus der Schulzeit kennen wir bereits Beispiele wie

f(x) =sinx,

und Aussagen wie
f'(z) = cos .

In dieser Vorlesung wollen wir verstehen, was solche Aussagen bedeuten,
und wozu sie gut sind. Im obigen Ausdruck , f(z)“ ist x eine Variable oder
,, Verdnderliche®“, und wir diirfen fiir x reelle Zahlen einsetzen. Wenn wir das
tun, ordnen wir einer reellen Zahl x eine neue reelle Zahl f(x) zu. Spéter wer-
den wir sehen, dass die Funktion f(z) = sinx stetig und sogar differenzierbar
ist, und dass ihre Ableitung durch f'(x) = cosz gegeben wird. Dazu miissen
wir die drei kursiven Begriffe definieren und gut verstehen — und noch einiges
mehr.

In diesem ersten Kapitel legen wir dazu die Grundlagen. Zuerst fithren wir
Sprechweisen fiir Mengen, Abbildungen und natiirliche Zahlen ein. Danach kon-
struieren wir ein Modell fiir die reellen Zahlen. Wir lernen einige wichtige Fi-
genschaften der reellen Zahlen kennen, die wir spiter beim Betrachten stetiger
und differenzierbarer Funktionen immer wieder ausnutzen werden.

1.1. Mengen

Wenn man mochte, kann man fast die gesamte Mathematik auf das Studi-
um von Mengen und ihren Elementen zuriickfithren. Das ist aber leider recht
miithsam, und man muss sehr sorgfiltig sein, um nicht in Widerspriiche zu gera-
ten. Wenn Sie wissen mochten, wie das geht, sollten Sie spéter im Verlauf Thres
Studiums eine Vorlesung iiber Mengenlehre besuchen. Wir wollen die Mengen-
lehre als eine Sprache benutzen, in der man sehr elegant iiber mathematische
Sachverhalte sprechen kann. Dazu lernen wir jetzt die ersten Vokabeln und
grammatikalischen Regeln.

Georg Cantor hat den Mengenbegriff als erster eingefiihrt.

»Hine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiede-
nen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.

1



2 1. ZAHLEN

1.1. BEISPIEL. Zahlen sind Objekte unserer Anschauung, also ist {1,2,3}

eine Menge. Die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen lernen wir im
Abschnitt kennen.

Die ,,Objekte® in einer Menge heiflen Elemente. Wenn ein Objekt a in einer
Menge M enthalten ist, schreiben wir

a€ M,

ansonsten a ¢ M.

1.2. DEFINITION. Zwei Mengen heiflen gleich, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten.

1.3. BEMERKUNG. Wenn man Mengen als Aufzihlung M = {ai,...,a,}
angibt, kann es passieren, dass a; = a; fiir zwei Indizes ¢ und j. Trotzdem ist
a; dadurch nicht ,,zweimal“ in M enthalten. Also zum Beispiel

{1,1,2} = {2,1} = {1, 2},

denn alle drei Mengen enthalten die gleichen Elemente, namlich 1 und 2. Aber

natiirlich gilt
{1,2} #{1,2,3}.

1.4. BEISPIEL. Besonders wichtig ist die leere Menge, die gar kein Element
enthélt. Wir schreiben
0={}

Inzwischen sind auch Mengen ,,Objekte unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung® geworden. Also kann man auch Mengen betrachten, deren Elemente selbst
wieder Mengen sind. In der Tat kann man ausgehend von der leeren Menge be-
reits sehr viele andere Mengen konstruieren, etwa

D=1}, {03, {{0},0}  usw...,

genug, um alle Objekte dieser Vorlesung zu beschreiben.

Wir stoflen jetzt auf das erste Problem mit Cantors Mengenbegriff.

1.5. SATZ (Russellsche Antinomie). Es gibt keine Menge M, deren Elemente
genau diejenigen Mengen sind, die sich nicht selbst enthalten.

Wir formulieren die Russellsche Antinomie hier wie selbstverstindlich als
einen Satz, also als eine bewiesene mathematische Aussage. Zu ihrer Zeit war
die Russellsche Antinomie ein Widerspruch im mathematischen Denkgeb#ude
— so etwas darf es nicht geben, denn aus einem Widerspruch ldsst sich alles fol-
gern, man konnte als Mathematiker nicht mehr zwischen , richtig” und ,,falsch*
unterscheiden, und dadurch wiirde Mathematik als Ganzes bedeutungslos. Man
hat einige Zeit gebraucht, um eine handhabbare Version der Mengenlehre zu
formulieren, in der aus dem fatalen Widerspruch ein harmloser Satz wird.

BeweEls. Wiirde es eine solche Menge M geben, dann miisste entweder M &€
M oder M ¢ M gelten. Aber nach Definition von M gilt M € M genau dann,
wenn M ¢ M, und das ist ein Widerspruch. Also gibt es keine Menge M. [
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1.6. BEMERKUNG. Wir haben gerade unseren ersten indirekten Beweis ken-
nengelernt. Bei einem indirekten Beweis nimmt man an, dass die Aussage, die
man beweisen mochte, falsch ist, und leitet daraus einen Widerspruch her.
Manchmal ist das die einfachste Weise, einen Satz zu beweisen. Der Nachteil ist
aber, dass man — wie im obigen Beweis — nicht auf Anhieb versteht, warum
der Satz gilt. Wenn moglich, wollen wir daher indirekte Beweise vermeiden.

Zuriick zu Cantors Mengenbegriff und zur Russellschen Antinomie. Wir
sehen, dass nicht jede ,,Zusammenfassung von Objekten unseres Denkens und
unserer Anschauung® eine Menge sein kann. Wir werden daher die Existenz
einiger niitzlicher Mengen annehmen, und wir werden einige Konstruktionen
angeben, die neue Mengen aus alten erzeugen. Die gesamte Mathematik basiert
auf der Annahme, dass man das ohne Widerspriiche machen kann — aber aus
prinzipiellen Griinden ldsst sich die Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre nicht
beweisen.

1.7. DEFINITION. Seien M und N Mengen, dann heifit M eine Teilmenge
von N, wenn alle Elemente a von M auch in N enthalten sind. Dafiir schreiben
wir

M CN.

1.8. BEMERKUNG. (1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M.
(2) Es gilt {x} C M genau dann, wenn z € M.
(3) Es gilt immer M C M.
(4) Wenn M C N und M # N gilt, heiit M auch echte Teilmenge von N.

In den meisten Mathebiichern wird das Symbol ,,C*“ so verwendet wie hier.
Es gibt zwar eine internationale Norm, nach der nur echte Teilmengen mit ,,C*
bezeichnet werden sollen, aber in der Mathematik benéttigt man das Symbol
fiir beliebige Teilmengen weitaus haufiger, und schreibt daher ,,C“. Fiir echte
Teilmengen verwenden wir das Symbol ,,;Cé“. Falls Sie ein Mathebuch zur Hand
nehmen, in dem das Symbol ,,C* vorkommt, sollten Sie zur Sicherheit trotz-
dem herausfinden, ob der Autor damit beliebige oder nur echte Teilmengen
bezeichnet. Genauso vorsichtig sollten Sie eigentlich mit allen Definitionen und
Bezeichnungen verfahren.

Kommen wir jetzt zur Konstruktion neuer Mengen aus alten.

1.9. DEFINITION. Seien M und N Mengen.

(1) Der Durchschnitt M NN enthélt genau die Elemente, die sowohl in M
als auch in N enthalten sind.

(2) Die Vereinigung M U N enthilt genau die Elemente, die in M oder in
N enthalten sind.

(3) Wenn M NN = ) gilt, heissen M und N disjunkt, und M U N ist eine
disjunkte Vereinigung. Um zu zeigen, dass eine Vereinigung disjunkt
ist, schreiben wir M U N.

(4) Die (Mengen-) Differenz N\M enthilt genau die Elemente, die in N,
aber nicht in M enthalten sind. Ist M Teilmenge von N, so nennt man
N\M auch das Komplement von M in N.
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(5) Das kartesische Produkt M x N besteht aus allen Paaren (x,y) von
Elementen z € M und y € N. Fiir das Produkt einer Menge M mit
sich selbst schreibt man auch M? = M x M.

Fiir den Anfang reichen uns diese Konstruktionen. Spéter werden wir auch
Vereinigungen und Durchschnitte beliebig vieler Mengen bendtigen.

Insbesondere sind M NN, M UN, N\M und M x N auch wieder Mengen
(Bild: Ven-Diagramme).

1.10. BEMERKUNG. Die Notation (x,y) bezeichnet ein (geordnetes) Paar,
allgemeiner bezeichnet (z1,...,x,) ein n- Tupel. Hierbei kommt es auf die Rei-
henfolge der Eintrdge (nicht ,Elemente“!) an, und ein und derselbe Eintrag
kann mehrfach auftreten. Zum Beispiel:

(1,1) € {1,2} x {1,2,3}
und
(1,2) # (2,1) # (2,1,1).

1.11. DEFINITION. Die Menge aller Teilmengen von M heifit Potenzmenge
P(M). Auch die Potenzmenge einer Menge ist wieder eine Menge.

1.12. BEISPIEL. Sei M = {1,2}, dann gilt
P(M) = {0,{1},{2},{1,2}}.
Es sei M eine Menge. Man betrachtet oft die Teilmenge aller Elemente z
von M, die eine bestimmte Eigenschaft £ haben, und schreibt dafiir
{z € M | z hat die Eigenschaft E}.
Das ist dann wieder eine Menge.

1.13. BEISPIEL. Die folgenden Beispiele verstehen wir spéter etwas besser.
1+v5 1-5
2 72 ’
[a,b] ={z € R|a <z und z < b}.

{xeR[xQ—m—I:O}:{

Wenn die Grundmenge klar ist, ldsst man sie manchmal in der Notation weg.
Anstelle von

{reR| Esgibt y e Rmit z =y? +y—1}
schreibt man auch kurz
{ +y—1|yeR}.

Diese Abkiirzungen sollten Sie aber nur verwenden, wenn Sie genau wissen,
warum es wichtig ist, die Grundmenge anzugeben.

1.14. FOLGERUNG. (aus der Russellschen Antinomie[1.5). Die Gesamtheit
aller Mengen ist keine Menge.



1.1. MENGEN 5

BeEwEls. Wire die Gesamtheit aller Mengen selbst eine Menge N, dann
wére auch

M={XeN|X¢X}
wieder eine Menge, was nach [I.5| aber nicht sein kann. O

Wir wollen nun einige wichtige Regeln fiir das Rechnen mit Mengen ken-
nenlernen.

1.15. PROPOSITION. Seien M und N Mengen, dann sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent.

(1) M CN,
(2) MAN =M,
(3) MUN =N.

Eine Proposition ist — &hnlich wie ein Satz — eine bewiesene mathema-
tische Aussage. ,,Bewiesen“ heifit, es gibt einen Beweis, der die Aussage aus
zugrundeliegenden Annahmen, den Aziomen und anderen bereits bewiesenen
Aussagen folgert. Zwei oder mehr Aussagen heissen dquivalent, wenn jede von
ihnen genau dann richtig ist, wenn auch die anderen Aussagen richtig sind.

BeweErs. Ubung. Dabei reicht es, zu zeigen:
=@, @@=, wd @)=(00).
Dadurch ldsst sich etwas Arbeit einsparen. ]

1.16. PROPOSITION. FEs seien X,Y,Z Mengen, dann gelten

(1) Assoziativgesetze:
XUulYuz) = (Xuy)uz,
XniYnZz) = (XnyY)nz,
(2) Kommutativgesetze:
XUY = YUX,
XNY = YNX,
(3) Idempotenzgesetze:
XUX = X,
XnXx = X,
(4) Distributivgesetze:
XNnYuZz) = (XnY)u(XnZ2),
XulYnZzZ) = (Xuy)n(Xu2z),
(5) De Morgansche Regeln:
X\(Yuz) = (X\Y)n(X\2),
X\(¥Ynz) = (X\Y)u(Xx\2),
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(6) Absorptionsgesetze:

XUuXny) = X,
XN(XUY) X

BeEwEIls. Exemplarisch geben wir nun die Beweise fiir zwei Rechenregeln
an.

Zur Kommutativitit der Vereinigung betrachten wir Definition (12).
Wenn wir dort die Rollen von M und N vertauschen, erhalten wir die gleiche
Menge M UN = N U M.

Die Assoziativitéit der Vereinigung beweisen wir durch Fallunterscheidung.
Jedes Objekt a kann in X liegen oder nicht, genauso in Y oder in Z. Wir
erhalten acht Fille, die wir in einer Tabelle zusammenfassen. Dabei heifit ,,w*,
dass eine Aussage wahr ist, und ,, f“, dass sie falsch ist.

aceX|aceY |aeZ||laceYUZ|aeXU(YUZ)
f f f

= e
g8 -5 g 4
£ €224 2 =

w W

=

W W

Der Vergleich mit einer entsprechenden Tabelle fir a € X UY und a € (X U
Y) U Z zeigt, dass die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

(1) ae X oder a € Y oder a € Z,

(2) ae XU(YU2Z),

(3) ace (XUY)UZ.

Nach Definition folgt
XUlYuZz)=(XuYy)uZz

Die anderen Aussagen lassen wir als Ubung. U

Wir haben letztlich alle Aussagen iiber Mengen in dieser Proposition zurtick-
gefiihrt auf Eigenschaften der elementaren logischen Verkniipfungen ,,und* und
,oder“.

1.17. BEMERKUNG. Sei M eine Menge, und seien X,Y,Z C M. Nach De-
finition koénnen wir genausogut X, Y, Z € P(M) schreiben. Zu den Re-
chenregeln aus Proposition hinzu kommen einige weitere einfache Regeln:

(7) Neutrale Elemente:
PUX =X MnNX=X
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(8) Extremalitdt:
MuX=M INX =0

Man beachte, dass zu allen Regeln eine entsprechende Regel existiert, in der
,U“ und ,,N*“ sowie ,0* und ,,M*“ vertauscht sind.

Die Menge P(M) bildet mit ,,u“, ,N*, ,0* und ,,M* eine Boolesche Algebra.
Die Konstruktion bindrer Computerchips basiert auf den Regeln der Booleschen
Algebren, und somit auf der Mengenlehre und der elementaren Logik.

1.2. Abbildungen

1.18. DEFINITION. Es seien M und N Mengen. Eine Abbildung F': M — N
(lies ,,F von M nach N*) ordnet jedem Element x € M ein Element F'(z) € N
Zu.

Formal fassen wir F' als Tripel (M, N,T'(F)) auf. Hierbei ist I'(F') C M x N
der Graph von F. Wir fordern, dass zu jedem x € M genau ein y € N mit
(z,y) € I'(F) existiert, und setzen F(x) = y.

1.19. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit M der
Definitionsbereich von M und N der Wertebereich. Die Menge aller Abbildun-
gen von M nach N wird mit Abb(M, N) bezeichnet .

Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie den gleichen Definitions- und den
gleichen Wertebereich haben, und jedem Element des Definitionsbereichs jeweils
dasselbe Element des Bildbereichs zuordnen.

1.20. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit die Teil-
menge

imF={yeN| Esgibt x € M mit F(z) =y} ={F(z) |z € M}
das Bild von F'.
Sei V' C N eine Teilmenge, dann heift
FV)={zeM|F(z)eV}
das Urbild von V unter F.

Fiir das Urbild der einelementigen Menge {y} schreibt man manchmal kurz
F~Y(y) statt F~1({y}). Da das zu Missverstindnissen fiihren kann, bleiben wir
erst einmal bei F~1({y}).

1.21. DEFINITION. Eine Abbildung F': M — N heifit

(1) ingektiv, wenn fiir alle z1,z9 € M aus F(z1) = F(x2) schon x; = x2
folgt,

(2) surjektiv, wenn fiir alle y € N ein z € M existiert mit F'(x) = y, und

(3) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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1.22. BEISPIEL. (1) Fiir alle Mengen M ist die Abbildung idy/: M —
M mit idps(x) = z definiert. Sie heifit die Identitdt und ist stets bijek-
tiv.

(2) Die Abbildung F: R — R mit F(z) = 22 ist weder injektiv noch
surjektiv, denn
F(-2)=F(2)=14 und —1¢im(F).
(3) Die Abbildung F: N — N mit F(x) = 2?2 ist injektiv. Die Abbildung
G:N — {22 | 2 € N} mit G(x) = 22 ist bijektiv. Diese Abbildungen
sind verschieden, da sie andere Wertebereiche haben.

Trotzdem werden wir spéiter manchmal beide Abbildungen mit dem gleichen
Symbol bezeichnen.

1.23. DEFINITION. Seien L, M,N Mengen und F: M — N, G: L — M
Abbildungen. Die Verkettung F o G: L — N (lies ,F nach G*) ist die durch
(F'oG)(x) = F(G(x))
definierte Abbildung.

1.24. BEMERKUNG. Sei F': M — N eine Abbildung, und sei U C M eine
Teilmenge. Die Abbildung G: U — M mit G(z) = =z fiir alle x € U heifit
Inklusion. Sie ist stets injektiv. Die Verkettung

Fly=FoG:U— N
(lies ,, F" eingeschrankt auf U“) heiit Einschrdinkung von F auf U.

1.25. BEMERKUNG. Die Buchstaben in ,,F o G scheinen , falsch herum“ zu
stehen, denn die Abbildungen verlaufen von links nach rechts geschrieben so:
L% M £, N
r — Gz) — F(G(z))

Aber in ,(FoG)(z) = F(G(z))“ stimmt die Reihenfolge wieder. Beispielsweise
seien F,G: R — R definiert durch

F(z) =2? und Glx)=z+1,
dann ist
(FoG)(z)=(x+1)? und (GoF)==z*+1.
Insbesondere gilt Go F # F o G.

1.26. SATZ. Seien L,M,N Mengen und F,F': M — N, G,G': L — M
Abbildungen. Dann gilt

(1) Sind F,G injektiv, so ist auch F' o G injektiv.

(2) Sind F,G surjektiv, so ist auch F o G surjektiv.

(3) Sind F, G bijektiv, so ist auch F o G bijektiv.

(4) Ist F o G injektiv, so auch G.

(5) Ist F o G surjektiv, so auch F.

(6) Ist F injektiv, so folgt aus F o G = F o G’ bereits G = G'.
(7) Ist G surjektiv, so folgt aus F o G = F' o G bereits F = F".
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Hierbei bezeichnen F’ und G’ beliebige Abbildungen und nicht die ,, Ablei-
tungen® von F und G.

BEWEIS. Zu (1) seien z,y € L. Aus (F o G)(z) = (F o G)(y) folgt
F(G(z)) = F(G(y)), also G(z) = G(y) wegen Injektivitdt von F, also z = y
wegen Injektivitdt von G, also ist F' o G ebenfalls injektiv.

Der Beweis von (2) verlduft dhnlich wie (1), und (3) folgt sofort aus (1) und
(2). Der Beweis von (4), (5) bleibt als Ubung. Aussage (6) folgt dhnlich wie (7).

Zu (7) sei y € M. Wegen Surjektivitit von G existiert € L mit G(x) = y.
Aus FoG = F' oG folgt
F(y) = (FoG)(x)=(F'oG)(z)=F'(y).
Da das fiir alle y € M gilt, folgt F = F”. O

1.27. SATZ. Sei F': M — N biektiv. Dann existiert genau eine Abbildung
G:N—>M mit GoF =idy und F oG =idy.

1.28. DEFINITION. Die Abbildung G aus Satz heifit die Umkehrabbil-
dung von F.

Die Umkehrabbildung von F' wird manchmal mit F'~! bezeichnet. Auch das
kann zu Missversténdnissen fithren, so dass wir auf diese Bezeichnung verzichten
wollen.

BEWEIS VON SATZ [[.27. Wir miissen zeigen, dass G ezistiert, und dass G
etndeutig ist.

Zur Existenz betrachte die Menge
X ={(F(z),z) |z € M} C N x M.

Zu jedem y € N existiert genau ein z € M mit F'(z) = y, also mit (z,y) € I'(F),
also auch mit (y,z) € X. Also ist X der Graph einer Funktion G: N — M.

Fir alle z € M ist (F(z),2) € X = I'(G), also G(F(z)) = x, und so-
mit G o F' = idp;. Umgekehrt sei y € N, und sei x € M das eindeutige Ele-
ment mit F(z) = y, also G(y) = = und F(G(y)) = F(z) = y. Somit gilt
auch F o G = idy. Also existiert eine Umkehrfunktion, ndmlich G.

Zur Eindeutigkeit von G nehmen wir an, dass H: N — M eine weitere
Umkehrfunktion ist. Zu y € N sei x € M wieder das eindeutige Element mit
F(z) =y. Aus H o F =id), folgt H(F(z)) = =, also H(y) = = = G(y). Da das
fiir alle y € N gilt, stimmen H und G auf allen Elementen von N iiberein, sind
also gleich. O

1.29. DEFINITION. Zwei Mengen M und N heissen gleichmdchtig, wenn es
eine bijektive Abbildung F': M — N gibt.

1.30. BEMERKUNG. Gleichméchtige Mengen haben ,gleich viele* Elemente.
Fiir alle Mengen L, M und N gilt (Ubung):
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(1) M ist gleichméchtig zu M;

(2) N ist genau dann gleichméchtig zu M, wenn M zu N gleichméchtig
ist;

(3) sind L zu M und M zu N gleichméchtig, so ist auch L zu N
gleichméchtig.

Das heiBt, Gleichméchtigkeit verhilt sich wie eine Aquivalenzrelation. Aller-
dings sollte eine Relation immer auf einer Menge definiert sein, und die Menge
aller Mengen gibt es nach Folgerung nicht.

1.31. BEISPIEL. (1) Die Mengen M = {1,2,3} und N = {4,7,15} sind
gleichméchtig. Definiere z.B. F': M — N durch
F(1)=7, F(2)=4, F(3)=15.

(2) Sei M = {n? | n € N} C N die Menge der Quadratzahlen. Da F': N —

M mit F(n) = n? bijektiv ist, sind M und N gleichméchtig, obwohl
M eine echte Teilmenge von N ist.

1.3. Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind uns bereits seit unserer Kindheit vertraut — wir
benutzen sie zum Zahlen. Fiir den Fall, dass es nichts zu zdhlen gibt, haben wir
die Zahl 0. Es ist erstaunlich, dass die Zahl 0 selbst erst spét als eigenstdndige
Zahl eingefiihrt wurde.

Wir wollen natiirliche Zahlen 0,1,2,... konstruieren, indem wir Mengen
,... einfithren, die entsprechend viele Elemente haben. Dazu setzen wir
n={0,....n—1}=n—-1U{n—1}.

Diese Definition ist rekursiv, das heifft, man muss alle Zahlen bis n — 1 kennen,
um n zu konstruieren.

1.32. BEISPIEL. Die ersten ,,Zahlen“ sehen so aus:
0=10
1= {0} = {0}
2={0,1} = {0, {0}}
3=1{0,1,2} = {0,{0},{0,{0}}}
Auf diese Weise erhalten wir alle Zahlen mit elementaren Konstruktionen aus

der leeren Menge.

1.33. BEMERKUNG. Seien m,n natiirliche Zahlen, dann sind die Mengen m
und n genau dann gleichméchtig, wenn m = n gilt. Insbesondere m # n falls
m # n.

1.34. DEFINITION. Eine Menge M heifit endlich, wenn sie zu einer Menge
n gleichméchtig ist. In diesem Fall heifit die Zahl n die Mdchtigkeit von M,
geschrieben n = #M. Ansonsten heifit M unendlich.
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1.35. BEMERKUNG. (1) Wegen Bemerkung und Bemerkung m
kann jede Menge M zu hochstens einer Menge n gleichméchtig sein.
Die Schreibweise # M fiir endliche Mengen ist also sinnvoll.
(2) Endliche Mengen kann man immer als Aufzihlung angeben. Sei etwa
F': n — M bijektiv, dann schreibe

M = {F(0),...,F(n— 1)}

Ist M umgekehrt als {z1,...,z,} gegeben, dann hat M hochstens n
Elemente, ist also endlich.

(3) Fiir unendliche Mengen M fithren wir die Schreibweise ,#M = oo
nicht ein, da nicht alle unendlichen Mengen gleichméchtig sind, siehe
Aufgabe 4 vom Ubungsblatt I.1.

1.36. DEFINITION. Essei N ={0,1,2,...} die Menge natiirlicher Zahlen

1.37. BEMERKUNG. (1) Aus unserer naiven Mengenlehre folgt nicht,

dass N eine Menge ist — das ist ein Axiom, also eine Grundannahme.

(2) Wir betrachten ab jetzt die Zahlen 0,1,2,...; die Mengen 0,1,2,...

werden wir nur noch in Ausnahmefillen brauchen. Aber auch N =

{0,1,2,...} ist nicht automatisch eine Menge — auch die Existenz
dieser Menge ist ein Axiom.

Wir fiihren jetzt die Grundrechenarten auf N ein. Hierbei handelt es sich
um Verkniipfungen, das heifit, um Abbildungen N x N — N, etwa
+:NxN—=N mit +(m,n)=m+n.

Wir definieren sie rekursiv, hierzu brauchen wir nur die Nachfolger-Abbil-
dung +1: N — N, dien € Naufn+1 (bzw. n € Nauf n+1 = n U {n})
abbildet.

1.38. DEFINITION. Die Addition, Multiplikation und Potenzierung sind fiir
m, n € N definiert durch

(1) m+0=m und m+nm+1)=(m+n)+1,
(2) m-0=0 und m-(n+1)=m-n+m,
(3) m® =1 und m) = mn o

BEISPIEL. Zwei einfache Rechnungen:
342=0B+1)+1=(B+0)+1)+1=4+1=5,
3:2=3-1)4+3=(83:-00+3)+3=---=6.
1.39. BEMERKUNG. Seien M, N endliche Mengen.
(1) Falls M NN = 0 ist, gilt #(MUN) = #M + #N.

(2) Es gilt #(M x N) = #M - #N.
(3) Es gilt #Abb(N, M) = #M#N.

Die Grundrechenarten hétten wir auch iiber diese Eigenschaften definieren
konnen.
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Bevor wir das Assoziativgesetz kennenlernen, iiberlegen wir uns, was ,, Klam-
mern® eigentlich bewirken. Fassen wir +: N — N als Abbildung auf, dann be-
deutet (£ +m) + n gerade +(+(¢,m),n), £ + (m + n) bedeutet +(¢,+(m, n)).

1.40. SATZ. Fiir £,m,n € N gelten die Rechenregeln

(1) Assoziativgesetze
(l+m)+n=~L+(m+n)
(0-m)-n=4L-(m-n)
(2) Neutrale Elemente
n+0=n
n-l=mn
(3) Kommutativgesetze

n+m=m-++n

(4) Distributivgesetz
L-(m+n)=L-m+{-n
(5) Kiirzungsregeln
l+n=m+n = {=m

- n=m-n — {=m odern=20.

Die Aussagen (1) — (3) besagen, dass (N, +) und (N, -) jeweils abelsche (das
heifit kommutative) Halbgruppen sind.

BEWEIS. Die Aussagen (2) folgen leicht aus Definition Alle ande-
ren lassen sich durch vollstdndige Induktion beweisen. Der Beweis von (5) ist
Ubung. ]

In der Analysis muss man oft Zahlen vergleichen. Dazu benttigen wir den
Begriff der Anordnung. Fine Anordnung einer Menge M ist eine Relation, das
heifit eine Teilmenge R C M x M, die einige zusétzliche Eigenschaften besitzt.
Wir sagen ,es gilt xRy“ fiir x,y € M, wenn (z,y) € R.

1.41. DEFINITION. Es seien m,n € N, dann gilt m kleiner oder gleich n,
kurz m < n, genau dann, wenn es ein ¢ € N mit m+¢ = n gibt. Es ist m kleiner
als n, kurz m < n, wenn m < n und m # n gilt.

1.42. BEMERKUNG. Etwas einfacher geht es mit Mengen:
m<n < mCn,
m<n <= (mCnundm#n) <= méeEn.

Diese Aquivalenzen lassen sich ebenfalls beweisen, was aber nicht ganz einfach
ist.
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Man beachte den Unterschied in der Notation. Bei ,,C“ ist Gleichheit er-
laubt, bei ,,<“ jedoch ausgeschlossen.
1.43. DEFINITION. Eine Relation R auf eine Menge M heifit Halbordnung,
wenn fiir alle z,y, 2z € M gilt:
(1) Reflexivitdt: xRz,
(2) Antisymmetrie: Aus xRy und yRx folgt x = y,
(3) Transitivitdt: Aus xRy und yRz folgt zRz.

Eine Halbordnung heifit Ordnung, wenn ausserdem fiir alle z,y € M gilt:
(4) Totalitit: Es gilt xRy oder yRx.

Die Eigenschaften (1)—(4) heilen auch Ordnungsaziome.

1.44. BEISPIEL. (1) Sei M eine Menge, dann definiert ,,C* eine Halb-

ordnung auf der Potenzmenge P(M).
(2) Die Relation ,€“ (oder auch , &€ oder =%) ist im Allgemeinen kei-
ne Halbordnung, denn es gilt zum Beispiel a € {a,b} und {a,b} €

{{a},{a,b}}, aber nicht a € {{a}, {a,b}}.

(3) Die Anordnung ,,<“ der natiirlichen Zahlen ist eine Ordnung, denn fiir
alle £,m,n € N gilt
n<n,
m<nundn<m=—m=n,
{<mund m<n=—/{<n,
m < n oder n < m.

Auch hier lassen wir den Beweis aus.

Zuletzt betrachten wir die vollstindige Induktion — ein Beweisverfahren
fiir Satze iiber natiirliche Zahlen, das gleichzeitig viel iiber die Struktur der
Menge N aussagt. Als Beispiel beweisen wir ein einfaches Resultat.

1.45. PROPOSITION. Fiir alle n € N gilt
n(n+1)

BEWEIS. Induktionsanfang: Fir n = 0 gilt
004+1) n(n+1)

O+1+--+n=0= 5 = 5
Induktionsschritt: Die Aussage in der Proposition gelte fiir n — 1. Dann folgt
n—1)n
0+1+---+n=(0+1+---+(n—1))+n:(2)+n
~nP-n+2n_ n*+n_ n(n+1)
B 2 o2 2

Also gilt die Aussage fiir alle n € N. O



14 1. ZAHLEN

BEMERKUNG. Wenn man diesen Satz ohne Induktion beweist, geht es ein-
facher, und man versteht sofort, warum die Aussage gilt:
2-0+1+---4+n)=0+1+---4+n)+(n+(n—-1)+---+0)
= n+---+n =n(n+1).
N——
(n+1) Summanden

Wenn man eine Aussage ohne vollstéindig Induktion beweisen kann, sollte man
das tun, falls der Beweis dadurch verstéindlicher wird.

Wir haben in Definition[I.38|die Grundrechenarten rekursiv eingefiihrt. Hier
ein weiteres Beipiel fiir eine rekursive Definition.

1.46. DEFINITION. Die Fokultdt ist eine Abbildung !: N — N, die durch
ol=1 und nl=Mnm-1)!n

definiert ist.

Wir konnten auch n! = 1...n schreiben, aber die Punkte ,,...“ sind kein
eindeutig definiertes Symbol — trotzdem sind sie manchmal hilfreich, siehe
Proposition Um zu verstehen, was die Fakultéit bedeutet, benutzen wir
wieder vollstdndige Induktion.

1.47. PROPOSITION. Sei M eine endliche Menge der Mdichtigkeit n = #M.
Dann gibt es genau n! bijektive Abbildungen von n nach M.

Also gibt es n! Moglichkeiten, M in der Form {x,...,z,—1} darzustellen.
Ubertriigt man die Ordnung von n (durch ,<¢ oder ,,C“, siche Bemerkung|1.42)
auf M, so dass g < 21 < --- < xz,_1, dann sieht man, dass es genau n!
Moglichkeiten gibt, die Menge M anzuordnen.

BEWEIS. Induktionsanfang. Sei n = 0, also M
eine Abbildung F: ) — () mit Graph I'(F) = 0
bijektiv. Ausserdem ist 0! = 1.

=n = (), dann gibt es genau
C 0 x0 =0, und diese ist

Induktionsschritt. Es sei F': n — M bijektiv. Da x := F(n — 1) eines der
n Elemente von M ist, konnen wir n verschiedene Fille unterscheiden. In je-
dem einzelnen Fall ist F|,—1: n—1 — M\{x} wieder bijektiv, insbesondere
gilt #(M\{z}) = n — 1. Wenn unsere Aussage fiir Mengen der Michtigkeit
n — 1 bereits bewiesen ist, gibt es in jedem der n Félle genau (n — 1)! mogli-
che bijektive Abbildungen von n — 1 nach M\{z}. Insgesamt erhalten wir also
n - (n — 1)! = n! verschiedene Bijektionen von n nach M.

Somit gilt unsere Aussage fiir alle endlichen Mengen M. O

Wie funktioniert vollstédndige Induktion?

Wir erinnern uns, dass wir alle natiirlichen Zahlen n € N (oder alle Mengen
der Form n € N) erhalten, indem wir

(1) mit 0 (bzw. () starten, und
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(2) zu jeder konstruierten Zahl n den Nachfolger n + 1 (bzw. zu jeder
bereits konstruierten Menge n den Nachfolger n + 1 = nU{n}) bilden.

Also gibt es eine Abbildung ,, Nachfolger* von N nach N, die n auf n+1 abbildet.

Wir nehmen — wie in Bemerkung [1.37] gesagt — an, dass alle diese Zahlen
eine Menge N bilden (bzw. alle n eine Menge N). Wir fassen das zusammen.

1.48. ANNAHME (Peano-Axiome). Es gibt eine Menge N, so dass gilt:
(1) 0 € N, und die Nachfolger-Abbildung von N nach N\{0} ist bijektiv.

(2) Set M C N eine Teilmenge mit 0 € M, so dass fir alle m € M auch
m~+1¢&€ M gilt, dann ist bereits M = N.

Wir nehmen sogar an, dass N nur die Zahlen 0, 1, 2, ... und keine weiteren
Elemente enthédlt — warum das nicht aus obiger Annahme folgt, lernen Sie erst
in einer Vorlesung iiber Logik oder Modelltheorie.

Mit Hilfe der Annahme kénnen wir nun verstehen, wieso man Beweise
durch vollstandige Induktion fithren kann.

1.49. SATz (Prinzip der vollstindigen Induktion). Fiir jedes n € N sei A(n)
eine Aussage. Wenn gilt

(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(n) folgt A(n+ 1) fir allen € N,

dann ist A(n) fir alle n € N wahr.

BEWEIS. Betrachte
M = {n € N | die Aussage A(n) ist wahr }.

Nach unseren Annahmen in Abschnitt ist das wieder eine Menge, also M C
N. Aus den Voraussetzungen folgt

(1) 0 € M, und
(2) firallene M gilt n+1€ M.

Aus den Peano-Axiomen folgt dann M = N. Nach Definition von M
gilt A(n) also fiir alle n € N. O

Eine andere Art der vollstdndigen Induktion funktioniert so: Wenn gilt
(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(0) A--- A A(n) folgt A(n+ 1) fiir alle n € N,
dann gilt A(n) fiir alle n € N. Das zeigt man, indem man die Aussage
B(n) =A0)A--- A A(n)
induktiv mit Satz [1.49] beweist.

Rekursive Definitionen funktionieren &hnlich: um eine Abbildung F' von N
in eine Menge M anzugeben, reicht es F'(0) € M festzulegen und eine Vorschrift
anzugeben, die F(n + 1) aus F(0), ..., F(n) bestimmt.
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1.4. Ganze und Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt ,,16sen“ wir zwei Probleme: man kann in N nicht subtra-
hieren, und man kann in N auch nicht durch Zahlen n # 0 dividieren. Um diese
,Grundrechenarten“ einfiihren zu koénnen, werden wir N erst zu den ganzen
Zahlen Z, und dann zu den rationalen Zahlen Q erweitern.

In der Schule definiert man Z, indem man zu N noch negative Zahlen hin-
zunimmt:
Z=NU{-n|neN\{0}}.
Anschlielend definiert man Addition, Subtraktion und Multiplikation. Dabei
muss man immer einige Félle unterscheiden.

Wir beschreiben ganze Zahlen als Differenzen natiirlicher Zahlen, also als
m —n fir m,n € N.

1.50. BEMERKUNG. Um die folgenden Konstruktionen zu verstehen, hier
ein paar Voriiberlegungen. Fiir alle m, n, p, ¢ € N gilt in Z:

(1) (m—-n)=@p-q9€Z <+ m+q=n+peN,

(2) (m—n)+{®-q) =(m+p)—(n+q),

(3) —(m—n)=n-m,

(4) (m—=n)-(p—q)=(m-p+n-q)—(m-q+n-p),
(5) (m—n)<(p—q) <= m+q<n+p.

Anstelle von m — n € Z betrachten wir das Paar (m,n) € N x N. Gemé8
Bemerkung (1) definieren wir eine Relation ~ auf der Menge N x N durch

(m,n) ~(p,q) <= m+q=n+peN.

AuBlerdem definieren wir Addition, Negatives und Multiplikation gemé&fi Bemer-
kung (2) - (4) durch

(m,n) + (p,q) = (m+p,n+q),

—(m,n) = (n,m),
(m,n) - (p,q) = (mp + ng,mq + np).

Wir definieren eine Relation ,,<* durch

(m,n) < (p.qg) <= m+qg<n+p.

1.51. PROPOSITION. FEs seien m, n, p, q, T, S, t, u € N. Dann gilt

(1) ,~“ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) + (r,8) ~ (p,q) + (¢, w),
(m,n) - (r,5) ~ (p,q) - (p,9)
und — (m,n) ~ —(p,q).
(3) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) < (r,s) = (p,q) < (tu).
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43

BEWEIS. Zu (1): reflexiv, symmetrisch: klar nach Definition von ,,~* und

Satz [1.40]

transitiv:
(m,n) ~ (p,q) und (p, q) ~ (r,s)
= m+qg=n+pundp+s=q+r
= m+q+p+s=n+pt+qg+r
= m+s=n-+r wegen Kiirzungsregel
= (m,n)~(r,s).

Zu (2): Seien (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u), also m + ¢ = n + p und
r+u=s+t. Wegenm—+qg+r4+u=n+p+ s+t folgt

(m,n) + (r;8) = (m+r,n+s)~@+tqt+u)=(pq)+{tu).
AuBlerdem gilt
mr+ns+ps+qr=(m+gq)-r+((n+p)-s
=(n+p)-r+(m+q)-s=pr+qgs+ms+nr,
also
(m,n)(r,s) = (mr 4+ ns,ms +nr) ~ (pr + gqs,ps + qr) = (p,q)(r, s).
Genauso zeigt man (p,q)(r,s) ~ (p,q)(t,u), und wegen Transitivitdt gilt
(m,n)(r,s) ~ (p,q)(t,u). Die Behauptung —(m,n) = (n,m) ~ (¢,p) = —(p,q)
ist leicht einzusehen.
Zu (3): Mit (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) wie oben: Aus (m,n) < (r,s)
folgt m+ s <n+r, also exk € N mit
m+s+k=n+r
= m+pt+tstutk=n+ptrt+u=m+q+s+t
= prtutk=q+t = pH+u<gqg+t
= (pg <(tw). O

Die Menge N x N zerfiillt also in Aquivalenzklassen

[((m,n)] ={(p,q) € NxN|(p,q) ~ (m,n) }.

Es sei

Z=NxN/~={[(m,n)] | (m,n) e NxN}
die Menge dieser Aquivalenzklassen. Proposition m garantiert, dass wir mit
Aquivalenzklassen rechnen diirfen:

[(m, )]+ [(p,g)] = [
[(m, n)] - [(p, )] = [(mp + ng, mq + np)],
=[(m,n)] = [(n,m)],
(m,n) € [(m,n)], (p,q) € [(p,q)]. Auch

(m+p,n+ q)],

unabhingig von den Repmsentanten
[(m,n)] < [(p,q)] ist wohldefiniert.
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1.52. DEFINITION. Die Menge Z = Nx N/~ heifit Menge der ganzen Zahlen.

Wir identifizieren n € N mit [(n,0)] € Z und schreiben —n fir [(0,n)] € Z.
Insbsondere schreiben wir 0 = [(0,0)] und 1 = [(1,0)].

1.53. SATZ. In Z gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fiir die
Addition als auch fir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind 0 fiir die Ad-
dition und 1 fiir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz. Jedes Element
[(m,n)] besitzt ein Inverses —[(m, n)] beziiglich der Addition, das heifit

[(m, )] + (=[(m,n)]) = [(0,0)].

Es gilt die Kiirzungsregel fir die Multiplikation
Dieser Satz besagt, dass Z ein kommutativer Ring mit Einselement ist.

BEWEIS. Das meiste folgt direkt aus Satz und den obigen Definitionen.
Die neue Gleichung

[(m, n)] + (=[(m,n)]) = [(m,n)] + [(n,m)] = [(0,0);
ergibt sich aus

(m,n) + (n,m) = (m+n,n+m) ~ (0,0). O

Der Einfachheit halber schreiben wir ab sofort a,b,c, -+ € Z, nicht mehr

[(m, n)].
Die Relation ,<“ auf Z ist vertréglich mit den Grundrechenarten.
1.54. PROPOSITION. In Z gilt:
(1) Die Relation ,,<“ ist eine Ordnung;

(2) Aus a <b folgt a+c <b—+c fir ale a,b,c € Z;
(3) Aus 0 < a und 0 <b folgt 0 < ab fir alle 0 < ab.

BEWEIS. Aus der Definition von ,,<*“ auf N x N folgt fiir alle m,n,p,q € N:
[(m,n)] <[(p,q)] <= Esex.keNmitm+g+k=n+p
<= Esex. k€ Nmit [(m,n)]+k = [(p,q)]

Insbesondere gilt 0 < a < 0+ k = a fir ¥k € N & a € N, und genauso
a<0& —aeN.

Zu (1). Reflexivitat ist klar. Fiir alle m,n,p,q € N gilt
m+g<n+pundn+p<m+qg=>n+p=m+q=|[mn)]=I[paq),

also folgt Antisymmetrie. Genauso folgt Totalitédt, da m + ¢ < n + p oder
n+p<m+gqin N gilt.

Zur Transitivitdt seien a, b, ¢ € Z mit ¢ < b und b < ¢ gegeben. Nach
obigem existieren k, £ € N mit a +k = b und b+ ¢ = c. Es folgt

c=b+l=a+k+1,
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also a < ¢. Somit ist ,,<“ transitiv, und daher eine Ordnung nach Definiti-

on [[43l
Zu (2). Da a < b gilt, existiert ein k¥ € N mit a + k = b. Es folgt
a+k+c=b+c — a+c<b+ec.

Zu (3). Aus 0 < a und 0 < b folgt a,b € N, und es gilt
[a,0] - [b,0] = [ab,0] =abeN. = 0<ab. O
Wir haben die natiirlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen Z erweitert, um
additive Inverse zu finden, also Zahlen —n mit n 4+ (—n) = 0. Dazu haben wir

natiirliche Zahlen durch Paare (m,n) € NxN ersetzt, die fiir die Zahl m—n € Z
stehen. Die Zahlen —n = [0, n| sind gerade die negativen Zahlen aus der Schule.

Um nun auch multiplikative Inverse & mit n- 1 =1 fiir alle n € Z\{0} zu
erhalten, ersetzen wir ganze Zahlen durch Paare (p,q) € Z x (N\{0}), die fiir
Briiche g stehen. Das ist die Bruchrechnung, wie wir sie aus der Schule kennen.

Dazu definieren wir fiir (p, q), (r,s) € Z x (N\{0}):

S

_ ps+aqr
qs ’

(

(55 5)-
—(p,q) = (=p,q) <da—§= >

(

(pq) < (r,s) <= p-s<q-r ,daq,s>0>.

da

—q.r p_r
(p,q)N(T',S) <~ pS_q (<:> q ) ,
(p,q) + (r,s) = (ps + qr, qs) g

d

o
QT I

(pv Q) ’ (T7 S) = (pra qs)

L

w3 R

— P
q

Beachte, dass ¢s € N\{0}, denn aus ¢gs = 0 = 0- s wiirde mit der Kiirzungsregel
entweder ¢ = 0 oder s = 0 folgen. Fiir p # 0 definieren wir:

-1 _ ) (ap) falls p > 0,
(pg)™ = { (—q,—p) falls p<O.

Beachte: die rechte Seite (¢, £p) liegt immer in Z x (N\{0}).

1.55. PROPOSITION. (1) Die Relation ,~“ ist eine Aquivalenzrelation
(2) Es seiem (m,n),(p,q),(r,s),(t,u) € Z x (N\{0}) mit (m,n) ~ (p,q)
und (r,s) ~ (t,u) gegeben, dann gilt
(m,n) + (T’ S) ~ (pv Q) + (ta u)a
(m>n) : (T’ S) ~ (pv Q) ) (t’u)’
und es gilt m # 0 = p # 0, und in diesem Fall

(m,n)~" ~ (p,q) ™"
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(3) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (2) gilt

(m,n) < (r,s) = (p,q) < (t,u).

BEWEIs. Die Beweismethode ist die gleiche wie bei Proposition [1.51} wir
lassen den Beweis daher aus, ein Teil ist Ubung. 0

1.56. DEFINITION. Der Quotient Z x (N\{0})/~ heifit Menge der rationalen
Zahlen und wird mit Q bezeichnet. Fiir die Aquivalenzklasse [(p, )] schreiben
wir .

q

Wie zuvor schliefen wir aus Proposition [1.55] (2), dass wir mit Briichen so
rechnen diirfen, wie wir es aus der Schule kennen. Proposition (3) besagt,
dass wir zwei Briiche vergleichen kénnen.

Wir identifizieren eine ganze Zahl n € Z mit dem Bruch T € Q und fassen
Z als Teilmenge von QQ auf. Insbesondere liegen 0 = % und 1 = % in Q.

1.57. SATZ. In Q gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Assoziativgesetz fiir Addition und Multiplikation

1
(2) neutrale Elemente: 2 +0=2,2.1=2 fir alle £ € Q;

-1
(3) inverse Elemente: £+ =F =0 fir alle L € Q, £ - <§) =1 fir alle
2 eQ\{o};
(4) Kommutativgesetz fir Addition und Multiplikation;
(5) Distributivgesetz.

BEWEIS. Diese Aussagen folgen aus den Sétzen und und aus der
Konstruktion von Q. Seien etwa p,r,t € Z, q,s,u € N\{0}, dann ergibt sich das
Assoziativgesetz fiir die Addition aus

u qs U qsu qsu
su + q(ru + st ru 4+ st r t
_ psu+q( ) _P :p+<+>.

7+7

<p r>+t_ps+qr+t (ps +qr)-u+qst  psu+ qru+ gst
q s

qsu T g su q s
Betrachten wir das multiplikative Inverse (5)71 von £ € Q\{0}. Wir unter-
scheiden zwei Félle:

Falls 0 < p, gilt (%)71 =1 ynd % . (g)fl =P -1,

aq
p

P
Falls p < 0, gilt (2) " = =Zund 2. (2) ' = 220 = =24

Alle anderen Aussagen lassen sich dhnlich beweisen. O

Satz besagt, dass (Q, +,-) ein Korper ist. Wir wollen jetzt sehen, dass
auch die Anordnung ,,<“ mit den Rechenregeln vertriglich ist. Spéter werden
wir (Q,+, -, <) dann einen angeordneten Korper nennen.
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1.58. SATZ. In Q gilt:

(1) Die Relation ,<* ist eine Ordnung.
(2) Fliir alle a,b,c € Q gilt:

a<b =— a+c<b+c
(3) Fiir alle a,b e Q mit 0 <a, 0<b gilt 0 < ab.

BEWEIS. Zu (1): Reflexivitét ist leicht einzusehen. Zur Antisymmetrie seien
%,g € Q. Nach Konstruktion gilt

p p

r
- < -<=ps<qgr und <= < rq<sp.
q S q

P P o _ . . .
Wenn 7 < sund < i gilt, folgt rq = sp wegen der Antisymmetrie von , <
auf Z. Aber dann gilt bereits % =1I

S

®w |3

Genauso folgern wir Totalitét: es gilt ps < gr oder ¢gr < ps in Z, und daraus
folgt entweder g < Zoder £ < g in Q.

Die Transitivitét lassen wir als Ubung. Nach Definition ist ,,<“ eine
Ordnung.

. _ o _t .
Zu (2) seiena =L, b=1%, c= € Q. Esgilt

r
p<f <— ps<qr <<= 0L qr—ps

q~ s
nach Proposition [1.54] (2). Da u > 0, gilt nach Proposition [L.54] (3), dass

0<qgr—ps =— O0<(qgr—ps)u = 0<(qgr—ps)u?,
und wieder mit Proposition (2) schliefllich

t t

0< (qr—ps)u? <= (pu+qt)su<qu(ru+st) < L < Ty 2,
g u~ s u

In dhnlicher Weise fiihren wir (3) auf Proposition [1.54] (3) zuriick. O

Fortan schreiben wir kurz a — b fiir a + (—b) und a/b oder ¢ fiir a - b~

Wir nehmen die Ergebnisse aus den Sitzen und zum Anlass, um

zweil neue Begriffe einzufiihren.

1.59. DEFINITION. Sei K eine Menge mit zwei Verkniipfungen +, - : K X
K — K. Dann heifit (K,+, ) ein Korper, wenn es Elemente 0,1 € K mit
0 # 1 und Abbildungen —: K — K und ~': K \ {0} — K \ {0} gibt, so dass
alle Aussagen aus Satz gelten.

BEMERKUNG. Die Aussagen aus Satz heiflen auch Korperaziome. Uber
Korper lernen Sie in der linearen Algebra noch einiges, zum Beispiel:

(1) Die Elemente 0, 1 und die Abbildungen —, ~! in Definition sind
eindeutig bestimmt. Daher braucht man sie nicht extra anzugeben.
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(2) Einige Rechenregeln folgen aus den Korperaxiomen, etwa

0-a=0,
(—a)-b=—(a-b),
—(-a)=a,
(o) (-D)=a-b,
(ahHl=a falls a # 0,
(—a) ' =—(a™) falls a # 0,
a-b=0 = a=0oderb=0

usw. fiir alle a,b € K.

BEeispIEL. Die rationalen Zahlen Q bilden einen Korper, die natiirlichen
und die ganzen Zahlen jedoch nicht, denn es fehlen Inverse.

1.60. DEFINITION. Sei (K, +, - ) ein Kérper, und sei < eine Ordnung auf der
Menge K. Dann heifit (K, +, -, <) ein angeordneter Kdrper, wenn die folgenden
Axiome gelten:

(1) Fiir alle a,b,c € K gilt

a<b = a+c<b+g
(2) Fiir alle a,b € K gilt

0<a,0<b = 0<a-b.

BEISPIEL. Aus Satz folgt, dass Q ein angeordneter Korper ist.

43

Ab sofort werden wir neben dem Symbol ,,<* auch die Symbole ,>“ | <
und ,,>“ benutzen

a>b <= b < a,
a<b = a<bund a #b,
a>b — b < a.

1.61. BEMERKUNG. In jedem angeordneten Korper (K, +, -, <), also auch
in Q, gelten folgende Rechenregeln fiir alle a,b,c,d € K:
(1) Aus a <bund ¢ < d folgt a + ¢ < b+ d, denn
a+c<b+c<b+d,
(2) Aus a < bund ¢ > 0 folgt ac < bc, denn
b—a>0 = (b—a)c>0 = ac<bg

(3) aus 0 <a < bund 0 < ¢ < d folgt ac < bd, denn aus b —a # 0, d # 0
folgt (b — a)d # 0, also mit

0 <ac<ad < bd;
(4) Aus a < b folgt —b < —a, denn
—b=a+(—a—=b)<b+(—a—0b) =—a;
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(5) Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be, denn nach ist —¢ > 0, also nach
und
a<b = —ac<-bc = ac>bg
(6) Es gilt a®> > 0 und a? = 0 < a = 0, denn fiir a # 0 gilt entweder a > 0,
also a® > 0 nach , oder a < 0, also —a > 0, also a® = (—a)? > 0
nach ;
(7) Esgilt 1 >0,da 1= 12 und 1 # 0;
(8) Aus a > 0 folgt a=! > 0, denn (a')? > 0 nach (6)), und nach
at=a-(a71)?>0;
(9) Aus 0 < a < b folgt 0 < b= < a7, denn a=! > 0, b=! > 0, also
a~'v~! > 0 nach , und
bl=a-(a ) <b-(aohH=at.
1.62. BEMERKUNG. Sei (K,+, -,<) ein angeordneter Korper, und seien
Ox, 1x die neutralen Elemente beziiglich Addition und Multiplikation. Nach

Bemerkung gilt 1x > Ok, also
) o<l —1lg < —1lg < Og < lg < lg + 1 < ...
Wir erhalten also eine injektive Abbildung ¢: N — K mit
tn) =1+ -+ 1k.
n Summanden
Diese Abbildung lésst sich auf Z und auf Q erweitern durch ¢(m —n) = ¢«(m) —
v(n) und (B) = Up) Die Abbildung ¢: Z — K ist injektiv wegen (*). Die

q uq)
Abbildung ¢: Q — K ist ebenfalls injektiv, denn fiir alle g, e Qgilt

8- () -

(@) (s)
= ups) =p)(s) = ug)e(r) = uqr)
— § - g

wegen der Injektivitat von ¢: Z — K.

Man kann zeigen, dass dann «(a+b) = «(a)+¢(b) und ¢(a-b) = v(a)-¢(b) fiir
alle a,b € Q gilt (das haben wir gerade eben bereits benutzt) sowie ¢(1) # Og;
also ist ¢ sogar ein Koérperhomomorphismus. Man kann auch zeigen, dass es
nur diesen einen Kérperhomomorphismus von Q nach K gibt. Der Einfachheit
halber werden wir Q mit im(:) C K und £ € Q mit L(%) € K identifizieren.
Das heif3t, wir fassen Q als Teilmenge eines jeden angeordneten Korpers auf. So
gesehen, ist Q also der ,kleinste” angeordnete Korper.

BEMERKUNG. Endliche Koérper K (und allgemeiner Korper endlicher Cha-
rakteristik) lassen sich nicht anordnen. Denn in diesen Korpern gibt es immer
eine Primzahl ¢ > 2, die Charakteristik, so dass

lg+--+1g=0.
—_—

q Summanden
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Wire K angeordneter Korper, so ergéibe sich aus (*) oben ein Widerspruch:
O <lg < - <1lg+---+1g=0.
—_—
q Summanden

1.63. DEFINITION. Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Kérper, dann definie-
ren wir den Absolutbetrag oder kurz Betrag als Abbildung | |: K — K durch

la| = a falls ¢ > 0, und
] —a falls @ < 0.

1.64. BEMERKUNG. Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften. Fiir alle
a,be K gilt

(1) la| >0 und la|]=0 <= a=0
(2) |—a| = |al

3) |ab| = al - [b]

(4) la™t| = la| ™! falls a#0

() |a+b| < laf + 8],

denn aus a < |a| und b < |b| folgt a + b < |a| + |b| nach Bemerkung (@,
und aus —a < |a| und —b < |b| folgt genauso —(a + b) < |a| + ||, also in jedem
Fall |a 4+ b| < |a| + |b].

(6) llal = [b]] < |a+b],
denn aus fiir die Zahlen a + b und —b folgt

la] =16l = [(a + ) + (=b)[ = [-b] < |a + b],
und ebenso |b| — |a| < |a + b|.

Die Ungleichung heifit auch Dreiecksungleichung, da sie an die Dreiecks-
ungleichung der Euklidischen Geometrie erinnert, siehe auch Definition (E)}

1.5. Reelle Zahlen

Wir kennen jetzt die rationalen Zahlen Q. Beim Arbeiten in Q stoflen wir
(unter anderem) auf folgende Probleme.

(1) Manche Gleichungen lassen sich nicht in Q 16sen. Zum Beispiel haben
22 = 2 oder 22 = —1 keine Losung # € Q (Wegen Bemerkung ()
hat 22 = —1 in keinem angeordneten Kérper eine Losung). Allgemeiner
hat die Gleichung

" +a" M a, =0

mit ay,...,a, € Q fiir viele Wahlen der aq, ..., a, keine Losung in Q.
Man sagt, Q ist nicht algebraisch abgeschlossen. Das ist ein algebrai-
sches Problem, das wir hier nicht 16sen kénnen.
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(2) Es gibt Folgen rationaler Zahlen, die sich immer mehr einem Grenzwert
zu nahern scheinen, den es in Q aber nicht gibt. Zum Beispiel sollte

die durch
an +2/a,  a+2
= 2 = =
=5 e 2 2a,
rekursiv definierte Folge mit ag = 2, a1 = %, as = %, ... gegen /2

streben, aber v/2 ¢ Q.

(3) Es gibt Teilmengen () = M C Q, so dass m < b fiir ein festes b € Q
und alle m € M, aber es gibt kein kleinstes solches b € Q, also kein
,oupremum®, sieche unten. Zum Beispiel sei

M={zecQ|az*<2}.
Fir die Zahlen b = a, aus gilt + < a, fir alle x € M, denn
a% =4 > 2 und
2 (a5 +2)* _ (ap —2)* | 8a

= = — > 2.
fnt1 4a2 4a? + 4a2 —

Gibe es ein kleinstes b wie oben, so miisste b> = 2 gelten, aber ein
solches b gibt es nach nicht in Q.

Die Probleme und sind analytischer Natur. Wir erweitern Q zu den
reellen Zahlen R, indem wir versuchen, das dritte Problem zu lésen. Spéter
sehen wir, dass wir damit auch das zweite Problem in den Griff bekommen
haben. Zu (1)) sehen wir, dass manche Gleichungen der Form (x) Losungen in R
haben, die es in Q nicht gibt, wihrend andere in keinem angeordneten Korper
eine Losung haben konnen.

Wir beginnen mit einigen Definitionen. Dazu erinnern wir uns an den Begriff
der Halbordnung aus Definition [1.43

1.65. DEFINITION. Sei R eine Halbordnung auf einer Menge M, und sei
N C M eine Teilmenge. Dann heifit m € M eine untere Schranke von N, wenn
mRn fir alle n € N. Wenn N eine untere Schranke besitzt, heifit N von unten
beschrdnkt. Eine untere Schranke m € M von N heifit grofite untere Schranke
oder Infimum von N, kurz m = inf(N), wenn fiir jede andere untere Schranke
p € M von N bereits pRm gilt. Falls eine grofite untere Schranke m € M von N
existiert und bereits in N liegt, heifit m auch kleinstes Element oder Minimum
von N, kurz m = min(NV).

Ein Element m € M heifit obere Schranke, wenn nRm fiir allen € N, und N
heit dann von oben beschrinkt. Eine obere Schranke m € M von N heif3t
kleinste obere Schranke oder Supremum, wenn mRp fiir alle oberen Schranken
p € M von N gilt, kurz m = sup(N). Ist m € N, so heifit m grifites Element
oder Mazimum von N, kurz m = max(NV).

Wir werden in Lemma [1.68] sehen, dass inf N, sup N, min N und max N im-
mer eindeutig sind, wenn sie existieren.
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1.66. BEISPIEL. Sei N = {1 |n e N\{0}}. Fiir alle € Q mit a < 0 gilt
a < % fiir alle n, also sind alle a < 0 untere Schranken von N. Fiir p, ¢ € N\ {0}
gilt
1 1

P>2s — e,

¢ q q+1
also ist kein ¢ € Q mit a > 0 untere Schranke von N. Somit ist 0 die grofite
untere Schranke von N, also das Infimum von N in Q. Da 0 ¢ N, ist 0 jedoch

nicht das Minimum von N.

1.67. BEMERKUNG. Es sei X eine Menge, dann ist ,,C* eine Halbordnung
auf M = P(X) nach Beipiel (1). Sei N C P(X) eine Teilmenge von M,
also eine Menge von Teilmengen von X. Dann ist Y untere Schranke von IV,
falls Y C Z fiir alle Z € N; z.B. ist die leere Menge () immer untere Schranke.
Definiere

(N ={a€X|acZfiralle Ze N} € M =P(X),

dann ist ()N untere Schranke von N. Auflerdem ist Y C Z fiir alle Z € N
genau dann, wenn Y C (| N. Also ist (| NV ein Infimum von N in (P(X), C).

Genauso ist
|JN ={a€ X | Esgibtein Z € N mit a € Z}

ein Supremum von N in (P(X), Q).

Die Symbole ,|J“ und ,,(* stehen fiir Durchschnitte und Vereinigungen
beliebig vieler Mengen. Seien A, B C X, dann gilt

AuB=|J{A,B} uwd AnB=(){4,B}.

Wir wollen die Symbole ,| J und ,,(* nur fiir Teilmengen der Potenzmenge
einer gegebenen Menge (hier: X') verwenden.

BEISPIEL (1) Sei X = {1,2}, M = P(X) = {0,{1},{2},{1,2}}. Sei
= {{1},{2}} € M, dann ist ) = N ein Infimum und X = JN
ein Supremum von N.
(2) Sei allgemein M = P(X). Wir betrachten N = () C P(X). Nach obiger
Definition ist

Jo=suph=0 wd [J0=if0=X € PX).

Hierzu ist offensichtlich wichtig, dass wir in einer festen Menge X ar-
beiten.

1.68. LEMMA. Sei M eine Menge mit einer Halbordnung. Wenn N C M
ein Infimum hat, dann ist dieses eindeutig, das gleiche gilt fiir das Supremum.
Insbesondere sind auch Minimum und Mazimum von N eindeutig, falls sie exi-
stieren.

Ein Lemma ist dhnlich wie ein Satz oder eine Proposition eine bewiesene
Aussage. Ein Lemma sollte eine Kernidee beinhalten, die man in vielen Beweisen
wiederfinden kann.
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BEWEIS. Sei R die Halbordnung, und seien m,n € M Infima von N C M.
Da m Infimum und n untere Schranke ist, folgt nRm. Umgekehrt folgt aber
auch mRn. Als Halbordnung ist R antisymmetrisch, also gilt m = n. Falls
m € N, ist m iiberdies Minimum von N, ansonsten hat N kein Minimum.

Der Beweis fiir Suprema und Maxima verlduft analog. O

1.69. PROPOSITION. Es sei R eine Halbordnung auf einer Menge M. Dann
sind dquivalent:

(1) jede nicht leere, nach unten beschrinkte Menge besitzt ein Infimum;
(2) jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum.

1.70. DEFINITION. Eine Halbordnung heifit vollstindig, wenn eine der Aus-
sagen in Proposition [I.69] gilt. Ein vollstindig angeordneter Kérper ist ein an-
geordneter Korper (K, +, -, <), so dass die Ordnung ,,<“ vollstindig ist.

Dementsprechend heifit (1) auch das Vollstindigkeitsaziom fiir Ordnungen.

BEWEIS VON PROPOSITION [[.69 Wir zeigen nur die Richtung (1) = (2);
die Gegenrichtung folgt, indem man (1) = (2) auf die entgegengesetzte Halb-
ordnung S mit xSy < yRzr anwendet.

Es gelte (1). Sei N C M eine nichtleere, nach oben beschrénkte Teilmenge,
dann betrachte die Teilmenge

P={meM|n<mfiralenecN}

der oberen Schranken von N. Da N # (), ist P nach unten beschrinkt durch
jedes n € N. Da N nach oben beschrinkt ist, folgt P # (). Wegen (1) existiert
das Infimum p = inf P € M. Nach Definition von P sind alle Elemente von N
untere Schranken von P. Da p grofite untere Schranke von P ist, folgt n < p
fiir alle n € N, also ist p obere Schranke von N. Es folgt p € P, also p = min P,
und p ist kleinste obere Schranke von IV, also p = sup V. ]

BEMERKUNG. Nach Bemerkung [1.67] ist die Halbordnung ,,C* vollstindig
auf P(X) fiir jede Menge X . Genauso bildet ,D“ eine vollstéindige Halbordnung,.
Beziiglich ,,0¢ ist das Infimum durch die Vereinigung ,,( J und das Supremum
durch den Durchschnitt ,,()“ gegeben, also genau anderherum als in Bemer-

kung

Mit Hilfe von Definition kénnen wir die reellen Zahlen R wie folgt
charakterisieren.

1.71. SATZ. Es gibt einen vollstindig angeordneten Korper (R, +, -, <). Ist
(K,+, -, <) ein weiterer vollstindig angeordneter Korper, so gibt es genau eine
Abbildung ¢: R — K, so dass p(a +b) = ¢(a) + p(b), p(ab) = ¢(a) - p(b) und
v(a) < p(b) < a <b fir alle a,b € R gilt, und diese Abbildung ist bijektiv.

Man nennt eine Abbildung mit den gleichen Eigenschaften wie ¢ einen
Korperisomorphismus. Da ¢ eindeutig ist, diirfen wir alle Elemente von K als
reelle Zahlen auffassen.
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BEWEIS DER EXISTENZ VON R. Wir betrachten zunéchst die Menge aller
aufsteigenden“ Teilmengen von Q, die kein Minimum besitzen, also
. B A Vaec AVbeQ:a<b=0bec A
) _{ = YVa€e Adce A:c<a }CP(Q)'

Es gilt sicher §,Q € R, und wir setzen

R =R\{0,Q} .
Die Elemente A € R heiflen Dedekindsche Schnitte, da sie die rationalen Zahlen
in eine ,obere Hélfte“ A und eine ,,untere Hilfte“ Q \ A zerlegen.

Die Halbordnung ,,0“ auf P(Q) induziert eine Ordnung ,, < auf R und auf
R. Zu zeigen ist nur Totalitiit, seien dazu A, B € R. Entweder gilt B D A, also
B < A, oder es existiert a € A\B. Fiir b € B wiirde b < a nach (*) implizieren,
dass a € B, da B € R. Es folgt a < b fiir alle b € B, insbesondere b € A wieder
nach (*), also A D B. Wenn nicht B < A gilt, gilt somit A < B, was zu zeigen
war.

Um zu zeigen, dass R vollstédndig geordnet ist, sei M C R nichtleer und von
unten durch C' € R beschrinkt. Wir behaupten

MM:B:UM.

Nach Bemerkung ist B = sup M in P(X) beziiglich der Halbordnung ,,C“,
also B = inf M in P(X) beziiglich ,,D“. Zu zeigen ist also nur B € R. Seia € B,
dann folgt a € A fiir ein A € M. Sei b € Q, a < b, dann folgt b€ A= b€ B.
AuBerdem existiert ¢ € A mit ¢ < a, und es gilt ¢ € B. Aus (*) folgt B € R.

Da M # () existiert A € M C R, also A # (), wegen A C B gilt B # 0.
Da C untere Schranke ist, folgt A C C fiir alle A € M, also auch B C C # Q.
Insbesondere gilt tatsdchtlich B € R, und wir haben die Vollstdndigkeit der
Ordnung gezeigt.

Fiir A, B € R definieren wir
A+B={a+blacAundbe B}.
Man iiberpriift leicht, dass A + B € R. Da die Addition in QQ assoziativ und
kommutativ ist, gilt das auch fiir die neue Addition auf R. Wir erhalten als
neutrales Element und als additives Inverses von A:
Op={a€Q|a>0},
—A={beQ| esgibtd>0sodassa+b>dfiralleac A}.

Was ,,+* angeht, sind alle Koérperaxiome erfiillt. Auflerdem gilt fiir alle A, B,
CeR:

A<B = A>DB = A+C>O>B+C = A+C<B+C.

Es gilt Og < A genau dann, wenn 0 ¢ A. Fiir alle Og < A, Og < B definieren
wir
A-B={a-blac Aundbe B} .
Es folgt Og < A - B, und die Axiome (1) und (2) in Definition sind erfiillt.
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Falls A < Or oder B < Og gilt, definieren wir A - B durch
A-B=—(-A)-B bzw. A-B=-A-(—-B).

Man {iiberpriift leicht, dass diese Multiplikation assoziativ und kommutativ ist.
Als neutrales Element und als multiplikatives Inverses von A > Og erhalten wir

Ir={acQla>1},
AP ={bec Q] esgibt d > 1so0dass ab>d fiir alleac A} .

Falls A < O, so erhalten wir das multiplikative Inverse durch A=! = —(—A4)~!.

Da offensichtlich Og # 1g da 1 € Or\1g, bleibt nur das Distributivgesetz
A-(B+C)=A-B+ A-C zu zeigen. Indem man Vorzeichen dndert, kann man
Or < A und Og < B+ C annehmen. Der Fall Og < B, Og < C ist leicht, sei also
ohne Einschrinkung Or < B, Ogr > C. Nach Definition folgt

AB=A((B+C)+ (-C)) =A(B+C) - AC,
~——
>0
und daraus folgt wiederum das Distributivgesetz.

Wir haben also einen vollsténdig angeordneten Korper (R, +, -, <) konstru-
iert. Dieser Korper heifit auch Dedekind-Modell der reellen Zahlen. ([l

1.72. BEMERKUNG. Die Elemente () und Q von R erfiillen
Q<A< fir alle A€ R,

wir schreiben daher oo = () und —oo = Q. Auflerdem kann man zeigen, dass alle
Teilmengen M C R ein Infimum und ein Supremum in R haben. Dafiir kann
man aber mit co und —oo nicht rechnen — aufler, man weifl genau, was man
tut, siehe etwa Bemerkung 2.21]

BEMERKUNG. Man beachte, dass (| M fiir M C R im allgemeinen nicht
in R liegt, da die zweite Bedingung in (*) verletzt sein kann. Wir erhalten das
Supremum von M C R stattdessen mit Hilfe von Proposition

1.73. BEMERKUNG. Es sei t: Q — R die Abbildung aus Bemerkung [I.62]
Im Dedekind-Modell lésst sich zeigen, dass

ta)={beQla<b}eRrR
fiir alle a € Q gilt. Man sieht leicht:

(1) fir alle A € R existiert n € N mit A < ¢(n);
(2) fiir alle A, B € R mit A < B existiert a € Q mit A < (a) < B.

Wir wollen einsehen, dass es — wie in Satz behauptet — fiir jeden
vollstdndig angeordneten Korper (K, +, -, <) eine eindeutige bijektive Abbil-
dung ¢: R — K gibt, die mit den Grundrechenarten und der Ordnung ver-
triglich ist. Wir beginnen jetzt mit der Vorarbeit. Dazu sei (K, 4+, -, <) ein
beliebiger vollstandig angeordneter Korper, und wir fassen N, Z und Q geméaf
Bemerkung als Teilmengen von K auf.
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1.74. DEFINITION. Ein archimedisch angeordneter Kérper ist ein angeord-
neter Korper (K,+, -,<), in dem zu jedem a € K ein n € N existiert mit
a<n.

1.75. BEISPIEL. Die rationalen Zahlen sind archimedisch angeordnet, denn
fiir alle £ € Q mit p € Z, ¢ € N\{0} gilt
p_|p
q q
1.76. SATZ. Jeder vollstindig angeordnete Korper ist archimedisch angeord-
net.

b <pelN

BEWEIS. Sei (K, +, -, <) ein vollstindig angeordneter Koérper. Dann ist N
als Bild der rekursiv definierten Abbildung ¢: N — K eine nichtleere Teilmenge
von K. Wir nehmen an, dass K nicht archimedisch ist. Dann existiert eine obere
Schranke a € K von N. Nach Proposition [1.69 besitzt N also eine kleinste obere
Schranke. Also existiert n € N mit b — 1 < n, es folgt b < n + 1, und b ist
ebenfalls keine obere Schranke im Widerspruch zur Wahl von b = sup N. Also
kann N keine obere Schranke besitzen, und K ist archimedisch. ]

1.77. PROPOSITION. Sei (K, +, -, <) ein archimedisch angeordneter Kérper.
Dann gilt

(1) Fiir alle a € K mit a >0 existiert n € N mit 0 < + < a.
(2) Fir alle a,b € K mit a < b existiert ein ¢ € Q mit a < ¢ < b.

Man sagt auch, dass Q in K dicht liegt.

BEWEIS. Zu (1) wihle n > L.

Zu (2) wéhle zunéchst ¢ € N\{0} mit 0 < % < b—a, dann gilt ag+ 1 < bg.
Es gibt n € N mit n > |ag| + 1, also existiert unter den endlich vielen ganzen
Zahlen —n,1 —n,...,n eine kleinste Zahl p € Z mit p > aq. Es folgt p < bq,
also a < % < b. O

BEIsPIEL. Es sei A C Q ein Dedekindscher Schnitt, also A € R, so dass A >
0. Betrachte die Menge

B={beQ|b>0undb>cA}.

Dann ist auch B ein Dedekindscher Schnitt, und es gilt B2 = A. Somit kénnen
wir Quadratwurzeln aus nichtnegativen Zahlen ziehen, und haben also einen
kleinen Teil des Problems gelost.

BEWEIS DER EINDEUTIGKEIT VON R IN SATz [[L71l Wir skizzieren diesen
Beweis nur. Sei (K,+, -,<) ein vollstindig angeordneter Korper, und sei-

en tg: Q — R und tx: Q — K die Abbildungen aus Bemerkung Wegen
Proposition gilt
A=inf{ir(a) | a € Qund A < r(a)}
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fiir alle A € R, und analog fiir alle & € K. Wir konstruieren die Abbildung
p: R — K duch
o(A) =inf{ix(a) |]lae ACQ},

wobei wir die Vollstindigkeit von K ausnutzen. Die Injektivitdt von ¢ folgt
leicht aus der Injektivitdt von ¢k in Bemerkung da Q in R dicht liegt nach
Proposition Fiir die Surjektivitit nutzen wir aus, dass wegen Propositi-

on fiir alle k € K gilt:
k=inf{ix(a) |a€Qk<ik(a)}=¢p({acQ|k<ik(a)}).

Es bleibt als Ubung zu zeigen, dass ¢ mit den Grundrechenarten und den
Anordnungen von R und K vertraglich ist.

Sei ¢: R — K eine weitere Abbildung mit den in Satz geforderten
FEigenschaften. Aus der Eindeutigkeit von tx: Q — K folgt

poir =tg =9oir: Q— K,

da alle drei Abbildungen die in Bemerkung geforderten Eigenschaften be-
sitzen. Da ¢ und % mit den Anordnungen vertriglich sind und Q in K dicht
liegt, folgt fiir alle A € R, dass

P(A) =inf{ix(a) |a € Qund A < r(a)} = ¢(A),
also gilt ¢ = ¢ wie behauptet. O

1.78. BEMERKUNG. Die Anordnung von R ist durch die Grundrechenarten
eindeutig bestimmt: es gilt

A<B — es gibt ein C € Rmit A+ C? =B

Die Richtung ,,<=“ folgt aus Bemerkung @ Fiir die Riickrichtung betrach-
te

C={ceQ|ec>0undesgibtde (B—A) mitc®>d},
dann lisst sich A + C? = B leicht zeigen.

Man beachte aber, dass es auch angeordnete Korper gibt, bei denen die
Ordnung nicht eindeutig festgelegt ist.

1.79. BEMERKUNG. Man kann reelle Zahlen auch als Dezimalbriiche schrei-
ben. Zum Beispiel bedeutet m = 3,1415926. .., dass

= su 3£% —inf4¥§
e BT T e 1071007 [

Man kann zeigen:

(1) Jede Zahl in R wird durch einen Dezimalbruch dargestellt.

(2) Wenn zwei verschiedene Dezimalbriiche die gleiche Zahl darstellen,
dann sind sie am Anfang identisch, und der eine endet auf ¢9999...,
der andere auf (a + 1)0000. .., mit a € {0,...,8}.
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Man kénnte also auf der Menge D aller Dezimalbriiche eine Aquivalenzrelation
»~* definieren und R = D/~ setzen. Die Anordung ,,<* ist leicht zu definieren.
Das Problem sind die Grundrechenarten. Betrachte etwa

0,23718903

+ 0,76281096
?.77077777

Es kann beliebig lange dauern, bis man entscheiden kann, ob vor dem Kom-
ma 0 oder 1 steht: etwa kénnte nach N Stellen eine der folgenden Situationen
auftreten:

237 ... .. 237 ...
... 765 ... ... 761 ...
1117 oder 0007
. 007 ... ... 997 ...

Bei der Multiplikation wird die Situation noch uniibersichlicher.

1.80. BEMERKUNG. Unendliche Mengen, die zu N gleichmé&chtig sind, heiflen
abzdhlbar. Zum Beispiel sind die Mengen N, Z und Q abzdhlbar. Die Menge
der reellen Zahlen ist jedoch nicht abzahlbar. Man kann zeigen, dass es keine
surjektive Abbildung von N nach R gibt; man sagt auch, R sei iberabzdhlbar.

Denn sei a: N — R eine Abbildung, dann schreiben wir a(n) als Dezimal-
bruch
a(n) = a(n)o,a(n)ia(n)s ...
mit a(n)o € {...,—1,-0,0,1,...} und a(n)1, a(n)a, --- € {0,...,9}. Wir kon-
struieren einen neuen Dezimalbruch

b= bo,bibs...

mit by = a(0)p + 5 und b, = a(n), £5 € {0,...,9} fir n > 1, wobei das
Vorzeichen entsprechend gewéhlt sei. Es folgt b ¢ im(a), denn b und a(n) un-
terscheiden sich an der n-ten Stelle um 45, so dass beide Dezimalbriiche nicht
so wie in Bemerkung dquivalent sein kénnen, und somit b # a(n) fiir
alle n € N. Also ist a nicht surjektiv. Die Ziffernfolge b,, heifit auch Cantorsche
Diagonalfolge.



KAPITEL 2

Folgen, Reihen, Grenzwerte

Wir haben bei der Konstruktion der reellen Zahlen in Abschnitt [LE das
vorher formulierte Problem gelost: In R hat jede von oben bzw. unten be-
schrankte Menge ein Supremum bzw. Infimum. Wir betrachten nun das Problem
. Dazu werden wir Folgen und ihre Grenzwerte definieren und diese Begriffe
studieren. Von nun an arbeiten wir in einem festen vollstdndig angeordneten
Korper R. Seine Elemente nennen wir reelle Zahlen. Wir fassen natiirliche, gan-
ze und rationale Zahlen gemifl Bemerkung als spezielle reelle Zahlen auf,
so dass also

NcZcQcCR.

Wir stellen reelle Zahlen durch Dezimalbriiche dar, wenn wir sie nicht anders
(zum Beispiel als %, V7 oder 7) beschreiben konnen. Gleichzeitig vergessen wir,
dass wir Zahlen frither durch Mengen oder Paare dargestellt hatten - jetzt sind
es nur noch Zahlen. Auflerdem benutzen wir die vollstdndig geordnete Menge

R =RU{c0, —0c0}

den erweiterten reellen Zahlen, die wir schon im Existenzbeweis von R kennen-
gelernt haben, siche Bemerkung

2.1. Grenzwerte

2.1. DEFINITION. Sei (M, <) eine Menge mit einer Ordnung, dann ist ein
Intervall in M eine Teilmenge I C M, die zu je zwei x,y € I mit x < y auch
alle z € M mit z < z < y enthélt. Ein Intervall in (R, <) heif}t reelles Intervall,
ein Intervall in (@, S) erweitertes reelles Intervall.

2.2. BEMERKUNG. Sei I C R erweitertes reelles Intervall, dann ist I von
einem der folgenden Typen:

I=(a,b)={zeR|a<az<b},
I:[a,b):{xeﬁ‘a§x<b},
I=(a,b]={z€eR|a<z<b}, oder
I:[a,b]:{xeﬁlagxgb},

Beachte: falls a = b, so besteht [a, b] nur aus dem Punkt a, und (a,b) = [a,b) =
(a,b] = 0. Falls a > b, sind alle obigen Intervalle leer.

33
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Zur Begriindung der obigen Behauptung: Die obigen Mengen (a,b), [a,b),
(a,b] und [a, ] erfiillen offensichtlich die Bedingung in Definition Sei nun
umgekehrt I ein Intervall, dann setzen wir a = inf I und b = sup . Fiir alle
r € Rmit x < a oder z > b folgt sofort z ¢ I. Falls a < x < b, existieren
¥,z € I mit a < y < x < z < b, denn ansonsten wéire x < inf I = a oder
x > sup I = b. Aus Definition [2.1] folgt jetzt 2 € I. Wir haben gezeigt, dass

(a,b) C I C |a,b].

Je nachdem, ob a € I oder nicht und ob b € I oder nicht, erhalten wir einen
der vier obigen Typen. Die obige Begriindung funktioniert iibrigens sogar fiir
das leere Intervall und liefert dann I = (0o, —00) = 0.

Man beachte, dass ,,(a,b)“ ab jetzt eine Teilmenge von R oder ein Element
von R? bedeuten kann — aus dem Kontext wird das aber immer klar sein.

2.3. DEFINITION. Esseiz € R. Eine Umgebung von x in R ist eine Teilmenge
U C R, die

(1) ein Intervall (a,b) mit = € (a,b) umfasst, falls x € R, oder
(2) ein Intervall [—o00,a) bzw. (a,00] mit a € R umfasst, falls x = —oo
bzw. z = oo.

Fiir z € R ist eine Umgebung von z in R eine Teilmenge U C R, die auch in R
Umgebung von x ist.

Sei x € M. Wenn M C R Umgebung von z ist, heiit = innerer Punkt von
M, sonst Randpunkt.

Wir haben den Begriff ,Randpunkt® hier nur fiir Punkte innerhalb der
Menge definiert. In der Literatur definiert man diesen Begriff auch fiir Punkte
auBerhalb von M, etwa als Randpunkt von R\ M.

2.4. BEISPIEL. (1) Firx € Rund e > 0ist U = (z — e,x + ¢) eine
Umgebung von z, die sogenannte e-Umgebung von z.
(2) Fiir alle n € Nist [—00, —n) eine Umgebung von —oo in R, und (n, oo
eine Umgebung von oo.
2.5. BEMERKUNG. Da R archimedisch ist, gilt:
(1) Jede Umgebung U von z € R umfasst eine e-Umgebung, sobei ¢ = %
fiir ein geeignet groflies n € N gewihlt werden kann.
(2) Jede Umgebung U von oo umfasst (n,oo] fiir ein hinreichend grofles
N; das entsprechende gilt fiir —oco.

2.6. BEMERKUNG. Je zwei verschiedene Punkte in R haben disjunkte Um-
gebungen. Zur Begriindung seien z, y € R verschiedene Punkt, etwa z < y.
Nach Proposition existiert eine rationale Zahl ¢ zwischen x und y. Dann
sind [—o0, ¢) und (g, oo] disjunkte Umgebungen der beiden Punkte.
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2.7. BEMERKUNG. Sei zundchst —oo < a < b < oo und z € (a,b). Nach
Definition ist (a,b) Umgebung von z, also ist x innerer Punkt von (a,b),
und erst recht von [a,b), (a,b] und [a,b]. Hingegen ist a Randpunkt von [a, b)
und [a,b] (in (a,b) ist a ja nicht enthalten), und b ist Randpunkt von (a, b] und
[a, b].

Auf der anderen Seite ist —oo innerer Punkt von [—o00,b) und [—o0, b] fiir b €
R nach Definition [2.3] aber Randpunkt von [—oo, —oc] = {—oc0}. Genauso ist oo
innerer Punkt von (a, oo} und [a, oo] fiir @ € R, und Randpunkt von [oo, 00] =

{oc}.

2.8. DEFINITION. Eine Teilmenge M C R heiit offen, wenn jeder Punkt
x € M eine Umgebung U besitzt mit U C M. Eine Teilmenge M C R heifit
offen, wenn sie in R offen ist.

Eine Teilmenge M C R (bzw. M C R) heifit abgeschlossen in R (bzw. in
R), wenn R\ M (bzw. R\ M) in R (bzw. in R) offen ist.

2.9. BEISPIEL. Wir benutzen Bemerkung [2.7]

(1) Ein Intervall I C R ist genau dann offen, wenn es vom Typ I = (a,b)
ist, mit a, b € R. Daher heifit (a,b) etwas ungenau auch das offene
Intervall von a bis b.

(2) In R sind dariiber hinaus auch [—o0, b), (a, c0] und R = [—00, 00| offen.

(3) In R ist ein Intervall I genau dann abgeschlossen, wenn es vom Typ
I = [a,b] ist, mit a,b € R. Daher heiit [a,b] auch das abgeschlossene
Intervall von a bis b.

(4) In R sind dariiber hinaus auch (—o0,b], [a,00) und R = (—o0,00) ab-
geschlossen.

Man sieht das die Begriffe ,,offen“ und ,,abgeschlossen® in R und R jeweils eine
etwas andere Bedeutung haben. Wichtig: ,offen* ist nicht das Gegenteil von
,abgeschlossen“, denn die leere Menge ist immer offen und abgeschlossen, und
[a,b) mit —oo < a < b < oo ist weder offen noch abgeschlossen. Man beachte
die Ungenauigkeiten bei den Begriffen ,,offenes” und ,,abgeschlossenes Intervall®
— immerhin sind offene Intervalle immer offen im Sinne von Definition 2.8 und
abgeschlossene Intervalle immer abgeschlossen.

2.10. DEFINITION. Eine Abbildung von N in eine Menge M heifit Folge
in M. Wir schreiben (a;,)nen oder kurz (a, ), oder ag, ai, . .. anstelle von a: N —
M und a, anstelle von a(n). Die a, heiflen Folgenglieder. Die Zahl ,n“ im
Ausdruck ,,a,“ heifit der Index des Folgengliedes.

2.11. DEFINITION. Eine Aussage A gilt fiir unendlich viele Elemente einer
Menge M, wenn die Teilmenge {z € M | A(z) ist wahr} unendlich ist. Sie
gilt fiir fast alle x € M wenn sie fiir alle bis auf endlich viel x € M gilt,
wenn also die Teilmenge {z € M | A(x) ist falsch} endlich ist. Entsprechend
gilt eine Aussage A fiir fast alle (unendlich viele) Glieder einer Folge (ay)nen,
wenn A(a,) fiir fast alle (bzw. unendlich viele) n € N gilt.
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BEMERKUNG. Dass A(n) fiir fast alle n € N gilt, ist dquivalent dazu, dass
es ein ng € N gibt, so dass A(n) fiir alle n € N mit n > ng gilt.

,—: Waihle ng > max{n € N | A(n) gilt nicht}.
,<=": Es folgt

{n € N| A(n) gilt nicht} C {0,...,no — 1},
also ist die Menge der , Ausnahmen“ endlich.

2.12. DEFINITION. Sei (a5,)nen Folge in R, dann heifit z € R ein Haufungs-
punkt von (ay), wenn jede Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder
enthélt, und Grenzwert oder Limes von (ay,), kurz

r = lim a,,
n—oo
wenn jede Umgebung von x fast alle Folgenglieder enthélt. Man sagt dann auch,
dass (a,) gegen x konvergiert. Wenn eine Folge keinen Grenzwert hat, sagt man,
sie divergiert.

Wichtig: die Ausdriicke ,,unendlich viele* und ,fast alle® in Definition [2.12
beziehen sich immer auf die Indizes n € N, nicht auf die Zahlen a,, € R.

2.13. BEISPIEL. (1) Fiir a € R heifit die Folge (a),en, bei der jedes
Folgenglied den Wert a hat, konstant. Ihr Grenzwert ist a, und a ist
auch ein Haufungspunkt.

(2) Die Folge (n)neoo konvergiert gegen oo, da jede Umgebung U von oo
ein Intervall (a,oc0] mit a € R umfasst, und n € (a,o0] fiir fast alle
n € N gilt, da R archimedisch ist, vergleiche auch Bemerkung .

(3) Die Folge ((—1)")nen hat keinen Grenzwert, aber zwei Haufungspunk-
te, ndmlich 1 und —1.

(4) Die Folge (l)neN hat den Grenzwert 0, vergleiche Bemerkung .

n

2.14. DEFINITION. Eine Folge in R oder R heifit Nullfolge, wenn sie gegen
0 konvergiert.

2.15. LEMMA. Sei (an)nen Folge in R. Falls (a,) konvergiert, ist der Grenz-
wert der einzige Haufungspunkt von (ay,), insbesondere ist der Grenzwert immer
eindeutig bestimmit.

BEWEIS. Seien z, y € R mit # # y. Nach Bemerkung gibt es Umge-
bungen U von z und V von y mit U NV = (). Wenn = Grenzwert von (ay,) ist,
liegen hochstens endlich viele der a, nicht in U, also liegen auch nur endlich
viele Folgenglieder a, in V. Damit kann y kein Hiufungspunkt mehr sein, und
schon gar nicht Grenzwert. ([l

2.16. BEMERKUNG. Wir haben der Einfachheit halber Konvergenz und Di-
vergenz in R betrachtet. In der Literatur werden diese Begriffe oft anders ver-
wendet: eine Folge ,,.konvergiert* oft nur, wenn ihr Grenzwet wieder in R liegt,
und ,,divergiert bestimmt“ gegen —oo oder oo, falls ihr Grenzwert —oco oder co
ist. Wir werden von Konvergenz in R sprechen, wenn wir betonen wollen, dass
der Grenzwert eine reelle Zahl ist. Ansonsten bleiben wir bei unserer Termino-
logie, da sie etliche Fallunterscheidungen ersparen wird.
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2.17. PROPOSITION. Es seia € R. Dann divergiert die Folge (a™)nen, wenn
a < —1, ansonsten gilt

oo a>1,
lim a"=<1 a=1, und
n—oo

0 Jaf <1.

BEwEIs. Fiir a > 1 schreiben wir ¢ = 1 4+ x und benutzen die Bernoulli-
Ungleichung aus Aufgabe 2 vom Blatt 1.5, wonach

a"=(14+z)">1+nx.

Fiir alle C > 1 gilt also a™ > C, wenn n > %, und das gilt bei festem a fiir
fast alle n.

Im Fall a = 1 erhalten wir die konstante Folge (1) mit Grenzwert 1, siehe
Beispiel .

Im Fall a = 0 ist die Folge fast konstant 0 (also konstant 0 bis auf endliche
viele Ausnahmen, nimlich a® = 1) hat also Grenzwert 0. Falls |a| < 1 und
a # 0, konvergiert ‘a%‘ = |%}n gegen 0o, da ’%’ > 1 nach Bemerkung @D
Fiir € > 0 gilt

1

an

1

a" € (—ge) & |a" <e <=

)

3

und das gilt fiir fast alle a, also ist der Grenzwert in diesem Falle 0.

Im Fall @ = —1 divergiert die Folge nach Beispiel . Im Fall a < —1
schreiben wir a? = 1+ 2 mit > 0 und iiberlegen wie oben, dass a*>" = (1+ )"
gegen oo und a®"*! = @ - (1 + )" gegen —oo konvergiert. Also hat die Folge
(a™)nen (mindestens) zwei Haufungspunkte —oo und co. Also divergiert sie nach
Lemma O

2.18. LEMMA. Sei (ay), (bn), (ca) Folgen in R mit a,, C b, C ¢, fiir alle n.
Falls (ay,) und (c,) gegen denselben Grenzwert konvergieren, dann konvergiert
auch b, gegen diesen Grenzwert.

BEWEIS. Sei a der Grenzwert. Jede Umgebung U von a enthélt nach De-
finition 2.3] ein Intervall I, das selbst wieder Umgebung von a ist. Also liegen
fast alle a,, und fast alle ¢, in I nach Definition 2.12] es gilt also ng € N mit
an € I, ¢, € I fiir alle n > ny. Mit Definition 2.1] folgt b,, € I fiir alle n > ny,
also liegen fast alle b, in I, also auch in U. Da das fiir alle Umgebungen U von
a gilt, konvergiert auch b,, gegen a. O

BEIspIEL. Es gelte a,, < by, fiir alle n € N, und (a,) konvergiere gegen oc.
Dann konvergiert auch b,, gegen co. Um das zu zeigen, wihlen wir ¢, = oo fiir
alle n € N und benutzen Lemma

2.19. LEMMA (Erhaltung von Ungleichungen). Es seien (ap), (by) konver-
gente Folgen in R mit den Grenzwerten a und b € R. Falls a,, < b, fiir alle
n € N gilt, folgt a <b.
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BeEwEIs. Wire a > b, so gébe es ¢ € (b,a). Dann wire [—o0, ¢) eine Umge-
bung von b, und (¢, 0o} eine Umgebung von a. Fiir fast alle n € N wiirde also
by, < ¢ < ay gelten, im Widerspruch zur Annahme. Also muss a < b gelten. [J

BEMERKUNG. In Lemma [2.18] wiirde es reichen, a,, < b,, < ¢, fiir fast alle
n € N zu fordern, in Lemma [2.19] briuchte a, < b, sogar nur fiir unendlich
viele n € N zu gelten (warum?).

2.20. BEMERKUNG. Lemma liefert im allgemeinen keine strikten Un-
gleichungen fiir die Grenzwerte. Zum Beispiel gilt 0 < % fiir alle n € N, aber

1
lim 0=0«£0= lim —.
n— o0 n—oo n
2.21. BEMERKUNG. Im folgenden wollen wir auch mit +oo rechnen. In den
meisten Féllen ist uns das Ergebnis klar, daher listen wir nur die ,,verbotenen*

Rechnungen auf: die Ausdriicke

00 + (—o0) (—0) 4+ 00  bzw. o0—o00, sowie

Fo00

0- -0 0-(— —0)-0 bzw. —

o, 000, 0-(-x),  (00) 0 baw. o

sind nicht definiert. Alle anderen Ausdriicke sind erlaubt, zum Beispiel
00 +5 =00, o0 (=3)=—-00, und R
00
Fir a € R gilt &z = —% = 0, daher diirfen wir nicht einfach § = oo

oder § = —oo setzen. Wir diirfen also nach wie vor nicht durch 0 dividieren.

2.22. SATZ. Es seien (ap), (bn) Folgen reeller Zahlen mit Grenzwerten a,
b € R. Fualls die rechte Seite erkldrt ist, gilt

(1) nlirgo(an +by,) =a+b,

2) Tim (<a,) = —a,

(3) Jim (ap, -bp) =a-b,

(4) nh—{go ai = % , falls auferdem alle a # 0.

BEWEIS. Zu reicht es, zu zeigen, dass zu jeder Umgebung W von a + b
zwel Umgebungen U von a und V von b existieren mit

(*) U+V={ut+v|lueUudveV}CW.

Denn da fast alle a,, in U und fast alle b, in V liegen, liegen fast alle a,, + b,
in U4V C W. Also konvergiert a,, + b, gegen a + b.

Wir zeigen (k) in zwei Fillen. Falls a, b € R, so existiert zu jeder Umgebung
W von a + b ein € > 0 mit
€

(a+b—c,a+tbte)CW = <a—5,a+§)+(b—g,b+2

2 2
U v

Jew.
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Im zweiten Fall sei b = co, dann enthélt jede Umgebung W von oo ein Intervall
der Form (¢, oo] mit ¢ € R. Wir haben
(a—1,a+1)+(c—a+1,00] C (c,00] C W,

U 1
somit gilt auch hier die Behauptung.

Zu betrachten wir zu jeder Umgebung W von —a die Umgebung —W
von a. Wenn fast alle a,, in —W liegen, dann liegen auch fast alle —a, in W.
Also konvergiert —a,, gegen —a.

Zu (3) suchen wir entsprechend zu jeder Umgebung W von ab Umgebungen
U vonaund V von b, so dass U-V C W. Wie oben folgt daraus Behauptung .
Falls z.B. a,b > 0, so erhalten wir fiir 0 < e < 1:
(a\/l —e,aV1 +€) . (b\/l —e,bV/1 —i—s) C (ab(l —¢€),ab(1 +5)).

Falls z.B. a > 0 und b = 0, so erhalten wir fiir £ > 0:
€

(0,2a) - (—;—a, %> C (—¢&,¢).

Alle anderen Falle funktionieren dhnlich.

Zu betrachten wir zu einer Umgebung W von % € R eine Umgebung
U von a € R\ {0} mit ; C W. Falls a € R\ {0} withlen wir U = 57
Falls a = 400, sei € > 0 so klein, dass (—e,¢) C W. Dann wihlen wir U =
[—o00, =) U (£, 0c]. Jetzt folgt genauso wie (2)). O

2.23. BEMERKUNG. In den Beispielen (D)) und auch in den Beweisen
von Proposition und Satz haben wir folgendes ausgenutzt.

(1) Eine Folge (a,) konvergiert gegen a € R genau dann, wenn zu je-
dem € > 0 ein ng € N existiert, so dass |a, —a| < ¢ fiir alle n € N
mit n > nyp.

(2) Eine Folge (a,) konvergiert gegen oo (—o0) genau dann, wenn zu je-
dem ¢ € R ein ng € N existiert, so dass a, > ¢ (bzw. a, < —c) fiir
alle n € N mit n > ny.

Beides sind Umformulierungen der entprechenden Aussagen in Definition [2.12
unter Benutzung der Definitionen [2.3| und und der speziellen Umgebungen
in Beispiel und Bemerkung In der Literatur werden die Punkte
und oben gern zur Definition der Konvergenz herangezogen.

Aber vollig unabhingig davon, wie man Konvergenz definiert, wird man
spéiter weitaus ofter die Lemmata [2.18 und Lemma [2.19] und Satz ver-
wenden, um Konvergenz einer gegebenen Folge gegen einen bereits bekannten
Grenzwert zu zeigen, als man die Definition des Grenzwertes selbst bendtigt.
Dabei vergleicht man beispielsweise eine gegebene Folge mit einer der Folgen

aus Proposition [2.17]

Schliellich wollen wir Konvergenz von Folgen benutzen, um abgeschlossene
Mengen einmal anders zu charakterisieren.
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2.24. LEMMA. Eine Teilmenge M C R (oder C R) ist genau dann abge-
schlossen, wenn fiir jede in R (oder in R) konvergente Folge (a,) in M der
Grenzwert bereits in M liegt.

BEWEIS. Zu ,,==* sei M abgeschlossen und x ¢ M. Da R\ M (bzw. R\ M)
offen ist, existiert eine Umgebung U von z, die M nicht trifft, folglich auch keine
Folgenglieder von (ay) enthélt. Also kann kein Punkt x ¢ M Grenzwert oder

Hiaufungspunkt von (a,) sein. Mithin liegen Grenzwerte konvergenter Folgen
in M wieder in M.

Zu <" zeigen wir umgekehrt: wenn M nicht abgeschlossen ist, gibt es
eine Folge in M, die gegen ein x ¢ M konvergiert. Dazu wihlen wir einen
Randpunkt von R\ M (bzw. R\ M). Da jede Umgebung von z die Menge M
trifft, finden wir eine Folge a,, in M mit |a,, — z| < 2 falls x € R, bzw. £a, > n
falls z = +00. Also ist (a,) eine Folge mit Grenzwert = ¢ M. O

2.2. Konvergenzkriterien

Im letzten Abschnitt haben wir die Begriffe ,, Konvergenz“ und ,, Grenzwert*
definiert, und auch einige explizit gegebene Folgen auf Konvergenz untersucht.
Dabei mussten wir zunéchst den Grenzwert ,,raten®, und dann nachweisen, dass
die Folge gegen diesen Wert konvergiert.

In diesem Abschnitt wollen wir lernen, wie man einer Folge ansehen kann,
ob sie konvergiert, auch wenn man den Grenzwert nicht kennt. Das ist wichtig,
da man manche reelle Zahlen am einfachsten als Limes einer Folge angibt.
Ein Beispiel davon ist die Konstruktion von v/2 in Punkt am Anfang von
Abschnitt die wir in Ubung 4 von Blatt 1.6 verallgemeinert haben. Dass
man reelle Zahlen iiberhaupt als Grenzwerte von Folgen angeben kann, héngt
natiirlich wieder mit der Vollstdndigkeit von R zusammen.

Wir beginnen mit einer direkten Folgerung aus der Vollsténdigkeit der An-
ordnung von R.

2.25. DEFINITION. Seien (M, <) und (N, <) Mengen mit Ordnung, und
sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit F’

(1) monoton steigend oder ordnungserhaltend, wenn a < b = F(a) <
E(b),

(2) streng monoton steigend, wenn a < b = F'(a) < F(b),

(3) monoton fallend oder ordnungsumkehrend, wenn a < b = F(a) >
E(b),

(4) streng monoton fallend, wenn a < b = F(a) > F(b),

jeweils fiir alle a, b € M. Man nennt F' kurz monoton, wenn F monoton steigt
oder monoton fillt, und streng monoton, wenn F' streng monoton steigt oder
monoton fillt.

2.26. BEMERKUNG. Man iiberlegt sich leicht, dass eine monotone Abbildung
genau dann streng monoton ist, wenn sie injektiv ist.
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2.27. DEFINITION. Sei M eine Menge und (V, <) eine Menge mit einer
Halbordnung. Dann heifit eine Abbildung F': M — N wvon unten beschrinkt
bzw. von oben beschrinkt, wenn dasselbe fiir ihr Bild im F' in N gilt. Ist F' von
unten und von oben beschriankt, so nennt man F' kurz beschrdankt.

2.28. BEISPIEL. Reelle Folgen sind Abbildungen von (N, <) nach (R, <),
also ist es sinnvoll, von monotonen und von beschrankten Folgen zu sprechen.
Man beachte, dass jede Teilmenge von R von unten durch —oo und von oben
durch oo beschriinkt ist, so dass Beschrinktheit in R automatisch erfiillt ist,
nicht aber in R.

(1) Die Folge (n)nen steigt streng monoton, ist aber in R nicht beschrankt.
Sie konvergiert in R gegen oo, und divergiert in R.

(2) Die Folge (%)n o féllt streng monoton und ist beschrénkt. Sie konver-
giert in Q, R und R gegen 0.

(3) Die Folge (an)nen aus Punkt in Abschnitt fallt streng mono-
ton und ist von unten durch 1 beschrénkt. Beides folgt aus Aufgabe 4a)
von Blatt 1.6, indem man mit a = 2 und b = 1 startet, dann ist a,, ge-
nau die obige Folge und b, = % Die Folge (a,,) konvergiert gegen v/2.
Da V2 ¢ Q, divergiert die Folge in Q.

Das folgende Konvergenzkriterium ist eine direkte Folgerung aus der in
Abschnitt erkldrten Ordnungsvollstindigkeit von R. In der Tat zeigt das
obige Beispiel , dass es ohne Vollsténdigkeit nicht geht.

2.29. SATz (Monotoniekriterium). Jede monotone, beschrinkte Folge reeller
Zahlen konvergiert in R. Jede monotone erweiterte reelle Folge konvergiert in R.

BEwEIS. Wir zeigen zunichst die erste Behauptung. Sei (ap)nen eine
beschrankte monotone Folge. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen,
dass (a,) monoton steigt, ansonsten féllt sie, und wir betrachten stattdessen
die monoton steigende Folge (—a,,) und benutzen Satz .

Da (ay,) beschrénkt ist, existiert
b = sup(im(a)) =sup{a, |n € N}.

Wir behaupten, dass

b= lim a, .
n—oo

Sei also € > 0, dann existiert ng € N mit a,, > b — ¢, da b ja die kleinste obere
Schranke von im(a) ist. Aus Monotonie folgt a,, > b — ¢ fiir alle n > ng. Da b
das Supremum war, gilt auch a,, < b, also

an € (b—¢e,b) C (b—e,b+¢) fiir alle n > ng .
Also ist b der Grenzwert, wie behauptet.

Die zweite Behauptung zeigt man ganz analog, wobei man ausnutzt, dass
— wie oben bemerkt — jede Folge in R beschrinkt ist. ([l

BEMERKUNG. Wir betrachten die Voraussetzungen des Monotoniekriteri-
ums [2.29)
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(1) Jede konvergente Folge (a,,) ist beschrénkt. Denn sei a der Grenzwert
und ng € N zu € = 1 so gewilhlt, dass |a, —a| < 1 fiir alle n > ny,
dann folgt

|an| < max{|aol,..., lan,-1], lal + 1]} .

(2) Nicht jede konvergente Folge ist monoton. Nach Proposition kon-
vergiert die Folge ((—%)")neN gegen 0, aber nicht monoton.

2.30. FOLGERUNG (Intervallschachtelung). Es sei I, = [an,by] eine Folge
abgeschlossener Intervalle in R mit Iy C I, und I, # O fiir alle n € N, so
dass

lim (b, — an) =0 .

n—oo

Dann gibt es genau eine Zahl x € R, die in allen I, liegt.

BEWEIS. Aus I,,4+1 C I, fiir alle n folgt, dass die Folge a,, monoton steigend
und (durch ein jedes beliebige b,) von oben beschrinkt ist, also existiert nach
dem Monotoniekriterium 2.29 ihr Grenzwert

a= lim a,, und b= lim b,
n—oo n—oo

existiert genauso, da b, entsprechend monoton fallend und beschréinkt ist. Mit
Satz folgt a = b, da b, — a, eine Nullfolge ist.

Setze * = a. Dann gilt auf der einen Seite a, < = < b, fiir alle n. Auf
der anderen Seite gibt es fiir jedes y < z ein n € N mit y < a,, und fiir
jedes z > x ein m mit z > b,. Also ist z der einzige Punkt im Durchschnitt aller
Intervalle I,,. O

BEMERKUNG. Mit offenen Intervallen funktioniert das nicht immer. Sei et-
wa I, = (0, %), dann gilt 1,41 C I, aber der Durchschnitt all dieser Intervalle
ist leer.

Als Anwendung der Intervallschachtelung definieren wir Wurzeln und ratio-
nale Potenzen positiver Zahlen.

2.31. SATZ (Existenz von Wurzeln). Es gibt genau eine Abbildung (0, 00) X

Q — (0,00) mit (z,a) — %, so dass fir alle x, y > 0 und alle a, b € Q gilt
(1) ot =1,

(2) (-y)* =2y

3) Latb _ o b

(@ 2 = ()

(5) x? <y falls 0 <z <y und a > 0,

(6) T falls 0 <z <y und a <0,

(7) z¢ < 2P falls 1 <z und a < b, und

(8) % > zb falls 0 <z <1 und a < b.
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Wir nennen z% die a-te Potenz von z und {/x = zn die n-te Wurzel von z
fiir n € Nmit n > 2. Beachte: Wir kénnen x" fiir alle x € R definieren, wenn n €
N. Wenn wir n € Z zulassen wollen, folgt 2= = %, und wir miissen z = 0
ausschlieBen. Wenn wir rationale Exponenten zulassen wollen, miissen wir uns

sogar auf positive reelle Zahlen einschrianken.

BEWEIS. Zunéchst definieren wir 2" fiir n € N rekursiv wie in Definiti-
on , dadurch ergibt sich wegen auch die Eindeutigkeit. Mit 27" =
(z=")™ erhalten wir z" fiir alle n € Z. Mit vollstandiger Induktion und den Re-
chenregeln fiir angeordnete Kérper in Bemerkung ergeben sich fiir alle z,
y € R\ {0} und alle a, b € Z die Rechenregeln (1) (g).

Als niichstes konstruieren wir ¢z fiir 0 < < 1 und ¢ € N durch Inter-
vallschachtelung. Dazu setzen wir Iy = [ag,bo] = [0, 1], dann folgt 07 = 0 <
x < 19 = 1. Wir definieren I, rekursiv, indem wir I,, halbieren und dasjenige
Teilintervall bestimmen, in dem wir &z vermuten. Das bedeutet, wir setzen

[an, %] falls (%)q > 2, und
[antbn ] falls (22f2)? < 2,

Dann erfiillen die Intervalle I,, die Voraussetzungen der Folgerung [2.30] insbe-
sondere gilt b, — a, = 27", was nach Proposition ja eine Nullfolge bildet.

In—l—l = [an+1abn+1] {

Wir erhalten also einen eindeutigen Grenzwert y. Dieser erfiillt
) al, <yt < b

nach (), was fiir ¢ € N ja bereits bewiesen war. Die Intervalle [af, b}] bilden
ebenfalls eine Intervallschachtelung mit

b1 —al = (b, —ap) - (' +al b, 4+ -+ b)) <27"q.
Der Grenzwert dieser Intervallschachtelung ist nach Konstruktion gerade x,
aus (*) folgt also y? = z. Aus () fiir a = ¢ € N folgt sofort die Eindeutigkeit der
Wurzeln. Wir schreiben daher y = ¢/z. Fiir z > 1 definieren wir ¢z = (Va~1).

AnschlieBend setzen wir z1 = v xP; auch hier ergibt sich die Eindeutigkeit aus
den Rechenregeln.

Zu iiberpriifen bleiben die Rechenregeln fiir beliebige rationale Exponenten.
Regel (1)) ist bereits klar, da 1 € Z. Zu (4]) iberlegen wir uns, dass 24 eine Zahl Y
ist mit y¢ = 2P, und (29)s eine Zahl z mit 2° = y". Es folgt 2% = "7 = 2",
also z = xa's. Als nichstes zeigt man und @ fir a = %, indem man
auf beiden Seiten g-te Potenzen nimmt. Aus diesen beiden Regeln folgt auch
leicht die Eindeutigkeit der Potenzen. Schliellich fithrt man auch und
sowie und auf die entsprechenden Regeln fiir ganze Exponenten zuriick,
indem man beide Seiten mit dem geeigneten Nenner potenziert. O

2.32. DEFINITION. Es sei (a,) eine Folge in einer beliebigen Menge M
und (i,) eine streng monoton steigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann
heiBt (a;, )nen eine Teilfolge von (ay) mit Indexfolge (jn).
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2.33. BEISPIEL. Wir betrachten die Folge ((—1)")nen. Die Folgen (1)pen =
((=1)®>")pen und (—1),en sind konstante, also konvergente Teilfolgen, wiih-

rend (a,) selbst nach Beispiel divergiert.

2.34. LEMMA. Es sei (ay,) eine Folge reeller Zahlen. Dann ist b genau dann
ein Haufungspunkt von (ay), wenn eine Teilfolge der Folge (a,) gegen b kon-
vergiert.

BEWEIS. Zu ,,<=" sei U Umgebung von b. Nach Voraussetzung liegen fast
alle Glieder der Teilfolge in U, das sind unendlich viele Glieder der urspriingli-
chen Folge, da die Indexfolge nach Bemerkung injektiv ist.

Fiir ,—“ benutzen wir, dass R archimedisch ist. Wir konstruieren eine
Teilfolge von (a,) mit Indexfolge (j,) rekursiv wie folgt. Wir starten mit jo = 0.
Sei jetzt n > 1. Da unendlich viele Folgenglieder in der Umgebung (b— %, b+ %)
liegen, finden wir einen Index j, > j,—1 mit

1
laj, — b < .
Damit ist sichergestellt, dass die Indexfolge (j,,) streng monoton steigt. Nach
Bemerkung konvergiert die Teilfolge gegen b wie behauptet. O

Wir werden dieses Lemma benutzen, um Teilfolgen und Haufungspunkte zu
konstruieren.

2.35. SATZ. Es sei (ay) eine Folge erweiterter reeller Zahlen.

(1) Dann besitzt (a,) eine monotone Teilfolge,
(2) und

liminf a, = sup{inf{an\n > ng } ‘ ng € N} € R

n—

ist der kleinste und

=

limsup a, = inf{ supq an|n > no } ’ ng € N} €

n—oo

der grifste Haufungspunkt von (ay,).

2.36. DEFINITION. Man nennt liminf, .. a,, den Limes inferior und lim
SUp,,_, an den Limes superior der Folge (ay,).

Obwohl die beiden Teilaussagen im obigen Satz anscheinend nicht viel mit-
einander zu tun haben, lassen sie sich sehr gut gemeinsam beweisen.

BEWEIS VON SATz [2.35l Wir betrachten in nur den Limes superior,
denn es gilt offensichtlich

liminf a,, = — limsup(—ay,) .
n—0o0 n—o0

Nach Konstruktion fillt die Folge
by, =sup{am, | m>n}
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monoton, und aus dem Monotoniekriterium folgt

b= lim b, = limsupa, .
n—oo n—oo

Wir nennen ein Folgenglied a,, ,,Aussichtspunkt*, wenn a,, > a,, fiir alle m > n,
das heifit, wenn a,, = b,,.

Wenn es unendlich viele Aussichtspunkte gibt, bilden diese eine monoton
fallende Teilfolge, sowohl von (a,) als auch von (by,). Insbesondere ist b dann
ein Hiufungspunkt von (a,) nach Lemma

Wenn es nur endlich viele Aussichtspunkte gibt, betrachten wir den mit
dem grofiten Index ng. Dann folgt a, < b fiir alle n > ng, denn ansonsten
fande man weitere Aussichtspunkte. Auch im Falle a, = b fiir n > ng héitte
man einen weiteren Aussichtspunkt, es folgt also a, < b fiir alle n > ng. Wir
setzen jo = no + 1 und finden dann zu jedem j, ein j,41 > j, mit aj, ., > a;,
und |a, — b| < 1, erhalten also eine monoton steigende Teilfolge von (a,) mit
Grenzwert b.

In beiden Féllen ist klar, dass die Folge (a,,) keinen gréfieren Haufungspunkt
als b haben kann. g

2.37. FOLGERUNG (Satz von Bolzano-Weierstra$ fiir R). Jede beschrinkte
Folge in R hat einen Hiufungspunkt.

BEWwWEIS. Nach Satz besitzt die Folge Hiaufungspunkte in R. Da
diese aber nicht auflerhalb der Schranken liegen kénnen, liegen sie sogar in R.
O

2.38. BEMERKUNG. Falls die Folge (a,) konvergiert, ist ihr Grenzwert der
einzige Haufungspunkt nach Lemma In diesem Fall gilt also

lim a, = liminf a,, = limsup a,, .
n—o0 n—00 N—00

Umgekehrt konvergiert eine Folge, wenn Limes inferior und Limes superior
libereinstimmen. Das heifit, eine Folge, die in R nur einen Hiufungspunkt hat,
konvergiert.

Denn falls der einzige Haufungspunkt a einer Folge (a,,) in R liegt, folgt fiir
alle e > 0, dass a,, < a+-e fiir fast alle n, da a = limsup,,_, ., an, sowie a,, > a—¢
fiir fast alle n, da a = liminf,,_., a,. Also konvergiert die Folge gegen a wegen
Bemerkung [2.23]

Falls liminf,, .o a, = oo, gilt fir jedes C € R, dass a,, > C fiir fast
alle n, also konvergiert (a,) gegen oo; analog konvergiert (a,) gegen —oo,
falls limsup,,_, o, @n = —00.

BEISPIEL. (1) Auer dem Limes inferior und dem Limes superior
kann es beliebig viele andere Hiufungspunkte geben. Fiir die Fol-
ge (sinm),en beispielsweise ist jeder Punkt in [—1,1] ein Haufungs-
punkt

(Winkel in Bogenmaf} gemessen).
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(2) Limes inferior und Limes superior , funktionieren® nur in R so wie in
Bemerkung Beispielsweise ist die Aussage ,jede Folge mit nur
einem Haufungspunkt konvergiert® in R falsch; betrachte etwa (ay)
mit

_Jn falls n gerade, und
" 11 falls n ungerade.

Obwohl liminf, .. a, = 1 der einzige Haufungspunkt in R ist, di-
vergiert die Folge, denn limsup,,_,. a, = oo ¢ R ist ein weiterer
H&ufungspunkt.

2.3. Metrische Vollstindigkeit

Wir kommen nun zu einem anderen Konvergenzkriterium, das nicht die
Monotonie einer Folge benutzt, sondern die Abstéinde zwischen einzelnen Fol-
gengliedern. Zu diesem Zweck arbeiten wir ab sofort in R, nicht mehr in R.

Wir lernen aulerdem den Begriff des metrischen Raumes kennen, der noch
héufiger eine Rolle spielen wird. Dabei werden wir die Begriffe ,,Umgebung*
noch einmal unter einem anderen Gesichtspunkt definieren. Fiir R verédndert
sich die Bedeutung dieses Begriffs nicht, so dass auch die davon abgeleiteten
Begriffe ,,offen*, ,,abgeschlossen®, ,innerer Punkt“, ,Randpunkt“, , Grenzwert*
und ,,Hiufungspunkt“ immer noch die gleiche Bedeutung haben werden.

2.39. DEFINITION. Seien z, y € R, dann heifit d(x,y) = | — y| € [0, 00) der
Abstand zwischen x und y.

2.40. DEFINITION. Es sei M eine Menge und d: M x M — [0,00] eine
Abbildung. Dann heifit d eine Abstandsfunktion, oder Metrik wenn fiir alle x,
Yy, z € M gilt

(1) Positivitit: d(x,x) = 0 und d(z,y) > 0 falls x # y,
(2) Symmetrie: d(y,x) = d(z,y), und
(3) Dreiecksungleichung: d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Eine metrischer Raum (M,d) ist eine Menge M mit einer Abstandsfunktion d.

2.41. BEISPIEL. Die reellen Zahlen mit dem in Definition 2.39 definierten
Abstand bilden einen metrischen Raum, denn fiir alle x, y, z € R gilt nach
Bemerkung folgendes.

(1) |z —y| >0 und lz—y|=0<=z=y,
(2) ly—zl=[-(r-yl=lr—-yl, und
3) -zl =lx—y)+ -2 <|le—yl+ly—=z[.

Wenn wir die Abstandsfunktion d auf die rationalen Zahlen einschrianken, er-
halten wir ebenfalls einen metrischen Raum (Q, d).
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2.42. BEISPIEL. Die komplexen Zahlen werden definiert als Menge
C={z+iy|z,ye R} 2R xR,
versehen mit den Grundrechenarten
(u+iv) + (z+iy) = (u+z) +ilv+vy),
(u+1iv) - (x4 1y) = (ur —vy) + i(uy + va) .
Das Element 0 = 0430 ist neutral beziiglich der Addition, das Element 1 = 1+40
ist neutral beziiglich der Multiplikation. Die Zahl ¢ = 0 + ¢1 hat die besondere

Eigenschaft, dass
i =(—i)?=-1.

Die komplexe Konjugation wird gegeben durch

(x+1iy) =o—1y.
Fiir alle z = z 4+ iy, w = u + iv € C folgt

N
S
1
N
]

Zztw=2z+w und
Fiir alle z = x + iy ist
22 = (x +iy) - (x —iy) = 2> +9°
reell und nicht negativ. Man kann jetzt zeigen, dass (C,+, -) ein Korper ist.
Beispielsweise wird das multiplikative Inverse von z # 0 gegeben durch
1 z T — 1y

2 22 x4y’

Da der Kérper C ein Element 7 mit i = —1 enthilt, lisst er sich nicht anordnen.
Somit kénnen wir nicht iiber die Ordnungsvollsténdigkeit von C sprechen.

Stattdessen konnen wir C als metrischen Raum betrachten. Dazu definiert
man den Absolutbetrag durch

2| = Vaz = Va2 + % € (0,00)
also durch die euklidische Lénge des Vektors (x,y). Man iiberpriift, dass die Ei-
genschaften aus Bemerkung auch hier gelten, insbesondere auch die Drei-
ecksungleichung (). Denn seien z und w € C. Falls z = 0, gilt |z + w| = |w| =
|| + |w|. Ansonsten schreibe ¥ = x + iy. Aus * < 2? + y? folgt

2
2wl = |2 |1+ 2
z

= |22 (1 22 4+ 9?) = |22 (14 20+ 27 +4)
w2
<P (1 2v@ g 42t +y) = P (14 [ 2]) = (2l + )2,

und hieraus ergibt sich durch Wurzelziehen die Dreiecksungleichung fiir den
Absolutbetrag.

Wie in Beispiel erhalten wir eine Abstandsfunktion d: C x C — [0, 00|
auf C durch

d(z,w) = |z —w| = (z —u)? + (v—w)? .
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Wir wollen jetzt Konvergenz in metrischen Rdumen erkléren. Dazu definie-
ren wir wie in Abschnitt [2.1] zunéichst den Begriff der Umgebung.

2.43. DEFINITION. Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei z € M ein Punkt
und U C M eine Teilmenge. Der metrische Ball vom Radius € > 0 um x oder
die e-Umgebung ist die Teilmenge

Be(z) ={yeM|d(z,y) <e}.
Die Teilmenge U heifit Umgebung von x, wenn B.(z) C U fiir ein € > 0.

Wir definieren die Begriffe ,,innerer Punkt“, , Randpunkt“, wortwortlich wie
in Definition yoffen®,  abgeschlossen® wie in Definition [2.8] sowie ,,Grenz-
wert”, ,Haufungspunkt®, , Konvergenz* und ,,Divergenz“ von Folgen wie in De-

finition .12

BEMERKUNG. Wir kénnen jetzt Bemerkung wie folgt umformulie-
ren. Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei (x,,)nen eine Folge in N, und sei x € M.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Es gilt lim, 00z, = .
(2) Zu jedem e > 0 existiert ein ng € N mit d(zy,x) < € fiir alle n > ny.
(3) Es gilt lim,, o d(zp, ) = 0.

2.44. BEMERKUNG. Die oben definierten Begriffe bedeuten fiir den metri-
schen Raum (R, d) das gleiche wie in den Definitionen und Das folgt

aus Bemerkung , da
B.(z)={yeR||ly—z|<e}=(x—cz+e).

Man beachte aber, dass sich die Abstandsfunktion d auf R nicht einfach so
auf R ausdehnen lésst, dass die Punkte co und —oo die gleichen Umgebungen
im obigen Sinne haben wie in Abschnitt

2.45. BEMERKUNG. Die meisten der obigen Resultate, wie etwa das Mono-
toniekriterium oder die Existenz von Limes inferior und Limes superior beruhen
auf der Anordnung der reellen Zahlen. Nur Lemma iiber die Existenz kon-
vergenter Teilfolgen gilt fiir alle metrischen Rédume, und zwar mit (nahezu) dem
gleichen Beweis wie oben.

2.46. DEFINITION. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M
heilt beschrdnkt, wenn es einen Punkt x € M und R < oo gibt, so dass U C
Bpg(z). Eine Folge (a,,) in M heifit beschrdnkt, wenn im(a) = {a, | n e N} C M
beschrénkt ist.

Fiir Teilmengen von R und Folgen in R bedeutet Beschréanktheit also immer
noch das gleiche wie in Definition [1.65

2.47. BEMERKUNG. Um Resultate fiir R auf C {ibertragen, kann man oft
Real- und Imagindrteil komplexer Zahlen separat betrachten, das heifit, anstelle
von z € C betrachtet man

Re(z) € R und Im(z) € R mit z=Re(z)+iIm(z).
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Dann gilt

max{|Re(z)[, Im(z)|} < |z| < |Re(z)| + [Im(2)] .
Begriindung: Da alle obigen Groflien positiv sind, diirfen wir quadrieren. Die
obigen Ungleichungen sind also dquivalent zu

maX{Re(z)Q,Im(z)2} < Re(z)? +1Im(2)? < Re(z)? + 2 |[Re(2)| [Im(z)| +Im(z)? ,

und diese Ungleichungen sind offensichtlich erfiillt, da jeder einzelne Summand
positiv ist.

2.48. SATz (Satz von Bolzano-Weierstrafl fiir C). Jede beschrdnkte Folge
in C besitzt einen Hdaufungspunkt.

BEWEIS. Es sei (z;,) eine beschriankte Folge komplexer Zahlen. Nach Bemer-
kung sind dann auch die Folgen (Re(zy,)) und (Im(z,)) beschrénkt. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstra$ fiir R gibt es eine Teilfolge (Re(z;,))nen, die
gegen eine Zahl 2 € R konvergiert. Die entsprechende Teilfolge (Im(z;,))nen
von (Im(z,)) ist nach wie vor beschrinkt, besitzt also ihrerseits eine konvergen-
te Teilfolge (Im(zj,, )) mit einem Grenzwert y € R. Mit Bemerkung sehen
wir, dass

‘ijn - (1‘ + Zy)‘ < ‘Re(zjkn) - x‘ =+ ‘Im(zjkn) - y‘ )
also konvergiert die entsprechende Teilfolge von (z,) gegen z = x + iy. Nach
Bemerkung gilt Lemma [2.34] auch fiir C, also ist z Hiufungspunkt der
urspriinglichen Folge (z,). O

BEMERKUNG. Die Folge (Re(z;,))nen ist nach Definition [2.32 genau dann
eine Teilfolge von (Re(zy))nen, wenn (j,) eine streng monoton steigende Fol-
ge natiirlicher Zahlen ist. Genauso ist (Im(zj, )) genau dann eine Teilfolge
von (Im(z;,))nen, wenn (k;,) eine streng monoton steigende Folge natiirlicher
Zahlen ist. Ist das beides der Fall, so steigt auch (j, )nen streng monoton,
und (2, )nen ist eine Teilfolge von (zy).

Spéter werden wir uns nicht mehr die Miithe machen, Teilfolgen von Teilfol-
gen wie oben explizit anzugeben. Meistens sagt man nur so etwas wie: ,Nach
Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert (Re(z,)), nach erneutem Ubergang zu
einer Teilfolge konvergiert auch (Im(z,)).“

Wir kommen nun zum néchsten wichtigen Konvergenzkriterium fiir Folgen.

2.49. DEFINITION. Eine Folge (a;,) in einem metrischen Raum (M, d) heifit
Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein ng € N existiert, so dass d(am,a,) < €
fiir alle m, n > ny.

Eine Metrik d auf M bzw. ein metrischer Raum (M, d) heiflen vollstindig,
wenn jede Cauchy-Folge in M konvergiert.

2.50. BEMERKUNG. Jede konvergente Folge (ay)nen in einem metrischen
Raum (M,d) ist eine Cauchy-Folge. Sei ndmlich a der Grenzwert. Zu je-
dem e > 0 existiert ng € N mit d(a,,a) < § fiir alle n > nyg, also folgt aus
der Dreiecksungleichung fiir m, n > ng, dass

d(am,an) < d(am,a) + d(an,a) < €.
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BEISPIEL. Die Folge (a,) in Q aus Punkt (2) in Abschnitt [L.5| mit

an +2/an

ap = 2 und 41 = 5

ist sicher eine Cauchy-Folge in R, da sie gegen v/2 konvergiert. Da aber der
Abstandsbegriff auf Q und R der gleiche ist, ist (a,) auch in Q eine Cauchy-
Folge, obwohl sie in Q nicht konvergiert.

2.51. SATZ (Konvergenzkriterium von Bolzano-Cauchy fiir R). Die reellen
Zahlen sind metrisch vollstindig, das heif§it, jede Cauchy-Folge reeller Zahlen
konvergiert.

BEWEIS. Es sei (ap)nen eine Cauchy-Folge in R. Dann ist (ay) beschrénkt,
denn zu ¢ = 1 existiert ein ng € N wie in Definition [2.49] und wir erhalten

lan| < max{|a0| yeeos|@no—1| s |ane| + 1]} ,

vergleiche [2.2] Also existiert ein Hiufungspunkt a nach dem Satz [2.37] von
Bolzano-Weierstrass.

Sei jetzt ¢ > 0 beliebig. Wir finden ein neues ng € N, so dass |a,;, — an| < §
fiir alle m, n > ng, da (a,) Cauchy-Folge ist. Da die §-Umgebung des Haufungs-
punktes a unendlich viele Folgenglieder enthiilt, existiert ein festes m > ng, so

dass |a,, —a| < §. Aus der Dreiecksungleichung folgt
lan, — a| < |am — an| + |am —a| < e,

also liegen fast alle a,, in der e-Umgebung von a. Da das fiir alle ¢ > 0 gilt, ist a
der Grenzwert der Folge. d

BEMERKUNG. Im Beweis haben wir letztlich nur die metrische Vollstdndig-
keit auf die Ordnungsvollstéandigkeit zuriickgefiihrt. In der Tat sind die Begriffe
,metrisch vollstdndig“ und ,,ordnungsvollstédndig® fiir angeordnete Korper dqui-
valent.

2.52. FOLGERUNG (Konvergenzkriterium von Bolzano-Cauchy fiir C). Die
komplexen Zahlen sind metrisch vollstindig, das heifst, auch jede Cauchy-Folge
in C konvergiert.

BeEwEIS. Wir geben zwei Beweise. Da der Satz von Bolzano-Weierstrafl auch
in C gilt, konnen wir einfach obigen Beweis kopieren.

Alternativ dazu sei (z,) eine Cauchy-Folge in C. Zu € > 0 wihle ngp € N
wie in Definition Wegen Bemerkung sind auch (Re(zy,)) und (Im(z,))
Cauchy-Folgen. Nach Satz existieren daher

x = lim Re(z,) und y = lim Im(z,) .
n—oo n—oo

Setze z = x + iy, dann folgt mit der zweiten Ungleichung aus Bemerkung
dass (z,) gegen z konvergiert. O
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2.4. Reihen

Unendliche Summen heiflen in der Mathematik auch Reihen. Auf den er-
sten Blick sind Reihen nichts anderes als spezielle Darstellungen von Folgen
reeller Zahlen, daher iibertragen sich viele Ergebnisse aus den vorangegangenen
Abschnitten auf Reihen. Auf der anderen Seite gibt es einige neue Konvergenz-
kriterien fiir Reihen, und es treten sogar vollig neue Phdnomene wie absolute
Konvergenz auf. Sofern nichts anderes angegeben ist, ist k einer der Kérper R
oder C.

Wir beginnen mit einer Notation, die wir schon ldngst hétten einfithren
koénnen. Sei (ag,...,a,) eine Tupel von Zahlen oder (ax)ren eine Folge von
Zahlen, etwa in N, Z, Q, R oder C, dann definieren wir die endlichen Sum-
men Y i, ax rekursiv durch

n 0 falls n < 0, und
Zak 0 + an an+ Y ap fallsn > 0.
k=0
k=0
Genauso definiert man endliche Produkte [];_, aj rekursiv durch
n 1 falls n < 0, und

= .. f— n—1
H a0 dn an - [] ar falls n > 0.
k=0

Wir setzen den Wert des ,leeren Produkts® als 1 fest, denn dann gilt

0 —1
Hak:a0~Hak:ao-1:ao
k=0 k=0
wie gewiinscht. Hétten wir einen anderen Wert (z.B. 0) fiir das leere Produkt

gewihlt, so bekdmen wir ein anderes Ergebnis.

AuBerdem kann man natiirlich anstelle von k jeden anderen Buchstaben als
Summationsindex verwenden. Analog definiert man Summen und Produkte, die
bei £ =1 oder einem anderen Index in N beginnen.

2.53. BEISPIEL. (1) Nach Proposition gilt

. n(m-—1)
kZ:()k_Q :

(2) In jedem Korper filt fiir die geometrische Summe, dass
n n+l _ 1
Zak:ai fiir alle a # 1.
a—1
k=0

Das folgt entweder mit vollstdndiger Induktion oder aus

n n+1

n n
(a_l)'Zak:Z(akJrl_ak):Zak_zak:anJrl_aO7
k=0 k=1 k=0

k=0
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da sich die allermeisten Summanden wegheben — so etwas nennt man
auch Teleskopsumme, da sie sich wie ein Taschenteleskop zusammen-
schieben lésst.

(3) Fakultéit und Binomialkoeffizienten sind fiir n, £ € N mit & < n defi-
niert durch

n'—ﬁk und n —771! _ﬁn+1—j
'_kzl k) kKl(n—k)! j '

=1

Es sei nach wie vor k = R oder k = C.
2.54. DEFINITION. Es sei (ap)nen eine Folge in k. Die Folge
n
()
k=0 neN

in k heiBt die Folge der Partialsummen der Reihe Y ;- ai. Die einzelnen ay
heilen Reihenglieder. Wenn die Folge der Partialsummen in k konvergiert, sagt
man, die Reihe > 77 ai konvergiere, und bezeichnet ihren Grenzwert ebenfalls

mit
[e.9] n
> ok = lim Y ag.
k=0 k=0
Anderfalls sagt man, die Reihe )7 a; divergiere.

Also kann das Symbol ) 7, der ,unendlichen Summe* sowohl fiir eine
Folge als auch fiir ihren Grenzwert stehen. Das wird aus dem Kontext aber
jeweils klar. Auflerdem betrachten wir bei Reihen in R — aufler in seltenen
Ausnahmefillen — nur Konvergenz in R, nicht in R.

Es gibt ein einfaches notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe.

2.55. BEMERKUNG. Wenn eine Reihe konvergiert, bilden ihre Glieder eine
Nullfolge. Denn seien a, die Reihenglieder, und sei b der Grenzwert. Dann
existiert fiir jedes € > 0 ein ng € N, so dass

n
’b—Zak <e€ fiir alle n > ny.

k=0

n—1
—+ ‘b — ag
k=0

lan| =

Daraus folgt sofort
n
< 'b - < 2,

n n—1
D_ak— D a
k=0 k=0 k=0

also bilden die (a,,) tatséchlich eine Nullfolge.

2.56. BEISPIEL. Es sei a € k. Wir betrachten die geometrische Reihe

1
iak _ m faHS |a| < 1, und
k=0

divergent falls |a| > 1.

Zur Begriindung unterscheiden wir zwei Fille.
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(1) Fiir |a|] > 1 folgt |a™| = |a|™ > 1. Da die Reihenglieder keine Nullfolge
bilden, divergiert die geometrische Reihe fiir |a| > 1.
(2) Fiir |a| <1 werden die Partialsummen nach Beispiel durch

n
1—a”
* k_
) Za l—a
k=0
gegeben. Fiir |a| < 1 konvergiert die Folge a™ gegen 0, denn |a™ — 0| =

la|™ wird beliebig klein nach Proposition Also konvergiert die

geometrische Reihe wie angegeben gegen .

BEeIisPIEL. Ein konkretes Beispiel ist

9 1 9 1
0,9999 - = — Y — = —. =1.
’ 10;_01% 10 14

o)

Das Kriterium in Bemerkung [2.55] ist aber nicht hinreichend, wie das fol-
gende Beispiel zeigt.

2.57. BEISPIEL. Die harmonische Rethe
[e.e]
>
k
k=1
divergiert, obwohl ihre Glieder eine Nullfolge bilden. Das folgt aus folgender
Uberlegung:

N
il1+1+1+1+ SIS IO S R
B 2 3 4 2N-1 41 2N~
k=1 ~N NS>
>3 225=3 >oN-1. g =1

Zu jedem C € R findet man also ein ng € N mit >, % > (' fiir alle n > ny,
die Folge der Partialsummen konvergiert also gegen co. Mit anderen Worten
divergiert die harmonische Reihe, wenn auch sehr, sehr langsam.

2.58. SATZ. Es seien Y p_oar und Y pooby konvergente Reihen in k,
und ¢ € k. Dann konvergieren auch die Reihen

Zak+bk Z“k+zbk
k=0
und ank —cZak
k=0

Insbesondere bilden die konvergenten Rezhen einen k- Vektorraum.

BEWEIS. Die Partialsummen lauten offenbar

Zak+bk Zak—l-Zbk
k=0
und ank —cZak
k=0
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Die Behauptung folgt dann aus Satz U

BEMERKUNG. Analog bilden iibrigens auch die konvergenten Folgen mit
Grenzwert in k einen Vektorraum. Die in R konvergenten Folgen bilden aller-
dings keinen Vektorraum, denn die Summe zweier Folgen mit den Grenzwer-
ten oo und —oo muss nicht konvergieren.

Wir kommen zu einem einfachen Konvergenzkriterium fiir alternierende Rei-
hen, das sind Reihen, bei denen aufeinanderfolgende Reihenglieder stets unter-
schiedliche Vorzeichen haben.

2.59. SATz (Leibniz-Kriterium). Sei (¢,)nen e€ine monoton fallende Null-
folge in R, dann konvergiert die Reihe

Z(—l)k Cl .

k=0

BEWEIS. Wir betrachten die geraden und die ungeraden Partialsummenfol-
gen

2n—1 2n
ap = Z (=1)% ¢k und by, = Z(—l) Ck
k=0 k=0

Dann gilt

Gn41 — Gp = Cop — Copy1 2> 0,
b1 — by = —Cont1 + cony2 <0,
bp —an = c2, >0

und lim (b, — a,) = lim ¢, =0,
n—oo n—oo

also erhalten wir eine Intervallschachtelung ([an, bn])nen, die gegen den Grenz-
wert der alternierenden Reihe konvergiert. O

2.60. BEISPIEL. Die alternierende harmonische Reihe
o

1 11
—F =14 -+
k=1

konvergiert, wenn auch sehr, sehr langsam, und zwar gegen — log 2, siche Be-
merkung @.

2.61. BEMERKUNG. Das Kommutativ- und Distributivgesetz der Addition
gelten fiir Reihen im allgemeinen nicht mehr.

(1) Zum Beispiel divergiert die Reihe
(e.)
d(DrF=1-14+1-1%...
k=1
nach Beispiel Aber nach geeigneter Klammerung konvergieren
die Reihen

AI-D+0-D+--=0#1=1+(=1+1)+(=1+1)+....



2.4. REITHEN 55

Genauer: das Einfiigen von Klammern in eine Reihe entspricht dem
Ubergang zu einer Teilfolge der Folge der Partialsummen. Wenn die
urspriingliche Reihe konvergiert, &ndert sich der Grenzwert also nicht;
wenn sie divergiert, kénnen Phéinomene wie oben auftreten.

(2) Wir ordnen die alternierende harmonische Reihe um und rechnen

1 1 1 1 1 1 > 1 1 1
4+ T+ a4 = — _
toT1 3767 8 5 ;( 2k—1+4k—2+4k>

> 1 1 1S 1, = 1
_ Z(—%_g ; %> )Y SIS e
k=1 k=1 k=1

In beliebigen konvergenten Reihen darf man also die Reihenfolge der
Summanden nicht beliebig abédndern.

Die folgenden Definitionen und Konvergenzkriterien funktionieren in R ge-
nauso gut wie in C.

2.62. DEFINITION. Eine Reihe )7 ay in k heifit absolut konvergent, wenn
die Reihe 77 |ax| der Absolutbetrége konvergiert.

BEISPIEL. (1) Die alternierende harmonische Reihe konvergiert zwar
nach dem Leibniz-Kriterium, ist aber nach Beispiel nicht absolut
konvergent.

(2) Die geometrische Reihe > 70, a* konvergiert absolut fiir [a| < 1, denn

o0 o
> ek =D tal*
k=0 k=0
ist dann selbst wieder eine geometrische Reihe.

2.63. PROPOSITION. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

BEWEIS. Die Partialsummenfolge

(kZO |ak|)neN

ist nach Bemerkung [2.50] eine Cauchy-Folge, da die Reihe der Absolutbetrige
konvergiert. Zu € > 0 wihle ng wie in Definition Mit der Dreiecksunglei-
chung erhalten wir

n m
Dok =D ax
k=0

k=0

n

>

k=m-+1

n

< Yl =

k=m+1

<e€

n m
> larl =Y lax
k=0 k=0

fiir alle m, n > ng. Also ist auch die Partialsummenfolge

().

zur Reihe Y 72 ay eine Cauchy-Folge. Daher konvergiert >~ ay.
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2.64. SATZ. Es sei y .o a, eine beliebige Reihe.

(1) Majorantenkriterium. Es sei > .- b, eine absolut konvergente Rei-
he. Wenn |a,| < |by| fir fast alle n € N gilt, dann konvergiert
auch Y 02 a, absolut.

(2) Minorantenkriterium. Es sei Y .- ¢, eine divergente Reihe, und es
gelte |an| > |c,| fir fast alle n € N. Dann konvergiert > ., an nicht
absolut.

Man nennt die Folge (b,) in eine Majorante und die Folge (¢,) in
eine Minorante der Folge (ay).

BEMERKUNG. Um zu zeigen, dass eine Reihe divergiert, reicht nicht
aus, dazu betrachte als ) °  a, die alternierende harmonische Reihe aus Bei-

spiel und als ) ¢, die harmonische Reihe aus Beispiel

Um zu zeigen, dass eine Reihe divergiert, kann man das Minoranten-
Kriterium nur anwenden, wenn die Reihe reell und alle Reihenglieder positiv
sind, da Konvergenz dann gleichbedeutend zu absoluter Konvergenz ist. An-
dernfalls sollte man — wenn moglich — das Nullfolgen-Kriterium aus Bemer-
kung [2.55] verwenden.

BEWEIS VON SATz 2.64l Zu benutzen wir das Cauchy-Kriterium fiir
die Folgen der Partialsummen genau wie im Beweis von Proposition[2.63] Zue >
0 wéhlen wir ng so gro8, dass |a,| < |by,| fiir alle n > ng gilt, und

n
Z |bn| < e
k=m+1

fir alle m, n mit ng < m < n. Dann gilt wieder

n m n n
D ol =3 lanll = D lanl < 3 Jbal <,
k=0 k=0 k=m+1 k=m-+1

also konvergiert die Reihe ) .7 ; aj absolut.
Teil folgt aus (1), wobei (ay,) jetzt die Rolle von (b,) tibernimmt.
Wire (ay,) absolut konvergent, dann auch (c;,). O
2.65. SATZ (Wurzelkriterium). Es sei Y, ax eine Reihe und

a = limsup {/|ay| € [0, o0];.
n—oo

(1) Wenn a <1 gilt, konvergiert die Reihe absolut.
(2) Wenn a > 1 gilt, divergiert die Reihe.

BEWEIS. Zu (|1)) wihle eine Zahl ¢ mit

lim sup V/|ap| =a<ec<1.

n—oo
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Nach Definition des Limes superior in Satz [2.35] existiert ng € N, so
dass {/|an| < c fur alle n > ng. Es folgt |a,| < ¢", also ist die geometrische
Reihe >°7°  c* eine Majorante.

Zu wihlen wir eine Teilfolge der a,, aus, so dass {/|a,| gegen den Limes
superior konvergiert. Es folgt |a,| > 1 fiir alle Glieder dieser Teilfolge. Mithin
ist die gesamte Folge (a,) keine Nullfolge, und die Reihe divergiert. O

2.66. BEMERKUNG. Falls

limsup {/|a,| =1,

n—oo

ist keine Aussage moglich. Beispielsweise divergiert die harmonische Reihe, wo-

hingegen
i I i<1 1 > B
P k(k+1) P k k+1

konvergiert. Aber fiir die Reihenglieder gilt

lim {/= = lim =
n—o00 n—oo n—|—1

2.67. SATZ (Quotientenkriterium). Es sei Y, ay eine Reihe.

(1) Falls
lim sup [n 1] <1,
n—00 |an|
konvergiert die Reihe absolut.
(2) Falls
iminf 19t S g

divergiert die Reihe.

Falls

lim inf [an 1] <1 <limsup [ 11]
n—00 |an| n—00 ‘an‘

)

ist keine Aussage moglich.

BewEls. Ahnlich wie im obigen Beweis wihlen wir zu eine Zahl ¢ mit

lim sup [t
n—00 ’an|

<ec<l1,

dann existiert ein ng € N, so dass |ap+1| < ¢ |ay| fiir alle n > ng. Es folgt per
Induktion, dass
|an| < "7 Jan|

also bildet die konvergente geometrische Reihe

’a’n0| > k
e 2C
k=0
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eine Majorante, und die Reihe )7 a; konvergiert.

Zu finden wir entsprechend ¢ > 1 und ng € N mit |a,| > "™ |ap,].
Da ¢™™™ > 1 fiir n > ng, bilden die Reihenglieder keine Nullfolge, also divergiert
die Reihe. g

Wir kommen auf Bemerkung iiber das Umordnen von Reihe zuriick.

2.68. DEFINITION. Eine Umordnung einer Reihe Y72 aj, ist eine Reihe der

Form
[oe)
Z @j(k)
k=0

wobei j: N — N eine bijektive Abbildung ist.

2.69. SATz (kleiner Umordnungssatz). Jede Umordnung einer absolut kon-
vergenten Reihe konvergiert, und zwar gegen den gleichen Grenzwert wie die
urspringliche Reihe.

BEWEIS. Es sei
o0
> =a
k=0

absolut konvergent und j: N — N bijektiv. Zu € > 0 existiert ng € N, so dass

oo [e.e] no e
> foul =[S loul - 3ol < 5
k=no+1 k=0 k=0
Da j bijektiv ist, werden nur endlich viele m € N auf 0, ..., ng abgebildet.

Setze
mo=max{m €N |j(m)<no}.
Fiir ein m > myg setze

N =max{j({) | 0<L<m}.

Dann gilt
m no
Doajey =Dk =] D am = D ak|=| Y 4w
k=0 k=0 0<k<m 0<k<ng 0<k<m
J(k)>no
Nm o0 5
<Y ol 3 i< Y i<l
0<k<m k=no+1 k=ngp+1
j(k)>ng

In > summieren wir jeweils {iber diejenigen Indizes, die die Bedingung unter
dem Summenzeichen erfiillen. Die letzte Gleichung in der oberen Zeile kommt
daher, dass wir die Summanden mit Index j(k) < ngp aus der ersten Sum-
me durch die zweite eliminieren. Die erste Ungleichung in der zweiten Zeile
ist einfach die Dreiecksungleichung wie schon im Beweis von Proposition [2.63
Die zweite Ungleichung kommt daher, dass wir jetzt alle Reihenglieder zwi-
schen ng + 1 und n,, beriicksichtigen, nicht nur die, die von j5(0), ..., j(m)
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indiziert werden. Fiir die Ungleichungen in der zweiten Zeile ist es wesentlich,
dass die Reihe Y 77, aj absolut konvergiert.

Insgesamt folgt aus dem obigen, dass

m m no no
Doaim —a| <D aim =Y ar|+|Y ar—a
k=0 k=0 k=0 k=0
m no o)
< Zaj(k)_zak + Z ap <¢€.
k=0 k=0 k=ngp+1

Daher konvergiert die umgeordnete Reihe gegen den gleichen Grenzwert wie die
urspriingliche. ([l

2.70. BEMERKUNG. Falls eine Reihe ) ;7 ay reeller Zahlen zwar konver-
giert, aber nicht absolut konvergiert, kann man einen Grenzwert ¢ € R vorgeben
und die Reihe so umordnen, dass sie gegen ¢ konvergiert. Ein Beispiel haben

wir in Bemerkung bereits gesehen.

Dazu iiberlegt man sich zunéchst, dass die Reihe der positiven wie auch die
Reihe der negativen Reihenglieder divergiert, genauer

[ee] [e.e]

ZmaX{O, ap} = oo und Zmin{o, ag} = —00 .

k=0 k=0
Konvergierten beide, so wére die urspriingliche Reihe sogar absolut konver-
gent; divergierte nur eine, so wiirde die gesamte urspriingliche Reihe gegen oo
oder —oo divergieren.

Fiir ¢ € R ordnet man die Reihe um, indem man zunéchst der Reihe nach
so viele positive Reihenglieder addiert, bis die Summe grofler als ¢ ist. Danach
addiert man so viele nichtpositive Reihenglieder dazu, dass die Summe kleiner
als ¢ wird, dann wieder positive Reihenglieder, und so weiter. Da beide Reihen
oben divergieren, hat man immer genug , Material“, um die Zahl ¢ zu {iber-
schreiten. Da die Folge der Reihenglieder eine Nullfolge ist, iiberschreitet man
aber ¢ um immer kleinere Betrége, so dass die umgeordnete Reihe zu guter letzt
tatséchlich gegen ¢ konvergiert.

Mit einem &hnlichen Trick kann man die Reihe auch so umordnen, dass
sie gegen oo oder —oo konvergiert, oder sogar bei beschrankten Partialsummen
divergiert.






KAPITEL 3

Stetigkeit und Integral

In diesem Kapitel untersuchen wir endlich Funktionen in einer reellen Varia-
blen, insbesondere stetige Funktionen. Wir zeigen, wie man Nullstellen stetiger
Funktionen mit dem Zwischenwertsatz findet. Wir betrachten Folgen und Rei-
hen von Funktionen, zum Beispiel Potenzreihen. Zum Schluss definieren wir das
Regelintegral.

3.1. Funktionen und Stetigkeit

Unter einer Funktion versteht man eine Abbildung von einer beliebigen
Menge in eine Menge von Zahlen, beispielsweise nach R, C. Wir werden spéter
Funktionen einer reellen Verdnderlichen betrachten, das heifit, Funktionen, die
auf einer Teilmenge von R definiert sind. Im Moment ist das allerdings noch
nicht wichtig.

Um Stetigkeit einzufiihren, bendtigen wir sowohl im Definitions- wie auch
im Wertebereich einen Umgebungsbegriff. Wir haben Umgebungen in Ab-
schnitt fiir die erweiterten reellen Zahlen R und in Abschnitt fiir metri-
sche Raume definiert.

3.1. BEMERKUNG. Es sei M entweder R oder ein metrischer Raum und z €
M. Es sei U,, die Menge U,, C P(M) aller Umgebungen von x in M. Fiir jede
Umgebung U € U, gilt natiirlich x € U, hat U, die folgenden Eigenschaften.

(1) M e U, und 0¢U,,
2) UVel, = UNVel,,
3) Uely md VU = Vel,,

4) Veld, = esgibtUeclymitUCVundU cl, firalleyecU.

Eine Teilmenge von P(M), die f erfiillt, heifit auch Filter. Eigenschaft
hilft uns spéter, wenn wir Topologien auf M einfithren.

Wir beginnen mit M = R. Nach Definition enthélt jede Umgebung V
von z € R ein Intervall (etwa (a,b) mit a« < x < b falls + € R), und nach
Beispiel ist dieses Intervall offen, es folgt . Auch und sind Kklar.
Fir € Rund U, V € U, existieren a, b, ¢, d € R mit € (a,b) C U
und z € (¢,d) C V. Somit gilt

z € (max{a, c},min{b,d}) = (a,b) N (c,d) CUNV = UNV€EU,.
Es folgt fir alle x € R, fiir x = £00 ist die Begriindung analog.

61
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Sei jetzt M metrischer Raum und U Umgebung von z € M. Nach Definiti-
on [2.43| umfasst U einen metrischen Ball

Br(z) ={ye M |d(z,y) <r}

mit Radius 7 > 0. Sei y € B,(z), dann ist r — d(x,y) > 0. Fiir 2 € B,_ g4 (y)
folgt

d(z, 2) <d(z,y) + d(y,z) < d(y,z) +r—dz,y) =r
aus der Dreiecksungleichung in Definition Also gilt

Br—d(x,y) (y) C Br(x) )

und B, (z) ist Umgebung aller y € B,(z), es folgt . Wieder sind und
klar. Seien U, V € U, mit B,(x) C U und Bs(z) C V fir r, s > 0, dann
folgt , da

Bmin{r,s}(x) = Br(x) N Bs(x) cunv.

Fiir € R spielen also die offenen Intervalle um z die gleiche Rolle wie die
Bille in einem metrischen Raum (M, d): jede Umgebung von x enthilt solch
eine ,spezielle“ Umgebung. Man sagt daher, dass die offenen Intervalle um =z
bzw. die metrischen Bille um x eine Umgebungsbasis von x bilden.

Ab sofort seien M, N, etc. jeweils entweder metrische Réume oder R. Ge-
nausogut konnten wir hier allgemeiner von ,Rdumen mit Umgebungsbegriff«
sprechen, in denen es zu jedem Punkt x eine Menge von Umgebungen U, mit
den gleichen Eigenschaften wir in Bemerkung [3.1] gibt. Im zweiten Semester ler-
nen wir den Begriff des topologischen Raumes kennen, der genau diesen Zweck
erfiillen wird.

3.2. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung und = € M. Dann
heifit F' stetig bei =, wenn fiir jede Umgebung V- C N von F(z) das Ur-
bild F~(V) eine Umgebung von  ist. Wenn F bei allen 2 € D stetig ist, heifit I
stetig. Die Menge der stetigen Abbildungen von M nach N wird mit C(M, N)
bezeichnet.

In der Regel wird klar sein, mit welcher Definition von Umgebungen wir
arbeiten (zum Beispiel mit Definition fiir Metriken dj; und dy). Falls
das nicht klar ist, konnen wir zum Beispiel ,,stetig beziiglich der Metriken dj,
und dy“ dazuschreiben.

3.3. BEISPIEL. (1) Es sei ¢ € N. Die konstante Abbildung F: M — N
mit F(z) = c ist stetig. Denn sei V' eine Umgebung von ¢ = F(z) fiir
ein x € M. Dann folgt F'(y) = c € V fir alle y € M, und M ist sicher
eine Umgebung von « fiir alle x.

(2) Die Identitdt idps: M — M mit idys(x) = x ist sicher stetig. Denn
sei V. C M Umgebung von idy(z) = =z fiir ein z € M, dann
folgt idas(y) = y € V fur alle y € V, somit ist U = V die gesuch-
te Umgebung von z.



3.1. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT 63
(3) Die Funktion f: R — R mit

_J1 firzeQ, und
f(x)_{o fiir « ¢ Q

ist nicht stetig. Denn jede Umgebung U von x € R enthélt sowohl
rationale als auch irrationale Zahlen. Somit gibt es y € U mit

1 1
F) ¢V = (@)= s+ 5 )
und V ist ja eine Umgebung von f(z).
3.4. LEMMA. Es seien F': M — N und G: L — M Abbildungen. Dann gilt

(1) Wenn G bei x und F bei G(x) stetig ist, ist auch die Verkettung F oG
bei = stetig.
(2) Wenn F und G stetig sind, dann ist auch F o G: L — N stetig.

BEWEIS. Zu (1)) sei W eine beliebige Umgebung von (F'oG)(z) = F(G(x)).
Wegen Stetigkeit von F bei G(x) ist V = F~}(W) C M nach Definition
eine Umgebung von G(x). Wegen Stetigkeit von G bei z ist U = G~1(V) eine
Umgebung von x, und es gilt

U=G\(V)=G  (F (W) ={a € L|Gx) € F}(W)}
={zcL|F(G)eW}=(FoG) Y(W).
Also ist F' o G stetig bei x.

Wenn F und G iiberall stetig sind, ist nach auch F o GG uiberall stetig,
und es folgt . O

Viele wichtige Abbildungen sind nur auf einer Teilmenge des betrachteten
Raumes erklart. Zum Beispiel ist x +— % an der Stelle x = 0 € R nicht erklért.
Wir wollen als Definitionsbereiche daher auch Teilmengen D C M betrachten
konnen — hier beispielsweise D = R\ {0}.

Sei etwa (M,dps) ein metrischer Raum, dann triagt auch D C M wieder
eine Metrik, némlich die Einschrinkung dp = dys|pxp. Dazu iiberpriifen wir,
dass die Axiome f in Definition fiir alle Punkte z, y, 2 € D gelten
— aber das ist klar, da sie ja sogar fiir alle x, y, z € M gelten. Somit ist jede
Teilmenge eines metrischen Raumes wieder ein metrischer Raum.

3.5. LEMMA. Es sei (M,d) ein metrischer Raum, D C M eine Teilmenge
und x € D. Dann ist eine Teilmenge V- C D genau dann Umgebung von x in D,
wenn es eine Umgebung U C M von x in M mit V =UN D gibt.

Bewetis. Fir D C M und x € D gilt sicher
BP(x) = {ye D |dwy) <r}=BM@)nD.

Zu ,<=*“ sei U C M Umgebung von x € D in M. Nach Definition [2.43
gilt BM(z) C U fiir ein geeignetes ¢ > 0. Es folgt B”(x) ¢ U N D, also
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ist U'N D eine Umgebung von x in D. Da =} (U) = U N D, folgt hieraus bereits
die Stetigkeit von .

Zu ,—“ sei V C D eine Umgebung von z in D. Dann existiert ¢ > 0
mit BP(z) C V. Wir setzen U = V U BM (), dann ist U Umgebung von =
in M mit V=UnND. O

Fiir Teilmengen D C R konnen wir wie in Lemma einen Umgebungsbe-
griff definieren: Eine Teilmenge V' C D heifit Umgebung von = € D, wenn es
eine Umgebung U von z in R mit V = D N U gibt. Dieser Umgebungsbegriff
stimmt allerdings nicht mit dem Umgebungsbegriff fiir geordnete Mengen aus
Aufgabe 3 von Blatt 1.10 {iberein.

3.6. BEMERKUNG. Sei ¢: D — M die Inklusionsabbildung aus Bemer-
kung Dann ist ¢ nach Lemma stetig, da fiir jeden Punkt x € U und
jede Umgebung U von = = «(z) in M ja ¢~ *(U) = U N D eine Umgebung von =
in U ist.

Sei jetzt F': M — N eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen und D C
M eine Teilmenge. Wenn F' bei x € D stetig ist, dann ist nach Lemma (3.4
natiirlich auch f|p = fot: D — N bei x stetig.

3.7. LEMMA. Stetigkeit an einem Punkt ist eine lokale Eigenschaft, das
heif$t, fir eine Abbildung F': M — N sind die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent.

(1) Die Abbildung F ist stetig bei x € M.
(2) Fiir alle Umgebungen U von x ist F|y bei x stetig.
(3) Es gibt eine Umgebung U von x in M, so dass F|y bei x stetig ist.

Dieses Lemma wird uns spéter viel Arbeit sparen, wenn wir zeigen wollen,
dass eine gegebene Abbildung an einer bestimmten Stelle stetig ist.

BEWEIS. Der Schritt ,, = (2)“ folgt aus Bemerkung und ,, ==
(3)« ist klar, da = nach Bemerkung mindestens die Umgebung M besitzt,
und F' = F|js bei x stetig ist.

Fir ,, == “ sei U eine Umgebung von x, so dass f|y bei x stetig ist.
Sei V' N Umgebung von f(x), dann ist

(flo)yr(V)y=Uunf(v)
Umgebung von x in U. Also existiert eine Umgebung W von x in M mit
Unftvy=unw.
Nach Bemerkung ist U N W Umgebung von « in M. Da
ffwvysunw,
ist f~1(V) nach Umgebung von x in M, und daher ist f bei z stetig. O
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Wir geben zwei weitere dquivalente Definitionen fiir Stetigkeit von Abbil-
dungen zwischen metrischen Réumen an. Eine davon dhnelt Bemerkung [2.23]
die andere benutzt konvergente Folgen, um Stetigkeit zu testen.

3.8. SATZ. Seien (M,dys) und (N,dy) metrische Raume, sei x € M, und
sei F': M — N eine Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Abbildung F ist stetig bei x.
(2) Die Abbildung F ist folgenstetig, das heifit, fiir jede Folge (xy)neny mit
Grenzwert x gilt
lim F(z,) = F(z).

n—oo

(3) Zu jedem £ > 0 ezistiert ein § > 0, so dass
dn(F(z),F(y)) <e fiir alle y € M mit dp(z,y) <6 .

Wir bezeichnen metrische Bélle in M um x mit Radius r in Zukunft
mit BM (), damit klar zu erkennen ist, in welchem metrischen Raum wir rech-
nen.

BEWEIS. Zu ,,(I) = (2)“ sei F stetig bei z € M, und sei (zn)nen eine
konvergente Folge mit Grenzwert z € M. Sei V eine Umgebung von F(z)
in N, dann ist F~!}(U) eine Umgebung von z in M nach Definition Nach
Definition liegen fast alle x,, in U, also liegen fast alle F'(x,) in V. Da das
fiir alle Umgebungen V' von F'(x) so geht, folgt

lim F(x,)= F(x) .
n—oo

Zu ,(2) = “ nehmen wir umgekehrt an, dass zu einem ¢ > 0 kein
solches § > 0 existiert. Dann existiert zu jedem 6 > 0, also auch zu § = % ein
Punkt x,, € M mit

1
dy(zn, ) < . und dn(F(zn), F(z)) > >0.

Nach Bemerkung erhalten wir eine Folge (x,,)nen in M mit

lim z, =z, aber nicht lim F(z,) = F(x).
n—oo n—oo

Da wir das in ausgeschlossen hatten, muss also doch gelten.

Zu () = (1)« schlieBlich sei z € M und V Umgebung von F(z). Dann
gibt es ein € > 0, so dass BM(F(z)) C V. Sei § > 0 wie in gegeben, dann
folgt B (z) ¢ F~1(V), also ist F~1(V) Umgebung von z. Da das fiir alle
Umgebungen V' von F(z) moglich ist, ist F' also stetig bei z. Genauso hétten
wir auch ,, = “ zeigen konnen. O

BEMERKUNG. Fiir M = R sind und immer noch &quivalent. Im
zweiten Schritt ,, == “ im obigen Beweis haben wir wieder ausgenutzt,
dass R archimedisch angeordnet ist.
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3.9. BEISPIEL. (1) Der Absolutbetrag |-|: R — [0,00) C R ist stetig
nach Satz [3.8] denn fiir alle € R und alle € > 0 folgt mit 6 =& >0

aus Bemerkung (6), dass
[l#] = [y|| < |z —yl<e fir alley e Rmit |z —y|<d=¢.

(2) Im Zusammenhang mit Beispiel haben wir gesehen, dass auch der
Absolutbetrag auf C die Dreiecksungleichung erfiillt. Mit dem gleichen
Argument wie in folgt, dass || : C — R stetig ist.

(3) Es sei (M, dys) metrischer Raum, = € M und

D = B(x) ={y € M |d(z,y) <oo}
(fiir die metrischen Rdume, die wir kennen, ist D = M, aber das muss

nicht so sein). Dann ist die Funktion d(z, -): D — R stetig mit dem
gleichen Argument wie in (1) und . denn

|d(z,y) — (w,Z)I <d(y,z) -

3.10. DEFINITION. Es sei M eine beliebige Menge. Abbildungen von M
nach R bzw. C heiflen reellwertige bzw. komplexwertige Funktionen.

Reellwertige Funktionen f: D — R mit D C R kénnen wir uns gut durch
ihren Graphen
L(f)={(z, f(x)) |z €D} CR?
veranschaulichen, vergleich Abschnitt Wenn die Funktion f nicht zu ,,wild“
ist, kann man ihren Graphen sogar zeichnen.

Wir werden oftmals Funktionen mit kleinen lateinischen Buchstaben be-
zeichnen, wihrend wir grofle lateinische Buchstaben fiir beliebige Abbildungen
benutzen.

Im folgenden sei stets k = R oder k = C. Es seien f, g: M — k Funktionen.
Dann definieren wir neue Funktionen

f+g9: M —k durch  (f +g)(x) = f(z) + g(z) ,
M-k dwreh  (=f)(x) = —f(x)
fg: M —k durch (f-9)(z)=f(z) g(x), und
N D
g.M\g ({0}) = k  durch g() o)

3.11. BEMERKUNG. Mit diesen Definitionen bilden alle reellwertigen Funk-
tionen mit Definitionsbereich M einen reellen Vektorraum Abb(M,R), und
entsprechend alle komplexwertigen Funktionen mit Definitionsbereich M einen
komplexen Vektorraum Abb(M, C), wobei k - f als Multiplikation mit der kon-
stanten Funktion k verstanden wird.

3.12. PROPOSITION. FEs seien jetzt f, g: D — R Funktionen.
(1) Sind f und g bei x € D stetig, so sind auch f+g, —f, f-g bei x stetig.

(2) Sind f und g bei x € D stetig und gilt g(x) # 0, so ist auch 5 bei x
stetig.
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(3) Sind f und g stetig, so sind auch f+g, —f, f-g: D — R und 5: D\
g 1({0}) stetig.

BEWEIS. Punkt (|1)) folgt unmittelbar aus dem analogen Satz fiir Grenz-
werte von Folgen, wenn wir die Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit
aus Satz benutzen. Sei némlich (z,), Folge in M mit Grenzwert x. Da f
und ¢ nach Satz [3.8) bei x folgenstetig sind, gilt

Jim (f 4 g)(@n) = lim (f(wn) + g(wn))
= lim f(zn) + lim g(zn) = f(z) +9(2) = (f + 9)(z) -

Also ist f 4 g folgenstetig bei x, und nach Satz auch stetig bei . Genauso
kann man Stetigkeit von —f und f - g beweisen.

Zu iiberlegen wir uns, dass die Funktion - ~1: R\ {0} — R mit 2 — 2
stetig ist. Sei etwa x > 0, dann enthélt jede Umgebung V' von % ein Intervall
der Form (a,b) mit 0 < a < 1 < b. Mit U = (4, é) folgt % eVfuraleyeU
nach Bemerkung @D, und U = (%, %) ist Umgebung von =z, siehe auch
Bemerkung Ahnlich folgt auch die Stetigkeit bei x < 0. Nach Lemma
ist die Einschrinkung g| D\g-1({0}) stetig, nach Lemma ist dann auch é =

(-YHog: D\ g71({0}) — R stetig. Jetzt folgt aus (|1)).
Punkt folgt sofort aus und . O

3.13. BEMERKUNG. Nach Proposition bilden alle stetigen Funktio-
nen mit Definitionsbereich D und Werten in R einen reellen Untervektor-
raum C(D,R) C Abb(D,R).

3.14. BEisPIEL. Ein Polynom diber R in einer Unbekannten X ist ein Aus-
druck der Form

P(X)=> apX*
k=0

mit Koeffizienten ag = --- = a, € R. Wir benutzen hier ein grosses ,, X“ als
Unbekannte, um auszudriicken, dass es sich beim Polynom um ein rein alge-
braisches Objekt handelt, das nur durch die Koeffizienten ay, ..., a, gegeben
wird. Nach Proposition kénnen wir Polynome iiber R als stetige Funktio-
nen P: R — R mit  — P(x) (diesmal mit kleinem ,,z*) auffassen.

Falls nicht alle a,, verschwinden, diirfen wir (gegebenenfalls nach Verklei-
nern von n) annehmen, dass a, # 0. In diesem Fall heiit n = deg P der Grad
des Polynoms P. Falls alle a,, verschwinden, schreiben wir P = 0 und set-
zen deg P = —oo. Alle Polynome bilden einen Untervektorraum R[X] C C(R),
die Polynome P vom Grad deg P < n bilden einen (n + 1)-dimensionalen Un-
terraum.

Polynome kann man addieren und multiplizieren wie Funktionen. Es gilt

max{m,n}

Zaka—l-szXg: Z (ak—i—bk)Xk
k=0 /=0

k=0
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m n m—+n P
md Y axt Y hx =Y ( akbp_k> v
k=0 =0 p=0 “k=0

Mit diesen Operationen bildet R[X] einen Ring.

Genausogut kénnen wir Polynome mit komplexen Koeffizienten — kurz
Polynome tber C — betrachten und erhalten einen komplexen Untervektor-
raum C[X] C C(C,C). Auch C[X] ist ein Ring.

3.15. BEISPIEL. Es seien P, () Polynome iiber R mit @) # 0. Sie werden
spéter in der linearen Algebra sehen, dass ) hichstens deg () viele Nullstellen
hat. Funktionen der Gestalt

P _
—:R\Q'({0}) = R
Q

heilen rationale Funktionen iiber R.

Beim Rechnen mit rationalen Funktionen gibt es ein kleines Problem, das
wir im néchsten Abschnitt behandeln werden. Betrachte etwa drei rationale
Funktionen

fR\{0,1} ~ R @) = 75
g: R\ {-1,0} =R g(fc)=$(;r1)
und h: R\ {-1,1} - R h(x)_(x—l)z(a;—i—l)'

Die Funktion f + g ist auf R\ {—1,0, 1} definiert, und dort gilt

e+ D)+ (x—-1) 2 (s
F+9@) = e~ oDy M@

Dennoch gilt zunéchst einmal nicht f4+g = h, denn h ist auch bei x = 0 definiert,
f -+ g jedoch nicht. Genauso ist das Produkt der rationalen Funktionen x und %
nicht genau die konstante Funktion 1, da es am Punkt z = 0 nicht definiert ist.

Wenn wir uns aber dazu entschlieflen, zwei rationale Funktionen zu identi-
fizieren, die auf dem gemeinsamen Definitionsbereich iibereinstimmen (und das
ist dann immer ganz R bis auf endlich viele Punkte), dann bilden die rationalen
Funktionen ebenfalls einen Vektorraum R(X). Aber R(X) ist kein Unterraum
von C(R), ja nicht einmal von Abb(M) fiir eine Teilmenge M C R, da es zu
jedem Punkt in R rationale Funktionen gibt, die genau an dieser Stelle nicht
definiert sind.

Auch hier kénnen wir Quotienten komplexer Polynome betrachten und er-
halten den Raum der komplexen rationalen Funktionen C(X). Man kann zeigen,
dass R(X) und C(X) sogar Korper sind.
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3.2. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Wir studieren das Verhalten stetiger Funktionen am Rande ihres Definiti-
onsbereiches und untersuchen, wann sich eine Funktion stetig fortsetzen lisst.
In diesem Zusammenhang fithren wir auch den Begriff des Grenzwertes einer
Funktion an einer festen Stelle ein. Spéter werden wir auch einseitige Grenz-
werte brauchen.

3.16. DEFINITION. Es sei M ein metrischer Raum oder R und D C M eine
Teilmenge. Dann heifit ein Punkt * € M Hdufungspunkt von D, wenn fiir jede
Umgebung U von z in M ein Punkt y € D NU mit x # y existiert.

3.17. BEISPIEL. (1) Es sei I C R ein Intervall mit (a,b) C I C a,b]
mit —0o < a < b < 0o, dann sind genau die Punkte z € [a, b] Hiufungs-
punkte von I. Sei beispielsweise x = a und U Umgebung von x, dann
folgt (a,b) NU # (). Man beachte, dass a nicht unbedingt in I liegen
muss, es konnte ja I = (a, b) gelten.

Falls x ¢ [a,b], so hat z eine Umgebung, die I nicht trifft, et-
wa (—o00,a) falls x < a oder (b, 00) falls x > b.

(2) Im Gegensatz dazu sei x € D ein isolierter Punkt, das heift, es gibt eine
Umgebung U von x mit UN D = {z}. Dann ist  kein Hdufungspunkt
von D.

(3) Fiir D = Q C R sind alle Punkte von R Hiufungspunkte. Denn sei x €
R, und sei (a, b) ein Intervall mit = € (a,b). Nach Proposition [1.77]
sind die Mengen (a, ) NQ und (z,b) NQ nicht leer. Da jede Umgebung
von z ein solches Intervall enthilt, ist x Hiufungspunkt. Wenn alle
Punkte z € R Haufungspunkte von D sind, sagt man, D liege dicht
in R.

(4) In R sind alle Punkte Hiufungspunkte von Q, auch 4oo.

3.18. BEMERKUNG. Ein Punkt x € M ist genau dann Haufungspunkt
von D C M, wenn es eine Folge (zy)neny mit @ # x, € D fir alle n € N
gibt, die gegen = konvergiert. Denn falls solch eine Folge existiert, enthélt jede
Umgebung U von z fast alle Folgenglieder, also ist U N D \ {x} nichtleer.

Umgekehrt sei © Haufungspunkt. Dann finden wir eine Folge (2, )nen in D'\
{z} mit
Ty € ij(x)ﬂD\{x}

n
fiir alle n € N nach Definition Also konvergiert (z,,) gegen x. Eine &hnliche
Konstruktion hatten wir bereits im Beweis von Lemma durchgefiihrt.

3.19. DEFINITION. Es seien M, N jeweils metrische Réume oder R, D ¢ M
eine Teilmenge und F': D — N eine Abbildung. Falls xg € M ein Hiufungs-
punkt von D ist, heifit a € N Grenzwert von F an der Stelle xg, kurz

lim F(z) =a,

T—xQ
falls fiir jede Umgebung V' von a eine Umgebung U C M von xg in M existiert,
so dass UN D\ {zo} C F~1(V).
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Wenn M = R und der Punkt zp € R ein Hiufungspunkt von (—oo, z¢) N D
(bzw. (xo,00)ND) ist, heiit a € N linksseitiger (bzw. rechtsseitiger) Grenzwert,
kurz

lim F(z) =a bzw. lim F(z)=a,
x,/'To T \To
falls
a= IILI?O (F’(foo,:co)ﬂD) (33) bzw. a = xllrgo (F‘(xo,oo)ﬁD)([B) .

Man beachte, dass wir die Definitionsmenge der Funktion nicht in die No-
tation mit aufgenommen haben — wir gehen davon aus, dass diese Definitions-
menge in der Regel klar ist. Ist sie es nicht, so benutzen wir die umsténdlichere
Schreibweise

lim F(z)= lim (F|p)(x),

zeD T—X0
T—T0

wobei wir gegebenenfalls auch ,z — z¢“ durch ,x /" z¢*“ oder ,xz \, zo“
ersetzen konnen. In jedem Fall ist z = x¢ ausgeschlossen.

3.20. BEispIEL. Die Vorzeichenfunktion oder das Signum sign: R — R ist
definiert durch

1 fir x>0,
sign(z) = 0 fiir z =0, und
-1 firz <0.

Es folgt
lim si = —1 #sign(0) # 1 = lim si .
ml}% sign(z) # sign(0) # xl{% sign(z)

3.21. BEMERKUNG. Es sei F': D — N eine Abbildung mit D C R. Wenn
an einem Punkt x € D sowohl der links- als auch der rechtsseitige Grenzwert
definiert sind und beide {ibereinstimmen, dann existiert auch der Grenzwert
bei z und stimmt mit beiden iiberein (Ubung).

3.22. BEispIEL. Wir betrachten die Funktion f: D — R mit D = [0,00) N
Q Cc R und
1 falls z =0, und

) =0" =
/(@) {0 sonst,

nach Satz m Die Menge der Hiaufungspunkte von D ist das Intervall [0, c0),
und es gilt

lim f(x)=0

T—xo

fiir alle 29 € [0, 00), obwohl f(0) = 1.

3.23. SATZ. Es seien M und N jeweils metrische Riume oder R, D C M
eine Teilmenge, F': D — N eine Abbildung und xo € D. Dann ist F genau
dann stetig bei xg, wenn entweder

(1) der Punkt xq isolierter Punkt von D ist, oder
(2) der Punkt xo Hdufungspunkt von D ist und

F(xo) = wlg;lo F(x) .
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BEwEIS. Wenn z( kein Haufungspunkt von D ist, besitzt z¢ eine Umge-
bung U in M, die D \ {zo} nicht trifft. Dann ist {z¢} bereits Umgebung von z
in D, und F|,} ist konstant, also stetig. Daher ist I’ bei xg stetig nach Lem-

ma Es folgt .

Ist 29 Haufungspunkt und F bei zq stetig, dann ist U = F~1(V) Umgebung
von zg in D fiir jede Umgebung V von F(zg). Natiirlich gilt U\ {zo} C F~*(V),
also ist F'(xo) der Grenzwert von F' an der Stelle zg.

Umgekehrt sei g Haufungspunkt von D und
F(xzo) = lim F(x).
T—x0

Dann existiert zu jeder Umgebung V' von F'(z() eine Umgebung U C D von xg
in M mit U\ {z¢} C F71(V). Wegen F(x¢) € V ist F~}(V) dann auch Um-
gebung von g, wie in Definition gefordert. Also ist F' bei xg stetig. Damit
sind beide Richtungen in gezeigt. ([l

3.24. BEMERKUNG. Wir kénnen F' als Fortsetzung von F|p\ (4, auf den
Punkt xq verstehen. Falls zg ein Hiufungspunkt von D ist, kann diese Fortset-
zung nur dann bei xq stetig sein, wenn F| D\{xzo} b€l Zo einen Grenzwert c hat,
und wir F'(xg) = c setzen.

3.25. BEISPIEL. Definiere f: Q@ — R durch

0 fallsz < \/ﬁ, und
flz)=
1 falls z > v/2.

Dann ist f stetig auf Q, denn f ist sowohl auf (—oo, v/2) als auch auf (v/2, 00)
konstant, also stetig, und Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft nach Lemma

Dennoch ldsst sich f nicht stetig auf R fortsetzen, denn es gilt

li%f(w) =0#1= x{%f(w) ,

T

daher existiert der (beidseitige) Grenzwert von f bei v/2 nicht.

Mit Hilfe von Satz konnen wir Séitze iiber den Grenzwert einer Abbil-
dung F': D — N an einem H&ufungspunkt x € M von D beweisen, indem wir
die dquivalenten Kriterien fiir Stetigkeit aus Satz[3.§ auf F oder die Fortsetzung
von I’ bei x anwenden. Hier zwei Beispiele.

3.26. FOLGERUNG. FEs seien M und N metrische Rdume, es sei D C M
eine Teilmenge mit Hiufungspunkt x € M, es sei a € N, und F: D — N sei
eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Der Grenzwert von F bei x ist a.
(2) Friir jede Folge () in D\ {x} gilt

lim z, =2 = lim F(z,)=a
n—oo n—oo

(3) Fiir jedes € > 0 ezistiert 6 > 0, so dass dy(F(y),a) < € fir alley €
D\ {x} mit dp(z,y) < 4.
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BEWEIS. Im wesentlichen folgt das aus Satz[3.§ und Bemerkung[3.:24] wobei
wir die Fortsetzung von F' auf D U {z} mit F'(z) = a betrachten. Allerdings ist
es einfacher, die Aussage ,,(2)) = “ analog wie in neu zu beweisen, als zu
zeigen, dass die Aussage (2) bereits

lim z, =2 = lim F(z,)=a

n—oo n—oo
fiir alle Folgen (zy,), in D U {z} impliziert. O
3.27. FOLGERUNG. Es sei M metrischer Raum oder R, D C M und zq €
M\ D ein Hiufungspunkt. Es seien f, g, h: D — R Funktionen mit f(x) <

g(x) < h(x) fir alle x € D. Wenn die Grenzwert von f und h bei xo existieren
und ibereinstimmen, dann existiert auch der Grenzwert von g, und es gilt

lim g(z) = lim f(z) = lim Ah(z).
T—XT( T—XT0 T—XQ

BEwEIS. Nach Voraussetzung kénnen wir f und A durch ihren gemeinsamen
Grenzwert g bei x( fortsetzen, und die resultierenden Funktionen sind bei xg
stetig. Nach Satz gilt fiir alle Folgen (a,) in D mit Grenzwert xq, dass
lim f(a,) = lim h(a,) =yo -
n—oo n—oo

Nach Lemma gilt dann auch

() lim g(an) = yo -

n—oo

Wenn wir g ebenfalls durch g(zp) = yo fortsetzen, dann gilt (*) auch fiir alle

Folgen (ay,) in D U{xzo} mit Grenzwert xo. Aus Satz |3.8|folgt die Stetigkeit der
Fortsetzung, und aus Satz ergibt sich schlieflich

Jim g(z) = gzo) = yo = lim flan) = lim h(an).
(]
3.28. BEISPIEL. Wir kommen zuriick zu den rationalen Funktionen €
R(X) aus Beispiel Die rationale Funktion
2
(x —1)(xz+1)
ist die stetige Fortsetzung der Summe
1 1
z(x —1) + z(x+1)
Das ist klar, da beide Funktionen auf R\ {—1,0,1} iibereinstimmen.

Qv

R\{-1,1} - R

R\ {-1,0,1} - R.

Wie schon gesagt, hat jedes Polynom @) € R[X] hochstens deg ) viele Null-
stellen. Also ist jede rationale Funktion an fast allen Stellen in R definiert.
Auflerdem ist jede rationale Funktion auf ihrem Definitionsbereich stetig. Wir
identifizieren zwei rationale Funktionen, die auf dem Durchschnitt ihrer Defini-
tionsbereiche iibereinstimmen. Das bedeutet, dass wir jede rationale Funktion
iiberall, wo das moglich, durch ihren Grenzwert stetig fortsetzen — genau wie
im obigen Beispiel.
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So erhalten wir den Korper R(X) der rationalen Funktionen dber R. Analog
konstruieren wir auch den Koérper C(X) der rationalen Funktionen iiber C.

3.3. Der Zwischenwertsatz und stetige Umkehrbarkeit

In den letzten Abschnitten haben wir uns mit lokalen Eigenschaften stetiger
Funktionen vertraut gemacht — fast alle Resultate betrafen nur die Stetigkeit
an einem vorgegebenen Punkt. In den folgenden Abschnitten geht es um globale
In diesem Abschnitt zeigen wir unter anderem den Zwischenwertsatz, wonach
stetige Funktionen von R nach R keine ,,Spriinge“ machen. Anschaulich ent-
spricht das der volkstiimlichen Definition, wonach eine Funktion von R nach R
stetig ist, wenn man ihren Graphen ohne abzusetzen zeichnen kann.

Den Zwischenwertsatz konnen wir ausnutzen, um Kriterien dafiir zu finden,
dass eine stetige Funktion eine stetige Umkehrfunktion besitzt. In diesem Ab-
schnitt arbeiten wir — &hnlich wie beim Monotoniekriterium fiir Folgen —
wieder mit dem Umgebungsbegriff aus Abschnitt [2.1{fiir Teilmengen von (R, <).

3.29. SATZ (Zwischenwertsatz). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funk-
tion, dann nimmt f auf [a,b] jeden Wert aus dem abgeschlossenen Inter-

vall [min{ f(a), ()}, max{f(a), f(5)}] an.

Im obigen Satz diirfen wir [a,b] C R wihlen.

BEWEIS. Ohne Einschrénkung sei f(a) < f(b), denn im Falle f(a) =
wird der einzige Wert f(a) offensichtlich angenommen, und im Fall f(a) >
betrachten wir stattdessen die Funktion — f.

(

b)
(b

f

f(b)
Sei jetzt ¢ € [f(a), f(b)] beliebig. Da f(a) und f(b) ohnehin angenommen

werden, diirfen wir sogar ¢ € (f(a), f(b)) annehmen. Betrachte die Menge

S={z€ab]]| flx)>c}.
Da b € S, ist S nicht leer, und offensichtlich nach unten beschriankt durch a,
also existiert
ro=inf S .
Wir finden also eine Folge (by,),, in S mit lim,, . b, = zo. Wegen der Stetigkeit
von f folgt
f(xo) = lim f(b,) >c.

n—oo

Auf der anderen Seite gilt f(z) < c fiir alle x € [a,x), denn aus f(x) > ¢
wiirde z € S und damit = > xg folgen. Wir wihlen eine Folge (a,)nen in [a, o)
mit lim,, . a, = xg, dann folgt

fzo) = lim f(an) <.

Beide Ungleichungen zusammen ergeben f(xg) = ¢, also ¢ € im f. Da ¢ beliebig
war, folgt [a,b] C im f. O
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3.30. BEISPIEL. Es sei P € R[X] ein Polynom von ungeradem Grad d =
deg P. Wir behaupten, dass P eine Nullstelle besitzt, das heifit, es existiert zg €
R mit P(xp) = 0. Dazu schreiben wir

d
P(x) = Z ap”
k=0
mit ag # 0. Ohne Einschriankung sei ag > 0, ansonsten betrachten wir —P.

Aus
oy P _

d
lim Zaknk_d =aq >0
n—oo
k=0

folgt P(ng) > 0 fiir ein hinreichend grofies ng. Genauso folgt P(—mg) < 0 fiir
ein hinreichend grofles my, es folgt 0 € [P(—my), P(ng)]. Da P stetig ist, gibt
es ein zg € [—mg, ng] mit P(zg) = 0.

3.31. FOLGERUNG. Es sei [a,b] C R ein nichtleeres, abgeschlossenes Inter-
vall und F': [a,b] — [a,b] stetig. Dann hat F einen Fixpunkt, das heifst, es gibt
ein x € [a,b] mit F(z) = x.

Beweis. Ubung. O

3.32. FOLGERUNG. Es sei I C R ein Intervall und f: I — Q stetig. Dann
ist f konstant.

BewErs. Ubung. O

Wir erinnern uns an die Definition der Umkehrabbildung aus Definiti-
on Ist f: D — B eine bijektive Funktion zwischen Teilmengen von R
oder von C, so heiffit die Umkehrabbildung g: B — D auch Umkehrfunktion.

3.33. SATZ (Umkehrsatz fiir stetige Funktionen). Es sei I C R ein Intervall
und f: I — R eine stetige und streng monotone Funktion. Dann ist J = im f
ein Intervall, und f besitzt eine stetige und streng monotone Umkehrfunktion g.

BeEwEIs. Ohne Einschrankung sei f streng monoton steigend. Denn wenn f
streng monoton fillt, erhalten wir eine stetige, streng monotone Umkehrfunkti-
on g zu —f, und y — g(—y) ist eine stetige, streng monotone Umkehrfunktion
von f.

Um zu zeigen, dass J = im f ein Intervall ist, seien yo = f(zg) und y; =
f(z1) € J. Nach dem Zwischenwertsatz enthilt im f dann auch alle Punkte
zwischen g und y;. Also ist J = im f ein Intervall nach Definition [2.1

Da f streng monoton ist, ist f injektiv nach Bemerkung Also
ist f: I — J = im f sogar bijektiv, und nach Satz existiert eine ein-
deutige Umkehrabbildung ¢g: J — I. Es sei yo = f(z0) < y1 = f(z1), dann
folgt xo = g(yo) < =1 = g(y1) aus der Monotonie von f, also steigt auch g
wieder streng monoton.
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Wir beweisen die Stetigkeit von g zunéchst bei einem inneren Punkt y =
f(x) € J. Sei dazu V' C I eine Umgebung von z = ¢(y), dann existieren ay,
bp € R mit x € (ag,bp) C V. Wir wéhlen a € (ap,z) und b € (z,bp), dann
folgt « € (a,b) C V, und iiberdies liegen @ und b in I. Wie oben ist

im(flan) = (F(a), /(2))

wieder ein Intervall, und es folgt v = f(z) € (f(a), f(b)) C g (V). Somit
ist g~1(V) wieder eine Umgebung von y, und g ist daher bei y stetig.

Sei nun y = f(z) = r unterer Randpunkt von J (falls ein solcher existiert),
dann ist x = a = g(r) unterer Randpunkt von I aufgrund der Monotonie von g.
Falls I und damit auch J nur aus einem Punkt bestehen, ist nichts mehr zu
zeigen. Andernfalls sei wieder V' eine Umgebung von x in I, dann finden wir
wie oben ein b € I, mit x = a € [a,b) = (—o0,b) N I. Wie oben folgt [r, f(b)) C
g Y(V), so dass g~ 1(V) wieder Umgebung von y = r ist. Also ist g auch am
unteren Randpunkt stetig, und die Stetigkeit am oberen Randpunkt (falls ein
solcher existiert) ergibt sich genauso. U

3.34. BEISPIEL. Nach Satz und (6 sind die Potenzfunktionen z —
x® streng monoton auf (0,00) fiir alle a € Q \ {0}. Nach Satz (@und
ist 2 v xa gerade die Umkehrfunktion von z — z%.

Die Funktion x s x4 ist auch stetig auf (0, oo): fiir p, ¢ € Z mit g >
0 sind z — 2P und z — 2 ste‘mg nach Proposition [3 Also ist auch die
Umkehrfunktion z — ¢z = xq stetlg nach Satz 3.33] Nach Lemma ist

dann auch die Verkettung z — (xQ)p = g stetig auf (0, 00).
Fiir ungerade n € N ist die n-te Potenz x — 2" sogar auf ganz R definiert,

stetig und streng monoton. Also kénnen wir die n-te Wurzel x — {/z auch auf
ganz R erkléren.

3.35. BEMERKUNG. Eine bijektive stetige Abbildung F': M — N, die eine
stetige Umkehrabbildung G: N — M besitzt, heifit auch Homdomorphismus.
Natiirlich ist dann auch G wieder ein Homgomorphismus. Der Umkehrsatz [3.33]
liefert also Homéomorphismen zwischen Intervallen in R.

Seien jetzt L, O weitere metrische Riume oder R. Nach Lemma erhlt
man Abbildungen

F.:C(L,M)—C(L,N) mit H— FoH
und F*:C(N,0) — C(M,0) mit K—KoF.
Diese Abbildungen sind bijektiv mit Umkehrabbildung G, bzw. G*, denn zum
Beispiel gilt
(GyoFy)(H) =Gu«(Fy(H)) =G, (FoH)=GoFoH=H

fir alle H € C(L, M). Analog gilt F.(G«(J)) = J fiir alle J € C(L,N), und
ebenso

(G"oF")(K)=G"(F"(K) =G (KoF)=KoFoG=K.
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3.36. BEISPIEL. Die Abbildung F: R — [—1,1] mit

\/ﬁ fur T e R,
F(z)=11 fiir = oo, und
-1 fiir x = —oo0.

steigt streng monoton und ist stetig. Die Umkehrfunktion wurde in Ubung 4
von Blatt 1.9 konstruiert.

Bemerkung [3.35| impliziert also, dass wir in Zukunft anstelle stetiger Funk-
tionen von oder nach R genausogut stetige Funktionen von oder nach [—1,1]
betrachten kénnen. Da wir auf [—1, 1] die iibliche Metrik zur Verfiigung haben,
macht das das Leben manchmal etwas einfacher.

3.4. Stetige Funktionen auf Kompakten Mengen

Wir lernen (folgen-) kompakte Mengen kennen. Stetige Funktionen auf fol-
genkompakten Mengen haben besonders schone Eigenschaften: sie nehmen stets
das Maximum und das Minimum ihrer Funktionswerte an, und in Satz [3.§ kann
man zu jedem € > 0 das § > 0 unabhéngig von der Stelle z angeben.

3.37. DEFINITION. Ein Raum heif3t M folgenkompakt, wenn jede Folge in M
einen Haufungspunkt in M besitzt.

Hierbei diirfen wir M = R oder einen metrischen Raum betrachten.

Es gibt auch den Begriff kompakt fiir beliebige topologische Réume, also
,Raume mit Umgebungen®. Im allgemeinen impliziert Kompaktheit Folgenkom-
paktheit, und fiir metrische Riume und fiir R stimmen beide Begriffe iiberein.
Allerdings ist Kompaktheit fiir uns schwieriger zu definieren und zu verstehen,
und die folgenden Beweise funktionieren allesamt bestens mit Folgenkompakt-
heit, so dass wir uns die ,richtige* Kompaktheit getrost fiir spéiter aufheben
diirfen.

Wir formulieren den Satz von Bolzano-Weierstra8, den wir in Folgerung[2.37]
und Satz [2.48] bereits kennengelernt haben, noch einmal anders. Aufierdem
konnen wir jetzt auch eine Umkehrung angeben.

3.38. SATZ (Satz von Bolzano-Weierstrafl). Eine Teilmenge von R oder C
st genau dann folgenkompakt, wenn sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.

BEWEIS. Zu ,,<="sei k = R oder C, M C k abgeschlossen und beschrankt,
und sei (ay)pen eine Folge in M. Dann ist (a,,) eine beschrénkte Folge in k und
besitzt somit nach der ,alten“ Fassung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl einen
Héufungspunkt a. Nach Lemmabesitzt (an,)n eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert a. Fiir M C R folgt a € M nach Lemma da M abgeschlossen
ist. Fiir M C C iiberlegen wir uns, dass der Beweis von Lemma auch in C
funktioniert. Also besitzt (ay,), einen Haufungspunkt in M, und da das fiir jede
Folge funktioniert, ist M folgenkompakt.
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Zu ,—>“ nehmen wir zundchst umgekehrt an, dass M nicht abgeschlossen
ist. Wie in Lemma kann man dann eine in k konvergente Folge (ap)n
konstruieren, deren Grenzwert nicht in M liegt. Da der Grenzwert der einzige
Haufungspunkt ist, besitzt (ay), also keinen Hiufungspunkt in M.

Sei jetzt M moglicherweise abgeschlossen, aber nicht beschrankt. Wegen De-
ﬁnitiongilt fiir jeden Punkt « € C und jede Zahl R < oo, dass M ¢ Bg(x).
Wir wahlen z = 0 und finden dann zu jedem R = n € N einen Punkt a, € M
mit (d(an,0)), > n. Wire a € C ein Hiufungspunkt von (a,), dann géibe es
unendlich viele Indizes n mit d(a,,0) < d(a,,a)+ 1, aber das haben wir gerade
ausgeschlossen. Also divergiert die Folge.

Es folgt, dass eine Teilmenge M C k, die nicht beschrinkt oder nicht abge-
schlossen ist, nicht folgenkompakt sein kann. O

Stetige Funktionen auf folgenkompakten Mengen haben einige schéne Ei-
genschaften.

3.39. DEFINITION. Sei M eine Menge und f: M — R eine Funktion. Dann
heiflen

xlél]&f(x) = inf(im f) = inf{ f(z) |x € M }

und sup f(z) =sup(im f) =sup{ f(z) |[re M} €R
zeM
das Infimum und das Supremum von f. Wenn es ein Zyin € M (bzw. Tmax € M)
mit

f(xmin) = 1&1{4 f(x) bzw. f(@max) = sup f(x)
x zeM

gibt, heiBt f(zmin) das Minimum von f und i, eine Minimalstelle von f
bzw. f(Tmax) das Maximum von f und zpax eine Mazimalstelle. Man sagt
dann, die Funktion f besitze ein Minimum (bzw. Mazimum). Minima und Ma-
xima von f heiflen auch Ezxtrema oder Extremwerte von f, und Tmin und Tmax
heiflen Extremstellen.

3.40. SaTz (Existenz von Extrema). Jede stetige reellwertige Funktion auf
eitner folgenkompakten Menge besitzt ein Minimum und ein Maximum.

BEwEIS. Wenn — f ein Minimum bei . besitzt, besitzt f bei xpax ein
Maximum. Daher reicht es, das Minimum jeder stetigen Funktion aufzuspiiren.

Dazu sei m € R das Infimum von f. Dann finden wir Punkte z,, in M mit
lim f(z,)=m.
n—oo
Da M folgenkompakt ist, hat die Folge (x,,), einen Hiufungspunkt ,;,. Nach
Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert die Folge (z,,), selbst gegen zpi,. Da f
folgenstetig ist nach Satz folgt
f(@min) = f( lim ajn> = lim f(x,) =m,
n—oo n—oo

somit besitzt f ein Minimum. O
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BEISPIEL. Die Funktion f(z) = 2? besitzt auf dem kompakten Inter-
vall [—1, 2] ein Minimum bei z = 0 und ein Maximum bei z = 2.

Das Intervall (—1,2) ist beschriankt, aber nicht abgeschlossen, also auch
nicht kompakt. Es gilt
sup 2° =2 =4¢ im(f[-1,2) -
ze(—1,2)
Also hat f auf (—1,2) kein Maximum mehr.

Die ganzen Zahlen Z C R bilden eine abgeschlossene, aber nicht beschrankte
Teilmenge, also ist auch Z nicht kompakt. Wieder gilt

supz? = oo ¢ im(f|z) .
TEL

Also hat f auch auf Z kein Maximum.

Stetige Funktionen auf kompakten metrischen Rdumen haben die schone
Eigenschaft, dass man in Satz fiir jedes € unabhéngig von x ein festes §
wéahlen kann.

3.41. DEFINITION. Seien (M, dys), (N,dy) metrische Rdume und F': M —
N eine Abbildung, dann heifit F' gleichmdfig stetig, wenn es zu jedem & > 0
ein § > 0 gibt, so dass dy(F(x), F(y)) < € fir alle x, y € M mit dy(x,y) < 4.

BEMERKUNG. GleichméBig stetige Funktion sind offensichtlich stetig nach
Satz B8 ).

BEISPIEL. Nicht jede stetige Funktion auf R ist gleichméfig stetig. Sei
etwa f(zr) = 22, dann ist f stetig als Polynom nach Beispiel [3.14 Wir
wihlen ¢ = 1. Zu jedem 6 > 0 existieren z und y € R mit |y —z| < ¢

und |y2—x2| > 1, etwa:cz%undgz%%—%,denn

2

) 1)
yoal=5<6 wd |f) - @) =t =1 2 1=

Also ist f nicht gleichmifig stetig.

3.42. SATzZ. Seien (M,dpr), (N,dn) metrische Riume. Wenn M kompakt
ist, ist jede stetige Abbildung F: M — N gleichmdf$ig stetig.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass F' nicht gleichméfig stetig ist, und zeigen,
dass F' dann auch nicht stetig sein kann.

Wenn F' nicht gleichméBig stetig ist, dann existiert ein € > 0, zu dem es
kein § > 0 wie in Definition gibt. Also finden wir Paare von Punkten x,,
Yn € M mit

1
A (Tn, yn) < - und dn(F(xn), F(yn)) > €.
Da M kompakt ist, kénnen wir zu einer Teilfolge iibergehen, so dass x, ge-
gen x € M konvergiert. Aus

d(Yn, ) < d(Yn, Tn) + d(Tn, )
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folgt, da beide Absténde rechts fiir n — oo beliebig klein werden, dass auch y,,
gegen x konvergiert. Es folgt

e <dN(F(xn), Fyn)) < dn(F(zn), F(2)) + dn (F(yn), F(2)) -

Wire F stetig, so wire F' auch folgenstetig, und die beiden Abstédnde rechts
wiirden beliebig klein fiir n — oo, im Widerspruch dazu, dass ihre Summe nicht
kleiner als € > 0 wird. g

3.5. Die Metrik der gleichmifligen Konvergenz

Wir betrachten Folgen und Reihen von Funktionen und lernen verschiedene
Konvergenzbegriffe kennen. Das geht besonders gut dann, wenn man Funktio-
nen im Allgemeinen und stetige Funktionen auf Kompakta im Besonderen als
einen metrischen Raum auffasst. In diesem Fall kann man gleichméflige Kon-
vergenz definieren und zeigen, dass Grenzfunktionen gleichméfig konvergenter
Folgen stetiger Funktionen wieder stetig sind. Eine wichtige Anwendung sind
Potenzreihen, die in vielen Gebieten der Analysis eine Rolle spielen. Aber auch
fiir die Integration im n#chsten Abschnitt brauchen wir gleichméfiige Konver-
genz.

Es sei M eine beliebige Menge, N ein metrischer Raum, und es sei (F3,),
eine Folge von Abbildungen F,: M — N.

3.43. DEFINITION. Die Folge F,, konvergiert punktweise gegen F': M — N,
wenn fiir jedes x € M die Folge (F,,(x)), gegen F(x) konvergiert.

Jetzt kann man fragen, ob die Abbildung F' stetig ist, wenn M beispielsweise
ein metrischer Raum ist und alle F;, stetig sind.

3.44. BEISPIEL. Betrachte I = [0,1] und f,: I — R mit
fu(z) =2".

Dann ist f, als Polynom stetig nach Beispiel Nach Proposition kon-
vergiert die Folge (fy,), punktweise gegen

1 fallsz =1, und
sonst.

Aber die Grenzfunktion f ist offensichtlich nicht stetig, da
hmlf(:r) =0#1=f(1).
Tr—

Also ist punktweise Konvergenz nicht gut genug um dafiir zu sorgen, dass die
Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen wieder stetig ist. Wir schaffen
Abhilfe, indem wir auf den Abbildungen in einen metrischen Raum N eine
Metrik einfiihren.
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3.45. LEMMA. Es sei M eine nichtleere Menge und (N,dy) ein metrischer
Raum. Dann ist die Funktion dsu,: Abb(M,N) x Abb(M,N) — [0, co] mit
duup(F.G) = sup dy(F (), G(a)) = sup{ dy(F(2). Glw)) | € M)
Te

eine Abstandsfunktion auf der Menge Abb(M, N).

BEMERKUNG. Wenn wir M = () zulieBen, dann giibe es genau eine Abbil-
dung F': ) — N, und wir hitten

dsup(F, F) =supl = —00 < 0.

Auf der anderen Seite miissen wir oo als Wert von dgy;, zulassen, beispielsweise
seien f, g: R — R durch f(z) =0 und g(x) = = gegeben, dann ist

dsup(f’g) = sup{ |33— 0| ‘ T € R} =00,
obwohl fiir jedes einzelne = der Abstand d(f(x), g(x)) = |x| endlich ist.

BeEwEIs. Wir weisen die Axiome aus Definition [2.40] nach. Seien dazu F,
G, H € Abb(M, N).
(1) Da M # ), existiert x € M, und es gilt
dsup(F,G) > dn(F(z),G(x)) > 0.
Aus dg,p(F, G) = 0 folgt fiir alle x € M, dass
dN(F<x)7G(x)) < dsup(Fa G) =0,

also F(r) = G(z) fir alle x € M, somit F' = G.
(2) Es gilt natiirlich

dsup (G, F) = sél]\%dN(G(x)’F(Jf)) = ESEdN(F(:c),G(;c)) = dsup (F, G) -

(3) SchlieBlich gilt fiir jedes = € M, dass

dn(F(x), H(z)) < dn(F(2), G(z)) + dn(G(2), H(x))

< sup dy(F(2), G(@)) + sup dx(G(z), H(x))

zeM zeM

= dsup(F, G) + dsup(G, H) .
Indem wir das Supremum iiber alle x € M bilden, erhalten wir die
Dreiecksungleichung fiir dgyp. O

Es sei wieder k = R oder C.

3.46. DEFINITION. Die Metrik dg,p auf Abb(M, N) heifit Supremumsmetrik.
Eine Folge von Abbildungen F,: M — N heilit gleichmdifig konvergent, wenn
sie als Folge (F},)nen im metrischen Raum (Abb(M, N), dg,p) konvergiert.

Eine Reihe von Funktionen

S fi mit for M —kfiirallen €N
k=0
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heilt gleichmdfSig konvergent, wenn die Folge der Partialsummen

(%4)...

gleichméBig in Abb(M, k) konvergiert.

3.47. BEMERKUNG. Die Folge (F},), in Abb(M, N) konvergiere gleichmiflig
gegen F': M — N. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N, so
dass dsup(Fr, F') < ¢ fiir alle n > ng, insbesondere

dn(Fn(z), F(x)) <e fir alle x € M .
Also konvergiert die Folge (F,), auch punktweise gegen F'.

Wenn die Folge (F,), umgekehrt nur punktweise gegen F konvergiert,
miissten wir unter Umstédnden bei ein und demselben € > 0 fiir jeden Punkt =
ein anderes ng wéhlen. Hier tut es ein ng fiir alle x € M, daher der Name
»gleichméBige“ Konvergenz.

3.48. SATZ. Es seien M # () und N metrische Riume, dann ist die Men-
ge C(M, N) der stetigen Abbildungen abgeschlossen in Abb(M, N') beziiglich der
Supremumsmetrik.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dass Abb(M,N) \ C(M,N) offen ist. Sei da-
zu F': M — N nicht stetig. Nach Satz existiert x € M und € > 0,
so dass es zu jedem § = % einen Punkt z,, € M gibt mit

dM(xn,m)<% wd  dn(F(an), F@) > ¢ .

Insbesondere konvergiert (z,), gegen .
Sei G: M — N eine Abbildung mit ds,,(F,G) < §. Dann folgt
e < dn(F(zn), F(z))
<dn(F(xy),G(zy)) + dn(G(zyn), G(x)) + dy(G(z), F(x))
< 2dsup(F, G) + dn(G(n), G(z)) < %5 +dn(G(zn), G(2))
also dsup(G (), G(x)) > § fiir alle n. Somit ist G nicht folgenstetig bei z, also
erst recht nicht stetig.

Wir haben gezeigt, dass es zu jeder Funktion F' € Abb(M,N)\ C(M,N)
ein € > 0 gibt, so dass der Ball um F' vom Radius § die Teilmenge C(M, N)
nicht trifft. Mithin ist Abb(M, N) \ C(M, N) offen, was zu zeigen war. O

3.49. FOLGERUNG. Jede gleichmdfSig konvergente Folge stetiger Abbildungen

hat eine stetige Abbildung als Grenzwert.

BEWEIS. Wir gehen vor wie im Beweis von Lemma [2.24 Es sei F €
Abb(M, N) der Grenzwert der Folge. Wére F' nicht stetig, dann géibe es nach
Satz eine Umgebung U von F, in der keine stetige Funktion liegt. Da fast
alle F}, in U liegen, wiren fast alle F;, ebenfalls unstetig, im Widerspruch zur
Annahme. ]
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3.50. FOLGERUNG. Seien M, N metrische Riume und (Fy), eine Folge
stetiger Funktionen F,: M — N. Falls jeder Punkt p € M eine offene Um-
gebung U besitzt, so dass (Fp,|y)n in Abb(U, N) gleichmdfSig konvergiert, dann
konvergiert die Folge (F,,), punktweise gegen eine stetige Abbildung.

Man konnte hier von lokal gleichmdfiger Konvergenz sprechen, da man
GleichméBigkeit immer nur auf (eventuell kleinen) offenen Mengen erhélt.

BEWEIS. Es sei x € M und U € U mit x € U wie im Satz. Nach Bemer-
kung konvergiert (F,(z)), in N, und der Grenzwert héngt nicht von der
Wahl von U ab. Da das fiir alle x € M funktioniert, erhalten wir als Grenzwert
eine Funktion F' € Abb(M, N), gegen die die Folge punktweise konvergiert.

Nach Lemma ist F' bei x bereits stetig, wenn F'|y bei x stetig ist, aber
das folgt aus der gleichméfiigen Konvergenz auf U. Also ist die Grenzfunktion F’
iiberall stetig. O

3.6. Das Regelintegral

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, das Integral von Funktionen auf R oder
einer Teilmenge von R zu definieren. Ziel ist es, fiir Funktionen f: D — [0, 00)
die ,,Flache* unterhalb des Funktionsgraphen zu messen.

Spater im Studium werden Sie sehen, dass man nicht jeder Funktion f: D —
[0,00) in konsistenter Weise ein Integral zuordnen kann. Wir brauchen daher
eine Teilmenge von ,,schénen* Funktionen, die wir integrieren wollen, und einige
Eigenschaften der Menge dieser integrierbaren Funktionen und des Integrals.

(1) Jede stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall [a,b] C R soll
integrierbar sein, schreibe

/abf(x)dx

(2) Das Integral soll linear sein. Mit f, g: [a,b] — R und r, s € R soll also
auch rf 4 sg integrierbar sein mit

/ab(rf—ksg /f dx—l—s/ g(x) dx.

(3) Esseia <b<cund f: [a,c] — R sei auf [a,b] und auf [b, ¢] integrier-
bar. Dann soll f integrierbar sein mit

/f m_/f m+/f

(4) Es sei f: [a,b] — R konstant auf (a,b) mit Wert y, dann soll

/af(rv)dwz/a ydz =y(b—a)

gelten. Die Werte bei a und b sollen also keine Rolle spielen.



3.6. DAS REGELINTEGRAL 83

(5) Wenn f,g: [a,b] — R integrierbar sind und f < g auf ganz [a, b] gilt,

dann soll gelten:
b b
/ f(z)dx < / g(z) dzx.

(6) Die Menge der integrierbaren Funktionen soll in (Abb(a, b],R), dsup)
abgeschlossen und das Integral selbst soll stetig sein.
Fiir eine gleichméBig konvergente Folge (f,,) integrierbarer Funk-
tionen soll insbesondere die Grenzfunktion f integrierbar sein mit

b b b
/f(x)da;:/ nlLH;of"(x)dx:nlLHolo/ fn(x)dz.

All diese Eigenschaften sind konsistent mit der Vorstellung, dass das Integral
den . Flacheninhalt unterhalb des Graphen* beschreibt. Wir konstruieren jetzt
einen Integralbegriff, der diese sechs Kigenschaften hat. Das wesentlich allge-
meinere Lebesgue-Integral lernen wir erst im dritten Semester kennen.

3.51. DEFINITION. Eine Funktion f: [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn
es n € N und Sprungstellen a = zp < z1 <+ <z, = b gibt, so dass f|, , )
fiir jedes j € {1,...,n} konstant ist. Es sei T'([a,b]) C Abb([a,b];R) die Menge
der Treppenfunktionen.

3.52. BEMERKUNG. Es sei f € T([a,b]) Treppenfunktion mit Sprungstellen
a=uz0<z1 <<z =>bwie oben und f|,; , ;) konstant mit Wert y;.
Wenn ein Integralbegriff die obigen Eigenschaften hat, dann folgt sofort aus ({3))

und , dass
b n
JECIEED SR
a j=1

3.53. BEMERKUNG. Esseien f, g € T([a,b]) Treppenfunktionen mit Sprung-
stellen a = 2(, < --- < 2, =bbzw. a =z < --- < x, = b. Wir setzen

{zo, .. o} ={x(, ..., 2yt U{z(, ..., 20},
mit a = 29 < - < &, = b und n < £+ m. Dann kénnen wir f und g als
Treppenfunktionen mit Sprungstellen a = x¢ < --- < &, = b und Werten y;, z;
auf (z;_1, ;) auffassen. Fiir r, s € R folgt aus Bemerkung sofort
b n b b
/ (rf+sg)(x)de = Z(ryi + szi)(x; — xim1) = r/ f(z)dx + s/ g(x) dx.
a i—1 a a
Also bilden die Treppenfunktionen einen Vektorraum, und das Integral ist als
Abbildung von T'([a, b]) nach R linear. Unsere Formel in Bemerkung erfiillt

also auch .

Um zu zeigen, wie wir mit Treppenfunktionen ein Integral explizit ausrech-
nen konnen, betrachten wir die Funktion f(z) = 2* auf [a,b] C R. Spiter
werden wir die meisten Integrale, die sich explizit bestimmen lassen, mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung behandeln.
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3.54. BEISPIEL. Wir raten, dass

b
/ o dr — R (bk+1 _ak+1> '
, k1

Um das zu zeigen, wéhlen wir Sprungstellen a = 29 < 21 < --+ < x, = b so,
dass
b—a . .

Tj L= =:h fir alle j € {1,...,n}.

Unsere Treppenfunktion f,, erfiille
:z;“ falls z = x;, und
fn(l') = ka — xkfll
Yj = W falls z € (mj_l,a:j).

Da xj = 2;_1 + h, gilt nach der binomischen Formel

k+1
kE+1 ,
k+1 k+1 L k+1-¢
z;" —%=Z( ¢ )h EZ AT
(=1
Da (le):k—i-l, folgt

yi = .’L';?"Fl — x‘];i_ll _ {L’k + h ) ]§ k + 1 hé_Q ] xk—i—l—é
T o(k+1)-h T k1 ¢ i1

Da 2F*1=¢ auf [a,b] beschrinkt ist, kann man den zweiten Term abschitzen
durch
k+1
h k+1\ oo ki1
e ()

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Da f(x) = z* auf [a, b] nach Satz gleichméBig stetig
ist, existiert § > 0, so dass

< h-C firallen>0,7€{1,...,n}

lzF — ¥ < % fiir alle z,y € [a,b] mit |z —y| < 0.

Wir wihlen n > 0 so, dass h < § und h-C < § fiir h = =% Dann folgt fiir
alle x € (zj_1,2;), dass

|2 —y;] < |zk - 1‘?—1‘ + |$§—1 —Yj| <¢

<3 <h-C<35
da ja |x; — zj_1| = h < 4. Also konvergieren unsere Treppenfunktionen f,
gleichméfig gegen f.
Aulerdem gilt:
/bf () do = z": xf“ - xfjll . P ghtL Rl e
W B (k+1)-h —  k+1  k+1

j=1
Wegen Eigenschaft @ erhalten wir als Integral

b b phtl _ gkt
/a ¥ dr = nlin;o ’ fn(x)dx = il
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Wir definieren jetzt eine Menge integrierbarer Funktionen.

3.55. DEFINITION. Seien a,b € R und I C R ein Intervall mit (a,b) C I C
[a,b]. Eine Funktion f: I — R heifit Regelfunktion, wenn sie

(1) an jedem Punkt 29 € I\ {a} einen linksseitigen Grenzwert f_(xg) :=
lim, 74, f(2) € R und

(2) an jedem Punkt xzg € I\ {b} einen rechtsseitigen Grenzwert fi (zg) :=
limg~ 4, f(z) € R besitzt.

Den Raum aller Regelfunktionen auf I bezeichnen wir mit R(]).

Man beachte, dass bei einer Regelfunktion der Wert f(z) nichts mit dem
links- oder dem rechtsseitigen Grenzwert zu tun haben muss.

BEISPIEL. (1) Treppenfunktionen sind Regelfunktionen: T'([a,b]) C
R(I).

(2) Stetige Funktionen sind Regelfunktionen: C(I) C R(I).

3.56. SATZ. Es sei 0 # [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist

f:]a,b] = R genau dann eine Regelfunktion, wenn es eine Folge (fn)nen von
Treppenfunktionen gibt, die gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

BEWEIS. Wir zeigen ,,—* indirekt. Wenn sich f nicht gleichméflig durch
Treppenfunktionen approximieren lifit, dann existiert ein € > 0, so dass
dsup(f, g) > € fiir alle Treppenfunktionen g € T'([a, b]).

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung ([ay,, by]), mit ag = a, by = b,
so dass dsup(fl{a,,b,.]>9) = € fiir alle n und alle g € T'([an, by]). Sei etwa [ay,, by]
bereits konstruiert und ¢ = %. Falls es g1 € T'([an,c]) und g2 € T'([c, b))
mit dsup (fl[a,,q>91) < € und dsup(fl[cp,]> 92) < € géibe, wiire g: [a,b] — R mit

g1(x) fir x < e,
g(x) =< fle) fir x = ¢, und
g2(x) fir x > ¢

eine Treppenfunktion mit dsup(f|[a, 5,15 9) < €

Also existiert eine solche Treppenfunktion g; auf mindestens einem der Teil-
intervalle [ay, c|, [¢, by] nicht, und dieses Teilintervall nennen wir [ap+1, bpt1]-

Nach Folgerung konvergiert diese Intervallschachtelung gegen ein zg €
I = [a,b]. Da f Regelfunktion ist, existiert zu € > 0 ein § > 0, so dass
|f(x) — f-(z0)| <e fiiralle z € (zg — 0,20) N1, falls g # a, und
|f(x) — fr(zo)| <e fir alle z € (zg,x0+ ) NI, falls zg # b.
Fiir ein n > 0 gilt aber [ay,b,] C (zo — d,20 + 6) N I, und die Funktion
g: lan,by) — R mit
f-(zp) fiir z < xq,
g(x) =< f(zo) fiir z =z, und
fi(zo) fiir x > xp.
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ist eine Treppenfunktion mit dsup(fla, b,],9) < € im Widerspruch zur obigen
Konstruktion.

Zu =" sei f =lim, .o fr in (Abb([a,b],R), dsup), und es sei zg € (a, b].
Wir wollen zeigen, dass lim,, -, f(x) existiert. Zu e > 0 bestimmen wir ng € N,
so dass dsup(fn, f) < € fiir alle n > ng. Da f;, eine Treppenfunktion ist, existiert
6n > 0, 80 dass ful(zg—s,,20) Konstant ist mit Wert y,,. Es folgt

Ym = yn| < [fm(z) = f(@)] + | fu(z) — f(2)] < 2¢
fiir alle m,n > no und alle x € (g — min{d,, on},xo) N I. Somit ist (Yn)neN
eine Cauchy-Folge. Sei y der Grenzwert, siehe Satz Zu € > 0 existiert also
ein ny mit dsup(fn, f) < § und |y, —y| < § fiir alle n > ny. Fiir n > n; gilt also
[f(@) =yl < |f (@) = ful@)| + [yn —yl <€

fiir alle z € (zg — 0, z0) N 1.

Es folgt
f-(z0) = lim f(z)=y.
x,/"To
Genauso zeigt man fiir alle z¢ € [a,b) NI die Existenz des rechtsseitigen Grenz-
wertes fi(xzg). Also ist f eine Regelfunktion. O

3.57. DEFINITION. Es sei f € R([a,b]) eine Regelfunktion und (f,)nen eine
Folge von Treppenfunktionen, die gleichméflig gegen f konvergiert. Dann ist
das Regelintegral definiert durch

/ab fla)da = lim /ab fulz) da |

3.58. PROPOSITION. Das Regelintegral ist wohldefiniert.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass der Grenzwert in Definition [3.57] existiert
und nicht von der Wahl der Folge (fn)nen abhéngt. Beides ergibt sich aus der
folgenden Uberlegung.

Es sei ¢ > 0, und g,h € T([a,b]) seien zwei Treppenfunktionen mit
dsup(f,9), dsup(f,h) < e. Aus der Dreiecksungleichung folgt dsup(g,h) < 2e.
Wie in Bemerkung diirfen wir annehmen, dass g und h dieselben Sprung-
stellen a = 9 < --- < &, = b besitzen und auf (x;_1,z;) die Werte y; bzw. z;
annehmen. Es folgt

/abg(:c)d:c—/abh(x)dm

)

n
<Yz — yl (w5 — 250)
j=1

< 2e(w; —zj1) =2:(b—a).
j=1

Aus (%) folgt, dass (ff fn(x) dm) N in Definition |3.57| eine Cauchyfolge ist,
ne

also konvergiert.
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Falls zwei Folgen (f,)n, (gn)n in T'([a, b]) gleichméBig gegen f konvergieren,
zeigt (x), dass sich die Grenzwerte der Integrale um beliebig wenig unterschei-
den, also gleich sind. O

Wir haben jetzt ein Integral [: R([a,b]) — R definiert, und wollen die
Eigenschaften - @ am Anfang dieses Abschnitts iiberpriifen.
3.59. PROPOSITION. Das Regelintegral erfiillt - .

BeEwers. Aus C([a,b]) C R([a,b]) folgt (1). und ergeben sich aus
unserer Konstruktion, und und sind Ubung. U

Sei f: [a,b] — R eine Funktion, dann definieren wir |f|: [a,b] — [0,00)
durch |f|(z) = |f(x)] fir alle z € [a, b].

3.60. LEMMA. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion, dann ist auch |f]:
[a,b] — R eine Regelfunktion, und es gilt

[ 1wl < [ 1)

BEWEIS. Da der Absolutbetrag nach Beispiel |3.9 - 1)) stetig ist, gilt
hm |f(x ]—‘hmf z)| und hm |f(z ]—‘hmf z)),

also ist auch | | eine Regelfunktion. Wenn eine Folge S(fn)n von Treppenfunk-
tionen gleichmifig gegen f konvergiert, konvergiert (|fy,|), gleichméBig gegen
|f], und aus der Dreiecksungleichung folgt

b
/fn ) da| = Zyj —y )| < Y Iyl —wy) = /Ifn(w)ldﬂf,

wobei y; wieder der Wert von f,,| sei. Im Grenziibergang n — oo ergibt
sich

(xj—1,75)

[ sl < [(1r@ia .

3.61. FOLGERUNG. Das Regelintegral ist stetig als Abbildung (R([a,b]),
dsup) — R.

BEWEIS. Aus dgp(f,9) < 0 folgt

/ da:—/f /<g f)(a) da
/yg |d:p</ 5dz = 6(b— a).

Aus Satz ergibt sich die Stetigkeit des Regehntegrals. (|
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3.62. SATZ. Der Raum R(I) der Regelfunktionen auf einem Intervall I ist
abgeschlossen in (Abb([a,b], R), dsup).

Wie in Folgerung [3.49] ist die Grenzfunktion einer gleichmiBig konvergen-
ten Folge von Regelfunktionen also wieder eine Regelfunktion. Zusammen mit
Folgerung |3.61| ergibt sich Eigenschaft @

BewEeIs. Wir gehen wie in Beweis von vor. Sei also f: [a,b] — R keine
Regelfunktion, dann existiert einer der einseitigen Grenzwerte an einer Stelle
xo € [a, b] nicht, ohne Einschrinkung der linksseitige.

Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir alle § = 2 > 0 Punkte 2, 2], € (zo —
L 2o) NI mit [f(2)) — f(«),)| > € existieren. Andernfalls erhielte man némlich
eine Intervallschachtelung [inf(f |(@o— 1 o)) SUP(f 1 ’mo))], und damit einen

linksseitigen Grenzwert.

Sei g: [a,b] — R eine Funktion mit dsu,(f,9) < 5. Dann folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass

"

l9(2) — g(a,)| > glay — f@n)] — |g(ay) — f(af,)

g
<3

wlm

Insbesondere hat g bei zy keinen linksseitigen Grenzwert. Es folgt B (f)n

R(I) = 0. Da dieses Argument fiir alle f € Abb(I,R)\R(I) funktioniert, ist
R(I) abgeschlossen. O

BEMERKUNG. Wir haben jetzt gezeigt, dass das Regelintegral die Forde-
rungen f@ an ein Integral erfiillt. Die Menge der integrierbaren Funktionen
ist sehr klein, was uns die Konstruktion des Integrals allein iiber gleichméfige
Konvergenz moglich gemacht hat. Fiir spitere Anwendungen werden wir einen
Integralbegriff brauchen, fiir den moglichst viele Funktionen integrierbar sind
— dazu fithren wir spéater das Lebesgue-Integral ein.

3.63. SATZ (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f: [a,b] — R stetig
und p: [a,b] — R eine Regelfunktion mit p > 0 auf ganz [a,b]. Dann ezistiert
ein & € [a,b], so dass

[ rewar= 1@ [ pwyas

Ein Integral der Form f; f(z)p(x) dz heifit auch gewichtetes Mittel oder
gewichtetes Integral von f mit Gewicht p. Im Spezialfall p = 1 erhalten wir das
iibliche Integral; der Mittelwertsatz lautet jetzt

b
/ f@)de = F©)(b—a) fiir ein € € [a,b].
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BEWEIS. Nach Satz nimmt die Funktion f auf [a, b] ihr Minimum m =
inf,cpqp f bei Tmin und ihr Maximum M = sup,c(, ) f bel Tmax an. Wegen der
Monotonie (5)) folgt

/ dx—/mp d:r</f d:U<M/

Also existiert p € [m, M] mit

/,f 2)dz = p ‘lbp@ﬂdm

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € [a, b] zwischen Ty und sy mit
f(&) = p. Daraus folgt die Behauptung. O

3.64. BEMERKUNG. Wir kénnen das Regelintegral ausdehnen auf komplex-
wertige Funktionen. Eine Funktion f: [a,b] — C heiit Regelfunktion, wenn wie
in Definition links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren. Wir definieren
Real- und Imaginérteil Re f,Im f: [a,b] — R durch

(Re f)(z) = Re(f(x))  und  (Im f)(z) = Im (f(z)).
Dann ist f genau dann eine komplexwertige Regelfunktion, wenn Re f und
Im f Regelfunktionen sind. Wenn wir das Regelintegral wie in Definition [3.57

erklaren, folgt
b b b
[ t@de= [ Ref@ydoti [ m()ds

Man beachte aber, dass wir unsere Funktionen nach wie vor nur auf Intervallen
in R erkldren — {iiber beliebige Teilmengen von C kénnen wir (noch) nicht
integrieren.

3.65. BEMERKUNG. Eigenschaft des Integrals legt fiir a > b die Defini-

tion
[ 1= ["sw

nahe. Wenn f auf einem Intervall I definiert ist, gilt mit dieser Definition die

Gleichung
c b c
dr = d d
/a f(z)dx /a f(zx) $+/b f(z)dx

aus fiir alle a,b,c € I. Wenn wir ¢ € I fixieren und

d
F@_/f@m
setzen, folgt

b
(*) | t@)de=Fe) - F@)
fir alle a,b € 1.

3.66. DEFINITION. Sei I ein Intervall und f € R([). Eine Funktion F': I —
R, die (*) fiir alle a,b € I erfiillt, heit Stammfunktion von f.
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3.67. BEISPIEL. Nach Beispiel ist Fi(z) = % eine Stammfunktion
von f(x) = 2 fiir alle k € N.

Aus der Schule kennen Sie wahrscheinlich das Riemann-Integral. Der
Vollstandigkeit halber geben wir hier eine Definition an.

3.68. DEFINITION. Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Wenn das untere
Integral

[t =sw{ [ oto) s

und das obere Integral

/f(a;) dw = inf{ /:h(x) dx

existieren und iibereinstimmen, heifit f Riemann-integrierbar, und der gemein-
same Wert des unteren und des oberen Integrals das Riemann-Integral.

g € T([a,b]),g(x) < f(x) fir alle x € [a, b }

h € T([a,b]),h(x) > f(x) fiir alle z € [a, b]}

Der wesentliche Unterschied zur Definition in der Schule ist die allgemeinere
Definition von Treppenfunktionen in Definition [3.51] die aber keine Auswirkung
auf Integrierbarkeit und Wert des Integrals hat.

3.69. BEMERKUNG. Regelfunktionen sind Riemann-integrierbar, und beide
Integrale haben fiir Regelfunktionen denselben Wert. Sei ndmlich f € R([a,b])
eine Regel- und g € T'([a,b]) eine Treppenfunktion mit dgsup(f,9) < €, dann
folgt

flz)—2e<g(x)—e< flx) <glz)+e< f(x)+ 2
—_— —
€T ([a,b]) €T ([a,b])
fiir alle z € [a,b]. Also gilt

/abf(x)d$—2€(b—a)S/ab(g($)—€)d;p§/f(x)dx

</f(x)dx</ab(g(x)—i—s)da:</abf(x)d3:—|-25(b—a).

Fiir ¢ — 0 folgt die Gleichheit des oberen und unteren Integrals mit dem Re-
gelintegral.

3.70. BEispiEL. Es gibt Funktionen, die Riemann- aber nicht regelintegrier-
bar sind, zum Beispiel f: [0,1] — R mit

1 fallsz € (55, 52— fiir ein n € N\{0},
flz)=<0 falls x = 0, und

-1 fallsx e (ﬁ, 5-] fiir ein n € N\{0}.

Dann ist f keine Regelfunktion, da lim,\ o f(«) nicht existiert. Aber um

/f(:r)dx—/f(:c)dx<€
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zu zeigen, definieren wir g, h € T'([0, 1]) mit g < f < h durch

-1 fiir x € |0, %], und
o) = 03
f(x) sonst, sowie

)1 fiir x € [O, g], und
W) {f(x) sonst.

Dann folgt
2

/f(m) dz — /f(a:) do < /Ol(h(:n) ~g(e))dr = e <c.

Also ist f Riemann-integrierbar.
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KAPITEL 4

Reihen von Funktionen

In diesem Kapitel definieren wir die Exponentialfunktion, den Logarithmus,
Winkel- und Arcusfunktionen. Dabei geben wir zunéchst Definitionen z.B. als
Potenzreihen, und beweisen dann wichtige elementare Eigenschaften.

4.1. Potenzreihen

Wir kommen zu einer wichtigen Anwendung der lokal gleichméfligen Kon-
vergenz im Sinne von Folgerung Dazu betrachten wir spezielle Rei-
hen von Funktionen, die sogenannten Potenzreihen. Im folgenden betrachten
wir a1 € [0,00] fiir Zahlen a € [0, 00]. In diesem Zusammenhang diirfen wir
ausnahmsweise 0~! = oo setzen, da ja —oo als Inverses hier nicht in Frage
kommt. Es sei wieder k = R oder k = C.

4.1. SATz (vom Konvergenzradius). Es sei (an)nen €ine Folge in k, und

p= (limsup m)il € [0, 00] .

n—oo

Dann konvergiert fiir x € k die Reihe

o
5
n=0
absolut falls |z| < p, und divergiert, falls |x| > p.

BewEIs. Wir benutzen das Wurzelkriterium aus Satz .65l Betrachte

a = limsup {/|apz™| = |z| limsup {/|a,| = il .

n—oo n—oo p
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe, falls a < 1, das heifit, falls x <
p, und sie divergiert, falls a > 1, das heif$t, falls x > p. O

4.2. DEFINITION. Eine eine Reihe der Form

(o ¢]
Z af :Iik
k=0
mit ap € k =R oder C heifit Potenzreihe in x iiber k. Die Zahl

-1
p= (hmsup \”/|an|> € [0, o]

n—oo
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heiBt der Konvergenzradius der Potenzreihe, und B,(0) C k heifit ihr Konver-
genzkreis. Eine Potenzreihe heifit konvergent, wenn p > 0 gilt, und divergent,
wenn p = 0 gilt.

Man beachte, dass jede Potenzreihe Y 72 ay z* fiir z = 0 stets gegen ag
konvergiert, selbst wenn p = 0.

4.3. BEISPIEL. Mit a,, = 1 fiir alle n erhalten wir
-1
p= (limsup %) =1.
n—oo

Finsetzen von x liefert die geometrische Reihe
oo
1
S
1—=z
n=0

fiir alle 2 € C mit || < 1 nach Beispiel 2.56] Die Berechnung von p ist aber kein
»,Beweis“ fiir das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe, sondern blof3
ein Zirkelschluss, da wir die Konvergenz der geometrischen Reihe ja bereits im
Beweis des Wurzelkriteriums benutzt hatten.

Man beachte, dass die Funktion z — L selbst auf ganz C \ {1} definiert
ist, die Potenzreihe jedoch nur in B;(0) konvergiert.

Um zu zeigen, dass Potenzreihen stetige Funktionen liefern, und um die-
se Funktionen dann auch zu integrieren, fithren wir den Begriff der normalen
Konvergenz ein.

4.4. DEFINITION. Sei M eine Menge. Die Supremumsnorm auf dem Vektor-
raum Abb (M, k) ist definiert durch

| fllsup = sup | f(z)| = dsup(f,0) € [0, 00].
xeM

Umgekehrt erhalten wir die Supremumsmetrik aus der Supremumsnorm zuriick
als

dsup(fv g) = ”g - stup-

4.5. DEFINITION. Eine Reihe )} fi von Funktionen auf M heiit normal
konvergent, wenn

[e.e]
D I ellsup < oo
k=0

BEMERKUNG. Um die Konvergenz der Reihe Y 2 |fxllsup zu zeigen,
konnen wir auf alle Konvergenzkriterien aus Abschnitt zuriickgreifen, bei-
spielsweise allgemein auf das Majorantenkriterium (Satz ) und spezieller
auf das Wurzelkriterium (Satz und das Quotientenkriterium (Satz [2.67)).

4.6. BEMERKUNG. Sei ) p~ fr normal konvergent.
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(1) Fiir alle z € M gilt |fi(2)| < || fxllsup, also konvergiert

> fulx)
k=0

absolut fiir alle z € M. Nach Proposition [2.63] konvergiert die Reihe
> reo [ insbesondere punktweise.

(2) Die Reihe konvergiert sogar gleichméfig, denn fiir alle ¢ > 0 existiert
ng € N, so dass

Yo@) =D f@)| =1 > M@ < D @< D il <e
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1

fir alle n > ng. Wir bilden das Supremum iiber x € M und erhalten

d&q)(jz:j%, f%) <e€
0

k=0 k=

fiir alle n > ng, was zu zeigen war.

BrispiEL. In Ubung 4 von Blatt 1.13 haben wir die Cotangens-Reihe

(e}

1 2z
- — = t
. + nE:1 22 = 7o (rz)

auf C/ \ Z betrachtet. Fiir jedes einzelne Reihenglied gilt
1 2z

z 22 —n?

=0

sup sup

fiir die Supremumsnorm auf Abb(C \ Z,C), so dass wir zunéichst nicht von
normaler Konvergenz sprechen kénnen. Wenn wir aber R > 0 fixieren, dann
existiert ng € N'\ {0}, so dass die Reihe

> 2z
> Ao

n=ng
auf Br(0) (also in Abb(Br(0),C)) normal konvergiert — das ergibt sich aus
der Losung besagter Ubungsaufgabe. Fiir alle lokalen Eigenschaften der Grenz-
funktion 7 cot(7z), die wir spéter aus der normalen Konvergenz herleiten wollen,
reicht uns diese abgeschwichte Aussage.

4.7. FOLGERUNG (aus Satz [3.48)). Sei M metrischer Raum. Dann besitzt
jede normal konvergente Reihe stetiger Funktionen auf M eine stetige Grenz-
funktion.

BeEWEIS. Das folgt aus Folgerung zu Satz und obiger Bemerkung.
]

4.8. SATZ. Jede Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 konvergiert normal
auf B, (0) fiir alle r < p, und ihre Grenzfunktion ist auf B,(0) stetig.
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BEWEIS. Sei Y 32, arz® Potenzreihe mit p > 0, und sei r < p. Wihle
R € (r, p). Nach Definition von p in existiert ng € N, so dass

7\L/— 1 | 1
lan| < 5o alo lan| < — T
fiir alle n > ng. Es folgt

oo oo ’]"k
k
sup |apz”| < — < 00
kzn IGBT(0)| ‘ } kzno Rk 7

da r < R. Also konvergiert die Potenzreihe normal als Reihe von Funktionen
auf B,.(0) fiir alle r < p.

Wie in Folgerung |3.50schlieflen wir, dass die Grenzfunktion auf ganz B,(0)
stetig ist. 0

BEMERKUNG. Uber das Verhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises ist
keine Aussage moglich. Es kann sein, dass sich die Grenzfunktion f auf einen
Punkt z mit |z| = p durch f(z) = y stetig fortsetzen ldsst. Es kann auch sein,
dass die Potenzreihe an der Stelle z gegen z € k konvergiert, aber selbst dann
muss nicht unbedingt y = z gelten.

4.9. FOLGERUNG. Sei f: (—p, p) — k durch eine Potenzreihe

(o)
-3 et
k=0

mit Konvergenzradius p gegeben. Dann ist | regelintegrierbar mit

_ Ak k+1 _ k41 N _
/f —k_ +1(b a ) fiir alle a,b € (—p, p).

BeEwEIS. Da die Potenzreihe auf [a, b] gleichméfig konvergiert, ist das Inte-
gral nach Folgerung der Grenzwert der Integrale der Partialsummen. Mit
Beispiel erhalten wir also

/abkil)akxk dr = kZ/a arx kde = m (bk+1 — akH) . ]

4.10. BEISPIEL. Durch Integration der geometrischen Reihe und Ubung 3
von Blatt 1.14 erhalten wir

1+adl,_ a dr B aoo_ L __OO( k+1 o
/1 m_/o 1—(—9;)_/0;:0( @) do = kZ_O k+1 Z

k=1

Spéter sehen wir, dass das gerade der Logarithmus von (1 + a) ist.
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4.2. Exponentialfunktion und Logarithmus

In diesem Abschnitt lernen wir die komplexe Exponentialfunktion und ihre
Umkehrfunktion fiir reelle Argumente, den Logarithmus, kennen. Die Expo-
nentialfunktion reeller Argumente beschreibt Wachstumsprozesse, wihrend die
Exponentialfunktion imagindrer Argumente im néchsten Abschnitt die Winkel-
funktionen liefern wird. Mit Hilfe von Logarithmus und Exponentialfunktion
konnen wir Potenzen positiver Zahlen mit beliebigen (sogar komplexen) Expo-
nenten definieren.

Wir betrachten die Exzponentialreihe

[e.e]

exp(z) = Z %

n=0

Thr Konvergenzradius ist

[1\7" .
p= <limsup \ ) = liminf Vn!.

Um zu zeigen, dass p = oo, sei m € N beliebig. Gesucht ist ng, so dass vV/n! > m
fiir alle n > ng. Das ist dquivalent zu n! > m™, oder zu

L
—>1
115

fiir alle n > ng. Man sieht leicht, dass die Folge obiger Produkte fiir n — oo
gegen oo konvergiert. Also gilt p = oo, und die Exponentialreihe konvergiert fiir

alle z € C nach Satz

4.11. DEFINITION. Die Funktion exp : C — C mit

oo n

exp(z) = Y —

n=0

heifit komplexe FExponentialfunktion

Um eine zentrale Eigenschaft der Exponentialfunktion nachzuweisen, bent-
tigen wir zunéichst eine Formel fiir das Produkt zweier Reihen.

4.12. Satz (Cauchy-Produkt). Es seien Y . qa und Y, be absolut kon-
vergent, dann konvergiert auch die Rethe

Z < akbm—k>
k=0

m=0

absolut, und es gilt

5 (S (£) (£)

m=0 “k= k=0
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BEWEIS. Anstelle des Cauchy-Produktes betrachten wir eine Reihe mit den
Reihengliedern agby, die wir noch geeignet anordnen. Wenn wir zeigen kénnen,
dass diese Reihe absolut konvergiert, dann konvergiert nach dem Umordnungs-
satz [2.69] auch die Anordnung
(1) agbg + agb1 + a1bg + - - - + agby, + @11 + - + ambo + . ..

Das Cauchy-Produkt hat als Partialsummenfolge eine Teilfolge der Partialsum-
menfolge zu dieser Anordnung .

Wir betrachten jetzt die Anordnung
(2) aobo + apbr + a1by + arbgp+ - -+ apby + - +anby + - +anbo + ...

Diese Reihe konvergiert absolut, denn die N? — 1-te Partialsumme der Reihe
aus den Absolutbetrigen lautet gerade

N—-1N-1 N-1 N-1

> 3 ool = (S leul) - (3 ).

k=0 (=0 £=0
und nach Voraussetzung sind diese Partialsummen beschréinkt fiir alle N. Somit
konvergiert die obige Reihe absolut, und damit auch das Cauchy-Produkt. Die

N? — 1-te Partialsumme der Reihe in der Anordnung ist entsprechend

N—-1N-1 N-1 N-1
Z Zakbg: <Z ak> . (Z bZ) )
k=0 ¢=0 k=0 =0

also ist der Grenzwert das Produkt der Grenzwerte der urspriinglichen Reihen
nach Satz 2.22 O

4.13. FOLGERUNG (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir al-
le z, we C gilt

(1) exp(0) =1,
(2) exp(z +w) =expz-expw .

BEWEIS. Aussage (1)) folgt, da der konstante Term der Potenzreihe gerade 1
ist.

Mit Hilfe der Formel fiir das Cauchy-Produkt und der binomischen Formel
aus Ubung 1 von Blatt 1.4 beweisen wir :

exple+uw) = 30 EEW" z Z( ) bt

m=0

o Mk mk >k % wt
=Y wmem= (ow) (%)

m=0 k=0 k=0 (=0
=expz-expw . 0

Wir betrachten jetzt die Exponentialfunktion reeller Argumente.

4.14. SATZ. Die reelle Exponentialfunktion exp|r: R — R ist eine stetige,
streng monoton steigende Funktion mit Bild im(exp |r) = (0, 00).
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BEWEIS. Die Stetigkeit folgt aus Satz Aufgrund der Reihendarstellung
gilt sicher
expr>1+ax>1>0 fiir alle x € (0,00) ,

da alle weiteren Reihenglieder positiv sind, insbesondere

lim expz =00 .
T—00

Fiir negative Argumente erhalten wir

(cr)=— ¢ (0,
X —_ =

ST exp(x) "1+z
fiir alle > 0, und nach Folgerung [3.27] insbesondere

1
lim expx = lim
r——00 T—00 eXP T

Wir sehen also, dass im(exp |g) C (0, 00), und nach dem Zwischenwertsatz
werden alle Werte in (0, co) angenommen.

=0.

Um die Monotonie nachzuweisen, sei z < y. Es folgt

expy =expzx-exp(y—x) >expx-(l+y—x)>expx. O
= ‘
> >

Nach dem Umkehrsatz besitzt exp |r also eine Umkehrfunktion.

4.15. DEFINITION. Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion
heifit natirlicher Logarithmus und wird mit log : (0, 00) — R bezeichnet.

4.16. FOLGERUNG (Funktionalgleichung des Logarithmus). Fir alle z,y > 0
gilt

(1) logl =0,
(2) log(zy) = log x + log y.
BEWEIS. Das ergibt sich sofort aus Folgerung O

BEMERKUNG. Wegen der Folgerungen und liefert die Exponen-
tialfunktion einen Isomorphismus der additiven Gruppe (R, +) des Korpers R
zur multiplikativen Gruppe ((0, c0), - ) der positiven reellen Zahlen mit Umkeh-
risomorphismus log.

Wie schon am Anfang des Abschnitts gesagt, konnen wir jetzt beliebige
Potenzen positiver Zahlen definieren. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung.

4.17. SATZ. Fiir alle v € R und alle a € Q gilt

exp(az) = (expz)? .

BEWEIS. Fiir a = n € N erhalten wir mit Folgerung und vollsténdiger

Induktion, dass

exp(0-z) =1 = (expz)’
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und
exp(nz) = exp(x + (n — 1)z) = expz - (expz)" ! = (expx)” .
Fir a = —n mit n € N erhalten wir

exp(nz) - exp(—nz) = exp(nx —nz) =1,

also exp(—nz) = (expz) ™.

Schlieflich sei p € Z und g € N\{0}. Wir benutzen jetzt, dass expx € (0, 00)
fiir alle x € R, um Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Potenzen
mit rationalen Exponenten anzuwenden. Es folgt

q
(exp m) = exp(pz) = (expx)?,
q

also exp(g . ac) = (exp :1:)5, wie behauptet. O
Fiir z € (0,00) und % € Q gilt somit

zi = (exp(logx))g = exp (p logx> .
q
Wir benutzen diese Identitéit, um allgemeine Potenzen zu definieren.
4.18. DEFINITION. Fiir z € (0,00) und z € C definieren wir die Potenz
xz® = exp(zlogz) € C.

BEMERKUNG. Strenggenommen betrifft die obige Definition nur z € C\ Q,
da wir rationale Exponenten bereits in Satz behandelt hatten — fiir 2 € C
stimmt die Definition wegen Satz [£.17] aber mit der bisherigen Definition iiber-
ein. Auflerdem dem benétigen wir Potenzen x™ mit natiirlichen Exponenten
bereits zur Definition der Exponentialreihe, diirfen also ™ hier nicht neu defi-
nieren.

4.19. BEMERKUNG. (1) Fiir beliebige z € C\R koénnen wir uns die Be-
deutung von z* im Moment noch nicht vorstellen. Fiir z € R hingegen
gilt wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion offensichtlich

¥ = lim a:g,
QEt—z

und wegen Satz [2.31] ist z* fiir alle z € R durch diese Gleichung
bereits eindeutig bestimmt. Auflerdem hat die Funktion (0,00) x R
mit (x,a) — z% aufgrund der Stetigkeit noch immer die Eigenschaf-
ten (I)-(8) aus Satz

(2) Wir setzen e = exp(l) = 2,71828..., genannt Basis des natirlichen
Logarithmus. Dann gilt

z

expz = exp(z - 1) = exp(1)* = €7,

wir schreiben daher auch e? fiir die Exponentialfunktion.
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(3) Fiir b € (1, 00) definieren wir den Logarithmus zur Basis b durch

fiir alle x € (0,00) ,

insbesondere also log, = log. Dann ist log, die Umkehrfunktion zu
z — b%, denn fiir alle z € (0,00), y € R folgt

ylogh

plogsT _ oTos logb _ und logy,(b?) =
logb

BEMERKUNG. In der Literatur, vor allem im technischen Bereich, wird der
natiirliche Logarithmus mit In bezeichnet, wohingegen log oft fiir den dekadi-
schen Logarithmus log; steht. In der Informatik ist der binére Logarithmus log,
sehr beliebt. Als Mathematiker braucht man fast nur den natiirlichen Logarith-
mus, und benutzt fiir diesen daher das Kiirzel log. Frither hat man Logarithmen
eingesetzt, um Punkt- durch Strichrechnung zu ersetzen, siehe Folgerung [4.16
heute rechnet man Produkte und Quotienten genauso effizient direkt aus.

Der natiirliche Logarithmus ist nicht zuletzt wegen des folgenden Resultats
sehr wichtig.

4.20. SATZ. FEs gilt

b

(1) / e dr = e’ — e fir alle a,b € R und
b1 b

(2) / ;dleogb—logazloga fiir alle a,b > 0.

In der Sprechweise von Definition [3.66]ist also die Exponentialfunktion ihre
1

eigene Stammfunktion, und der Logarithmus die Stammfunktion von z + .

Bewels. Fir benutzen wir Folgerung und erhalten

ba: B bmﬁ 7°°bn+1_an+17°° bk_akib "

etdx = 'diL‘— 7‘( 1) = I =e’ —e’.
a R n: 0 n:in 0 ~—
=0 fiir k=0

Fiir (2) approximieren wir % fir € [a,b] durch Treppenfunktionen f, wie in
Beispiel Sei also wieder h = b_T“ und z; = a+j-hfir j =0,...,n. Fir
geniigend grofies n gilt h < a, insbesondere h < z; fiir alle j.

Wir konnen abschéitzen
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h

Also existiert ein y; € (xi, x_l 1) mit e% = 1+ % nach dem Zwischen-
J J—

wertsatz [3.29] angewandt auf die Funktion x — e%. Wir definieren nun fiir n
hinreichend grof§ unsere Treppenfunktion f, durch

L falls x = x;, und
fn(x) = 1$0Jga:j—loga:j_1 £
——=== falls ¢ € (w1, ;).

Insbesondere gilt

b n
1 i—1 - b
/a fn(x)d;v:Z 082 hong ! -hzlogb—logazlogg.

j=1
Auflerdem gilt
Ingj_long—l_llong_l—i_h 1 (1+ h ) 1

= —1 _—
h h Tj—1 h o8 Yj

Nun ist L auf [a,b] gleichmiBig stetig nach Satz Zu € > 0 existiert also
n € N, so dass

Tj—1

1 1

X yj

und somit gilt dgyp (%, fn) <e.

<e fur alle x € (zj-1, ),

Da die Folge (f,,), also gleichméBig gegen %‘[a,b] konvergiert, folgt aus obiger

Rechnung die Behauptung . O
4.21. FOLGERUNG. Fiir x € (—1,1) gilt
X 0k
log(1+2z) = — (==) .
k
k=1
BEWEIS. Das folgt aus Satz und Beispiel O

Die obige Reihe heifit daher auch Logarithmus-Reihe.

4.22. BEMERKUNG. (1) Wir wissen aus Beispiel bereits, dass die
harmonische Reihe divergiert. Indem wir die Funktion % mit Treppen-
funktionen f, g: [1,00) — R mit

1
f’(n,nJrl} - und g‘[n,n+1) = n

n+1
jeweils fiir alle n € N vergleichen, sehen wir, dass

n n—1
1 n " dx n 1
— = _— = 1 e —
E k /1 f(a:)dx</1 . 0gn</1 g(z)dz E =
k=2 k=1
also

n
1
log(n+1) < Zﬁ < 1+ logn.
k=1
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(2) Fiir x = 1 macht Folgerung leider keine Aussage. Wir betrachten
den Beweis des Leibnizkriteriums und sehen fiir z € [0,1), dass

~ (—a)
log(1+az)+z A
k=1

$n+1

“n+4+1

Aus der Stetigkeit des Logarithmus folgt

n 1 k
log2+z( k)
k=1

fiir alle n, somit gilt Folgerung sogar fiir x = 1, vgl. Beispiel

1
<
“n+1

i (=1)* = —log 2.

k
k=1

4.3. Winkelfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Exponentialfunktion fiir komplexe,
speziell fiir imagindre Argumente. Dazu definieren wir die Winkelfunktionen Si-
nus und Cosinus. Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion lassen
sich formale Eigenchaften wie die Additionstheoreme leicht ablesen. Weitaus
mehr Miihe macht es, die geometrische Deutung der Winkelfunktionen zu er-
kléren.

4.23. BEMERKUNG. Es sei f: B,(0) — C dargestellt durch eine Potenzreihe
iiber R, es gelte also

flz) =) aps® mit a; € R fiir alle k € N.
k=0

Da die komplexe Konjugation wie in Beispiel mit Addition und Multipli-
kation vertréiglich ist und da |Z| = vz - Z = |2| fiir alle z € C, gilt dann

@)=Y @z => a7 = f(z),
k=0 k=0

da a; € R und daher a; = a;, gilt.

Insbesondere gilt fiir z € R also ei® = € = e~ Aus der Funktionalglei-
chung ergibt sich
|€ix|2 — eiw . e—iz — 60 —1.
Wir wollen Cosinus und Sinus als Real- und Imaginirteil von e definieren.
Aus dem Ansatz

e = cosx +isinzw ,

Bemerkung und z, cosz, sinz € R folgt

e =¢e® =cosx +isinr = cosx — isinwx,
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insbesondere
67,27 + e*lﬁ? . e’LZ‘ _ e*’LfE
CoOSL = ————— und sing = ———
2 )

4.24. DEFINITION. Die Funktionen cos, sin: C — C mit

eZZ + e—ZZ . eZZ _ e—’LZ
cosz = ———— und sinzg = ———
2 21

heiflen Cosinus- und Sinusfunktion.
Die Funktionen cosh, sinh: C — C mit
e +e”* ef—e’*

hz = ——F7— d inh z =
cosh z 5 un sinh 2 5

heilen Cosinus Hyperbolicus und Sinus Hyperbolicus.

Wir fiithren die Hyperbelfunktionen hier ein, da sie formal &hnliche Eigen-
schaften wie die Winkelfunktionen haben.

4.25. PROPOSITION. Fiir alle z € C gilt

(1) cos z = cosh(iz) , sin z = —isinh(iz) ,
(2) cos(—z) =cos z , sin(—z) = —sinz ,
(3) cosh(—z) = cosh z, sinh(—z) = —sinh z .

und es gilt die Eulersche Formel

(4) €” =cosz +isinz.

BEWEIS. Diese Gleichungen folgen unmittelbar aus Definition O

4.26. PROPOSITION. Die Funktionen cos, sin, cosh und sinh: C — C werden
durch Potenzreihen mit Konvergenzradius oo dargestellt:

o0 52k
(1) cosz = kZ:O(—l)k(Qk)! ,
oo 2k+1
(2) sinz = kzo(—l)kw )
0 L2k
(3) cosh z = Z or)
k=0
‘ . 2k+1
(4) SlnhZ = kzo m .

BEwEIS. Wir setzen die Exponentialreihe in die Formeln in Definition
ein und erhalten die Behauptung. Da i2* = (—1)¥ = (—4)?*, erhalten wir fiir
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den Cosinus beispielsweise

1 o= (i2)f + (—iz2)!
Z() (—iz)

COS 2 = 5 f'
£=0
1 o0 ok Z2k 4 Z2k N iszJrl _ i22k+1
== i
2 L (2h)! 2k + 1)
o 2k
z
=) (-1)F . O
2D

BEMERKUNG. Fiir reelle = gilt Re(e'®) = cosz und Im(e’®) = sinz nach
Konstruktion. Fiir komplexe x gilt das zwar nicht mehr, aber dafiir kénnen wir
die Winkelfunktionen durch Potenzreihen darstellen.

4.27. SATZz (Additionstheoreme). Fir alle z,w € C gilt

1 = cos® z +sin? z,

\V]

cos(z 4+ w) = cos zcosw — sin zsinw
sin(z + w) = cos z sinw + sin z cos w
1 = cosh? z — sinh? z,

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w,

~ o~ o~~~
(@)} w
N — D N —

sinh(z + w) = cosh z sinh w + sinh z cosh w.

Hierbei schreiben wir cos? z fiir (cosx)?, sin? z fiir (sinx)?, usw. ..
BeEwEILs. Wir zeigen zunéchst . Es gilt
6z+w 4+ eTFTW
2
(ez + e—Z)(e’w + e—w) (62 _ 6—2)(611) _ e—w)

- 4 * 1

= cosh z - cosh w + sinh z - sinh w.
Genauso beweist man @ Mit (1)) aus Proposition “ folgen hieraus und

. er setzen w = —z und benutzen und (3)) aus Proposmon um .
aus und (4)) aus herzuleiten.

BEMERKUNG. Fiir reelle Argumente vereinfacht sich der obige Beweis noch
etwas. Fiir z,y € R gilt

cos(z + y) = Re(e™ - €¥) = Re(e™)Re(e™”) — Im(e™)Im(e)
=cosxrcosy —sinxsiny ,
sin(z + y) = Im(e™ - ) = Re(e™®)Im(e™) 4 Im(e"®)Re(e')
= cosxsiny —sinxcosy ,
1= |6iz|2 _ Re(eix)2 + Im(eix)Q

= cos?z +sin’z .

cosh(z + w) =
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Aus der letzten Gleichung kann man bereits ablesen, dass Sinus und Cosinus
nur Werte in [—1, 1] annehmen konnen.

Aus den Additionstheoremen leiten wir niitzliche Identitaten her.

4.28. FOLGERUNG. Fir z,w € C gilt

(1) cos(2z) = cos® z —sin® 2z = 2cos’z — 1 = 1 — 2sin? 2
(2) sin(2z) = 2cos zsin z
(3) cosz—cosw:—QsinZ—;wsinZ;w
(4) sinz—sinwchosZ;wsinZ;w
z 14cosz
5 Pl=——C
(5) cos” 3 5
z 1—cosz
6 2> = 0%
(6) sin” 5

BEWEIS. Gleichungen (/1)) und ({2|) ergeben sich aus (2) und (3)) in Satz
fir z = w. Indem wir die Additionstheoreme fiir ”Tw und £*5% subtrahieren,

erhalten wir und . Aus folgen und @ durch Halbieren von z. [

Wir betrachten jetzt Cosinus und Sinus fiir reelle Argumente. Dabei unter-
suchen wir Nullstellen, Extrema und Monotonie. Wir beginnen mit zwei einfa-
chen Abschétzungen.

4.29. PROPOSITION. Fiir x € [0,2] gilt

2 2 4

(1) 1—%§cosx§1—%+%,
3
(2) stianaz—%.

BeEwEIs. Die Potenzreihen aus Proposition und sind alternie-
rend und fir z € [0,2] bilden ihre Betréige eine monoton fallende Nullfolge,

denn
T

k42 Lk 22
s [ = < o<
G+ ) B Gkt )k+2) —6
fiir alle z € [0,2] und k£ > 1. Die Ungleichungen und ergeben sich aus
der Intervallschachtelung im Beweis des Leibniz-Kriteriums [2.59 ([l

4.30. FOLGERUNG. Die Cosinus-Funktion fillt streng monoton auf [0, 2] und
hat in diesem Intervall genau eine Nullstelle.

BEwEIs. Fiir z € (0, 2] gilt

2
O<:C<1—x6>§sinx.
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Fir 0 <z <y <2 folgt aus in Folgerung dass
y+x Yy—x

cosy — cosx = —2sin sin < 0,

€(0,2) €(0,2]
somit fallt der Cosinus streng monoton. Fiir z = 2 gilt
4 16 1
2<1—--+4+—=—-=-<0.
sE=lTET T3
Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein z € [0,2] mit cosz = 0, und
aufgrund der strengen Monotonie ist = die einzige Nullstelle in diesem Intervall.
O

4.31. DEFINITION. Sei 7 € (0,2) die Nullstelle der Cosinus-Funktion. Dann
definiert man die Kreiszahl 7 = 27 = 3,14159....

Aus diesen Informationen konnen wir jetzt das Verhalten der Cosinus- und
der Sinus-Funktion auf ganz R ableiten.

4.32. SATZ. Fir die Funktionen cos, sin: R — [—1,1] C R gilt

(1) Der Cosinus fdllt streng monoton auf [0, 5] mit cos0 = 1 und cos § =

2
0.
(2) Es gilt sinx = cos(§ — x) fir alle v € R.
(3) Fiir alle x € R gilt

™ . . ™
COs (.%' + 5) = —Ssinx und S11 (.’E + 5) = COSXx.

BEWEIS. Aussage folgt aus Folgerung und der Definition von .
Da sin § > 0 nach Proposition und

Sinzg = cos? g + sin? g =1
nach Satz (1), folgt sin § = 1. Mit dem Additionstheorem fiir den Cosinus

und Proposition ergibt sich , da

T 7r LT :
cos (— - a:) = cos — cos(—x) — sin — sin(—z) = sin z.
2 g I

2
=0 =1 =—Ssmux
Genauso zeigen wir (3)):

™ ™ . . .

CoS | T+ — ) =CcoSxrCosS— —SsInxrsin — = —SINT,
2 2 2

. ™ . ) s
Sin :E—|—§ :cosxsm§+smxcos§:cosx. O

4.33. BEMERKUNG. Aus diesem Satz konnen wir das gesamte Verhalten der
Funktionen cos z, sin x ableiten.

(1) Fiir alle z € R gilt cos(x + 27) = cosz und sin(z + 27) = sinz. Das
folgt durch viermaliges Anwenden von (3).
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(2) Die Nullstellen des Cosinus sind £7, :l:%“, i%’r, ..., die des Sinus sind
0,£m, +2m,.... Die Nullstellen des Sinus sind die Extremstellen des
Cosinus und umgekehrt.

(3) Auf jedem Intervall [k - 7, (k4 1) - ] fiir k¥ € Z kénnen wir das Mo-
notonieverhalten von cos und sin beschreiben. Zusammensetzen liefert
den bekannten Graphen.

(4) Die Abbildung R — R? =2 C mit z +— (cosx,sinx) = e beschreibt
den Einheitskreis. Wenn wir = als (gerichteten) Winkel zur z-Achse
auffassen, sehen wir, dass § gerade der rechte Winkel ist, also § = 90°,
1° = 55

(5) Es gilt die Eulersche Formel

e =—1.



KAPITEL 5

Infinitesimalrechnung in einer Verédnderlichen

In diesem Kapitel lernen wir die Ableitung von Funktionen in einer re-
ellen Variablen und ihre geometrische Bedeutung kennen. Wir benutzen die
Ableitung unter anderem, um Extremstellen zu finden. AnschlieBend beweisen
wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, um Integrale auszu-
rechnen. Schliellich benutzen wir hohere Ableitungen, um Funktionen durch
Polynome und Potenzreihen anzundhern.

5.1. Die Ableitung

Wir betrachten Funktionen einer reellen Veranderlichen mit Werten in k =
R oder C.

Es sei D C R, g € D ein Haufungspunkt von D, und f: D — R eine
Funktion. Wir betrachten den Graph

L(f) ={(@ f(@)) | = € D} CR?
von f und wollen die Steigung der Tangente an I'(f) im Punkt (xo, f(z0))
bestimmen, d.h., die Steigung einer Geraden, die I'(f) im Punkt (xo, f(z0))
)

beriihrt. Dazu betrachten wir zunéchst Sekanten, also Geraden, die I'(f) in
zwei Punkten schneiden. Die Gerade durch (zo, f(z0)) und (z, f(x)) € I'(f) hat

die Steigung
f(@) = f(z0)
T — TQ
fir z # xg. Wir konnen jetzt den Grenzwert fiir x+ — xg betrachten. Falls
dieser existiert, sollte er die Steigung der Tangente liefern. Man beachte, dass
wir in der Definition des Grenzwerts fiir x — x¢ den Fall x = zg ausgeschlossen
hatten. Wir dividieren also nicht durch null.

Bevor wir die Ableitung definieren, erinnern wir uns an den Begriff der
Stetigkeit einer Funktion an einem Punkt (Definition , an den Begriff des
Grenzwertes einer Funktion an einem Punkt (Definition und an Satz
wonach eine Funktion f: D — R an einem Haufungspunkt x¢y € D von D genau
dann stetig ist, wenn f(zg) = limg_.4, f(z) gilt.

5.1. DEFINITION. Es sei D C R und zp € D ein Haufungspunkt. Eine
Funktion f: D — k heifit differenzierbar an der Stelle xq, falls der Grenzwert

oy o f(@) = f(=o)
fwo) = lim pr—

existiert. In diesem Fall heiit f/(zg) die Ableitung von f an der Stelle xy.

109
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Andere Bezeichnungen fiir die Ableitung sind

df (x) (o) und (o) = lim

dr |,_p, t=to T —to

v(t) — v(to) '

)

man benutzt den Punkt anstelle des Striches, wenn man sich die Verénderliche
t als Zeit vorstellen mochte.

5.2. BEISPIEL. (1) Es sei f(z) = c eine konstante Funktion, dann gilt

f'(z0) = lim

rT—xo XL — {L‘O

cC—¢C —0.

(2) Fiir die lineare Funktion f(x) = ax + b gilt

x—z0 T — I
5.3. LEMMA. FEs sei D C R, g € D ein Haufungspunkt, f: D — k eine
Funktion und a € k. Dann sind dquivalent:
(1) die Funktion f ist bei xg differenzierbar mit f'(xg) = a;
(2) es gibt eine Funktion ¢: D — k, die bei xg stetig ist, mit
f(x) = fxo) +o(x) - (z—20) und (o) =a;
(3) es gibt eine Funktion r: {h | xo+ h € D} — k mit

f(xo+h) = f(xo) +ah+hr(h) und }llir%r(h):O.

Insbesondere ist die Ableitung a = f/(xg) durch jede dieser Bedingungen
eindeutig festgelegt.

Aussage brauchen wir in einigen Beweisen, und bedeutet, dass wir
['(f) nahe zg durch die Tangente h +— (xg + h, f(zo) + a - h) € R? annihern
konnen. Aus folgt auch, dass Differenzierbarkeit genau wie Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist, vergleiche dazu Lemma [3.7]

BEWEIS. Zu — definieren wir
{f(z)f(xo) fiir x # zo, und

pla) =4 =7
a fiir x = xo.

Daraus folgt bereits f(x) = f(zo) + ¢(z) - (x — zg). Aus Definition ergibt
sich limg, ., p(z) = f'(x0) = a = p(x0). Also ist ¢ bei xq stetig nach Satz

Zu = (|3)) setzen wir
r(h) =¢(zo+h) —a
fiir alle h € R mit zg +h € D. Aus (2] folgt
f(@o+h) = f(xo) + ¢(xo + h) - h = f(x0) + ah + hr(h),
und da lim,_.5, ¢(z) = a, auch

lim r(h) = lim ¢(xo+ h) —a = 0.
h—0 )
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Zu — schlie3lich berechnen wir
lim f(x) = fwo) _ lim f(zo+h) — f(zo0)

T—T0 T — Xo h—0 h
:limM:a—i—limr(h):a. O
h—0 h h—0

5.4. FOLGERUNG. Wenn f: D — k bei xg € D differenzierbar ist, ist f bei
xo auch stetig.

Beweis. Die Funktion ¢ in Lemma ist bei xg stetig. Nach Proposi-
tion [3.12|ist dann auch f bei x( stetig. ([l

5.5. BEISPIEL. Wir betrachten die Exponentialfunktionlexp: R — R. Fiir
zo = 0 schreiben wir

0k % k-1
expx:ex:ZH:1+x-Z X =e" +p(z) (z — 20)
k=0 k=1
mit - -
k—1 ¢
x x
#() _; k! _KZ_; C+ 1)

Man {iberpriift wie in Abschnitt dass ¢ durch eine konvergente Potenzreihe
mit Konvergenzradius oo dargestellt wird. Insbesondere ist ¢ bei xg = 0 stetig

mit ¢(0) = 1. Aus Lemma [5.3] (2)) folgt
exp'(0) de®

X = —

P dx

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion aus Folgerung ergibt
sich fiir beliebige zo € R, dass

L, =0 =1

exp(xo +h) =expxo-exph
= expag - (exp0+hexp 0+h-r(h))
=1 =1
=expxo+ h-expxzg+ h-r(h)-expx,

wobei wir Lemma (3) im zweiten Schritt benutzt haben. Nochmaliges An-
wenden von Lemma liefert schliefllich die wohlbekannte Gleichung

, de”
exp xg = —— = exp xg.
dx T=x0
Auf die gleiche Weise beweist man auch cos’z = —sinz und sin’z = cosx

(Ubung).

5.6. DEFINITION. Sei D C R, zg € D und f: D — k eine Funktion. Falls
xo Haufungspunkt von (—oo,z] N D (bzw. [xg,00) N D) ist, und die Funkti-
on f[(—so,zo)nD (B2W. fl[zg,00)nD) bei zq differenzierbar ist, heilt f bei zo links-
seitig (bzw. rechtsseitig) differenzierbar mit linksseitiger (bzw. rechtsseitiger)
Ableitung

f(zo—) = (f|(foo,wg]ﬁD)/(l‘0) bzw. f(zot+) = (f’[xo,oo)ﬁD)/(xO) ‘
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5.7. BEMERKUNG. Es sei g € D sowohl Haufungspunkt von (—oo, z9] N D
als auch von [zg, oc0)ND. Mit Hilfe von Bemerkung|3.21|zeigt man, dass f genau
dann bei x( differenzierbar ist, wenn f bei xg sowohl links- als auch rechtsseitig
differenzierbar ist und f'(xg—) = f/(xo+) gilt.

5.8. BEISPIEL. Es sei f(x) = |z| die Betragsfunktion. Dann gilt

owy — i B =100 e
f(O—i—)—il{]% po— —;{%x—l—agn(w)
und f(0-) = lim 21 = 10] = lim — =—1= sign(z) .

z,/0 x—0 /0 T
Also ist die Betragsfunktion bei z = 0 nicht differenzierbar, ansonsten ist ihre
Ableitung die Vorzeichenfunktion.

5.2. Ableitungsregeln

Wir lernen, wie man Funktionen, die durch Summen, Produkte und Hin-
tereinanderausfithrung einfacherer Funktionen gegeben sind, ableitet.

5.9. PROPOSITION. FEs seien f,g: D — k bei xg € D differenzierbar, und
r,s € k. Dann ist auch r - f +s-g- D — k differenzierbar mit

(r-f+s-9)(x0) =7 f(x0) + 59 (20).

BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus Definition [5.1]und den Rechenregeln fiir
Grenzwerte:

(rf(x) + sg(x)) — (rf(zo) + sg(x0))

lim
T—x0 Tr — X
— r lim f(.’L') — f(xO) +5 lim g(CU) — g(x()) _ Tf/(fUO) + Sg/(.’I]()>.
T—T0 T — I =T T — o
Der zweite Schritt geht natiirlich nur, weil beide Grenzwerte existieren. U

5.10. BEMERKUNG. Also bilden die Funktionen auf D, die bei zg € D diffe-
renzierbar sind, einen Unterraum V' C Abb(D, k), und das Bilden der Ableitung
ist eine lineare Abbildung V — k mit f — f/(xo).

5.11. PROPOSITION (Produktregel, Leibnizregel). Es seien f,g: D — k bei
xo differenzierbar. Dann ist f - g ebenfalls bei xg differenzierbar, und es gilt

(f - 9)'(x0) = f'(w0) - g(x0) + f (o) - g'(w0)-

BEWEIS. Wir benutzen Definition [5.1] und schreiben

(f - ) (o) = lim £8)9() = F(@0)g(wo)

T—T0 T — To
e U@ = F@)e@) L o)) ~ (o)
T—x0 T — g T—xo r — X0

i L) I e 96 = 0(@0)

T—T0 T — To T—T0 T—20 T — X0

= f'(z0) - g(z0) + f(x0) - ¢'(w0).
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Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass g nach Folgerung bei
xq stetig ist. ]

5.12. BEISPIEL. Es gilt
dx™
dr
fiir alle n € Z und x # 0 falls n < 0. Wir zeigen die Behauptung fiir n > 0 durch
vollstandige Induktion. Fiir n = 0 folgt das aus Beispiel , da 20 = 1. Falls
die Behauptung fiir n gilt, folgt aus der Leibnizregel und Beispiel , dass

da™t d(z-a™)  dex U da”
de ~  dr  dx dx
=a2"+x-nz" ' = (n41)a"

=na"!

Fiir n < 0 fithren wir eine weitere Induktion. Fiir g # 0 gilt

-1 1_ 1
dx 7% _ Tog— T
dx lz=zg a—m0o x —x9 @—m0 TXO(T — T0)

= — lim —:—xSQ.
T—T0 LT

Wenn die Behauptung fiir n = —m < 0 bereits gilt, folgt sie aus der Produkt-
regel wie oben induktiv auch fiir —(m + 1), da z= (") = z=m . =1,

5.13. PROPOSITION (Kettenregel). FEs seien f: D — k, g: E— R Funktio-
nen mit D,E C R und g(E) C D. Die Funktion g sei bei xy € E und f bei
g(xo) € D differenzierbar. Dann ist f o g: E — k bei xq differenzierbar mit

(fog) = f(g(x0)) - g'(x0).

BEWEIS. Es sei yo = g(zo). Wie in Lemma[5.3|2)) schreiben wir
fy) = Fyo) + (¥ — wo)e(y)
9(z) = g(xo) + (z — z0)Y(x)
Fiir y = g(x) ergibt sich
(f o g)(x) = flg(z0)) + (9(2) = g(0))p(9(x))
= f(g(x0)) + (x — z0)p(g(x)) ().
Da ¢ bei yo = g(x¢) und g und ) bei xq stetig sind, folgt
(f29)(z0) = lim (p(g(x))¥(x)) = ¢(g(z0))¢(x0)
= f'(9(x0)) - g'(x0). =

5.14. BEISPIEL. Selbst wenn die Ableitung f’(x) fiir alle z im Definitions-
bereich von f existiert, muss sie nicht stetig sein. Dazu betrachten wir

{ z? sin% fiir x # 0, und

flz) = 0 fir x = 0.
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Auflerhalb x = 0 ist f differenzierbar nach Satz Beispiel und Satz
B3, mit
da? 1 o dsin % d+

1
/ _ Lo - _ . - 2 . /7 . xT
fi(x) = sl bt 22 sin - atsin o2

1 9 1 1 o1 1
= 2xsin — + z° cos — - - = 2xsin — — cos —.
T T T T T

An der Stelle x = 0 berechnen wir

dasini € [-1,1] fiir alle z # 0.
Um zu sehen, dass f’ nicht stetig ist, betrachten wir die beiden Summanden
in der Formel fiir f’. Es gilt

1
lim (23: sin ) =0
z—0 X
mit dem gleichen Argument wie oben, aber fiir alle n € N gilt
1 1
cos —— =cos(2nm) =1 und cos —5— = —1,
2nm @2n+1)7
also existiert kein Grenzwert fiir z — 0. Da f’(x) fiir z — 0 dann auch keinen
Grenzwert haben kann, ist f/(x) bei = 0 nicht stetig.

5.15. FOLGERUNG (Quotientenregel). Es seien f, g: D — R bei xg € D dif-
ferenzierbar und g(zo) # 0. Dann ist 5: D\ g 1({0}) — k bei zo differenzierbar
mit Ableitung

<f)/ (29) = f'(x0)g(0) — f(a0)g'(w0)

g g(xo)?

BEWEIS. Aus Beispiel fiir n = —1 und Satz folgt
IR 1
(5) o) ==y o)

9(o)
Hieraus folgt mit Satz die Behauptung. U
5.16. BEISPIEL. Wir definieren eine weitere Winkelfunktion, den Tangens
T 3 . sinx
tan:R\{...,ff,—,—,...} mit tanx = .
2°2° 2 CosST
Fiir alle x im Definitionsbereich ergibt sich
, sin’zcosz —sinzcos’z  cos?x + sin? x 1
tan' x = 3 = 5 = 5 -
cos* T cos‘ x cos‘ x

5.17. PROPOSITION (Umkehrregel). Es sei f: D — B C R umkehrbar mit
Umkehrfunktion g: B — D. Falls f bei zg € D differenzierbar ist mit f'(xo) # 0
und falls g bei yo = f(xo) stetig ist, ist g bei yo differenzierbar mit Ableitung

1 1

90) = Tl = Flat))
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BEwEIS. Wie in Lemma schreiben wir

f(@) = f(zo) + () - (z — x0),
wobei ¢ bei xq stetig ist mit ¢(zg) = f/'(z0) # 0. In einer Umgebung U von x
in D gilt dann ¢(z) # 0 fiir alle x € U wegen der Stetigkeit von ¢ bei xg. Da g
bei o stetig ist, ist V = ¢g~!(U) eine Umgebung von 7o in B.
Fiir y € V\{yo} und & = g(y) € U\ {0} gilt
f(z) — f(zo) Y — Yo

Pl =" zo  g(y) —g(wo)

Daraus folgt
9(y) — 9(yo) (

9(y) = g(yo) + Y — %)
— Y%
Y—Yo Y—Yo
=9(yo) + =9(yo) + -

p(x) e(9())
Da g bei yp und ¢ bei zg = g(yo) stetig sind, ist die Funktion 1) = ﬁ: V>R
bei yg stetig, und es gilt

1 1

O

700 = 5 V) = St ~ Pt

BEMERKUNG. Wenn bereits klar ist, dass die Umkehrfunktion g differen-
zierbar ist, kann man sich die Formel fiir die Ableitung aus der folgenden Uber-
legung herleiten: Ableiten von y = f(g(y)) bei yo liefert

_dyp o _dFeDW) ) - o ().

dy ly=yo dy ‘y:yo
Hieraus folgt ¢'(yo) = m'

1

5.18. BEISPIEL. (1) Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist
der Logarithmus. Aus Beispiel folgt
1 1 1
log' z = =

exp/(log x) - exp(logz)
(2) Wir kénnen (I)) anwenden, um allgemeine Potenzen aus Definition [£.1§]
abzuleiten. Sei dazu a € C, dann gilt
dexp(ax)
dx

(Ubung). Fiir x € (0, 00) ergibt sich aus der Kettenregel also

dx® p 0 O
=a exp(alogz) log'x =2 — =ax

dx x

(3) Auf der anderen Seite konnen wir fiir b > 0 auch die Funktion = — b*
von R nach (0,00) und die Umkehrfunktion z — log, x ableiten und
erhalten

= a exp(ax)

a—1

db”  dexp(x logb)
dr dx
=b" logh fir x € R,

= exp(x logb) - logb
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logx
nd dlogb:v:dlogb Clog'z 1

_ _ fi '
dx dx logb  x logb 0 <z<oc

Diese Formeln sind etwas komplizierter als fiir die Exponentialfunkti-
on x — e” und den natiirlichen Logarithmus. Aus diesem Grunde ver-
wenden Mathematiker lieber diesen als den bindren Logarithmus log,
oder den dekadischen Logarithmus log;.

(4) Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus und Tan-
gens heiflen Arcusfunktionen. Fiir die Umkehrfunktionen

arccos: [—1,1] — [0, 7] von cos [[0,x] »
. T T .
arcsin: [—1,1] — [—5, 5} von sin |[_z =]
T
und arctan: R — (—5, 5) von tan |z =)
gilt
, 1 1
arccos r = —— =—
sin(arc cos ) /1 — cos?(arc cos z)
1
- firze(-1,1),
V1—a? ( )
d 1
arcsin’x:%(g—arccosx) = Nigars fir z € (-1,1),
da arcsinz = g — arccosz ,
1
und arctan’x = cos®(arctanx) = fiir alle x € R,
1+ a2
cos? ¢ 1

da cos? p = = .
YT cos? o +sin?p 1+tan?p

5.3. Differenzierbare Funktionen

Wir lernen Eigenschaften von Funktionen kennen, die auf einem ganzen In-
tervall differenzierbar sind. Zum Beispiel sind differenzierbare Funktionen auf
einem Intervall streng monoton und daher umkehrbar, wenn ihre Ableitung
nirgends verschwindet. Das zentrale Resultat in diesem Abschnitt ist der Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung, aus dem wir derartige Resultate ableiten
konnen.

Wir erinnern uns zunéchst an den Begriff des Extremums und der Extrem-
stelle aus Definition Auflerdem erinnern wir uns an Umgebungen in Teil-
mengen metrischer Rdume, siehe Lemma |3.5

5.19. DEFINITION. Sei f: D — R eine Funktion. Dann nimmt f an einer
Stelle zg € D ein lokales Minimum (bzw. lokales Mazimum) f(x¢) an, wenn es
eine Umgebung U von x in D gibt, so dass xg eine Minimalstelle (Maximalstel-
le) der eingeschrénkten Funktion f|¢ ist. Lokale Minima und Maxima heilen
auch lokale Extrema, und xy wie oben heifit entsprechend lokale Minimalstelle
(Maximalstelle) oder lokale Extremstelle von f.
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BeispiEL. Die Funktion f: R — R mit

fla) = (2 - 1)?
hat bei 29 = 0 ein lokales Maximum, denn fiir z € (—1,1) ist 22 — 1 negativ
und nimmt bei 0 ein Minimum an. Also nimmt f|_; ;) selbst bei 0 ein Maxi-
mum f(0) =1 an. Da f(2) =9 > 1 gilt, ist f(0) nur ein lokales Maximum der
Funktion f.

5.20. LEMMA. FEs sei f: D — R eine Funktion, und es sei xg € D sowohl
Hiufungspunkt von (—oo,x0] N D als auch von [xg,00) N D. Wenn f bei xq
differenzierbar ist und dort ein lokales Extremum annimmt, folgt f'(x¢) = 0.

BeEwEIs. Ohne Einschrinkung sei xg lokales Maximum, ansonsten betrachte
die Funktion —f. Fiir alle x € (—o0, zo]ND gilt f(z)— f(zo) < 0und x—xp <0,

also folgt
f(@o—) L e ——a
>0

da wegen Lemma die schwache Ungleichung erhalten bleibt. Fiir x > zg
gilt nach wie vor f(x) — f(xzo) <0, aber z — zy > 0, und wir erhalten

/ _ f(@) = f(xo)
+) = lim —F————
Feot) = o
Wegen Bemerkung [5.7] ergibt sich also
f'(@o) = f(xo—) = f'(zo+) =0. O

5.21. BEMERKUNG. Falls a < b gilt und I ein Intervall ist mit (a,b) C I C
[a,b], dann kommen als lokale Extrema einer Funktion f: I — R nur folgende
Punkte in Frage:

<0.

(1) die Intervallgrenzen a bzw. b, falls sie in I liegen,
(2) Stellen zy € I, an denen f nicht differenzierbar ist, und
(3) Stellen g € I, an denen f differenzierbar ist mit Ableitung f’(zo) = 0.

Bis hierher haben wir moglichst allgemeine Funktionen betrachtet, die an
einer einzelnen Stelle differenzierbar sind. Ab sofort interessieren uns Funktio-
nen, fiir die das iiberall gilt.

5.22. DEFINITION. Eine Funktion f: D — R heif}t differenzierbar, wenn sie
an jedem Punkt zo € D differenzierbar ist.

Wir erinnern uns an die Definition folgenkompakter Mengen, den
Satz von Bolzano-Weierstra$l, und den Satz iiber die Existenz von
Extrema stetiger Funktionen auf folgenkompakten Mengen.

5.23. SATZ (Satz von Rolle). Es sei a < b, und f: [a,b] — R sei stetig
und auf (a,b) differenzierbar mit f(a) = f(b) = 0. Dann ezistiert £ € (a,b)
mit f'(§) = 0.
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Bewels. Da das Intervall [a,b] nach dem Satz folgenkompakt ist,
nimmt die Funktion f auf [a,b] ihr Minimum und ihr Maximum an. Wir unter-
scheiden drei Falle.

(1) Es gibt « € [a,b] mit f(z) > 0. Dann nehme f bei xmax € [a,b] das
Maximum an. Da

f(.l‘max)Zf(l’)>f(a):f(b)20,

liegt Zmax im Inneren des Intervalls [a,b]. Aus Lemma und Be-

merkung folgt f'(zmax) = 0. Setze also £ = Tax.
(2) Es gibt = € [a,b] mit f(z) < 0. Dann betrachten wir das Minimum

von f bei & = Tmin € (a,b) und schliefen wie oben, dass f/(£) = 0.

(3) Es gilt f(x) =0 fiir alle x € [a, b]. Nach Beispiel gilt f'(¢) =0
fiir alle € € (a,b) # 0. O

BEISPIEL. Der Graph der stetigen Funktion f: [—1,1] — R mit

f@) = V1-a?
ist ein oberer Halbkreisbogen. Nach Beispiel hat die Wurzelfunkti-
on x — /x fiir x > 0 die Ableitung

dyz dzz 1 1
— = x —.
2V

Aufgrund der Kettenregel ist f bei z € (—1, 1) differenzierbar mit

NG

da:idxzi

1 d(1 —z?) x

T o/l-2 dz V-2

Also erfiilllt f die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Fiir £ = 0 gilt in der
Tat f'(§) = 0.

f(x)

5.24. SAaTz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es sei a < b, und
die Funktion f: [a,b] — R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann exi-
stiert £ € (a,b) mit

GES (U

Die Zahl W ist genau die Steigung der Sekante durch die Punk-
te (a, f(a)) und (b, f(b)) € T'(f). Der Mittelwertsatz besagt, dass es zu dieser
Sekante eine parallele Tangente an den Graph I'(f) gibt, und zwar in einem

Punkt (&, f(£)) € I'(f) mit & € (a,b).

Beweris. Die Hilfsfunktion h: [a,b] — R mit

) = f(a) - =IO O (@)
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erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle: sie ist auf (a, b) differen-
zierbar, und es gilt

0B+ (b-a)- f(a)

h(a) = f(a) o =0
wnd  h(b) = f(b) — L= J;@;O fa) g
Also existiert £ € (a,b) mit A'(§) = 0. Daraus folgt
0= (o) = i - U= 0

Wir benutzen den Mittelwertsatz zur Kurvendiskussion, das heiflt, um Ei-
genschaften differenzierbarer Funktionen und ihrer Graphen zu verstehen. Als
erstes wollen wir aus dem Vorzeichen der Ableitung auf das Verhalten der Funk-
tion schliefen. Man beachte, dass das folgende Resultat sich unter wesentlich
schwicheren Differenzierbarkeitsannahmen zeigen liasst — beispielsweise reicht
es, wenn die Funktion stetig ist und ihre linksseitige Ableitung an allen bis auf
abzahlbar vielen Stellen existiert und die jeweiligen Bedingungen erfiillt. Der
Einfachheit halber bleiben wir hier im Kontext der differenzierbaren Funktio-
nen, allgemeinere Resultate konnen wir spéter nach Einfithrung des Lebesgue-
Integrals viel einfacher beweisen.

5.25. FOLGERUNG. FEs sei f: D — R differenzierbar und I C D ein Inter-
vall. Dann gilt

(1) f'=0aufI = flr ist konstant

(2) f >0 aufI = flr steigt monoton

(3) f'>0aufl = fl1 steigt streng monoton
(4) <0 aufl = flr fdllt monoton ,

(5) f <0 aufI = flr fallt streng monoton .

BEWEIS. Wir zeigen nur Aussage . Die anderen Aussagen werden ent-
sprechend bewiesen. Seien also a,b € I mit a < b, dann existiert £ € (a,b)
mit

F6) = f(@) = £1(6) - (b—a)
nach dem Mittelwertsatz Da f/(§) > 0 nach Voraussetzung, folgt f(a) <
f(b). Also steigt f monoton. O

5.26. BEMERKUNG. Umgekehrt haben wir bereits in Beispiel gese-
hen, dass die Ableitung konstanter Funktionen verschwindet. Falls eine diffe-
renzierbare Funktion f: D — R auf einem Intervall I = (a,b) C D monoton
steigt (bzw. fillt), gilt f'|; > 0 (bzw. f’|; < 0). Das folgt, da die Unglei-
f(@)—f(x0)

=

- > 0 (bzw. < 0) fiir z9g, * € I im Limes x — x( erhalten

chung
bleibt.

Aber aus strenger Monotonie von f folgt noch nicht f/ > 0 (bzw. f’ < 0).
Als Beispiel betrachten wir die streng monoton steigende Funktion f: R — R

mit f(z) = 2. Nach Beispiel gilt f'(z) = 222, also f'(0) = 0.
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Als erste Anwendung der obigen Folgerung charakterisieren wir die Expo-
nentialfunktion als eindeutige Losung einer Differentialgleichung.

5.27. SaTz (Differentialgleichung der Exponentialfunktion). Die reelle Ezx-
ponentialfunktion ist die einzige differenzierbare Funktion f: R — R mit den
Eigenschaften

f(0)=1 und f'(z) = f(2) fir alle z € R .

BEWEIS. Aus Beispiel folgt exp’(x) = exp(zx) fiir alle z € R gilt,
und exp(0) = 1 wurde bereits in Folgerung [4.13| gezeigt. Sei nun f: R — R
eine Funktion mit den obigen Eigenschaften. Wir betrachten die Hilfsfunkti-
on h = %. Sie erfiillt h(0) =1 und

W) L ep—T el fremfew

0
exp? exp?
fiir alle z € R. Aus Folgerung folgt h(z) =1 fiir alle z € R, also f(z) =
exp(z) fiir alle R, was zu zeigen war. O

Wir kombinieren Folgerung |5.25] und Bemerkung |5.26| mit dem Umkehr-
satz fiir stetige Funktionen.

5.28. SATZ (Umkehrsatz fiir differenzierbare Funktionen). Es sei I ein In-
tervall und f: I — R eine differenzierbare Funktion. Dann besitzt f genau dann
eine differenzierbare Umkehrfunktion, wenn f' > 0 oder f' < 0 auf ganz I gilt.

BEWEIS. ,,=“: Sei f umkehrbar. Wire f nicht monoton, so gibe es a, b,
celmita<b<cund f(a) < f(b) > f(c) oder f(a) > f(b) < f(c). Mit dem
Zwischenwertsatz[3.29|findet man leicht = € (a,b) und y € (b, ¢) mit f(z) = f(y)
im Widerspruch zur Bijektivitdt . Also ist f monoton.

Wenn f monoton steigt, gilt f/ > 0 auf ganz I nach Bemerkung Sei g
die Umkehrfunktion. Aus der Kettenregel folgt
lL=(gof) =(g'of) f
also muss f’ # 0 auf ganz I gelten, also f’ > 0. Analog schlieffen wir, falls f
streng monoton fallt.

,<=“ Aus f’ > 0 folgt, dass f streng monoton steigt. Nach dem Um-
kehrsatz [3.33] fiir stetige Funktionen besitzt f eine stetige Umkehrfunktion g.
Nach der Umkehrregel (5.17)) ist g auch differenzierbar. Fiir f' < 0 schliefen

wir wieder analog. O
5.29. BEISPIEL. Es sei a > 0. Dann ist die Funktion f: [0,00) — [0, c0) mit

o _ | exp(alogz) x>0
J(x) =a® = { 0 z=0
stetig bei x = 0, denn

lim(alogz) = —o0 und lim exp(y) =0= f(0) .

z\,0 Yy——00

Die Funktion f wichst streng monoton, denn
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(1) f(0) =0 < 2 fiir alle x > 0, und
(2) f(z) = azx® ! > 0 fiir alle x > 0.
Die Umkehrfunktion ist gegeben durch z — za.

Fiir a < 0 zeigt man entsprechend, dass 2 auf (0, c0) streng monoton fallt.
Die Umkehrfunktion ist wieder gegeben durch z — ra.

Nachdem wir in Lemma [5.20] ein notwendiges Kriterium dafiir gefunden ha-
ben, dass eine differenzierbare Funktion an einer Stelle ein Extremum annimmt,
wollen wir nun ein hinreichendes Kriterium angeben.

5.30. LEMMA. Esseia < bund f: (a,b) — R differenzierbar. Dann besitzt f
an der Stelle xo € (a,b) ein Mazimum, wenn ' > 0 auf (a,z0) und f' <0
auf (xo,b) gilt.

BEWEIS. Aus Folgerung und (4)) ergibt sich f(x) < f(x¢) fiir alle z €
(a,b). O

BEISPIEL. So wie Lemma [5.20] nur ein notwendiges Kriterium war, ist die
obige Bedingung nur hinreichend. Dazu modifizieren wir Beispiel und de-
finieren eine Funktion f: R — R mit

x? (sin% — 2) fiir  # 0, und
flz) = .
0 fir z = 0.
Dann hat f bei x = 0 ein globales Maximum, aber die Ableitung

1 1
f’(x):2x<sin$—2>—cosx fiir x #0

wechselt beliebig nahe 0 noch das Vorzeichen. Die Bedingung in Lemma [5.30]
ist also nicht notwendig.

Wir benutzen Lemma [5.30] um die Bernoulli-Ungleichung fiir reelle Expo-
nenten zu beweisen.

5.31. SATZ (Bernoulli-Ungleichung). Fir alle a > 1 und alle © > —1 gilt

(I+2)*>1+ax.

Die Ungleichung ist strikt fir a > 1 und x # 0.

BEwEIS. Fiir a = 1 erhalten wir Gleichheit, genauso fiir x = 0. Es sei
also a > 1. Wir betrachten die Hilfsfunktion h: [—1,00) — R mit

hz)=1+z)*—1—azx.
Ableiten liefert
W)=a(l+z)* ' —a=a(l+2)*"-1).

Aus Beispiel folgt A/(z) > 0 fir x > 0 und A'(x) < 0 fiir z € (—1,0),
da a —1 > 0. Somit nimmt & bei z = 0 ein Minimum A(0) = 0 an. Fiir z # 0
folgt h(z) > 0 aus Folgerung und (5), somit gilt in diesem Fall

14+2)*>1+ax. O
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Eine Teilmenge C' C R™ heifit konvex, wenn zu je zwei Punkten p, q € C die
gesamte Strecke

{1—s)-p+s-q|se[01]}
ebenfalls in C' enthalten ist. Sei I C R ein Intervall. Dann nennen wir eine
Funktion f: I — R konvex, wenn die Fliche oberhalb des Graphen I'(f) C R?
konvex ist. Fiir a, b € I bedeutet das, dass der Punkt
(]' - S)(CL, f(a)) + S(bv f(b))
oberhalb des Graphen liegt. Das fiithrt uns auf die folgende Definition.

5.32. DEFINITION. Sei [ ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit konvexz,
wenn fiir alle a, b € I und alle s € (0,1) gilt, dass

f((I=s)a+sb) < (1—s)f(a)+sf(b),

und streng konvex, wenn die obige Ungleichung fiir a # b stets strikt ist. Eine
Funktion f: I — R heifit (streng) konkav, wenn — f (streng) konvex ist.

Fiir z € (a,b) setzen wir s = =%, 50 dass 1 — s = =2 und
b—ux x—a
(1—s)a+5b—b_a-a b_a-b—x.
Aquivalent zur obigen Ungleichung ist also
b—x x—a
< b) .
F@) < 7= @)+ 72 f()

5.33. SATZ. Sei I ein Intervall und f: I — R eine differenzierbare Funktion.
Dann ist f genau dann (streng) konvex, wenn die Ableitung f' (streng) monoton
steigt.

Ein analoges Kriterium gilt fiir (strenge) Konkavitét.

BEWEIS. ,,=“: Seien a, b € I mit a < b. Wir betrachten die Hilfsfunkti-
on h: I — R mit
_(—a)f(b) + (b—x)f(a)
b—a
wie im Beweis des Mittelwertsatzes Es folgt h(a) = h(b) = 0, und nach
obiger Voriiberlegung gilt h(z) < 0 firr alle z € (a,b). Mit Aufgabe 1 von
Blatt I1.2 erhalten wir also h/(a) < 0, und analog h/(b) > 0. Daraus ergibt sich

pay < PO <

also steigt f/ monoton.

Sei f sogar streng konvex und a < b wie oben. Fiir ¢ = “T‘H’

bfc:b_Taund

J&) < 3I @+ 500, abo  fle) = fla) < [0) ~ S(0),

gilt dann c—a =
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und mit dem obigen Argument, angewandt auf die Punkte a und ¢ sowie auf ¢
und b, folgt
_ b) —
f’(a) S f(C) f(a’) < f( l)) f(C) S f/(b) ,

c—a — C

somit steigt f’ sogar streng monoton.

»,<=": Wir withlen a < ¢ < b. Nach dem Mittelwertsatz existieren £ €
(a,c) und n € (c,b), so dass

fle)=fla)=f(E)c—a) und  f(b) = f(c)=f(n)(b-c).
Wenn f’ monoton steigt, folgt f/(£) < f'(n), und wir erhalten
(b—a)f(c) =(b—c)f(c) +(c—a)f(c) = (b—c)f(a) + (c—a)f(b)
+(b=c)(c—a) (f'(§) = f'(n) < (b—c)f(a) + (c—a)f(D) .

>0 <0

Nach der Voriiberlegung ist f also konvex. Wenn f’ streng monoton steigt,
erhalten wir eine echte Ungleichung, und f ist streng konvex. U

Als Anwendung beweisen wir die Ungleichungen von Hélder, Minkowski
und Cauchy-Schwarz. Diese Ungleichungen benutzt man, um Normen auf Vek-
torrdumen zu definieren. Sei wieder k = R oder C.

5.34. DEFINITION. Es sei 1 < p < oo. Die p-Norm eines Vektors z =
(x1,...,2,) € k™ ist definiert als

n 1
P
lall, = (Z |wk|P) .
k=1

Die 2-Norm heifit auch Euklidische Norm.

5.35. SaTz (Holder-Ungleichung). Es seien p, ¢ € (1,00) mit - 4+ 1 =1
gegeben. Fir alle v = (x1,...,2n) und y = (y1,...,yn) € k™ gilt dann

n
Z TkYk
k=1

< llzllp lyllq

8=

BEWEIS. Die Logarithmus-Funktion ist konkav auf (0,00), da log' z =
monoton fillt. Aus % + % =1 folgt

b 1 1
log (a—|—> > —loga+ —loghb,
P q p q

also
a b 11
—+ —>arba
p q
fiir alle a, b € (0,00). Fiir a = 0 oder b = 0 gilt diese Ungleichung ebenfalls.
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Fiir x = 0 oder y = 0 ist nichts zu zeigen. Ansonsten wenden wir die obige
Ungleichung auf
|z
[Ed]7A
an, summieren iiber j, und erhalten

7%_7 Z{:’$ﬂp E: ly;|?

< pll=llp 7yl

n
|x]| ’?JJ ’ Ty
3 2T

2/l llylly — lp lyllg |~

ly; |
yll§

aj = und bj = € [0,1]

0

5.36. FOLGERUNG (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir alle x,y € k™ gilt

< llzll2 llyllz -

5.37. SATz (Minkowski-Ungleichung). FEs seip € [1,00) und z,y € k™, dann
gilt
2+ yllp </l + lyllp -

BEWEIS. Fiir p = 1 folgt die Ungleichung durch Summieren der komponen-
tenweisen Dreiecksungleichung

|25+ y5| < |zi] + |yl

aus Bemerkung bzw. Beispiel

Es sei also p > 1. Setze q = 1_1; = -E- 5o dass % + % = 1 und betrachte
P

p—17
den Vektor z € k™ mit

zJ:|wj—|—yj|p_1 fiir i=1...,n.
Dann gilt
" . ; :
lzllg = (Z 2 +yj|q<f’—”) = (Zm +yj|P) = |l +yl;
j=1 j=1

Aus der Holder-Ungleichung folgt

n
lz+ yllp = oy + w5l - 2] <

n n
g Tjzi| + E YjZj
Jj=1 Jj=1

P
< llzllpll=llg + lyllpllzllg = (zllp + lyllp)l2 +ylls

also

p_E
e +ylly * = llz+yllp < lzlly +yllp - O
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5.38. BEMERKUNG. Wir definieren die p-Metrik d, auf k" durch

dp(2,y) = [lz = yllp -
Aus der Minkowski-Ungleichung folgt, dass d,, die Dreiecksungleichung erfiillt,

also tatséchlich eine Metrik definiert. Fiir p = 2 erhalten wir die Euklidische
Metrik, die wir (zumindest fiir R? und R3) aus der Schule kennen.

Analog zur p-Norm auf k™ definiert man die LP-Norm auf den integrierba-
ren Funktionen auf einem Intervall I. Die Ungleichungen von Hélder, Minkow-
ski und Cauchy-Schwarz gelten auch fiir diese Normen (Ubung). Wir erinnern
uns an die Definition des Raumes R(I) der Regelfunktionen und an die
Definition des Regelintegrals. Man beachte, dass mit f € R(I) auch die
Funktionen |f| und |f[P Regelfunktionen sind. Wir nennen zwei Regelfunktio-
nen f, g € R(I) dquivalent, kurz f ~ g, falls f_(z) = g_(z) und f(z) = g+(x)
fir alle x € 1.

5.39. DEFINITION. Es sei a < b, I ein Intervall mit (a,b) C I C [a,b]
und p € [1,00). Dann ist die LP-Norm auf R(I)/~ definiert durch

b 1
I £llze = (/ If(x)\pda:>p .

Als letztes in diesem Abschnitt lernen wir eine Verallgemeinerung des Mit-
telwertsatzes [5.24] kennen. Mit ihrer Hilfe kénnen wir Grenzwerte von Quotien-
ten bestimmen.

5.40. SATZ (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es
seia <b, und f, g: [a,b] — R seien stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann
existiert £ € (a,b), so dass

(f(0) = f(a)g'(§) = (9(b) — g(a))f'(£) -

Bewers. Wir betrachten die Hilfsfunktion h: [a,b] — R mit

h(z) = (f(b) = f(a))(g(x) — g(a)) = (f(x) — f(a))(g(b) = g(a)) -
Dann ist h stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) mit h(a) = h(b) = 0.
Nach dem Satz von Rolle existiert £ € (a,b) mit h'(£) = 0, also

0= 1) = (f(b) = fa))g'(&) — f'(€)(g(b) — g(a)) - .

5.41. BEMERKUNG. Falls ¢’ > 0 (oder ¢’ < 0) auf ganz (a,b) gilt, ist die
Aussage des verallgemeinerten Mittelwertsatzes dquivalent zu

) _ () = f(a)

g€ gb)—gla)
Der ,,gewohnliche“ Mittelwertsatz wiirde stattdessen eine Zwischenstelle 7 fiir f
und eine weitere, etwa (, fiir g liefern, so dass

f'n) _ f(b) = fla)

g©)  gb) —gla)




126 5. INFINITESIMALRECHNUNG IN EINER VERANDERLICHEN

Wir erinnern uns an den Begriff der stetigen Fortsetzung der Bemer-
kung [3:24] Der folgende Satz hilft dabei, die nétigen Funktionsgrenzwerte zu
finden. In speziellen Situationen wie etwa in Beispiel oder in Ubung 2 von
Blatt 1.15 haben wir solche Grenzwerte mit einfacheren Methoden bestimmt.
Wir wollen auch Grenzwerte in R = RU{—00, 00} zulassen und erinnern daher
auch an die Definition von Umgebungen von Punkten in R.

5.42. SATZ (L’Hospitalsche Regel). Es sei —oo < a < b < oo und es sei-
en f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢'(z) # 0 fir alle x € (a,b). Falls
entweder

1 lim f(z) = lim g(x) =0

M) lim /(@) = lim g(z)

2 oder lim |f(x)] = lim |g(z)| = o0

2) lim [ (z)| = lim |9(a)

gilt und der Grenzwert y = limg\ , 5 :Eg € R existiert, dann gilt
lim f(@) =y
z\a g()

“ 3

Dieser Satz bleibt giiltig, wenn man ,lim,\ ,* iiberall durch ,lim, " er-

setzt.

BEwEIS. Wir beginnen mit und nehmen zunéchst an, dass a # —oo.
Dann diirfen wir f und g durch f(a) = g(a) = 0 stetig fortsetzen. Sei V eine
Umgebung von y. Dann existiert ¢ € (a,b), so dass ]gc :Eg e V fir alle € € (a,c).
Aus dem Mittelwertsatz folgt fur alle z € (a, c), dass

f@) _ f@) —f@) _ £
g(x)  g(x) —gla) ¢

Aus der Definition des Grenzwertes folgt unsere Behauptung.

eV fiir ein € € (a,z) C (a,c) .

In nehmen wir zunéchst y # oo an. Zu € > 0 existiert d € (a,b), so
dass L&) ¢ (y—5,y+ %) fiir alle £ € (a,d). Fiir z € (a,d) gilt also

g’ (&)
f@-fd) SO e =
mm—mw*gﬁ>e@ 59+3)

fir ein & € (a,d) nach dem Mittelwertsatz Aus limg 4 |f(z)] =
limg\ 4 |g(z)| = oo folgt

-4
lim L =
G
el g
Also existiert ¢ € (a,d), so dass
1— g(d)
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fiir alle z € (a,c). Es folgt

a\a g(7)

Falls z.B. y = oo betrachten wir die Intervalle (n + 1, 00] und (n, co] fir n € N
anstelle von (y — 5,y +5) und (y — &,y + ).

limM—

Falls a = —o0, betrachten wir die Funktionen F, G: (0,0') — R mit ¥’ = —%
falls b < 0 und b’ = oo sonst, und

F(y)=f (—1> und  G(y) =g (—1) ,

Y

also auch f(z) = F (—2) und g(z) = G (—1). Nach der Regel von de L’Hospital
fir F und G bei 0 gilt dann

L PP
A g@) AT G () 5 Ew)
:limM: lim M 0

i
N G(y) e\ g()
5.43. BEISPIEL. Der Cotangens cot: C\nZ — C ist definiert durch

Wir berechnen

. . _xcosx .. cosx—xsinz
lim (z cot ) = lim —, =lm —— =1,
z\0 z\0 Ssinx z\,0 cosx

oder alternativ

1
lim (z cot ) = lim T lim —=1.
z\0 2\0 tan x z\0 psw

5.44. BEISPIEL. Falls die Funktionen f’ und ¢’ wieder den Voraussetzungen
der Regel von de L’Hospital geniigen, miissen wir diese Regel eventuell mehrfach
anwenden. Wir berechnen

3sinx — sin 3x . 3cosx —3cos3x

lim ——— = lim - .
N0 z(1l —cosx) a\0 1 —cosz + xsinz

Fiir = 0 verschwinden Nenner und Zihler, also folgt

3sinx — sin 3x . —3sinx + 9sin 3x
im —— = lim -
a\0  z(1 —cosx) a\0 2sinz 4+ xcosw
. —3cosx +27cos3x 24
= lim - =— =28
2\0 3cosx — xsinz 3

nach insgesamt dreimaliger Anwendung von Satz [5.42]
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5.4. Differentiation und Integration

In diesem Abschnitt beweisen wir den Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, wonach Differenzieren und Integrieren in einem gewissen Sinne
zueinander inverse Operationen sind. Der Einfachheit halber beschrdnken wir
uns dabei auf stetig differenzierbare Funktionen auf der einen und stetige Funk-
tionen auf der anderen Seite. Genausogut kénnten wir aber auch mit Funktionen
arbeiten, deren Ableitungen Regelfunktionen sind, oder noch allgemeiner mit
schwach differenzierbaren Funktionen.

Als erste Anwendung beweisen wir einen Satz {iber Konvergenz von Folgen
und Reihen differenzierbarer Funktionen.

5.45. DEFINITION. Eine Funktion f: D — k heifit stetig differenzierbar,
wenn sie auf ganz D differenzierbar ist und ihre Ableitung f': D — k stetig
ist. Der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf D wird mit C*(D,k)
bezeichnet, fiir C*(D,R) schreiben wir auch C*(D).

5.46. BEMERKUNG. Aus den Bemerkungen und folgt, dass die
stetig differenzierbaren Funktionen auf D einen Vektorraum C!(D,k) iiber k
bilden. Die Ableitung ist eine lineare Abbildung - : C!(D,k) — C(D, k).

Wir erinnern uns an den Mittelwertsatz der Integralrechnung und an
die Definition [3.66| einer Stammfunktion einer Regelfunktion. Zugleich méchten
wir noch einmal daran erinnern, dass dieser Begriff in der Literatur oft etwas
anders definiert ist. Der folgende Satz zeigt, dass beide Definitionen am Ende
doch &dquivalent sind. Es sei wieder k = R oder C.

5.47. SATZ (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei I C R
ein Intervall, f € C(I,k) und F € C*(I,k). Dann ist F genau dann Stamm-
funktion von f, wenn F' = f gilt.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall k = R. Falls k = C ist, wenden wir den
Hauptsatz jeweils auf Real- und Imaginérteile einzeln an.

,=—": Es sei g € I. Da f stetig ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz [3.63
der Integralrechnung zu jedem z; € I ein £(z1) zwischen x; und zp mit

" f(@) dr = (21— x0) F(E(1)) -

@
Es gilt limg, .z, {(21) = xo well stets |£(z1) — 20| < |71 — 20|, und daher auf-
grund der Stetigkeit von f:

FI(xO) = m}ig%co w - Ilhilgﬂo T i o /xl fle)de
= lim f(¢(w1)) = f(ao)

,<=": Es gelte F' = f. Wir fixieren a € I und definieren eine Stammfunk-
tion G: I — R durch

Glar) = [ fla)de.
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Wir haben gerade gezeigt, dass G' dann differenzierbar ist mit G’ = f. Mithin
gilt (F — G)' =0 auf ganz I, also ist F' — G = ¢ konstant nach Folgerung [5.25
Aber dann ist auch F' eine Stammfunktion, denn

/ng f@)dz = G(21) — G(xo) = F(a1) — Flao) . 0

5.48. BEMERKUNG. Die erste offensichtliche Anwendung des Hauptsatzes
besteht darin, dass jede Berechnung der Ableitung einer Funktion nun umge-
kehrt eine Stammfunktion der Ableitung liefert. Auf diese Weise erhalten wir
beispielsweise

b
/ cosrdr =sinb —sina ,
a

b
1
/ 3 dr = tanb — tana fiir a,be(—f,z>7
o COs?x 2°2

b
1 b
/ —dx =logb—loga = log — fiir a,b > 0,
0 T a

b

/ b dx = arctanb — arctana .
o 1+ a2

Diese Beispiele zeigen aber auch, dass Integration aus ,einfachen* Funktio-

nen mitunter ,kompliziertere“ macht. Es gibt auch Félle, in denen sich eine

Stammfunktion gar nicht explizit angeben lédsst. Im néchsten Abschnitt lernen

wir etwas systematischer, Stammfunktionen zu suchen und eventuell auch zu

finden.

Wir benutzen den Hauptsatz um Folgen und Reihen von Funktionen
und ihre Grenzfunktionen zu differenzieren. Dazu benétigen wir den Begriff
der gleichméffigen Konvergenz aus Definition [3.46] sowie an Lemma [3.60] und
Satz AuBerdem konvergiert eine Folge (f,), lokal gleichméfig gegen f,
wenn jeder Punkt im Definitionsbereich eine Umgebung besitzt, auf der die
Folge gleichméfig konvergiert.

5.49. SATZ. Sei I ein Intervall, und sei (fn)nen eine Folge in C(I,k),
so dass die Folge (f])nen gleichmiflig gegen g € C(I,k) konvergiert, und so
dass yo = lim, oo frn(xo) € k existiert. Dann konvergiert f, lokal gleichmdfig
gegen eine Funktion f € CY(I,k) mit f' = g.

BEwEIS. Wir nehmen wieder k = R an. Falls k = C, behandeln wir Real-
und Imaginirteile getrennt. Es sei 1 € I. Nach Satz oder Figenschaft (@
des Integrals folgt

T

lim 1 fi(x)dr = /Il g(x)dzx .

n—0o0 Joo #0

Wir definieren eine Stammfunktion f: I — R von g durch

1

f(x1) = o+ / o(x) dz ,

Z0
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es gilt also f' = g. Zu zeigen bleibt, dass die Folge (f,), lokal gleichmiflig
gegen f konvergiert.

Sei dazu L > 0 zunéchst fest, und € > 0 gegeben, dann wéhlen wir N € N
so groB, dass dsup(fr,9) < 57 und |fu(zo) — wo| < § fiir alle n > N. Fiir
alle xy € IN[xg — L,x0 + L] und alle n > N gilt dann

) = )| < UfuCan) =0l + | [ (= 9)(o)

0

€ €
<—+|ry—x0|-=—= <L €.
=2 ll_,_olzL—
<57 <L

<z +

[ -9
T \ﬁ/_/

0

£
2

Sei also x; € I, dann wéhlen wir L > |z; — x|, dann konvergiert (f,,) auf der
Umgebung I N[xg— L, xo+ L] gleichmiBig gegen f. Insgesamt erhalten wir also
lokal gleichméflige Konvergenz. O

5.50. BEMERKUNG. Auch dieser Satz lidsst sich unter schwicheren Vor-
aussetzungen beweisen: es reicht, wenn alle f,, differenzierbar sind. Auf die
gleichmiflige Konvergenz der f], kann man jedoch nicht verzichten. Als Beispiel
betrachten wir eine Folge f,, von Funktionen mit

-1 <0,
fu(x) =4 —cosnz 0<z< ™,
1 T <0,

Die Ableitungen
, | nsinnz 0<z< % ,
Tulw) = { 0 sonst
sind stetig und konvergieren punktweise, aber nicht gleichméfig gegen 0. Aber
die Grenzfunktion f mit

-1 <0

f(@) = Jim_ falw) = { 1 r>0
ist bei £ = 0 nicht differenzierbar.

BEMERKUNG. Wir erhalten im Ergebnis nur lokal gleichméflige Konvergenz
fiir die Folge (f,). Als Beispiel betrachten wir I = R und die Funktionen
x
fn(z) = n
fiir n > 0. Die Folge der Ableitungen f], = % konvergiert gleichméfig auf ganz R
gegen 0. Die Folge f, selbst konvergiert auch gegen 0, aber nicht gleichméfig,
da fiir alle ¢ > 0 und alle n € N immer ein x > ne existiert mit = > . Man
kann sich aber iiberzeugen, dass die Folge (f,,) lokal gleichmé&Big konvergiert.

5.51. FOLGERUNG. Es sei I ein Intervall, xo € I und (fn)n eine Folge
in C1(I,k), so dass die Reihe > o0 fi gleichmifig konvergiert, und die Rei-
he 307 o fn(zo) konvergiert. Dann konvergiert Y " o fy lokal gleichmdfSig, und

es gilt
(X) =S a
n=0 n=0
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Mit anderen Worten: unter den gegebenen Voraussetzungen vertauscht die
Ableitung mit der Summation.

BEwEIS. Wende Satz auf die Folge der Partialsummen an. O

Fine wichtige Klasse von Reihen, auf die diese Folgerung anwendbar ist,
sind die Potenzreihen. Im folgenden erlauben wir zwar Potenzreihen {iber k = R
oder C, setzen aber nur reelle Argumente ein.

5.52. FOLGERUNG. Es sei f(x) = > 0" jana™ eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius p > 0. Dann hat die Reihe

[e.o]

Z(n +1)apy1 2"

n=0

ebenfalls den Konvergenzradius p und stellt die Funktion f’ dar.

BEWEIS. Gliedweises Ableiten liefert die Potenzreihe

da >
n® Znan :Z(n+1)an+1x"

Da Multiplikation mit x das Konvergenzverhalten und damit den Konvergenz-
radius nicht &dndert, berechnen wir den Konvergenzradius der Reihe durch

(hmsup m) (hngO ’C/ﬁ)il . <limsup ’\‘/m) =p
——

n—oo n—oo

=1
nach Ubung 1 von Blatt I1.1.

Nun konvergiert die Reihe der Ableitungen normal auf I = [—r,r] fiir al-
le 0 < r < pnach Satz[£.8] also insbesondere gleichmiBig. AuBlerdem konvergiert
die urspriingliche Reihe bei zy = 0. Aus Folgerung [5.5] folgt

) =30+ 1) an 1"
n=0
fiir alle z € [—r,r] mit r < p, also fur alle z € (—p, p). O

5.5. Integrationstechniken

In diesem Abschnitt lernen wir einige Tricks, mit denen man mitunter Inte-
grale vereinfachen oder sogar explizit ausrechnen kann. Dazu benutzen wir den
Hauptsatz um die Ableitungsregeln aus Abschnitt in Integrationstech-
niken zu iibersetzen. Anschlieend benutzen wir die Partialbruchzerlegung, um
rationale Funktionen zu integrieren. Auflerdem lernen wir uneigentliche Inte-
grale und die Gamma-Funktion kennen.
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5.53. PROPOSITION (Partielle Integration). Es sei I ein Intervall und f,
g € CY(I,Kk). Fiir alle a, b € I gilt dann

b
/ e — [(B)g(b) — f(@)gla) - / f(2)d () da

BeweEis. Nach der Leibnizregel und dem Hauptsatz ist f- g eine
Stammfunktion von f’- g+ f - ¢, es folgt

b b
/ f'(@)g(z) dz +/ f(x)g'(x) dv = f(b)g(b) — f(a)g(a) . O

Wir benutzen salopp die Schreibweise [ f(x)dz fiir eine Stammfunktion
von z, insbesondere ist [ f )dzx stets nur bis auf eine additive Konstante
wohlbestimmt, d.h., aus F(z) = [ f(z)dxz folgt gleichzeitig auch F(z) 4+ ¢ =
[ f(z)dx fir alle ¢ € k. In erkhchkelt steht das Symbol [ f(z)dz also fiir

eine Aquivalenzklasse von Funktionen modulo konstanter Funktionen.

5.54. BEISPIEL. Die Funktion z ist Stammfunktion der konstanten Funk-
tion 1. Daraus erhalten wir

1
/logxdx:/l-loga:dm:xlogzv—/x-dx::n(logx—l).
x

Also ist f(z) = z (logx — 1) eine Stammfunktion des Logarithmus, wie man
leicht nachrechnet.

Fiir das néchste Beispiel benotigen wir den Begriff des uneigentlichen Inte-
grals.

5.55. DEFINITION. Es seien a, b € R mit a < b, und f: (a,b) — k sei eine
Regelfunktion. Falls fiir ein ¢ € (a,b) die Grenzwerte

C
lim x)dx lim
s, [ 1) i, / fa
in k existieren, definieren wir das uneigentliche Integral
C T
/ f(z)de = hm f(z)dx + lim f(z)dx
zo z1,/70 /¢

Man sagt dazu auch, dass das Integral fab f(x) dx konvergiert.

5.56. BEMERKUNG. (1) Existenz und Wert des uneigentlichen Inte-
grals hdngen nicht von der Wahl von ¢ ab. Die Werte oo sind nicht
zugelassen.

(2) Falls f auf [a,b] als Regelfunktion fortgesetzt werden kann, d.h.,
wenn limg\ o f(2) und lim, - f(x) existieren, erhalten wir das glei-
che Integral wie zuvor in Abschnitt Hierzu reicht es zu zeigen,
dass Stammfunktionen von Regelfunktionen stetig sind.

(3) Genauso kann man ein uneigentliches Integral fiir Funktionen de-
finieren, die Singularititen im Intervall (a,b) haben, die also nur
auf (a,b)\{x1,...,xx} definiert sind.
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5.57. BEISPIEL. Aus Beispiel folgt

1
/ logzdr=1-(logl—1)— lir%x(logx— 1)=-1,
0 z—

denn nach L’Hospital gilt

8]

log .
T = lim
1 70 —
X

= lim(—z) =0.

lim xlogx = lim
z—0 z—0 z—0

1
22

Das folgende Lemma liefert ein einfaches Kriterium fiir die Konvergenz un-
eigentlicher Integrale.

5.58. LEMMA. Es seien a,b € R mita < b, und f: (a,b) —k, g: (a,b) — R
seien Regelfunktionen mit g > 0. Falls |f(z)| < g(x) fir alle x € (a,b) gilt
und das uneigentliche Integral tiber g existiert, existiert auch das uneigentliche

Integral tiber f, und es gilt
b
g/ g(x)dx .

’/abf(x)da:

BeweEls. Wihle ¢ € (a,b) beliebig. Wir zeigen, dass

S/:g(w)dx-

Sei dazu € > 0. Da limg\ 4 f;o g(z) dz existiert, gibt es eine Umgebung U von a

lim ’ f(z)dx

0 \\a o

in R, so dass

To c c
/ g(x) dx —/ g(x)dx —/ g(x)dr <e fiir alle z1, 2 € U N (a,b) .

1 T T2

Aus der Monotonie des Integrals und Lemma folgt
X2 T2 T2
[ s@is| < [ Cit@lde< [ Cgeydo <
X1 1 1
fir alle 1, z2 € U N (a,b). Sei (zy)nen eine Folge in (a,b) mit Grenzwert a,

dann ist .
([ 50

demnach eine Cauchy-Folge in k, und nach Folgerung [3.26| ist ihr Grenzwert
der Grenzwert der Funktion z¢ — f:o f(x)dz an der Stelle a, und damit der

Wert des uneigentlichen Integrals [ f(z) da.
Aus
’ f(x)dx
o

fiir alle zp € (a,c) und Lemma folgt

[f(x)d:c s[g<w>dx.

< [li@lis< [ g@)a

zo zo
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<

Genauso beweisen wir die Existenz von fcb f(x) dx und folgern, dass
b
+ ‘ / f(z)dx
&
&

b c
‘/ f(z)dx / f(z)dx
c b
§/ g(x)dx+/ g(:r)dx:/ g(z)dz . O
a b a
5.59. BEISPIEL. Fiir z € C mit Rez > 0 definieren wir
I(z) = / e da .
0

Dieses Integral konvergiert bei 0, da |z*~'e™*| < zR¢*~1 und da fol pRez=1qy
wegen Ubung 1 auf Blatt I1.4 existiert. Das Integral bei oo konvergiert ebenfalls,
da es nach Aufgabe 2 auf Blatt I1.4 ein ¢ > 0 gibt, so dass [#*~le™®| < 272 fiir
alle x > ¢, und da floo =2 dx existiert.

Fiir Re z > 0 folgt durch partielle Integration, dass

F(z+1):/ x¥e T dx
0

= lim (:cz (—e’””)) — lim (\xj/(—e*x)) + /OoozxZ1e‘” dx

T—00 z—0
—0 —0
() =z0(2) .
Fiir Rez > —n und —z ¢ N koénnen wir also I' fortsetzen durch
F(Z):F(Z—I—I)ZF(Z—I—%:.“: I'(z+mn) ‘
z z(z+1) z(z+1)...(z+n—-1)

Induktiv erhalten wir so die Gamma-Funktion I': C\(—N) — C. Die obige Glei-
chung (*) heiit auch Funktionalgleichung der Gamma-Funktion. Es gilt

(1) = /000 e “dr = xli_)rglo(—e_x) — iii%(—e_x) =1,
induktiv folgt daraus fiir alle n € N, dass
'n+1)=n-T'(n)=---=n!-I'(1) =n!.
Die Gamma-Funktion interpoliert also die Fakultét fiir nicht-ganze Argumente.
5.60. PROPOSITION (Integration durch Substitution). Es sei I ein Intervall,

g € CHI;R), und f: D — k stetig mit g(I) C D C R. Fiir alle a, b € I gilt
dann

b g(b)
/ fl9(@)) ¢ () dz = / ) dy .
a g(a)

BEWEIS. Sei F eine Stammfunktion, dann ist F' o g eine Stammfunktion
von (f o g) - ¢’ nach der Kettenregel Es folgt

b
/ flg(x))g'(x) dx = F(g(b)) — F(g(a)) :/ f(z) da . .

g(a)
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Unsere saloppe Schreibweise dafiir ist ., [ f(g(z))g'(z)dz = [ f(y)dy
mit y = g(z)“.

5.61. BEISPIEL. Man nennt fTI = (log of)" auch die logarithmische Ableitung
von f. Es gilt

Pfix) B ()
/a o) dx =log f(b) —log f(a) = log fla)
falls f(x) > 0 fiir alle x € [a,b]. Falls (z) < 0 fiir alle x € [a, b], gilt statt dessen

b pr
f'(z) f(b)
dx =log(—f(a)) —log(—f(b)) = log ~— .
| 55 (= (@) = Tog(~F (1) = 1o £
Manche Quotienten im Integranden lassen sich als logarithmische Ableitungen
auffassen und dadurch vereinfachen. Betrachte zum Beispiel

b b o
/tana:dx:/ Smxdx:—logCOSb ﬁira,be(—g,ﬁ).

COS T cos a

P(x)

Es sei jetzt f(z) = Ol €ine rationale Funktion iiber R wie in den Bei-
spielen und Falls deg P > deg @ liefert Polynomdivision, dass P =

S+ Q+ R mit deg R < degQ, und wir schreiben f(z) = S(x) + 5.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt @) iiber C in Linearfakto-

ren, siehe auch Satz [6.110] Da @) nach Voraussetzung reelle Quotienten hat,
gilt Q(Z) = Q(z), mit z ist also auch Z eine Nullstelle von Q. Also existieren

paarweise verschiedene Nullstellen x1, ..., x5 € R, z1, ..., 2y € C\R, sowie my,

ceoy Mg, Ny, ..., ng € N, so dass

Qz) = (z —z)™ - (z —xp)"™ - (x — 21)(x —Z1))" -+ (2 — z0) (. — Z))™
=(z—x)™ - (22 —=2Reziz+ |z|)™ --- .

Indem man ein lineares Gleichungssystem mit deg @ Unbekannten lost (z.B.
durch Einsetzen von deg @@ verschiedenen Zahlen in P = (f — S) - @ und in den
folgenden Ansatz), erhédlt man Konstanten cGjfirl <i<kund 1< j<m;,
und a;j, b;; fiir 1 <i </ und 1 <75 < n; mit
C1,1 C1,m1
=9 — e ——— ..
Fl@) = Sy + B
a11% + 51’1

x—QRezlx+|z1\2+ +

1,0, @ + b1,y

* (x —2Reziz + |21 ]?)™ +

Diese Zerlegung heif3t Partialbruchzerlegung von f und ist stets eindeutig. Um
eine Stammfunktion anzugeben, miissen wir also fiir jeden einzelnen Ausdruck
auf der rechten Seite eine Stammfunktion finden.

Ci. g . .
vl Jassen sich leicht
—x;)7

5.62. BEISPIEL. Stammfunktionen zu S(z) und @
bestimmen. Bei den anderen Termen gehen wir wie folgt vor.
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(1) Mit Hilfe der logarithmischen Ableitung aus Beispiel finden man

/ ar +b d a/ 2z —2Rez d
r=_ x
22 —2Rezx + |z|? 2 ) 22 —2Rezx +|z?

1
R b d
+(aRez+ )/xQ—ZRez:U+\z\2 v
=2 (x2—2Rezx+z|2)+(aRez+b)/ ! dx
— 2% 22 —2Rezx + |2]2

=|z—22>0

(2) Substitution mit y = % liefert

/ 1 1 / 1 .
22 —2Rezx + |z|? m_(Imz)2 (x;Rez)2+1 v

mz

1 / 1 d 1 ¢ x—Rez
= = arctan | —— | .
Imz ) y?2+1 Y7 Tm- Im 2

(3) Die entsprechenden Terme in der Partialbruchzerlegung mit héherem
Exponenten im Nenner lassen sich als Ableitungen rationaler Funktio-
nen schreiben, bis auf einen Rest vom Typ ().

5.6. Hohere Ableitungen und die Taylor-Formel

Wir lernen hohere Ableitungen kennen und benutzen sie, um mehrfach dif-
ferenzierbare Funktionen durch Polynome zu approximieren.

5.63. DEFINITION. Es sei a < b und I ein Intervall mit (a,b) C I C [a,b].
Wir definieren induktiv die k-te Ableitung f*) einer Funktion f: I — k wie
folgt.

(1) Esist f(© = f, und f ist auf ganz I O-fach differenzierbar.

(2) Es sei zp € I. Wenn f auf einer Umgebung U von zg in I k-fach
differenzierbar ist und die Ableitung f*+1 (zo) = (f*))/(z0) existiert,
dann ist f im Punkt 2o (k + 1)-mal differenzierbar.

Wenn die k-te Ableitung f*) auf ganz I existiert und stetig ist, heifit f k-fach
stetig differenzierbar. Der Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktio-
nen auf I wird mit C¥(I,k) bezeichnet. Wenn f*) fiir alle k& € N existiert,
heifit f unendlich oft differenzierbar. Der Raum der unendlich oft differenzier-
baren Funktionen auf I wird mit C>(I;k) bezeichnet. Anstelle von C*(I;R)
oder C*(I;R) schreibt man auch kurz C¥(I) bzw. C>(I).

Fiir kleine k schreibt man f = fO, f/ = fM " = @) und f” = .
mehr als drei Striche sollte man auf gar keinen Fall verwenden. Ein andere

Schreibweise ist () N
d¥f(x d

dr @f(x) = f(k) (z) .
AuBlerdem beachte man, dass es zwar ,unendlich oft differenzierbare* Funktio-

nen gibt, aber keine , unendliche Ableitung® f(°).
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Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — k heiflt linear, wenn es
Konstanten a, b € k gibt, so dass

flx)=ax+b

fir alle z € I gilt. In der linearen Algebra wiirde man solch eine Abbildung
affin nennen, und linear nur, falls b = 0; der Sprachgebrauch ist hier also etwas
anders. Eine reellwertige Funktion ist genau dann linear, wenn sie sowohl konvex
als auch konkav ist.

5.64. LEMMA. Es sei I ein Intervall und f: I — R zweifach differenzierbar.
Dann gilt

(1) f"=0aufI = flr ist linear,

(2) f">0auf I = flr ist konvez

(3) f">0aufI = fl1 ist streng konvex ,
(4) f"<0aufI — flr ist konkav ,

(5) " <0 aufI — flr ist streng konkav .

BEWEIS. Nach Satz ist f genau dann (streng) konvex bzw. konkav,
wenn [’ (streng) monoton steigt bzw. fillt. Die Richtungen ,=—“ im Lemma
ergeben sich aus Folgerung angewandt auf f’: I — R. Die Riickrichtun-
gen ,,<="“in , und folgen aus Bemerkung [5.26 U

5.65. BEISPIEL. Essei f(z) =Y 7 ;a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius p. Nach Folgerungist f'(x) wieder eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius p. Induktiv folgt daraus, dass f auf (—p, p) unendlich oft differenzierbar
ist. Ebenfalls durch vollstdndige Induktion zeigt man, dass

> = (n+k)!
P (@) = Z(”+ 1) (n+k)apira™ = Z T%Mﬁﬁn )

n=0 n=0

insbesondere f*)(0) = k! ay.

Wir wollen umgekehrt eine Funktion f durch ein Polynom nahe 0 approxi-
mieren. Das obige Beispiel legt es nahe, es mit

n:

) (0 n rk) (o
Pu(e) = f0) + 1(0) w4+ LD g - 5O
Py k!
zu versuchen. Allgemeiner sollte man nahe x¢ das Taylor-Polynom
2L ) (g
k=0

betrachten.

5.66. SATZ (Taylor). Sei I ein Intervall, xg € I, n € N und f € C"*(I;k),
dann gilt fir olle x € I, dass

n) z f(ntl)
f(l')zsz('O)(l'—l‘o)k+/ fn‘(t)(l‘—t)ndt.
k=0 o '
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BEWEIS. Wir beweisen diese Aussage durch vollsténdige Induktion iiber n.

Fiir n = 0 liefert der Hauptsatz genau unsere Behauptung
x
f@) = flao) + | 0.
o

Aus der Behauptung fiir n — 1 folgt die Behauptung fiir n aus der folgenden
partiellen Integration

z f(n) M (2) (g — ) ) (g
[t o=y S ey
0 e

=0
z r(n+1)
20 n!

5.67. FOLGERUNG (Lagrange-Restglied). Sei I ein Intervall, xyo € I, n € N
und f € C"TY(I). Dann existiert fiir jedes x € I ein & zwischen x und xg, so
dass

k) (g (nt1)

BEWEIS. Da f reellwertig ist, diirfen wir den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung anwenden mit p(t) = (x — t)", falls © > x¢, bzw. p(t) = (t — x)",
falls x < zg. Im Fall > x¢ erhalten wir also { € (z,xo) mit

z r(n+1) (n+1) T (n+1)
/xo f o (t) (l’—t)ndt — f - (‘5) '/xo (l’—t)ndt —_ f(n+ 1()‘£|> (:L‘—l’o)n+1 O

5.68. FOLGERUNG. FEs sei I ein offenes Intervall, xg € I, und f: I — R sei
mindestens n-fach stetig differenzierbar mit n > 2. Es sei f'(xo) = f"(xg) =
o= f D (z0) = 0 und f(z0) # 0.

(1) Falls n gerade ist und f™(z9) > 0, dann nimmt f bei zo ein strenges
lokales Minimum an.

(2) Falls n gerade ist und f™(z9) < 0, dann nimmt f bei zo ein strenges
lokales Maximum an.

(3) Falls n ungerade ist, ist o keine lokale Extremstelle von f.

BEWEIS. Da I offen und f(™: I — R stetig ist, existiert ¢ > 0, so dass f(?)
auf U = (zg — €, 29 + €) C I das gleiche Vorzeichen hat wie (") (zg). Zu z € U
betrachten wir das Lagrange-Restglied mit & zwischen zg und .

Zu ([1): Fiir z € U\{xo} gilt

n—1
F®) (o) F©)
f(z) = Z 7 (z —z0)* + ] (x —x0)" > f(x0),
k=0 “——— ——
=0 fiir k+£0 >0
da n gerade ist. Da f(x) echt grofer als f(zp) ist fiir alle z € U\{zo}, sprechen
wir von einem strengen lokalen Minimum. Genauso zeigt man .
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Zu ([B) betrachten wir zunichst den Fall f(")(z9) > 0 und erhalten fiir z €
U\{zo} analog

f (&) (& — x0)" {< f(zo) falls z < zo, und

n! > f(xg) falls z > xo.
>0
Insbesondere liegt kein Extremum vor, egal wie klein wir € > 0 wéhlen. Der
Fall £ (x0) < 0 funktioniert analog. O
5.69. BEMERKUNG. Falls f: I — R mindestens zweifach differenzierbar
ist, nennen wir zg € I mit f”(xg) = 0 einen Wendepunkt von f, wenn

es eine Umgebung U = (xg — €,20 +€) C I von xp mit ¢ > 0 gibt, so
dass entweder f”[;o—cz0) < 0 und f"|z) 204e) = 0 oder [’z _cpy = 0
und "] (zg,z04c) < 0 gilt. Wenn die zutreffenden Ungleichungen nicht gelten
(also ,>* anstelle von ,,>* und ,,<“ anstelle von ,,<*), sprechen wir von einem
strengen Wendepunkt. Aus Ubung 6 von Blatt I1.3 und Folgerung kann
man ein #hnliches Kriterium fiir Wendepunkte n-fach stetig differenzierbarer
Funktionen mit n > 3 und f”(xg) = --- = f™ 1 (z9) = 0 ableiten (Ubung).
5.70. BEMERKUNG. Wenn die Funktion f (n+ 1)-fach stetig differenzierbar
ist, dann ist f (n+1) quf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I beschrinkt, da

nach Satz-das Maximum von | f**1)| auf [a, b] existiert. Aus |f*+1)(¢)] < C
auf [a, b] folgt fiir zo, = € [a, b] insbesondere

< ¢ / (x—t)"dt' = L|x—$0|”+1 .
! Ja (n+1)!

f n+1

— )" dt‘

Fiir eine Funktion, deren Betrag durch ein konstantes Vielfaches einer
anderen Funktion h abgeschéitzt werden kann, benutzt man das Landau-
Symbol O(h), man schreibt hier also kurz

nork) (g
f(z) — Z fk(!o) (z —z0)* = O(\x — a:o\”ﬂ) i
k=0

Je hoher man n wéhlen kann, desto hoher wird der Exponent im Landau-
Symbol. Fiir ein festes x nahe xg wird die Annédherung dennoch nicht unbedingt
besser, da man iiber die Konstante C' oben keine Aussage machen kann.

5.71. BEISPIEL. Betrachte die Funktion f: R — R mit
0 r<0,
flx) = { 1

e @ x>0.

Diese Funktion ist unendlich oft differenzierbar nach Ubung 2 von Blatt I1.5.
Insbesondere gilt ) (0) = 0 fiir alle k& € N. Das bedeutet, dass f(z) nahe 0
durch das Taylorpolynom nicht besser angendhert wird, wenn man n grofler
wéahlt.

5.72. DEFINITION. Es sei [ ein Intervall, o € I und f € C*°(I). Dann heifit

die Potenzreihe o
" (x
> £ o) (, o) (z —x0)"
—  nl
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in (x — zg) die Taylor-Reihe oder auch die Potenzreihen-Entwicklung von f an
der Stelle zg.

Falls die obige Reihe konvergiert mit Konvergenzradius p und die Funktion f
auf B,(xo) NI darstellt, dann ldsst sich f bei zg in eine Potenzreihe entwickeln.

Falls sich f an jedem Punkt zy € I in eine Potenzreihe entwickeln ldsst,
heifit f auch reell analytisch. Der Raum aller reell analytischen Funktionen
auf I wird mit C*(I) bezeichnet.

5.73. BEMERKUNG. Die Funktion f € C*(R) aus Beispiel besitzt bei
0 zwar eine konvergente Taylorreihe, da f*)(0) = 0 fiir alle k, aber diese stellt
die Funktion auf (0, 00) nicht dar. Also gilt f ¢ C¥(R). Wir haben also strikte
Inklusionen

CUI) eSS C2(I)Sci) S ci) =c().

5.74. BEISPIEL. (1) Die Exponentialfunktion ist reell analytisch, denn
00 o0 i
e$:ex0.ew Zo :ZF(IE—JIO) .
k=0

Dieses Argument funktioniert iibrigens genausogut auch fiir komplexe
Zahlen xg, so dass sich die Exponentialfunktion sogar um jeden Punkt
in C in eine Potenzreihe entwickeln lésst.

(2) Der Logarithmus ist reell analytisch auf (0,00), denn fir z9 > 0
und z € (0,2z) gilt

log x = log xg —|—logi = log zo + log (1 + :1:—3:0>
T

Zo
o0
—1)k
Zlogxo—z( k) (x — )"
k=0 L0

nach der Reihenentwicklung aus Folgerung
(3) Auch die Winkel-, Arcus- und Hyperbelfunktionen sind reell analy-

tisch.



KAPITEL 6

Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen

In diesem Kapitel lernen wir die wichtigsten Eigenschaften differenzierba-
rer Abbildungen von offenen Teilmengen des R” in den R™ kennen. Nachdem
wir verschiedene Differenzierbarkeitsbegriffe und Rechenregeln kennengelernt
haben, betrachten wir zunéchst wieder lokale Extrema von Funktionen in meh-
reren Verdnderlichen. Anschlielend fragen wir uns, welche Abbildungen zumin-
dest lokal differenzierbar umkehrbar sind und werden so auch auf den Begriff
der Untermannigfaltigkeit gefiihrt.

6.1. Topologische Riume

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir einige Grundbegriffe der Topologie.
Auf Vektorrdumen gibt es besonders angenehme Metriken, die von Normen
induziert werden. Ein wichtiger Satz besagt, dass alle Normen auf R" dieselbe
Topologie induzieren.

Wir erinnern uns an den Umgebungsbegriff fiir metrische Raume aus Ab-
schnitt und seine Eigenschaften aus Bemerkung Aufgrund der Eigen-
schaft konnen wir alle topologischen Grundbegriffe wie Stetigkeit, Folgen-
konvergenz, Folgenkompaktheit auf den Begriff der offenen Menge zuriickfiihren.

6.1. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) besteht aus einer Men-
ge X und einer Teilmenge Ox C P(X) seiner Potenzmenge, so dass

(1) (DaX € Ox,
(2) Fiir alle U C Ox gilt YU = Uy U € Ox,
(3) Fiir alle U,V € Ox gilt UNV € Ox.

Die Menge Ox heifit dann Topologie auf X, und ihre Elemente heiflen offene
Teilmengen von X . Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn X\ A offen
ist. Sei x € X und V C X eine Teilmenge mit x € V', dann heiit V' Umgebung
von z, wenn es eine offene Menge U mit x € U C V gibt.

6.2. BEISPIEL. Es sei X eine Menge.

(1) Klumpentopologie: Die Teilmenge Ox = {0, X} C P(X) ist die grobste
Topologie auf X.

(2) Diskrete Topologie: Die Potenzmenge Ox = P(X) ist die feinste To-
pologie auf X.

Die Axiome — lassen sich leicht iiberpriifen.

141
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6.3. BEMERKUNG. In den Kapiteln 2] und [3] haben wir grundsitzlich mit
Umgebungen gearbeitet, wenn es um Fragen wie Konvergenz von Folgen oder
Stetigkeit von Abbildungen ging. Man kann eine Topologie auch durch Angabe
aller Umgebungen charakterisieren. Wir iiberpriifen das in vier Schritten.

(1)

Sei Ox C P(X) gegeben, dann definiert man eine Abbildung U: X —
P(P(X)) durch

x+— U, ={U C X | U ist Umgebung von z}

Um die Axiome aus Bemerkung zu zeigen, gehen wir wie bei den
metrischen Rdumen in Bemerkung vor; dabei benutzen wir an-
stelle der metrischen Bélle die offenen Mengen um einen Punkt x als
Umgebungsbasis. Die Axiome und sind dann einfach.
Seien Vi, Vo € U, und Uy C Vq, Uy C Vs offen mit z € Uy N Uy,
dann ist Uy NUy C V3NV, offen, also V1NV, € U, und es folgt .
Sei V € U, und U offen mit x € U C V, dann folgt , da U €
Uy fiir alle y € U.
Wenn umgekehrt fiir alle z € X die Menge U, der Umgebungen vorge-
geben ist, so dass die Axiome aus Bemerkung [3.1] erfiillt sind, definiert
man offene Mengen wie in Definition [2.8] und erhélt

Ox ={UCX|U€eU, fir allex € U} .

Axiom gilt, denn fiir () ist nichts zu iiberpriifen, und X € U, fiir
allex € X. Sei V C Ox und = € |V, dann existiert V€ V mit x € V
und V € U,. Aus V C |JV folgt |JV € Uy, und somit |JV € Ox; also
gilt . Zu schliellich seien Uy, Us € Ox und x € U; NUs. Aus Uy,
Us € U, folgt Uy NUy € Uy, und somit auch Uy NU; € Ox.
Wenn wir mit einer Topologie Ox auf X starten und Umgebungen
wie in Schritt definieren, kénnen wir wie in Schritt eine neue
Topologie O auf X konstruieren. Falls U € Ox offen ist, folgt U € U,
fir alle z € U, somit U € O%. Also gilt Ox C O.

Sei umgekehrt U" € O%. Da U’ € U, fiir alle z € U’, existiert U, €
U, mit x € U, C U’ und U, € O,. Nun gilt aber

U= J{z}c U U,

zelU zelU

also

U'=|]JU.€0x

zelU

nach Axiom , also gilt auch Ox D O'.. Wir erhalten also unsere
urspriingliche Topologie Ox = O zuriick.
Umgekehrt kénnen wir mit Mengen U, von Umgebungen fiir alle z € X
starten, dann eine Topologie Ox nach Schritt konstruieren, und
erhalten mit Schritt neue Mengen U, von Umgebungen. In diesem
Fall gilt ebenfalls U, = U, fiir alle z € X (Ubung).

Somit sind beide Beschreibungen dquivalent.
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6.4. BEISPIEL. Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Nach Definition [2.43]
ist U Umgebung von x € M, wenn ein € > 0 mit B.(z) C U existiert. Daher
betrachten wir auf M die Topologie

Oy ={U C M| fiir alle z € U existiert € > 0, so dass B:(z) C U} .

Wir nennen Oy die metrische Topologie auf (M,d). Die meisten Topologien
in dieser Vorlesung sind metrische Topologien in diesem Sinne. Nach Bemer-
kung [6.3] erhalten wir so den gleichen Umgebungsbegriff wie in Abschnitt

Es seien (X,0x) und (Y, Oy) topologische Rdume und f: X — Y eine
Abbildung. Wir definieren Stetigkeit bei z wie in Definition [3.2] Dann kénnen
wir stetige Abbildungen auch durch offene Mengen charakterisieren.

6.5. LEMMA. Fine Abbildung F zwischen topologischen Riumen (X, Ox)
und (Y, Oy) ist genau dann stetig, wenn F~Y(V) € Ox fiir alle V € Oy gilt,
wenn also Urbilder offener Mengen wieder offen sind.

BEWEIS. Zu =" sei V € Oy offen, und es sei z € F~1(V). Da V offen ist,
ist V' Umgebung von F(z). Da F bei z stetig ist, ist F'~!(V) Umgebung von z.
Da F~1(V) Umgebung aller z € F~Y(V) ist, ist F~!(V) nach Bemerkung [6.3
offen.

Zu ,<=" sei v € X und V C Y sei Umgebung von F(z) € Y. Dann
existiert eine offene Menge U € Oy mit F(x) € U C V, und nach Voraussetzung
ist F~1(U) offen. Dax € F~1(U) c F~Y(V), ist F~1(V) eine Umgebung von z.
Es folgt, dass F' an jedem Punkt x stetig ist. ([l

6.6. BEISPIEL. Seien X, Y Mengen und (Z,Oz) ein topologischer Raum.

(1) Jede Abbildung F': (X,P(X)) — (Z,0y) ist stetig.

(2) Jede Abbildung G: (Z,0z) — (Y{0,Y}) ist stetig, da G=1(0) = 0
und G~1(Y) = Z offen sind.

(3) Eine Abbildung H: (Y,{0,Y}) — (X,P(X)) ist genau dann ste-
tig, wenn sie konstant ist. Sei H(y) = =z fir alle y € Y, dann
ist H-Y(U) =Y oder H~!(U) = ), je nachdem, ob y € U oder nicht.
Sei umgekehrt H nicht konstant, etwa H(z) = y # v = H(u), dann
wihle U C X mit y € U, v ¢ U. Es folgt H~1(U) ¢ {0, X}, also ist H
nicht stetig.

6.7. BEMERKUNG. (1) Die Identitdt idx: X — X eines topologischen
Raumes (X, Ox) ist immer stetig.

(2) Es seien (X,0x), (Y,0y) und (Z,0z) topologische Rédume und es
seien F': Y — Z und G: X — Y stetig. Wie in Lemma zeigt
man, dass F o G: X — Z dann auch stetig ist. Lemma gilt
entsprechend.

Als néchstes lernen wir zwei Moglichkeiten kennen, um aus bereits bekann-
ten Topologien neue zu konstruieren. Zunéchst erinnern wir uns an Lemma
Sei (M, d) metrischer Raum, und sei D C M eine Teilmenge. Dann ist V' C D
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genau dann Umgebung von x € V in D, wenn es eine Umgebung U von x in M
gibt mit V=DnNU.

6.8. BEMERKUNG. Eine Teilmenge V' C D ist genau dann offen in D, wenn
es eine offene Menge U C M mit U N D = V gibt. Denn wenn solch ein U
existiert, ist U Umgebung aller Punkte x € V = DNU, somit ist V Umgebung
aller x € V nach Lemma Sei umgekehrt V' C D offen, dann finden wir zu
jedem x € V eine Umgebung U, von z in D mit U,ND C V, und nach Axiom
in Bemerkung konnen wir U, offen wiahlen. Dann ist U = (J,y U, offen
in M,undes gilt V=DnNU.

6.9. DEFINITION. Es sei (X, Ox) ein topologischer Raum und Y C X. Die
Unterraumtopologie (oder Spurtopologie) auf Y ist definiert durch

Oy ={VCY| esexistiert U € Ox mit V=UNY}.

Wir nennen (Y, Oy) einen topologischen Unterraum von (X,Ox), wenn Y C X
gilt und Oy die Unterraumtopologie ist.

6.10. BEMERKUNG. Die Axiome - aus Definition fiir Oy lassen
sich auf die Axiome fiir Ox zuriickfiihren.

Die Unterraumtopologie erfiillt eine sogenannte “universelle Eigenschaft” |
die es uns nicht nur erlaubt, stetige Abbildungen nach Y zu charakterisieren,
sondern die Oy sogar eindeutig bestimmt.

6.11. SATZ (Universelle Eigenschaft der Unterraumtopologie). Sei (Y, Oy)
Unterraum von (X, Ox). Dann gilt

(1) Die Inklusionsabbildung v:' Y — X ist stetig.

(2) Sei (Z,0yz) topologischer Raum. Dann ist eine Abbildung F': Z —'Y
genau dann stetig, wenn to F': Z — X stetig ist.

(3) Die Unterraumtopologie ist die einzige Topologie aufY , die erfillt.

BeweEls. Zu () sei U C X offen in X. Dann ist :=1(U) = UNY offen in Y’
nach Definition also ist ¢ stetig.

Zu sei zunéchst F': Z — Y stetig, dann ist to F' nach Lemmaund
ebenfalls stetig. Sei umgekehrt ¢ o F': Z — X stetig und V' C Y offen. Dann
existiert eine offene Menge U C X mit V = U N'Y nach Definition und
es ist F71(V) = F71(471(U)) = (1 o F)~}(U) offen nach Voraussetzung. Also
ist F' stetig.

Zu (3) seien Oy und O zwei Topologien auf Y, die beide (2) erfiillen. Dann
erfiillen sie auch , denn da idy: Y — Y nach Bemerkung stetig ist,
ist nach auch ¢ = toidy stetig sowohl beziiglich Oy also auch beziiglich O,.

Wir betrachten jetzt die Abbildung F' = idy : (Y, Oy) — (Y, 0% ). DaoF =
v (Y,0y) — (X,0Ox) stetig ist, ist F' auch stetig. Fiir alle U € 04 folgt
also U = F~1(U) € Oy, somit gilt Oy D O} Indem wir G = idy: (Y, 0}) —
(Y, Oy) betrachten, sehen wir, dass Oy C O} gilt, es folgt Oy = O%,. O
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Als néchstes betrachten wir das Produkt topologischer Raume (X,Ox)
und (Y, Oy). Es gibt natiirliche Projektionsabbildungen mx, my vom karte-
sischen Produkt X x Y in die Mengen X und Y mit

mx(z,y) =z und  7wy(z,y) =y
fiir alle (z,y) € X xY. Wir suchen eine Topologie Ox xy auf X x Y, so dass mx
und 7y stetig sind. Fiir U € Ox und V € Oy muss dann
T (U)=UxY € Oxyxy und 7y (V)=X xV € Oxxy

gelten, aus Axiom folgt UxV =UXxYNX xV € Oxxy. Wir wihlen Ox«y
also so, dass diese Mengen offen sind und die Axiome - gelten.

6.12. DEFINITION. Seien (X,Ox) und (Y,Oy) topologische Réume. Die
Produkttopologie auf X x Y ist definiert durch

Oxxy ={W C X xY | fiir alle (z,y) € W gibt es
Ue€Ox,VeOymi (z,y) eUxV CW}.

Wieder lassen sich die Axiome - auf die entsprechenden Axiome
flir X und Y zuriickfithren. In Analogie zu Satz formulieren wir nun die
universelle Eigenschaft der Produkttopologie.

6.13. SATZ (Universelle Eigenschaft der Produkttopologie). Seien (X, Ox)
und (Y, Oy) topologische Réiume, dann gilt

(1) Die Projektionen tx: X XY — X und my: X xY — Y sind stetig.

(2) Fiir jeden topologischen Raum (Z,0z) ist eine Abbildung F: Z —
X xY genau dann stetig, wenn nx o F: Z — X undny oF: Z —Y
stetig sind.

(3) Die Produkttopologie auf X x 'Y ist die einzige Topologie auf X XY,

die erfillt.

BEwEIS. Wir hatten Ox«y so konstruiert, dass gilt. Daraus folgt auch
die Richtung ,,—" in . Seien also umgekehrt die Abbildungen nx o F': Z —
X und 7y o F': Z — Y stetig, und sei W C X x Y offen. Um zu zeigen,
dass F~Y(W) offen ist, betrachte z € F~Y(W) und (z,y) = F(z) € W. Nach
Definition [6.12] existieren U € Ox und V € Oy mit x e U,y € V und U x V C
W. Da mx o F stetig ist, ist

FAUxY)=F ' (r{(U)) = (rx o F)"}(U) € Oy
offen. Genauso folgt F~1(X x V) € Oy, da 7y o F stetig ist. Also ist auch
FAUxV)=F Y W UXxY)NFYX xV)eOy,

und F~YU x V) € F~}(W) ist eine offene Umgebung von z € F~1(W). Da
jeder Punkt von F~1(WW) eine offene Umgebung in F~1(W) besitzt, ist F~1(W)
nach Bemerkung offen. Also ist F stetig, und es folgt Aussage .

Der Beweis von ist analog zum Beweis von Satz ()} O
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6.14. BEMERKUNG. Das topologische Produkt ist assoziativ, daher kénnen
wir auf endlichen kartesischen Produkten X = X; x --- x X, die Produkttopo-
logie

Ox ={W c X | fur alle z = (z1,...,2,) € X existieren U; € Ox;
mit z € Uy X --- x U, CW}.

Dann ist eine Abbildung F': Z — X genau dann stetig, wenn die Abbildun-
gen m; 0o F': Z — X stetig sind.

6.15. BEISPIEL. Es trage k™ =k x --- x k fiir k = R oder C die Produkt-
topologie. Fiir einen Punkt x € k™ schreiben wir

z1
x=|: mit z; =mi(z) €k
In

firi=1,...,n. Sei F': Z — k" eine Abbildung, dann schreiben wir F; fiir die
Komponentenfunktion 7; o I': Z — k. Nach Satz ist F' genau dann stetig,
wenn alle Komponentenfunktionen F; stetig sind.

Analog dazu konvergiert eine Folge (aj)ren in k™ genau dann, wenn die
Folgen (m;(a)) konvergieren.

Als n#chstes betrachten wir zusammenhéngende topologische Raume. Mit
Hilfe des Zwischenwertsatzes sehen wir, dass die zusammenhéngenden Teilmen-
gen von R genau die Intervalle sind.

6.16. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit zusammenhdin-
gend, wenn es keine zwei offenen Mengen U,V € Ox mit X = UUV und U # 0,
V 2 () gibt.

Man kann also X nicht in zwei (oder mehr) disjunkte offene Teilmengen
zerlegen. Alternativ ist X genau dann zusammenhingend, wenn () und X die
einzigen Teilmengen sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

6.17. SATZ. FEin topologischer Unterraum von R ist genau dann zusammen-
hdangend, wenn er ein Intervall ist.

Nach Beispiel gibt es einen Homoéomorphismus @ — [-1,1]. Aus

dem obigen Satz folgt dann, dass auch Unterrdume von R genau dann zu-
sammenhéngend sind, wenn sie Intervalle sind.

BEWEIS. Wir zeigen ,,—“ indirekt. Sei A C R kein Intervall. Nach Defi-
nition existieren x,y € A mit x < y und z € R\A mit z < z < y. Nach
Beispiel sind die Intervalle (—o0, z) und (z,00) in R offen. Nach Defini-
tion sind die Teilmengen U = (—o0,2z) N A und V = (z,00) N A ebenfalls
offen und nicht leer, daz € U und y € V. Da 2z ¢ A, gilt A=U UV, also ist A
nicht zusammenh&ngend.
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Zu <= sei I C R ein Intervall. Wére [ nicht zusammenh&ngend, dann
giibe es offene Teilmengen U und V C I mit U # 0, V #@und I = UUV. Wir
definieren eine Funktion f: I — R durch

0 €U, und
f(w)_{l zeV.

Dann ist f stetig, denn fiir alle offenen Mengen W C R ist f~'(W) eine der
offenen Mengen (), U, V oder X = UUV. Auf der anderen Seite gilt 0,1 € im f,
da U # () und V # (). Nach dem Zwischenwertsatz muss f also alle Werte
in [0, 1] annehmen, im Widerspruch zur Konstruktion. Also ist jedes Intervall
zusammenhéngend. O

Die Richtung ,, <= hétten wir auch direkt wie im Beweis des Zwischen-
wertsatzes zeigen konnen. Den Zwischenwertsatz selbst hétten wir dann aus

Satz gefolgert.

6.18. BEISPIEL. Als Intervall ist R = (—o00, 00) zusammenhéngend, Q C R
jedoch nicht. In Beispiel haben wir etwa eine stetige Funktion auf Q mit
Bild {0, 1} konstruiert.

6.19. SATz. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume und F: X — Y
stetig. Wenn X zusammenhdngend ist, dann ist auch imF C Y zusam-
menhdngend.

BeEwEIs. Wire im F' nicht zusammenhéngend, dann gébe es U, V C im F
offen mit U # 0, V # § und imF = U U V. Dann wiren auch F~1(U),
F~YV) € Ox\{0} mit X = F~1(U) U F~1(V). Also wire X dann auch nicht
zusammenhéngend. O

Als Beispiel vergleiche man diesen Satz mit Folgerung Wir konnen
manche Sétze iiber Intervalle auch als Sétze iiber zusammenhingende Men-
gen verstehen, beispielsweise den Zwischenwertsatz selbst oder Fol-
gerung [5.25| ([I). Sp#ter werden wir ein Kriterium benétigen, um zusam-
menhéngende Mengen zu erkennen.

6.20. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit wegzusammen-
hdngend, wenn zu je zwei Punkten x, y € X eine stetige Abbildung ~ : [0, 1] —
X mit v(0) = z und (1) = y existiert. Eine solche Abbildung heiit auch Weg
oder Kurve von x nach y.

6.21. SATZ. Jeder wegzusammenhdngende topologische Raum ist zusam-
menhdngend.

BEWEIS. Sei (X,Ox) nicht zusammenhingend, dann existieren U, V €
Ox\{0} mit X = U UV. Wir wihlen z € U und y € V. Sei v: [0,1] — X
eine Abbildung mit 7(0) = z und (1) = y. Wére v stetig, so wire [0, 1]
nicht zusammenhiingend, da [0,1] = v~1(U) U~~1(V) mit v~ 5(U), v 1(V) €
Ol0,1)\{0}. Also existiert kein Weg von 2 nach y, und X ist nicht wegzusammen-
héngend. U
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6.22. BEISPIEL. Die Umkehrung gilt nicht. Sei etwa

(o)

A

T > 0} U ({0} x [-1,1]) c R?

versehen mit der Unterraumtopologie.

Wir nehmen an, dass es U, V € Ox \ {0} gibt, so dass X = U U V. In der
Unterraumtopologie auf B sind UN B und V N B beide offen. Da B ein Intervall
und daher nach Satz[6.17] zusammenhéngend ist, folgt B C U oder B C V. Sei
etwa B C U. Dann enthélt U eine Umgebung von (0,0) € B, es folgt UN A # ().
Aber auch die Menge A lésst sich durch Inklusion und Projektion 7y o ¢ auf die
erste Koordinate stetig umkehrbar auf das Intervall (0, c0) abbilden. Wie oben
folgt A C U oder A CV, wegen UNA # () also A C U. Aber dann muss V leer
sein, im Widerspruch zur Annahme.

Wir zeigen jetzt, dass es keinen Weg « von (0, 0) nach (%, 1) gibt. Denn sei vy
solch ein Weg, dann wiire die erste Komponente v1 = 71 o ¢ oy nach Satz [6.13]
stetig. Wir setzen tg = 1, so dass 71(tg) = 2. Nach dem Zwischenwertsatz
finden wir fiir n > 1 induktiv ¢, € (0,t,—1) mit v1(t,) = m Nach dem
Monotoniekriterium konvergiert die Folge (¢,) gegen einen Grenzwert ¢,

aber der Grenzwert

2 1
nan;O Ya(tn) = n11—>Hc}o sin - = n11—>Hc}o sin( n2—|— 7T> = lim (—1)"
existiert nicht. Also kann 2 bei to nicht folgenstetig, und daher wegen Satz [3.§]
auch nicht stetig sein. Somit kann es keinen Weg « von (0, 0) nach (%, 1) geben,
der Raum X ist also nicht wegzusammenhéngend.

6.23. BEMERKUNG. Sei allerdings X C R™ offen und zusammenhéngend,
dann ist X auch wegzusammenhéngend. Das liegt daran, dass sich jeder Weg
in X von x nach y zu jedem Punkt z in einer kleinen Umgebung von y verlangern
lisst (Ubung).

Wir erinnern uns jetzt an den Beweis von Lemma |2.15] wonach konvergente
Folgen in R einen eindeutigen Grenzwert besitzen, und an die zugrunde liegende
Eigenschaft aus Bemerkung 2.6

6.24. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X,Ox) hat die Hausdorff-
FEigenschaft, wenn zu je zwei Punkten x, y € X mit x # y offene Men-
gen U,V € Ox mit z € U,y € V und U NV = () existieren. Ein topologischer
Raum mit Hausdorff-Eigenschaft heifit auch Hausdorff-Raum.

6.25. BEISPIEL. (1) Nach Bemerkung [2.6]ist R ein Hausdorff-Raum.
(2) Sei (M,d) ein metrischer Raum, und seien z, y € M mit z # y. Dann
gilt d(z,y) # 0 aufgrund der Positivitit der Metrik. Setze ¢ = £ d(z,y)
falls d(z,y) # oo und € = 1 sonst, und U = B.(x), V = B:(y) € Ou,
dann folgt U NV = () aus der Dreiecksungleichung. Also ist jeder
metrische Raum ein Hausdorff-Raum.
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6.26. BEMERKUNG. In Ubung 3 von Blatt 7 beweisen wir Folgendes.

(1) Jeder Unterraum eines Hausdorff-Raumes ist wieder ein Hausdorff-
Raum.
(2) Jedes Produkt von Hausdorff-Rédumen ist wieder ein Hausdorff-Raum.

Wir definieren Haufungspunkte, Konvergenz und Grenzwerte von Folgen
in topologischen Réumen iiber den Umgebungsbegriff wie in Definition [2.12
Damit ldsst sich Lemma [2.15] auf Hausdorff-Réume verallgemeinern.

6.27. LEMMA. Sei (X, Ox) ein Hausdorff-Raum, und sei (an)nen eine kon-
vergente Folge in X. Dann ist ihr Grenzwert der einzige Hdaufungspunkt und
insbesondere eindeutig bestimmit.

BEWEIS. Sei x € X Grenzwert der Folge (a,) und sei y € X mit = # y.
Dann existieren disjunkte Umgebungen U von x und V von y nach Definiti-
on Da (ay) gegen z konvergiert, gilt a, € U fiir fast alle n € N, somit
gilt a, € V fiir hochstens endlich viele n. Also ist y kein Haufungspunkt, und
erst recht kein Grenzwert der Folge. ([l

6.28. BEISPIEL. Sei X # () eine Menge. Dann konvergiert jede Folge (ay)nen
in X gegen jeden Punkt z € X in der Klumpentopologie {(, X} auf X,
da alle Folgenglieder in der einzigen Umgebung X von z liegen. In der Tat
erfiillt (X, {0, X}) die Hausdorff-Eigenschaft nur, wenn X hochstens ein Ele-
ment enthilt.

Nachdem wir einen topologischen Rahmen fiir den Zwischenwertsatz gefun-
den haben, wollen wir jetzt auch Kompaktheit topologisch beschreiben. Dazu
erinnern wir uns zunéchst an die Definition der Folgenkompaktheit. Wir
geben einen weiteren Kompaktheitsbegriff an, der fiir metrische Rdume mit
Folgenkompaktheit iibereinstimmt. Dazu bendtigen wir zunéichst ein paar neue
Begriffe.

6.29. DEFINITION. Es sei X eine Menge, dann heifit & C P(X) eine Uber-
deckung von X, wenn (JU = X. Sei (X,Ox) ein topologischer Raum, dann
heift eine Uberdeckung U offen, wenn alle U € U offen sind. Eine Uberdeckung
heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Mengen enthilt. Eine Teiliberdeckung
von U ist eine Teilmenge von U, die immer noch eine Uberdeckung von X ist.

Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn er die Hausdorfi-Eigen-
schaft erfiillt und jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Sei schlieflich (M, d) ein metrischer Raum. Die Lebesgue-Zahl einer Uber-
deckung ist definiert als

sup{r > 0 | fiir alle 2 € M existiert U € Y mit B,(z) C U } € {—00}U(0,00] .

Wenn diese Zahl grofler als 0 ist, sagt man auch, dass U eine Lebesgue-Zahl
besitzt.
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Die obige Uberdeckungseigenschaft heiit auch Heine-Borel-Eigenschaft. In
der Literatur wird der Begriff ,, kompakt“ manchmal auch nur {iber die Heine-
Borel- und ohne die Hausdorff-Eigenschaft definiert. Viele der folgenden Sétze
gelten dann immer noch analog, allerdings gilt Lemma [6.36] unten dann bei-
spielsweise nicht mehr.

6.30. SATZ (Lebesguescher Uberdeckungssatz). Es sei (M,d) ein folgen-
kompakter metrischer Raum, dann besitzt jede offene Uberdeckung von M eine
Lebesgue-Zahl.

BEWEIS. Es sei U eine offene Uberdeckung. Jeder Punkt = € M ist in
einer Menge U € U enthalten, und da U offen ist, ist U Umgebung von z,
also existiert 7 > 0 mit B,(xz) C U. Wir definieren Funktionen r: M — (0, o0]
und f: M — (0,1] C R durch

r(z) = sup{r > 0| es existiert U € U mit B,(x) C U }
und f(z) = min{r(z),1} .

Sei Br(z) CU €Y und y € M mit d(x,y) < r(z), dann folgt
Br—d(w,y) (y) C B, ($) cU

aus der Dreiecksungleichung. Nach Ubergang zu den Suprema der Radi-
en gilt r(y) > r(z) — d(z,y). Aber r(y) > r(z) — d(x,y) gilt erst recht,
wenn d(z,y) > r(x), also r(x) — d(z,y) < 0. Durch Vertauschen von x und y
folgt genauso r(x) > r(y) — d(x,y), somit

r(z) —r(y)| < d(z,y) .
Aus Satz [3.8| folgt, dass r und damit auch f stetig ist. Da M folgenkompakt
ist, besitzt f ein Minimum 7 > 0 nach Satz 3.40, Falls » < 1 ist, ist r die
Lebesgue-Zahl der Uberdeckung. Ansonsten ist r = 1 und die Lebesgue-Zahl
ist mindestens 1. g

6.31. SATZ. Ein metrischer Raum M ist genau dann kompakt, wenn er
folgenkompakt ist.

BEWEIS. Zu ,,=—“ nehmen wir an, dass es eine Folge (z,,), in M gibt, die
keinen Haufungspunkt hat. Dann existiert fiir jeden Punkt o € M ein r; > 0,
so dass B, (x) nur endlich viele Folgenglieder enthélt. Wir erhalten eine offene
Uberdeckung

U={B, (z)|zeM}.
Jede endliche Teilmenge von U trifft nur endlich viele Folgenglieder, kann also M
nicht tiberdecken. Also ist M nicht kompakt.

Zu ,,<="* sei U eine offene Uberdeckung von M. Diese Uberdeckung besitzt
eine Lebesgue-Zahl r > 0 nach Satz Wir wéhlen 0 < € < r. Wenn es eine
endliche Teilmenge Z C M gibt, so dass

U Be(w) =M1,

T€Z
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dann wird M bereits von endlich vielen U, € Y mit B.(x) C U und =z € Z
itberdeckt. Da metrische Rdume nach Beispiel Hausdorff-Rdume sind,

sind wir fertig.

Ansonsten konnen wir der Reihe nach Punkte z,, € M fiir alle n € N
wéhlen, so dass d(zy,, zy) > ¢ fiir alle m # n. Aber dann kann die Folge (z,)n,
keine Cauchy-Folge als Teilfolge haben, also auch keinen Haufungspunkt, im
Widerspruch zu unser Annahme. O

Fiir metrische Rdume diirfen wir also die Begriffe ,, kompakt“ und ,,folgen-
kompakt® als Synonyme verwenden. Erst viel spéter im Studium werden Sie
lernen, dass fiir beliebige topologische Rdume der Begriff , kompakt“ stérker ist
als ,,folgenkompakt“. Wir sehen am Ende dieses Abschnitts, dass Teilmengen
des k™ genau dann kompakt sind, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen sind.

6.32. SATZ. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, sei F: X — Y
stetig, sei X kompakt undY ein Hausdorff-Raum. Dann ist im F' C Y ebenfalls
kompakt.

BEwEIS. Als Teilmenge eines Hausdorff-Raums ist im f ebenfalls Hausdorff-
Raum, siche Bemerkung Sei U eine offene Uberdeckung von im(F). Nach
Satz ist F: X — im F stetig. Also ist F~1(U) € Ox fiir alle U € U.
AuBlerdem gilt

X =F Y (imF)= F—1<Uu> =Jrw,
veu
alsoist V = {F~Y(U) | U € U} eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt
ist, gibt es m € N und Uy,. .., U, € U mit
X=FYuy)u---uFYu, .

Zu y € im F existiert z € X mit F(x) = y und k, so dass x € F~1(Uy),
also y € Uy. Es folgt

im(F)=U,U---UU, .
Somit besitzt U eine endliche Teiliiberdeckung. Also ist im F' kompakt. O

Wir verallgemeinern Satz iiber die Existenz von Extrema.

6.33. FOLGERUNG. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten
topologischen Raum besitzt ein Minimum und ein Maximum.

BEWEIS. Sei f: (X,0x) — R stetig und X kompakt, dann ist im f kom-
pakt, also beschrinkt und abgeschlossen nach dem Satz [3.38 von Bolzano-
Weierstrafl. Daher existieren min(im f) und max(im f) in im f, das heift, Infi-
mum und Supremum von f werden angenommen. O

Die né&chste Folgerung zeigt unter anderem, dass kompakte Teilmengen
des k™ stets beschriankt und abgeschlossen sind.
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6.34. FOLGERUNG. Sei (M, d) ein metrischer Raum mit d(x,y) < oo fir al-
lex,y e M, und sei X C M ein kompakter Unterraum. Dann ist X beschrdinkt
und abgeschlossen.

Im Folgenden schreiben wir
Di(x)={yeM |dx,y) <r},

eine alternative Schreibweise ist B<,(x) = D,(z). Wir schreiben D (z) um zu
betonen, dass es sich um einen metrischen Ball in M handelt.

BEWEIS. Die leere Menge ist beschrinkt und abgeschlossen. Fall X # 0,
wahle € X. Nach Beispiel ist die Funktion d(z, - ): X — R stetig, also
nimmt sie ihr Maximum C' € R an. Es folgt d(x,y) < C fiir alle y € X, also

X c DM (z),
also ist X beschriankt nach Definition [2.46

Um zu zeigen, dass X abgeschlossen ist, zeigen wir, dass jeder Punkt z €
M \ X eine offene Umgebung besitzt, die X nicht trifft. Dazu wihlen wir wie
in Beispiel zu jedem x € X Umgebungen U, von x und V, von z
mit U, NV, = 0. Da
U={U,|zeX}
die Menge X iiberdeckt, gibt es endlich viele Punkte =1, ..., x, € X, so dass
XcU:=U, U---Ul,, .

Auflerdem ist
Vi=V,n---nVy,

eine offene Umgebung von z mit U NV = (), also besitzt z eine Umgebung
in M\ X. O

6.35. BEMERKUNG. Der obige Beweis zeigt etwas mehr, ndmlich dass zu
jeder kompakten Teilmenge ¥ C X und jedem Punkt z € X \ Y disjunkte
offene Mengen U, V. C X mit ¥ C U und z € V gibt. Man sagt auch, z
und Y lassen sich durch disjunkte offene Mengen trennen. Genauso lassen sich
zwel disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorff-Raumes durch disjunkte
offene Mengen trennen (Ubung).

Fiir metrische Rdume (M,d) gilt sogar, dass sich je zwei disjunkte abge-
schlossene Teilmengen A, B C M durch disjunkte offene Mengen U, V C M
mit A C U und B C V trennen lassen — aber das beweisen wir hier nicht.

6.36. LEMMA. Fine Teilmenge eines kompakten Raumes ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

BeEWEIS. Es sei (X, Ox) ein kompakter Raum und Y ein kompakter Unter-
raum. Da X ein Hausdorff-Raum ist, folgt wie im Beweis von Folgerung
dass Y abgeschlossen ist, was ,—* beweist.
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Zu ,<="“ sei Y C X abgeschlossen, und sei V eine offene Uberdeckung
von Y. Zu jedem V € V existiert nach Definition [6.9) der Unterraumtopolo-
gie eine offene Menge Uy € Ox mit Uy N'Y = V. Wir erhalten eine offene
Uberdeckung

U={Uy |V eVIU{X\Y}
von X, also existiert eine endliche Teiliiberdeckung U’ von U, und damit auch
eine endliche Teiliiberdeckung

V={VeV| Uy eU}.

von V. Ausserdem ist Y nach Ubung 3 von Blatt 7 ein Hausdorff-Raum, also
kompakt. O

6.37. SATZ. Das Produkt zweier kompakter topologischer Rdume ist wieder
kompakt.

BEWEIS. Seien (X,0x) und (Y,Oy) kompakte topologische Rdume, und
sei U eine offene Uberdeckung von X x Y. Zu jedem Punkt (z,y) € X x Y
existieren dann U, , € U, V., € Ox und W, € Oy, so dass

(2,y) € Vayy x Way CUzy .

Da X kompakt ist, gibt es zu festem y € Y endlich viele Punkte z1, ..., zg, so
dass X =V, 4, U---UV,, .. Setze

Wy:thyﬁ"'mWfEk,yEOY?

dann gilt also

k k

X x Wy € | (Vayy X Wary) € | Vs -
i=1 i=1

Da Y kompakt ist, wird Y von endlich vielen der W), iberdeckt. Also wird X xY

von endlich vielen X x W, und somit von endlichen vielen U, , € U iiberdeckt.

Nach Bemerkung ist X xY ausserdem ein Hausdorff-Raum, also kompakt.

O

6.38. FOLGERUNG. Fiir eine Teilmenge A C k™ sind dquivalent:

(1) A ist abgeschlossen und beschrinkt,
(2) A ist kompakt,
(3) A ist folgenkompakt.

Die Aquivalenz von und heift auch Satz von Heine-Borel, die Aquiva-
lenz von und auch Satz von Bolzano-Weierstrafl. Den Satz von Bolzano-
Weierstrafl fiir n = 1 hatten wir bereits in Folgerung und Satz ken-

nengelernt.

BewEIS. Wir werden in Bemerkung und Satz sehen, dass k"
mit der Produkttopologie aus Bemerkung [6.14] ein metrischer Raum ist. Al-
so folgt = aus Folgerung Sei jetzt A C k™ beschrankt, dann
existiert C' > 0 mit A C (D¢(0))". Als Produkt der kompakten Mengen D¢ (0)
ist (D¢ (0))™ nach Satz kompakt. Ist A abgeschlossen, dann ist A nach
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Lemma auch kompakt, und wir erhalten die Aquivalenz von und .
Die Aquivalenz von und folgt aus Satz 0

6.2. Normierte Vektorriume

Um eine Ableitung fiir Funktionen zwischen Vektorrdumen definieren zu
konnen, miissen wir Léngen von Vektoren messen kénnen. Wir fithren jetzt eine
Klasse von Metriken auf Vektorrdumen ein, die fiir unsere Zwecke besonders gut
geeignet sind.

6.39.

DEFINITION. Eine Norm auf einem k-Vektorraum V ist eine Abbil-

dung ||-||: V — [0, 00], mit den folgenden Eigenschaften:

(1)
(2)
(3)

Positivitit: ||v]| > 0 fiir alle v € V', und |Jv]| > 0 falls v # 0;
Homogenitdt: ||rv|| = |r| - ||v] fir alle v € V und r € k;
Dreiecksungleichung: ||[v + w|| < [Jv]| + ||w]|| fiir alle v,w € V.

Ein normierter Vektorraum (V.| -||) ist ein Vektorraum V' mit einer Norm || - ||.

6.40.

(1)

(2)

3)

(4)

6.41.

BEISPIEL. Wir kennen bereits folgende Normen:

Die p-Norm || - ||, auf R”™ und C" aus Definition insbesondere die
Euklidische Norm || - [|o. Wéhrend Positivitdt und Homogenitét leicht
einzusehen sind, folgt die Dreiecksungleichung aus der Minkowski-
Ungleichung [5.37}

Fiir p = oo definieren wir die Mazimumsnorm || - || oder auch || - || max
U1 V1
= : = max{|vi|,...,|vn|} .
vn oo Un max

Die Supremumsnorm || - ||lsup auf Abb(M;R) und Abb(M;C) fiir jede
Menge M aus Definition [£.4] Fiir einen topologischen Raum M heifit
die Einschriinkung von || - ||sup auf C®(M;k) = C(M;k) auch C°-Norm.
Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Wir haben die LP-Norm
auf R(I;k)/~ in Definition defniert. Dabei ist f ~ ¢ genau
dann, wenn f und g an allen Stellen die gleichen links- und rechts-
seitigen Grenzwerte haben, also f_(z) = g_(x) fiir alle z € (a,b]
und fy(x) = g4+ (z) fur alle x € [a,b). Auf R(I;k)/~ ist die LP-Norm
wohldefiniert und positiv (Ubung). Die Dreiecksungleichung folgt wie-
der aus der Minkowski-Ungleichung (Ubung).

BEMERKUNG. Normen liefern spezielle Metriken auf Vektorrdumen.

Zu jeder Norm || - || auf V' erhélt man eine Metrik d: V x V' — [0, 0]
durch d(v,w) = ||lv — w]|.

Aus der Positivitat folgt die Positivitdt von d, aus Homoge-
nitit (2) die Symmetrie, und aus der Dreiecksungleichung (3) fiir || - ||,
folgt die fiir d.
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(2) Fiir jede solche Metrik gilt ausserdem
dv+z,w+z) =d(v,w) und d(v,v + rz) = |r|d(v,v + x)

fir alle v, w, z € V und alle r € k.
Wenn eine Metrik auf V umgekehrt diese Eigenschaft besitzt, dann
kommt sie von der Norm || - || mit

[o]] = d(0,v) .

Zur Euklidischen Norm gehort die Euklidische Metrik, zur Supremumsnorm die
Supremumsmetrik aus Definition [3.46

Also induziert jede Norm auf V eine Metrik auf V', und nach Beispiel
also auch eine Topologie, die Norm-Topologie.

6.42. BEMERKUNG. Der Raum k™ mit der Maximumsnorm || - || max aus Bei-
spiel tragt die Produkttopologie wie in Bemerkung Fir x =
x

1

(w: ) € k™ gilt nimlich

Br(x):{yek"’|xifyi|<rfﬁri:1,...,n}:Br(azl)><-~><Br(xn).

Das ist ein Produkt offener Mengen, also ist B,(x) in der Produkttopologie
offen.

Sei umgekehrt U Umgebung von z in der Produkttopologie, dann existie-
ren ri,...,7T, > 0, so dass

B, (x1) X -+ X By, (x,) CU .
Setze r = min{z1,...,x,} > 0, dann ist
B,(x) C By (x1) X ++- X By (z,) C U,
also ist U auch Umgebung beziiglich der Maximumsnorm.

6.43. DEFINITION. Zwei Normen ||| und ||-||" auf V heiflen dquivalent,
wenn sie die gleiche Topologie auf V' induzieren.

Es ist leicht zu sehen, dass Aquivalenz von Normen tatséichlich eine Aqui-
valenzrelation ist .

6.44. LEMMA. Zwei Normen ||-|| und ||-||" auf V sind genau dann dquiva-
lent, wenn es Konstanten 0 < ¢ < C gibt, so dass

cllv]| < lv||" < Cljv| fir allev eV .

BEWEIS. Wir bezeichnen die Metriken zu || - || und || - || mit d und d’, und
die zugehorigen Bélle mit B,(v) bzw. Bl.(v). Es gilt also
B,(v) ={weV |dv,w)<r}={v+z |z e B.(0)}.
Wegen Bemerkung reicht es, Bélle um 0 zu betrachten. Wir schlieSen
,<="%“ aus den Inklusionen

Bx(0) C BL(0) C Bx(0) .

Qls
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Insbesondere ist jeder Ball B, (v) in der Topologie zu || - ||’ offen und umgekehrt,
wir erhalten also die gleichen offenen Mengen.

Zu ,=—* iiberlegen wir uns, dass Bs(0) in der Topologie zu || - ||’ offen ist.
Also existiert r > 0 mit
B,(0) C B(0) .
Setze ¢ = 7. Wegen der Homogenitét der Normen folgt
B/(0) C B<(0) fiir alle r >0,

und wir erhalten die Ungleichung c|[v|| < |[v|'. Die zweite Ungleichung folgt
genauso, indem wir die Rollen von || - || und || - || vertauschen. O

Auf unendlich-dimensionalen Vektorrdumen gibt es viele verschiedene, paar-
weise nicht dquivalente Normen. Auf k™ ist das gliicklicherweise anders, wie das
folgende Resultat zeigt.

6.45. SATZ. Alle Normen auf einem endlich-dimensionalen k-Vektorraum
sind dquivalent.

BEWEIS. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass jeder endlich-dimen-
sionale k-Vektorraum V zu k™ mit n = dim V' isomorph ist. Sei F': k™ — V ein
Isomorphismus, und seien || - || und || - ||" zwei Normen auf V', dann erhalten wir
Normen auf k™ durch

lzllr = IF@)l wnd |z]fF = [ F@)]
Aus Lemmal[6.44] folgt, dass || - || und | - ||} auf k™ genau dann dquivalent sind,
wenn || - || und || -||" auf V dquivalent sind. Also reicht es, die Vektorrdume k™
fir n € N zu betrachten. Da Norméquivalenz eine Aquivalenzrelation ist, also

insbesondere transitiv ist, reicht es, eine gegebene Norm || - || mit der 1-Norm
aus Definition zu vergleichen.

Seien
1 0
0 :
e1=1.1,.---,ep=1" e k"
: 0
0 1

die Standardbasisvektoren, dann setze
¢ = max{llea], .., lexll} -

Aus der Dreiecksungleichung folgt fiir v = vie1 + - - - + vpe, induktiv, dass
k k—1

> e <[ we

i=1 i=1

k
<C-) ful=C-
=1

Also gilt ||v|| < C - ||v]; fiir alle v € k™.

<

k—1
+ [lorer]l < C =Y fwil + [ok] - [lell
=1

k
g Vi€
i=1

1
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Aus der Dreiecksungleichung folgt
ol = flwll] < [l —wl| < C+Jlo—w]|

also ist || - || nach Satz[3.8| stetig in der von || - [|; induzierten Topologie auf k™.
Nach Bemerkung ist || - ||1 also stetig in der Produkttopologie.

Fiir die umgekehrte Abschitzung betrachte die Menge

A={vek®||lv]i =1}
={vek"| |v| <1 fiir alle ¢, |v;| = 1 fiir ein ¢} .

Da A abgeschlossen und beschrinkt ist, ist A nach Folgerung [6.38] kompakt
beziiglich der Produkttopologie. Nach Satz nimmt ||-| auf A ein Mini-

mum c an. Da 0 nicht in A liegt, folgt ¢ > 0 aus der Positivitiat von || - ||. Wegen
der Homogenitét der Normen folgt c[[v||1 < ||v|| fiir alle v € k™. Somit ist || - ||
zu || - |1 dquivalent. O

In Zukunft kénnen wir auf k™ also jede beliebige Norm wéhlen und erhalten
stets die gleiche Topologie. Daher sprechen wir nur von der Topologie des k";
nach Bemerkung [6.42] ist das die Produkttopologie auf k™ =k x - - x k.

6.46. LEMMA. Seien (V,||-|v), (W, |- |lw) normierte Vektorrdume. Dann
ist eine lineare Abbildung F:V — W genau dann stetig, wenn

sup{[F@)llw [ v eV, Jully <1} < oo

BEwEIS. Wir gehen wie im Beweis von Lemma vor. Zu ,<=*
sel |[F(v)lw < C fir alle v € V mit |jv|]y < 1. Fir beliebige v, w € V
mit v # w folgt dann

dw (F(v), F(w)) = [|[F(v) = F(w)]lw

=nv—wmeF<

v-w )H <C-dy(v,w),
w

[ —wllv
———
- llv=1

also ist F' stetig nach Satz[3.8

Zu ,==*“ sei F stetig. Da BV (0) in W offen ist, ist auch das Urbild offen.
Also existiert € > 0 mit

BY(0) c F~1 (B (0)) .

Fiir v € V mit |jv|ly <1 folgt also

Also ist das Supremum endlich. O
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6.47. DEFINITION. Seien (V,|-||v) und (W,| - |lw) normierte k-Vektor-
rdume, dann bezeichne L£(V, W) den Raum der linearen Abbildungen von V
nach W. Der Raum aller stetigen linearen Abbildungen wird mit B(V, W) be-
zeichnet. Wir definieren die Operatornorm auf B(V, W) durch

1Fllop = sup{ | E () |w [ v €V, [lvlly <1} .

In der Literatur heiflen stetige lineare Abbildungen auch ,beschrinkte li-
neare Abbildungen®, daher die Bezeichnung B(V,W). Der Begriff ist aber ir-
refithrend, denn fiir uns bedeuet ,,F' beschrinkt* das gleiche wie ,,im F' be-
schrankt®.

6.48. BEMERKUNG. (1) Eine Funktion f: M — N in einen metrischen
Raum N heifit beschrinkt, wenn die Teilmenge im(f) C N beschrinkt
ist. Das Bild einer linearen Abbildung F': V' — W zwischen normierten
Vektorrdumen ist nur beschrankt, wenn F' die Nullabbildung ist. Eine
lineare Abbildung F ist genau dann stetig, wenn das Bild im (F | BY (0))
der Einheitskugel beschrankt ist.

(2) Sei V = k™ endlich dimensional und F: k™ — W linear mit ||F(v)|| <
oo fiir alle v € V. Dann existiert C' > 0 mit ||F(e;)|lw < C fiir i = 1,
..., n. Wie im Beweis von Lemma6.45|schliefen wir, dass ||[F(v)||w <
C'||v]|1. Insbesondere ist jede lineare Abbildung F': k™ — W stetig.

(3) Der Raum L(k™ k™) = B(k",k™) ist zum Vektorraum My, , (k)
der m x n-Matrizen isomorph. Insbesondere ist er endlich-dimensional.
Nach Satz [6.45 ist die Operatornorm beziiglich zweier beliebiger
Normen auf k™ und k™ also #dquivalent zu jeder anderen Norm

auf £(k", k™).

6.49. LEMMA. Es seien U, V, W normierte Vektorriume und F € B(V, W),
G € B(U,V) stetige lineare Abbildungen. Dann ist F o G stetig mit

1E" 0 Gllop < [[Fllop - 1Gllop -

BeEwEIs. Fiir u € U mit |Jul|gy <1 gilt
G(u
el = le@iy-[F(7EE8)| <16k 1Pl O
[l )
———

€Dy (0)
Wir erinnern uns an die Begriffe Cauchy-Folge und metrische Vollsténdig-
keit aus Definition [2.49]

6.50. DEFINITION. Ein Banach-Raum ist ein vollstdndiger normierter Vek-
torraum.

6.51. BEISPIEL. Wir kennen bereits einige Banach-R&ume.
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(1) Die Rédume k™ sind Banachrdaume. Sei dazu || - || eine beliebige Norm
auf k™. Wie im Beweis von Satz ist jede Cauchy-Folge in k™ be-
schrankt und nimmt daher Werte in einem Kompaktum D¢ (0) an. Also
existiert nach Folgerung[6.38| eine konvergente Teilfolge. IThr Grenzwert
ist dann bereits der Grenzwert der ganzen Cauchy-Folge.

(2) Fiir jede Menge M und n € N ist der k-Vektorraum Abb(M, k"), ver-
sehen mit der Supremumsnorm aus Definition vollsténdig. Denn
sei (fn)n eine Cauchy-Folge in Abb(M, k), dann ist (f,(z))y fiir al-
le z € M eine Cauchy-Folge, konvergiert nach also gegen einen
Wert f(z) € k™. Also konvergiert (f,) gegen f: M — k", und zwar
gleichméfig.

(3) Sei (M,d) ein metrischer Raum, dann ist der k-Vektorraum C(M, k™)
der stetigen Abbildungen von M nach k™ mit der Supremumsnorm
vollstindig. Denn nach hat jede Cauchy-Folge in C(M,k™) einen
Grenzwert in Abb(M, k™). Nach Satz ist der Grenzwert eine ste-
tige Abbildung, also ein Element in C(M, k™).

6.3. Differenzierbare Abbildungen

Wir definieren einen geeigneten Ableitungsbegriff fiir Abbildungen zwischen
normierten Vektorrdumen, die totale Differenzierbarkeit. Wir erinnern uns dazu
an die Charakterisierung der Differenzierbarkeit von Funktionen in einer reellen
Variablen in Lemma . Wir kénnen die Bedingung

f(xzo+h) = f(xo) +a-h+h-r(h) und fllii%r(h) =0

auch umformulieren als

iy o) o f@oth) — flzo) —a-h
h—0 |h| h—0 ’h‘

Der Grenzwert hier wie auch im Folgenden ist Grenzwert einer Funktion im
Sinne von Definition [3.19] Insbesondere ist h = 0 ausgeschlossen. Es sei k = R
oder C.

6.52. DEFINITION. Es seien (V,|-|v) und (W, ] -|w) normierte Vektor-
rdume, U C V offen und g € U. Eine Abbildung F': U — W heifit total
differenzierbar bei xy mit totaler Ableitung A € B(V, W), wenn

F(zo+ h) — F(xg) — A(h)

lim =0.
h—0 RV
6.53. BEMERKUNG. (1) Anstelle einer Zahl ist die Ableitung hier eine
lineare Abbildung, da sie aus dem Vektor h € V' einen Vektor A(h) €
W in N
F h)—F — A(h
R(h) = (wo +h) — Fwo) = A(h) _ 4,

[12llv
machen muss. Wir miissen fordern, dass A stetig ist, um spéter Lem-
ma und die Kettenregel beweisen zu kénnen. Falls V = k”
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und W = k'™, kénnen wir die totale Ableitung als Matrix A €
M5 (k) auffassen und A - h fiir A(h) schreiben.

Aquivalent hétten wir schreiben kénnen
|[F(zo + h) — F(zo) — A(h)|lw _

lim =0.
h—0 1Allv

Denn dazu muss man zeigen, dass zu € > 0 ein § > 0 mit ||R(h)|w <
e fiir alle h € BY(0) \ {0} existiert. Da U genau dann Umgebung
von 0 in W ist, wenn ein ¢ > 0 mit BY(0) C U existiert, ist der
obige Grenzwert genau dann 0, wenn der entsprechende Grenzwert in
Definition [6.52] verschwindet.

Die totale Ableitung ist eindeutig. Denn wéren A, B € B(V, W) totale
Ableitungen bei xg, dann wire

0— hm(F(:Eo—l-h)—Fo(m)—A-h
h—0 |y
_ F(zo+h) — Fo(z) —B-h)
1Pl
. (A-=DB)(h) . ( h >
=lim ——~=1m(A—-B
e T SN
Da auch fiir h — 0 das Argument W alle Vektoren der Lénge 1

in V' durchlauft, folgt aus der Linearitéit von A — B, dass A — B =0,
also A = B gilt. Wir diirfen also F’(x¢) fiir die totale Ableitung bei
schreiben. In der Literatur finden sich auch dF,,, DF(xo) und &hnliche
Schreibweisen.

Falls V endlich-dimensional ist, zum Beispiel V = k", ist es nach
Satz egal, welche Norm || - ||y wir in Definition benutzen.
Falls W endlich-dimensional ist, ist es fiir die Existenz des Limes egal,
welche Norm || - ||y wir wihlen. Aulerdem ist dann jede lineare Ab-
bildung von V' — W stetig nach Bemerkung . Im Allgemeinen
héngt totale Differenzierbarkeit aber von den Normen || - ||y und || - ||w
ab.

BEISPIEL. (1) Jede konstante Abbildung ist total differenzierbar
mit totaler Ableitung 0.
Jede stetige lineare Abbildung F' € B(V,W) ist total differenzierbar
an allen Stellen zg € V' mit totaler Ableitung F', denn

[ F(zo + h) — F(xo) — F(h)

lim HW:limO:O.
h—0 ||h||V h—0

Beispiele sind neben Matrizen A € M,,xn(k), A-k™ — k™ zum Beispiel
die linearen Abbildungen

d b
%:ck“(p,k)—w’f(p,k) und /:(R([a,b],k),||-|sup)—>k.
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(3) Das Produkt F': k* — k mit (§) +— zy ist auf ganz k? differenzierbar
mit totaler Ableitung (yo,z0) € Mix2(k), denn fiir h = (§) € k? gilt

() (3)-m )
= (xo+7)(yo + ) —Toyo — Yo — TS =71 - 5,
und beziiglich der Maximumsnorm auf k? gilt
lim |r - s| o |r - s|
h—0 ||Al|max  h—0 max{|r|,|s|}

lim min{]r|, |s[} = 0

6.55. PROPOSITION. Seien V, W normierte k- Vektorrdume, U C V offen,
seien F', G: U — W bei xg € U total differenzierbar, und seien r, s € k. Dann
ist rF +sG: U — W bei xg € U total differenzierbar mit

(rF + sG) (zo) = rF'(x0) + sG' (o)

BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus Definition [6.52 O

6.56. LEMMA. Sei F': U — W bei xg € U total differenzierbar, dann ist F
bei xq stetig.

BEWEIS. Wir benutzen Satz [3.23] Es sei wieder
F(xo+h) — F(xo) — F'(z0)(h)
Allv

R(h) =

Fir z € U gilt
lim F(z) = Ign% F(zo+h) = ]llin%)(F(:co) + F'(z0)(h) + ||h|lv R(h)) = F(x0) .

T—T0

Also ist F' bei xq stetig. 0

6.57. SATZ (Kettenregel). Es seien X, Y, Z normierte Vektorrdume, U C
X,V CY offen, G: U =Y sei bei xg € U total differenzierbar mit G(xg) € V,
und F: V. — Z sei bei G(xg) total differenzierbar. Dann ist FoG: G=Y(V) — Z
bei xq total differenzierbar mit

(F o G (20) = F'(G(x0)) o G (o) € B(X, Z) .

BEWEIS. Da G nach Lemma stetig ist, ist G71(V) eine offene Umge-
bung von xg. Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, diirfen wir davon ausge-

hen, dass im(G|y) C V.
Wir setzen yg = G(xg) und schreiben wieder
G(xo + h) = G(z0) + G'(w0)(h) + ||h] x R(h)
und  F(yo + k) = F(yo) + F'(yo) (k) + [klly S(k) ,
dann lassen sich R, S bei 0 durch 0 stetig fortsetzen. Aufferdem sei

k(h) = G'(x0)(h) + [Ihl[x R(h) ,
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dann konvergiert auch k(h) gegen 0 fiir h — 0, da G’ und R stetig sind. Ein-
setzen ergibt

(F'o G)(wo+h) — (FoG)(xzo) — (F'(G(x0)) o G'(x0))(h)
= F(yo + G'(z0)(h) + |l x R(h)) — F(yo) — F'(y0)(G' (w0) (h))
= F'(y0)(G'(z0) () + [Pl x R(R)) + [|k(B) [y S (k () — F" (y0)(G' (o) (h))
= [hllx F'(yo) (R(R)) + [[k(R)ly S (k(R)) -
Da G'(x0) stetig und linear ist, gilt
Wy _ G @) (B)ly
IPllx = llhllx

<[G" (zo)llop

+||R(h)|ly < C < o0
—

—

fiir eine geeignete Konstante C' und alle kleinen h € X. Jetzt folgt unsere
Behauptung aus Bemerkung , denn

iy |(E 2 G) (o +h) — (F 0 G)(z0) — (F'(yo) © G'(x0)) (h) |2

h—0 7]l x
i 1121l F' (yo) (R(R)) + [[k(R)ly S (k(h))]| ,
h—0 17 x
< iy 1) -+ i (I sy 1) <o
- — 17| ——
<C
wobei wir die Stetigkeit von F’(yg), R, S und k bei 0 benutzt haben. O

Wir haben bereits einige wichtige Rechenregeln fiir die totale Ableitung
bewiesen. Dennoch fehlt es uns an brauchbaren Methoden, um totale Differen-
zierbarkeit einer gegebenen Funktion zu zeigen und ihre Ableitung anzugeben,
siehe etwa Beispiel . Zu diesem Zweck fithren wir jetzt Richtungsablei-
tungen und partielle Ableitungen ein. Anschlieffend beweisen wir, dass eine
Abbildung F': U — R™ mit U C R" bei ¢ € U total differenzierbar ist, wenn
die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von x( existieren und stetig sind.
AuBlerdem konnen wir die partiellen Ableitungen als ,Spalten der Ableitungs-
matrix* F'(zg) auffassen. Da sich partielle Ableitungen mit den Methoden aus
Kapitel 5 ausrechnen lassen, kénnen wir dann endlich auch totale Ableitungen
bestimmen.

Es seien wieder V, W normierte Vektorrdume, U C V offen, x9 € U
und F': U — W eine Abbildung. Fiir jeden Vektor v € V beschreibt die
Abbildung v,: R — V mit 7,(t) = x¢ + tv eine Gerade durch zy mit Rich-
tungsvektor v. Da 7, stetig und U offen ist, existiert € > 0 mit 7, (t) € U fur
alle t € (—¢,¢).

6.58. DEFINITION. Falls die Abbildung F' o 7,: (—¢,6) — W bei 0 total
differenzierbar ist, heit 9, F (zg) = (F o ~,)'(0) € W die Richtungsableitung
von F' bei xg in Richtung v € V.
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6.59. BEMERKUNG. (1) Wenn F bei x( total differenzierbar ist, dann
gilt
OpF(x0) = (F 0 7)'(0) = F'(0)(7,(0)) = F'(w0)(v)
nach der Kettenregel Das gleiche gilt in diesem Fall fiir jede
Abbildung v - (—¢,¢) — U mit v(0) = x¢ und v/(0) = v.
(2) Es kann sein, dass F' Richtungsableitungen bei zp in alle Richtun-

gen v € V besitzt, obwohl F' bei x¢ nicht total differenzierbar ist. Als
Beispiel betrachte die Funktion f: R? — R mit

3 2
y® —3yz
f (Z) _ W falls (g) ?é 0, und
0 falls (¥) = 0.
Fir v = (‘g) € R? berechnen wir bei 2y = 0 die Richtungsableitung
d (at)® — 3(at)(bt)?
Oy ==
f(w0) = G li-o ( (at)? + (bt)?
_d | . a® —3ab*\ _ ala+ v/3b)(a — v/3b)
~dt =0 a?+b ) a? + b?
Fiir die Vektoren v1 = () und vy = (\{g) erhalten wir 9, f(0) =
Op, f(0) = 0. Ware F total differenzierbar, dann wére die Abbil-
dung v +— 9, f(0) = f'(0)(v) linear. Da vy, v2 eine Basis von R? bilden,
wiirde 8, f(0) = 0 fiir alle v € R? folgen. Aber es ist fir w = (§)

beispielsweise 0y, f(0) = 1 # 0. Also ist f bei xg = 0 nicht total diffe-
renzierbar, obwohl alle Richtungsableitungen existieren.

Es sei nun V = k™. Wir bezeichnen die Einheitsvektoren mit

1 0
0 :
a=|.[e=]
0 1

6.60. DEFINITION. Es sei U C R"™ offen, W ein normierter Vektorraum,

x €U und F: U — W eine Abbildung. Die Richtungsableitungen

OiF(x) = 0, F(x) e W

heiflen die partiellen Ableitungen von F an der Stelle . Wenn alle partiellen
Ableitungen an der Stelle x existieren, heifit F' partiell differenzierbar in x.
Wenn alle partiellen Ableitungen auf ganz U existieren, heifit F' auf U partiell
differenzierbar. Wenn alle partiellen Ableitungen 0;F: U — W auf ganz U
existieren und stetig sind, heifit U stetig partiell differenzierbar. Der Raum
der stetig partiell differenzierbaren Funktionen auf U mit Werten in W wird
mit C!(U, W) bezeichnet.

Anstelle von 0;F(x) schreibt man auch %

oder F';, siehe auch den Kommentar nach Bemerkung [6.64
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6.61. BEMERKUNG. Aus der Existenz der partiellen Ableitungen bei x kann
man nicht auf die Existenz aller Richtungsableitungen oder gar auf totale Dif-
ferenzierbarkeit von F schlieBen. Betrachte etwa f: R? — R mit

2yz
; <y> ) falls (%) #0, und
: 0 falls (¥) =0.
An der Stelle zyp = 0 gilt 9 f(0) = 92f(0) = 0, aber f ist nicht stetig bei 0,

denn es gilt
f r\ J1 firr#0, und
r) )0 firr=0.
Umso erstaunlicher ist das folgende Resultat.

6.62. SATZ. Sei U C R" offen, und sei F': U — R™ auf U stetig partiell
differenzierbar. Dann ist F auf ganz U stetig differenzierbar, und die Abbil-
dung F': U — L(R™ R™) ist stetig.

BEWEIS. Wir betrachten zunichst nur den Spezialfall m = 1. Sei x € U,
dann existiert € > 0, so dass beziiglich der Maximumsnorm

D.(z) = {y e R" | max{|y1 —1|,...,[yn — 20|} <} CU.
Betrachte h € D.(0) und fiir £ =0, ...,n die Punkte
x1+ hy
i x 4:—h
—z+ > hieg=|" """ [eB
ooy = ok her= | T | € B@
Tn

mit zg) = x und x(,) = = + h. Wir wenden den Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung auf die Funktion f: [0,1] — R mit

fuoy () = f(x@—1) + thiey)
an und erhalten 75, € (0,1), so dass
F@wy) = F@-1) = fry) (1) = f)(0) = [l () = P - O f (Ewy)
mit {) = T (k1) + Tkhrex € Be().
Wir setzen A(x) = (01f(x),...,0,f(z)): R* — R an und erhalten
flz+h) = f(x) - Az)(h)

= (Flegy) = fag-n) = b - O f ()
k=1

- th (O f (Ewy) — O S ()

k=1
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Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen J f auf U stetig, also folgt
}llii% (O f (&) — Ok f(x)) =0
fiir alle k = 1,...,n, da {4 € Be(z) fiir alle h € R™ mit [|h]|max < €. Es folgt

[f(x+h) = fz) = A(z)(h)]

lim
h—0 |2/l max
n | P _
<N 1 |0 f(Ery) — Of(x)| =0
= N——
<1

Also gilt f'(x) = A(x). Da die Komponentenfunktionen dif von [’ alle stetig
sind, ist auch

FiU = L(R™,R) 2 M,y (R) = R"

stetig nach der universellen Eigenschaft der Produkttopologie, siehe Bemer-
kung [6.14

Damit ist Satz [6.62] im Spezialfall m = 1 bewiesen. Der allgemeine Fall
ergibt sich aus dem folgenden Resultat. g

Fiir eine Funktion F': U — R™ schreiben wir F; = m; o F': U — R fiir ihre
Komponentenfunktionen, siehe Beispiel

6.63. LEMMA. Sei U C V offen. Eine Abbildung F: U — R™ ist genau dann
bei x € U total differenzierbar, wenn ihre Komponentenfunktionen Fi,..., Fn,
bei x total differenzierbar sind. Entsprechendes gilt, wenn man ,total differen-
zierbar bei x“ durch ,partiell differenzierbar bei x“ oder ,stetig partiell diffe-
renzierbar auf U “ ersetzt.

BeEwEIS. Wir iiberlegen uns, dass die Funktion R: B.(0) \ {0} — R™ mit
F(z+h) — F(z) — F'(z)(h)
12]lv

wegen der universellen Eigenschaft der Produkttopologie genau dann stetig
durch R(0) = 0 fortgesetzt wird, wenn das fiir die Komponentenfunktionen

Ej(x + h) — Fj(z) — (mj 0 F(x))(h)
12]lv

gilt. Also ist F' genau dann bei x total differenzierbar, wenn alle F; total diffe-
renzierbar sind, und es gilt Fj(z) = m; o F'(x).

R(h) =

Rj(h) = (mj o R)(h) =

Genauso zeigen wir die Aussage fiir ,,partiell differenzierbar®. Um die Aus-
sage fiir ,stetig partiell differenzierbar“ zu beweisen, benutzen wir analog,
dass 0;F genau dann stetig ist, wenn die Komponentenfunktionen 0;F; =
mj o (0;F) stetig sind. O
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6.64. BEMERKUNG. (1) Wenn umgekehrt F': U — M, ,,(R) stetig ist,
dann existieren die partiellen Ableitungen 0;F = F'(-)(e;) wie in Be-
merkung und sind stetig. Also ist ,stetig partiell differen-
zierbar® dquivalent zu ,stetig total differenzierbar“, und wir sagen in
Zukunft oft kurz ,stetig differenzierbar®.

(2) Aus Satz und Lemma folgt auch, dass wir die Ableitung F’
einer Funktion F': U — R™ mit U C R™ als Matrix

oFy - O.F)
F,(*'E) = (ajFi(x»i,j = € Mm,n(R
OF,, -+ OnFm

schreiben konnen. Diese Matrix heif3t auch Jacobi-Matriz von F an
der Stelle z.

Andere gebrauchliche Schreibweisen fiir die partiellen Ableitungen der Kom-
ponentenfunktionen sind

OF;
= 7, (z) = Fij(z) .

Die letztere Schreibweise ist etwas uniibersichtlich und fiir den Anfang daher
nicht zu empfehlen. Oft ist es sinnvoll, den Index fiir die Ableitungsrichtung
hoch zu setzen, etwa in aF}. Wir schlieen uns dieser Praxis hier nicht an, um
Verwirrung zwischen Indizes auf der einen und Exponenten auf der anderen

Seite auszuschliefien.

0;F;(x)

6.4. Hohere Ableitungen

In diesem Abschnitt definieren wir hohere Ableitungen differenzierbarer
Funktionen. Als erstes sehen wir, dass Ableitungsrichtungen mehrfach stetig
differenzierbarer Funktionen vertauschen. Wir beweisen eine htherdimensiona-
le Taylor-Formel und leiten Kriterien fiir Extrema her.

Essei U C V offen und F: U — W total differenzierbar. Dann ist F': U —
B(V,W) eine Abbildung in den Vektorraum B(V, W), versehen mit der Ope-
ratornorm || - [|op aus Definition beziiglich der gegebenen Normen auf V'
und W. Fiir V = R” und W = R™ ist B(V, W) = My »(R) = R™" endlich-
dimensional, so dass die Operatornorm nach Satz zu jeder anderen Norm
auf B(V,W) dquivalent ist. Falls V' oder W unendlichdimensional ist, gilt das
nicht mehr.

6.65. DEFINITION. Wir definieren induktiv die héheren Ableitungen einer
Abbildung F': U — W wie folgt.

(1) Esist F ) = F: U — W, und F ist O-fach differenzierbar auf ganz U.
(2) Essei g € U. Wenn F auf einer Umgebung von x k-fach differenzier-
bar ist und die (k 4 1)-te Ableitung

F® (29) = (FW) (w0) € B(V,...,B(V,W) )
—

k+1—mal



6.4. HOHERE ABLEITUNGEN 167
existiert, dann ist F' im Punkt xo (k + 1)-fach differenzierbar.

Wenn die k-te Ableitung auf ganz U existiert und stetig ist, heifit F' k-fach ste-
tig differenzierbar. Der Raum der k-fach stetig differenzierbaren Abbildungen
von U nach W wird mit C*(U, W) bezeichnet. Wenn F*) fiir alle k € N existiert,
heilt F' unendlich oft differenzierbar. Der Raum der unendlich oft differenzier-
baren Abbildungen wird mit C*°(U, W) bezeichnet. Fiir C*(U, R) und C*>(U,R)
schreibt man auch kurz C*(U) bzw. C*(U).

Es sei vq,...,v; € V Vektoren, U C V, und F': U — W sei k-fach differen-
zierbar. Wir schreiben

Oy -+ Oy F(20) = Dy (- - (O, F) - - - ) (o) = F® (o) (wp, ..., 01) € W .
Sei V. =R" und iy, ...,i; € {1,...,n}, dann schreiben wir
_ O'F

fiir die hoheren partiellen Ableitungen von F. Wenn F' sogar k-fach stetig dif-
ferenzierbar ist, kommt es auf die Reihenfolge der Vektoren v, ..., vy bzw. der
Indizes i1, ...,k nicht an, wie wir in Satz [6.68| sehen werden.

8ZkZ1F($O) = 8eik e aeilF ew

6.66. BEMERKUNG. Die hoheren Ableitungen sind multilinear, das heif3t,
fiir jedes j € {1,...,k} und alle vy, ..., v, vé- € V und alle r, s € k gilt

F® (z)(vr,...,705 + svf,...,vp)
=rF® (@) (vi,...,v5,...,00) + sF® (@) (vr,... 0, vp)
Denn aufgrund der Linearitét der einfachen Ableitung ist
F®) (z)(vy,... , TV 4 sV, )
— Dy Oy s (r&,jF(j_l)(-)(vl, 1)
+ 50y FUD () (u,.., uj_l)) ()

Die Konstanten r und s kénnen wir wie in Proposition [5.9] an den einzelnen
Ableitungen vorbeiziehen, und erhalten so schliellich die obige Behauptung.

6.67. SATz (Mittelwertsatz fiir die zweite Ableitung). Sei U C V und f €
C%2(U). Es seien 2o € U und v, w € V, so dass

A={zo+sv+tw|s,tel0,1]} CU.
Dann existiert £ = xg + ov+ 71w € A mit o, T € (0,1), so dass

flzo+v+w)— f(xo+v) — flwo+w) + f(20) = w0 f(§) -

BEweErs. Wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
zunéchst auf die Funktion g: [0, 1] — R mit

9(s) = f(zo + sv+w) — f(zo + sv)
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an und erhalten o € (0,1) mit
g'(0) = g(1) = 9(0) = f(zo +v+w) = f(zo +v) = fwo +w) + f(z0) -
Aus der Kettenregel folgt andererseits
9'(0) = (Ouf)(z0 + ov + w) — (Ouf) (w0 + 0v) .
Wir wenden den Mittelwertsatz noch einmal auf die Funktion A: [0,1] — R mit
h(t) = (Ouf)(xo + ov + tw)
an und finden ein 7 € (0, 1), so dass
h'(t) = h(1) — h(0) .
Auf der anderen Seite gilt nach der Kettenregel
B (1) = 0w (0y f)(z0 + ov + TW) .
Mit & = g + ov + 7w erhalten wir schliellich
Ow(0uf)(§) = h(1) = h(0) = (9uf) (w0 + ov + w) — (0u f) (20 + oV)
=9(1) —9(0)
= f(zo+v+w)— f(zo +v) — flzo +w) + f(zo) - O

Auf den ersten Blick scheinen Faktoren wie (a — b) aus Satz hier zu
fehlen, in Wirklichkeit sind diese aber in den Richtungsableitungen enthalten.
Fiir v = (b—a) - e; € R! kénnen wir die Aussage in Satz umschreiben als

f®) = f(a) = f1(€)(b—a) = (9uf)(&) -

6.68. SATZ (Schwarz). Es sei U C V offen und F € C*(U,R™). Fiir alle x €
U und v, w eV gilt dann

0u0uF () = 900y F () .

BEWEIS. Es sei zunédchst m = 1. Da U offen ist, existiert zu jedem x € U
ein r > 0, so dass BY (r) C U. Wihle ¢ < , dann folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass

__r_
lollv+lwlv

d(z,z + sv+tw) = ||sv + tw||y <r
fiir alle s, t € [0, €]. Nach Satz existieren & = v+ s;v+t;w mit s;, t; € (0,¢)
fiir i = 1,2, so dass
1
8vawF(§l) - gaevaewF(gl)

Fz4+ev+ew)— F(z+ev) — F(z+ew) + F(x)
2

€
1
= ?aswast(£2) = awavF(£2) .
Sowohl &; als auch & hingen von € > 0 ab, und es gilt

limé& =limé = .
e—0 e—0
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Aus der Stetigkeit der zweiten Ableitungen folgt
OpOu F(x) = liH(l) OO F(&1) = lin% OwOyp F(&2) = 00, F () .
e— e—
Der allgemeine Fall m > 1 ergibt sich wieder aus Lemma [6.63 U

6.69. BEMERKUNG. Dieser Satz gilt nur, wenn die zweiten Ableitungen

nicht nur existieren, sondern auch stetig sind. Man betrachte etwa die Funkti-
on f:R? — R mit

3 3
Yyz—zy "
- [E woe
0 fiir (g) =0
Wir erhalten stetige erste Ableitungen %5 und %. Die zweiten partiellen Ablei-

2 a2
tungen adz afy und % existieren auf ganz R?, stimmen im Nullpunkt aber nicht

iiberein (Ubung).

Da partielle Ableitungen auch Richtungsableitungen sind, kann man die

Indizes i1,...,i € {1,...,n} im Ausdruck % beliebig vertauschen. Ins-
AN T

besondere kann man sie ,,sortieren, so dass i1 < --- < 1. Jetzt kommt es nur

noch darauf an, wie oft jede Zahl zwischen 1 und n unter den Indizes auftaucht.
Man schreibt dann beispielsweise

PF . OF
53 fiir .
&Qil 8[132 81‘1 a$18l‘281’2 a$2
Wenn man viele hohere partielle Ableitungen zu betrachten hat, empfiehlt es
sich, sogenannte Multiindizes o = (o, ..., ap) € N® zu verwenden. Die Linge
eines Multiindex « ist definiert als || = )" | o;. Wir schreiben jetzt
olel p Horttan
ore Ot - Qe

in unserem obigen Beispiel hétten wir also den Multiindex a = (2, 3). Fiir die
Taylorformel brauchen wir auch die Abkiirzungen

[0}

z® =it xgn

o und al=aop! ! .

Schliellich konnen wir auch Mehrfachsummen zusammenfassen:

k k- k—ay——anp_2
Z:ZZ Z mita,=1—a; — —ap_1
la|=k  a1=0a2=0 an—1=0
k k—ay k—ay——an_1
wmd ) =3 > )
la|<k a1=0 as=0 an=0
Beispielsweise lidsst sich die Binomialformel fiir n = 2 verallgemeinern zu

(Ubung)

|
(14 +x,)k = Z k—"xo‘.

e
|la|=Fk
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6.70. SATz (Taylor). Es sei U C R™ offen, k > 0 und F' € CF1(U,R™).
Fir x € U und v € R™ so, dass x +tv € U fir alle t € [0, 1], gilt
ol v®
Flz+v)=)_ (2) - 7 + Risa(2,0)

oz
|| <K

wobes

1 ak+1F v
Rk+1($,v):/0 | lzk;rl o (x +tv) - —'(1—t) dt .

Falls m =1 existiert 7 € (0,1), so dass

ot v
Rpy1(z,v) = 50 (x 4+ Tv) - o
|a|=k+1

BEwEIS. Die ersten beiden Gleichungen diirfen wir komponentenweise
fiir F; mit j € {1,...,m} betrachten. Wir nehmen daher m =1 an. Essei I C R
ein offenes Intervall mit [0,1] C I, so dass = + tv € U fiir alle ¢t € I. Dann be-
trachten wir die Funktion f: I — R mit

F(t) = F(z + tv) .

Aus der Kettenregel folgt induktiv, dass f (k + 1)-fach differenzierbar ist
mit

o7 j!
() (4) — g AR
) |Z» ) L,
al=j
denn
3, IF !
G+ 4y — 2 il Jo
P = g 3 Gt gy
al=j
OF !
ler|=j
O'F it .
la|=7 =1
§ItLE G+ 1) g
= Z W(l’ +t'l)) . TU s
|Bl=5+1

hierbei entsteht § aus «, indem «; fiir die zusétzliche Ableitung nach z; um
1 erhdht wird. Da der gleiche Multiindex (8 aus verschiedenen Multiindizes «
entstehen kann, kommt der entsprechende Ausdruck insgesamt

3 j! Z” (j + 1)
1 mit 5;>0 61 (ﬁ ) ﬁl - '
\,_/
=1Bl=5+1

mal vor.
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Aus dem Satz von Taylor fiir Funktionen in einer Variablen ¢ folgt

F(z+v)=f(1) = / ka) —t)kdt

a\alp e okl e
-y 5 (:”)'OAJ“/O S S et -t
lo| <k |a|=k+1

Die dritte Gleichung ergibt sich analog mit dem Lagrange-Restglied aus Folge-

rung [5.67} O

Das Lagrange-Restglied funktioniert nicht fiir m > 1, da wir dann fiir jede
Komponente F; von F mit j = 1,...,m eine andere Zwischenstelle 7; € (0, 1)
bekamen.

Der Ausdruck

|al o
Py =Y Ll O
laf <k
heifit auch Taylor-Polynom von F vom Grad k im Punkt x. Falls F' unendlich
oft differenzierbar ist, betrachten wir die Taylor-Reihe
olF v
dre T ar

Diese Reihe hat abzihlbar viele Summanden, wir konnen ihre Glieder also durch
natiirliche Zahlen indizieren. Wenn die so entstehende Reihe (komponentenwei-
se fir F1,...,F,,) absolut konvergiert, ist es nach dem Umordnungssatz [2.69
egal, in welcher Reihenfolge wir summieren. Uber die genaue Gestalt des Kon-
vergenzbereichs, das heiflt, der Menge der v € R", fiir die die Reihe konvergiert,
wollen wir uns keine Gedanken machen.

6.71. DEFINITION. Es sei F' € C*°(U,R™) und zy € U. Wenn es r > 0 gibt,
so dass die Taylor-Reihe von F' bei zg fiir alle v € B,.(0) konvergiert und
ol e

are ol

F(zo+v) =

gilt, lasst sich F' bei zg in eine Potenzreihe entwickeln.

Falls sich F' an jedem Punkt z¢p € U in eine Potenzreihe entwickeln lésst,
heifit F' reell analytisch. Der Raum aller reell analytischen Abbildungen von U
nach R™ wird mit C¥(U;R™) bzw. C*(U) bezeichnet.

Sei eine Abbildung F': U — R™ durch eine konvergente Potenzreihe
F(x) = Z Co T mit ¢, € R™ fiir alle «

«
gegeben, dann ist diese Potenzreihe zugleich die Taylor-Reihe von F', und das
Taylor-Polynom vom Grad k im Punkt 0 ist gerade Z| a|<k Ca % mit 8‘ lF (0) =

a!cq € R™ (Ubung).
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BEisPIEL. Wir geben die Taylor-Reihe der Funktion
f <z> = cos\/y? + 22

im Nullpunkt an, indem wir /%2 + 22 in die Potenzreihe der Cosinus-Funktion
einsetzen, und erhalten

2, 2(k—1)

(1) =S =Sy ()

k=0 k=0 1=0
Es sei F': U — W eine Abbildung, g € U und h: U — R eine Funktion
mit A(z) > 0 fir x # x9. Wir kennen bereits das Landau-Symbol O:
F=0() <= [[F)lw<C-h(z)

fiir alle # in einer Umgebung von xg, mit C' < oo. Fiir die néchste Folgerung
benétigen wir das Landau-Symbol o mit

F
F=o0(h) <= lim M:O.
z—zo  h(zx)
Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit lim,_, 4, h( z)=01in W.

6.72. FOLGERUNG. Es sei U C R" offen, xg € U und F € C*(U,R™). Dann
qgilt

olelp v
Fzg+v)= Y oo (20) * — + Ry (0, v)
o<k '

mit Ry41(x0,v) = O(HUHI\?)

BeEwEIS. Wir nehmen zunéchst m = 1 an. Fiir k£ = 0 folgt die Behauptung
aus der Definition der Stetigkeit. Fiir & > 1 wenden wir den Satz von
Taylor mit k£ — 1 anstelle von k£ an, und erhalten fiir alle v € R™ wie im Satz
ein 7 € (0,1) mit

ol v okr okr v®
F(zo+v) = Z oy (zo) - a7 Z (8 —(wo +TV) — 50 (370)) ik

! al
|| <k o=k

Da die k-ten partiellen Ableitungen stetig sind, gilt

nm(8|aF (20 + 70) — OF (x0)> ~0

v—0\ Oz oz

fiir alle Multiindizes « der Lange k. Auflerdem ist ﬁ beschréinkt fiir alle v €

R™\ {0}, also folgt die Behauptung fiir m = 1. Fiir m > 1 benutzen wir wie
immer Lemma [6.63l t
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Diese Folgerung gilt analog selbstverstéindlich auch im eindimensionalen,
und ist sogar etwas priziser als Bemerkung Das werden wir im Beweis
von Lemma [6.74] ausnutzen.

Wir wollen jetzt die erste und zweite Ableitung einer Funktion f € C%(U)
benutzen, um lokale Extrema zu finden. Die zweite Ableitung f” ist eine sym-
metrische Bilinearform auf V' nach Bemerkung und Satz [6.68} Sie heifit
auch Hesse-Form und wird durch die symmetrische Hesse-Matrix

02 f 02 f
0x10x1 T 0x10Tn
Hy = : : : U — M,(R)
02 f 02 f

gegeben, falls V =R". Fiir x € U und v, w € R” gilt dann
f'@)(v,w) =o' Hy(w) - w.

6.73. DEFINITION. Eine symmetrische Bilinearform B auf einem reellen
Vektorraum V' heiit positiv semidefinit (oder kurz nicht-negativ, B > 0),
falls B(v,v) > 0 fiir alle v € V', und positiv definit (oder kurz positiv, B > 0),
wenn B(v,v) > 0 fiir alle v € V'\ {0} gilt. Sie heifit negativ (semi-)definit (B < 0
bzw. B < 0), wenn —B positiv (semi-)definit ist.

Wir erinnern uns an die Definition der Determinante. Sei A € M, (k) ei-
ne quadratische Matrix, und sei S(n) die Gruppe aller Permutationen von n
Elementen, also die Menge der bijektiven Abbildungen der Menge {1,...,n} in
sich. Jede Permutation o € S(n) hat ein Vorzeichen signo = +1, je nachdem,
ob ¢ aus einer geraden oder ungeraden Zahl von Vertauschungen entsteht. Die
Determinante von A = (a;;);; ist gegeben durch

det A = Z sign o ﬁ Qio (i) -
i=1

ceS(n)
Speziell fir n =1, 2, 3:
ail a2
det(a11) = a11, det = aj1a99 — a12021,
(a11) 11 <a21 a22) 11022 12021

ail a2 ais
det | @21 age ag3 | = arnazeass + aisazzazy + aizasiase
asl az2 ass
—@a12022031 — (11023032 — 412021033 .
Zum Berechnen groflerer Determinanten eignet sich zum Beispiel der Gauf-
Algorithmus.

Eine symmetrische Bilinearform B auf R™ mit der Matrix A = (a;)i;
mit a;; = B(e;,ej) ist genau dann positiv definit, wenn die Determinanten
aller Teilmatrizen der Form

aip - Q1k

agr - Qg
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positiv sind.

Als Folgerung aus der Taylorformel geben wir zwei notwendige und ein
hinreichendes Kriterium fiir die Existenz lokaler Extrema an.

6.74. LEMMA. Es sei U C V offen, x € U und f € C*(U).

(1) Falls k > 1 und f bei xq ein lokales Extremum besitzt, gilt f'(xg) =

(2) Falls k> 2 und f bei xq ein lokales Minimum besitzt, gilt f"(x¢) >

(3) Falls V endlich-dimensional ist, k > 2, f'(zo) = 0 und f"(x¢) >0 g
besitzt f bei xg ein strenges lokales Minimum.

Entsprechende Kriterien existieren fiir lokale Mazima.

Beweis. Wir koénnen und auf eindimensionale Analysis zuriick-
fiihren.

Zu sei v € V beliebig. Wir betrachten die Funktion g: (—¢,¢) — R mit
g(t) = f(zo + tv) ,
dabei e > 0 so klein, dass xo+tv € U fir alle t € (—¢,¢). Aus Lemmafolgt
0=g'(0) = f'(z0)(v) -
Da v beliebig war, folgt daraus f/(z¢) = 0.

Zu nehmen wir an, dass v € V mit f”(zg)(v,v) < 0 existiert, und
konstruieren g wie oben. Es folgt g € C%((—¢,¢)) mit

§'(0) = 2 (7o + )()) = [ (20) (v,) < 0.

Nach Folgerung [5.68] nimmt g bei 0 ein strenges lokales Maximum an, im Wi-
derspruch zur Annahme, dass f bei zq ein lokales Minimum besitzt.

Zu wéhlen wir einen linearen Isomorphismus ¢: R®™ — V und betrach-
ten fortan die Funktion f o ¢: R"™ — R, 0.B.d.A. sei also bereits V = R".
Auf R" diirfen wir nach Bemerkung die Euklidische Norm verwenden.
Es sei S"~1 c R” die Einheitskugel.

Die Abbildung ¢g: S"~ ! — R mit
9(v) = f"(z0)(v,v)

ist stetig, und es gilt g(v) > 0 fiir alle v € S™! nach Voraussetzung.
Da S~ ! abgeschlossen und beschrinkt ist, ist S”~! nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl folgenkompakt. Nach Folgerung [6.33] existiert
e= min g(v) = min{ f”(aco)(v,v) ‘ lv]| = 1}
veSn—1
und es gilt € > 0. Da U offen ist und da Rs(zo,v) = o(||v]|?;) nach Folge-
rung existiert § > 0, so dass Bs(zo) C U und |Rs(xo,v)| < §|lv||* fiir
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allev € Bs(0) \ {0}. Nach Folgerung gilt dann

|| @
f(l'o + ’U) = Z aaajj (l’o) . % + Rg(l‘o,v)

<2

1 «— 8%f

= f(wo) + 5 1 m(mo) v;vj + R3(z0,v)

1,j=
= Jw0) + 37" (o) (0,0) + Ra(zo,v)

Aufgrund der obigen Abschitzungen gilt

1
— f"(x0)(v,v) + R3(wg,v) >0
2 — —
>ellv]? >—5|lv]?
fiir alle v € Bs(0) \ {0}. Es folgt f(xo +v) > f(xo), somit hat f bei zg ein

strenges lokales Minimum. O

6.75. DEFINITION. Es sei U C V offen und f: U — R bei x € U differen-
zierbar, dann heifit x kritischer oder singulirer Punkt, wenn f’(x) = 0, und
reguldr sonst.

6.76. BEMERKUNG. Es sei A C V Teilmenge eines normierten Vektor-
raums V. Wie in Bemerkung kommen nur folgende Punkte z € A als
lokale Extremstellen einer Funktion f: A — R in Frage:

(1) Randpunkte z € A, also Punkte mit B,(z) ¢ A fur alle » > 0 , siehe
Definition [2.3]

(2) innere Punkte, an denen f nicht differenzierbar ist, und

(3) kritische Punkte von f, also innere Punkte = € A, an denen f differen-
zierbar ist mit f/(x) = 0. Falls f in einer Umgebung eines kritischen
Punktes x zweifach stetig differenzierbar ist, muss dariiberhinaus f”(x)
semidefinit sein.

Der Nachsatz unter (3) hat kein Pendant im eindimensionalen, wo f”(z) € R
stets semidefinit ist.

Folgerung [5.6§ gilt analog auch fiir Funktionen f: U — R mit U C R",
dabei bedeutet f((z) > 0 jetzt

F (@) (v,...,v) >0 firalle veR"\{0}.
Dazu muss n gerade sein, denn fiir ungerade n folgt
f(n)(x)(_v7 T —'U) = (_1)nf(n)(x)(v, ERR) U) = _f(n)(x)(v7 s U)
aus Bemerkung

Aber auch falls n gerade ist, und f(D(z) = .. = f=D(z) = 0 gilt,
muss f("(z) kein einheitliches Vorzeichen haben, wie in den Beispielen

(g) —y? — 2% und <‘Z> oyt — 4y 2t
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Wir wollen jetzt das Verhalten einer Funktion f € C?(U) mit U C R
in der Né&he eines kritischen Punktes x € U studieren. Dazu sei ||- || = |- ||2
die Euklidische Norm auf R™. Wir erinnern uns an den Satz iiber die Haupt-
achsentransformation: sei B: R® x R” — R symmetrische Bilinearform, dann
existiert eine Orthonormalbasis (vi,...,v,) von R" mit B(v;,vj) = 0 fir al-
lei,j €{1,...,n} mit i # j. Mit anderen Worten ist B diagonal beziiglich der
Orthonormalbasis (v, ..., vp).

Wir setzen \; = B(v;,v;) und nehmen an, dass A\ < --- < ), ansonsten
sortieren wir die Basis (vy,...,v,) entsprechend um. Es gilt

n n
B(v,v) :Z)\ia? fiir U:Zai-vi .
i=1 =1

Die Vektoren wi,...,v, sind bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt,
falls \; # Aj fur alle ¢,5 € {1,...,n} mit i # j.

6.77. FOLGERUNG. Es sei U C R”, f € C?>(U) und x € U ein kritischer
Punkt von f. Dann existieren \i,...,A\p, € R mit \y < -+ < X\, und eine
Orthonormalbasis (v, ...,v,) von R™, so dass

1 n n
flx+v)=f(z)+ 3 Z Na? +o(|v)|?)  fir alle v = Z a;v;
i=1 i=1
mit x+v eU.

Beweis. Wir wenden die Hauptachsentransformation auf die symmetrische
Bilinearform f”(x) auf R™ an. O

6.78. BEMERKUNG. Die Zahlen Ay < --- < )\, sind gerade die Eigen-
werte der Hesse-Matrix Hy(z), die Vektoren v1, ..., v, sind dazugehorige Ei-
genvektoren. Wir kénnen Aq,..., A, als Hauptkrimmungen und v1,...,v, als
Hauptkrimmungsrichtungen des Graphen I'(f) € R™*! von f auffassen. Sei et-
wa v = aiv1 + - - - + anv, ein Einheitsvektor, dann ist a% 4+ 4 a% = 1. Entlang
der Geraden ¢ — x + tv hat I'(f) bei = die Kriimmung

d2

p7e] flx+tv) = 83,Uf(x) = Z Nia? .
=1

t=0

Insbesondere gilt stets
A <03, f(x) < A

Wir betrachten speziell den Fall n = 2. Wenn \; = Ao gilt, wird der
Graph I'(f) durch eine Kugel mit Radius ﬁ gut angendhert, bzw. durch eine

Ebene, falls A\; = Ao = 0.

Falls A\; < Ao, so ist die Kriimmung bei x in Richtung v; minimal und in
Richtung vo maximal. Man beachte, dass v1 und vs immer senkrecht aufeinander
stehen. Falls 0 < A; < A2 oder A\; < A2 < 0, so wird I'(f) durch ein Ellipsoid
gut angenihert, falls A\ < 0 < Az, durch ein parabolisches Hyperboloid, und
falls Ay = 0 oder Ay = 0 gilt, durch einen Zylinder. ,Gut angendhert* soll
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bedeuten, dass das jeweilige Flachenstiick das gleiche Taylorpolynom vom Grad
2 bei z hat wie f.

6.5. Lokale Umkehrbarkeit

Es seien X, Y normierte Vektorrdume und U C X offen. Wir nennen ei-
ne C'-Abbildung F: U — Y lokal C'-umkehrbar bei € U, wenn es Umge-
bungen U’ von x und V' von y = F(x) gibt, so dass F|y: U — V eine C!-
Umkehrabbildung G: V' — U besitzt. Aus der Kettenregel folgt sofort

id = (idy)'(x) = (G o FY(x) = G'(y) o F'(a)
und analog I'(x) o G'(y) = id,, also ist die Ableitung F'(x) € B(X,Y) stetig
umkehrbar mit G/'(y) = (F'(x))~' € B(Y,X). Wir werden schen, dass diese
notwendige Bedingung fiir lokale C'-Umkehrbarkeit auch hinreichend ist.

Im folgenden konnen wir problemlos mit unendlich-dimensionalen Vek-
torrdumen arbeiten, was wir daher auch tun werden.

6.79. DEFINITION. Seien U C X und V C Y offen. Eine C*-Abbil-
dung F: U — V heiBt C*-Diffeomorphismus, wenn F eine Umkehrabbil-
dung G € CYV,U) besitzt. Analog definiert man C*- und C¥-Diffeomor-
phismen.

6.80. BEISPIEL. (1) Seien I,.J C R offene Intervalle, dann ist f: I — J
genau dann ein C!-Diffeomorphismus, wenn f € C(I,J) surjektiv ist
und f’(x) # 0 fiir alle x € I. Das folgt aus dem Umkehrsatz |5.28

(2) Eine invertierbare, stetige lineare Abbildung L € B(X,Y) ist genau
dann ein Diffeomorphismus, wenn L~! wieder stetig ist. Falls X und Y’
endlich-dimensional ist, ist das automatisch der Fall, falls L nur inver-
tierbar ist.

(3) Die komplexe Exponentialfunktion ist ein C*°-Diffeomorphismus exp:
{z|Im z € (—m,m)} — C\ (—00, 0] mit

exp(z + iy) = e*(cosy + isiny) und
exp 1(z) =log|z| +iarg 2,

wobei das Argument arg: C\(—o0, 0] — (—m, 7) den Winkel zwischen =z
und der positiven reellen Achse misst.

Wir verallgemeinern zuniichst die Umkehrregel Ab sofort seien X, Y
Banachrdume, d.h. vollstdndig normierte Vektorrdume.

6.81. SATZ. FEs seien U C X und V CY offen, und F: U — V sei bei x €
U total differenzierbar mit stetig umkehrbarem Differential F'(x) € B(X,Y).
Wenn F eine Umkehrabbildung G besitzt, die bei y = F(x) stetig ist, dann
ist G bei y total differenzierbar mit Ableitung G'(y) = F'(z)~!.

Wenn F stetig total differenzierbar ist, eine stetige Umkehrabbildung G be-
sitzt und F'(z): X — Y fir alle x stetig umkehrbar ist, dann ist F ein C-
Diffeomorphismus.
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BEWEIS. Es sei v € X hinreichend klein, so dass x +v € U, dann schreiben
wir
F(z +v) = F(x) + F'(z)(v) + R(v)
mit R(v) = o(||v]|) nach Bemerkung (). Fiir w € Y hinreichend klein
mit y + w € V schreiben wir G(y + w) = x + v und setzen

S(w) = —F'(2) " (R(Gly + w) - G(y)) -

=x+v =z
dann gilt
S(w) = ~F'(@)" (F(Gy +w) = Fla) =F/(x) - (Gly +w) ~ G(w)) )
=ytw Yy
= —F'(z) " (w) + Gy + w) — G(y) ,
somit

Gy +w) =G(y) + F'(x) " (w) + S(w) .

Da F'(x) stetig umkehrbar ist, ist die Operatornorm ¢ = || F’(z) ™}/ op end-
lich. Wir wéhlen r > 0 so, dass

vtvel wd RO, < ololx
fiir alle v € BX(0) gilt; das geht, da R(v) = o(||v]|x). Wegen der Stetigkeit
von G existiert s > 0 so, dass
y+weV  und Gy +w)—Gy)|x <r
fiir alle w € BY (0). Fiir solche w folgt
1S(w)llx < [ (2) " lop - IR(G(y + w) — G))lly

LG +w) — GW)lx

< -
2

daher auch
IG(y +w) = Gy)llx = [|F'(z) " (w) + S(w)|Ix
< e+ flully + 5160 + w) - Gy)lx .

also
1G(y +w) = Gy)llx < 2¢- [wly .
Aus der Definition von S folgt fiir w € BY (0) \ {0}, dass

[S(w)llx I ()| [R(G(y +w) —GW)lly [IGly+w)—Gy)llx
Jwlly — PGy +w) - Gy)llx |w|ly
g 1ROy
vl x
mit v = G(y + w) — G(y). Da ||v||x < 2c||w||y, folgt
i 15y _ oo RO _
w—0 ”wHy v—0 HU”X

Also ist G bei y total differenzierbar mit Ableitung G'(y) = F’(z)~!.
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Da G'(y) das Inverse von (F' o G)(y) ist und F’ und G stetig sind, reicht es
zu zeigen, dass das Invertieren von stetig umkehrbaren linearen Abbildungen
stetig ist, um die stetige Differenzierbarkeit von G zu erhalten. g

Es bezeichne Iso(X,Y) C B(X,Y) die Menge der stetigen und stetig um-
kehrbaren linearen Abbildungen, und Inv: Iso(X,Y) — Iso(Y, X) das Invertie-
ren, also Inv(A4) = A1,

Lineare Abbildungen A: k" — k™ werden durch Matrizen dargestellt, und
wir haben Iso(k", k™) = GL, (k) C M, (k). Sei A € M,(R) die Adjunkte von A,
dann gilt die Cramersche Regel

1 ~
Inv(A) = A"! = A.
nv(4) det A
Sowohl det A als auch die Eintréige von A sind Polynome in den Eintréigen
von A, daher ist die Inversenbildung Inv: G, (k) — G/, (k) stetig fir k = R

oder C. Zum Berechnen der Inversen gibt es effizientere Verfahren, etwa den
GauB-Algorithmus.

Fiir Isomorphismen zwischen Banachrdumen X und Y gehen wir anders
Vor.

6.82. LEMMA. Es seien X, Y Banachriume. Dann ist Iso(X,Y) offen
in B(X,Y) in der Operatornorm-Topologie, und Inv: Iso(X,Y) — Iso(Y, X)
15t stetig.

BEWEIS. Es sei A € Iso(X,Y). Da A™! dann stetig ist, gilt ¢ = ||A7||op <
oo nach Lemma Setze r = 1. Wir wollen zeigen, dass B,(A4) C Iso(X,Y),
woraus folgt, dass Iso(X,Y) in B(X,Y) offen ist. Sei dazu B € B(X,Y)
mit ||B|lop < 7. Wir betrachten die Neumann-Reihe

e .

Z(_A_lB)ZA_l )

=0
eine Potenzreihe im Endomorphismus —A~1B € B(X, X), mit Partialsummen

k .
Cp=> (-A7'B)A™".
i=0

Es sei s = || — A7 B||op, dann folgt

5 < A opll Bllop < c-7 =1
nach Lemmal[6.49] Nach Beispiel gilt fiir die geometrische Summe mit k < ¢,

dass

¢ . ‘¢ gkl _ g+l c skl
[Ce=Cillop < D° I1=A7 Bl A op = D se= g e < T .
i=k+1 i=k+1

Also ist (Cf) eine Cauchy-Folge im Raum B(Y, X) mit der Operatornorm.
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Man kann zeigen, dass B(Y, X) ein Banachraum ist, und daraus folgern,

dass
o0

C=lim Cp, =) (-A'BYA '€ B(Y,X).

k—oo 2
=0

Dazu sei zunéchst w € Y \ {0} beliebig, dann gilt

o0 (i)

k+1

cs
< llwlly - 1ICk = Cellop < T— llwlly -

Also ist (Ck(w))ken eine Cauchy-Folge in X fiir alle w € Y. Da X als Banach-
raum vollstandig ist, existiert

C(w) = klgilo Cr(w) e X .

1Ck(w) = Co(w)[x = [lwlly -

‘ X

Die Abbildung C: Y — X ist linear und auch stetig nach Lemma da
. , c
|Cllop = sup{ tim [ICk(w)llx | fuwlly <1} < lim [[Cillop < —— < o0
k—00 k—oo 1-—s
wie oben.

Wir betrachten die Teleskop-Summe
k
Cr-(A+B)=)Y ((-A'B)' = (-A'B)"*!) =idy —(-A"'B)"
i=0
und erhalten
C-(A+B) = lim Cy-(A+ B) =idx - lim (—ATIB)M! —idy ,

und genauso (A4 B)-C = idy. Also ist C' die inverse Abbildung zu A+ B: X —
Y, insbesondere ist A+ B stetig invertierbar Da B mit || B||op < 7 beliebig war,
folgt B,(A) C Iso(X,Y).

Es bleibt zu zeigen, dass Inv bei A stetig ist. Dazu sei ||Bllop < <7 =1

c?
dann folgt

25
A+B)y ' =AY, = Ii _ O<i _c9
I(A+ B) lop = lim [[Cy = Collop < 7—— < 77—

und zu jedem ¢ > 0 existiert 6 € (0,7), so dass fjg(s < e. Es folgt, dass Inv auf
ganz Iso(X,Y) stetig ist. O

6.83. BEMERKUNG. (1) Mit Hilfe von Lemma kann man schlie-
Ben, dass ||-||x und v — ||A(v)|y genau dann dquivalente Normen
auf X sind, wenn A und A~! stetig sind. Wegen Lemma ist al-
so Iso(X,Y) C B(X,Y) genau die Menge der linearen Homéomorphis-
men von X nach Y, also die Menge der Isomorphismen von X und Y
als topologische Vektorrdume.

(2) In der Konstruktion von C' = (A + B)~! haben wir nur ausgenutzt,
dass X vollsténdig ist. Mit diesem Trick kénnen wir allgemeiner zeigen,
dass B(Y, X) vollsténdig ist, wenn X vollsténdig ist.
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Der folgende Satz ist das Kernstiick im Beweis des lokalen Umkehrsatzes.

6.84. SATz (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (M, d) ein vollstindiger me-
trischer Raum mit d(z,y) < oo fir alle x,y € M, und F: M — M eine \-
kontrahierende Abbildung mit 0 < X\ < 1, das heifst, es gilt d(F(x), F(y)) <
Ad(z,y). Dann besitzt F' genau einen Fizpunkt, das heifit, es gibt genau einen
Punkt x € M mit F(x) = x.

BEWEIS. Zunéchst seien x und y € M Fixpunkte von F', dann folgt
d(z,y) = d(F(z), F(y)) < Ad(z,y) < oo
mit A < 1, also d(z,y) = 0. Somit gilt x = y, und es gibt hochstens einen
Fixpunkt.

Sei jetzt 9 € M beliebig, dann konstruieren wir induktiv eine Folge (zf)ren
mit
g1 = F(xg) fiir alle k e N.
Es sei ¢ = d(xg,21) < oo, dann folgt induktiv d(zy, 2541) < ¢ - A¥, denn
d(z, Tpr) = d(F(zp—1), F(x1)) < M(xp_1, 1) < X- AL

Wir schliefen daraus, dass (zj) eine Cauchy-Folge ist, denn fiir £ < ¢ gilt

/-1 -1
, e — X\ cAF
< i T < E =
d(l‘k,ﬂf@) = v d($17x1+1) = gt ) c 1\ < 1)\’

und limk_,oo% =0,da0< <1

Da M nach Voraussetzung vollstindig ist, konvergiert (xj)r gegen einen
Grenzwert z. Da F kontrahierend ist, ist F' insbesondere stetig nach Satz [3.8]
und es folgt

F(z) = lim F(x) = lim 2341 =2,
k—o0 k—o0

also ist x der gesuchte Fixpunkt. O

Wir haben in Folgerung bereits einen anderen Fixpunktsatz kennen-
gelernt. Wihrend der vorliegende Satz auf metrischen Argumenten beruht, ist
Folgerung [3.31] ein Spezialfall des rein topologischen Brouwerschen Fixpunkt-
satzes. Auflerdem wird hier der Fixpunkt als Grenzwert einer Folge explizit
konstruiert, wihrend Folgerung |3.31] eine reine Existenzaussage liefert.

6.85. BEMERKUNG. Es sei X ein Banachraum. Wir bené6tigen den Banach-
schen Fixpunktsatz fiir den metrischen Raum C(B;X (0), DX (0)) mit der Supre-
mumsmetrik

dsup(A, B) = sup {dx (A(z),B(z)) | z € B,),((O)} .
Daher zeigen wir jetzt in mehreren Schritten, dass dieser Raum vollsténdig ist.
(1) Jede Cauchy-Folge in DX (0) konvergiert in X, da X vollstindig ist.

Da DX (0) in X abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert bereits in DX (0).
Also ist DX (0) vollstindig.
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(2) Es sei M ein metrischer Raum und (Gy,), eine Folge stetiger Abbil-
dungen G,,: M — DZX(0). Wenn (G,,),, eine Cauchy-Folge beziiglich
der Supremumsmetrik ist, existiert zu jedem ¢ > 0 ein ng, so dass

dsup(Gm, Gn) < €
fiir alle m,n > ng. Fir alle x € M folgt dann
dx (Gm(2),Gn(2)) < dsup(Gm,Gn) < €.

Also ist (Gp(z)), fiir jedes € M eine Cauchy-Folge in DX (0), und
konvergiert daher nach gegen einen Punkt G(z) € DX(0).

(3) Die Folge (G,),, konvergiert gleichmiBig gegen G': M — DX (0), denn
aus folgt

dx (Gn(z),G(x)) = nlLIrolodX(Gm(x)’G”(x)) <e

fir alle m > ng und alle z € M. Wegen Folgerung [3.49| ist die Grenz-
funktion G stetig. Also konvergiert jede Cauchy-Folge in C(M, DX(0)),
also ist dieser Raum vollsténdig.

Fiir M = B;X(0) erhalten wir die gesuchte Behauptung.

Der folgende Satz sagt, dass eine differenzierbare Abbildung mit beschrank-
tem Differential iiber endliche Distanzen nicht beliebig weit auseinanderliegende
Werte annehmen kann.

6.86. SATZ (Schrankensatz). Es sei U C X offen, F: U — Y total dif-
ferenzierbar mit ||[F'(z)|op < C fir alle x € U. Es seien x,y € U Punkte
mit (1 —t)x +ty € U fir alle t € [0,1]. Dann gilt

1F(y) = F(x)lly <C-lly —z|x .

BEwEIs. Wir setzen v = y — 2 € X und fixieren € > 0. Da U offen ist,
existiert zu jedem t € I = [0,1] ein 6(¢) > 0, so dass (1 — t)x + ty + sv =
x+ (t+ s)v € U und

Flx+ (t+s)v) = F(z +tv) + s F'(x + tv)(v) + Re(s)
mit ||Ry(s)]ly < ellsv|x = ¢e|s]||v]|x fiir alle s € (—=6(%),(t)).

Die Intervalle I, = (t — §(¢),t + d(t)) N I sind offen in I und iiberdecken I.
Da I nach dem Satz[3.38 von Bolzano-Weierstral kompakt ist, besitzt die offene
Uberdeckung {I; | t € I} eine endliche Teiliiberdeckung {I;,, ..., I;, } nach dem
Satz von Heine-Borel, siehe Folgerung[6.38, Wir diirfen annehmen, dass I, ¢ I
fiir ¢ # j, und dass t; < --- < t,. Dann existieren 0 = t() < t; <t} <--- <t, <
th=1mitt; € ;, NI, fir1<i<n-—1.

Denn wiire Iy, , N 1I;, = (), dann géibe es ein ¢’ € (t;_1,t;) mit ¢’ ¢ I;, | UL,
also t' € I, fiir ein k ¢ {i — 1,7}. Im Falle k < i — 1 wiirde dann §(t;) >
ti—1 —tg +06(ti—1) und I, , C I, im Falle k > ¢ entsprechend I;, C I, folgen,
im Widerspruch zur obigen Annahme.
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Aus der obigen Abschéitzung folgt
F(z +tjv) — F(z +t;_v)
= (F(z +tjv) — F(z + tiv)) — (F(z + tj_v) — F(z +tv))
= (t; —ti ) F'(x +10)(v) + Ry, (t; — ti) — Ry, (ti 1 — ta)
mit
1Ry, (8 — ti) — e, (tiq — ti)lly
< e([t; —ti] + [t — tia]) llvllx = e(t; = ti_)vllx -
Daraus folgt

1E(y) = F(@)lly <) IF(@ + tiv) = Fla +ti,0)]
i=1

n
<D (=) (| (@ + tw)llop +&) [[0llx
i=1 -
< (C+e)lly—zlx -
Da das fiir alle € > 0 gilt, folgt die Behauptung. O

Falls Y = R ist, ldsst sich der Schrankensatz auch auf den Mittelwert-
satz der Differentialrechnung zuriickfiithren, angewandt auf die Funkti-
on f(t) = F(x + tv). Fiir beliebige Y ,ersetzt“ der Schrankensatz in manchen
Argumenten den Mittelwertsatz.

6.87. SATZ (Umkehrsatz fiir differenzierbare Abbildungen). Es seien X, Y
Banachriume, U C X offen, F € CYH(U,Y) und zo € U, so dass F'(x9): X — Y
stetig umkehrbar ist. Dann existiert eine Umgebung U’ von x¢ in U, so dass
die Abbildung F|y: U' — V' =im(F|y:) eine Umkehrabbildung G € CL(V',U")
besitzt.

Bewers. Wir diirfen annehmen, dass zop =0 € X und F(zg) =0 in Y gilt.
Andernfalls betrachten wir die Abbildung

x— F(xg+x)—1yo.
Auflerdem diirfen wir X =Y und F’(x¢) = idx annehmen, andernfalls betrach-
ten wir die Abbildung

z = F'(20) ™! (F(2)) -

Es sei also 2o = 0, F(0) = 0 und F’(0) = idx. Dann schreiben wir
F(z) = F'(0)- o +R(z)  mit R(x) = of 2] .
I
dann ist R € CY(U, X) mit
R'(x)=F'(x) - F'(0): X — X,

insbesondere R(0) = R/(0) = 0. Wir wihlen » > 0 so, dass Ds.(0) C U
und || R'(z)||op < 3 fiir alle 2 € Do,(0).
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Fiir eine stetige Abbildung A: B, (0) — D3,(0) mit A(0) = 0 definieren wir
eine neue stetige Abbildung ®(A): B,(0) — X mit
(A)(y) =y + Aly) - F(A(y)) = y — R(A(y)) -
Da R(0) = 0, erhalten wir ®(A4)(0) = 0. Aus dem Schrankensatz [6.86]
und [|R'(A(y)) Jop < L folgt

@A) W) < llyll + [RAW)I < Jlvll +

fir alle y € B,(0). Somit ist ®(A) wieder eine Abbildung von B,(0)
nach Bs,-(0) C Ds,(0). Wir fassen ® auf als Abbildung des metrischen Raumes

M= {A € C(BT(O)7D27"(O)) ‘ A(O) = 0} )

versehen mit der Supremumsmetrik, in sich. Da C(B;(0), D2,(0)) nach Be-
merkung [6.85| vollstindig ist, konvergiert jede Cauchy-Folge (A,), in M
in C(B,(0), D2,(0)) gegen eine Abbildung A mit

A(0) = lim A,(0) =0,
es folgt A € M, also ist auch M vollstéandig.

Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz auf ® anwenden. Seien dazu A,
B € M, dann erhalten wir

dsup(®(A), ®(B)) = sup d(y + R(A(y)),y + R(B(y)))

lyll<r
= “51”1p |R(B(y)) — R(A))||
yli<r
< 5 s [B(y) ~ Ay)]| = 5duup(4, B)
lyll<r

nach dem Schrankensatz. Somit ist ® eine %—kontrahierende Abbildung. Nach
Satz besitzt ® einen eindeutigen Fixpunkt G € M. Aus ®(G) = G folgt

Gly) =y +Gy) - F(G)) ,
also F(G(y)) = y fur alle y € B,(0). Insbesondere ist G injektiv und B,(0) C
im F.

Aus dem Schrankensatz fiir R folgt fiir alle z, y € Ba,(0) mit F(x) = F(y),
dass

ly ==l = [[(F(y) - R()) — (F(2) — R(2))]|
1
<[ F(y) = F() || +[[R(y) = R@)| < 5 lly — =l ,
=0
also x = y. Somit ist F' auf By, (0) injektiv. Wir setzen V' = B,.(0) und U’ =

F~YV") N By (0) = im G, dann ist F|y: U' — V' bijektiv mit stetiger Um-
kehrabbildung G. Nach Satz ist G ein C!-Diffeomorphismus mit

G'=Invo F' o G: B,(0) — Iso(X, X) . O
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Um den Umkehrsatz fiir C*- oder C*°-Funktionen zu beweisen, brauchen wir
einen kleinen Rechentrick, eine , verallgemeinerte Produktregel“, die auch sonst
hilfreich sein kann.

6.88. BEMERKUNG. Es sei F': U — Y eine Abbildung, gegeben durch
einen Ausdruck, in dem die unabhéngige Variable z insgesamt k-fach vor-
kommt. Um F nach z abzuleiten, ersetzt man die einzelnen x durch unabhéngi-

ge Variablen x1,...,xy, leitet jeweils nach einer dieser Variablen ab, setzt
dann z; = --- = x,p = x und addiert die neuen Ausdriicke. Fiir z > 0 gilt
beispielsweise

dz®  dy® dy*®

z—1 T T
a4 —z. logz - % = (1 41 .
dx dy |(z,a;) + dz |(a;,ac) Y +logx - x ( + log l‘).’L‘

Zur Begriindung sei F = G o H mit G: U*¥ - Y und H: U — U*, wobei
x
H(z) =
x

Im obigen Beispiel wire also G(é’) = y*. Es gilt

v v 0
! O :
H(z)w)=|[:]=].[++ O
v 0 v
Aus der Kettenregel folgt also
v 0
x 0 x '
Fl(z)(v) =G| : |+ +E 0
o 0 v v

6.89. LEMMA. FEs seien X, Y Banachriume, U C X undV CY offen, k> 1
und F € C*(U, V) mit Umkehrabbildung G € C*(V,U). Dann gilt G € CK(V,U).

BEWEIS. Wir beweisen induktiv die folgende Behauptung, aus der das Lem-
ma folgt: fiir alle j = 2,...,k gilt
GO (y)(wr, ... ,w;) = —G'(y) (F9 (@) (v1, ..., v5)) + Sj(@) (v, . . ., v5)
fiir alle y € V und wy, ..., w, € Y mit z = G(y) und v; = F'(z)" (wy),
dabei ist S;(x)(v1,...,v;) ein Ausdruck in F'(z)~%, F"(z),..., FU~Y(z) und
den Vektoren vy, ..., v;.

Zum Induktionsanfang leiten wir die Gleichung v; = G'(F(x))(F'(x)(v1))
aus der Umkehrregel nach z in Richtung v2 ab und erhalten

0= Oyyv1 = G"(F(2))(F'(x)(v1), F'(x)(v2)) + G'(F(2))(F" () (v1,v2))

wie in Bemerkung Auflésen nach G”(y)(w1,w2) = G"(F(z))(F'(z)(v1),
F'(x)(v2)) liefert die Behauptung fiir j = 2 mit S, = 0.
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Fiir den Induktionschritt leiten wir die Gleichung

0=GY(F(2))(F()(v1), ..., F'(z)(v;))
+ G'(F(2))(FY9) () (v1,...,0;)) + Sj(x)(v1, ..., vj)

nach z in Richtung v;4; ab, und erhalten

0= QU (F(@)(F' (2)(v0), ..., F(2)(v41)
+ G (F@)(FU (@) (v, vs1)

+ Sj41(@)(v1, - -, v541) -

Dabei ist Sji1(z)(v1,...,vj41) zunéichst ein Ausdruck in F'(z)~!, G/(F(x)),
, GU)(F(x)), F"(2),...,FU)(z) und den Vektoren v1,...,v;41. Wir setzen

fir G'(F

(z)),...,GY(F(z)) die Induktionsvoraussetzung ein und erhalten die

Behauptung. O

Wir koénnen den Umkehrsatz benutzen, um implizit gegebene Funktionen
besser zu verstehen.

6.90. BEISPIEL. (1) Um die Einheitssphiire S* C R*"! als Graph ei-

ner Funktion g: R® — R zu schreiben, betrachten wir die Funkti-
on f: R™! — R mit

flx) = llalf = 2%+ +anp

dann gilt S™ = f~!(1). Auflésen nach z,,1 liefert

xn—l—l:g:t(l'l,...,l'n)::I:\/l—x%—..._x%'

Wir erhalten zwei Funktionen gi: DY (0) — R mit I'(gx) C S™.
Die Funktionen g+ sind beide auf B}"(0) differenzierbar, aber nicht
bei den Punkten der Einheitssphiire S"~! C R”, bei denen z,,1 =
g+ (x1,...,2,) = 0 gilt. Ableiten von f nach x4 liefert

8n+1f = aanrl ,

also ldsst sich die Gleichung f(x) = 1 an den Stellen nicht differen-
zierbar nach xz,; auflosen, an denen 0,1 f verschwindet. An diesen
Stellen kénnen wir nach einer derjenigen Variablen x; auflosen, fiir
die 2x; = 0; f nicht verschwindet.

Wir betrachten die Losungen der Gleichung f(x) = ¢, also die
Sphiren von Radius /¢, mit ¢ nahe 1, und erhalten durch Auflésen
nach x,41 jetzt differenzierbare Funktionen

Tpi1 = he(T1,. ., Tn,¢) = £y /e — a2 — - — 22

in z1,...,7r, und c.
Wir betrachten jetzt Hyperbeln in der Ebene als Losungsmengen der
Gleichung f(z,y) = ¢ mit

flz,y) =y*—a*.
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Die Funktion f hat bei (0,0) einen kritischen Punkt, da d,f = —2z
und 9, f = 2y dort beide verschwinden. Der zugehorige kritische Wert
ist f(0,0) = 0.

Fiir ¢ > 0 liefert Auflésen nach y zwei Funktionen g4 : R — R mit

g+(z) =£Ve+a?.

Die Losungsmenge besteht also aus zwei Kurven, einer ,,von oben links
nach oben rechts*, und einer ,,von unten links nach unten rechts“.

Fir ¢ < 0 erhalten wir &hnliche Funktionen g1, die jetzt aber
nur auf R\ (—/c, /c) definiert sind. Die Losungsmenge besteht jetzt
aus zwei Kurven, einer ,,von oben links nach unten links“ und einer
,von oben rechts nach unten rechts“. Wir sehen, dass fiir ¢ in einer
Umgebung eines kritischen Wertes die Losungsmengen von f(x,y) = ¢
nicht mehr durch glatte Funktionen in (z,c¢) wie im ersten Beispiel
beschrieben werden koénnen.

6.91. SATz (iiber implizite Funktionen). Es set U C X =Y X Z offen,
F e CFU,Y) mitk > 1 und g € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass das
Differential F'(x0)|yxqoy: Y — Y stetig invertierbar ist. Schreibe xo = (%)
mit yo € Y und zg € Z. Dann gilt:

(1) es gibt Umgebungen U’ von yo in Y und V' von zy in Z und eine
Abbildung G € CF(V',U"), so dass G(z0) = yo und

{(g) cU'xV'|F @) :F(xo)} - {(Giz)> 'ZE V’},

(2) es gibt Umgebungen V wvon zy in Z und W von F(xg) in Y und eine
Abbildung H € CK(W x V,Y) mit

<H(Z’z)> eU und F (H(Z’Z)) =y

firalley e W, z€ V, so dass H(F (), z0) = Yo-

Die erste Aussage stellt die Losungsmenge der Gleichung F'(x) = F'(x¢) lokal
als Graph einer ,,impliziten“ Abbildung G dar. Die zweite Aussage beschreibt
auch Losungen von F'(z) = c lokal als Graphen fiir alle ¢ nahe zo.

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst Aussage . Dazu betrachten wir die Ab-
bildung F': U — X mit

(V) = () firatles = (Y) .
(©)- (") ()

Thr Differential bei x¢ wird durch eine Blockmatrix gegeben:

=\ _ (F'(xo)lyxgoy F'(zo)lioyxz\ _ (A B
F(xO)_( 0 idy =0 i,/ -
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Da A nach Voraussetzung stetig invertierbar ist, ist auch F’(:co) stetig inver-

tierbar mit o o
— 1 -1 _4A-1B
F (o) _( 0 idy ) '

Nach dem Umkehrsatz [6.87 existiert lokal eine C*-Umkehrfunktion H von F.
Indem wir den Definitionsbereich verkleinern, diirfen wir annehmen, dass H
auf W x V definiert ist, wobei W Umgebung von F(zp) und V Umgebung
von zg ist. Aus F o H = idyy «y folgt, dass H die Gestalt

(9= (")

hat. Da wir die Umkehrfunktion um z( gebildet haben, folgt H(F(x¢), 20) = yo,
und Aussage ist bewiesen.

Um Aussage zu erhalten, benutzen wir, dass im(H) eine Umgebung
von xq ist. Wir finden daher Umgebungen U’ von 3y und V' von zg, so dass U’ x
V' C im(H). Wir definieren G € C¥(V')Y") durch

G(z) = H(F(x0),2) -
Wir diirfen im(G) C U’ annehmen, andernfalls ersetzen wir V/ durch G=1(U’)N
V'. Es folgt G(z0) = H(F(x0), 20) = yo und
z € V’}

L) [eev={("77)
() evsv|r(Y)=ru}. 0

Im Spezialfall X = R™ und Y = R™ mit m < n beschreibt der Satz[6.91] iiber
implizite Funktionen die Losungsmenge der Gleichung F'(z) = F'(z¢) unter der
Annahme, dass eine spezielle m x m-Untermatrix der Jacobi-Matrix invertierbar
ist. Insbesondere ist F'(z9): X — Y in diesem Fall surjektiv.

6.92. DEFINITION. Es seien X, Y Banachrdume, es sei U C X offen
und F': U — Y total differenzierbar. Ein « € U hei}t reguldrer Punkt von F,
wenn dF(z): X — Y surjektiv ist, und singuldrer Punkt sonst. Ein y € Y
heilt reguldrer Wert von F, wenn alle z € F~!({y}) C U regulére Punkte sind,
und singuldrer Wert sonst. Falls Y = R oder C, heiflen singuldre Werte auch
kritische Werte.

6.93. BEMERKUNG. Man beachte: Ein Wert y € Y ist singulér, wenn min-
destens ein Urbild z € F~1({y}) singulér ist. Insbesondere ist y € Y reguliirer
Wert, wenn F~1({y}) = 0 gilt. Falls X = R” und Y = R™ mit m > n, dann
sind alle Bildpunkte F'(z) € R™ fiir x € U singuliir, weil F’(z): R™ — R nicht
surjektiv sein kann, wihrend R™ \ im(F') aus reguldren Punkten besteht.

6.94. DEFINITION. Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit des R™, wenn es zu jedem Punkt z € M eine Umgebung U
von z, eine offene Teilmenge V' C R™ und einen C*-Diffeomorphismus ¢p: U —
V C R" mit

UNM=¢ (VN (R™x{0}))
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gibt. Solch ein ¢ heiit Untermannigfaltigkeitskarte oder kurz Karte von M
um .

6.95. BEISPIEL. In Beispiel haben wir Beispiele von Untermannigfal-
tigkeiten kennengelernt.

(1) Die Einheitssphire S* C R"! ist eine n-dimensionale C°°-Unter-
mannigfaltigkeit. Fiir x € S™ mit z,4+; > 0 erhalten wir eine Kar-
te ¢: U — R*! mit

Uz{xER"‘H‘x%+-'-+xi<1,xn+1>0},

V:{xER”‘H‘x%—l—--'+xi<1,xn+1>—\/1—x%—---—x%}
I
und o(r) =
In
e B

Fiir andere Punkte mit x; # 0 konstruieren wir dhnliche Karten, indem
wir zunéchst die i-te mit der letzten Koordinate tauschen, dabei das
Vorzeichen eventuell &ndern, und anschlieend die Karte ¢ anwenden.

(2) Fiir ¢ # 0 ist
= { () =)

ebenfalls eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit, fiir ¢ = 0 jedoch
nicht. Denn sei ¢: U — R? eine Karte um 0, dann diirfen wir U so
verkleinern, dass UNMj zusammenhéingend ist, also auch p(UNM;) =
imp NR™ x {0}. Nach Wegnehmen von 0 besteht U N M \ {0}, und
damit auch ¢(U N My \ {0}), aus vier Zusammenhangskomponenten.
Nimmt man aber aus einer offenen, zusammenhingenden Teilmenge
des R™ x {0} einen Punkt heraus, so erhélt man entweder keine (m =
0), zwei (m = 1) oder genau eine Zusammenhangskomponente, aber
niemals vier. Also ist My keine Untermannigfaltigkeit des R2.

Somit sieht eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ lokal so aus
wie der R". Man kann auf ihnen in dhnlicher Weise Funktionen betrachten wie
auf R". Ein Beispiel sehen wir spéter anhand eines notwendigen Kriteriums fiir
Extremstellen.

6.96. SATZ (vom regulidren Wert). Es sei U C R"™ offen, k > 1 und yo € R™
ein requlirer Wert von F € CH(U,R™). Dann ist F~'({yo}) eine (n — m)-
dimensionale C*- Untermannigfaltigkeit des R™.

Aus Bemerkung folgt F~1({yo}) = 0, falls m > n.

BewEs. Falls zg € F~'({yo}) und F'(xq)|gmy o} : R™ — R™ invertierbar
ist, gehen wir wie im Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen vor und
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definieren ¢: W x V — R"™ durch

()-7(0)-(3)- () e )

nahe zg mit y € R™ und z € R"~". Dann gilt lokal bei xg
e {0} xR = F ' ({go}) N (W x V).

Im allgemeinen folgt aus der Surjektivitit von F'(x) fiir xo € F~1({yo}),
dass die Jacobi-Matrix F’(x¢) Spaltenrang m hat, es gibt also m linear un-
abhiingige Vektoren im Bild von F'(zg). Es seien 1 < iy < -+ < iy, < n die
Indizes dieser Spalten, und es seien 1 < j; < -+ < Jp—m < n die restlichen
Indizes, so dass {i1,...,im}U{Jj1,-. -, Jn—m} = {1,...,n}. Wir definieren einen
linearen Isomorphismus A: R™ — R” durch

(e fir 1 <k <m, und
Aler) = { e, . firm<k<n,

dann erfiillt die Abbildung F o A: A(U) — R™ die Voraussetzungen des Sat-
zes im Punkt A~ (z¢). Sei ¢ die zugehorige Karte wie oben, dann ist poA~!
eine Untermannigfaltigkeitskarte von F~({yo}) um den Punkt z. O

6.97. BEISPIEL. Eine Matrix A € M,(R) ist genau dann invertierbar,
wenn det A € R nicht verschwindet. Das Produkt zweier invertierbarer Ma-
trizen A, B ist wieder invertierbar mit (AB)~! = B~1A~1. Man kann also die
allgemeine lineare Gruppe des R™ definieren als

GL(n,R) = { A€ My(R)|det A#0} .
Da det(AB) = det A - det B gilt, erhalten wir auch die spezielle lineare Gruppe
SL(n,R)={A € GL(n,R)|detA=1}.

Fiir eine Matrix A = (a;5);; € M,(R) bezeichne A" = (aj;);; die transpo-
nierte Matrix. Die zu A gehorige lineare Abbildung A ist genau dann orthogonal,
das heif}t, sie erhilt das Standard-Skalarprodukt auf R”, wenn A*-A = E,, die n-
dimensionale Einheitsmatrix ist. Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist
wieder orthogonal, und jede orthogonale Matrix A besitzt ein orthogonales In-
verses A’, man nennt daher

On)={AeM,(R)|A'"-A=E,}

die orthogonale Gruppe des R™. Die spezielle orthogonale Gruppe des R™ is
definiert als

SO(n)={Ae€O(n)|detA=1}.
Sie besteht aus allen orientierungserhaltenden orthogonalen Abbildungen. Bei-
spielsweise ist SO(3) die Gruppe der Drehungen des Euklidischen Raumes um
einen festen Punkt (den Nullpunkt).

~

Wir wollen zeigen, dass diese Gruppen Untermannigfaltigkeiten des R o
M, (R) sind. Gruppen, die zusitzlich die Struktur einer (Unter-) Mannigfaltig-
keit tragen, nennt man auch Lie-Gruppen.
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Da det: M,(R) — R stetig ist, ist GL(n,R) = det (R \ {0}) eine
offene Teilmenge von M, (R). Genauso kann man das aus Lemma [6.82]
schlieBen. Eine offene Teilmenge U des R"™ ist eine n2-dimensionale
Mannigfaltigkeit, als Untermannigfaltigkeitskarte nimmt man einfach
die Identitit idy: U — U € R".

Da det: M, (R) — R ein Polynom in den Eintrégen a;; von A ist,
siehe etwa die Formel in Abschnitt [6.4] nach Definition [6.73] ist det
auch differenzierbar. Um zu zeigen, dass 1 kein kritischer Wert ist,
betrachte

det(A)(A) = lim S FHA) — det A

t—0 t
1+¢6)" -1
i D L G a0
t—0 t S——

=1
Also ist SL(n,R) eine (n? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™ = M, (R) nach Satz
Die orthogonale Gruppe ist eine @—dimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R"* = M,,(R). Um das zu zeigen, sei

S, ={B e M,(R) | B= B"}

der Vektorraum der symmetrischen Matrizen. Da eine symmetrische

Matrix B = (b;j);; durch Angabe der b;; mit ¢ < j bereits ein-
n(n+1)

deutig bestimmt ist, ist S, = R~ 2 . Wir definieren eine Abbil-
dung F': M,(R) — S,, durch

F(a)=A"- A,
dann ist O(n) = F~Y({E,}). Es bleibt zu zeigen, dass F'(A):

M,(R) — S, surjektiv ist fir alle A € O(n). Fir C € M,(R) gilt
nach der Produktregel, sieche Bemerkung [6.88] dass

F'(A)C)=C"A+A".C€S, .
Fir B € S, wahle C' = %AB, dann folgt

/ _ 1 t t _ Lo g t _
F'(A)(C) = 5((AB) A+ A'(AB)) = 5( B' A'A+A'AB)=B.
=B =E, =E,
Also ist F'(A) fiir alle A € O(n) surjektiv, somit ist E,, regulidrer Wert
von F, und nach dem Satz vom reguldren Wert also O(n) eine

Untermannigfaltigkeit des R" 22 M, (R) der Dimension n% — % =
n(n—1)
—.
Auch die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist eine =1 _dimen-

sionale Untermannigfaltigkeit von M, (R). Aus det(A!) = det(A4) und
der Multiplikativitat folgt fiir A € O(n) némlich

1 = det(E,) = det(A?) - det(A) = det(A4)? ,
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also det A = +1. Somit gilt
SO(n) = O(n) N SL(n,R) = O(n) NGLT(n,R),
wobei
GL*(n, R) = det((0, 00))

wie GL(n,R) eine offene Teilmenge des R™* = M, (R) ist.

Sei also x € SO(n) und p: U — V eine Untermannigfaltigkeitskar-
te von O(n), dann ist ¢|yngr+(n,r) €ine Untermannigfaltigkeitskarte
von SO(n), und O(n) und SO(n) haben die gleiche Dimension.

Es sei jetzt U C R” offen, M C U eine m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R™ und h: U — R eine total differenzierbare Funktion.
Wenn ¢: U' — V' C R" eine Untermannigfaltigkeitskarte von M ist,
kénnen wir Extrema von h|y; bestimmen, indem wir hop=1: V/ — R
auf V'NR™ x {0} = ¢(M) einschriinken, und mit den Methoden aus
Abschnitt 6.4l nach Extrema suchen.

Falls aber M gegeben ist als Urbild eines reguliren Wertes F~1(c)
einer C*-Abbildung F: U — R" ™, gibt es eine Methode, zumindest
kritische Punkte von h|yy, das heifit, kritische Punkte von hop~1 |<p( M)
zu bestimmen, ohne erst eine Untermannigfaltigkeitskarte von M zu
konstruieren.

6.98. SATz (Lagrangesche Multiplikatorregel). Es sei U C R™ offen, c € R™
ein regqulirer Wert einer C*-Abbildung F: U — R™ und h: U — R eine total
differenzierbare Funktion. Dann ist xo genau dann ein kritischer Punkt von h|ys,
wobei M = F~({c}), wenn der Zeilenvektor h'(xq) eine Linearkombination der
Zeilen der Jacobi-Matriz F'(xq) ist.

Mit anderen Worten existieren aq,...,a, € R, so dass
m
K (z0) = a; o F{(x0)
i=1

gilt, wobei F; die Komponentenfunktionen von F' sind. Die Zahlen a; heiflen
auch Lagrange-Multiplikatoren.

BEwEIS. Wir nehmen an, dass die ersten m Spalten der Jacobi-Matrix li-
near unabhéngig sind, andernfalls gehen wir wie im zweiten Teil des Beweises
von Satz[6.96 vor. Wir diirfen also eine Untermannigfaltigkeitskarte ¢: U’ — V’

mit
v (g> -F <Z> - (8) = (F@; - C) fiir alle = <z> -

betrachten. Wir erinnern uns an die Blockgestalt von ¢'(z) und ¢'(z)~!:

A B _ A7t —A7B
o(z) = <0 Enm) und /()" ! = < 0 B, . ) .
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Wenn z ein kritischer Wert von h|ys, also p(zg) = (5) ein kritischer
0

Wert von (h o @71)‘{0}XRW.7M ist, folgt aus der Kettenregel, dass

B 1\ 0 Y, . —AilB
0=(hoe™) <ZO) ‘{0}an—m = h(@o) < Epnm )~

Somit verschwindet h/(z) auf den rechten (n—m) Spalten von ¢'(z0)~!. Da die

Zeilen ¢l (o) von ¢'(x¢) eine Basis von R™ bilden, existieren ay,...,a, € R, so
dass
n m n
W (wo) = Zai - ¢i(wo) = Zai - Fi (o) + Z ag - €; .
i=1 =1 i=m+1

Anwenden auf die j-te Spalte v; = ¢/(z0) ! (e;) liefert

_ 0
= Han)o) = (rop™ Y (0] (e) =0
fiir 5 > m, da ¢'(x) und ¢'(2¢)~! zueinander invers sind und daher
¢i(w0)(v)) = (¥i(w0) - ¢ (x0) ") (e) = 0
fiir alle i # j. Das beweist die Aussage ,=—* im Satz. Umgekehrt zeigt die

Existenz der Lagrange-Multiplikatoren mit der obigen Rechnung, dass zg ein
kritischer Wert von Al ist. O

6.6. Kurvenintegrale

Essei U € R” und f € C*(U) mit k& > 2. Dann ordnet die Ableitung f’ von f
jedem Punkt einen Zeilenvektor zu, also f’ € C¥=1(U, L(R",R)). Sei jetzt o €
CFY(U, L(R™,R)) beliebig, dann fragen wir uns, ob es eine Funktion f € C*(U)
mit f’ = « gibt. Nach dem Satz von Schwarz muss dann

8,'&]' = &Ojf = 8]61f = ajai

fir alle 1 <14, j < n gelten. Wir werden sehen, dass diese notwendige Bedingung
beinahe hinreichend ist. Zur Konstruktion einer ,Stammfunktion® fithren wir
das Kurvenintegral ein.

6.99. DEFINITION. Sei U C R" offen. Eine Kurve oder ein Weg in U ist eine
stetige Abbildung von einem Intervall nach U. Eine C*-Kurve ist eine k-fach
stetig differenzierbare Kurve.

Eine Pfaffsche Form oder auch Differentialform ersten Grades, kurz 1- Form,
ist eine Abbildung von U in den Raum L(R™, R) der n-komponentigen Zeilen-
vektoren. Eine C*-1-Form ist eine k-fach stetig differenzierbare 1-Form.

6.100. BEMERKUNG. (1) Es sei a eine 1-Form auf U C R", dann
konnen wir aus « ein Vektorfeld V: U — R™ machen, indem wir die
Zeile a(z) zu einer Spalte V(z) = a(z)! transponieren. Fiir alle z € U
und alle w € R™ gilt dann

a(z)(w) = (V(z),w) .
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(2) Eine Basis des Raumes £(R",R) bilden die totalen Ableitungen der
Koordinatenfunktionen x; mit

dry = (1,0,...,0),...,dz, = (0,...,0,1),
da 0;z; = d;5, also O;x; = 1 und O;z; = 0 fiir ¢ # j.

Essei f € CY(U), und 7: [a,b] — U eine C*-Kurve. Aus dem Hauptsatzm
und der Kettenregel folgt dann

b b n
f(v(®)) = f(v(a)) =/ (foy)(t) dt:/ D 0 f(v(t)) - Ault) dt
a a ;1

Wir erinnern uns, dass ; die i-te Komponente von g—;’ bezeichnet.

6.101. DEFINITION. Es sei « eine stetige 1-Form auf U C R™ und v: [a, b] —
U eine C'-Kurve. Wir definieren das Kurvenintegral von o entlang von ~ durch

/7 = " a(r(1)) (1) = / 'S a0t dr

Die linke und die mittlere Schreibweise sind als Abkiirzungen der rechten
Seite zu verstehen. Wir diirfen jetzt schreiben

FO/0) — (@) = / i .

.
In den Beispielen [6.109] und [6.111] berechnen wir einige Kurvenintegrale.

6.102. PROPOSITION. Sei U C R" offen und v: [a,b] — U eine C'-Kurve.
Das Kurvenintegral hat folgende FEigenschaften:
(1) Falls v konstant ist, gilt

/04—0.
~

(2) Linearitét: fir stetige 1-Formen «, 3 auf U und r, s € R gilt

/V(ra—i-sﬂ):r/wa—i-s/vﬁ.

(3) Additivitét: Es sei c € (a,b] und v1 = ¥|ja,q und v2 = 7|(cp), dann gilt

/a:/a—i-/oz.
Y 71 Y2

(4) Invarianz unter Umparametrisierung: Sei ¢: [p,q] — [a,b] ein monoton
steigender C'-Diffeomorphismus und 6 = v o ¢, dann gilt

La:/éa.
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BEwEIS. Wenn v konstant ist, gilt 4(¢) = 0 fiir alle ¢ € [a,b], und es
folgt . Aussagen und (3 folgen aus den Eigenschaften und des Re-
gelintegrals aus Abschnitt Fiir (4) benutzen wir die Substitutionsregel

Als néchstes wollen wir uns iiberlegen, dass das Kurvenintegral sich nicht
andert, falls 0;a; = 0ja; fiir alle 1 <7 < n < n gilt und man v durch Kur-
ven vs: [a,b] — U mit v5(a) = y(a) und v5(b) = ~(b) fiir alle s € [0, 1] stetig
variiert.

6.103. DEFINITION. Es sei U C R offen und 7, 71: [a,b] — U Kurven.
Eine Homotopie zwischen -y und 1 in U relativ zum Anfangs- und Endpunkt
ist eine stetige Abbildung h: [a,b] x [0,1] — U mit

h(tv 0) = 'YO(t) ) h(t7 1) = ’Yl(t) )
h(a,s) = h(a,0) und h(b,s) = h(b,0)

fiir alle s € [0,1] und alle ¢ € [a,b]. Wir schreiben ~4(t) fiir h(t, s). Zwei Kur-
ven g, v1 heiflen homotop, wenn es eine Homotopie zwischen ihnen gibt.

Eine Kurve v: [a,b] — U heifit geschlossen, wenn y(a) = ~(b). Zwei ge-
schlossene Kurven 7g, 71: [a,b] — U heiflen frei homotop in U, wenn es eine
freie Homotopie, d.h., eine stetige Abbildung h: [a,b] x [0,1] — U mit h(a, s) =
h(b, s) fur alle s € [0, 1] und h(t,0) = vo(t), h(t,1) = ~1(¢) fiir alle t € [a, b] gibt.

6.104. DEFINITION. Es sei U C R offen und « eine differenzierbare 1-Form
auf U. Dann heifit o geschlossen, wenn 0;a; = 0;cy fiir alle 1 < ¢, j < n, und
exakt, wenn es eine Stammfunktion f € C1(U) gibt, das heift, es gilt o = f' = df
auf ganz U.

Aus dem Satz [6.6§ von Schwarz folgt, dass jede exakte Differentialform
geschlossen ist. Die Umkehrung gilt nicht immer.

Wir erinnern uns an Aufgabe 2 von Blatt 11.9. Dort hatten wir gesehen,
dass fiir stetig differenzierbare Funktion f: U — R mit [a,b] x [0,1] C U gilt,
dass

d b b 8f
— t,s)dt = —(t)dt.
) RGO L S 0

6.105. SATZ (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals). Es sei U C R"
offen und « eine geschlossene Form auf U.
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(1) Es seien o, v1: [a,b] — U zwei in U homotope C-Kurven mit yo(a) =
~v1(a) und vy(b) = ~v1(b). Dann gilt

0 71

(2) Es seien yo, v1: [a,b] — U zwei in U frei homotope geschlossene C!-

Kurven, dann gilt
[a=]a
Y0 7

BEWEIS. Es seien zunichst o, 71: [a,b] — U zwei C'-Kurven, und es
sei h: [a,b] x [0,1] — U eine C2-Abbildung mit vo(t) = h(t,0) und v (t) =
h(t,1). Fiir s € [0,1] schreiben wir wieder ~s(t) = h(t,s) fir alle t € [a,b].
AuBlerdem definieren wir Kurven 04, d: [0,1] — U mit 0.(s) = h(a,s)
und dp(s) = h(b, s).

Wir definieren eine Funktion g: [0,1] — R mit

s):/sa:/Zal h(ts)dt

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Aufgabe 2
von Blatt I1.9 ergibt sich, dass

[ o[ a=a-s0= [ f@)a
//bm 52 (autntt. ) Gie.s) ) aras

b m m |
:/0 /a ;(;ajai(h(t,s)) 88]; (t, s) %};Z(t,s)

0%h;
+ a;(h(t,s)) - 95 Ot (t,5)> dtds .

Indem wir die Geschlossenheit von a ausnutzen und den Satz von Schwarz auf h
anwenden, erhalten wir

/71 o /% o /01 /ab]f;<§; Oicj(h(t,s)) - a@?(t,s)a&}g(t, s)

0%h;
+ aj(h(t,s)) - 5 s (t,s) ) dtds

_ /01 /abigt(aj(h(t, 5))- ‘Z;j(t, s)) dt ds

—/ Za] 6h (t s)ds‘t .




6.6. KURVENINTEGRALE 197

)

nach dem Hauptsatz und der Definition des Kurvenintegrals. Zusammen-
gefasst gilt also

oo o o

Fiir den Fall, dass die Homotopie h im Satz eine C?-Abbildung ist, konnen
wir den Satz bereits beweisen. Den allgemeinen Fall behandeln wir anschlielend.
Fiir Aussage benutzen wir, dass die Kurven d, und d; in diesem Fall konstant
sind, so dass die rechte Seite von (*) nach Proposition verschwindet.
Fiir verschwindet die rechte Seite von (*) ebenfalls, da jetzt 6, = J; gilt.

Im allgemeinen Fall ersetzen wir die stetige Homotopie A durch eine Abbil-
dung, die zumindest stiickweise von der Klasse C? ist, und benutzen dann (*).
Nach Proposition sei ohne Einschréinkung a = 0, b = 1. Wir bestim-
men zu jedem z € U einen Radius r; > 0 so, dass BBY () C U, und erhalten
eine offene Uberdeckung von U durch Bille. Da h stetig ist, erhalten wir eine

offene Uberdeckung
U= {h—l (B}Eﬁ"(x)) ‘a: c U}

von [a,b] x [0,1] = [0,1]2. Nach dem Lebesgueschen Uberdeckungssatz m
besitzt U eine Lebesgue-Zahl § > 0, da [0, 1]?> kompakt ist. Dann existiert zu
jedem (t,s) € [0,1]? ein x € U, so dass

h(t,0) € By (z) CU

fiir alle (7,0) € Bg@((t, 5)) N [0, 1]2. Insbesondere finden wir m € N\ {0}, so
dass fiir jedes Rechteck

po_|p=1lp q—l q
P m 'm m 'm
mit p,qg € {1,...,m} ein z € U existiert mit h(r,0) € BX"(z) C U fiir al-

le (1,s) € Ry q.
Wir definieren eine C2-Abbildung hy,,: [0,1]> — R"™ durch

bt = 1) (=012 ml = >+m<g Q;;))

- C]
Da die vier Eckpunkte fiir (¢,s) € {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} in einem konvexen
Ball BX"(z) C U liegen, bildet hy 4 nach U ab.

Wir betrachten auflerdem Kurven v, ,:[0,1] - U fir 1 <p <m und 0 <
g<mund d,4:[0,1] = U fir 0 <p <mund 1 < g < m, so dass

Vpq(t) = hpg(t,1) fallsg > 1,
Vp,a(t) = hpq+1(t,0) falls ¢ <m,
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Opq(s) = hpqe(l,s) falls p > 1, und
9p,q(8) = hpt1,4(0,5) falls p < m .

Aus (*) folgt dann
[ o] a=[ a-[ a
Y Vi Op.q s

P,q—1 p—1,q
Mittels zweier Teleskop-Summen ergibt sich daraus

S L) EE (L o)
)-S(Le)

m m

S ([ o
p=1 ¢g=1 0p.q Op—1.q

Wir wollen noch zeigen, dass die linke Seite mit der Differenz der Integrale iiber

die urspriinglichen Kurven ~y und +; iibereinstimmt. Dazu sei

ty(t.5) = (= sho (20 E0) o9

g

fiir 1 <p < m. Leider ist k, nur von der Klasse C! wie 7, aber die gemischten
partiellen Ableitungen von k, existieren, sind stetig und erfiillen

82kp 0 (1l—s. (p—1+t .
838t_83< m 70( m )+8’yp’0(t))

1. (p—1+41 .
A [ t
m’Y( m ) + p,0(t)

0 p—1+t 0k

Daher kénnen wir auch Aufgabe 2 von Blatt I1.9 noch anwenden, denn dort wur-
de nur benutzt, dass die Ableitung des Integranden nach s existiert und stetig

ist. Also kénnen wir die obige Rechnung auch hier anwenden. Da g (%) =

Yp,0(0) und o (£) = 7p,0(1), gilt %(0, s) = %(1, s) = 0, und daher

Zusammensetzen liefert

Genauso zeigt man
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Insgesamt ergibt sich daraus

Lo foS(f o f ) -S(] o))

Um zu zeigen, nutzen wir wie oben aus, dass die Kurven d,, , und dg 4
beide konstant sind, und daher die rechte Seite oben verschwindet. Und ([2)) folgt
ebenfalls aus obiger Gleichung, da in diesem Fall 6, 4 = do 4 gilt, und daher die
rechte Seite wieder verschwindet. O

Wir geben jetzt einige Anwendungen des obigen Satzes an. Als erstes kon-
struieren wir Stammfunktionen. Wenn « eine geschlossene 1-Form auf U C R™
ist, wollen wir z¢p € U festlegen und eine Funktion f: U — R definieren, in-
dem wir zu jedem Punkt x € U eine C'-Kurve v: [0,1] — U mit v(0) = g
und (1) = = wéhlen und

f@=[a
-

setzen. Damit das gut geht, muss U wegzusammenhéngend sein und je zwei
Kurven in U mit gleichen Anfangs- und Endpunkten miissen homotop sein.

6.106. DEFINITION. Es sei U C R" offen und wegzusammenhéngend. Dann
heiit U einfach zusammenhdngend, wenn je zwei Kurven 7o, v1: [a,b] — U
mit yp(a) = 71(a) und ~o(b) = ~1(b) homotop sind.

6.107. BEMERKUNG. (1) Da U offen ist, ist U nach Bemerkung [6.23
bereits wegzusammenhéngend, wenn U nur zusammenhéngend ist.

(2) Wenn U einfach zusammenhéngend ist, dann ist insbesondere jede ge-
schlossene Kurve v: [a,b] — U mit y(a) = (b) zur konstanten Kur-
ve t — v(a) homotop. Man sagt dazu, v sei nullhomotop.

(3) Man kann zeigen, dass die Umkehrung von gilt: wenn U zusam-
menhéngend und jede geschlossene Kurve in U nullhomotop ist, dann
ist U einfach zusammenhéngend.

(4) Eine konvexe Menge U ist einfach zusammenhéngend, da wir zu ~o,
Y11 [a,b] — U wie in Definition [6.106|eine Homotopie h: [a, b] x[0,1] —
U angeben kénnen durch

h(t,s) = (1 —s)y0(t) + s7(?) -

6.108. SATZ (Poincaré-Lemma fiir 1-Formen). Auf einfach zusammenhdin-
genden, offenen Teilmengen des R™ sind alle geschlossenen C'-1-Formen exakt.

BEWEIS. Es sei U C R" offen und einfach zusammenhéngend, und « eine
geschlossene C'-1-Form auf U. Wir fixieren zg € U. Zu jedem z € U exi-
stiert eine Kurve v: [0,1] — U von zp = v(0) nach z = ~(1). Da v stetig
ist, finden wir m € N\ {0} wie im Beweis von Satz so dass die Gera-
denstiicke ~;: [0,1] — U fiir 1 < i < m mit

2i(t) = (1= 1) (ml) iy (m)
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ganz in U verlaufen. Wir setzen
m
x) = Z / o'
=177

Fiir eine andere Kurve 7/ wiihlen wir m’ € N\ {0} und unterteilen 4/ wie
oben. Nach Proposition dndert sich am obigen Wert nichts, wenn wir jede
Gerade ~; noch einmal in m’ Teilstiicke zerlegen. Genauso zerlegen wir fy;- in
insgesamt m Teilstiicke. Ein Argument wie im Satz zeigt dann, dass

S[a-% ]

also ist f wohldefiniert. Beachte: wiren v und 7' zwei C!-Kurven, so wiirde
¥ '

unmittelbar aus Satz [6.105| folgen.

Es bleibt zu zeigen, dass f tatséchlich eine Stammfunktion von « ist. Sei
dazu x € U und seien v;: [0,1] — U Geradenstiicke mit v;(0) = zg, 7i(1) =
7i+1(0) und v, (1) = x wie oben. Da U offen ist, existiert r > 0 mit B,(z) C U.
Fir v € B, (0) € R™ setze

Yw(t) =z + tv
fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann gilt
m
f(x—i-u)—Z/ a+/ .
i1 /i T

Wir erhalten

flz+v)— f(x) / /01a$+tv )dt

2)(v) + (a(z + 7v) — a(2))(v) = a(2)(v) + o(|Jv[|") ,
=o(([o]°)

somit ist f bei x total differenzierbar mit f'(z) = a(z). Also gilt a = df, und f
ist Stammfunktion von «. O

Wir haben in den Beweisen der Sétze [6.105] und [6.108| gesehen, dass es
zweckmiBig sein kann, das Kurvenintegral fiir stiickweise C'-Kurven zu definie-
ren. Wenn 7y |,_, 1) stetig differenzierbar ist fiir a = to < t1 < --- <t = b,

setzt man einfach
m
Ja=>[ o«
v Meti1.t0)

i=1
Eine noch allgemeinere Definition findet sich im Buch von Konigsberger.
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6.109. BEISPIEL. In Satz[6.108 muss man verlangen, dass U einfach zusam-
menhiingend ist. Betrachten wir etwa U = R? \ {0} und

x xdy —ydx
«@ =——
(] x2 + 52

9 Y B 1 n 292 B y? — 22
(‘-)y .Z'Q +y2 - 1.2 +y2 (1.2 +y2)2 - (xQ +y2)2
0 x y? — 22
8 = — = == 8
T e (w? + y2> @y~ 2
also ist a geschlossen. Wire o exakt mit Stammfunktion f, so wiirde fiir die
geschlossene Kurve «: [0,27] — R?\ {0} mit

cost
V() = <sin t>
gelten, dass

[a= [ ar=ro)-saem=r(g)-1(p) =0

Wir wollen dieses Integral berechnen, und iiberlegen uns dazu, dass

dz(¥(t)) = dx (;2:?) =—sint  und  dy(¥(t)) = cost .

dann gilt

Ooavy =

und

Dann gilt aber
2 : 2 2 i 02
— t t
/a:/ a(cpst)( Smt)dt:/ wdt:%r#o.
y 0 sint cost o cos?t+sin“t
Also besitzt o keine Stammfunktion.

6.110. SATz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante kompleze
Polynom hat eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Es sei P: C — C mit
n
P(z) = Z apzk
k=0

ein nichtkonstantes Polynom mit ag,...,a, € C. Wir diirfen annehmen,
dass a, # 0, dann ist n der Grad des Polynoms. Da P nicht konstant ist,
gilt n > 1.

Wir nehmen an, dass P keine Nullstelle in C hat. Fiir alle R > 0 verlauft
dann die geschlossene Kurve vg: [0,27] — C = R? mit

Yr(t) = P(Re™)
ganz in U = C\ {0} = R?\ {0}. Fiir alle R ist hg: [0,27] x [0,1] — U mit
hgr(t,s) = P(Rse')
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eine freie Homotopie zwischen der konstanten Kurve 7y und der Kurve ~vg.
Wir betrachten wieder die geschlossene 1-Form « auf U aus Beispiel und

erhalten
/ Q :/ a=0
TR Yo
nach Satz [6.105| und Proposition [6.102 .

Wir wollen zeigen, dass das Integral nicht verschwindet, um einen Wider-
spruch zu erhalten. Dazu betrachten wir den Grenziibergang R — oco. Es gilt

n—1

n
'YR(t) _ Z akRkeikt — R" <aneint + Z akRk—neikt>

k=0 k=0

= o(R%) fiir R—oo
und
n ' ' n—1 '
Ar(t) = ZZ kapRFe™* = i R™ (nanemt + Z kakRk_”e’kt> )
k=0 k=0

-~

= o(RY) fiir R—oo
Damit erhalten wir

[ am [ RebRO mGR0) — Ina) Relia)
TR 0 IR (t)[?

_ /2” Re (ane™ + o(R%)) Im (ina,e™ + o(R"))
~ /o lane™ |2 + o(RO)

Im (ane™ + o(R?)) Re (inane™ + o(R°)) "
[ane™? 1 o RO)

nach Kiirzen durch R?". Wir zichen in aus den Real- und Imaginirteilen im

zweiten Faktor mit Re(iz) = —Im(z) und Im(iz) = Re(z) und erhalten
2m R n int)2 I n int\2
/ a:/ n © (ane™) tmng(ae ) + o(R%) | dt = 2mn + o(R°) # 0
YR 0 |ane ’

fir R — oo, da n > 1, im Widerspruch zur obigen Rechnung. Also ist yg fiir
groBe R in C\ 0 nicht nullhomotop, das heifit, das Polynom P hat mindestens
eine Nullstelle in C. O

Aus dem Fundamentalsatz kann man durch iterierte Polynomdivision schlie-
Ben, dass jedes nichtkonstante Polynom P iiber C auf eindeutige Weise in ein
Produkt von Linearfaktoren zerfallt:

P(z)=(z=2) (2= z)

dabei sind z1,..., 2z, € C die Nullstellen von P, und n ist der Grad von P.
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6.111. BEISPIEL. Berechnung von Flicheninhalten. Bei der Definition des
Integrals haben wir am Anfang von Abschnitt [3.6] gesagt, dass das Integral

/  fa) de

den Inhalt der Fliche zwischen der z-Achse und dem Graphen von f beschreiben
soll, wenn f(z) > 0 fiir alle x € [a, b] gilt. Wenn f stetig differenzierbar ist, wird
diese Fliiche von vier C*-Kurven ;: [0, 1] — R? berandet:

>: <(1—t2)a+tb> 7

Wir betrachten die 1-Form

a=—ydx
auf R?. Sie ist nicht geschlossen, denn
0 0
Oz 83@0 0 # 6y( y) = Ohary

Das Integral f% a verschwindet, da y; () = 0 auf ganz [0, 1]. Die Integrale fvz o'
und f% a verschwinden ebenfalls, da #2(t) = #4(t) = 0 auf ganz [0, 1]. Mit der
Substitutionsregel und x = (1 — ¢)b + ta berechnen wir

b
/yga——/Olyg(t)jtg(t)dt—/Olf((l—t)b—i—ta)(b—a)dt—/a F@)dz

Somit berechnet das Kurvenintegral von « iiber die aus 71, ..., y4 zusammen-
gesetzte Kurve den Flicheninhalt der eingeschlossenen Fliche.

Sei jetzt y(t) = (ZE;; ) eine geschlossene C'-Kurve, die eine Fliche im R?
umléduft, so dass #(t) = 0 nur fiir endlich viele ¢ im Definitionsbereich gilt.
Dann lasst sich die umlaufene Fliche durch Summen und Differenzen von
Flachenstiicken zwischen der Kurve und der z-Achse wie oben berechnen. Dabei
heben sich alle Beitrage zum Kurvenintegral, die nicht von Teilstiicken von ~
herriihren, weg, und man erhélt als Ausdruck fiir die Fliche

A:/a:—/ydx.
v ¥

Diese Formel ist ein Spezialfall des Satzes von Green. Mit diesem Verfahren
funktionieren mechanische Planimeter, die den Flidcheninhalt einer mit einem
Stift umfahrenen Fliche angeben.






KAPITEL 7

Das Lebesgue-Integral

In diesem Kapitel behandeln wir die Integration von Funktionen in mehre-
ren Verédnderlichen. Im Hinblick auf die Anforderungen in spéteren Vorlesungen
definieren wir einen Integralbegriff so, dass er fiir ,,schéne Funktionen* auf In-
tervallen mit dem Regel- oder dem Riemann-Integral iibereinstimmt, aber auf
der anderen Seite fiir moglichst viele Funktionen definiert ist. Hierzu geben wir
ein paar Beispiele.

7.1. BEISPIEL. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit
1 falls x € Q, und
-1

0 sonst.

Diese Funktion ist keine Regelfunktion nach Definition da fiir kein x € R
der links- oder rechtsseitige Grenzwert existiert. Also ist f nicht regelintegrier-
bar.

Wir versuchen, das Riemann-Integral von f ’[a,b} zu bestimmen. Als unteres
Integral erhalten wir 0, als oberes b — a. Also ist f nach Definition [3.68| auch
nicht Riemann-integrierbar.

Ohne zu wissen, wie das Lebesgue-Integral genau definiert ist, wollen wir
nachrechnen, dass

/_Zf(x)dxzo.

Da f > 0 auf ganz R gilt, erwarten wir

/Zf(x)da:E/ZOdsz.

Auf der anderen Seite erinnern wir uns, dass Q eine abzihlbare Menge ist, siehe
Bemerkung Wir finden also eine Folge (¢, )nen, in der jede rationale Zahl
genau einmal als Folgenglied vorkommt. Zu € > 0 definieren wir eine Teilmenge

M, = {x €R| esgibt n € Nmit z € [qn—Q_”g,qn+2_"5]}

der reellen Zahlen. Da ¢, € [qn — 27", qn + q_”s] gilt, folgt Q C M. fir
alle € > 0.

Wir definieren eine neue Funktion f.: R — R durch

1 falls x € M., und
fe(z) = { )

0 sonst.

205
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Dann gilt sicherlich f. > f fiir alle ¢ > 0. Wir iiberlegen uns, dass jedes Ele-
ment z € M, in mindestens einem Intervall [qn — 27", qn + 2_"5] enthalten
ist, eventuell sogar in mehreren. Also gilt

/Z folw)de < i/qﬁwe 1de

n=0 qn—27"¢

o0
= 221*”5 =4e.
n=0

Wir schlieflen daraus, dass
0< /00 f(x)de < /OO fe(x)de < 4de
fiir alle € > 0 gilt, und Sorr_liotO -
/00 f(z)dx =0.

7.2. BEMERKUNG. Das obige Beispiel ldsst sich auch anders verstehen.
Wenn A C R” eine beliebige Teilmenge ist, und die Indikatorfunktion 1 4: R™ —
R mit

1 fallsz € A, und
La(z) = {
0 sonst

Lebesgue-integrierbar ist, dann sagen wir, dass die Menge A das Lebesgue-Mayfs

u(A) = /n 14(z)dx

hat. Wir verstehen p(A) als eine Art Flidcheninhalt oder Volumen von A. Die
Menge Q C R hat also das Lebesgue-Mafl 0 und heifit daher Nullmenge.

7.3. BEMERKUNG. Eine Abbildung F': R" — R", die den Euklidischen Ab-
stand erhélt, heiflit Fuklidische Isometrie. Das Lebesgue-Maf soll invariant unter
Isometrien sein. Wenn also A C R™ ein Lebesgue-Maf} besitzt und F' eine be-
liebige Isometrie ist, dann soll u(F(A)) = u(A) gelten, siehe Bemerkung [7.83
unten. Das hat unter anderem folgende Konsequenzen.

(1) Manche Mengen haben unendliches Ma8. Zum Beispiel setzen wir set-
zen sinnvollerweise

p((0,1]") = p((0,1)") = p([0,1)") = 1.
Sei T, die Verschiebung um den Vektor v € R™ mit T,(z) = = + v,
dann ist T, eine Isometrie. Es folgt

W(R") = u( y n([o,l)n)) = Y W0,

vEL™ vEZL™
=Y () = Y 1=
VEL™ vEL™

Dabei haben wir verniinftigerweise angenommen, dass sich die Mafle
disjunkter Teilmengen bei der Vereinigung addieren.
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(2) Manchen Mengen kénnen wir iiberhaupt kein Mafl zuordnen. Mit Hilfe
des Auswahlaxioms lisst sich zum Beispiel eine Teilmenge M C R3 mit
folgenden Eigenschaften konstruieren.

(a) Es gibt Drehungen F} = idgs, Fb, F3, F4 um den Nullpunkt, so
dass
D*\{0} = {z e R® |0 < |jz]| < 1} = Fi(M) U Fo(M) U F3(M) U Fy(M) .
(b) Es gibt andere Drehungen G = idgs, G2, so dass
D3\ {0} = G1(M) U Go(M) .
Aus (a) und (b) wiirde also folgen

4p(M) = p(D*\ {0}) = 2u(M) ,

aber p(D?\{0}) = 37 # 0, wie wir spéter sehen werden. Also kann die

Menge M kein Lebesgue-Mafl haben. Die Existenz solcher Zerlegungen
von D3\ {0} heiit auch das Banach- Tarski-Paradozon.

Wir sehen also, dass man bei der Definition eines Integralbegriffs sehr sorgfiltig
die messbaren Mengen und das zugehorige Maf festlegen muss.

7.1. Maflrdume

In diesem Abschnitt legen wir fest, welche Axiome ein System messbarer
Mengen und ein Mafl darauf erfiillen sollen. Dazu erinnern wir uns an den
Umgang mit Mengen, insbesondere an die Potenzmenge P(X) einer Menge X
und an das Vereinigen und Schneiden beliebig vieler Mengen in Bemerkung|[I.67}
Zur Erinnerung: wir schreiben

A\B={zxe€ A|x ¢ B},
UAi:{x€X| es gibt ein i € I mit z € A;}
i€l
(Ai={zecX| firalleic gitxzc A},
i€l
wobei A; C X fiir alle ¢ € I gilt. Fiir I = N schreiben wir auch ;2 A,

und (72, An. In den Propositionen und hatten wir etliche Rechenre-
geln kennengelernt.

7.4. DEFINITION. Es sei X eine Menge. Eine Menge R C P(X) von Teil-
mengen von X heifit ein Ring von Teilmengen oder kurz Ring, wenn () € R und

fiir alle A, B € R auch
AUBER und A\BEeR
gilt. Ein o-Ring ist ein Ring R, so dass

[j A, R
n=0

fiir alle Folgen (Aj,)nen von Mengen aus R gilt.
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Ein Ring R C P(X) heifit Algebra von Teilmengen oder kurz Algebra auf X,
wenn X € R gilt. Ein o-Ring, der zugleich Algebra ist, heifit o-Algebra.

Seien (X, R und (Y,S) Mengen mit o-Ringen, dann heifit eine Abbil-
dung F': X — Y messbar, wenn

FlA)eR firalle AcS.

Man beachte die vordergriindige Ahnlichkeit zwischer der Definition
eines topologischen Raumes und Definition Tatséchlich werden wir gleich
sehen, dass fiir jede o-Algebra A auf X folgendes gilt:

(1) 0, X € A,
(2) fiir alle Folgen (A, )nen in A gilt |2, An € A,
(3) fiir alle Folgen (Ap)nen in A gilt (72, An € A.

Mit anderen Worten diirfen in einer Topologie zwar mehr Mengen auf einmal
vereinigt werden (ndmlich beliebig viele), aber weniger geschnitten (ndmlich
nur endlich viele). Aulerdem diirfen wir in o-Algebren Komplemente bilden,
was in topologischen Rdumen im allgemeinen nicht erlaubt ist. In diesem Zu-
sammenhang entsprechen messbare Abbildungen den stetigen Abbildungen aus
Definition siehe Lemma [6.5

7.5. BEISPIEL. Es sei X eine Menge.

(1) Die einfachsten o-Algebren auf X sind {0, X} und P(X), siehe auch
Beispiel fiir Topologien.

(2) Gegeben sei eine Menge X und eine Menge S C P(P(X)) von Ringen,
Algebren, o-Ringen bzw. o-Algebren (jedes Element R C S ist also
selbst ein Ring etc. auf X). Dann ist der Durchschnitt

(1S={Y CX|Y € Afiralle A € S} C P(X)

selbst wieder ein Ring, eine Algebra, ein o-Ring bzw. eine o-Algebra
(Ubung). Ist S beispielsweise das System aller o-Algebren, so erhilt

man (S = {0, X }.
(3) Es sei M C P(X) eine beliebige Teilmenge der Potenzmenge. Wir
definieren

S={ACP(X)|MCAund A ist o-Algebra} .

Dann ist (S die kleinste o-Algebra auf X, die M umfasst, man sagt
auch, die von M erzeugte o-Algebra.

(4) Sei schlieBlich (X, O) ein topologischer Raum, dann heifit die von O
erzeugte o-Algebra auf X die Borel-o-Algebra des topologischen Raum-
es (X, ). Ihre Elemente heilen Borel-Mengen.

7.6. BEMERKUNG. In jedem Ring R C P(X) gilt folgendes.
(1) Fir A, B € R gilt
ANB=A\(A\B)eR.
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(2) Definiert man die symmetrische Differenz
AArB=(A\B)U(B\A4),

so bildet (R, A,N) einen kommutativen Ring im Sinne der Algebra mit
Nullelement {).

In einem o-Ring gilt dariiberhinaus

(3) Fiir jede Folge (A, )nen in R gilt
o0 o
[ An=40\ [ Ao\ 4n) eR.
n=0 n=0

7.7. BEMERKUNG. In einer Algebra gelten die obigen Punkte , sowie

(4) Fiir alle A € R liegt das Komplement A° = X \ A in R.
(5) Im Sinne der Algebra bildet (R, A,N) einen kommutativen Ring mit
Nullement () und Einselement X.

In einer o-Algebra gelten also (1) - (5).

Wir erinnern uns an die Rechenregeln fiir 00 aus Bemerkung

7.8. DEFINITION. Es sei R C P(X) ein Ring. Eine Funktion ®: R — R =
R U {—00,00}, deren Wertemenge im ® nicht sowohl —oco aus auch co enthilt,
heiit (endlich) additiv, wenn ®(() = 0 und

(1) ®(AUB) =®(A)+ P(B) fiir alle A BE Rmit ANB=10.

Sei R ein o-Ring, dann heifit ® abzihlbar additiv oder auch o-additiv,
wenn ®(()) = 0 und fiir jede Folge (Ay)nen in R mit A, N A, = 0 fiir al-
le m # n die folgende Reihe in R wie angegeben konvergiert:

2) ni) B(A,) = (po An> .

Im Gegensatz zu Definition lassen wir hier +oo als Grenzwerte aus-
driicklich zu.

7.9. BEMERKUNG. Fiir additive Funktionen ®: R — R gelten folgende Re-
chenregeln.
(1) Fiir beliebige A, B € R gilt
P(AUB)+P(ANDB)=2(A)+P(B) .
(2) Falls B C A und ®(B) # +o0, gilt
®(A\B)=o(A) — o(B) .
Insbesondere kénnen wir auf die Forderung ®()) = 0 verzichten,
wenn ®(A) < oo fiir mindestens eine Menge A € R gilt, denn dann ist
D) =P(A\A) =P(A)—P(A)=0.
Die einzigen Funktionen, die Bedingung in Definition erfiillen
und nicht additiv sind, sind also ® = co und ® = —occ.
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(3) Falls ® nichtnegativ ist, also im ® C [0, oo], folgt ¢(B) < ®(A) aus B C
A.

7.10. BEMERKUNG. Wenn ®: R — R eine o-additive Funktion ist, dann
muss jede Reihe in Deﬁnition nach Bemerkung zum kleinen Umord-
nungssatz absolut konvergieren, da die rechte Seite unabhingig von der Reihen-
folge der Teilmengen A,, ist. Das ist automatisch der Fall, wenn ®: R — [0, 0]
nicht negativ ist, und co als Grenzwert zugelassen ist.

Wir sehen, dass es sich mit nichtnegativen, o-additiven Funktionen leichter
umgehen lésst. Auflerdem soll ein Maf} ja eine Art Flacheninhalt oder Volumen
beschreiben, und Fldchen und Volumina sind fiir uns nichtnegative Grofien.

7.11. DEFINITION. Es sei R ein o-Ring auf X. Ein Maf auf (X, R) ist eine
nichtnegative, o-additive Funktion p: R — [0, co]. Wir nennen (X, R, 1) einen
Mafraum. Die Elemente von R heiflen messbare Mengen.

Das Lebesgue-Mafl wird sogar auf einer o-Algebra definiert werden. Aber
fiir manche Mafe reicht auch ein o-Ring.

7.12. BEISPIEL. Es sei X eine beliebige Menge.
(1) Fiir jede Zahl C' € [0,00] definieren wir ein MaB p auf der o-Alge-

bra {0, X} durch (@) =0 und u(X) =C.
(2) Auf der o-Algebra P(X) definieren wir das Zdihlmaf p durch

o0 sonst,

#Y  falls Y endlich ist, und
p(Y) = {

fiir alle Teilmengen ¥ C X.
(3) Wir kénnten das Zéhlmafl auch auf dem folgenden o-Ring definieren:

R = { YCcX } Y ist endlich oder abzahlbar} .

7.13. PROPOSITION. Es sei R ein o-Ring auf X und ®: R — R sei additiv.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Funktion ® ist o-additiv.
(2) Fir alle aufsteigenden Folgen By C By C ... in R gilt

@(U Bn) = lim ®(B,).
n=0

BEWEIS. ,, = “: Wir setzen Ay = By und A,, = B, \ B, firn > 1.
Dann sind die Mengen A,, paarweise disjunkt. Aus endlicher Additivitéit folgt
induktiv, dass

O(B,) = @(ZOO AZ-) - izn;w» .
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Wir schlielen aus o-Additivitat, dass

@(G Bn> = @(QA,-) = JL%O;;@(Ai) = lim @(B,) .

n=0

»(2) = “: Wir setzen umgekehrt

n
Bn = U Al ’
=0

so dass By C B; C .... Dann folgt aus und endlicher Additivitét, dass
<1><U Ai> = @(U Bn) = lim ®(B,)
1=0 n=0
= lim Y ®(4;) =) B(A). O
i=0 i=0

7.2. Das Lebesgue-Maf3

Wir konstruieren jetzt das Lebesgue-Mafl auf dem R™ in mehreren Kklei-
nen Schritten. Zunéchst betrachten wir nur Volumina von sehr einfachen ,, Ele-
mentarmengen“. Anschliefend iiberdecken wir Mengen mit abzéhlbar vielen
Elementarmengen analog zu Beispiel und erhalten ein ,duleres Maf3“. Im
letzten Schritt betrachten wir alle Teilmengen des R"™, die sich beziiglich des
duBeren Mafles durch abzdhlbare Vereinigungen von Elementarmengen appro-
ximieren lassen, und erhalten die Lebesgue-o-Algebra und das Lebesgue-Ma$.

Wir erinnern uns an den Begriff des Intervalls aus Definition Aus Be-
merkung folgt, dass alle beschriankten Intervalle von einem der Typen

(a,b),[a,b),(a,b] oder [a,b] CR
sind, wobei a < b. Insbesondere sind auch
0= (a,a) und {a}=a,d]
Intervalle fiir alle a € R.

7.14. DEFINITION. Ein Quader im R™ ist ein kartesisches Produkt von n
Intervallen. Eine FElementarmenge im R"™ ist eine endliche disjunkte Vereini-
gung von Quadern. Die Menge aller Elementarmengen wird mit £ = E(R")
bezeichnet.

7.15. BEMERKUNG. Ein typischer Quader im R™ hat die Gestalt
(a1,b1) X -+ X (an,bp) ={z €R" |a; <z <b; firi=1,...,n},

wobei man beliebig viele runde Klammern durch eckige (und entsprechend ,,<“-
Zeichen durch ,,<“ fiir einzelne i) ersetzen darf. Insbesondere ist ) = () x - -+ X
() ein Quader, und es gibt auch ,niederdimensionale” Quader, falls einzelne
Faktoren von der Form {a;} = [a;, a;] sind.
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7.16. PROPOSITION. Die Elementarmengen im R™ bilden einen Ring £ =
E(R™). Fiir einen Quader Iy X - - - x I, mit (a;,b;) C I; C [a;, b sei das Volumen
durch

)\(Il X Xln) = (bl—al)...(bn—an)

definiert, dann lisst sich A eindeutig zu einer additiven Funktion auf € fortset-
zen.

BEWEIS. Wir skizzieren nur die wesentlichen Schritte. Um zu zeigen, dass £
ein Ring ist, reicht es zu zeigen, dass A\ B fiir zwei Quader eine Elementarmenge
ist. Denn fiir disjunkte Vereinigungen gilt

(AJU...UA)\B=(A1\B)U...U (A4, \ B)
und A\ (B1U...UBg)=(...(A\ B1)\ ...) \ Bk. Auerdem kénnen wir
AuB=(A\B)UB
schreiben.

Seien also A, B zwei Quader, dann kénnen wir A so als disjunkte Verei-
nigung von Quadern schreiben, dass A N B einer dieser kleineren Quader ist.
Weglassen von A N B liefert die gesuchte Darstellung von A\ B als Elementar-
menge.

Die Eindeutigkeit der Funktion A: & — R folgt, da fiir eine Elementar-

menge A = A; U ... U A, dargestellt als disjunkte Vereinigung der Qua-
der Aq,..., A, ja

AE) = MA1) + - + A(4p)

gelten muss. Um zu zeigen, dass A durch diese Vorschrift wohldefiniert ist,
betrachten wir zwei Zerlegungen

E=A4U...UA;, =B U...UBy

in Quader. Wie oben existiert eine Unterteilung dieser Quader in E = C1 U. ..U
Cin, so dass jeder Quader A; und jeder Quader Bj eine disjunkte Vereinigung je
endlich vieler C,, ist. Aber fiir eine Zerlegung eines Quaders in kleinere Quader
folgt die Behauptung aus dem Distributivgesetz der Multiplikation in R. O

Fiir die folgende Definition erinnern wir uns an die Definition [6.1] eines
topologischen Raumes und an den Begriff der Kompaktheit aus Definition [6.29
Im R" sind beschréinkte abgeschlossene Teilmengen des R™ nach Folgerung [6.38
kompakt, das gilt also insbesondere fiir abgeschlossene Quader.

7.17. DEFINITION. Es sei € ein Ring auf einem topologischen Raum (X, O).
Eine regulire Funktion ®: £ — [0,00) ist eine endliche, nichtnegative, additive
Funktion, so dass zu jedem A € £ und jedem € > 0 eine offene Menge U € £
und eine kompakte Menge K € & existieren mit K C A C U und

B(A) — e < B(K) < B(A) < B(U) < B(A) +¢ .
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Wir nennen Elemente von £ nach wie vor Elementarmengen, auch wenn es
sich hier nicht um den Ring aus Definition und Proposition handeln
muss. Man beachte, dass die mittleren beiden Ungleichungen unmittelbar aus
Bemerkung folgen; sie sind hier nur der Ubersicht halber mit aufgefiihrt.

7.18. BEMERKUNG.

(1) Die Funktion A aus Proposition ist re-
guldr, denn zu jedem Quader A und zu jedem e > 0 lidsst sich ein
etwas kleinerer abgeschlossener Quader K und ein etwas groflerer of-
fener Quader U finden; das folgt am einfachsten aus der Stetigkeit der
Multiplikation, siehe Satz . Die Funktion A liefert spéiter das
Lebesgue-Maf§ auf R™.

Es sei a: R — R eine monoton wachsende Funktion, dann ist o eine
Regelfunktion mit

a(z—) = lim a(z') = sup al(_o )

' S
und  a(z+) = xl/ir\nw a(r') = inf oy )
und wir setzen
u((a,b)) = a(b—) — ala+) fira <b,
wu(la, b)) = a(b—) — ala—) fir a <0,
u((a,b]) = a(b+) — ala+) fir a <b, und
wu(la, b)) = a(b+) — ala—) fira <b.

Dann induziert x eine regulire Funktion p: £(R') — R (Ubung). Diese
Funktion liefert das Lebesgue-Stieltjes-Mafl auf R beziiglich «.

7.19. DEFINITION. Es sei u eine regulire Funktion auf & C P(X). Dann
definieren wir das dufiere Maf§ p* fiir alle A C X durch

I

() = int{ Y- u(E)
n=0

(Ey) Folge in £NO mit A C | En} .

n=0

Wir sprechen vom dufleren Maf}, da A ,,von auflen“ durch abzihlbare Ver-
einigungen von Elementenmengen approximiert wird. Das duflere Maf ist kein
MafB auf P(X). Im dritten Schritt konstruieren wir eine o-Algebra, auf der p*
ein Maf} wird.

7.20.

(1)
(2)

BEISPIEL. Es sei u = A aus Proposition [7.16]

Aus Beispiel folgt p*(Q) = 0 fiir Q C R

Die Menge M aus dem Banach-Tarski-Paradoxon in Bemerkung
hat ein dufleres Maf}, obwohl wir gesehen haben, dass M nicht messbar
sein kann. Wir sehen spéter, dass auch p* invariant unter Isometrien
ist. Aus Proposition unten folgt, dass

W (FL(M) U0 Fy(M)) = 4" (M) > 1" (D*\ {0})
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Insbesondere ist x* nicht additiv, und erst recht kein Maf auf P(R3).
Wenn A C X keine abzihlbare Uberdeckung durch offene Element-
armengen zuliisst, ist u*(A) = inf() = co. Fiir A C B ist jede Uber-
deckung von B erst recht Uberdeckung von A, also folgt u*(A) <
p*(B).

7.21. PROPOSITION. Das duflere Mafl p* zu einer requliren Funk-
tion u: € — R hat folgende FEigenschaften:

(1) Es gilt p*(E) = w(E) fir jede Elementarmenge E € E.
(2) (o-) Subadditivitét: Sei (A,) Folge in P(X), dann gilt

BEWEIS. Zu : Fiir jedes € > 0 existiert eine offene Elementarmenge U €
ENO mit £ C U und
P (E) <pU) < p(E) +e;
es folgt p*(F) < p(E).
Da p regulér ist, existiert eine kompakte Elementarmenge K € & mit K C E
und p(E) < p(K) + ¢ fiir jedes € > 0. Fiir jede Uberdeckung (E,,) von E wie

in Definition [7.19| wird K nach der Heine-Borel-Eigenschaft aus Definition [6.29
bereits von endlich vielen der E,, iiberdeckt; es existiert also ein N € N mit

N N fe'e)
W(E) — = < p(K) < M(U E) <3 wE) < S B < (E)
n=0 n=0 n=0

allein aufgrund der endlichen Additivitédt von p. Somit ist das Infimum in Defi-
nition mindestens p(F)—e¢ fiir alle ¢ > 0. Es folgt u(E) < p*(F), insgesamt
also p*(E) = u(E).

Zu : Wenn eine der Mengen A, keine Uberdeckung durch offene Ele-
mentarmengen besitzt, hat die rechte Seite den Wert oo, und die Ungleichung
gilt. Ansonsten wihlen wir € > 0 und finden zu jeder Menge A,, eine Uber-
deckung (E,, i), durch offene Elementarmengen mit

ZN(Enk) < p(Ay) +27"e.
k=0

Die Mengen (E,)n bilden eine abzihlbare Uberdeckung von A, und wir
schlieflen, dass

PA) < D w(Eagp) <D (1 (An) +27%) = Y it (An) + 2.
n,k=0 n=0 n=0
Hieraus folgt die behauptete Ungleichung fiir € — 0. g

7.22. BEMERKUNG. Wir benétigen einige Rechenregeln fiir die symmetri-
sche Differenz aus Bemerkung @.
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(1) Fiir alle A, B,C C X gilt
AAMB=BAAAAB°=AAB,AANA=0
und AABC (AAC)U(C A B).
(2) Fiir alle A, Ao, By und By C X gilt
(A1 U As) A (B1 U By)
(A1NA2) A (BiNDBg) 3 C (A1 A By)U(Ay A By) .
(A1 \ A2) & (B1\ B)

Beispielsweise gilt

A\BC (A\C)U(C\ B)
und analoges gilt fiir B\ A, zusammen folgt daraus die dritte Behauptung in .
Die erste Formel in folgt entsprechend aus

(Al U AQ) \ (Bl U Bg) = (A1 \ (Bl U BQ)) U (AQ \ (Bl U Bz))
C (A1 \ Bl) U (AQ \BQ) .

Wenden wir die erste Formel auf die Komplemente A{, AS, Bf und BS an, so
erhalten wir die zweite Formel, die letzte folgt analog aus A\ B = AN B€.

7.23. DEFINITION. Es sei u: &€ — R regulir wie in Definition
und p*: P(X) — [0, 00| das zugehorige duBere Mafl. Wir definieren d: P(X) X
P(X) — [0, 00| durch

d(A, B) = (A & B)
und schreiben A,, — A fiir eine Folge (A,) in P(X), wenn lim,, o d(A,, A) =0
gilt.

Eine Menge A C X heifit endlich p-messbar, wenn es eine Folge (E,,) von
Elementarmengen mit E,, — A gibt, und p-messbar, wenn sie als abzdhlbare
Vereinigung endlich py-messbarer Mengen geschrieben werden kann. Die Menge
endlich p-messbarer Teilmengen wird mit Mpg(u), die der p-messbaren Teil-
mengen mit M (u) bezeichnet.

7.24. BEMERKUNG. Aus Bemerkung folgt, dass d symmetrisch ist
mit d(A, A) =0 fiir alle A € P(X) und eine Dreiecksungleichung im Sinne von
Definition [2.40] erfiillt. Fir A, B, C C X gilt ndmlich

d(A,B) = p*(Aa B) < p*((ArC)U(C o B))
< (AAC)+p*(CAB)=d(A,C)+d(C,B).

Aus oben und Proposition folgt, dass

d(A1 U Az, B1 U By)

d(A1 N Ay, BiNBy) 3 <d(Ay,By)+d(As, Bs) .

d(A; \ Az, B1 \ B2)
Da p*(A) = d(0, A), folgt aus der Dreiecksungleichung insbesondere

p(A) =d@,A) <d0,B)+d(A,B) =p*(B) +d(A, B)
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und umgekehrt, somit gilt
¥ (A) — ¥ (B)| < d(A, B)
fiir alle A, B C X, falls wenigstens p*(A) oder p*(B) endlich ist.
In anderen Worten verhélt sich d beinahe wie eine Metrik auf P(X), ver-
gleiche Aufgabe 4 von Blatt II1.2. Das duflere Mafl u* und die elementaren

Mengenoperationen wie Vereinigung, Durchschnitt und Differenz sind in die-
sem Sinne ,stetig®.

Im folgenden Satz zeigen wir, dass p* auf M(u) ein Mafl definiert. Fiir das
Volumen m von Quadern aus Proposition [7.16] erhalten wir das Lebesgue-Maf
auf R™, fiir die Funktion p aus Bemerkung das Lebesgue-Stieltjes-Maf3
auf R beziiglich a.

7.25. SATZ. Es sei p: € — [0,00) regulir und p*: P(X) — [0,00] das
zugehorige duflere MafS. Dann ist M(u) ein o-Ring, und p* ist ein Maf
auf (X, M(p)).

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, dass Mpg(u) ein Ring und p* auf Mpg(u)
additiv und endlich ist. Seien etwa (E,), (F},) Folgen von Elementarmengen
mit £, — A und F,, — B, dann gilt wegen Bemerkung auch

E,UF, — AUB,
E,.NF,—-ANB,
E,\F,— A\B
und w(En) = p*(En) — p*(A) ,
insbesondere ist Mg (i) ein Ring und p* ist endlich auf Mg(u). Aus Bemer-
kung und Proposition folgt
p(A) + p*(B) = lim (u(En) + p(Fn))
= JLH;O(M(E,L UF,) +u(E,NE,))=p (AUB)+ u*(ANB).

Hierbei haben wir die Additivitdt von p auf £ benutzt. Also ist p* additiv
auf Mpg(p).

Es sei A € M () dargestellt als A = [J72 ) A, mit A, € Mpg(p). Wir setzen
B, :An\(AoU"'UAnfl) GME(M) ,

A= Us..

neN
Wegen der Subadditivitédt aus Proposition gilt

so dass

WA < D (Ba)
n=0
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Auf der anderen Seite folgt
N
p(A) > p*(BoU...UBN) =Y p*(Bn)
n=0

im Grenzfall N — oo gilt somit

(1) pr(A) = p(Bn).
n=0
Falls 11*(A) endlich ist, folgt fiir € > 0 aus dieser Uberlegung auch
N 00 00
d(aUB)=w((U )= 3w <
n=0 n=N+1 n=N+1

fiir N € N hinreichend grof. Da UnN:() B, € Mg(u), existiert eine Elementar-

menge F mit
N
d( U Ba. E> <e.
n=0

Es folgt
N N
d(A,E) < d<A, U Bn> +d(U Bn,E> < 2,
n=0 n=0
also kann A durch Elementarmengen approximiert werden. Insgesamt folgt
(2) Mp(p) ={A € M(u) | p*(A) < oo} .

Sei jetzt A = |, ey An mit A, € M(p) fiir alle n € N, dann gibt es zwei
Mboglichkeiten: Falls eine Menge A,, unendliches dufieres Maf hat, folgt p*(A) >
1*(Ay) = oo, ansonsten liegen alle A,, in Mpg(p) wegen (2), und wir diirfen
anwenden. Somit ist p* o-additiv auf M(u).

Wir miissen noch zeigen, dass M(u) ein o-Ring ist. Wenn jede Menge A,, €
M(p) als abzihlbare Vereinigung von Mengen aus Mg (1) geschrieben werden
kann, dann gilt das auch fiir |J;~ , A,,. Seien jetzt

A=) A4, B=|JBieM(p
n=0 n=0
mit Ay, B, € Mg(u) fir alle n. Nun gilt

AN B = | J(4, N By) € M(p)
k=0

und sogar A, N B € Mg(p) nach (2), da
p (A, NB) < pu*(A,) < oo .
Da MEg(u) ein Ring ist, folgt
A\ B = A\ (A, 11 B) € Mi(y)
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somit
A\B=|J(An\ B) € M(p) .
n=0
Also ist M(u) tatséchlich ein o-Ring. O

7.26. DEFINITION. Das mit Hilfe der Funktion A\: £ — [0, 00) konstruierte
MafB auf R™ heifit n-dimensionales Lebesgue-Maf, und die o-Algebra £ = M(\)
heifit Lebesgue-o-Algebra.

Sei a: R — R monoton steigend, dann heifit das zur Funktion u: & —
[0,00) aus Bemerkung konstruierte Mafl das Lebesque-Stieltjes-Maf
beziiglich a.

Wir werden in Zukunft die Einschréinkung des dufleren MaBes p* auf M (u)
kurz als p bezeichnen. Wir schreiben explizit p: € — [0,00), wenn wir uns auf
die zugrundeliegende reguldare Funktion beziehen wollen.

7.27. DEFINITION. Es sei (X, R, i) ein Mafiraum. Eine Menge N € R heifit
Nullmenge, wenn p(N) = 0 gilt. Das Mafl p heifit vollstindig, wenn jede Teil-
menge einer Nullmenge wieder messbar ist.

7.28. FOLGERUNG. Das in Satz definierte Mafs p* auf M(p) ist
vollstindig.

BEWEIS. Sei N eine Nullmenge, dann gilt p*(N) = 0. Fiir jede Teil-
menge A C N gilt dann ebenfalls p*(A4) = 0 = d(0, A). Somit strebt die
konstante Folge (()),en in € im Sinne von Definition gegen A, und es
folgt A € M(p). O

7.29. DEFINITION. Ein Mafiraum (X, R, u) heiit endlich, wenn X € R
und p(X) < oo gilt. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist ein endliches Mafl p auf X
mit pu(X) = 1. Ein Mafiraum heit o-endlich, wenn es eine Folge (Ag)r in R
mit p(Ay) < oo fiir alle k und | J,~, Ax = X gibt.

7.30. BEISPIEL. (1) Das Lebesgue-Mafl auf R™ ist o-endlich. Dazu be-
trachten wir die Folge (Ax) mit Ay = (—k, k)™.

(2) Das Lebesgue-Stieltjes-Mafl auf R beziiglich « ist ebenfalls o-endlich.

Wenn «a beschrinkt ist, ist es sogar endlich mit p(R) = sup a — inf a.

7.31. BEMERKUNG. Zum Schluss wollen wir einen Zusammenhang zwischen
der Borel-o-Algebra B des topologischen Raums (R", O) aus Beispiel
und dem o-Ring M(u) herstellen, falls ¢ wie in Satz aus einer reguldren
Funktion auf dem Ring der Elementenmengen £ aus Definition [7.14] konstruiert
wurde. Laut Aufgabe 4 von Blatt I11.2 ist jede offene Menge U C R"™ abzihlbare
Vereinigung von offenen Quadern, somit folgt O C M (u). Insbesondere ist R™ €
M), vergleiche Beispiel (1), also ist M(u) eine o-Algebra. Da B die
kleinste o-Algebra ist, die O enthélt, folgt B C M(pu).

Sei jetzt A € M(p), A = U,—g A, mit A, € Mpg(p) fir alle n, dann
gilt p*(A,) < oo. Zu € > 0 existieren also offene Elementarmengen E, .



7.3. INTEGRATION AUF MASSRAUMEN 219

mit A, C E,. und p(Ey,.) < p(An) + 27 "e. Wir setzen E. = JE,. € O,
dann folgt A C E. und

PENA) D p(Bne\ Ap) <> 27" =2¢.
n=0 n=0

Es sei jetzt B = ()2, E1/, € B, dann folgt A C B und u(B\ A) < 2- % fiir
alle n, also u(B\ A) = 0.

Da R" € M(pu), folgt A° = R*\ A € M(p). Wir finden also D € B wie
oben mit A° C D und p(D \ A°) = 0. Setze C = D¢ € B, dann gilt C C A
und p(A\ C) = 0. Insgesamt beweist das die Inklusion ,,C* in der Behauptung

M(p)={ACR"| esgibt B,C € Bmit C C AC B und u(B) =u(C)} .
Die umgekehrte Inklusion ,,0“ folgt leicht aus der Vollstandigkeit von pu.

Fazit: die o-Algebra M (u) ist fiir jedes mit Hilfe von Satz auf R™ kon-
struierte Mafl u die Vervollstdndigung der Borel-o-Algebra beziiglich p. Da ver-
schiedene MaBe auf R” verschiedene Nullmengen haben konnen, siche Ubung 2
von Blatt I11.2, liefern verschiedene regulire Funktionen p auf £ im Allgemeinen
verschiedene o-Algebren von p-messbaren Mengen.

7.3. Integration auf Maflirdiumen

Nachdem wir das Lebesgue-Mafl und die zugrundeliegende o-Algebra ein-
gefithrt haben, lernen wir jetzt, wie man auf allgemeinen Mafirdumen, also spezi-
ell auf (R™, £, ), integriert. Dazu fiithren wir zunéichst die Menge der messbaren
Funktionen ein, die die Menge der integrierbaren Funktionen umfasst.

Messbare Abbildungen hatten wir bereits in Definition [7.4] kennengelernt.
Es sei B die Borel-o-Algebra auf R beziiglich der Topologie aus Bemerkung

7.32. DEFINITION. Es sei R ein o-Ring auf X. Eine Funktion f: X — R
heilt messbar beziiglich R, wenn sie als Abbildung von (X,R) nach (R, B)
messbar ist. Ist R die Borel-o-Algebra eines topologischen Raumes oder die
Lebesgue-o-Algebra auf R™, dann heif3t f Borel- bzw. Lebesgue-messbar.

7.33. BEMERKUNG. (1) DaR € B, gilt X = f7Y(R) € R, wenn f
messbar ist. Also folgt aus der Existenz messbarer Funktionen, dass R
eine o-Algebra ist.

(2) Je grofer die o-Algebra R in Definition[7.32]ist, desto mehr Funktionen
sind beziiglich R messbar. Daher ist es sinnvoll, bei der Definition
des Lebesgue-Mafles die Borel-o-Algebra durch die wesentlich grofere
Lebesgue-o-Algebra zu ersetzen.

(3) Wiirde man umgekehrt die Borel-o-Algebra auf R im Zielbereich durch
eine groflere o-Algebra ersetzen, so erhielte man mehr Bedingungen
an f und damit insgesamt weniger messbare Abbildungen.

7.34. PROPOSITION. Es sei A eine o-Algebra auf X und f: X — R eine
Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(1) Die Funktion f ist messbar beziiglich A.

(2) Fiir alle v € R gilt f~1([—o0,x]) € A.

(3) Fiir alle v € R gilt f~1([—o0,)) € A.

(4) Fiir alle x € R gilt f~1([z,00]) € A.

(5) Fiir alle x € R gilt f~1((z,00]) € A.

(6) Fiir alle offenen Mengen U C R gilt f~*(U) € A.

BEWEIS. Aussage impliziert — @, da die angegebenen Teilmengen
von R Borel-Mengen sind.
Die Aquivalenz der Aussagen - folgt aus den Relationen
N [ 1
F (o0 m)) = | fl( 0,2~ n]) ,
n=1

£ ([, o)) = )i V(o).
o= U s ([e o))

und f7H([~o0,2]) = X\ f7H((z,00]) -

Mit und gilt auch
FH(a,0) = f~H((a,00]) N fH([00,b)) € A.

Nach Ubung 4 von Blatt II1.2 ist jede offene Menge U C R abzéhlbare Vereini-
gung von Intervallen (an,,b,). Analog ist jede offene Teilmenge U C R abzihl-
bare Vereinigung von offenen Intervallen I,, der Form I,, = (an,by,), [—00,by)

oder (an, oc]. Also folgt (6) aus (2) — (5), da
oy =Urt)eA.
n=0

Es gelte schlielich @ Wir betrachten die Menge
S={AcCR|f (A eA} CcPR).
Da die Abbildung f~!: P(R) — P(X) mit Differenz und abzihlbarer Vereini-
gung vertriglich ist, ist S eine o-Algebra. Beispielsweise seien A, B C R, dann
gilt
ABeS = fYA),f (B ecA
— fYA\B)=f YA\ f(B)e A = A\Be€S.

Aus @ folgt O C S, aus Beispiel also B C S. Also ist f als Abbildung
von (X, A) nach (R, B) messbar, und es gilt (). O

7.35. BEMERKUNG. Es sei (X, ) ein topologischer Raum und f: X — R
stetig. Dann sind Urbilder offener Teilmengen von R in X offen. Wenn A eine o-
Algebra auf X ist, die O und damit die Borel-o-Algebra von X umfasst, dann
folgt aus Proposition dass f beziiglich A messbar ist.



7.3. INTEGRATION AUF MASSRAUMEN 221

Insbesondere sind stetige Funktionen f: R™ — R Borel- und damit nach
Bemerkung erst recht Lebesgue-messbar.

Als néchstes wollen wir sehen, wie man mit messbaren Funktionen rechnen
kann.

7.36. PROPOSITION. Es seien f1,...,fn: X — R messbare Funktionen
beziiglich A und F: R" — R stetig, dann ist auch h: X — R mit h(x) =
F(fi(z),..., fn(z)) messbar.

Bewels. Nach Proposition reicht es zu zeigen, dass h=1(U) € A fiir
alle offenen U C R. Da F stetig ist, ist F~'(U) C R" offen. Nach Ubung 4 von
Blatt II1.2 existieren offene Intervalle I;; C R fiir alle j = 1,...,n und k € N,

so dass
oo

FHU) = g x - x Ing) -
k=0
Sei z € h~1(U), dann existiert k € N, so dass
(fi(@), ..., falx)) € hp X -+ X Iy C FH(U)
Es folgt
)y = (i i) € A. O
k=01i=1

7.37. FOLGERUNG. FEs seien f,g: X — R messbar. Dann sind auch die
folgenden Funktionen auf X messbar, sofern sie definiert sind:

(1) f+g7 fg; _f!

(2) %7 %7 falls fﬁl({o}) = @;
(3) min(f,g), max(f,g),
(4) [f| mit [f](z) = [f(z)],
(5)

. _Jf=@) f(z)=0,
5) f+ mztf+(:c)—{0 Ha) <0,
e o @0,
(6) 77 mét f~(z) {—f(x) f#) <0

Die Funktionen f*, f=: X — [0, 00] heiflen auch Positiv- und Negativteil
von f.

BEWwWEIS. Da Addition, Multiplikation und die Bildung des additiven und
des multiplikativen Inversen stetig sind, folgen , , vergleiche Propositi-
on 5.1

Genauso zeigt man, dass min, max: R >R stetig sind und erhalt .
Aussage folgt entweder aus Beispiel oder aus und , da

[f = max(f, —f) -
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SchlieBlich folgen , @ aus
fT =max(f,0) und f~ = —min(f,0). O

7.38. PROPOSITION. Es sei (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen auf X .
Dann sind auch die folgenden Funktionen messbar:

(1) inf'rLGN fn mat (infnGN fn) (x) = inanN fn (SU);

(2) SUPpeN fn mit (SupneN f") (1‘) = SUPpeN fn(.’L'),

(3) liminf, o fn mit (liminfn_>Oo fn)(x) = liminf,, o frn(z),
(4)

4) limsup,,_,o fn mit (limsup,, . fn)(z) = limsup,_,. fn(z).

Insbesondere ist die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Folge messba-
rer Funktionen wieder messbar.

BEWEIS. Zu iiberlegen wir uns, dass inf,, .~ fn(2) < a < Es gibt n € N
mit f,,(x) < a, somit

(inf fa) (1-o0a)) = U (e e 4,
n=0

und inf,,_. o f, ist messbar nach Proposition Genauso beweisen wir .
Wir folgern und aus und , da

limsup f,, = inf (sup fk) und liminf f, = sup (inf fk)
n—00 "k>n n—o0 k>n

n—oo n—~oo

nach Definition Wenn schlieflich (f,,) punktweise gegen f konvergiert, gilt
f(z) =limsup f,(z) = liminf f,(z)
n—oo

n—oo

fiir alle  nach Bemerkung [2.38] O

Um das Integral auf einem Maffiraum (X, A, ) zu definieren, fithren wir
zunéchst eine Klasse von Funktionen ein, deren Integral wir leicht definieren
kénnen. In Abschnitt haben Treppenfunktionen diese Rolle gespielt.

7.39. DEFINITION. Eine Funktion f: X — R heifit einfach, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt.

7.40. BEMERKUNG. Die Funktion f = 1gp aus Beispiel ist einfach.
Allgemeiner ist jede Indikatorfunktion 14 mit A C X einfach. Sei umge-
kehrt f: X — R einfach, dann gilt

f=2 0 Ty
yeR
und diese Summe ist endlich, da f~!({y}) = ) und daher 1p-1(qyy =0 fiir alle
bis auf endlich viele y. Also ist jede einfache Funktion eine endliche Linearkom-
bination von Indikatorfunktionen.

7.41. PROPOSITION. Jede Funktion f: X — R ist Grenzfunktion einer
punktweise konvergenten Folge (f,) einfacher Funktionen. Diese Funktionen f,
konnen so gewdhlt werden, dass folgendes gilt:
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(1) Ist f messbar, so sind die f, ebenfalls messbar.
(2) Ist f >0, so steigt die Folge f,(x) in jedem Punkt x € X monoton.
(3) Ist f in R beschrinkt, so konvergiert die Folge gleichmdfsig.

BEwEIS. Wir nehmen f > 0 an und definieren
n-2" 1
= — 1., .
Fi= 2w o o0)

Falls f(z) € [2%, %) fiir k < n-2", so nehmen genau k der Indikatorfunktionen
rechts den Wert 1 bei z an, also ist f,,(z) = 2% Falls f(x) > n, so folgt fn(z) =
n. BEs gilt , denn fiir alle z steigt die Folge (f,,(z)), monoton mit

Fiir beliebige f definieren wir wie oben Folgen g, h,, einfacher Funktionen,
die punktweise gegen fT bzw. f~ konvergieren, und setzen f, = g, — hy.

Ist f messbar, so sind auch f*, f~ messbar. Daher gilt (fi)*l([%,oo)) €

A fiir alle k&, n, und die Indikatorfunktionen in der Definition von f sind ebenfalls
messbar. Also gilt .

Ist schlielich f in R beschrinkt, so wihlen wir ng > sup f*, supf~ € R
und erhalten

1

fnle) = £(@)] < 5
fiir alle n > ng. Also konvergiert die Folge gleichm#flig, und es gilt . O
7.42. DEFINITION. Es sei (X, A, p) ein Mairaum und E € A messbar. Wir

definieren das u-Integral einer messbaren Funktion f: X — R dber E wie folgt.

(1) Falls f einfach ist mit f > 0, definieren wir

/ fdu=>" y-p(Enf{y}) €10,00] .
F veR\{0}
(2) Fiir f > 0 setzen wir

/ fdu= sup{/ gdu ‘ g einfach, messbar
E E

mit 0 < g(z) < f(z) fur alle z € X} € [0, oo

und nennen f p-integrierbar auf F, wenn dieser Wert endlich ist.
(3) Fiir beliebige f setzen wir

/Efduszf*du—[EfdueR

falls f* oder f~ auf E u-integrierbar ist, ansonsten ist das p-Integral
nicht definiert. Falls f* und f~ beide auf E p-integrierbar sind, heifit f
ebenfalls p-integrierbar auf E, sonst nicht.
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Ist 1 das Lebesgue-MaB auf R” und E € L, so schreiben wir [ [ A\ Ist p das
Lebesgue-Stieltjes-Maf beziiglich o und E € M(p4), so schreiben wir || g [ da.
Wir sprechen dann vom Lebesgue- bzw. vom Lebesgue-Stieltjes-Integral iber FE
und nennen f gegebenenfalls Lebesgue- bzw. Lebesgue-Stieltjes-integrierbar be-
ziiglich a.

Da wir bei einfachen Funktionen die Werte +0o nicht zugelassen haben, und
da wir den Wert y = 0 ausgeschlossen haben, treten in keine undefinierten
Produkte 400 - 0 auf.

7.43. BEMERKUNG. Zunichst ein paar Bemerkungen zu dieser Definition.

(1)

Die Punkte (/1) und (2) stimmen fiir einfache, messbare Funktionen f >
0 iiberein, denn es gilt

S wenEn ) =swl Y wa(Eng (@)

yeR\{0} y€R\{0}

g einfach, messbar mit 0 < g < f } .

Da g = f auf der rechten Seite vorkommt, gilt ,,<“. Andererseits kann
die Summe in fiir ein g < f auch nicht grofler werden als die linke
Seite, somit gilt auch ,,>“.

Genauso iiberzeugt man sich, dass (3] fiir nichtnegative f den gleichen
Wert wie liefert, denn dann gilt ja f~ = 0. Also ist das Integral
oben wohldefiniert.

Man beachte, dass eine Funktion genau dann pu-integrierbar ist, wenn
man ihr ein endliches Integral zuordnen kann. Analog dazu nennen
wir eine Reihe auch dann divergent, wenn die Partialsummenfolge ge-
gen oo konvergiert.

Definition und sind auch dann noch sinnvoll, wenn f
nicht messbar ist. Fiir solche f hat das Integral aber schlechte Ei-
genschaften: es ist noch nicht einmal linear. Als Beispiel betrachten
wir die Menge M € R? und die Isometrien Fj, G; aus dem Banach-
Tarski-Paradoxon, siehe Bemerkung . Wir setzen f; = 1g )
und g; = 1g,(u)- Aus der Isometrieinvarianz des Lebesgue-Integrals
folgt fiir das so definierte Integral

fid)\—/ gj dX
R3 R3

firallei=1,...,4und j =1, 2, aber
A(D?\ {0}) :/RS 1p3\ (o} dA
2/3(f1+f2+f3+f4)d/\=/ (91 +g2)dX .
R

R3
Also ist das in dieser Allgemeinheit definierte Integral nicht mehr ad-
ditiv.
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Wenn wir die Integrationsvariable angeben wollen, schreiben wir

/f ) du( /f@

Fiir das Lebesgue- und das Lebesgue-Stieltjes-Integral schreiben wir auch

/Ef(x)d”:c—/f(:cl,...,xn)d:rl...dxn—/Efd)\
und /f ) da(z /fda

Man beachte: das eindimensionale Lebesgue-Mafl stimmt mit p,, fiir a(z) = =
iiberein, daher gibt es keine Missverstédndnisse mit dx.

_ 7.44. BEMERKUNG. Es sei E C X eine messbare Teilmenge und f, g: X —
R messbar.

(1) Ist u(F) < oo und f beschrénkt, so ist f p-integrierbar auf F mit
u(E) -inf f < /Efdu < pu(E)-sup f .

(2) Falls f, g: X — R p-integrierbar sind mit f < g auf F, dann gilt

/Efduéngdu-

Zur Begriindung reicht es zu zeigen, dass

/j*du</ﬂﬁdummL/f—mu>/g—mL
E E E E

(3) Ist f integrierbar auf E' und ¢ € R konstant, dann folgt

/chd,u:c/EfdM.

(4) Ist u(F) =0, so ist f integrierbar mit

wazo,

selbst wenn f einen der Wert +o00 annimmt.
(5) Ist f integrierbar auf £ und A C F messbar, dann ist f auch auf A
integrierbar, denn

/Afidu</Efidu-

7.4. Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt beweisen wir einige wichtige Sétze iiber Integrale auf
beliebigen Mafiriumen. Die Sitze iiber monotone und iiber dominierte Konver-
genz sind weitaus stérker als Folgerung [3.61] und Satz zum Regelintegral,
aus denen sich nur Konvergenz der Integrale bei glemhmaﬁlger Konvergenz der
Integranden ergibt. Eine der ersten Konsequenzen aus der monotonen Konver-
genz ist die Linearitat des Integrals, die wegen Bemerkung schwerer zu
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beweisen ist als beim Regel- oder Riemann-Integral. Am Ende dieses Abschnitts
sehen wir bereits, dass unser neuer Integralbegriff Eigenschaften analog zu den
Eigenschaften - @ am Anfang von Abschnitt besitzt.

Ab sofort sei (X, A, u) stets ein MaBraum, bei dem A eine o-Algebra ist,
also X € A gilt; sieche Bemerkung [7.33

Im Folgenden konstruieren wir eine Art ,Mafl mit Dichte f beziiglich p“.
Das zugehorige Integral wire dann ein gewichtetes Integral mit Gewicht f. Aber
das ist nicht der Hauptzweck des folgenden Lemmas; wir brauchen es vielmehr,
um hinterher Sétze iiber das p-Integral zu beweisen.

7.45. LEMMA. Es sei f: X — R messbar und zumindest It oder f~ sei
integrierbar. Dann ist die Funktion ®: A — R mit

o(4) = [ fan
A
o-additiv.

BEWEISs. Wir nehmen zunéchst f > 0 an. Offensichtlich gilt ®(0) = 0.
Falls f = 1g die Indikatorfunktion einer messbaren Menge FE € A ist, gilt

/ lpdp=1-p(17({1HNA) =wENA).
A
Dann folgt o-Additivitidt aus
D(A) = u(ENA) =H<U (ENA,) ) ZM (ENAy) =) ®(Ay)
neN n=0

fiir jede Folge (Ay,),, paarweise disjunkter Mengen in A mit A = U A, wegen

der o-Additivitdt von pu.

neN

Ist f einfach, so folgt o-Additivitit analog wegen Bemerkung

Fiir beliebige messbare f > 0 sei g einfach mit 0 < g < f, dann gilt fiir (4,),
A wie oben, dass

Agduzg[qngduég/élnfdp:gé(/ln)

somit gilt fiir das Supremum iiber alle solchen g, dass

— [ fan<y )
A n=0

Das zeigt die Behauptung, falls ®(A) = oo gilt. Wir nehmen daher ®(A) < oo
an, dann gilt erst recht ®(A4,) < oo fir alle n da A, C A, siche Bemer-

kung .

Zue > 0und N € N kénnen wir eine einfache Funktion g mit 0 < g < f so

bestimmen, dass
/ gdu>/ fdp—e,
An An
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fiir alle n < N, somit

B(4) > @(CJOAH) > /U%Angdu— ENjO/Angdu > EN%(‘MM —e).

Fiir € — 0 folgt

im Grenzfall N — oo also

Insgesamt gilt also

und & ist o-additiv.

Im allgemeinen Fall sei etwa f~ integrierbar, so dass

/Af‘du<oo

fiir alle A € A. Nach Definition gilt

o) = [ fan= [ rran= [ 1 dpe (oo

fiir alle A. Fiir (A,,), A wie oben folgt aus dem obigen, dass

@(A)ngnf+du—gAnf‘du
:gUAnmﬂ_/AnfdM) :ijoﬂbmn)

nach Satz falls beide Reihen konvergieren. Ansonsten konvergiert die erste
Reihe gegen oo, withrend die zweite in R konvergiert, und wir wenden Satz [2.22]
auf die Partialsummenfolgen an. O

7.46. FOLGERUNG. Fir A, B€ A mit AC B und (B \ A) =0 gilt

/Afduz/Bgdu

BEWEIS. Das folgt aus Lemma und Bemerkung @. O
7.47. BEMERKUNG. (1) Wir nennen A, B pu-fast gleich, wenn pu(A A

B) = 0 gilt, sieche Ubung 3 von Blatt II1.2. Offenbar stimmen Integrale
iiber p-fast gleiche Mengen iiberein.
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(2) Wir sagen, f = g gilt p-fast dberall und schreiben f ~ g, falls {z |
f(x) # g(x)} eine p-Nullmenge ist. Analog definieren wir u-fast tiberall
auf F fiir messbare E; beides sind Aquivalenzrelationen. Falls klar ist,
auf welches Mafl wir uns beziehen, diirfen wir ,fast gleich“ bzw. ,fast
iiberall“ sagen. Falls f ~ g auf E, so gilt offensichtlich

/EfduZ/Egdu-

7.48. FOLGERUNG. Fine Funktion f ist genau dann auf E integrierbar,
wenn |f| auf E integrierbar ist, und es gilt

/fdu‘ﬁ/ Fldu
E E
BEWEIS. Definiere

E* = f7}([0,00)) und BT =f"((~00,0)) € A,
dann gilt

‘/Efdu’— /Eﬁdu—/Ef_du‘— [E+f+du— E_f_du’

<[ staus [ dn= [ 171 O

E+

Somit ist Integrierbarkeit eine &hnliche Eigenschaft wie absolute Konvergenz
in Abschnitt siche auch Aufgabe 4 von Blatt II1I.3. Man beachte, dass
wir im obigen Beweis nicht die (noch nicht bewiesene) Linearitit des Integrals
ausgenutzt haben, sondern nur die Addivitiat auf A aus Lemma [7.45

Wir erinnern uns an das Monotoniekriterium fiir Folgen aus Satz [2.29]
Sei (fn)n eine Folge messbarer Funktionen auf F' mit fo < f1 < ..., dann
existiert eine Funktion f = lim,_ .o frn: X — R mit

f(z) = lim fy(z),
n—oo
und f ist messbar nach Proposition [7.38]

7.49. SATZ (monotone Konvergenz; B. Levi). Es sei E € A messbar
und (fn)n eine Folge messbarer Funktionen auf X mit 0 < fo < fi < ....

Dann gilt B
/ lim f,(z)dp(z) = lim / fndu .
E n—oo n—oo E

BEWEIS. Es sei f = lim,_ fn die Grenzfunktion. Da f, < f gilt

[EfnduS/Efdu,

nach Bemerkung (), somit

lim fndﬂé/fdﬂ-
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Fiir die umgekehrte Abschitzung fixieren wir ¢ € (0,1) und eine einfache,
messbare Funktion g mit 0 < g < f, und setzen
E,={ze€FE|folx)>c-glx)}eA.

Da die Folgen (f,(x)), monoton wachsen, folgt Ey C Fy C ..., und da f(z)
der Grenzwert ist, existiert zu jedem x € E ein n € N mit x € F,,. Also gilt

o0
E:UEn.
n=0

Fiir jedes n folgt daraus mit Bemerkung @), dass

/fndﬂz fndMZ/ cgdp .
E En .

Jetzt konnen wir im Grenziibergang n — oo Lemma [7.45| mit der Funktion cg
und Proposition [7.13] auf die rechte Seite anwenden und erhalten

lim fndu > lim/ cgd,u:/ cgdu
n—oo E n—oo En E

wegen der o-Additivitéit der Funktion A — [, c¢gdu. Da das fiir alle ¢ € (0,1)
gilt, folgt

lim fnduz/gdu-
E E

n—oo

Wir bilden das Supremum {iiber alle einfachen g mit 0 < g < f und erhalten
ti [ fuduz [ fan.
Mit der obigen Abschétzung zusammen ergibt sich Gleichheit. g

7.50. FOLGERUNG. Es seien fi, fo: X — R integrierbar auf E. Dann ist
auch f1+ fo integrierbar mit

() /E(f1+f2)dM=/Ef1du+/Ef2du.

Insbesondere bilden die auf E p-intergierbaren Funktionen einen Vektorraum,
und das p-Integral dber E ist eine lineare Abbildung von diesem Vektorraum
nach R.

Die Formel (%) gilt auch fiir messbare Funktionen fi, fo, wenn die rechte
Seite in R definiert ist.

BeEwEIS. Wir beweisen (*) zunéchst fiir den Fall f; > 0, fo > 0. Falls beide
Funktionen einfach sind, folgt die Behauptung leicht aus Definition ,
denn

YD ) -wEN )N D)

yER zeR

=> y-uENF D)+ Dz u(Enf(2))

yeR z€R
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Ansonsten wihlen wir wie in Proposition und Folgen (gn)n, (hn)n
einfacher, messbarer Funktionen mit 0 < gy < g1 < ..., 0 < hg < h; < ...

und fl = hmn—>oo 9n, f2 = hmn—>oo hnv dann fOlgt 0< (90+h0) < (91+h1) <...
und f1 + fo = lim, o0 (gn + hy). Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz
ergibt sich

[t ydu= tim [ (gt ha) dp =t (/ gndw/hndu)
E n— Jg n—O\JE E

= lim [ g,du+ lim/hndu:/fldu—i-/fgd,u.

Diese Rechnung funktioniert auch dann, wenn eines oder beide Integrale rechts
den Wert oo annehmen.

Als néchstes betrachten wir den Fall fi < 0 < fo. Wir diirfen annehmen,
dass mindestens eine der beiden Funktionen integrierbar ist, denn andernfalls

ware
/ fld,u—i-/ fodp = —00 + 00
E E
nicht definiert. Sei etwa f; integrierbar. Wir zerlegen E = ET U E~ mit
Et={zcE|(fi+fo)x)>0} und E-={xc E|(fi+ fo)(x) <0}.
Auf ET sind —f1, fo und (f1 + f2) nichtnegativ, so dass

/E+ deu_/E+(_f1)d/‘+/E+(f1+f2)du.

Da das mittlere Integral endlich ist, folgt

[ s [ pdu= [ (5 pydu.
E+ E+ E+
Auf E~ sind — f1, fo und —f; — f2 nichtnegativ, so dass

/(—fl)duz fzdu+/ (—fi— fa) dp.

Da die linke Seite endlich ist und die Terme rechts nichtnegativ, sind alle drei
Integrale endlich, so dass wieder

| s ran= [ gans [ .
E- E- E-
Da E = E* U E—, folgt aus Lemma dass

[t au= [ (hirmaus [+ pyd

[ naws [ peans [ nans [ prau= [ pans [ pan.

Im allgemeinen Fall zerlegen wir E in vier Teilmengen in Abhéngigkeit der
Vorzeichen von f1 und fo. Auf jede Teilmenge lésst sich eines der obigen Argu-
mente anwenden. Beim Zusammenaddieren miissen wir noch einmal aufpassen,
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dass keine Summen der Form co—oo auftreten, aber das ist wie oben garantiert,
wenn die Integrale tiber f; und fo und ihre Summe definiert sind.

Wir sehen, dass die Summe zweier integrierbarer Funktionen wegen (*) wie-
der integrierbar ist. Auflerdem sind skalare Vielfache integrierbarer Funktionen
nach Bemerkung wieder integrierbar. Die integrierbaren Funktionen bil-
den also einen linearen Unterraum von Abb(E;R). Genauso sieht man, dass die
Abbildung f — [ f du eine lineare Abbildung von diesem Unterraum nach R
ist. O

Da lineare Abbildungen immer in einen Vektorraum abbilden und R kein
Vektorraum ist, kénnen wir das Integral nur auf dem Raum der integrierbaren
Funktionen linear nennen.

7.51. LEMMA (Fatou). Es sei (fn)n eine Folge nichtnegativer messbarer
Funktionen auf X und E C X messbar, dann gilt

/ liminf f, du < lim inf/ fndu .
E > JE

n—oo n—

BEWEIS. Fiir n € N setzen wir
gn(z) = inf fi(z) ,
dann ist g, : X — R messbar nach Proposition , esgilt 0 <gg<g1 <...
und
lim g, = liminf f, .
n—oo n—oo
Da gn(z) < fu(x) fir alle z € X, folgt aus dem Satz von B. Levi iiber
monotone Konvergenz und Bemerkung ([2), dass

/liminffndu—/ lim g,dp = lim / gn dp

= liminf/ gndp < liminf/ fndp. O
7.52. BEMERKUNG. Im Lemma von Fatou gilt im allgemeinen keine Gleich-

heit. Sei etwa

1
fn=="1pn: R—>R,

3

dann gilt sogar lim, .o fn(x) = 0 fiir alle z € R, aber fiir alle n > 1 ist

/fndA: L ozenn) =22,
R

n

3|

Der folgende Satz ist sehr wichtig und wird bei der Abschitzung von Inte-
gralen immer wieder benotigt. Die Stérke der bis hier entwickelten Mafitheorie
zeigt sich darin, wie leicht dieser Satz in grofler Allgemeinheit bewiesen werden
kann.



232 7. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

7.53. SATZ (dominierte Konvergenz; Lebesgue). Es sei E C X messbar
und (fn)n eine punktweise konvergente Folge messbarer Funktionen auf X.
Wenn es eine auf E integrierbare Funktion g mit |f,| < g fir alle n € N
gibt, dann sind alle f, und die Grenzfunktion auf E integrierbar, und es gilt

/ lim fp(z)du(z) = lim [ f,du.
E N JE

n—oo

BEWEIS. Essei f: X — R die Grenzfunktion. Nach Voraussetzung gilt 0 <

T, [ < g, somit
/fnidﬂﬁ/gdﬂ<00-
E E

Also sind alle f,, integrierbar. Fiir f™ und f~ gelten die gleichen Abschiitzungen.

Die Funktionen g £+ f, sind nichtnegativ, daher folgen die folgenden zwei
Ungleichungen aus dem Lemma von Fatou:

[+ nau= [ tmint(g+ f)du < timint [ g+ f)du
/E(g—f)duSlglniiogf/E(g—fn)duz/gdu—hmsup/fndu-

n—oo

Die Linearitét des Integrals aus Folgerung [7.50] impliziert

/fd,ugliminf/ fndu<hmsup/ fnd,u</fd,u,
E n—ee JE

n—oo
mithin gilt Gleichheit, und aus Bemerkung [2.38] folgt
/fd,u,:lim/fnd,u. g
E N JE

5. Vergleich mit Regel- und Riemann-Integral

In diesem Abschnitt sehen wir, dass der allgemeine Integralbegriff aus
Abschnitt vergleichbare Eigenschaften hat wie das Regelintegral aus Ab-
schnitt Anschlieflend zeigen wir, dass das Lebesgue-Integral einer inte-
grierbaren Funktion f auf abgeschlossenen Intervallen mit dem Riemann- bzw.
dem Regelintegral iibereinstimmt, falls die letzteren definiert sind. Das gibt
uns die Moglichkeit, manche Lebesgue-Integrale mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung auszurechnen. Es gibt auf der anderen Seite
uneigentliche Regel- oder Riemann-Integrale, die sich nicht einfach als Lebesgue-
Integrale schreiben lassen.

Bevor wir die wichtigsten Eigenschaften allgemeiner Integrale zusammen-
fassen und mit Abschnitt vergleichen, holen wir noch eine kleine Definition
nach. Wir erinnern uns an die Hausdorff-Eigenschaft aus Definition [6.24 Kom-
pakte Teilmengen von Hausdorff-Rdumen sind abgeschlossen. Das zeigt man
mit dhnlichen Methoden wie in Aufgabe 4 von Blatt 11.7. Als Komplemente of-
fener Mengen sind kompakte Teilmengen von Hausdorff-Rdumen insbesondere
Borel-Mengen.
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7.54. DEFINITION. Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Ein Maf p auf
einer o-Algebra A C P(X) heifit Borel-Majs, wenn jede kompakte Teilmen-
ge K C X endliches Maf hat.

7.55.

BEISPIEL. (1) Die Rdume R und R™ mit der iiblichen Topologie
sind Hausdorff-Rdume. Jede kompakte Teilmenge K von R oder R”
ist nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 beschrankt, also in einem
Quader @ enthalten. Es folgt u(K) < p(Q) < oo, also ist das Lebesgue-
Maf ein Borel-Maf.

Genauso sind Lebesgue-Stieltjes-Mafle auf R Borel-Mafle. Umgekehrt
ist jedes Borel-MaB auf R ein Lebesgue-Stieltjes-MafB, siche Ubung 3
von Blatt IIL.5.

Wir erweitern das Lebesgue-MaB A auf R zu einem Ma A auf R
durch A(A) = A(ANR) fiir alle A C R. Das Ma8 ) ist dann das Bildmaf
von \ unter der Inklusion R < R, siche Ubung 4 von Blatt III.1. Das
Ma$B X ist kein Borel-Ma$, denn der Raum R ist mit der {iblichen Topo-
logie kompakt (siehe Aufgabe 4 von Blatt 1.9), aber A(R) = A(R) = co.
Beziiglich der diskreten Topologie P(X) sind genau die endlichen Teil-
mengen kompakt. Also ist das Ziahlmafi aus Beispiel ein
Borel-Maf} beziiglich der diskreten Topologie. Integrierbare Funktio-
nen auf N beziiglich des Z#dhlmafles liefern absolut konvergente Rei-
hen. Also iibertragen sich Séatze fiir Integrale beziiglich Borel-Mafien
automatisch auf absolut konvergente Reihen.

7.56. BEMERKUNG. Wir wollen jetzt noch einmal die grundlegenden Eigen-
schaften unseres allgemeinen u-Integrals mit denen des Regelintegrals aus Ab-
schnitt vergleichen. Die folgenden Punkte gelten fiir das Lebesgue-Integral,
aber auch fiir das Lebesgue-Stieltjes-Integral und fiir Grenzwerte absolut kon-
vergenter Reihen nach Ubung 3 von Blatt IIL.3. Sei also (X, A, i) ein Mafiraum.

(1)

Wenn (X, O) topologischer Raum ist und O C A gilt, dann sind stetige
Funktionen messbar nach Bemerkung Auf kompakten Teilmen-
gen K C X sind stetige Funktionen f: X — R nach Folgerung [6.33
beschrankt. Falls etwa —C' < f < C auf K gilt, soist f auf K beziiglich
eines Borel-Mafles u integrierbar, da

/fidMSC'M(K)<OO-
K

Also sind stetige Funktionen auf kompakten Mengen beziiglich eines
jeden Borel-Mafes integrierbar.

Da wir Beschrénktheit von f und Endlichkeit von p(K) ausgenutzt
haben, brauchen wir sowohl die Kompaktheit von K als auch ein Borel-
Ma8 p fiir diese Uberlegung.

Nach Folgerung ist das Integral eine lineare Abbildung vom Raum
der integrierbaren Funktionen nach R.
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(3) Essei E = UneN E, mit E, € A, und f sei integrierbar auf E, dann

gilt
fdp = fdu
Joran=3 1,

nach Lemma angewandt auf den Mafraum (E, A N P(E), u)
und f|g. Im urspriinglichen Punkt in Abschnitt haben wir
nur Additivitdt, nicht o-Additivitéat verlangt.

(4) Fiir konstante Funktionen und messbare Mengen von endlichem Maf
gilt

/Ecd,u:c-u(E).

(5) Falls f < g gilt und die Integrale iiber E existieren, gilt nach Bemer-

kung Monotonie

/Efdu</Egdu-

(6) Da punktweise Grenzfunktionen messbarer Funktionen wieder messbar
sind nach Proposition gilt das gleiche erst recht fiir gleichméfige
Limiten. Sei F messbar mit u(E) < oo. Falls f,, — f gleichmiBig
konvergiert, existiert ng € N, so dass | f(z) — fn(z)| < 1 fiir alle n > ng
und alle z € [a, b]. Ohne Einschrénkung sei ng = 0. Dann sind alle | f;, |
beschréinkt durch die Funktion g = 2 + | fo| mit

/gduzf | fol dp+2pu(E) <oco.

Aus dem Satz [7.53] von Lebesgue folgt

/fdu— hm/fndu

Wie in Folgerung [3.61] tiberpriift man, dass das Integral iiber eine
messbare Menge F mlt w(E) < oo stetig ist beziiglich der Supremums-
metrik dgyp.

Das Beispiel zum Lemma von Fatou in Bemerkung zeigt,
dass wir auf p(F) < oo in diesem Argument nicht verzichten kénnen.

Somit hat das Integral auf (X, .4, u) iiber Mengen von endlichem Mafi &hnli-
che Eigenschaften wie das Regelintegral, wenn p ein Borel-Maf ist. In der Tat
stimmen Lebesgue-, Riemann- und Regelintegral in vielen Fillen iiberein.

7.57. SATZ. Jede Regelfunktion f: [a,b] — R ist Lebesque-integrierbar mit

b
- fdX —/a f(z)dx

BEWEIS. Treppenfunktionen sind nach Definition einfache, Borel-

messbare Funktionen. Nach Satz ist jede Regelfunktion f gleichméfiger
Limes einer Folge (g,)n von Treppenfunktionen. Nach Proposition ist f
also auch Borel-messbar, also erst recht Lebesgue-messbar.
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Fiir jede Treppenfunktion folgt aus Bemerkung dass
/ da:—Zy] —Zj1) / gn dA .
[a,b]

Da die Folge g,, gleichméafig gegen f konvergiert, konnen wir Bemerkung- @
anwenden. Aus der Definition [3.57] des Regelintegrals und dem Satz von
Lebesgue folgt

b
/f )de = lim Qn(x)dazzlirn gnd)\:/ fdx. O
[a,b] [a,b]

n—oo

7.58. SATZ. Es sei f: [a, b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist f Lebesgue-

integrierbar mit
b
/ fdx :/ f(z)dx
[a,b] a

BEWEIS. Nach Definition des Riemann-Integrals existieren Folgen (g,,),
(hy) von Treppenfunktionen mit g, < f < h,, fiir alle n mit

lim d\ = hm/ hpdX\ = / flx
n—o00 [ab] n—00 Jig.b]

Ohne Einschrinkung steigt die Folge (g,(z)), monoton fir alle x € [a,b],
wahrend (hy,(x)) monoton féllt. Ansonsten betrachte die Folgen
(max(go, -+, 9n))n » (min(ho, ..., hp))n -
Nach dem Monotoniekriterium aus Satz [2.29] existieren punktweise Grenzfunk-
tionen
g= lim g, < f<h= lim h,,
n—oo n—oo
und g und A sind messbar nach Proposition

Wie im Beweis von Satz [[.57] erhalten wir

b
/ gdX\ = lim gnd)\—/ f(z)dzr = lim hnd)\—/ hd\ .
[a,b] =00 Jla,b] a =00 Jla,b] [a,b]

Aus (h—g) > 0und [(h—g)d\ =0 folgt h = g = f fast iiberall nach Ubung 1
von Blatt II1.4. Insbesondere ist f Lebesgue-messbar und -integrierbar mit

b
/ f(z)de = fdx. O
a [a,b]

7.59. BEMERKUNG. Aus Satz folgt, dass jede Regelfunktion als
Grenzfunktion einer Folge Borel-messbarer Treppenfunktionen ebenfalls Borel-
messbar ist. Es gibt jedoch Riemann-integrierbare Funktionen, die zwar Lebes-
gue-, aber nicht Borel-messbar sind, siche Ubung 2 von Blatt IT1.5. Dies zeigt
wieder, dass das Riemann-Integral allgemeiner ist als das Regelintegral, siehe

auch Beispiel

Wir erinnern uns jetzt an die Definition des uneigentlichen Regel-Integrals
in Definition Analog definieren wir das uneigentliche Riemann-Integral.
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7.60. FOLGERUNG. Es sei (a,b) C R offen und f: (a,b) — R eine Funkti-
on, fir die das uneigentliche Regel- bzw. Riemann-Integral iber (a,b) existiert.
Dann ist f Lebesgue-messbar. Wenn f Lebesque-integrierbar ist, dann gilt

b
o fdX :/a f(z)dx

Bewers. Es seien (ay,), (b,) Folgen in (a,b) mit a, \, a und b, /" b. Aus

Satzbzw folgt dass f|(a,,b,] messbar ist. Fiir jede Borel-Menge B C R
folgt

7B = U ) 0 fanbul) = U (U152, (B) € £
n=0 n=0

also ist f Lebesgue-messbar.

Wenn f integriebar ist, ist die Funktion

A|—>/Afd)\

auf LNP((a, b)) nach Lemma o-additiv. Aus Proposition und Satz
bzw. folgt

/ fd)\:/ fd\= lim fdx
(a.b) U olan bl =% [y bn]

= lim f da:_/f O

n—oo

7.61. BEMERKUNG. Wir miissen in Folgerung verlangen, dass f
Lebesgue-integrierbar ist, denn aus der Existenz eines uneigentlichen Inte-
grals f; f(z) dz folgt nicht die Existenz der Integrale

/ab F(2)ds  und /ab () da

Beispielsweise ist die Funktion % auf (0, 00) uneigentlich Regel-integrierbar,
aber nicht Lebesgue-integrierbar, siche Ubung 4 von Blatt II1.5.

Um Abhilfe zu schaffen, kénnten wir ein uneigentliches Lebesgue-Integral
definieren. Dieses hiitte zwar einen grofleren Definitionsbereich als das un-
eigentliche Riemann-Integral, aber nicht die schénen Konvergenzeigenschaf-
ten aus Abschnitt In Analogie zu Bemerkung kénnen wir zu jeder
Zahl ¢ € R eine Folge messbarer Mengen A, C (0,00) mit 49 C A; C ...
und (0,00) = ;2 Ay finden, so dass

sinzx

c= lim
n—00 J 4 €T

d\(x) .

Somit wire bereits Lemma [7.45in dieser Allgemeinheit wegen Proposition [7.13
nicht mehr giiltig.
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FEine gingige Methode zur Berechnung von Regel- und Riemann-Integralen
ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Wegen der
Sétze und Folgerung [7.60] liefert er uns auch so manches Lebesgue-
Integral, etwa

1
/ 5 d\(z) = lim arctanxz — lim arctanx =7 .
r T4+ 1 T—00 T——00

Wir geben ohne Beweis zwei Verallgemeinerungen des Hauptsatzes fiir das
Lebesgue-Integral an.

7.62. SATZ. Sei [a,b] C R.
(1) Ist f auf [a,b] Lebesgue-integrierbar und F': [a,b] — R definiert durch

[a,2]

so ist ' stetig und fast iiberall differenzierbar mit F' = f.
(2) Ist umgekehrt F: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar, und
ist f = F' Lebesque-integrierbar, so gilt fiir alle x € [a,b], dass

F(z) — F(a) = Fdx.

(a,z)

7.63. BEMERKUNG. (1) In Satz kénnen wir nicht erwarten,
dass F' iiberall differenzierbar ist. Betrachte etwa

(@) = 3 ]x\_% fiir  # 0, und
0 fiir z = 0.

Dann ist eine Stammfunktion gegeben durch
F(z) = sign(a) |x[5 |

aber F ist bei 0 nicht differenzierbar.

(2) In miissen wir Differenzierbarkeit auf ganz (a,b) fordern. Es gibt
namlich fast iiberall differenzierbare Funktionen F, fiir die nicht
gilt, siehe Ubung 1 von Blatt III.5.

Wir haben gesehen, dass das Lebesgue-Integral mit dem Regel- oder
Riemann-Integral iibereinstimmt, wann immer beide definiert sind. Daher
diirfen wir ab sofort auch wieder

b
/f(ac)d:z‘:/ fdx= fdx
a [avb} (avb)

schreiben; letzteres, da {a, b} eine Nullmenge ist und nach Bemerkung
nicht zum Integral beitréigt. Fiir das Lebesgue-Stieltjes-Integral fiihren wir diese
Schreibweise nicht ein, denn nach Ubung 2 von Blatt II1.2 koénnen endliche
Mengen positives Lebesgue-Stieltjes-Mafl haben.
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7.6. Produkte und Mehrfachintegrale

Wir haben die Topologie des R™ in den Abschnitten und als Pro-
dukttopologie auf R x --- x R geschrieben. Dadurch wurde es beispielsweise
moglich, stetige und differenzierbare Abbildungen in den R™ komponentenwei-
se zu betrachten. Analog dazu wollen wir das Lebesgue-Mafl auf R” mit dem
Produkt der Lebesgue-Mafle auf R x --- x R in Beziehung setzen. Dadurch
wird es moglich, Integrale von Funktionen auf R™ durch mehrfaches eindimen-
sionales Integrieren auszurechnen. Zusammen mit Abschnitt erlaubt uns
das, mehrdimensionale Lebesgue-Integrale hinreichend ,,schéner (beispielswei-
se stetiger) Funktionen auf das eindimensionale Regel- oder Riemann-Integral
zuriickzufithren und dann moglicherweise mit Hilfe des Hauptsatzes sogar ex-
plizit auszuwerten.

Bevor wir uns Produkte von Mafiriumen néher anschauen, benttigen wir
eine Findeutigkeitsaussage fiir Mafle, die wie das Lebesgue-Maf} zunéchst nur
auf wenigen Mengen wie beispielsweise Quadern festgelegt sind. Wir erinnern
uns an die in Beispiel konstruierte, von einer Teilmenge £ von P(X)
erzeugte o-Algebra auf X.

7.64. LEMMA. Es sei € C P(X), A die von £ erzeugte o-Algebra, und 1,
o zwei Mafe auf A, so dass

(1) p1(E) = pe(F) < oo fiir alle E € £ gilt,
(2) ENF €€ firalle E, F € &, und
(3) eine Folge (Ey)y in € mit Ey C Ey C ... und U,y En = X existiert,

dann gilt p1 = pe auf ganz A.
BeEwEls. Wir betrachten die Menge

C={AcA|m(ANE)=p(ANE)firalle Ec &} C A.
Fiir alle A € C gilt wegen Proposition dass

p1(A) = < Jwn En)> = lim (AN E,)
n=0

= lim puo(ANEy) = pa(A) .

n—oo

Auflerdem gilt F N E € & fiir alle E, F € £ wegen , somit 1 (FNE) =
u2(F N E), also umfasst C die Menge £. Es reicht zu zeigen, dass C eine o-
Algebra ist, dann folgt A C C, da A von & erzeugt wird.

Als erstes stellen wir fest, dass () € C, denn fiir alle E € & gilt
p@NE)=m@) =0=p@nkE).

Sei jetzt A € C, dann folgt A°= X\ A € C, denn da u(ANE) < u(E) < oo,
folgt fiir alle E € &, dass

pi(A°NE) = (E\A) = (E) —m(ENA)
= p2(E) — p2(ENA) = p2(A°NE) .
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Insbesondere gilt X = (¢ € C. Sei schlielich (Ag)i eine Folge paarweise dis-
junkter Mengen in C. Aus der o-Additivitat von p1 und pe folgt

p1 (kLGJN AN E> = i <kg1(Ak N E)> = ki:oﬂl(flk NE)

= M2(AkﬂE)=M2<UAkﬂE>

k=0 keN

fiir alle £ € &, somit oy Ay € C.

Wir wissen noch nicht, dass C eine o-Algebra ist, denn wir kénnen noch nicht
zeigen, dass mit A, B € C auch A\ B € C gilt. Fiir den letzten Schritt fithren
wir den Begriff des Dynkin-Systems ein und beweisen, dass das von & erzeugte
Dynkin-System D eine o-Algebra ist, wenn £ unter endlichen Durchschnitten
abgeschlossen ist. Aus € C D C C C A folgt dann D = C = A, und der Beweis
ist beendet.

Ein Dynkin-System ist eine Teilmenge S C P(X), so dass

(1) 0es,
(2) fiir alle A € S ist auch A° € S,
(3) Upen An € S fiir eine Folge (A,), paarweise disjunkter Mengen in S.

Man sieht leicht, dass P(X) selbst ein Dynkin-System ist, und dass der Durch-
schnitt einer Menge von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist. Sei
etwa (S;)ier eine Families von Dynkin-Systemen auf X und sei A € ;¢ S,
dann folgt A € S;, also auch A° € §; fiir alle 4, und daher A° € ;; S;. Genau-
so vererben sich die anderen obigen Eigenschaften auf Durchschnitte. Wie in
Beispiel gibt es also ein kleinstes Dynkin-System D C P(X) mit € C D,
nidmlich den Durchschnitt aller Dynkin-Systeme S C P(X) mit £ C S.

Wir wollen zeigen, dass D eine o-Algebra ist, wenn £ unter endlichen Durch-
schnitten abgeschlossen ist. Es reicht zu zeigen, dass D dann ebenfalls unter
Durchschnitten abgeschlossen ist, denn fiir A, B und A,, € D folgt

A\B=ANB°eD und |JA,=|]AnnA5N---NA; )eD.
neN neN

Fiir ein festes D € D betrachten wir
Dp={ACX|ANDeD}.
Dann gilt
(1) D€ Dp,dadn D=0 e D;

(2) fiir A € Dp folgt AN D = (DU (AN D)) € D;
(3) fiir paarweise disjunkte A, € Dp folgt

<U An>mD: U(Aan)eD.

neN neN
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Also ist Dp ein Dynkin-System.

Sei zunéchst £ € £. Fiir alle F' € € folgt ENF € £ C D, somit F' € Dg.
Da das fiir alle F' € &£ gilt, folgt £ C Dg, also D C Dg, da D das von £
erzeugte Dynkin-System ist. Fiir alle D € D folgt insbesondere DN E € D nach
Definition von Dg.

Sei jetzt D € D beliebig. Nach dem obigen gilt DN E € D fiir alle £ € £.
Daraus folgt £ C Dp, und somit D C Dp. Insbesondere gilt D N D’ € D fiir
alle D' € D. Aber dann ist D unter Durchschnitten abgeschlossen und daher
eine o-Algebra, was noch zu zeigen war. O

7.65. BEMERKUNG. Man konnte geneigt sein zu glauben, dass es reicht,
ein Mafl p auf einer beliebigen Erzeugendenmenge von A anzugeben, um es
eindeutig festzulegen. Das ist leider nicht so einfach.

(1) Die Borel-o-Algebra B der reellen Zahlen R wird erzeugt von den In-
tervallen (—oo,c¢) fiir alle ¢ € R. Aber durch A((—o0,c)) = oo ist das
Lebesgue-Maf nicht festgelegt. Daher brauchen wir Voraussetzung
in Lemma .

(2) Es gibt Beispiele von Mengen £ C P(X), die nicht unter Durchschnit-
ten abgeschlossen sind, so dass pule das Maf§ p auf der von & erzeug-
ten o-Algebra noch nicht festlegt, sieche Ubung 3 von Blatt IIL6. Also
brauchen wir Voraussetzung .

(3) Aus Voraussetzung folgt insbesondere, dass p ein o-endliches Maf}
ist, sieche Definition Auch auf kann man nicht verzichten.
Sei etwa X # (0, A = {0, X} die von & = () erzeugte o-Algebra,
und p1(X) = 1, pe(X) = co. Dann erfiillt £ zwar die Voraussetzun-
gen und , aber p1 # pa.

7.66. FOLGERUNG. Fs sei A eine o-Algebra auf R™ mit BC A C L. Wenn
ein Mafl u auf einer der folgenden Mengen

(1) &= {(al,bl) X --e X (an,bn) ‘ Ay yQp,b1,..., by € Q}
(2) oder F ={[a1,b1) X -+ X [an,bn) | a1,...,an,b1,...,b, € Q}
mit dem Lebesgue-Mafl \ iibereinstimmt, dann gilt 1 = \| 4.

BEWEIS. Sei zunéchst A = B. Beide Mengen erfiillen offenbar die Voraus-
setzungen f aus Lemma Um zu zeigen, dass sie B erzeugen, reicht
es zu zeigen, dass jede offene Menge U C R™ im Erzeugnis von £ bzw. F liegt.
Fiir € folgt das aus Ubung 4 von Blatt IT1.2. Fiir F folgt es darauf, dass £ im
Erzeugnis von F liegt, da

oo

1 1
[al,bl) X e X [an,bn): m<a1—k,b1> X e X <an—k,bn> .

k=1
Aus Lemma folgt 1| = Alg.

Sei nun A mit B C A C L gegeben. Nach Bemerkung ist £ die Ver-
vollstandigung von B. Zu A € A existieren daher B, C € Bmit B C A C C
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und A\(A) = A(B) = A(C). Es folgt
A(A) = A(B) = w(B) < p(A) < p(C) = A(C) = A(A) ,
also A\(A) = u(A) fir alle A € A. O

Wir kommen jetzt zum eigentlichen Thema dieses Abschnitts, den Produk-
traumen und den S#tzen von Tonelli und Fubini. Im Folgenden sei 0 - co =

oo -0=0.

7.67. DEFINITION. Es seien (X, A;, p;) Mafirdume fiir ¢ = 1,...,k, und
essei X = Xq x .-+ x X}. Die Produkt-o-Algebra A = A1 @ --- @ A, ist die
kleinste o-Algebra auf X, die alle Mengen der Form Ay X --- x A mit A; € A;
fiir alle 4 enthélt. Ein Mafl p auf A heifit Produktmaf, wenn

p(Ay X - X Ap) = pa(Ar) -+ pe(Ag)

fir alle A; € Ay,..., A € A gilt. In diesem Fall heifit (X, A, 1) ein Produkt
der Mafirdume (X1, A1, p1), -y (Xg, Ag, pix)-

7.68. FOLGERUNG (aus Lemma7.64). Wenn die Mafriume (Xi,Aq, 1),
ooy (Xpy Ak, pg) o-endlich sind, ist das Produktmaf$ eindeutig.

BEWEIS. Wir setzen
E={FE1 x - X E| E; € A; mit p;(E;) < oo firallei} CA ®--- @ Ay .

Nach Definition existiert fiir jedes ¢ = 1,...,k eine Folge (E;.), in A;
mit B o C E;j C ..., pi(E;p) < oo fiir alle n und X; = (J;7  Ei . Wir setzen

E,=FEi,x- - xE,,€&

und erhalten eine Folge (E,), in € mit Ey C By C ... und X; X -+ X X =
Unzo En-

Die Menge £ erzeugt die Produkt-o-Algebra, denn jeder Erzeuger Ay X - - - X
A mit A; € A; lasst sich als

Ay x - x A = U((Alx"‘XAk)ﬂEn): U (AlﬂELn)X'-‘X(AkﬂEk’n)
n=0 n=0

€&

schreiben und liegt daher in der von & erzeugten o-Algebra A, so dass A; ®
A C A Aus £ C Ay X -+ x Ay folgt, dass £ die Produkt-o-Algebra
erzeugt.

AufBlerdem ist £ unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen, und fiir ein
Produktmaf p gilt

p(Ey x -+ x Eg) = pa(Ev) - - p(E) < 00

fir alle E; x --- x E) € &, somit kann es nach Lemma héchstens ein
Produktmafl geben. O

7.69. BEMERKUNG. Es seien (Xj;,A;, ;) o-endliche Mafirdume fir i =
1,... k.
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(1) Wir sehen in Satz dass es ein Produktmaf ;o gibt. Wegen Folge-
rung [7.68] ist es eindeutig, und wir schreiben p = p1 ® -+ - ® pug.

(2) Das Produkt der o-Algebren A; und der Mafle p; ist assoziativ. Dazu
iiberlegt man sich, dass die Produkt-o-Algebra jeweils erzeugt wird
von Mengen der Form

A1 Xoeee XAk: ((Al XAQ) Xoeee XAk,l) ><A]c
= A X (Ag x - X (Ap1 X Ag) -+ ),
und falls p;(A;) < oo fiir alle 7, diese Mengen das Produktmaf}

p1 (A1) p(Ag) = (- (1 @ p2) @ -+ @ pp—1) @ k) (A X -+ X Ag) = -+

haben. Wegen der Eindeutigkeit des Produktmafles macht es keinen
Unterschied, ob wir das Produktmaf aller Mafirdaume auf einmal bilden
oder mit Satz sukzessive paarweise Produkte konstruieren.

7.70. BEISPIEL. Wir schrinken das n-dimensionale Lebesgue-Mafl A" =
auf die Borel-o-Algebra B = B® C £ = L" auf R" ein und betrachten die
MafBriaume (RP, BP, AP) und (R?, B4, \?) mit p + ¢ = n.

(1) Die o-Algebra B™ wird von allen offenen Quadern (a, by)x- - X (an, by)
mit a;,b; € Q fiir alle ¢ = 1,..., n erzeugt, da alle offenen Teilmengen
des Q™ als abzéhlbare Vereinigung solcher Quader geschrieben werden
konnen, sieche Ubung 4 von Blatt II1.2. Entsprechendes gilt fiir B?
und B?. Die Produkt-o-Algebra BP @ B? wird von den kartesischen
Produkten entsprechender p- und g-dimensionaler Quader erzeugt, also
ebenfalls von n-dimensionalen Quadern. Es folgt

B" =B ®BI.
(2) Fiir das Lebesgue-Ma$ eines solchen Quaders gilt

)\"((al, bl) X oo X (an, bn)) = (bl — al) ce (bn — an)
= MN((a1,b1) x -+ X (ap, bp)) - N((apy1,bpy1) X - -+ X (an,bp)) -

Da die Menge aller Quader mit rationalen Koordinaten die Vorausset-
zungen aus Lemma erfiillt, folgt

)\n‘gn = )\p|Bp &® )\q|3q .
Insgesamt gilt also wegen der Assoziativitidt aus Bemerkung , dass
(R™, B",\") = (R?, B”, \’) @ (R%, B, \1) = (R,B", \') @ --- @ (R, B}, \1) .
Dieses Beispiel motiviert die Betrachtung von Produkten von Maflirdumen.

Die volle Lebesgue-o-Algebra £" ist die Vervollstindigung von £! ® --- ® L1
beziiglich des Lebesgue-MaBes wie in Bemerkung [7.31]

Wir geben einen allgemeinen Existenzbeweis fiir Produktmafle, aus dem wir
auch eine niitzliche Formel fiir das Produktmafl ableiten kénnen. Dazu nennen
wir fiir alle A C X x Y und alle zg € X, yg € Y die Mengen

Apo ={y €Y | (xo,y) € A} und Ay ={reX|(z,y0) € A}

die xg- bzw. yg-Schnitte von A.
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7.71. SATZ. Es seien (X;, A;, u;) o-endliche Maf$sraume. Dann existiert das
Produktmag i in (X, A, ) = (X1, A1 ) ® (Xa, Ay, i), und es gilt:

(1) fir alle Ac A, v € X1, y € Xo sind A, € Ay und Ay € Ay messbar;
(2) fir alle A € A sind die Funktionen
z — p2(As) und Yy = p1(Ay)

auf X1 bzw. Xo messbar;
(3) fiir alle A € A gilt

pA) = [ A dinte) = [ () diato)

BEwEIS. Wir zeigen — (3); die Existenz des Produktmafes folgt, wenn
wir zeigen, dass die Formeln in (3)) jeweils ein Mafl mit der Eigenschaft p(A; x
Ag) = p1(Ay) - ua(Ag) fiir alle Ay € A; und Az € Ay definieren.

Zu fixieren wir x € X7 und setzen
Ax:{ACXlXXQ’AJCG.AQ}C'P(AXHXXQ).
Man iiberzeugt sich leicht, dass

(nUOAn)x ~ A

n=0

(A\B)x:AJ:\B:c und (Xl XXQ)z:XQ )
somit ist A, eine o-Algebra. Fiir A1 € Ay, Az € Ay gilt

Ay falls x € A7, und
0 sonst,

(A1 X Ag)w = {

also gilt A1 x As € A,. Da die Produkt-o-Algebra A von den Mengen A; x As
mit A; € A; erzeugt wird, folgt A C A,, somit ist A, insbesondere messbar fiir
alle A € A. Das gilt fiir alle z € X7 und analog fiir alle y € X», und es folgt .

Zu wéhlen wir eine Folge (Ey,), in Az mit ps(E,) < coEg C Ey C ...
und (J,;2, En = X2 wie in Definition Wir betrachten die Mengen

D, ={AC X; x Xy | z+> p2(A; N E,) messbar auf X;} C P(X; x X7)
fiir alle n € N. Da
,UQ(Q)JJ NE,) = N(@)
gilt ) € D,,. Fiir A € D,, und z € X; gilt
MQ(A; N En) = MQ(En) - MQ(AJ: N En) )

also ist  — p2(AS N E),) messbar und daher A€ € D,,. Fiir eine Folge (Ag)k
paarweise disjunkter Teilmengen gilt

142 <<U Ak)gc N En) = M2<U (Agz N En)) = §N2(Ak,x NE,) .

keN keN

0,
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Da die Partialsummen durch ps(E,) < oo beschrinkt sind und die einzelnen
Summanden nichtnegativ sind, konvergiert die Reihe, und die Grenzfunktion

T~ u2<<U Ak> ﬁEn>
keN x
ist nach Proposition messbar. Somit gilt auch UkeN Ay € D,,. Die Men-
ge D, ist also ein Dynkin-System.
Fiir alle Erzeuger Ay x As von A mit A; € Ay, Ay € As ist die Funktion

x— p2((A1 X A2)e NE,) =14, - p2(A2 N Ey)
messbar, und jeder Durchschnitt

A1 x Ao N By X By = (A1 N By) x (A3 N By)
ist wieder ein solches Produkt. Also ist die Erzeugermenge

E={A1 x A | A1 € Ay, Ay € Ao}

der Produkt-o-Algebra unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen. Wie am
Ende des Beweises von Lemma [7.64] schlieen wir, dass A C D,, fiir alle n gilt.

Fiir alle A € A gilt A € D, fir alle n, und die Funktion x — ua(A4, N E,)
ist messbar auf X;. Fiir ein festes x folgt aus Proposition dass

() = o (U (4: N E.) ) = sup a4 1 ).
n=0 ne

also ist die Funktion = — p2(A;) als punktweises Supremum messbarer Funk-
tionen nach Proposition wiederum messbar. Entsprechendes gilt fiir die
Funktion y +— p1(Ay) auf Xo, somit stimmt .

Zu (3) definieren wir eine Funktion v: A4; ® Ay — [0, 0o] durch

o(A) = [ pa(As) o).
X1
Es folgt sofort

(A1 Ag) = [ Lay(o) - aAe) din (@) = (A1) - ()

also verhélt sich v auf den Erzeugern der Produkt-o-Algebra wie ein Produkt-
mafl. Es reicht also zu zeigen, dass v ein Maf ist, um die Existenz des nach
Folgerung eindeutigen Produktmafles zu beweisen.

Es reicht, o-Additivitdt nachzuweisen. Offensichtlich gilt

v(0) = /X ia(0) dpa () = / 0dpus(2) = 0.

X1
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Sei jetzt (Ay), eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A, dann folgt

V(U An>—/X1M2<U Am>dﬂ1 / Z/@ na) di1 ()

neN neN X1 =0
_Z/ N2 nxd/J/l() Z(A)
n=0

Im vorletzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Partialsummenfolge fiir
jedes x monoton steigt, und den Satz iiber monotone Konvergenz und
Folgerung [7.50] angewendet: fiir messbare Funktionen f,, > 0 gilt

/. an Jana) = [ Nhjnooﬁjofn(x)du(w)

— 1 = du .
Ngnoo;:%/xf u ;/Xf u

Somit beschreibt v das Produktmafl ) ® . Analoges gilt fiir die zweite Dar-
stellung von p; ® pg in , und der Satz ist bewiesen. O

7.72. BEMERKUNG. Es seien A, B C R? zwei messbare Teilmengen. Das

,,Cavalierische Prinzip* besagt, dass A und B das gleiche Volumen haben, wenn
fiir alle z € R die Schnitte A, = AN (R? x {z}) und B, den gleichen Fliichen-
inhalt haben. Wenn wir R? = R? x R schreiben, ist das eine einfache Folgerung

aus Beispiel und Satz (3), denn
M(A) = / N (A) d\ () = / M (B.)d\'(z) = X3(B).
R R

7.73. SATZ (Fubini, Tonelli). Es seien (X;, A;, pi) fir i = 1,2 zwei o-
endliche Mafrdume und (X, A,n) ihr Produkt. Fir A-messbare Funktio-
nen f: X — R gilt:

(1) (Tonelli) fir f > 0 ist die Funktion g: X1 — [0, 00] mit

g(x)= [ f(x,y)dua(y)
Xo

fiir alle x € X1 definiert und messbar, und es gilt

/fduz/ g
X X1

(2) (Fubini) falls f auf X integrierbar ist, ist g: X1 — R wie oben aufer-
halb einer pi-Nullmenge definiert und integrierbar, und es gilt

/fdu=/ gdu .
X X1
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Entsprechend gilt in und jeweils

/fdu=/ hdps mit — h(y)= [ f(z,y)dm(z).
X Xo

X1

Die Funktion ¢ in ist nur fast iiberall definiert. Wir diirfen dennoch iiber
ganz X integrieren, denn es spielt nach Bemerkung keine Rolle, wie
wir g auf X fortsetzen.

BeEwEls. Wir beginnen mit einer Indikatorfunktion f = 14: X — R
mit A € A. Dann ist

o(z) = /X 142, ) dua(y) = pa(As)

also ist g(x) € [0, 00| fiir alle z € X7 definiert nach Satz (1), g ist messbar
nach , und wegen gilt auch

[ tadi =) = [ ) dinta) = [ gd
X X1 X1
Daraus folgt fiir einfache Funktionen mit Folgerung [7.50
Sei jetzt f > 0. Wir approximieren f wie in Proposition ,
<

durch eine Folge (f,), einfacher Funktionen mit fo(z,y) < fi(z,y)
und lim, o fu(z,y) = f(z,y) fir alle (z,y) € X. Entsprechend sei

gn(x) = [ folz,y) dua(y) ,
Xo

dann sind alle g, messbar, wie gerade gezeigt. Es gilt go < g1 < .... Aus dem
Satz [7.49| von B. Levi iiber monotone Konvergenz folgt

g(x) = f(l’vy)dlw(y):/X Jim fo (2, y) dpa(y)

X2

= lim [ fu(z,y) dus(y) = lim_ g, (z)

n—oo X2

fiir alle x € Xj. Insbesondere ist g: X7 — [0,00] auf ganz X; definiert und
messbar nach Proposition Wir wenden Satz nochmals an und erhal-

ten , da

[ gdu=tim [ fada= 1t [ gudur= [ gdu.
X n—oo X n—oo X1 Xl

Sei nun f: X — R integrierbar. Dann koénnen wir auf Positiv- und
Negativteil f*, f~ von f anwenden, und erhalten

/ g+du1=/ ffdp<oo  mit g+(w)=/ (@, y) dus(y) ,
X1 X X2

/X1 g-dm :/Xf‘du<oo mit g () =/X2 7 (zy) dua(y) -
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Da f auf {z} x X2 sowohl positive als auch negative Werte annehmen kann, kann
es sein, dass sowohl g4 (z) > 0 als auch g_(z) > 0 fiir ein z € X; gilt, insbeson-
dere sind g, und ¢g_ nicht Positiv- und Negativteil einer Funktion g: X; — R.
Sogar g4 (x) = g—(z) = oo ist moglich. Es seien

Ny={reXi|gr=00} und N_={zreX;|g-=00}CX;.

Wiére p1(N4) > 0, so wire

/f*du—/ g+ dpy > 00 dji; = 00
X X1 N,

im Widerspruch zur Integrierbarkeit von f. Somit sind N,, N_ und auch N =
N4 UN_ C X; Nullmengen. Fiir x € X7 \ N existiert also

g(x) = [ f(z,y)du2(y)
Xo

= [ [ffay)du(y)— | [ (zy)dua(y)
X2 X2
— g4(2) —g_(2) R

Fir alle x € N diirfen wir g(z) = 0 setzen. Aus und der Linearitdt des
Integrals folgt , da

/fdﬂz/ﬁdu—/fdu:/ g+du1—/ g—dm:/ gdpy .
X X X X1 X1 X1

Schlieflich kénnen wir im gesamten Beweis die Rollen von X3 qu Xo ver-
tauschen und erhalten die entsprechenden Aussagen iiber h: Xs — R. O

7.74. BEMERKUNG. Der Satz von Fubini und Tonelli legt nahe, Integrale
tiber Produktrdume als Mehrfachintegrale zu schreiben:

/ flz,y) d(pr @ pe)(z,y) =/ f(z,y) dua(y) dpa (z) -
X1xXo X1 JXo

Entsprechend schreiben wir Lebesgue-Integrale Borel-messbarer Funktionen als

Rnfdxz:/R..-/Rf(ml,...,xn)dAl(xn)...dAl(xl).

Abgesehen davon, dass das innere Integral nicht immer definiert sein muss, siehe
Aussage oben, gibt es dazu noch einige Anmerkungen.

(1) Wenn f integrierbar oder nichtnegativ ist, kommt es nicht auf die
Integrationsreihenfolge an: es gilt

/ f(@,y) dua(y) dus(z) = / f(z,y) dpa(z) dus(y) -
X1 JXo X2 J X1
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(2) Sei f wie oben und E C X; x Xy messbar. Dann gilt

/fd(m@uz):/ [-1pd(p ® p2)
E X1xXo
—/ f(x,y)1p(z,y) dua(y) dus (z)
X1 JXo

= / f(z,y) dua(y) dpa (z) -
X1 JE,

Fiir Borel-messbare Teilmengen FE C R" gilt analog

Jor = Lo,

(3) Aus der Existenz des Mehrfachintegrals

/ f(z,y) dus(y) dpa ()
X1 JXo

kann man nicht auf die Integrierbarkeit von f schlieflen; im allgemei-
nen héingt das Integral auch von der Integrationsreihenfolge ab, siehe
Aufgabe 2 von Blatt I11.6.

(4) Um die Integrierbarkeit von f zu iiberpriifen, reicht es nach Folge-
rung und dem Satz von Tonelli, nachzuweisen, dass

/XlxXQ |f] d(p1 ® po) = /X1 /X2 1F(z,y)| due(y) dp(z) < oo .

(5) Als Spezialfall fiir Xo = N mit Z&hlma$ uo auf Ay = P(N) erhalten wir
Resultate iiber die Vertauschbarkeit von Summation und Integration.
Man beachte aber, dass wir den entsprechenden ,,Satz von Tonelli“ be-
reits im Beweis von Satz aus dem Satz iiber die monotone
Konvergenz hergeleitet und auch benutzt haben.

f(xla s 7'1;71) d)‘l(xn) o d)‘l("z:l) :
)

[CIRTEN Ty —1

7.75. PROPOSITION. Zu jeder Lebesque-messbaren Funktion f: R™ — R exi-
stieren Borel-messbare Funktionen fi, f_: R"™ — R, so dass f- < f < fi auf
ganz R™ und fi = f_ fast diberall.

Beweis. Ubung 4 von Blatt II1.6. O

7.76. FOLGERUNG. Es sei f: RPT? — R Lebesgue-messbar und entweder
nichitnegativ oder Lebesgue-integrierbar, dann ist die Funktion g: RP — R mit

ota) = [ fam) vy

fiir fast alle x € RP definiert, Lebesgue-messbar und nichtnegativ bzw. Lebesgue-

integrierbar, und es gilt
fd \PTe = / gd\ .
Rp+aq RP

Insbesondere folgt
fd)\”:/ / flx1, ..., xp) day ... dxy .
Rn —00 —00
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BEWEIS. Es seien fi, f_ Borel-messbar wie in Proposition mit f_ <
[ < fy und fy ~ f_. Nach Beispiel [7.70] und dem Satz [7.73] von Tonelli bzw.
Fubini folgt

fi d\PT = /

g+ dN mit g (x) = [ f(z,y)d\(y) .
RP Ra

Rp+a

Aus fi ~ f_ folgt

/ (9+—9—)d)\p:/ (f+ = f-) a1 =0.

Rp Rr+a

Da fy > f_, gilt g+ > g_ und somit g, ~ g_ nach Aufgabe 2 von Blatt I11.4.
Es sei

N ={z € R? | g4(x) oder g_(x) nicht definiert oder g4 (z) # g_(x)},
dann ist N eine Borel-Nullmenge, und fiir alle x € RP \ N gilt

[ (= ) axi) o

also folgt flizixre ~ fil{z}xre: R — R. Da fi|1xre wegen Satz
Borel-messbar ist, folgt mit Bemerkung dass f| {z}xRre Lebesgue-messbar
ist, da sich Urbilder messbarer Mengen unter f|;1xre und fi|(z1xre immer
nur um eine Teilmenge von N, also eine Lebesgue-Nullmenge, unterscheiden.

Daher gilt
9(z) = [ F@y)dN(y) =g+ (@) = g-(z)
fiir alle z € RP \ N. Daraus folgt schliefllich
fdx\Te = frd\PT9 = / g4 AN = / g .
Rp+a Rp+a RP RP

Die letzte Aussage in der Folgerung ergibt sich durch mehrfaches Anwenden
des obigen Resultats und der Assoziativitdt des Produktes von Mafirdumen. [J

7.7. Die Transformationsformel

In Abschnitt haben wir die Substitutionsregel kennengelernt, mit
deren Hilfe man eindimensionale Integrale vereinfachen kann. Ein mehrdimen-
sionales Analogon stellt die Transformationsformel dar, die wir in diesem Ab-
schnitt beweisen wollen. Als Folgerung erhalten wir endlich die Invarianz des
Lebesgue-Integrals unter Bewegungen.

Wir formulieren zunéchst die Substitutionsregel so um, wie wir sie spéter als
Spezialfall der Transformationsformel benttigen. Anschlieflend leiten wir daraus
die Transformationsformel zun#chst nur fiir Verzerrungen her. Schlielich stel-
len wir beliebige C!-Diffeomorphismen lokal als Verkettung von Verzerrungen
und Vertauschungen von Koordinaten dar und erhalten daraus die allgemeine
Transformationsformel.
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7.77. BEMERKUNG. Es sei a < b, g € C!([a,b]) mit ¢'(z) # 0 fiir alle x €
[a,b], und es sei f: g([a,b]) — R stetig.

(1) Da ¢ stetig ist, wechselt ¢’ nicht das Vorzeichen. Falls ¢/ > 0 gilt,
folgt g(a) < g(b) aus Folgerung [5.25 und es gilt

/ab] /g(b dy—/ flg dx_/[ab}(fog)-lg’l A

)

nach der Substitutionsregel in Proposnlonm Falls ¢’ <0, ist g(b) <
g(a), und wegen Bemerkung [3.65| erhalten wir

g(b)

g(a)
/ fd\(/ fwdy=— [ f)dy
9([a,b]) g(a)

L/f >Mx—AMuomwwdx

)

Es gilt also immer

[ tix=[ (rog)-lglar,
9([a,b]) [a,b]

(2) Fiir das Mafl des Bildintervalles erhalten wir

Mmmm»=/ﬂ@ﬂ@>0-

(3) Der Vorteil der Umformulierung in , besteht darin, dass wir nur
noch auf das Bild von g Bezug nehmen, nicht mehr auf die Intervall-
grenzen. Der Preis dafiir ist, dass wir g als Diffeomorphismus, oder
zumindest als injektive Abbildung voraussetzen miissen. Sei namlich
etwa g(z) = 23 — 3z, dann folgt

)\(Q([—272])) = )‘([_2’2]) =4 )

aber

—1 1 2
/ 1d| d)\:/ (3x2—3)dx—/ (3x2—3)d:c+/ (3% — 3) da
[—2,2] -2 -1 1

_ (xS _ 33;)}:; — (x3 — 3.%')‘1_1 + (x3 - 3‘%.)‘?
34— Agl[-2.2]).

Das liegt daran, dass fast alle Punkte im Bild dreimal getroffen werden.

Wir zeigen jetzt, dass diese Version der Substitutionsregel auch fiir das
Lebesgue-Integral gilt.

7.78. PROPOSITION. Es sei U C R offen, g € C1(U;R) injektiv mit g’ # 0
auf ganz U, und es sei f: g(U) — R Borel-messbar. Dann ist auch (f o g) -|d'|
Borel-messbar, und genau dann integrierbar, wenn f integrierbar ist, mit

[Geg-lglar= [ sar.
U g(U)
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BEWEIS. Da ¢’ # 0 gilt, bildet g offene Intervalle in U auf offene Intervalle
ab. Insbesondere ist g(U) als Vereinigung der Bilder offener Intervalle selbst
offen. Wir betrachten den Mafiraum (g(U), .4, A) mit

A={AcCgylU)|AeB}={Ang(U)| A e B}

(beide Beschreibungen sind dquivalent, da g(U) € B) und A = A!| 4. Da g und ¢’
stetig sind, ist (f o g) - |¢'| Borel-messbar, wenn f messbar ist. Da g injektiv ist,
existiert eine Umkehrabbildung A, und diese ist wiederum stetig differenzierbar
nach der Umkehrregel. Ist umgekehrt (f o g) - |¢'| Borel-messbar, dann
auch

f=(fogoh)-(|gohl-|W])=(((fog)-|d])oh) || .
Nach Lemma definiert

/\g'\ dr >0
B

ein Maf§ auf {B C U | B € B}, und

p)= [ ] ix
g=1(4)
definiert ein Maf} y auf A, vergleiche dazu Aufgabe 4 von Blatt II1.1.
Wir wollen zeigen, dass ¢ = A. Dazu betrachten wir die Menge
k
&= { Ug([ai,bi]) ‘ k €N, [a;,b;] C U fiir alle i € {1,...,k}} cA
i=1
aller Vereinigungen kompakter Intervalle in g(U). Die Intervalle [a;, b;] konnen

paarweise disjunkt gewihlt werden. Aus Bemerkung folgt dann p|g =
Ae.

Als offene Menge ist U abzdhlbare Vereinigung offener Intervalle nach Auf-
gabe 4 von Blatt II1.2, und jedes offene Intervall ist abzdhlbare Vereinigung
kompakter Intervalle. Also erzeugt £ die o-Algebra A und erfiillt alle Voraus-
setzungen aus Lemma [7.64]

Somit folgt u = A, also

/ /] d\ = A(A)
g~ 1(A)

fiir alle messbaren Mengen A € A. Fiir die Indikatorfunktion von A gilt

/<1Aog>.yg'y d)\:/ 1,100 - ¢ d)\:/ lg/] dA
U U g71(4)

:A(A):/ 1ad\.
g(U)

Hieraus folgt wie immer zunéchst fiir einfache, dann fiir nicht-negative, und
anschlieflend fiir alle integrierbaren Funktionen f auf g(U), dass

JERY dA—/g(U)fdA-
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Insbesondere ist (f o g) - |g’| ebenfalls integrierbar. Wenn wir die Rollen von f
und (fog)-|¢'| und von g und h vertauschen, folgt umgekehrt, dass f auf g(U)
integrierbar ist, wenn (f o g) - |¢/| auf U integrierbar ist. O

Im Folgenden sei eine Verzerrung eine injektive C'-Abbildung G: U — R
der Form

X1
21 Tp—1

G| :|=19,...,zn) |,
Tn Lh+1
Tn

wobei g: U — R differenzierbar sei mit % # 0 auf ganz U. Es folgt

1
1
/ P p) P dg

1

7.79. FOLGERUNG. Fiir jede Verzerrung G: U — R" und jede Borel-
messbare Funktion f: G(U) — R ist (f o G) - |det G| genau dann auf U in-
tegrierbar, wenn f auf G(U) integrierbar ist, und es gilt

/U(foG).\detG’\ dA:/ fdx.

G(U)

BEWEIS. Da G injektiv ist, existiert eine Umkehrabbildung H: G(U) — U.
Aus dem Umkehrsatz folgt, dass G(U) offen und H stetig differenzierbar
ist. Insbesondere sind G, H, |det G’| und |det H'| Borel-messbar. Wie in Pro-
position schliefien wir, dass (f o G) - |det G| genau dann Borel-messbar ist,
wenn f Borel-messbar ist.

Wir schreiben R” = R"~! x R mit x = (2/, 1), wobei 2’ = (21,...,2x_1,
Thits---,Tp) € RP7L Der a/-Schnitt von U wird mit U, C R bezeichnet.
Er ist offen, da U offen ist. Fiir 2/ € R ! sei gy (zz) = g(a,2;), dann
erfiillt g,»: Uy — R die Voraussetzungen aus Proposition [7.78
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Sei zuniichst f > 0. Aus dem Satz von Tonelli und Proposition
folgt

/(foG) -|det G'| dA" :/ F(@, gur(r)) |9 (k)| dX (zg) A1 (2)
U Rr-1 JU,,

- / / F(ay) dN () A" (o)
Rr=1 g (U,)

:/ fd\" €]0,00] .
g(U)

Insbesondere ist (f o G) - |det G’| genau dann integrierbar, wenn f integrierbar
ist.

Sei jetzt f Borel-messbar, dann zerlegen wir f in Positiv- und Negativteil
wie {iblich. Dann ist (f* o G) - |det G| genau dann integrierbar, wenn f* in-
tegrierbar ist. Aus der obigen Rechnung fiir f™ und f~ folgt das allgemeine
Resultat. g

Wir erinnern uns an den Begriff der Permutation aus Abschnitt Wir
nennen eine Abbildung 7: R™ — R"™ eine Transposition, wenn es eine Permua-
tion o € S(n) gibt, so dass

In xa(n)

Transpositionen sind lineare Abbildungen. Aus dem Satz von Tonelli und
Fubini folgt, dass

/R(foT)d)\”:/ / f(@o)s - Tom)) dzr - . dzy,
2/_ /_ F(@o(1)s s Tom)) dTo(r) - - - dTg(n)

:/ / Pl oom)dynody = [ faN"

auferdem gilt det 7" = det T = signo € {1, —1}, so dass |det T"| = 1.

7.80. PROPOSITION. Es sei U C R" offen, G € CY{(U;R™) und x € U, so
dass G'(z): R" — R" invertierbar ist. Dann existiert eine Umgebung Vo C U
von x, offene Mengen Vi,...,V, C R™, Verzerrungen Gp: Vi1 — Vi fir k =
1,...,n und eine Transposition T' des R", so dass

Gly=ToGpo---0G1: V =V,

BeEwers. Es seien e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) die Standardba-
sisvektoren des n-dimensionalen Zeilenraumes R”, und vy, = g, () die Zeilen der
Matrix G'(z), hierbei g die k-te Komponentenfunktion von G fiir k = 1,...,n.
Da G'(z) invertierbar ist, bilden (v1,...,v,) ebenfalls eine Basis des R™.
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Wir konstruieren induktiv eine Permutation 7, so dass (vr(1),- .-, Vr(k)s
€kt1,---,6n) fiir alle k =1,... n eine Basis bilden. Falls wir 7(1),...,7(k — 1)
bereits entsprechend gewéhlt haben, ist

(UT(1)7 cos Ur(k=1) Chk415 - - 5 en)

ein Tupel linear unabhéngiger Vektoren und

(V1,-..,0p)
ein Erzeugendensystem von R™. Nach den Steinitzschen Sétzen aus der linearen
Algebra gibt es ein j € {1,...,n}, so dass
(Vr(1)s -+ + 5 Ur(k—1)> Vjs €kt 1s - - - €n)

eine Basis des R” bildet. Es folgt j ¢ {7(1),...,7(k—1)}, da die obigen Vektoren
andernfalls linear abhéngig wéren. Wir setzen 7(k) = j und fahren mit k41 fort.
Am Ende haben wir eine injektive (und daher bijektive) Abbildung 7 € S(n)
konstruiert.

Es sei T' die zu 7 gehorige Transposition. Dann diirfen wir 7" o G schreiben
als
9 9r(1) Vr(1)
ToG=Tol| : |=] : mit  (ToG)(x)=| :
9n 9r(n) Ur(n)

Wir diirfen an dieser Stelle G durch die Abbildung T o G ersetzen. Fiir das
neue G diirfen wir 7(j) = j fiir alle j wihlen, demnach ist die Matrix

0 0,
91(z) 5L (x) - oL ()
' dai, oo
A, = 9:(@) | _ 52 (x) oo (x)
€k+1 1
én ' 1
fir alle k = 1,...,n invertierbar.
Es bezeichne Hy: U — R" die Abbildung mit
91(y)

_ | o)
Hi(y) = y];chl

Yn
dann ist Hj (z) = Ay, fiir alle k = 1,..., n invertierbar. Nach dem lokalen Um-
kehrsatz fiir differenzierbare Abbildungen ist also jede dieser Abbildungen

auf einer Umgebung von z invertierbar. Es sei Vy der Durchschnitt dieser Um-
gebungen und Vi, = Hi(Vp) fiir k=1,...,n.
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Wir definieren Gy = Hy: Vo — V4 und G, = Hj oH,;_llz Vit — Vi

fir k =2,...,n. Dann sind G4, ..., G} invertierbare Verzerrungen, denn
91(y) 91(y)
9k-1(y)
Gk Yk = | 9x(y)
Yk+1
Yn Yn

fiir alle y € Vp, also alle Hx_1(y) € Vi_1. AuBerdem gilt G, 0---0 Gy = H,, =
G|Vo- N

7.81. SATZ (Transformationsformel). Es sei U C R"™ offen und G €
CYHU;R™) injektiv mit G'(zx) invertierbar fiir alle x € U. Fiir jede messbare
Funktion f: G(U) — R, die nichtnegativ oder integrierbar ist, ist (f o G) -
|det G'| : U — R wiederum messbar und nichtnegativ bzw. integrierbar, und es
gilt

/ fd)\”:/(foG)-\detG’\ " .
G(U) U

Der Ausdruck det G’ heifit auch Jacobi-Determinante. Sie gibt den Faktor
an, um den die invertierbare lineare Abbildung G’ das Volumen infinitesimaler
Parallelotope veradndert.

BEWEIS. Wir nehmen f > 0 an; fiir integrierbare f folgt der Satz wie {iblich

aus Definition ).

Wir haben in Folgerung gesehen, dass die Transformationsformel gilt,
wenn G eine Verzerrung ist. Sie gilt auch fiir Transpositionen 7', denn

/(foT)d)\”:/ fdX* und  |detT’| =1.
U

)
Falls die Transformation fiir zwei Abbildungen F': V — W und G: U — V gilt,
gilt sie auch fiir F o G, denn aus der Kettenregel und der Multiplikativitt
der Determinante folgt

/(foFoG)-\det(FoG)'\ A"
U
_/(foFoG)-|detF'oG)\ - |det G| dA"
U

:/ (foF)-‘detF" d)\”:/ fd\".
G(U) F(GU))
Insbesondere gilt die Transformationsformel nach Proposition flir beliebi-
ge C'-Abbildungen G mit invertierbarer Ableitung G’(x) bei x, wenn man G auf
eine hinreichend kleine Umgebung V' von z einschrénkt, so dass G|y = T oG, 0
--- 0 (F1 eine Verkettung von Transpositionen und Verzerrungen ist.
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Sei jetzt U C R"™ offen und G beliebig. Zu jedem x € U existiert eine
kleine Umgebung von z in U, auf der die Transformationsformel gilt. Ohne
Einschrankung diirfen wir annehmen, dass es sich hierbei um einen Ball mit ra-
tionalem Radius und Mittelpunkt in Q™ handelt. Von diesen Umgebungen gibt
es hochstens abzéhlbar viele, die wir gegebenfalls mit () zu einer Folge (U;);en
auffiillen.

Wir definieren Borel-messbare Mengen
Ai:Ui\(UoU--'UUi_l),

so dass

U=|J4 wd GU)=|]JGA),
ieN ieN
da G injektiv ist. Aus Lemma folgt, dass

FdA\" = / FdA\" = / 1ga,) - fdA"
/G(U) ; G(A;) ; G(U;) (

= Z/U (14 0 G) - (fo G) - |det G'| dA"
=0 i N

=14,
=Z/ (foG)-|det G| dA"z/(foG)-\detG’\ . O
i=0 7 Ai U

7.82. BEISPIEL. Auf R?\((—o00,0]x{0}) fithren wir Polarkoordinaten (r, ) €
(0,00) % (—7, ) ein. Dazu sei ®: (0,00) x (—m,7) — R\ ((—oc,0]x{0}) gegeben

durch
_[rcosep
®(r ) = <7“ sin <p> '
Da (—00,0] x {0} C R? eine Nullmenge ist, kénnen wir zweidimensionale Inte-
grale in Polarkoordinaten ausrechnen:

fd/\2:/ fd)?:/ / (f o ®)rdedr,
R2 R2\ ((—00,0]x{0}) 0 -7

det ®'(r, p) = det (CQSSD - s1ng0> =r
sing  rcosep

Sei etwa f(x) = e 1**, dann erhalten wir
/ e~lel” d\?(z) :/ /
R2 0 -
2
= —Te

Daraus folgt wie in Aufgabe 1 von Blatt I11.6, dass

1
/ eV dt = (/ et ds dt) g NZ
R R2

o
ey dodr = / 2mre™" dr
0
S J—
|r:0_ .
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7.83. BEISPIEL. Eine affine Abbildung F': R™ — R™ hat die Gestalt
Flx)=A-z+v

mit A € M,(R) und v € R"; sie ist invertierbar genau dann, wenn A € GL(n).
Aus F'(z) = A fiir alle z € R™ folgt fiir alle offenen U C R" und alle messba-
ren f: F(U) — R, dass

/ fd)\”:/(foF)-detA| AN |
F(U) U

Diese Formel gilt iibrigens auch, falls F' nicht invertierbar ist, denn dann
ist det A = 0 und im F' C R” ein niederdimensionaler Unterraum, also eine
Nullmenge.

Eine Abbildung F: R" — R"™ heifit Fuklidische Isometrie, wenn d(F(z),
F(y)) = d(z,y) fir alle x, y € R™ gilt, siche Bemerkung Man kann zeigen,
dass F' genau dann eine Isometrie ist, wenn F affin ist mit A = F’ € O(n). Fiir
alle A € O(n) gilt A'A = E,, siehe Beispiel Daraus folgt

|det A]> = det A® - det A = det B, = 1,

also gilt fiir Euklidische Isometrien sogar

/ fdA":/foFd)\”.
F(U) U

Man sagt, das Lebesgue-Integral ist Isometrie-invariant. Insbesondere ist auch
das Lebesgue-Maf Isometrie-invariant, denn

w(FEB) = [

1d\" = / 1d\" = \*(B)  fiir alle B € B,
F(B) B

und wegen Folgerung|7.66|auch fiir alle Lebesgue-messbaren Mengen. Die obigen
Formeln gelten auch fiir volumenerhaltende affine Abbildungen, das heifit, im
Fall A € SL(n,R).

7.8. Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Wir verallgemeinern das m-dimensionale Lebesgue-Integral auf m-dimen-
sionale C* Untermannigfaltigkeiten M C R™. Die Konstruktion dhnelt einer
verallgemeinerten Transformationsformel, und wir benotigen die Transformati-
onsformel unter anderem, um Wohldefiniertheit zu beweisen.

Sei x € M, dann existiert nach Definition eine Umgebung U C R"
von x und eine Untermannigfaltigkeitskarte p: U — V C R”, also ein C*-
Diffeomorphismus mit U N M = ¢~ (W), wobei W =V N (R™ x {0}).

7.84. BEMERKUNG. Es sei ¢ = ¢~ !y, dann ist die Abbildung ¢ ist eine C*-
Immersion, das heifit, eine C*-Abbildung mit injektiver Ableitung ¥/ (y): R™ —
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R" fiir alle y € W. In Beispiel erhalten wir etwa 1: By(0) — S™ C R"*!

mit
r1

P(x) =

Tn
2 .2
\/1 xl Th

Sei jetzt umgekehrt W € R™ offen und ¢: W — R” eine C*-Immersion
mit £ > 1. Sei yg € W. Nach dem Basisergéinzungssatz finden sich n — m
Basisvektoren e, ,,...,¢ej, mit 1 < jpq <+ < j, <1, so dass

(ﬂ/(yo)(el), o 7¢/(y0)(em)a Clmt1se s ejn)

eine Basis des R™ bilden. Wir erweitern i zu einer Abbildung ¥: W x R*™"™ —
R"™ mit

\Il(yh v 7y'fl) = w(yh s 7ym> + Ym+1€jm i1 +eee Yn€j, -
An der Stelle y ist die Ableitung ¥’(yo, 0) invertierbar. Nach dem Satz[6.87]iiber
die lokale Umkehrbarkeit existiert eine Umgebung U von 1 (yg) = ¥(yo,0) und
eine Abbildung ¢: U — V C W x R"™™ die zu V| invers ist. Also ist ¢ eine
Untermannigfaltigkeitskarte zum Bild von [yn@mmxf0}). Somit parametrisiert
jede Immersion lokal eine Untermannigfaltigkeit.

7.85. DEFINITION. Es sei M C R" eine m-dimensionale C*-Untermannig-
faltigkeit mit & > 1. Eine (lokale) C*-Parametrisierung von M ist eine C*-
Immersion ¢¥: W — M mit W C R™ offen.

Es sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und B die Borel-
o-Algebra auf M. Wir definieren ein Mafl auf M wie folgt. Falls es eine bijek-
tive Ck-Parametrisierung v: W — M gibt mit W C R™ offen, setzen wir

1
u(A) = / det (" - ") 2 dA™ .
Y=H(A4)
Hier bezeichnet ¢'!(x) die zu ¢/(z) transponierte Matrix.

7.86. BEMERKUNG. Wir iiberlegen uns, dass diese Definition sinnvoll ist,
und sammeln einige elementare Eigenschaften.

(1) Da ¢p: W — M ein Homéomorphismus ist, sind die Urbilder offener
Teilmengen von M genau die offenen Teilmengen von W. Da diese
die jeweiligen Borel-o-Algebra erzeugen, sind die Borel-Mengen in W
genau die Urbilder der Borel-Mengen in M.

(2) Es sei p: V — M eine weitere bijektive C¥-Parametrisierung, und sei
analog

V(A) = / det ("t - /)% dA™ |
e7H(A)

Da ¢ und v bijektiv sind, existiert eine bijektive Abbildung F': V — W
mit ¢ = 1 o F. Indem wir lokal um x € W die Abbildung v zu einer
invertierbaren Abbildung ¥: B.(z) x R"™" — R" ausdehnen wie in
Bemerkung m sehen wir, dass lokal F' = U1 oy eine C*-Abbildung
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ist. Indem wir die Rollen von ¢ und % vertauschen, erhalten wir sogar
einen C*-Diffeomorphismus. Aus der Transformationsformel folgt

$(A) = / det (4"t - /) % dA™
v1(4)

= / det((¢" o F) - (¢ o F))%\ det F'| d\™
p=H(A)

= / det(F" - (¢" o F) (/o F) - F’)% d\™
p=1(A)

= / det (go't . go')% d\" =v(A),
e=1(A)

da ja ¥~ 1(A) = F(o~(A)), und da die Determinante multiplikativ
ist. Also ist das Mafl u Parametrisierungs-invariant.

Es sei x € W und eq,...,e,, die Standardbasis des R™, dann sind die
Matrixeintriige von 't (z) - ¢/(z) von der Form

(¥"(x) ¢ (2)), ; = (e, ¥ (@) - ¥/ (w)eg) = (W' (@) (e0), ¥ (2)(e5)) -

Den Ausdruck (¢/(z) - v,%'(x) - w) nennt man auch das mit ¢ zurick-
gezogene Skalarprodukt )*(, ) oder die erste Fundamentalform von M
beziiglich der Parametrisierung . Falls beispielsweise M = R™ x
{0} € R" und ¢: R™ — R"™ durch ¢(z) = (z,0) gegeben wird,
ist det (¢ - ¢') =1 und p = A™.

Das Maf} 1 (und auch die erste Fundamentalform) sind invariant unter
Isometrien im folgenden Sinne. Sei F' eine Isometrie des R™ mit F'(z) =
Az 4+ v, wobei A € O(n) und v € R"™ wie in Beispiel 7.83, dann
parametrisiert F' o 1) eine neue Untermannigfaltigkeit F'(M). Fiir alle
Borel-Mengen B C M ist F(B) eine Borel-Menge in F(M) mit

w(F(B)) = / det((F o))" (F o)) d\™
(Foy)~1(F(B))

= det ("t AY A)) dA™ = w(B) .
/w_l(B) et (¢ :gw) p(B)

7.87. BEMERKUNG. Falls m = n ist, also M C R" offen, folgt

det (v )% = (det o - det)* = | det |

wie in der Transformationsformel und in Bemerkung ([2). Im allgemeinen
ist die Jacobi-Matrix ¢/(z) € My ,»(R) jedoch nicht quadratisch, und anstelle

der Jacobi-Determinante det 1)’ betrachten det (¢ - ¢’ )%

Fiir beliebige Matrizen C' € M, ,,(R) hat die Gramsche Determinan-

(1)

te det(CtC)% von C folgende Eigenschaften.

Falls C' nicht injektiv ist, also der Rang von C' kleiner als m ist, hat C
und damit auch C*C' einen Kern. In diesem Fall ist also det(C*C )% =0.
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(2) Ansonsten erginzen wir die Spaltenvektoren ¢y, ..., ¢, zu einer Ba-
sis (c1,...,cn) des R™. Das Gramsche Orthonormalisierungsverfahren
aus der linearen Algebra liefert eine Orthonormalbasis (vi,...,vy,),
so dass ¢; fiir alle 1 < ¢ < n im Erzeugnis der Vektoren e, ..., ¢;
liegt. Sei A € O(n) die orthogonale Abbildung mit A(v;) = e; fir
alle ¢, dann liegt die i-te Spalte Ac; der Matrix D = AC im Unter-
raum R’ x {0} C R™. Die Matrix D hat also Blockgestalt

d11 Ce dlm

dmm

so dass D'D = E'E. Wie in Bemerkung sehen wir, dass
1 1
det(C'C)7 = det(C'A'AC)? = det(D'D)?
1
=det(E'E)2 = |det E| = |d11 - da2 + + dmm] -

Man sieht jetzt induktiv, dass die Gramsche Determinante genau das
m-dimensionale Volumen des von den Spalten von D in R™ C R”
aufgespannten Parallelotops misst. Da wir A als Isometrie gewéhlt
hatten, ist das auch das m-dimensionale Volumen des von den Spalten
von C in R™ aufgespannten m-dimensionalen Parallelotops.

Zusammenfassend gibt also die Gramsche Determinante von v’ in unser Kon-
struktion von p auf M den Faktor an, um den v’ das Volumen infinitesimaler
m-~dimensionaler Parallelotope verindert. Wir diirfen unsere obige Konstrukti-
on also als Verallgemeinerung der Transformationsformel auffassen.

7.88. PROPOSITION. FEs sei M C R™ eine m-dimensionale Untermanmnigfal-
tigkeit, dann existiert genau ein Mafl u auf der Borel-o-Algebra B von M, so
dass

(1) ul(4) = /w IR U

fiir alle messbaren Teilmengen A, die im Bild einer injektiven Parametrisie-
rung Y: W — M liegen.

BEWEIS. Zu jedem Punkt z € M C R™ existiert nach Definition eine
Untermannigfaltigkeitskarte ¢: U — V C R™ und eine zugehorige Parametri-
sierung ¢ = ¢ ynmmx o). Wir finden 7 > 0 mit B,(z) C U, und in B, ()
einen kleineren Ball Bs(q) mit z € Bs(q) und s € Q, ¢ € Q" C R™. Von die-
sen Billen gibt es nur abzihlbar viele, also sei (B;);cn die Folge dieser Bille,
mit B; C U; fiir eine Untermannigfaltigkeitskarte ¢;: U; — V; mit zugehoriger
Parametrisierung ;: W; — U;.

Wir definieren

7
M;=|JBnM,
§=0
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so dass Mo C My C ... und M = [J;2, M;. Es sei M_; = (). Fiir alle Borel-
messbaren Teilmengen A C M erhalten wir

Z/ LANMAM;_ 1) det( ROA

aus o-Additivitdt und , wobei wir M; \ M;_; C B; C U; ausgenutzt haben.

~ Zunichst iiberpriifen wir, dass p ein Maf ist. Es gilt x(0) = 0, und fiir A =
Uren Ak finden wir mit Lemma m und dem Satz von Tonelli fiir Summen

(Bemerkung m (@), dass
§ / det (¥ - 1) % dA™
AQM \M;_1)

-y / det (91 1) * A" = 3" p(Ag)
0

im0 Vi (ARNMAM, 1) P
Also ist p ein Maf3 auf der Borel-o-Algebra.

Sei jetzt 1: W — M eine injektive Parametrisierung und A C im ¢ messbar.
Dann liefert Bemerkung [7.86 - . ) fiir die Untermannigfaltigkeit U; N (W) und
die entsprechenden Einschrénkungen von v und v;, dass

W(AN M\ My_y) = det (!t - 9]) % dA™

/1/)7;1 (AﬂMi\Mifl)

- / det ('t - 9/) % dA™ |
w_l(AﬁMi\Mifl)

Aus o-Additivitit und Lemma folgt
p) = [ der(w- ) an .
P=1H(A)

7.89. DEFINITION. Es sei & > 1 und M C R" eine m-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit mit Borel-o-Algebra B. Das soeben konstruierte Maf3
auf (M, B) heifit auch m-dimensionales Volumenmafl auf M und wird mit voly;,
VOl;n oder kurz vol bezeichnet. Man schreibt auch L = vol!, A = vol?> und V =
vol”.

7.90. BEMERKUNG. Das Volumenmafl auf M ist ein Mafl genau wie das
Lebesgue-Maf3. Das Integral iiber das Volumenmaf ist wie in Definition [7.42
erklart, und es gelten alle abstrakten Séatze der Mafitheorie wie die Satze [7.49
7.53| von B. Levi {iber monotone Konvergenz und von Lebesgue iiber dominierte
Konvergenz. Das Maf} vol ist ein g-endliches Borel-Maf}, siehe Definition [7.29
und Es ldsst sich wie in Bemerkung vervollstindigen.

In der Praxis findet man oft injektive Parametrisierungen, die bis auf eine
Nullmenge in M auch surjektiv sind. In diesem Fall gilt

p(A) = / det (4"t - /)2 dA™
()
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sogar fiir alle messbaren Mengen. Sei f: M — R messbar, dann gilt
1
[ an= [ (Fow)-der(uv)Ean
A v=1(4)

andernfalls miisste man mit der Konstruktion aus dem obigen Beweis

N o) - )2 A
=2 [ e e vt

berechnen. In jedem Fall hat man ein sinnvolles Mafl auf M definiert, und kann
Integrale dennoch wie gehabt auf 1, 1(A) C R™ berechnen.

Bevor wir Beispiele solcher Parametrisierungen angeben, wollen wir zu-
néchst zeigen, dass Untermannigfaltigkeiten kleinerer Dimension Nullmengen
sind.

7.91. PROPOSITION. FEs seien L C M C R"™ Untermannigfaltigkeiten der
Dimension ¢ < m < n. Dann ist volp;(L) = 0 beziiglich des m-dimensionalen
Volumenmafes auf M.

Dieses Ergebnis gilt auch, falls M = R"”, und zeigt, dass man das Volu-
men von Untermannigfaltigkeiten kleinerer Dimension nicht mit dem Lebesgue-
Mafl A™ messen kann.

BEWwWEIS. Jeder Punkt x € L besitzt eine Umgebung U in R", eine Parame-
trisierung ¥: V — UN L mit V C Rf offen und eine Untermannigfaltigkeitskar-
te p: U — R™ von M mit zugehoriger Parametrisierung

V:W=pU)NR™ x{0}) =UNM
von M. Die Abbildung ¢ o ¢ bildet V nach W x {0} ¢ R™ x {0} C R"

ab und ist eine Immersion. Thre ersten m Komponenten bilden eine Immer-
sion ¥ ~1od: V — W mit Bild v~} (LNU), insbesondere ist ¢»~1(L) C W nach
Bemerkung eine Untermannigfaltigkeit, gegebenenfalls nach Verkleinerung
von U, V, W.

Es sei n: W — R™ eine Untermannigfaltigkeitskarte mit
T ROx {0)) =9 (L) W,
gegebenenfalls nach erneutem Verkleinern von U und W. Dan: W — Y C R™
ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir eine neue Parametrisierung ¢ = % o
n~':Y — UNM von M mit
¢CH L) cREx {0} cR™.
Es folgt
voly (L NU) = / det(¢™ - )2 dA™ =0,
¢H(L)

da R x {0} = UN_o[—N, NJ* x {0} C R™ eine Nullmenge ist.

Wenn wir zu jedem x € L eine Umgebung U, wie oben so wéhlen, dass U, C
R™ ein Ball mit Mittelpunkt in Q™ und rationalem Radius ist, dann koénnen
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wir L als abzdhlbare Vereinigung der volp/-Nullmengen U, N L schreiben, also
ist L selbst eine vol;-Nullmenge. O

7.92. BEISPIEL. Es seien 0 < r < R gegeben, dann wird der Rotations-
torus T mit Radien (~, R) gegeben als das Bild der Abbildung : R? — R3
mit

(R+ rcos?) - cosp
Y, )= | (R+7rcos?) - sing

7 sin Y

Indem wir ¢ auf (—m,m)? einschrinken, erhalten wir eine injektive Parametri-
sierung von 7' bis auf die durch

—(R + rcos?) (R—r)-cose
V(9 7) = 0 und ¢ — P(m, ) = [ (R—r)-sing
rsind 0

gegebenen Kreise im R3. Insbesondere parametrisiert ¢|(,ﬂm)z den Torus T bis
auf eine Nullmenge.

Wir berechnen die Ableitung

—rsinvcosy —(R+ rcos?d)siny
Y = | —rsindsinp (R +7cosd)cos g
rcosv 0

und ihre Gramsche Determinante

N

1
* 2 0 2
det (¢ - 4')2 = det (TO (R + 7 cos 29)2> =r(R+rcos?).

Die Fliiche des Torus ergibt sich nach Bemerkung als
A(T) = / det (4" - 7//)% d\? = / / (R + rcos?) dp di
(—m,m)2 —rJ—7

= 27r(RY + rsind) LZ:_W: A7*rR .

7.93. BEMERKUNG. Die Formel
|, (fou)-desy - wyan
P=1(A)

ist auch dann noch sinnvoll fiir A C im(v¢), wenn die Abbildung ¢: W —
R™ zwar injektiv, aber keine Immersion mehr ist. In diesem Fall ist aller-
dings ¥(W) C R™ im allgemeinen keine Untermannigfaltigkeit.

Wir betrachten speziell C!-Kurven 7: (a,b) — R", siche Definition
Beispielsweise hat die Kurve (t) = (t3,¢2) eine ,,Spitze® bei t = 0, ist also keine
Untermannigfaltigkeit. Dennoch koénnen wir fiir C'-Kurven v: (a,b) — R" die
Bogenlinge

b
L(’Y):/( )det(v’*w’)%dkz/ @) at

)

definieren. Die Aufgaben 3 und 4 von Blatt I11.8 geben der Bogenlinge eine
geometrische Bedeutung und zeigen, dass Geraden der Form ¢ +— (1 —t)-z+t-y
die Lange unter allen Kurven von x nach y minimieren.
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Nach Aufgabe 4(b) gilt
L(v) = Sup{z d(y(ti),y(ti—1)) [n > lLa=tg <ty < - <tp = b}
i=1

fiir alle C!-Kurven v: (a,b) — R™. Stetige Kurven, fiir die das Supremum rechts
endlich ist, heiflen rektifizierbar , und man definiert ihre Bogenlénge durch den
obigen Ausdruck.

7.94. BEISPIEL. Der Kreis mit Radius r > 0 um 0 € R? wird parametrisiert

durch v: R — R? mit
rCcost
v(t) = <rsint> )

Die Einschrinkung v|(_r 5 ist injektiv und lésst nur den Punkt <

0 > aus. Es

folgt
L(v) = / rdt =2nr,

—T

wie aus der Schule bekannt.

7.9. Die Riume LP(X)

Wir dehnen das Integral auf komplexwertige messbare Funktionen aus und
fithren die LP-(Halb-)Normen auf dem Raum der messbaren Funktionen ein. Zu
einem Mafraum (X, A, 1) erhalten wir eine Familie von Banachrdumen LP(X)
flir 1 < p < oo. Fiir X = R" zeigen wir, dass stetige Funktionen mit kompaktem
Tréger dicht in LP(R"™) liegen.

Wir betrachten die Riemannsche Zahlenkugel C = CU{oo}. Auf C existiert
eine Topologie mit der Eigenschaft, dass eine Folge (z,), in C genau dann
gegen oo konvergiert, wenn |z,| — oo. Fiir diese Topologie hat die Borel-o-
Algebra die Gestalt

B={AcC|AnNC Borel-messbar in C} .

Wir erweitern die Grundrechenarten stetig auf C, allerdings sind oo 400, 0o -0,
% und 52 nicht definiert, sieche auch Bemerkung Wir erweitern Real- und
Imaginirteil auf C durch Reoco = oo und Imoo = 0; dabei spielt der Wert

von Im oo im folgenden keine Rolle.

Es sei (X, A, 1) ein MaBraum. Eine Funktion f: X — C heifit messbar,
wenn sie beziiglich der obigen Borel-o-Algebra messbar ist.

7.95. BEMERKUNG. Eine Funktion f: X — C ist genau dann messbar,
wenn Re f und Im f messbar sind.

Denn sei f: X — C messbar. Die Abbildungen Re, Im: C — R sind
messbar, also auch Re f = Reof und Im f =Imof.
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Seien umgekehrt Re f und Im f: X — R messbar. Da die Borel-o-Algebra B
von C von offenen Quadern erzeugt wird, reicht es wie im Beweis von Propo-
sition [7.34] aus, nachzupriifen, dass Urbilder von Quadern messbar sind. Sei
also

Q={z€Cla<Rez<bec<Imz<d},
dann gilt
FHQ) = Re f)™H(a,b) N (Im )~ (c,d) € A,

also ist f messbar.

Mit dhnlichen Methoden zeigt man, dass mit f, g: X — Cauch f+g, f-g,
5: X — C (falls definiert) und |f]: X — R messbar sind.

7.96. DEFINITION. KEine messbare Funktion f: X — C heif3t integrierbar,
wenn Re f und Im f integrierbar sind. In diesem Fall setzt man

[ fin= [ Refdui- [ tmfau.

7.97. BEMERKUNG. Sei f: X — C messbar. Wegen | Re f|, | Im f| < |f| und
Folgerungist f integrierbar, wenn |f|: X — R integrierbar ist. Umgekehrt
gilt |f| <|Re f|+|Im f|, also ist auch | f| integrierbar, wenn f integrierbar ist.
Wenn f integrierbar ist, dann ist f~1({oc}) eine Nullmenge.

7.98. BEMERKUNG. Das Integral komplexwertiger Funktionen hat &hnli-
che Eigenschaften wie das Integral aus Definition Indem man die Zerle-
gung f = Re f + i - Im f ausnutzt, zeigt man insbesondere, dass Lemma [7.45
die Sétze von Lebesgue, von Fubini und die Transformationsfor-
mel analog auch fiir komplexwertige Funktionen gelten.

7.99. DEFINITION. Es sei (X, A, 1) ein Mafiraum, p € [1,00) und k = R
oder C. Fiir messbare Funktionen f: X — k definiert man die LP-Norm

1l = ( /X \flpdu>p .

Es sei f ~ g, falls f = g p-fast iiberall gilt, und
LP(X;k) = {f: X = k| f messbar und | f||;, < oo} /~ .
Wenn k klar ist, schreibt man auch kurz LP(X).
7.100. BEMERKUNG. Elemente des Quotienten-Vektorraums LP(X;k) hei-
Ben auch p-integrable Funktionen. Diese Bezeichnung ist missversténdlich,
denn im allgemeinen ordnen sie Elementen aus X keine Werte zu. Wenn et-

wa {x} C X eine Nullmenge ist, wie zum Beispiel im Fall des Lebesgue-Mafes,
und f: X — k eine Funktion mit ||f||;, < oo, dann représentiert f,: X — k

mit
fz(y)—{ fly) z#y

z =y

das gleiche Element u € LP(X;k) wie f fiir jedes z € k. Also hat die Aussage
Lu(z) = z“ fiir ein u € LP(X;k) keinen Sinn, das heiflt, u ist keine Funktion.
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7.101. SATZ. Es sei (X, A, u) ein Mafiraum. Dann gelten die folgenden Un-
gleichungen.

(1) Holder-Ungleichung. Es seien 1 < p, ¢ < oo mit % +% = 1. Fiir
alle uw € LP(X;k) und v € LY(X; k) gilt

’/ U - vdu‘ <lullp - vl za -
X

Der Spezialfall p = q = 2 heiffit Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
(2) Minkowski-Ungleichung. Es sei 1 < p < co. Fir alle u, v € LP(X;k)
gilt
lu+vllpe < llullpe +llvllLe -
(3) Interpolationsungleichung. Zu 1 < p < r < ¢ < oo sei a € (0,1)

1
die Zahl, fir die + = 1;% + ¢ gilt. Fir alle u € LP(X;k) N LY X;k)

gilt v € L"(X;k) mit

1—
lullr < Nlullze® - flulze -

Bewers. Ubung, auBer mit p = 1. Aber diese Ungleichung folgt unmit-
telbar aus der Monotonie des Integrals, da

||u+v||L1=/Xru+v dus/XUuvadu:|ruHL1+||vHL1 . O

Wir erinnern uns an die Definition [6.39 eines normierten Vektorraums.
Die LP-Norm ist eine Erweiterung der LP-Norm auf den Regelfunktionen aus
Definition [(£.39

7.102. FOLGERUNG. Fiir alle Mafriume (X, A, ) ist LP(X; k) ein normier-
ter Vektorraum.

BEWEIS. Seien f: X — k Repriisentant eines Elements u € LP(X;k).
Da | f|P integrierbar ist, ist | f| ™ ({oo}) eine Nullmenge, und es existiert g: X —
k mit f ~ g, etwa

(z) = f(xz) falls f(x) € k, und
=0 falls f(z) = £o00 .

Die messbaren Funktionen mit Werten in k bilden einen Vektorraum. Wegen
der Minkowski-Ungleichung folgt u+v € LP(X;k) fiir u, v € LP(X;k), und ru €
LP(X;k) fir w € LP(X;k) und r € k ist klar, also bilden die Funktionen mit
endlicher LP-Norm einen Unterraum. Schliellich folgt aus f ~ 0, g ~ 0 und r €
k auch f+¢g ~ 0 und rf ~ 0, also diirfen wir die Relation ,,~*“ herausteilen
und erhalten einen Vektorraum

LP(X;k) = {f: X > k| f messbar und | f|;, < oo} /~ .

Fir f ~ g gilt |[fll» = llgll s, also ist [|-||,, auf LP(X) wohldefiniert. Wir zeigen
wie in Aufgabe 2 von Blatt 1.8, dass [|-||, die Normaxiome erfiillt.
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Positivitit: Fiir alle messbaren f: X — k ist |f|? > 0 auf ganz X, also
auch || f|| ;. Aus || f||;» = 0 folgt, dass das Integral iiber | f|P verschwindet. Nach
Aufgabe 2 von Blatt II1.4 gilt |f|P ~ 0, also auch f ~ 0. Somit repréisentiert f
das Nullelement von LP(X;k). Fiir diesen Schritt ist es nétig, die Relation ,,~*
herauszuteilen.

Die Homogenitdt folgt, da fiir alle r € k gilt

1

Hmm:(ﬁvwwoﬂ:@hémw@p:wwﬂm.

Die Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm folgt aus der Minkowski-Unglei-
chung [5.37| , siehe auch Satz[7.101 O

7.103. BEMERKUNG. Auch fiir p = oo kann man die p-Norm betrachten.
Dazu definiert man das essentielle Supremum

1l oo =inf{c R ||f(x)| < c fiir fast alle z € X }
und
L¥Xk) ={f: X > k| |fllp= <00}/ ~ .
Elemente v € L*(X;k) heiflen auch essentiell beschrdnkte Funktionen, ob-
wohl v wie in Bemerkung [7.100] keine Funktion ist.

(1) Fiir alle messbaren f: X — k gilt
[fllzee < M llsup

und definiert man

%w:{ﬂw falls | f(2)] < |[fll o

0 sonst ,

so gilt f ~ g und ||gllg,p, = 19/l Lo

(2) Mit iiberpriift man leicht, dass L*°(X;k) ein normierter Vektor-
raum ist, siche auch Beispiel . Dazu bendétigt man folgende
»Minkowski-Ungleichung® fiir u, v € L (X, k) und Reprisentanten f,
g: X — k: fiir fast alle z € X gilt

[f (@) +g(@)] < [f(@)] +1g(@)] < [[fll e + Mgl
es folgt
[+ vl oo < flull e + |0l poo -

(3) Der Raum L*°(X;k) ist vollstédndig, also ein Banach-Raum. Sei et-
wa (uy)n eine Cauchy-Folge in L>°(X) und sei f,, € u, ein Reprisen-
tant fiir n € N. Fiir alle a € N existiert also ein N, € N, so dass die
Menge

Mo mn = {3: eX

mﬁwnmnzl}

a

fir alle m,n > N, eine p-Nullmenge ist. Dann ist die abzdhlbare Ver-

einigung
M=U U U Munn

aENmM>Ngy n>Ng
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ebenfalls eine p-Nullmenge.

Fiir alle a € N und alle m, n > Ng gilt |fm(2) — fu(z)| < 1 fiir
alle z € X \ M, also ist (fn(z))n eine Cauchy-Folge. Da k vollstédndig
ist, existiert ein Grenzwert f(x). Wir setzen f(x) = 0 fiir x € M. Nach
Proposition [7.38 ist f messbar.

Die Folge f, konvergiert aulerhalb M sogar gleichméflig gegen f,
denn im Grenzfall m — oo gilt

7@~ falw)l <

fiir alle n > N, und alle z € X \ M. Also ist die Klasse u € L*>(X;k)
von f der Grenzwert der Cauchy-Folge (uy,)n, und L*°(X;k) ist daher
vollstandig.

(4) Esgilt 1+2L =1, und fiir f, g: X — k messbar mit || f|| 1, [|g]| - < o0
gilt die ,,Holder-Ungleichung®

]/ Fogdal < [ A1 bl < [ 171 Dol di < 17 ol
X X X

also gilt fiir alle u € L'(X;k) und v € L>(X;k) auch

/u‘vdu
X

(5) Fir 1 <p<r<ooundue LP(X;k) N L>®(X;k) gilt

[l au= [l dp <l ful

Hieraus folgt die ,,Interpolationsungleichung*

< flullps - llvll e -

P 1-2
lull g = Nl - Nl -

Wir haben eben gesehen, dass sich der Raum L*°(X;k) in vieler Hin-
sicht dhnlich wie die LP-Rdume verhélt. Es gibt auch Unterschiede, die wir
zum Teil spiter kennenlernen werden. Wir haben auch gesehen, dass L (X;k)
vollstiandig ist. Unser néchstes Ziel ist die Vollsténdigkeit von LP(X;k) fiir al-
le p € [1,00). Wir beginnen mit einer Folgerung aus dem Satz {iber dominierte
Konvergenz.

7.104. FOLGERUNG (aus Satz von Lebesgue). Es sei (un)n = ([fn])n
eine Folge in LP(X;k) fir 1 <p < oo, so dass (fn)n) fast iberall gegen f: X —
k konvergiert. Falls eine Funktion g: X — R mit ||g|/;, < oo und |fn] < g

fast dberall fir alle n existiert, dann gilt || f]l;, < oo und limy, . up = [f]
in LP(X; k).

BEWEIS. Es existiert eine Nullmenge N C X, so dass
lim fo(2) = f(z) und | fu(2)] < glx) < o0

fiir alle x € X \ N. Ohne Einschrankung diirfen wir f,,(z) = f(z) = g(x) =0
setzen fiir alle x € N, so dass (f,,) punktweise gegen f konvergiert, und |f,| < ¢
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fiir alle n auf ganz X gilt. Nach Proposition ist f messbar, und es gilt | f| <
g auf ganz X, insbesondere ist || f]|;, < oo.

Um die Konvergenz in LP(X;k) zu zeigen, iiberlegen wir uns, dass

[fn = FIP < (Ifal + 1) < (29)°

wegen der Monotonie der p-ten Potenz. Es gilt
/X(2g)p dp = |29/ < o0,
und wegen der Stetigkeit der p-ten Potenz auch
lim |fu(z) = f(2)]" = | lim fo(z) = f(2)]" = 0.
n—oo n—oo
Aus Satz von Lebesgue, angewandt auf |f, — f|P, folgt
1 1
P . p
lim [|fn — fllp = (lim / \fn—f\pd,u) = (/ | lim fn—f]pdu> =0,
also limy, oo uy, = [f] in LP(X; k). O

Fiir p = 1 erhalten wir den Satz von Lebesgue zuriick, indem wir uns iiber-
legen, dass fiir E € A die Abbildung L'(X;k) — k mit

U / wdp
E
stetig ist, da

Judn= [ vdnl < [Ju—cldn< [ ol du=fu- ol
E E FE X

Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt [f.] — [f] in LY(X;k) mit
Folgerung und daraus

lim fndu:/fdu.

Eine in L*°(X;k) konvergente Folge (uy,), wird nach Bemerkung
durch Funktionen f,: X — k reprisentiert, die fast iiberall gegen einen Re-
priasentanten f des Grenzwertes lim, oo u, € L°°(X;k) konvergieren. Das gilt
leider nicht immer in LP(X;k) fir p < co.

7.105. BEISPIEL. Zu n € N\ {0} existieren eindeutige h, k € Nmit 0 < k <
2" so dass
n=2"4+k.
Wir setzen A, = [k-27" (k+1)-27") c [0,1) und f, = 14,: R — R fiir
allen > 1. Fir 1 < p < oo folgt

(k4+1)2=" % N
1o — 0l = ( / mA) —o b
k-2—h

Da 275 — 0 fiir h — 00, also auch fiir n — oo, konvergiert [f,] gegen 0
in LP(R). Aber fir alle x € [0,1) und alle h € N existiert genau ein n € N
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mit 2" < n < 2" und f,(x) = 1, wihrend f,,(z) = 0 fiir alle anderen m
mit 2" < m < 21 Also divergiert (f,(x)), fiir alle z € [0, 1).

Wir zeigen jetzt die Vollstdndigkeit der Rdume LP(X;k) fir 1 < p < oo.
Gleichzeitig studieren wir das Verhalten von Funktionenfolgen, die in LP(X;k)
konvergieren.

7.106. SATZ (Fischer-Riesz). Es sei (X, A, ) ein Mafraum und 1 < p < oo.

(1) Der Raum LP(X;k) ist vollstindig, also ein Banach-Raum.

(2) Falls eine Folge (un)n = ([fu])n in LP(X:;k) konvergiert, dann existiert
eine Teilfolge der (fy), die fast iberall gegen einen Reprisentanten f
von limy, o0 Uy, € LP(X;k) konvergiert.

(3) Seien fp, u, wie in . Wenn f, fast iiberall gegen eine messbare
Funktion f: X — k konvergiert, dann reprdisentiert f den Grenz-
wert limy, oo un, € LP(X;k).

BeEwEIS. Es sei (upn)n = ([fn])n eine Cauchy-Folge in LP(X;k). Dann exi-
stiert zu jedem k € Nein ng € N, so dass || fm — fnll 1o < 27F fiir alle m, n > ny.
Wir betrachten die Teilfolge (fp, )r. Es folgt ank — frny HLP < 217% und

N oo
< Z ank - fnk—lHLp < ZQl—k -9
k=1 1

- fnk—l‘

Lp

o0
9= _|for = Fur_i]
k=1

Nach dem Satz von B. Levi iiber monotone Konvergenz folgt

, [e'S) D ' N P
ol = (S 1o~ o) = i [ (Z\fnk—fn“!) i

p
<27,
Lp

Setze

= hm

— Fria

Also gilt g(x) < oo fiir fast alle z € X. Somit konverglert die Teleskopsumme

f(@) = foolz +an — fus (2))

fiir fast alle x € X absolut, die Folge ( fni )k ihrer Partialsummen konvergiert
fast tiberall gegen eine Funktion f: X — k. Da

N
o < ol + D [ = frua | < 1ol +9

k=1
und ||| fnol + 9ll» < 00, kann f nach Folgerung [7.104] messbar gewihlt wer-
den, und u,, konvergiert gegen u = [f] € LP(X;k). Da also jede Cauchy-Folge
in LP(X;k) konvergiert, ist LP(X;k) vollstéindig, und es folgt (I).
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Zu (2) sei (un)n = ([fn])n konvergent, also eine Cauchy-Folge nach Bemer-
kung Der Beweis von (1f) liefert eine Teilfolge ( fy, )k, die fast iiberall gegen
einen Représentanten f des Grenzwertes lim, o u, konvergiert.

Zu bemerken wir, dass die in konstruierte Teilfolge fast {iberall gegen
einen Repréasentanten h der Grenzfunktion konvergiert. Da Grenzwerte in k
eindeutig sind, gilt h(x) = f(x) fast iiberall, also reprisentiert auch f den
Grenzwert lim,,_,o u,, € LP(X; k). O

Unser néchstes Ziel besteht darin, Elemente aus LP(R";k) durch stetige
oder sogar glatte Funktionen zu approximieren, falls 1 < p < oco. Fiir p = o
konnen wir so etwas nicht erwarten: Wenn (f,), Folge stetiger, beschrénkter
Funktionen ist, die in der L*°-Norm gegen f konvergiert, dann ist (f,,), bereits
Cauchy-Folge in der Supremumsnorm, da | fm — fallpee = [[fin — fally, fiir
stetige Funktionen, siehe Bemerkung . Aber es gibt auch u € L>®(R™; k)
ohne stetige Reprisentanten, beispielsweise Klassen von Indikatorfunktionen 1 4

zu Mengen mit 0 < \"(A4) < oo.

Um Funktionen zu ,gldtten®, das heifit, durch glatte Funktionen zu appro-
ximieren, fithren wir das Faltungsprodukt auf L'(R";k) ein. Wir lassen k = R
oder C in der Notation ab jetzt weg, da fiir reell- und komplexwertige Funktio-
nen alle Konstruktionen genauso gehen.

Es seien u = [f], v = [g] € L*(R™). Nach dem Satz von Tonelli ist
die Funktion h: R?" — k mit h(z,y) = f(z)- g(y) integrierbar, also in L!(R?"),
mit

Il = [ | 15@)- o) &)
= [ 5@ [ 1) a3 ) X' @) = £l ol

Wir betrachten die Abbildung F: R?® — R?" mit F(x,y) = (z — y,y) und

/ _ En _En _
det(F'(x,y)) = det ( 0 B, ) =1.

Nach der Transformationsformel ist dann auch die Funktion (h o F) -
|det F'| = h o F auf R?>" integrierbar mit

(hoF)(x,y) = f(x—y)-9(y) -

Aus dem Satz von Fubini ergibt sich, dass der Ausdruck

(fxg)(z) = . flz—y)-g(y)d\"(y)
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fiir fast alle x definiert ist, und sich zu einer integrierbaren Funktion fx*g: R" —
k erweitern lasst. Auflerdem gilt

el = [ |[ 1= ot x| axe)

< [ mor axn = [ n @ =l gl
R2n R2n
Insbesondere reprisentiert f * g ein eindeutiges Element u x v € L'(R").

7.107. DEFINITION. Das Element u * v € L'(R™) heifit Faltung oder auch
Faltungsprodukt von u und v.

7.108. BEISPIEL. Es seien s, t > 0. Wir betrachten die Gaufischen Glocken-
funktionen f, g: R™ — R mit
n _le|? n _ el
f(x) = (4ms)"2e” 4 und g(x) = (4nt) " 2e 2
wobei ||z|| die Euklidische Norm auf R™ bezeichne. Man rechnet mit der Trans-
formationsformel nach, dass | f||;» = |g/|;» = 1. Die Faltung f % g hat die
Form

2 2
_ llz—yll llyll

(F *)(@) = (ms) B ame) ¥ [ e ey

n

Cn, om0 el oyl
= (4ms)™ 2 (4mt) 2/ e 4st dy
2 2
n n =z 24 I T
:(47r5)_2(47rt)_2/ e st — 5 llzl dy

Wir betrachten die affine Abbildung F': R" — R" mit

s+t t
F(y) = —
W)=\ s ¥ \/4sGs+ )"
[s+1 s+t 2
det F'(y) = det S—-En = )
et Fy) e< 4st > <45t>

Aus der Transformationsformel und obiger Rechnung folgt

_ s+t 2
(fxg)(x) = (4772)7%6 4st(s+1) |||

und

e IFI? |det F'| (s + £ d
R"L

) I Clwl2
= (4n*(s+ 1)) 2e 1G+D e I gny

ll[I2

= (4r(s+1)) e 36
Also ist f x g wieder eine Gauflsche Glockenfunktion, aber mit Parameter s+ t.

Wenn h(z) die Temperatur eines ungleichmifiig warmen Korpers an der
Stelle x zur Zeit ty bezeichnet, dann hat dieser Korper zur Zeit ty + s die
Temperaturverteilung h * f, wenn wir Phianomene am Rand auler Acht lassen.
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Sobald wir wissen, dass das Faltungsprodukt assoziativ ist, folgt aus obiger
Rechnung, dass sich die Temperatur zur Zeit to + s + t auf zwei Weisen durch

(hxf)xg=hx(f*g)

berechnen lasst. Es ist also egal, ob man die Temperatur sich erst iiber die
Zeit s, dann {iber die Zeit ¢t entwickeln lasst, oder gleich iiber die Zeit s 4+ ¢.

Bevor wir Eigenschaften der Faltung zusammenstellen, ben6tigen wir noch
ein Ergebnis iiber konvexe Funktionen, siche Definition

7.109. SATZ (Jensensche Ungleichung). FEs sei pu ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (X, A), I C R offenes Intervall und h: I — R konver. Fiir al-
lew € L'(X;R) gilt dann

h(/ udu)ﬁ/houd,u.
X X

Beweis. Ubung. O

Diese Ungleichung ist auch dann interessant, wenn X eine endliche Menge
ist,etwa X = {1,...,n}, A=P(X) und p(i) = p; mit g; > 0und p1+- - +p, =
1. Sei f(i) = x;, dann folgt die klassische Jensensche Ungleichung

Fiir n = 2 liefert das genau die Definition der Konvexitidt. Wir benottigen die
allgemeine Form der Jensenschen Ungleichung, um einen Zusammenhang zwi-
schen den Rdumen LP(X) fiir verschiedene p € [1, 0o] herzustellen.

7.110. FOLGERUNG. Es sei (X, A, p) ein endlicher Mafraum und 1 < p <
q < oo, dann gilt L9(X;k) C LP(X;k) und fir alle w € LY(X;k) gilt

11
lull e < u(X)7 e flullgq -

Bewels. Ubung. Man zeigt zuniichst, dass L(X;k) C LP(X;k), anschlie-
Bend folgert man die Ungleichung aus der Jensenschen Ungleichung, falls ¢ < oo,
oder direkt aus der Monotonie des Integrals. O

7.111. BEMERKUNG. Die Faltung hat folgende Eigenschaften.

(1) Die Faltung *: L'(R™;k) x LY(R*%k) — L!'(R™k) ist assoziativ,
kommutativ, k-bilinear und stetig, letzteres, da ||u*v|/;1 < ||ul 1 -
|v|l1. Also bildet (L'(R";k),*) eine k-Algebra auf einem Banach-
raum mit stetiger Multiplikation. Eine solche Struktur heifit auch Ba-
nachalgebra . Andere Beispiele von Banachalgebren sind (L% (X; k), -)
(Ubung), (C*(R™),-) und alle endlichdimensionalen k-Algebren, zum
Beispiel (M, (k),-).



274 7. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

(2) Es sei u = [f] € LP(R™%;k) und v = [g] € L*(R", k) fiir 1 < p < oo.
Fiir p = oo folgt

\U*lﬂ(w)ﬁ‘/‘|UQr—-yH'MKy)\d"nyHuHLw'HvHLI
Rn S——~—
<llull poo

fir alle z € R™, also |Ju * v|| 00 < ||ullpo0 - [|0]f1-
Fiir p < oo betrachten wir gemif8 Lemma das Mafl p

auf (R™, B) mit
1
)= /|U x" |
(vl Ja

Da p(R™) = 1, ist u ein Wahrscheinlichkeitsma$, insbesondere also
endlich. Es gilt

1
/ wdp = / w - |v| dA™
n [oll 1 Jren

fiir alle w € L*(R™; k) (Ubung).
Da U € LP(R"™; k), folgt [ul? € L'(R™; k) mit

APl = [ 177 ax =51
Wir wissen also, dass fiir fast alle z die Faltung
175 o) = [ 1@ =) o)l 'y = [ 1£@ =) - Pollus duto)

existiert. Also ist die Funktion f,: R" — k mit f.(y) = f(x — y)
eine LP-Funktion beziiglich u. Da p ein endliches Maf ist, ist f, auch
eine L'-Funktion beziiglich ; nach Folgerung also p-integrierbar.

Die Funktion hA: R — R mit h(x) = |z|” ist konvex fiir alle p > 1.
Aus der Jensenschen Ungleichung j7.109|7 dem Satz von Tonelli
und der Transformationsformel [7.81] folgt

ooty < [ ([ 1=l wwl @) v
= [ el ([ 10l dut))
<lollye [ [ 1500 duty)
= lloll2; // (@~ )P lo(w)] d"yd"s
=Wl [ 1s@P ) ey

= [lullZ, - [l0l7: -

Also erhalten wir die Ungleichung

(A

lwx vl o < lfullo - [0l pe -
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(3) Die Faltung #: L'(R™, k) x LP(R™ k) — LP(R";k) ist bilinear, stetig
und erfiillt anstelle des Assoziativgesetzes die Relation
(uxv)*xw=ux*(v*w)

fiir alle u, v € L'(R™ k) und w € LP(R™;k). Man sagt, LP(R";k) ist
ein Modul der Banachalgebra L'(R™; k).

Wir wollen Elemente v € LP(R"; k) mit speziellen L!-Funktionen falten, um
eine Folge glatter Funktionen zu erhalten, die gegen u konvergieren.

7.112. DEFINITION. Eine Folge (dx)r von Funktionen d;: R™ — R heifit
Dirac-Folge, wenn gilt:

(1) 9 > 0 fiir alle k;
(2) Jgn Ok dX" =1 fiir alle k;
(3) Fiir alle r > 0 gilt limy_. fR"\BT(O) S AN = 0.

7.113. BEISPIEL. Wir starten mit der glatten Funktion

N
gla)=1 ¢ 1=lel®  falls ||z|| <1, und
0 falls ||z|| > 1,

vergleiche Beispiel wobei ||z|| die Euklidische Norm bezeichne. Dann setzen
wir

kn
O0p(z) = ——g(kx) ,
KO = o)

so dass [z, 0x(z) = 1 nach der Transformationsformel. Bedingungen (1)) und
sind also erfiillt, und folgt, da d) auBerhalb B 1 (0) verschwindet.

7.114. SATZ. Es sei (0k)r eine Dirac-Folge, 1 < p < oo und u = [f] €
LP(R™; k). Dann konvergiert die Folge (u * 0y)x in LP(R™;k) gegen u.

Bewers. Es sei [f] € LP(R™;k), dann gilt nach Lemma dass

lim PN = /R P A = 2, .

N—oo [—N,N]

Zu € > 0 existiert also N € N, so dass

[ parse
n\[_NJV]n
somit gilt Hf_f'l[—NW}"HLp < e Setze g = f - I_nnpm. Aus Bemer-
kung [7.111 folgt, dass
1f = f 0kl < 1f = gll e + 10f = 9) * Skll o + llg — 9% Okl 1o
<e SIS =gllpe 16kl 1

<2+ lg—g*dkl

so dass es ausreicht, die Funktion g = f - [|_y nj» zu approximieren.
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Wenn g komplexwertig ist, konnen wir Real- und Imaginérteil einzeln ap-
proximieren. Wenn g reellwertig ist, aber das Vorzeichen wechselt, dann be-
trachten wir Positiv- und Negativteil von g separat. Es sei also f: R™ — [0, 00)
gegeben mit f|gn\ [~y N = 0. Nach Proposition finden wir einfache Funk-
tionen 0 < f; < f, die punktweise gegen f konvergieren. Nach Folgerung [7.104]
gibt es also zu jedem € > 0 eine einfache Funktion g = f; mit ||g — fol|;, < €.
Wie oben reicht es, g zu approximieren, denn

If = F*oklle <26+ 1lg =g dkllLo -

Wir schreiben die einfache Funktion g als Linearkombination von Indikator-
funktionen f = 14. Da das Falten mit d stetig und linear ist, reicht es wieder,
jede Indikatorfunktion einzeln zu approximieren. Wie in Bemerkung[7.31] finden
wir eine abgeschlossene Menge K C A C [-N, N|", so dass A\"(A\ K) < &P,

1
also |14 —1k|p = A"(A\ K)?» < e. Also reicht es, 1x zu approximieren,
und als abgeschlossene und beschriankte Teilmenge von R" ist K kompakt nach
Folgerung [6.38

Nach Bemerkung |7.103 gilt

(i #60)(0) = [ il =) 8u(w) d" € 0,16l ] = [0.1]
€[0,1] >0

also nimmt 1x * 0 — 1x nur Werte in [—1, 1] an. Fiir alle p > 1 folgt

HIK*(Sk—lKHIzp:/ |1 * 0 — 1x|P dN" < |1k %0 — 1kl s
R7 N————
<10 —1k|

es reicht also zu zeigen, dass ||1x * 0y — 1x||;1 < P fiir k& hinreichend groff. Es
sei also ab sofort ohne Einschrankung p = 1.

Fir ¢ > 1 setzen wir

M= | Bi(x) C [-N ~1,N +1]".

Da K abgeschlossen ist, gibt es zu jedem y € R™\ K ein r > 0, so dass B,(y) N
K =0, also ||y — z|| > r fiir alle r € K. Es folgt y ¢ M, fiir £ > %, somit

K =M,
0>1

und die Folge 1), konvergiert punktweise gegen 1lg. Da 0 < 1, <
1 N_1,N41n, folgt

A M\ K) = [1ar, — 1kl < e

fiir alle hinreichend groflen £. Wir setzen r = % und berechnen fiir alle y € B,.(0),
dass

[ i =) = L) ' = Ny K\ K) 4 X (B T K
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wobei T_,x = x — y. Nach Konstruktion von M, gilt
T_yK\K CM;\Kund K\T_yK CT_,(M;\ K) .
Aus der Isometrieinvarianz des Lebesgue-Integrals (siche Beispiel 7.83]) folgt

/ 1k(r —y) — 1xc(@)| d"e < N"(Mp \ K) + N (T_y (M \ K)) < 2¢ .

Zu dem obigen r wihlen wir jetzt ky € N so grof3, dass
€

O AN < ——— .
/R"\BT(O) : AM(K)

Jetzt erhalten wir die Abschitzung
g % 0 — 1l 1 = ||k % 6 — 1ic - 10kl 11 ]| 10
——

=1

< [ ) [ xle =) - 1) dwdy
. )

= /BT(O) Ok (y) - /n lg(x—y) — 1g(x)| d*z d"y

<2e
s a) [ k-l L) d
R™\ B, (0) R™
—2\n(K)
< 4e.
Also gilt limg_oo[1 *0x] = [1k] in L'(R™; R), und nach dem vorangegangenen
also auch allgemein limy_, oo [f * 0x] - [f] in LP(R™; k). O

Wir wollen diesen Satz benutzen, um LP-Funktionen durch glatte Funk-
tionen zu approximieren. Dazu miissen wir in einem Schritt Integration und

Grenzwertbildung bzw. Differentiation vertauschen. Wir erinnern uns an die
Multiindizes o € N™ aus Abschnitt

7.115. PROPOSITION. Es sei (X, A, ) ein Mafraum, k € N, U C R™ offen
und f: X x U — k messbar. Falls

(1) die Funktlion fy: U — k mit f,(y) = f(z,y) fir fast alle x € X k-fach
stetig differenzierbar ist und
(2) eine p-integrierbare Funktion g: X — [0, 00] existiert, so dass

olel
Yo @y

)| < 9(x)

fir alle y € U und fast alle x € X,

dann ist die Funktion F: U — k mit F(y) = [y f(z,y)du ebenfalls k-fach
stetig differenzierbar mit
delF(y) _ [ ol

= r,y)du(z) .
o . 8ya( y) dp()
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BeEwEIs. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber k. Fiir k = 0 ist
nur die Stetigkeit von F' zu zeigen. Nach Satz [3.§ reicht es zu zeigen, dass F
folgenstetig ist. Es sei also (yy)¢ eine Folge in U mit Grenzwert y € U. Dann
konvergiert die Folge von Funktionen (fy,), auf X mit fy,(z) = f(x,ye) punkt-
weise gegen fy,(x) = f(z,y) und wird durch g dominiert, also ist F' folgenstetig
nach dem Satz[7.53] von Lebesgue, denn

hmF(yg)—hm/fa:ygd,u /fxyd,u F(y) .

Im Falle k =1sei 1 <i<n,yeUund (hy), eine Nullfolge in R\ {0}. Fiir
fast alle x € X gilt dann

f(xa Y+ hfei) - f(xay)
hy

hy 8f
= he/o 0 (y7y+tez)dt‘

he
< / of
< hz
<g(z)

Ayi
Aus der Definition [5.1] der Ableitung und dem Satz von Lebesgue folgt

——(z,y + te;)| dt| < g(x) .

aF( f (z,y + hee;) — fx,y) [ Of(z,y)
Ofa(w ,Y)

Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ergibt sich wie im Falle k = 0.
Fiir k£ > 1 leiten wir induktiv die (k — 1)sten partiellen Ableitungen wie
oben erneut ab. O

7.116. FOLGERUNG. Es sei g € C*(R",k) fiir ein k € N, so dass g und 0,G
fiir alle Multiindizes o € N™ mit |a| < k beschrinkt sind. Fir alleu € L*(R"; k)
hat dann u * g einen Reprisentanten in C*(R™, k) mit

Oa(u* g) = ux* (0ag) -
BEWEIS. Wir definieren eine Funktion A: R"™ x R™ — k durch

h(z,y) = f(x) gy — x)
und wenden Proposition an. Fiir alle x ist h,(y) = h(z,y) k-fach stetig
differenzierbar. Es sei C' eine obere Schranke fiir alle d,g9 mit 0 < |o| < k, dann
ist C'-|f| : R™ — [0, o0] integrierbar, und es gilt

ol gy
\W\ —1£(2) - (9ug)(y — )| < |f(@)]-C .

Aus Proposition [7.115 folgt also, dass f * g € C*(R™, k) mit

fgaa|/f ~a)d'

= f( ) ) (aag)(y )dnl' = (f * (aag))(m) : O

R
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Um dieses Resultat auf LP-Funktionen mit 1 < p < oo zu iibertragen,
brauchen wir einen weiteren Trick und den Begriff des Tréagers.

7.117. DEFINITION. Es sei (X, O) ein topologischer Raum und f: X — k
eine Funktion. Dann ist der Triger supp f C X von f in X definiert als

supp f = {x eX ‘ fiir jede Umgebung U von x
existiert ein y € U mit f(y) #0} .

Sei X ein Hausdorff-Raum . Eine Funktion f hat kompakten Triger in X,
wenn supp f C X kompakt ist. Der Raum aller stetigen Funktionen mit kom-
paktem Triger wird mit Co(X;k) bezeichnet. Analog bezeichnet C§(U;k) den
Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf U C R™ mit kompak-
tem Tréager.

Ist der Korper k aus dem Zusammenhang klar, wird er in der Notation
weggelassen. Analog definiert man auch C*(U;k).

7.118. BEMERKUNG. (1) Die Menge supp f ist die kleinste abgeschlos-
sene Menge in X, die f~!(k\ {0}) enthilt. Man nennt supp f daher
den Abschluss von f~!(k\ {0}) und schreibt

supp f = f~1(k\ {0}) .

(2) Sei f € C¥(U;k), dann verschwindet f zusammen mit allen hoheren
Ableitungen bis zur Ordnung k identisch auf U \ supp f. Man beachte,
dass es dazu nétig ist, den Abschluss von f~1(k\ {0}) zu bilden: Die
Funktion f: R — R mit f(x) = x verschwindet bei = 0, aber ihre
Ableitung f/ = 1 nicht.

(3) Der Raum X selbst beziehungsweise die Teilmenge U C R™ spielt bei
der Bestimmung des Trégers eine wichtige Rolle. Beispielsweise hat die
Funktion g aus Beispiel kompakten Triager supp g = D1(0) C R™,
aber ihre Einschrinkung g|p, (o) hat Tréger supp(g|p, (o)) = B1(0), und
der ist nicht kompakt.

(4) Die Funktionen mit kompaktem Tréger in X bilden einen Vektor-
raum Co(X), denn es gilt

supp(f + g) C supp f Usuppg,

und als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge supp f U
supp g ist supp(f + ¢g) wieder kompakt. Sie bilden jedoch im allge-
meinen keinen Banachraum beziiglich der Supremums-Norm. Sei etwa
wieder g die Funktion aus Beispiel und sei

9(%)

ful@) = 5 sl
dann ist supp fr = D (0) kompakt in R™. Es gilt aber
1
dm fe=f o mit o f@) =90

in der Supremumsnorm, und f hat Tréger supp f = R"™.
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(5) Sei (X,0) ein topologischer Raum und p ein Maf§ auf der Borel-o-
Algebra. Analog kann man den Tréger fir u € LP(X;k) definieren
durch

supp f = {;1: eX ‘ fiir jede Umgebung U von z gilt f|y # 0} .
Die Punkte und gelten sinngemasf.
7.119. FOLGERUNG. Es sei g € CE(R™, k) fiir ein k € N, und es sei 1 < p <
0. Fir alle u € LP(R™; k) hat dann u * g einen Reprisentanten in C*(R™, k)
mit

Oa(u*g) =ux(0a9) -

BEwEIs. Nach Folgerung ist supp g beschrankt, also existiert R > 0
mit suppg C [—R, R]™. Um f % g an der Stelle z € [N, N|" fiir ein N € N
zu bestimmen, reicht es, f|_y_p n4+g» zu kennen, denn fiir y ¢ [-R, R]"
verschwindet ¢g(y) in der Formel

Frg)@) = [ fa—y) o) dy= / f(x— ) g(y) dy .
Rn [-N—R,N+R]"

Nach Folgerung (7.110| gilt u - 1_n_p nyR]» € LY([-N — R, N + R]™; k) fiir
alle u € LP(R™;k), da [-N — R, N + R]" ein endlicher Mafiraum ist. Alter-

nativ folgt das aus der Holderungleichung (7.101 beziehungsweise [7.103 ,
da 1_y_g nyrp € LY(R™;k) mit % + % = 1. Auflerdem sind alle d,¢ auf dem

Kompaktum supp g beschriankt. Also folgt aus Folgerung dass
((U, : 1[*N*R,N+R]”) * g)‘[—N,N]n € Ck([_Na N]n7 k) .
Da das fiir alle N € N geht, folgt insgesamt, dass u * g € CF(R™; k). O

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit dicht, wenn alle
Punkte von X H&ufungspunkte von A sind, siehe Beispiel . Es sei U C
R™ offen. Da jede Klasse in LP(U;k) hochstens einen stetigen Reprisentanten
hat, diirfen wir C¥(U;k) und C%(U;k) als Teilmengen von LP(U;k) auffassen.

7.120. SATZ. Fir alle offenen Teilmengen U C R™, alle k € NU {oo} und
alle 1 < p < oo liegt CE(U;k) dicht in LP(U;k).

BEwEIS. Wir definieren kompakte Mengen

- o n
My ={z €[-N,N] ‘B%(x)CU}.
Da U offen ist, existiert zu jedem x € U ein N mit Bi(x) C U. Da die
N

Wiirfel [-N, N]” den Raum R"™ ausschopfen, folgt

o
U= ) My.
N=1
Insbesondere konvergiert 1,7, punktweise gegen 1y. Sei jetzt u € LP(U; k). Wie
im Beweis von Satz folgt aus dem Satz von Lebesgue, dass

lim w-1p, =u € LP(U;k) .

N—o0
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Also reicht es, Funktionen mit Triager in My zu approximieren.

Da C$°(U;k) C CE(U;k) fiir alle k& € N und mit C5°(U;k) somit auch al-
le CE(U;k) dicht in LP(U;k) liegen, reicht es, den Fall k = oo zu betrachten.
Wir fixieren dazu die Dirac Folge (J;)x in C5°(U; k) aus Beispiel [7.113| mit

supp 0y = D%(O) .

Fiir £ > 2N liegt der Tréger von (u - 1p7,) * 0k in der kompakten Men-
ge Moy C U, denn zu x ¢ Moy kann man y € B% und z € My nicht so finden,

dass z = x — y. Fiir solche x folgt also

(- 1as) 6) @) = | o (0 L) =) 8u(0) 'y =0

k

Insbesondere hat (u - 17,) * O fir & > 2N kompakten Triger in U.

Nach Satz kénnen wir u - 17, und nach Wahl von N damit auch u
in LP(U; k) durch (u-1pz, )*dy beliebig gut approximieren. Nach Folgerung|7.119
sind diese Funktionen glatt, und wir haben eben gesehen, dass sie fiir £k > 2N
kompakten Trager in U haben. g






KAPITEL 8

Vektoranalysis

Die ,, Vektoranalysis“ ist die Analysis von Vektorfeldern. Heutzutage ver-
wendet man anstelle von Vektorfeldern lieber alternierende Differentialformen,
dennoch spricht man immer noch von Vektoranalysis. In diesem Kapitel ver-
allgemeinern wir einige Begriffe und Sétze aus fritheren Kapiteln auf mehr-
dimensionale Situationen, darunter den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, den Begriff der Differentialform oder Pfaffschen Form aus De-
finition [6.99] das Kurvenintegral aus Definition und das Poincaré-Lemma
fir 1-Formen aus Satz [6.108 Wir lernen insbesondere de Rham-Kohomologie
und den Satz von Stokes kennen, und auch die Sdtze von Gaufl und Green.
In den Abschnitten [7.7] und haben wir das unorientierte Lebesgue-Integral
iiber den R™ und iiber Untermannigfaltigkeiten kennengelernt. Im Folgenden
sehen wir, wie wir Orientierungen einfithren und zur Integration von Differen-
tialformen verwenden kénnen.

8.1. Differentialformen

Wir wiederholen zunéchst die alternierenden Multilinearformen aus der li-
nearen Algebra und fithren dann alternierende Differentialformen ein.

8.1. DEFINITION. Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper k. Eine Ab-
bildung o: V¥ = V x --- x V — k heiit alternierende Multilinearform vom
Grad k oder kurz (alternierende) k-Form, wenn sie

(1) multilinear ist, d.h., wenn fiir allei € {1,...,k} und vy, ..., vi_1, V11,
..., v € V die Abbildung
v (v, 01,0, Vg, .., V) €K

linear ist, und
(2) alternierend ist, d.h., wenn fiir alle i« € {1,...,k — 1} und vy, ...,
vp_1 € V gilt, dass

Ct(’l)l,...,'l}i,vi,...,kal) =0.
Der Raum der alternierenden Formen vom Grad k wird mit A*¥V bezeichnet.
Wir setzen A’V = k und schreiben
AV = @ ARV .

Fiir £ = 1 ist die Bedingung leer, und A'V ist einfach die Menge der
linearen Abbildungen V' — k, also der Dualraum V* von V.

283
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Wir sammeln einige wichtige elementare Eigenschaften von alternierenden
Abbildungen. Zur Erinnerung: Ein Kérper hat Charakteristik p, falls p die klein-
ste Zahl in N\ {0} mit

1+---+1=0
———
P

ist (dann ist p prim), und 0 sonst. Die Kérper Q, R, C haben Charakteristik 0.

8.2. PROPOSITION. Es sei V' ein k-Vektorraum.

(1) Es sei a« € A*V und o € S(k) eine Permutation mit Vorzei-
chen sign(o) € {1, —1}, dann gilt
a(va'(l)) s 7v(r(k)) = Sign(a) ’ O[(’Ul, s ,’Uk)

fir alle vy,..., v, € V.
(2) Es sei a: VF — k multilinear, die Charakteristik von k sei nicht 2,
und es gelte

(V15 -+ Vim 1, Vi1, Viy Vi 2, -+, V) = — (V15 -+ ., V)
fir allei € {1,...,k—1} und alle vy,...,vx € V, dann ist o alternie-
rend.

(3) Die alternierenden k-Formen bilden einen Vektorraum.

BEWEIS. Zu betrachten wir zunéchst die Permutation o = 7; mit ¢ €
{1,...,k—1} und
i+ 1 falls j =i,
o(j) =14 i falls j =7+ 1, und
J falls j & {i,i+ 1} .
Der Einfachheit halber sei ¢ = 1; fiir alle anderen ¢ geht die Rechnung entspre-
chend. Da « alternierend und multilinear ist, folgt

a(vy,...,vg) = a(vy, v, v3, ..., 0k) + vy, v1, 03, ..., V)
-0
= a(vy,v] + v2,v3,...,0%) — a(v1 + v2,v1 + V2, V3, ..., V)
=0
= a(—vg,v1 + V2,3, ...,V) + a(—vy, —V2, V3, ..., V)
=0
= a(—vg,v1,03,...,Vk) = sign(a) - A(Vy(1)s - -+ Vo(k)) -
Da jede Permutation o € S(k) als Hintereinanderschaltung der speziellen Per-
mutationen 7y, ..., 7x_1 geschrieben werden kann und das Vorzeichen multipli-

kativ ist, folgt Aussage (|1)).
Zu iiberlegen wir uns, dass das Vertauschen des i-ten und (i + 1)-ten

Arguments den folgenden Ausdruck nicht dndert, so dass
(V1o Vi Uiy ey V1) = — (V1,0 oo, Vg Uy ooy Uk—1)

Falls die Charakteristik von k nicht 2 ist, ist 1 # —1, und daher «(vy, ..., v;, v;,
..., Up—1) = 0. Also ist « alternierend.
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Zu iiberlegen wir uns, dass Summen und Vielfache alternierender Mul-
tilinearformen wieder alternierend und multilinear sind. Somit bilden die alter-
nierenden k-Formen einen Unterraum des Vektorraums Abb(V*:k). O

Um eine Basis von A¥V anzugeben, ist es zweckmiBig, zunichst das Produkt
von Formen einzufiihren.

8.3. DEFINITION. Es sei V ein k—Vektorraum. Das alternierende Produkt
oder Dachprodukt A: AV x ARV — AITFV ist definiert durch

(@A B) (v, Vi)

= > sign(o) (Vs (1) - - 5 Vo (5)) BUo(i+1)s - - - Vo(j+k))
c€eS(j+k)
o(l)<--<o(j)
o(j+1) < <o (j+k)

fiir alle « € AJV, 3 € A*V und vy,...,vj44 € V.

8.4. BEMERKUNG. Das Dachprodukt hat folgende Eigenschaften.

(1) Fiirallea € AV, 8 € AFV ist aAB multilinear (klar) und alternierend.
Uber Koérpern der Charakteristik 0 kann man auch

(aAB)(v1,...,Vjqk)
1 .
= _W Z SlgIl(O’) 04(1)0(1), ves ,’Uo(j)) /B(Ua(j+l)7 ce 71)0-(j+k))
ceS(j+k)
schreiben. Dann ist v A § nach Proposition sicher alternierend.
(2) Das Dachprodukt ist assoziativ (Ubung). '
(3) Das Dachprodukt ist graduiert kommutativ, das heif3t, fiir alle o € AJV
und 8 € A*V gilt (Ubung), dass

BAha=(-1)*ang.

Es sei ab jetzt V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum mit Basis (e, .. .,

en). Dann sei (e!,...,e") die duale Basis von V* mit

i 1 fallsi =7, und
e'(ej) = dij = -,
0 fallsi#j.

Fiir 1 <i; < --- < it < n erhalten wir Elemente e'! A --- A e’* von ARV mit

(e A= Ae™)(ve, ... v) = Z sign(a) € (Vy (1)) - - €% (Vg (r)) -

oeS(k)
8.5. PROPOSITION. Es sei (e1,...,en) eine Basis von V und (¢17 coem)
die dazu duale Basis von V*, dann bilden die Elemente et A--- Ne"* mit 1 <
iy < +-- < ip < n eine Basis von A*V. Insbesondere gilt dim AV = (Z)

fir 0 < k <n und AFV =0 fiir k > n.
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BEWEIS. Um zu zeigen, dass die e’ A--- Ae** den Raum AFV aufspannen,
schreiben wir

ol o]
V1 = B :
oy vy

beziiglich der Basis (eq,...,ey,). Fir a € AV und 1 < i) < -+ < i < n setzen

wir a;, i = aleq, ... e, ). Aus Deﬁnition folgt, dass

n n . .
a(vy, ..., vg) = Z---Zvil---vz’“a(eil,...,eik)

i1=1 tp=1

- Z Z sign(o) aiy ... i, U?@) ... vz_k(k)

ceS(k) 1<ip<--<ix<n

= Z Qiy o i Z sign (o) eil(vg(l))---ei’“(vo(k))

1<i1 <<, <n ceS(k)
i i
= g Qiy,.oy - (€A NeF) (v, vg)
1<i1 << <n
fir alle vy, ...,vx € V. Es gilt also
a = g Qiy,.ip " €T A Ne
1<ip<-<ip<n

Also wird AV von den k-Formen e A - -- A e erzeugt.

Diese k-Formen sind auch linear unabhéngig, denn aus
0= Z ailw,ikeil A Ne® e APV
1< << <n
folgt fiir 1 < j; < --- < jr < n insbesondere

0=( > AA)()

1<i1 << <n
= Z Z iy, Sign(a)eil (eja(l)) ek (ejo(k:))
1< <-<ig<n oeS(k)
= ajlv"'vjk' ’
denn die Terme eiP(er(p)) verschwinden, aufer im Falle i, = j,(,). Da sowohl
die 1, ..., als auch die j1, . . ., jx geordnet sind, bleibt nur der Term mit o = id
und 41 = j1,...,ik = ji lbrig. Hieraus folgt die lineare Unabhéngigkeit der k-
Formen et A --- A ek,
Die Basis-k-Formen entsprechen genau den k-elementigen Teilmengen der
Menge {1,...,n} aller moglichen Indizes, also gibt es genau (Z) viele. Es folgt

dim AFV = ("
imA®V <k‘>

und AV =0 fiir k > n, da (}) = 0 fiir k > n. O
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8.6. DEFINITION. Es sei F: W — V linear und o € AFV, dann definiert
man die zurickgeholte k-Form F*a € AW durch
(F*a)(wy,...,wg) = a(F(wy),..., F(wg))
fir alle wy,...,wp € W.
8.7. BEMERKUNG. Das Zuriickholen von k-Formen hat folgende Eigenschaf-

ten. Sei F': W — V linear.

(1) Man sieht leicht, dass F*« wieder multilinear und alternierend ist,
insbesondere ist F*: A*V — A*WW wohldefiniert.
(2) Die Abbildung F* ist linear: fiir o, 8 € AV und r, s € k gilt

F*(ra+sB)=r-ffa+s-F*3ec A*W .

(3) Die Abbildung F™* ist mit dem Dachprodukt vertriglich: fir alle a €
NV, B e ARV gilt

F*(aAB) = (F*a) A (F*B) € NTFW .
(4) Es sei G: V — U ebenfalls linear, dann gilt
(GoF)* = F*oG*: A*U — A*W .

(5) Es sei jetzt F: V — V ein Endomorphismus und dim V' = n. Nach
Proposition [8.5]ist A"V eindimensional. Die Determinante von F' lésst
sich definieren durch die Eigenschaft

Fra=detF-ae A"V
fiir alle « € A™V. Zusammen mit folgt daraus leicht die Multipli-
kativitét: fir £/, G: V — V linear gilt
det(FoG) =det F-detG .

Die obigen Eigenschaften — legen es nahe, jetzt den Begriff des Funk-
tors einzufiihren. Eine Klasse ist eine Ansammlung von Mengen. Jede Menge ist
eine Klasse, aber nicht umgekehrt. Die Russellsche Antinomie [1.5] etwa spricht
von einer Klasse, die keine Menge sein kann.

8.8. DEFINITION. Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse von Objekten,
zu je zwei Objekten A, B einer Menge hom¢ (A, B) von Morphismen von A
nach B, und zu je drei Objekten A, B, C' einer Verkettung o: home(B,C) X
home¢ (A, B) — home (A, C') mit folgenden Eigenschaften:

(1) Identitit: Zu jedem Objekt A existiert id4 € home(A, A), so dass fiir
alle Objekte A, B und alle f € hom¢(A, B) gilt:
foidg =idpof = f € hom¢(A, B)

(2) Assoziativitdt der Verkettung: fiir alle Objekte A, B, C, D und f €
home(C, D), g € home(B,C) und h € home(A, B) gilt

fo(goh)=(fog)oh€home(A,D).
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Beispiele fiir Kategorien sind Mengen mit hom(M, N) = Abb(M, N), topo-
logische Rédume mit hom(X,Y) = C(X,Y), k-Vektorrdume mit hom(V, W) =
L(V,W), oder Banach-Réume mit hom(A, B) = B(A, B). In jedem Fall ist die
Identitdt die Abbildung, die jedes Element der zugrundeliegenden Menge auf
sich selbst abbildet. Das ist in jeder Kategorie von ,,Mengen mit zusétzlicher
Struktur® so, aber es gibt auch andere Kategorien.

8.9. DEFINITION. Es seien C, D zwei Kategorien. Ein kovarianter (kon-
travarianter) Funktor F von C nach D ordnet jedem Objekt A von C ein
Objekt FA von D und jedem Morphismus f € hom¢(A, B) einen Morphis-
mus Ff € homp(FA, FB) (Ff € homp(FB,FA)) zu, so dass folgendes gilt:

(1) Identitdt: fur alle Objekte A von C gilt
Fidy =idra € homp(FA, FA);
(2) Funktorialitdt: fiir alle f € home(B,C) und g € home (A, B) gilt
F(fog)=(Ff)o(Fg) € homp(FA,FC)
falls F kovariant ist, beziehungsweise, falls F kontravariant ist,
F(fog)=(Fg)o (Ff) € homp(FC,FA).

8.10. BEISPIEL. Es sei k ein Korper, dann bilden alle k-Vektorrdume eine
Klasse. Dies sind die Objekte der Kategorie der k-Vektorrdume, und fiir zwei
Objekte V, W, also zwei k-Vektorrdume, sind die Morphismen hom(V, W) =
L(V,W) die linearen Abbildungen von V nach W; diese bilden wie V und W
auch stets eine Menge.

(1) Das Bilden der k-Formen ist ein kontravarianter Funktor von der Ka-
tegorie der k-Vektorrdume in sich, der jedem Vektorraum V den Vek-
torraum AFV und jeder linearen Abbildung F: W — V die lineare
Abbildung A*F := F*: AV — A*W zuordnet. Die Funktorialitit
folgt aus Bemerkung .

(2) Fiir k = 1 erhalten wir den Dualraum. Auch das Bilden des Dualrau-
mes ist also ein kontravarianter Funktor.

(3) Da Zuriickholen nach Bemerkung mit dem Dachprodukt ver-
traglich ist, konnen wir A® als Funktor von der Kategorie der k-
Vektorrdume in die Kategorie der Ringe (oder der k-Algebren) auffas-
sen, denn jede lineare Abbildung F': W — V liefert einen Ring- (bezie-
hungsweise k-Algebren-) Homomorphismus A*F := F*: A*V — A°*W,
und Funktorialitiat folgt wie oben aus Bemerkung .

Wir definieren jetzt alternierende Differentialformen. Zun#chst geben wir
eine Definition auf offenen Teilmengen des R™ an, spéter dann auf Unter-
mannigfaltigkeiten. Der Einfachheit halber werden wir nur glatte, das heifit,
C>®-Formen betrachten. Genausogut kénnten wir C*-Formen oder LP-Formen
einfithren, hétten dann aber mehr Miihe bei der Definition der dufleren Ablei-
tung.
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8.11. DEFINITION. Es sei U C R"” offen. Eine alternierende Differentialform
vom Grad k oder kurz k- Form ist eine C*®-Abbildung o: U — AFR™ mit = — .
Der Raum aller k-Formen auf U wird mit Q¥(U) bezeichnet, und wir schreiben

Q*(U) = Q8 (U) .

Fiir o € QJ(U) und 8 € QF(U) definieren wir das alternierende Produkt oder
Dachprodukt o A 3 € QUFF(U) durch

(@A By =0z A By fiir alle x € U .

Es sei a € Q¥(U), V € R™ offen und F: V — U eine C®-Abbildung, dann
definieren wir die zuriickgeholte k-Form F*a € QF(V') durch

(F*a)y = F apy, firalley e V.

8.12. BEMERKUNG. Es sei U C R" offen. Wie zuvor ist Q¥U) c
Abb(U; A*R™) ein Untervektorraum und F*: QF(U) — QF(V) linear.

(1) Wir hatten A’R” = R definiert. Eine 0-Form ist daher eine Funkti-
on f: U — R. Also gilt Q°(U) = C>(U).

(2) Eine 1-Form ist eine Abbildung in den Dualraum von R", also in den
Raum der n-dimensionalen Zeilenvektoren. Somit ist Q'(U) der Raum
der C*°-1-Formen oder auch C*°-Pfaffschen Formen aus Definition [6.99
Insbesondere ist das totale Differential einer C*°-Funktion f: U — R
eine 1-Form df € QL (U).

(3) Nach Bemerkung gilt dr; = €' auf ganz U fiir die totalen
Ableitungen der Koordinatenfunktionen x1,...,x,: U — R mit x —
x;. Also bilden nach Proposition die konstanten k-Formen

driy A ANdxg, = e A--- Nett € QF(U)

mit 1 <4y < - < i <nan jedem Punkt von U eine Basis von AFR™,
(4) Nach den Definitionen3.3/und ist das Dachprodukt einer 0-Form f
mit einer k-Form a € QF(U) einfach das punktweise Produkt

(fAQ)(v1,. .. 0p) = f(2) - ag(vr,...,v5) = fag(vi,...,vx) .
(5) Eine beliebige Differentialform o € QF(U) ist nach Definition
eine glatte Abbildung a: U — AFR™. Wir wihlen die Basis aus
und identifizieren AFR™ mit R(%). Nach Lemma existieren glatte

Komponentenfunktionen a;,, . ; : U — R mit
o= E iy ... ix da?il VANEIVAN dl‘Zk R
1<t << <n

und jede solche ,,C>°(U)-Linearkombination® liefert eine glatte k-Form.
Man nennt QF(U) daher einen freien Modul des Ringes C*°(U) mit
Basis (dxi, A+ - -Adxi, ) 1<iy <. .<ip<n- Wie im Beweis von Proposition
erhalten wir die Funktionen a;, _;, € C®(U) = Q°(U) durch

Ay, iy (JJ) = aw(eiu ) 6ik) .
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(6) Es sei F: V — U eine C*®-Funktion. Fiir f € Q%(U) = C>®(U) ist
F*f=foFeQ'V).
Fiir dz; € QY(U) und y € V gilt

(F*dzi)y(v) = €' p(y) (F'(v) = Fily(v)

wobei F; die i-te Komponentenfunktion von F ist, siche Lemma [6.63]
Es folgt

= OF;
Frde; = dF; =)  ——dy; € Q(V).
=9
Fiir beliebige k-Formen o € Q¥(U) wie in () erhalten wir also

F* < Z Qiq,....ik dSCil VANCIERWAN dCCZk>

1<) < <ip<n
= E (@iy,...qp, o F)dFy, N--- NdF;, .
1<ig <-<ip<n

8.13. BEMERKUNG. Wir betrachten eine Kategorie C*°, vorlaufig mit einer
Menge von Objekten

{UCR"|neN,U offen } ,

mit homee (V,U) = C*(V,U), und mit der Hintereinanderausfithrung als Ver-
kettung. Die Identitét idy ist eine C*°-Abbildung, und aus der Kettenregel
und der verallgemeinerten Produktregel aus Bemerkung (fiir hohere Ab-
leitungen) folgt, dass die Verkettung von C*°-Abbildungen wieder eine C°°-
Abbildung ist.

Dann ist QF ein kontravarianter Funktor von C*> in die Kategorie der
reellen Vektorriume, der einem Objekt U den Raum QF(U) und einer C>-
Abbildung F: V — U die lineare Abbildung QFF = F*: Q¥(U) — Q)
zuordnet. Offensichtlich gilt id;; = idgry. Aus der Kettenregel folgt
fir F: V—-U,G: W —V,acQF(U) und z € W, dass

(FoG)'a). = (Fo Q)
= (Fé(z) © Glz)*aF(G(z))
= GZ(FG()arG(2)
= GI((Fra)g () = ((G" o FM)a).

mit Bemerkung , also ist QF tatsiichlich funktoriell.

Analog definieren wir einen kontravarianten Funktor Q° mit Q*(U) =
DR (V).
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8.2. De Rham-Kohomologie

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die totale Ableitung df von Funk-
tionen f: U — R auf Differentialformen, definieren geschlossene und exakte
Formen wie in Definition und erhalten als Quotientenraum die sogenann-
te de Rham-Kohomologie. Wir zeigen die Homotopieinvarianz der de Rham-
Kohomologie und verallgemeinern das Poincaré-Lemma aus Satz [6.108]

8.14. SATZ. Fir alle k,n € N und alle offenen Teilmengen U C R" exi-
stiert genau eine lineare Abbildung d = df,: QF(U) — QL (U) mit folgenden
Eigenschaften.

(1) Fiir Funktionen f € C®(U) = Q°(U) ist d%, f = df die totale Ableitung.
(2) Produkt- oder Leibnizregel Fiir alle a € Q*(U), € QYU) gilt
daAB) = (da) A B+ (—1)ka nds .

(3) Bs gilt d®> = di;™ o df, = 0.
(4) Natiirlichkeit: Es seien U C R, V.C R™ offen und F: V — U glalt,
dann gilt F* od’f] = dl‘“/ o F*.

BEWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Durch ist dOU bereits
festgelegt. Wir betrachten die konstanten 1-Formen e’ = dz; aus Bemer-

kung und fuiri=1,...,n. Aus folgt
de' = d(dx;) =0.
Wie in Bemerkung schreiben wir eine beliebige k-Form « als
a = Z Qi .. ATy A - Ndxy, € Qk(U) .
1<ip<-<ip<n
Aus der Linearitdt von d, der Produktregel und Eigenschaft |3| folgt
da = Z d(ail,...,ik dziy N A dajik)

1< << <n
= Z (dai17---7ik A dxil VANRREIVAY dxik
1<iy <-<ip<n
+ iy, i (dZJ,‘il Adziy A -+ A dxik
——

=0
_ dl’il A d2$i2 /\dl‘i3 A A dxik 4 )>
——
=0
) - Z dag,,.. i, Ndxig N Ndxy,

1<ip < <ip<n
Damit ist die Eindeutigkeit von d’f] bewiesen.

Um die Existenz zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass die Formel (*)
fiir da Abbildungen df; mit den geforderten Eigenschaften definiert. Eigen-
schaft ist offensichtlich.
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Um zu zeigen, tiberlegen wir uns zunéchst, dass fir 1 <43 < -+ <ix <n
und 1 < j; < --- < jp £ n das Produkt
d.Til /\"'/\d.’Eik /\dl‘j1 /\"-/\dCCje

entweder 0 ist, falls 4, = j, fiir ein p € {1,...,k} und ein ¢ € {1,...,¢}, oder
das +1-fache einer entsprechenden Basisform von Q¥+¢(U). Sei also a wie oben
und

p= E : bj,...jedxyy A=+ Adwxj,
1<ji<<je<n

dann folgt , denn
(a1 B)

= d( E : ai1,~~~,ikbj1,~~~,jkdxi1 ARERRA dxik A d:Ujl ARERRA dxjé)
1<i) <--<ip<n
1< < <je<n

= > (bjogeaiy iy, + @iy iy dby )

1< << <n
1< <<je<n

/\dxil /\.--/\dxik,/\da:jl /\'”/\dleZ
= Z (daihmﬂ;k Ndxiy N+ Ndzg, ANbj, . g,dri N ANdxy,
1<i1 <-<ip<n
1< <-<ge<n
+ (_1)kai1,m,ikdxi1 N Ndxg, Ndby, g, Ndzg A A dsz)
=danp+(-DFands.

Fiir f € Q°(U) = C*(U) folgt aus dem Satz von Schwarz, denn

" [ Of " 9%f
2p _ N . .
d°f = d]E:l <8$j dzvj> 02,07, dx; A\ dz;

i,j=1 J
an an
R Z <8xi8x]’ - 81‘]‘8332-) dri Ndzj =0,

1<i<j<n

siehe auch Abschnitt[6.6|nach Definition[6.104] Aus der Produktregel (2) und (*)
folgt also

d? Z iy ... Z‘kdl'il VANERWAN dmik
1< << <n
=d Z dail,...,ik AN (1 . dl‘il VASRREIVAY dl‘lk)
1< << <n
= Z (d2ai17._.7ik A -dxy, Ao A dx;,)
I<in<o<iy<n g

— daih_”’ik AN ( dl A deil FANCIEEWAN dxlk)) =0.
=0

Also gilt insgesamt.
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Da das Zuriickziehen von Differentialformen mit dem Dachprodukt ver-
tréaglich ist nach Bemerkung , reicht es wegen der Produktregel , die
Natiirlichkeit nur fiir Funktionen f € C*°(U) und die speziellen 1-Formen dx; zu
zeigen. Fiir f € C*°(U) gilt fiir z € V und v € R™ nach (1) und der Kettenregel

((do F*)f)a(v) = d(f o F)a(v) = (f o F)y(v)
= [y (Fa(v) = dfp(a) (Fp(v) = (F*df)a(v) ,
also (do F*)f = (F* od)f. Fiir dz; folgt aus und Bemerkung (6), dass
d(F*dz;) = d(dF;) = 0 = F*(d*z;) = (F* o d) dx; .
Damit ist auch bewiesen. t

Nach Eigenschaft erhalten wir eine Familie von Abbildungen (dlé)kez
fir U C R"™ offen,
" P gyt dp,
0 —— Q' U) X e QnU) —2— 0
mit di! o df; = 0 fiir alle k. Dabei setzen wir QF(U) = 0 und d; = 0 fiir k < 0.
Die folgende Definition funktioniert allgemein fiir Moduln iiber Ringen und
lineare Abbildungen.

8.15. DEFINITION. Ein (Koketten-) Komplex (V*,d®) von k-Vektorrdum-
en besteht aus einer Familie (V*)pez von k-Vektorriumen und einer Fa-
milie k-linearer Abbildungen d*: V¥ — VA1 mit @l o d* = 0 fir al-
le k € Z. Eine Koketten-Abbildung f*(V*,d*) — (W*,e®) zwischen Komple-
xen (V*,d*) und (W*, e®) ist eine Familie k-linearer Abbildungen f*: V¥ — W
mit f¥ o dF = ek o fF,

Ein Element o € V* heifit geschlossen, wenn d¥a = 0, und ezakt, wenn es
ein B € VF~1 mit d*13 = « gibt.

Die Kohomologie H*(V*, d®) eines Komplexes (V'*,d*®) ist die Familie der k-
Vektorrdume

H*(V*®, d*) = kerd*/imdF~1 .
Die Aquivalenzklasse [a] € H*(V*,d®) von «a € ker d* heifit auch die Kohomo-
logieklasse von a.

8.16. BEMERKUNG. (1) Aus d¥ o dF=! = 0 folgt d*~'3 € kerd” fiir al-
le 3 € VF1 also sind alle exakten Elemente von V* auch geschlossen.
Deshalb ist im d*~! ein Untervektorraum des Kernes ker d¥, und der
Quotient ker d*/im d*~! ist wohldefiniert.

(2) Die k-Koketten-Komplexe bilden eine Kategorie Chy mit den Koket-
ten-Abbildungen als Morphismen, denn die Verkettung zweier Koket-
ten-Abbildungen

fo VL) - (Weet)  und g% (UC,E) - (V°,d°)
ist wieder eine Koketten-Abbildung, da
fk+1ogk+1ock:fk+1odkogk:ekofkogk.
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Die Axiome und aus Definition sind klar.
Jede Koketten-Abbildung f®: (V*,d*) — (W?*, e®) induziert eine Fa-
milie linearer Abbildungen H f*: H*(V*, d®) — HF(W*,d®*) mit

H f*a] = [f*a] .

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn aus a € ker d* folgt e¥( fka) =
fE(d*a) = 0, also fFa € keref. Aus [a] = 0 folgt o = d*~1f fiir
ein B € VF1 und ffa = fF(d*18) = e 1(fF*13), somit gilt in
diesem Fall auch [f*a] = 0. Insbesondere hingt H f*[a] nicht von der
Wahl des Représentanten e + df von [«] ab.

Die Kohomologie ist ein kovarianter Funktor H*® von Chy in sich, der
einem Komplex (V*,d*) den Komplex (H*(V*,d*),0) zuordnet, und
jeder Koketten-Abbildung die induzierte Abbildung H f* oder kurz f*
aus . Funktorialitat folgt, denn fiir Kokettenabbildungen f°, ¢* wie
oben und « € ker c* gilt

H(f o g)*la] = [f*(¢"(e)] = Hf*[g"(a)] = (Hf" o H")[a],

und natiirlich induziert (idy«)x die Identitét id k(v e go)-

8.17. DEFINITION. Die Abbildung df,: Q¥(U) — QF1((U) aus Satz
heiBt dufere Ableitung, der Komplex (2*(U), d};) heifit de Rham-Komplex, und
seine Kohomologie H3, (U) = H*(Q2*(U), dy;) die de Rham-Kohomologie von U.

8.18. BEMERKUNG. Es sei wieder C*° die Kategorie der offenen Teilmengen
der Rdume R™ aus Bemerkung [8.13

(1)

Indem wir zum Funktor Q2® aus Bemerkung noch die duleren Ab-
leitungen hinzunehmen, erhalten wir einen Funktor (2°,d®) von C*
nach Chg, denn nach Satz ist (2°(U), d};) ein Kokettenkomplex
und das Zuriickholen F* mit F' € C*(V,U) eine Kokettenabbildung.
Nach Bemerkung konnen wir den Funktor noch um das Dach-
produkt erweitern, so dass wir U C R™ den Komplex (Q*(U),d;, A)
zuordnen.
Durch Nacheinanderausfithren des kontravarianten Funktors (2°,d®)
und des kovarianten Funktors H® erhalten wir den kontravarian-
ten Funktor H3g, der jeder offenen Menge U C R" ihre de Rham-
Kohomologie und jeder C*°-Abbildung F': V — U die induzierte Ab-
bildung F* = H(F*)*: H}z(U) — H3z (V) mit
Fla] = [F"a]

zuordnet, vergleiche Ubung 1 von Blatt IT1.12.

Nach Satz und Aufgabe 3 von Blatt II1.12 erhalten wir
auch eine Familie von ,Dachprodukten* A: HEL (U) x H{R(U) —

Hclfl;te(U ). Dieses Produkt ist immer noch assoziativ und graduiert kom-
mutativ wie in Bemerkung 3.4

8.19. BEMERKUNG. Wir hatten in Definition hohere Ableitungen auch
fiir Funktionen auf halboffenen oder abgeschlossenen Intervallen positiver Linge
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definiert. Analog kénnen wir hohere partielle Ableitungen beispielsweise auf
Produkten solcher Intervalle I; x --- x I, € R definieren: Wenn

ok f
— 1 x--- %] R
8:6118%% ! n

O ... 0 f =

bereits definiert ist, definieren wir

1y---sdn )
8%‘2'1

8.7}7;1 PN ﬁxikﬂ a$ik+1 ce 8:%

indem wir x1,..., %, 1, Ti_,+1,- - -, Tpn festhalten und die k-te Ableitung nur
als Funktion von x;,_, auf dem (moglicherweise abgeschlossenen) Intervall I;
betrachten.

k+1

Wenn alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung & existieren und
stetig sind, nennen wir f k-fach stetig partiell differenzierbar und schrei-
ben f € CF(I} x --- x I,). Wenn das fiir alle k& € N gilt, heiBt f unendlich
oft differenzierbar, und wir schreiben f € C*°(I; x --- x I,).

Auch fiir Funktionen f € C?(Iy x --- x I,,) gilt der Satz von Schwarz.
Dazu betrachten wir eine Folge von Punkten (p,),, im Innern des Produk-
tes Iy X -+ X I, mit limy, oo Py = x € I X - -+ X I,,. Aufgrund der Stetigkeit
der zweiten Ableitungen und des Satzes von Schwarz im Inneren gilt

Pf L O o o f

axiﬁxj = m— 00 &rzaxj (pm) - Tr%gnoo axjal'z (pm) - 690](9131 -

Insbesondere kommt es bei k-fachen Ableitungen von C’-Funktionen mit k < ¢
nicht auf die Reihenfolge des Ableitens an, siehe Abschnitt

Sei U C R"™ offen und I C R ein Intervall positiver Lange, dann hat je-
der Punkt in U x I eine Umgebung der Form 1 x --- x I, x I. Wir kénnen
also Raume C®(U x I;R™) und QF(U x I) betrachten. Die #uBere Ablei-
tung d: QF(U x I) — QF1(U x I) ldsst sich wie oben definieren. Satz
und Bemerkung [8.18| gelten analog.

8.20. DEFINITION. Es seien U C R", V' C R™ offen und F, G € C*(V,U).
Eine glatte Homotopie von F nach G ist eine glatte Abbildung H € C*(V x
[0,1],U) mit

H(y,0)=F(y)  und  H(y,1) =G(y)
fir alle y € V. Zwei Abbildungen F', G € C*(V,U) heiflen glatt homotop,

kurz F' ~ G, wenn eine glatte Homotopie von F' nach G existiert.

8.21. BEMERKUNG. (1) Es seien H, K € C*®(V x [0,1],U) glatte Ho-
motopien von F nach F' beziehungsweise von F' nach G, mit E, F,G €
C>®(V,U). Dann existiert eine glatte Homotopie L von E nach G mit

2t
H(y,l—e 1—2t) fﬁrtE[O,%),
L(y,t) =< F(y) fiir t =
1—t
K(y,e 21) fiir ¢t € (

)

1]

N[ =

N[~
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2t
Dazu iiberpriift man, dass die Funktionen ¢ — 1 — e -2t und ¢
1—t
e~ 21 auf ihrem Definitionsbereich [0, ) beziehungsweise (3

5, 1] streng
monoton steigen mit

__0_ _1-1
1—e -0 =0, e 271 =1,
dk d¢ -
und lim —ke 1Et2t = lim 7@ 2tf1 =0
t/g dt 4 dt

fiir alle k > 0, so dass L tatséchlich eine glatte Abbildung mit
L(y,0) = E(y) ~ wnd Ly, 1) = G(y)

darstellt.

Hieraus folgt die Transitivitdt von ,,~“, und man iiberzeugt sich,
dass homotop zu sein eine Aquivalenzrelation ist. Thre Aquivalenzklas-
sen heiflen glatte Homotopieklassen.

(2) Seien jetzt F,G € C*(V,U) und D,E € C°(W,V) homotop
vermoge H € C®(V x [0,1,U) und K € C*(W x [0,1],V), dann
sind F'o D und G o E homotop vermoge L € C*°(W x [0,1],U) mit

L(z,t) = H(K(z,1),1) .

“

Also ist die Aquivalenzrelation aus vertraglich mit der Verket-
tung glatter Abbildungen.

(3) Wegen und gibt es eine Kategorie H*°, deren Objekte vorlaufig
offene Teilmengen eines R” sind wie in Bemerkung deren Mor-
phismen von V nach U glatte Homotopieklassen von Abbildungen
von V nach U sind, mit Verkettung

[Flo[G] = [F oG]

fir FF € C>°(V,U) und G € C®(W,V). Fiir jedes Objekt U ist [idy]
die Identitdt von U in H*°. Auflerdem gibt es einen Funktor von C*°
nach H*°, der jedes Objekt U auf sich selbst und jeden Morphis-
mus F' € C*(V,U) auf seine Homotopieklasse [F| abbildet.

Fiir einen beliebigen Vektor v € R”, U C R" offen und a € Q*(U) definieren
wir t,a € QF1(U) durch
(Lp)(v1, .y v51) = a(v,01, ..., Vk—1)

das heifit, wir setzen v als erstes Argument in « ein.

Wir betrachten V x [0,1] C R™"!. Es sei e,,41 der Vektor der Standardba-
sis (e1,...,emy1) in Richtung des Intervalles [0, 1]. Sei 3 € Q¥(V x [0,1]), dann
definieren wir eine Form f01 Bdt € QF(V) durch

1 1
(/ ﬂdt> 1) = [ B d
0 y 0

fiir alle y € V, indem wir die Vektoren vy, ...,vr € R™ als Elemente von R™ x
{0} c R**! auffassen.
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8.22. SATz (Homotopieinvarianz der de-Rham Kohomologie I). Es sei-

en U C R*, V. C R™ offen und H eine glatte Homotopie zwischen F,
G € C®(V,U). Definiere h¥: QF(U) — Q¥=1(V) durch

1
o = / Lepa H dt
0
dann gilt:

(1) die Familie h* = (h¥)pez ist eine Koketten-Homotopie zwischen EF*
und G*, das heifit, fir alle k € Z gilt

G*—F*=dtohk - pElodl . QF(U) - QF (V) ;
(2) fir die induzierten Abbildungen auf der de Rham-Kohomologie gilt
F*=G*: HYU) —» H*V).

BEWEIS. Es bezeichne ¢ = 2™%! die Koordinate in Richtung des Inter-
valls [0,1] auf V x [0,1] € R™"!. Wir definieren einen Operator

2. Qk(V X
[0,1]) — QF(V x [0,1]) durch "

1< << <m+1

;( Z iy, i, Az A A dxi’“>

) . ot
1<ii <<y <m

und definieren df,: QF(V x [0,1]) — QF 1V x [0,1]) durch

0
dl‘{:/x[()’l} - d{c/ + dt /\ a .

Nach Formel (%) im Beweis von Satz und der Definition des totalen Dif-

ferentials enthélt d’{} genau diejenigen Terme, in denen in Richtung der Vekto-
ren ey, ..., ey abgeleitet wird.

Es sei a € QF(U). Wir schreiben H*a € QF(V x [0, 1]) wie folgt:

H'a= g @y, i dzt A A da'®
1<i <-<ip<m-+1

Z Q.. ip dz™ A -+ A dx'*

1<i1 << <m

(=D Y

ail,...,ik,l,m—i-l dt /\ dxil /\ N /\ dxik_l
1<i1<-<ig_1<m dxm+1
:,6+dt/\Lem+lH*a
mit
B eV x[0,1], AFR™)

und Ley i H oo € C°(V x [0,1], A¥TR™)
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Daraus folgt mit Satz @), dass
H*dfyo = dfy o H o = d(B + dt A te,,.,, H )

—dt A (gf — dl‘c/_l(beerlH*a)> +dbp,

denn dt A dt% =0.

Nach der obigen Konstruktion kommen in den Formen (, %’f, dy 3,
Ley i H*aound dy (te,,, , H* o) nur Dachprodukte der Basisformen dx 1, ..., dzp,,
aber nicht dx,,+1 vor; es folgt

op
L€m+1 E

und Lemit (dt A <8t — dv (tep . H a))) =5 dv (te,. H a) .

Also erhalten wir

1
REFL gk o — / - (dt A (?}f —dy (LeerlH*a)) + dlf/ﬂ) dt
0

7o
:/0 <af—dv(Lem+1H*a)> dt .

Um d* 'h*a auszurechnen, erinnern wir uns an Aufgabe 2 von Blatt I1.9,
wonach Integration und Ableitung vertauschen, falls die Ableitung gleichméBig
stetig ist, siche auch Proposition [7.115| Fiir f € C!([a,b] x [0,1]) etwa gilt

= L6m+1dvﬂ = L€m+1dV (L€m+1H*O‘) =0

d 1 1 af
— t)dt = —(s,t)dt .
& sena= [ S
Da dy nur in Richtung e;, ..., e, aber nicht in Richtung e,,+1 ableitet

und [0, 1] kompakt ist, folgt
1 1
dv/ ~dt :/ dy~ydt € QF(V)
0 0
fiir alle v € C>°(V x [0, 1], A*"'R™). Wir erhalten also

1
d¥ b = /0 A5 (v, H o) dt .

Fir y € V und vy,...,v, € R™ folgt Behauptung aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung , denn

(W dbaq — d*1hka), (v, . .., vp)
1 o 1
~Jo &ﬂ@,w(vl,---,vk)dt = By ve)

* 1 * *
=(H a)(y7t)(vl,...,vk)‘t:0 = (G"a— F*a)y(v1,...,v) ,
da dt(v;) =0 firi=1,...,k und da H|yxqoy = F und H|y gy = G.
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Aussage folgt unmittelbar aus , denn sei o € ker d’f] geschlossen, dann
ist
G*a— Fra = h"dha + d5hFa € im df
~~
=0
exakt, somit G*[a] = F*[a] € HE; (V). O

Dieser Satz sagt etwas iiber die induzierten Abbildungen zwischen den
Kohomologien verschiedener offener Mengen aus. Wir wollen nun Aussagen
iiber die Kohomologien selbst beweisen. Dabei hilft uns, dass die de Rham-
Kohomologie ein Funktor ist.

8.23. DEFINITION. Es sei C eine Kategorie, und A, B seien Objekte von C.
Ein Morphismus f € hom¢(A, B) heifit Isomorphismus, wenn er ein Inverses
besitzt, wenn es also g € hom¢(B, A) mit go f = id4 und f o g = idp gibt .
Isomorphismen in der Kategorie C* heiflen Diffeomorphismen. Wenn [F] Iso-
morphismen in H* ist, heiit F' € C*°(V,U) glatte Homotopiediquivalenz.

8.24. BEMERKUNG. (1) Ist f € hom¢(A, B) ein Isomorphismus, so ist
das Inverse eindeutig bestimmt nach Ubung 3 von Blatt IIL.11.
(2) Ist F ein Funktor von C nach D und f € hom¢(A, B) ein Isomor-
phismus, dann ist Ff ebenfalls ein Isomorphismus. Sei namlich g €
home (B, A) invers zu f, dann gilt

(Fg)o (Ff)=F(go f)=Fida =idxa ,

(Ff)o(Fg)=F(fog)=Fidg =idrp
falls F kovariant ist, bezichungsweise

(Ff)o(Fg)=F(go f)=Fida=idra,

(Fg)o(Ff)=F(fog)=Fidg =idrp
falls F kontravariant ist.

(3) Es sei f € C>®(V,U) eine Homotopiedquivalenz, also besitzt [f] €
homyee (V,U) ein Inverses [g] mit g € C>°(U, V). Dann folgt [f o g] =
idy und [g o f] = idy, also gibt es Homotopien H: U x [0,1] — U
und K: V x [0,1] — V mit

H(z,0) = f(g(x)), H(z,1) ==z,
K(y,0)=g(f(y))  uwnd  H(y1l)=y

fiir alle z € U und alle y € V.

(4) Nach Satz héngt F™* nur von [F] € homye (V,U) ab. Also diirfen
wir Hig als Funktor von H* nach Chy auffassen. Im folgenden Dia-
gramm spielt es also keine Rolle, auf welchem Weg man von C* zu Chy
unten rechts gelangt:

C*® —— H™

@ | | #

ChR T ChR
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8.25. FOLGERUNG (Homotopieinvarianz der de Rham-Kohomologie II). Es
sei F': V. — U eine Homotopiedquivalenz, dann ist F*: HE, (U) — HEL (V) ein
linearer Isomorphismus fiir alle k € Z.

BEWEIS. Wir kombinieren Satz [8.22] mit der obigen Bemerkung. O

Ubrigens ist F* nach Bemerkung mit den Dachprodukten vertréglich,
wir erhalten also auch einen Isomorphismus von Ringen, genauer, von R-
Algebren.

Die obige Folgerung wenden wir an, um das Poincaré-Lemma fiir Formen
beliebigen Grades zu beweisen.

8.26. DEFINITION. Eine offene Menge U C R"™ heift glatt zusammenziehbar,
wenn es 9 € U und eine Abbildung H: U x [0,1] — U mit H(z,0) = zo
und H(z,1) = z fiir alle x € U gibt.

8.27. BEMERKUNG. (1) Nach Definition ist U genau dann glatt
zusammenziehbar, wenn die konstante Abbildung p,,: U — {zo} C U
homotop zu idy ist. Wir schreiben diese Abbildung als Hintereinan-
derschaltung

Day =top: U P, RO - U
mit p(r) = 0 € RO fiir alle + € U und +(0) = zo. Umgekehrt
gilt p o+t = idgo. Nach Bemerkung ist also U genau dann
glatt zusammenziehbar, wenn U glatt homotopiedquivalent zu R? ist.
(2) Eine Teilmenge U C R™ heifit sternférmig beziiglich o € U,
wenn H(x,t) = tx + (1 —t)xg € U fiir alle x € U und alle ¢t € [0, 1].
Sternformige offene Mengen sind mittels H glatt zusammenziehbar.
(3) Vor Definition haben wir konvexe Mengen definiert. Eine konvexe
Menge U C R" ist sternformig beziiglich jedes Punktes xg € U. Also
sind konvexe offene Teilmengen des R" stets glatt zusammenziehbar.

8.28. SATZ (Poincaré-Lemma). Es sei U C R™ offen und glatt zusammen-
ziehbar. Dann gilt

~ JR  falls k=0, und
H(I;R(U) - {O sonst

und Elemente von HSR(U) werden durch konstante Funktionen reprdsentiert.

BEWEIS. Aus Folgerung und Bemerkung folgt, dass
P Hig(R%) — Hlg(U)
fiir alle k € Z ein Isomorphismus ist, wobei wieder p € C>°(U, R®) durch p(z) = 0
fiir alle x € U gegeben ist.

Um H¥; (R%) zu bestimmen, iiberlegen wir uns, dass QF(R%) = 0 fiir alle k #
0 und
°R% =C*[R’,R) =R,
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da RY aus genau einem Punkt besteht. Es folgt dﬁo = 0 fiir alle k, also
HER(R%) = kerdbo/ imdfyt = QF(R") /0 = QF(R?) ,
woraus die erste Behauptung folgt. Zur zweiten sei
a € R=C®R"R) = HJR(R"),

dann ist p*a € Q°(U) die konstante Funktion mit Wert a. Da Q~1(U) = 0, sind
alle geschlossenen 0-Formen von dieser Gestalt. g

Dieser Beweis ist wesentlich kiirzer als der des Poincaré-Lemmas [6.108] fiir
1-Formen, allerdings hatten wir dort die schwéchere Voraussetzung, dass U
einfach zusammenhéngend ist, und daher etwas mehr zu zeigen.

8.29. BEMERKUNG. Es sei U C R" offen und zusammenziehbar, k # 0
und o € QF(U) geschlossen, also da = 0.

(1) Da H3;(U) = 0 fiir alle k # 0, gilt kerdl, = imd’f]_l. Also ist die
Differentialgleichung d3 = a in Q*~1(U) losbar, aber nicht eindeutig.
Seien etwa 3, v € QF~1(U) mit d3 = dy = o gegeben, dann ist d(y —
B) = 0. Fiir k = 1 folgt v = B + ¢, wobei ¢ eine konstante Funktion
auf U darstellt. Fiir k > 2 folgt v = [ + dn fiir eine beliebige (k — 2)-
Form 7.

(2) Wir kénnen eine Losung von dff = o mit Hilfe von Satz angeben.
Sei némlich p,,: U — U die konstante Abbildung auf den Punkt zg
und H eine Homotopie von py, zu idy, dann setze

1
= ha:/ Lo H udl .
0

Aus Satz und da = 0 folgt
df = dha+h da =idj;a—pl o=,
~— xo

wobei p; a = 0 fiir k> 1, da (ps,)" = 0.

8.3. Untermannigfaltigkeiten mit Rand

In diesem Abschnitt erweitern wir die Kategorien C*° und H* um glat-
te Untermannigfaltigkeiten mit Rand und ihre glatten Abbildungen. Wir ler-
nen Tangentialvektoren und Differentialformen auf diesen Objekten kennen und
definieren wieder die de Rham-Kohomologie. Viele Resultate aus dem letzten
Abschnitt {ibertragen sich auf die neue Situation.

8.30. DEFINITION. Es sei k € NU {oo}. Eine Teilmenge M C R™ heifit m-
dimensionale C*- Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn zu jedem Punkt z € M
eine Umgebung U von x in R”, eine offene Teilmenge V' C R™ und ein C*-Diffeo-
morphismus ¢: U — V mit

UNM = (VN ((—o0,0] x R™! x {0}))
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existiert. Solch ein ¢ heiflit Untermannigfaltigkeitskarte von M um x. Der Rand
von M ist definiert als

oM =

{z € M| p(z) € {0} x R™"! x {0} fiir eine

Untermannigfaltigkeitskarte ¢ von M um a:} .

Eine (lokale) C*-Parametrisierung von M ist eine C¥-Immersion ¢: W — M
mit W C (—o0,0] x R™~! offen, falls

Y HOM) =W N {0} x R™ 1.

8.31. BEMERKUNG. (1) Esseien ¢ und 1 zwei Untermannigfaltigkeits-

karten von M um x, ohne Einschrinkung mit dem selben Definitions-
bereich U C R™, und die erste Koordinate ¢1(z) von ¢(x) sei negativ.
Es folgt

e 1(BY () x {0}) cUNM

fiir » € (0, —¢1(z)) klein genug, so dass B,(x) C im¢ und BX" (z) C
(—00,0] x R™~1 x {0}. Aber dann gilt auch

(o ") (B (x) x {0}) C (~00,0] x R™ ! x {0} .

1

Nun sind ¥ o o™ : im ¢ — im ¥ und die Einschrinkung

Yoot |grmpyxioy: Br () = (—o00,0] x R™!
lokale Diffeomorphismen. Insbesondere kann 11 0 o~ !|gm bei ¢(z) kein
lokales Maximum haben, denn dann wiire (¢; o ¢~ t|gm ) (¢(x)) = 0.
Daher muss 11 (x) = (11 0 o1 (¢(z)) < 0 gelten. Wir schlieBen umge-
kehrt, dass ¢1(x) = 0 genau dann, wenn ¢ (x) = 0, also

o(x) € {0} xR™ I x {0} = (x)c {0} xR™ ! x{0}.
Es folgt fiir alle Untermannigfaltigkeitskarten, dass
OMNU = ¢ {0} x R™! x {0}) .

Es seien M C R"™, ¢: U — V wie oben. Aus folgt, dass OM
eine (m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist, denn

um x € 0M ist
pa2(7)

‘Pn(x)
p1(z)

eine C*-Untermannigfaltigkeitskarte von dM im Sinne von Definiti-
on

Jede Untermannigfaltigkeit M C R"™ im Sinne von Definition ist
eine Untermannigfaltigkeit mit Rand M = () im Sinne von Defini-
tion [8.30} Denn sei ¢: U — R™ Untermannigfaltigkeitskarte von M
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um z € M NU. Falls ¢;(x) > 0, wihlen wir 29 > ¢;(x) und ersetzen ¢
durch die Abbildung

e1(y) — o
Pa(y)

wn'(y)

auf U. Sei also ohne Einschrinkung ¢ (z) < 0, dann schrinken wir ¢
ein auf die offene Umgebung =1 ((—o0,0) x R*~1) von z. Es folgt

M N~ ((=00,0) x R"™) = ¢~} (((—00,0] x R™ ™ x {0}) N V)
also ist die Einschrankung eine Untermannigfaltigkeitskarte im Sinne
der neuen Definition, und es gilt

OM N~ ((—00,0) x R™™1)

= (((=00,0) x R"™H) NV N ({0} x R™H % {0})) = 0.

Aus (2) und (3)) folgt 9(0M) = 0 fiir alle Untermannigfaltigkeiten mit
Rand.

Zu jeder lokalen CF-Parametrisierung v: W — R™ von M und je-
dem y € W lésst sich analog zu Bemerkung [7.84] eine Untermannigfal-
tigkeitskarte ¢: U — V um x = ¢(y) mit

-1
Ylvew = Wloam) VAW - UNM

konstruieren. Auflerdem ist stets
Ylvagoy xrm-1y
cine lokale C*-Parametrisierung des Randes OM.

BEMERKUNG. (1) Essei f: R" — R glatt und ¢ € R ein regulérer
Wert von f. Dann ist

M = f~((~00,d)) C R"
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand

oM = f~'({c}) .
Denn fiir € M mit f(z) < csei U = f~1((—o0,¢c)), dann ist idy eine
Untermannigfaltigkeitskarte von M um z im Sinne der alten Definiti-

on und wir kénnen wie in Bemerkung fortfahren.
Falls f(z) = c gilt, konstruieren wir wie im Beweis des Satzes

vom reguldren Wert eine Karte ¢ der Gestalt

fz) —c

z1

o) =1 xj
Tj+1

Zj
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auf einer geeigneten Umgebung U von z, wobei wir j € {1,...,n} so
wéhlen, dass 0;f(z) # 0. Dann gilt wieder ¢1(y) < 0 genau dann,
wenn f(y) < ¢, also y € M fiir alle y € U.

Wir kénnen die Konstruktion in mit Bemerkung kombi-
nieren. Sei dazu M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und f: R™ — R glatt, so dass ¢ ein reguldrer Wert von f|ys ist, wie
etwa in der Lagrangeschen Multiplikatorregel , siehe auch Defini-
tion unten. Dann ist

N=f"(-o0, )N M
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
ON = fY{chHhNnM.

Dazu behandeln wir Punkte in N\ ON wie in Bemerkung (@), und
fir Punkte x € ON und eine Untermannigfaltigkeitskarte ¢ von M
um x konstruieren wir eine Karte

fly) —c
v1(y)

y— | pji—i(y) | eR”
<Pj+1(2/)

on(y)

wie oben mit 1 < j < m und J;f # 0, gegebenenfalls nach Verkleinern
von U. Das ist moglich, da ¢ reguldrer Wert von f| ist, siehe unten.
Ein Punkt y € U bildet genau dann nach (—oc] x R™~! x {0} ab,
wenn f(y) < cund pmia(y) =+ = pn(y), also y € M gilt.

8.32.3 Sei schliellich M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit mit Rand
und A C M abgeschlossen, dann ist auch M \ A eine Untermannigfal-
tigkeit mit Rand, da jeder Punkt z € M \ A eine Untermannigfaltig-
keitskarte ¢: U — R"™ besitzt, die wir auf U \ A einschrénken koénnen.
Insbesondere konnen wir stets Teile des Randes weglassen.

8.33. BEISPIEL. (1) Die Menge (0,1) x [0,1] C R™ ist Untermannigfal-

tigkeit mit Rand (0,1) x {0, 1}, nicht jedoch (0,1] x (0, 1], da wir um
den Punkt (1,1) herum keine Untermannigfaltigkeitskarte konstruie-
ren koénnen.

Die obere Halbkugel
{;EGS” ’ Tptl 20} c R

ist Untermannigfaltigkeit mit Rand S™~1 x {0}.
Auch

{x e s } Tp+1 > 0 und x, > 0 falls 41 :O} c R
ist Untermannigfaltigkeit, diesmal mit Rand
{mES”_lx{O}‘xn>0}.



8.3. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN MIT RAND 305

Als néchstes wollen wir Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten mit
Rand betrachten. Wir erinnern uns, dass M die Unterraumtopologie aus Defini-
tion [6.9] tréigt, somit kénnen wir stetige Abbildungen zwischen Untermannigfal-
tigkeiten mit Rand definieren. Um differenzierbare Abbildungen zu definieren,
verwenden wir Parametrisierungen, da wir noch nicht wissen, wie man Abbil-
dungen zwischen Untermannigfaltigkeiten ableitet.

8.34. DEFINITION. Es sei k € NU {oo}, und M C RP, N C RY seien C*-
Untermannigfaltigkeiten der Dimension m beziehungsweise n mit Rand. Ei-
ne Ck-Abbildung von M nach N ist eine stetige Abbildung F: M — N, so
dass zu jedem Punkt z € M eine CF-Parametrisierung ¢: W — M C RP
mit x € im v existiert, so dass Foy: W — N, aufgefasst als Abbildung nach R?,
k-fach stetig differenzierbar ist. Man nennt C*>°-Abbildungen auch glatte Abbil-
dungen. Die Menge aller C*-Abbildungen von M nach N wir mit C*(M, N)
bezeichnet.

8.35. BEMERKUNG. (1) Auf die Wahl der Parametrisierung ¢: W —
M kommt es in der obigen Definition nicht an. Sei ndmlich y: V —
M eine weitere Parametrisierung, dann diirfen wir nach Einschrinken
von %, x annehmen, dass v injektiv ist und imvy = imy. Wie in
Bemerkung ist v~ loyx:V — W ein C*-Diffeomorphismus.
Sei F': M — N C R? stetig, dann betrachte das Diagramm

M — M N
g E
Vm)W

Es ist F o € C*(W;RY) genau dann, wenn
Fox=(Foy)o (¥ ox)eCHV;RY).

(2) Esseien F: M — N,¢: W — M und x € im1) wie oben, und ¢: U —
V C RY sei eine C*-Untermannigfaltigkeitskarte von N um F(z). Nach
Einschréanken von 1 gelte F/(z) € im(F o) C U. Da

im(po Fot) Cimy|lpay =V N ((—o0,0] x R ! {0}),

diirfen wir po F o als Abbildung von W nach V N ((—oc,0] x R*~! x
{0}) C R™ auffassen. Da ¢ ein C*-Diffeomorphismus ist, ist F o) €
CF(W,RY) genau dann, wenn ¢ o I o) € C¥(W,R"™), betrachte dazu

M-, N

o el

W poF oy v
(3) Es seien M C R?, N C R? und L C R" C*-Untermannigfaltigkeiten
mit Rand, und F: M — N, G: L — M seien C*-Abbildungen. Wir
wollen zeigen, dass F o G € CK(L;N). Dazu sei x € L, v: V — L
eine CF-Parametrisierung mit € im+, und ¢: U — RP eine C*-
Untermannigfaltigkeitskarte von M um den Punkt G(z). Es sei W =
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im e N ((—00,0] x R™™! x {0}) und x = ¢~ '|w: W — M die zu ¢
gehorige Parametrisierung. Wir diirfen im ¢ C U annehmen. Betrachte

G F

L M

I o [[x

oGo
vy

N

Dann gilt
(FoG)oy = (Fox) o(poGow)eCHV;R),
—_—  —,\
€CF(WiRY)  eCk(V;W)

und da das um jeden Punkt z € L geht, ist F' o G eine C*-Abbildung.
(4) Wir erweitern unsere Kategorie C* und betrachten die Menge

{M C R" |n € N, M glatte Untermannigfaltigkeit mit Rand}

von Objekten, die auch alle offenen Teilmengen U C R™ umfasst. Fiir
zwel Objekte M, N setzen wir wieder homeeo (M, N) = C®(M;N).
Nach (3)) konnen wir C°>°-Abbildungen verketten, und die Axiome
und aus Definition sind erfiillt.

Man beachte, dass das Bilden des Randes kein Funktor von C*°
nach C* ist, da eine glatte Abbildung F': M — N im allgemeinen den
Rand OM nicht auf NN abbildet.

8.36. BEMERKUNG. Wir geben einige Beispiele von C*-Abbildungen.

(1) Es sei ¢: U — V C R" CF-Untermannigfaltigkeitskarte von M C R™.
Dann ist UNM ebenfalls eine C*-Untermannigfaltigkeit mit Rand, und
die Einschrankung

Oluvrm: UNM — W =V N ((—o0,0] x R™™ x {0})

ist ein Ck—Diﬁeomorphismus. Man nennt ¢|ynys auch Karte von M
(anders als in Definition , und ihr Inverses, die Parametrisie-
rung ¢ = (¢|yna) ! ist ebenfalls ein C*-Diffeomorphismus.

(2) Es sei M C R™ eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit mit
Rand. Dann sind die Inklusionen M — R" OM — M und OM — R"
C*-Abbildungen.

Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten mit Rand sind glatte alter-
nierende Multilinearformen auf dem Raum der Tangentialvektoren. Wir miissen
also zunidchst Tangentialvektoren einfiithren. Sei also k£ > 1, M C R” eine m-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit mit Rand, x € M und ¢: U — V C R"
eine Untermannigfaltigkeitskarte von M um x. Ein Vektor v € R™ heifit tan-
gential an M im Punkt z, wenn

¢ (v) = ¢ (z) v eR™ x {0} CR" .

Dieser Begriff hingt nicht von der Wahl von ¢ ab, denn sei v eine weitere C*-
Untermannigfaltigkeitskarte von M um p, ohne Einschrinkung mit dem gleichen
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Definitionsbereich U, dann betrachte
U _ —— U

sol Jw

im m ima .
Es gilt
Vp(v) = (o™ 0p)i(v) = (Y oo™ )y (¥e(v)
nach der Kettenregel. Der C¥-Diffeomorphismus yop ™! bildet (U)N((—o0, 0] x
R™1 x {0}) auf (U) N ((—o0,0] x R™~1 x {0}) ab, somit bildet (wocpfl)fp(x)
Vektoren aus R™ x {0} wieder nach R x {0} ab, und es folgt

Pp(v) ER™ x {0} «— ¢ (v) €R™ x {0}.

Da ¢, linear ist, bilden die Tangentialvektoren einen Unterraum des R™.
Sei x: W — M eine lokale Parametrisierung von M, etwa x = (o|ynn)},
dann ist im Xg/ der Raum der tangentialen Vektoren an M im Punkt x(y) € M.

8.37. DEFINITION. Es sei M C R" eine m-dimensionale C*-Untermannig-
faltigkeit mit Rand und ¢: U — R eine Untermannigfaltigkeitskarte von M
um x € M. Dann heifit

T,M = (¢,) " (®™ x {0}) C R"

der Tangentialraum von M im Punkt z, und die Elemente v € T, M heiflen
Tangentialvektoren.

Essei F: M — N eine Ck-Abbildung und ist ¥ = (¢|yna) ™t W — R die
zu ¢ gehorige Parametrisierung, dann ist die Ableitung Fiy: ToM — TN
definiert durch

Fuav) = (F 0 )L (94 () -

Ein Punkt x € M heifit reguldrer Punkt von F' wenn Fiy: Tp M — Tr) M
surjektiv ist, und singuldrer oder kritischer Punkt sonst. Ein Punkt y € N
heiit requlirer Wert von F, wenn alle x € F~!({y}) reguliire Punkte sind, und
singuldrer oder kritischer Wert sonst.

Die Bezeichnungen ,,reguldar”, ,singuldr® und , kritisch“ entsprechen genau
denen in Definition [6.92]
8.38. BEMERKUNG. Es seien M, N und F': M — N wie oben.

(1) Es sei x € OM. Dann gibt es zwei verschiedene Tangentialriume im
Punkt x, ndmlich

T,.(0M) C T,M C R"™,
mit dim 7, (0M) = m — 1 und dim T, M = m.
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(2) Nach Definition ist ¢! (v) € R™ x {0} C RP. Die Abbildung F o1}

bildet von W =im¢ N (R™ x {0}) nach N C R? ab. Also ist w = (F o
w);(m) (¢l (v)) C R? definiert. Um zu zeigen, dass w € Tp(,) N, wihlen
wir eine Untermannigfaltigkeitskarte ¥: V" — R? von N um F(z).
Gegebenenfalls nach Verkleinern von U und W diirfen wir annehmen,

dass x € U und (F o¢)(W) C V N N. Betrachte

M-t N

gk K

(AN TRV )}

Insbesondere bildet ¥ o F'o ¢ nach R™ x {0} C R? ab. Aus der Ketten-
regel folgt

V() (W) = (I © (F 09)i0) (0(v)
= (0o Fo), ) (py(v) € R x {0},

somit w € Tp(,)N. Insbesondere erhalten wir tatséchlich eine Abbil-
dung Fi;T:M — Tp(,) N, und diese ist linear als Verkettung linearer
Abbildungen.

Als néchstes miissen wir zeigen, dass F, nicht von der Wahl der Un-
termannigfaltigkeitskarte ¢ abhéngt. Sei also x eine weitere Unterman-
nigfaltigkeitskarte von M um z, ohne Einschrankung mit dem gleichen
Definitionsbereich. Dann ist y 0 ¢~1: im ¢ — im x ein Diffeomorphis-
mus, der im N (R™ x {0}) diffeomorph auf im x N (R™ x {0}) abbildet.
Es seien ¢ = (¢|yan) ! und 9 = (x|yna) L. Betrachte

M — M -2 N

ol [

op—1
W X¥ v

Also gilt

(F 09)} (X (v)) = ((Fo )iy © (00 X_l);((z))

(X0 0™y (9e (V) = (F o)y (95 (v))
und die Definition der Ableitung hingt nicht von der Wahl von ¢ ab.
Fiir die Ableitung gilt eine Kettenregel. Seien dazu F: M — N
und G: L — M CF-Abbildungen, seien ¢: U — RP, x: V — R? Unter-
mannigfaltigkeitskarten von L um z beziehungsweise von M um G(z),

und seien ¢ = (plyar) ™ W — L und ¥ = (x|lvam) ™t Z — M die
zugehorigen Parametrisierungen. Betrachte

L -9 L. N

Wﬂw xﬂﬁ

1

W X¥ ., 7
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Dann folgt aus der Kettenregel wie in Bemerkung , dass

(Fo@)alv) = (FoGot),, 0¢,) )
= ((F o 19);((0(35)) o X/G(x) o(Go @D);(I) o 80;)(”)
= (Fig(a) © Gxaz) (V) -

(5) Es seien jetzt f: M — R und F: N — M glatte Abbildungen. Wir
konnen bereits die totale Ableitung df mit

dfy € (TM)* = AT, M und dfp(v) = fea(v)

fiir alle x € M und alle v € T, M definieren, und wir kénnen df mit F
nach N zuriickziehen zu

Wir koénnen jetzt Diferentialformen auf Untermannigfaltigkeiten definieren.
Da wir in Abschnitt [8:2] Wert auf Funktorialitéit gelegt haben, erhalten wir
mit wenig zusétzlicher Arbeit auch die duflere Ableitung und die de Rham-
Kohomologie in diesem Kontext.

8.39. DEFINITION. Eine alternierende Differentialform o vom Grad k,
kurz k-Form, auf einer C’-Untermannigfaltigkeit A/ C R™ mit Rand mit ¢ < 1
ordnet jedem Punkt « € M eine alternierende Multilinearform o, € A*T,M zu.
Es sei F: N — M eine C’-Abbildung, dann ist die zuriickgeholte k-Form F*a
auf N definiert durch

(Fra)y = (Fiy) ary) -

Eine k-Form « auf einer C*°-Untermannigfaltigkeit M mit Rand heifit glatt,
wenn zu jedem x € M eine lokale C*°-Parametrisierung ¢: W — M existiert,
so dass 1*« glatt ist. Der Raum der glatten k-Formen auf M wird mit Q¥ (M)
bezeichnet, und wir setzen Q*(M) = ©pezQF(M).

8.40. BEMERKUNG. (1) Auf die Wahl der C°°-Parametrisierung :
W — M kommt es wie immer nicht an. Sei x: V — M eine weite-
re Parametrisierung, ohne Beschrinkung mit im = im y, und sei ¢
injektiv, dann ist ¢y "tox: V — W ein C*°-Diffeomorphismus. Betrach-

te
M — M
g K
VoL

Aus der Kettenregel aus Bemerkung folgt

(X" )y = (Yepton)() © (7 0 X)sy) ayqy)
= ((1/’_1 © X)*y)*((w*(w‘lox)(y))*ax(y)) = ((¢—1 © X)*w*a))y )

also ist x*a = (1! o x)*(1)*a) genau dann glatt, wenn ¥*« glatt ist.
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(2) Der Raum Q°*(M) ist ein reeller Vektorraum, und fiir glatte Abbil-
dungen F: N — M ist F*: Q*(M) — Q°(N) linear. Aus Bemer-
kung folgt fiir F wie oben und G: M — L wie in (T]), dass

(GoF)*=F"oG":Q%L) — Q*(N) .

Also kénnen wir den Funktor Q° aus Bemerkung [8.13] zu einem kon-
travarianten Funktor auf unserer neuen Kategorie C*° aus Bemer-

kung ausdehnen.

Wir hatten df fiir f € C°°(M) bereits in Bemerkung definiert. Jetzt
erkliren wir die &uBere Ableitung d%,: QF(M) — QFFL(M). Wir erkliren das
Dachprodukt wieder durch

(@A B)g =ag A By fir alle a, 5 € Q*(M) und alle z € M .
8.41. SATZ. Fiir alle k,n € N und alle C*°-Untermannigfaltigkeiten M C

R"™ mit Rand existiert genau eine Abbildung d%,: QF(M) — QFFY(M) mit den
FEigenschaften - aus Satz|8.14)

BEWEIS. Durch Satz ist d’f] fir offene Teilmengen U C R™ bereits
eindeutig bestimmt. Die gleichen Argumente legen dl{jv auf offenen Teilmen-

gen W C (—o00,0] x R™~! eindeutig fest, und Formel (*) aus dem Beweis von
Satz gilt unveréndert.

Sei nun M eine Untermannigfaltigkeit mit Rand und ¢: W — M eine
Parametrisierung, dann folgt aus der Natiirlichkeit , dass

V' (dyre) = diy (V7).

Da 9y R™ — Ty, M fiir alle y € W ein linearer Isomorphismus ist, ergibt
sich die Eindeutigkeit von d’fwa.

Es bleibt zu zeigen, dass d’fwa wohldefiniert ist und die Eigenschaften -
besitzt. Seien etwa ¥: W — M, x: V — M zwei Parametrisierungen wie in

Bemerkung , dann folgt aus Satz , dass
X (dipa) = (" o x) (@ (dhra)) = (171 o x)* (i (v*a))
= di (™ o x) (¥ ) = diy (X" a) -

Ahnlich beweist man die Natiirlichkeit , dazu sei F': N — M glatt
und y: V — N jetzt Parametrisierung von N, ohne Einschriankung mit im(F o
X) C imt. Wir nehmen an, dass 1 = (¢|ynar)~! fiir eine Untermannigfaltig-
keitskarte ¢: U — R"™ von M. Betrachte

N - M

I el

oFo
v el gy
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Aus Bemerkung folgt
X (F*djja) = (o po Fox) (dja) = (po Fox) (¥'dya)
V-W
= (po Fox)*(diy(¥*a)) = diy((po F o )" (¢¥*a))
= dy(x*a) = X" (dy (F ) .

Um nachzuweisen, sei f € Q0(M) = C°°(M), und es gelte 1 = (¢|ynnm) "
wie oben. Fiir die totale Ableitung df an der Stelle z € M und v € T, M gilt
dann

dfz(v) = (f ° 1/1):0(35)(@2:(0)) = (d?/V(f © w))go(x)(‘pg:(v)) )
es folgt

(@ df )y (w) = (diy (f © ) o)) (P (Lyw))
= (W dyf)y(w) -
Die Eigenschaften und folgen wieder aus Satz
W (dyfH (dfge) = dit (diy (7)) = 0,
V*(dyf (o A B)) = digt" (V7o A 7 B)
= (diy (") A "B + (=1)" ¢ a A (diy (47 8)
=" ((d3y0) A B+ (=D A (dy )
fiir alle o € QF(M), 8 € QY(M). Damit ist der Satz bewiesen. O
8.42. DEFINITION. Die Abbildung d%,: QF(M) — QFtL(M) aus Satz

heilt duflere Ableitung, der Komplex (Q°(M),d};) der de Rham-Komplex,
und Hip (M) = H*(Q*(U), d;;) die de Rham-Kohomologie von M.

8.43. BEMERKUNG. Bemerkung [B.18] gilt analog, insbesondere erhalten
wir zwei kontravariante Funktoren von unserer neuen Kategorie C*° aus Be-
merkung nach Chp, die eine Untermannigfaltigkeit M mit Rand
auf (Q°(M),d},) beziehungsweise H3j, (M) abbilden. Indem wir das Dachpro-
dukt mit hinzunehmen, erhalten wir Funktoren in die Kategorie der R-Algebren.

8.44. DEFINITION. Es seien M C RP, N C R? offen und F, G € C*°(N, M).
Eine glatte Homotopie von F nach G ist eine glatte Abbildung H € C®(N X
[0, 1], M) mit

H(y,0)=F(y)  wnd  H(y,1) =G(y)

fiir alle y € N. Zwei Abbildungen F, G € C>*(N, M) heiflen glatt homotop,
kurz F' ~ G, wenn eine glatte Homotopie von F' nach G existiert.

8.45. BEMERKUNG. (1) Wie in Bemerkung zeigt man wieder,
dass homotop zu sein eine Aquivalenzrelation ist. Thre Aquivalenzklas-
sen heiflen glatte Homotopieklassen.

(2) Seien jetzt F', G € C*°(V,U) und D, E € C>*(W,V) jeweils homotop
zueinander, dann sind auch F'oD und Go E homotop zueinander wie in
Bemerkung . Also ist die Aquivalenzrelation aus vertraglich
mit der Verkettung glatter Abbildungen.
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(3) Wegen und konnen wir unsere Kategorie H> aus er-
weitern um glatte Untermannigfaltigkeiten als Objekte, und Homoto-
pieklassen glatter Abbildungen als Morphismen. Dann gibt es wieder
einen Funktor von C* nach H*°, der jedes Objekt M auf sich selbst
und jeden Morphismus F' € C*°(N, M) auf seine Homotopieklasse [F]
abbildet. Wenn [F| € homye (N, M) ein Isomorphismus ist, nennen
wir F' € C*°(N, M) nach wie vor eine glatte Homotopiedquivalenz.

Wenn M C R" eine Untermannigfaltigkeit mit Rand OM # () ist, bilden die
Punkte in M x {0, 1} Kanten in M x [0, 1], so dass M x [0, 1] C R™"*! selbst keine
Untermannigfaltigkeit mit Rand mehr darstellt. Dennoch kénnen wir glatte
Abbildungen und Differentialformen auf M x [0, 1] wie gehabt betrachten.

Fiir alle (z,t) € M x [0, 1] im Tangentialraum gilt

en+1 € T(z,t)(M X [07 1]) =T, M ®Repqq C R
unabhéngig von t € [0, 1], und wir kénnen

Lenir: QF(M x [0,1]) — QF1(M x [0,1])
1
/ dt: QF(M x [0,1]) — QF(M)
0
fiir alle k € Z wie in Abschnitt definieren.

Wir erinnern uns an den Begriff der Koketten-Homotopie aus Satz ([@.

8.46. SATz (Homotopieinvarianz der de Rham-Kohomologie III). Es sei-
en M C RP, N C RY glatte Untermannigfaltigkeiten mit Rand und H €
C>®(N x [0,1]; M) eine glatte Homotopie zwischen F, G € C*(N,M). Defi-
niere h*: QF(M) — QF=Y(N) durch

1
k
h oz:/o leg H o dt
dann gilt:

(1) die Familie h® ist eine Koketten-Homotopie zwischen F* und G*:
QF (M) — QF(N);

(2) es gilt F* = G*: H¥: (M) — HE;(N);

(3) wenn F: M — N eine Homotopieiquivalenz ist, dann ist F*:
HY (M) — HEL(N) ein linearer Isomorphismus fiir alle k € Z.

BEWEIS. Es reicht, Aussage zu zeigen, dann folgen und wie
Satz und Folgerung [8.25)

Zu wiahlen wir eine Parametrisierung v: W — N von N und betrach-
ten ¢: W x [0,1] — N x [0, 1] als Parametrisierung von N x [0, 1], mit

U(y,t) = (v(y),t) € N x [0,1] .
Man iiberzeugt sich leicht, dass

1 1
@*Leqﬂa = /,qurl@*a und P* / adt = / P adt
0 0
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fiir alle « € Q*(M x [0, 1]). Daher gilt
1

1
Y hFa = / Legn ¥ o Hadt = / Legrr (H o p) e dt .
0 0
Die Abbildung H o v ist eine Homotopie zwischen F o9 und G o v. Aus
Satz und Satz folgt
O (dy e+ WM a) = (G o) o — (F o) a = ¢ (GFa - Fa) .
Da ¢*: A*Ty,)N — A*R™ ein Isomorphismus ist, folgt Behauptung 1. O

8.4. Integration von Differentialformen

Wir verallgemeinern das Kurvenintegral aus Abschnitt zu einem Integral
von m-Formen iiber m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten mit Rand. Dazu
benétigen wir auch einen Orientierungsbegriff.

8.47. BEMERKUNG. Es sei zunédchst U C R" offen und a € Q"(U). Wir
schreiben

oy =a1,. p(x)dry N ANdxy, = og(er, ... ep)dry A=+ ANday,

und nennen « integrierbar, falls das Integral

/Ua:/Uax(el,...,en)d)\"(:c)G]R

existiert und endlich ist. Hier ist d\" das Lebesgue-Maf3 aus Definition [7.26] Sei
jetzt V. C R"™ offen und F': V — U ein Diffeomorphismus, dann folgt aus der

Transformationsformel und Bemerkung (@), dass
/V Fa = /V((F*y)*ap(y))(el, o en) dA(y)

—/Vdet(F;)aF(y)(el,...,en)d/\”(y)
:/ sign(deth,l(x))am(el,...,en)d)\”(:r)
F(V)

:/sign((detF’)oF_l)a.
U

Insbesondere ist das Integral einer n-Form invariant unter Zuriickholen mit ei-
nem Diffeomorphismus, falls dieser positive Jacobi-Determinante hat. Das liegt
daran, dass die Jacobi-Determinante in der Transformationsformel als Betrag
eingeht, in Bemerkung jedoch mit ihrem Vorzeichen.

Wenn wir iiber Untermannigfaltigkeiten integrieren wollen, miissen wir
zundchst Orientierungen auf den einzelnen Tangentialriumen geeignet festlegen.
Anschlieend kénnen wir dann beziiglich einer Parametrisierung integrieren.

8.48. DEFINITION. Es sei n € N und V ein n-dimensionaler reeller Vektor-
raum. Eine Orientierung von V ist eine Menge o C V" von Basen von V', so
dass fiir je zwei Basen (v1,...,v,) und (w1,...,w,) mit w; = Zj a;jv; gilt:
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(1) wenn det((asj)i ;) <0, dann liegt genau eine der beiden Basen in o.

Basen in o heiflen positiv (orientiert).

Es sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Eine
Orientierung o von M ordnet jedem Punkt x € M eine Orientierung o, von T, M
mit folgender Eigenschaft zu:

(2) Zu jedem x € M existiert eine Parametrisierung ¢: W — M mit x €
im 1, so dass die Basis

(w*yel, Ce. ,w*yem)

entweder fiir alle y € W positiv ist, oder fiir keins.

Im ersten Fall heifit die Parametrisierung v positiv (orientiert). Eine orien-
tierte Untermannigfaltigkeit mit Rand ist eine Untermannigfaltigkeit mit Rand
mit einer Orientierung. Falls es eine Orientierung auf M gibt, heiit M orien-
tierbar, ansonsten heifit M nicht orientierbar.

8.49. BEMERKUNG. (1) Es sei (vy,...,v,) eine Basis von V. Alle Ba-
sen (wi,...,w,) mit w;j = >, a;;v;, so dass det((ai;)i ;) > 0, bilden
eine Orientierung von V, alle anderen bilden eine weitere, die entge-
gengesetzte Orientierung; das folgt aus Bedingung und der
Multiplikativitéit der Determinante und ihres Vorzeichens. Mehr Ori-
entierungen als diese zwei gibt es nicht.

(2) Falls V= R", so heiit die Orientierung o mit (e1,...,e,) € o die
kanonische Orientierung.

(3) Bedingung in Definition sagt, dass die Orientierungen im
Bild von ¥: W — M _stetig vom Punkt abhidngen“. Wir definie-
ren o(¢): W — {1,—1} so, dass o(¢0) = 1 genau dann gilt, wenn
die Basis (g—;pl, cey %) = (x€1,...,Psey) positiv ist. Dann ist o(v))
lokal konstant.

Sei x: V — M eine weitere Parametrisierung, ohne Einschriankung
injektiv mit im ¢ = im x, dann betrachte

M P—— M
o] [x
WXy

Aus der Multiplikativitdt der Determinante folgt
(o(x) o (x ' 0 9)) - sign(det(x ! 0 )') = o(¥) .

(4) Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ist genau orientierbar,

wenn es eine glatte m-Form w € Q" (M) mit w, # 0 fir alle x € M
gibt. In diesem Fall definiert w eine Orientierung o mit

0y = {(v1,...,0m) € (T M)™ | wy(v1,...,0m) >0} .

Wie man w fiir eine gegebene orientierte Untermannigfaltigkeit mit
Rand konstruiert, sehen wir spéter.
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8.50. BEISPIEL. (1) Die Sphire S™~! C R™ ist orientierbar. Dazu be-
trachten wir die (n — 1)-Form o € Q" 1(R") mit

0y = tp(dxy A - Ndxy) .

Zuriickziehen auf S"~1 liefert (*a € Q" 1(S"~!). Diese Form ver-
schwindet nirgends, denn wir kénnen v; = z fir x € S ! zu einer
Orthonormalbasis (vy, ..., vy) ergdnzen. Dann bildet (va,...,v,) eine
Orthonormalbasis von 75”1, und es gilt

(Ve .. vn) = (dxg A Adxy) (v1, .. 0n) = 1.

Im Fall n = 1 ist o € Q°(S%) = C*°(S%) mit a4 = 1. Wir schlieBen,
dass die induzierte Orientierung o die Gestalt 01 = {()}, o—1 = 0 hat.
Also ist T1.5° = RY kanonisch orientiert, 71 5° jedoch entgegengesetzt.

(2) Wir betrachten das Mébiusband M = im mit ¢: R x (=1,1) — R3
gegeben durch

(1 + rcos %) CoS §
Y(s,r) = | (1 +7rcos$)sins

in 2
TSIH2

Man beachte, dass ¥ eine Immersion ist, also eine Parametrisierung,

und dass ¥ (s + 2m,r) = (s, —r). Wir kénnen M nicht orientieren,

oy

denn setzt man die Basis (%—f, I in s-Richtung um 27 weiter fort,

)(0,0)
so erhidlt man die entgegengesetzt orientierte Basis (%—f, %ﬁ

(?’va _%)(0,0)

)(27r,0) -
am gleichen Punkt.

8.51. BEMERKUNG. Wenn es eine bijektive Parametrisierung ¢: W — M
gibt, konnen wir das Integral von « € Q™ (M) definieren durch

o oY
— o = . — ., —)dA(X) .
/Ma /Wo(qp) Ut /WO(M () (G- g ) AN (X)
Das ist wohldefiniert, denn fiir eine andere bijektive Parametrisierung x: V —

M folgt aus den Bemerkungen und @), dass
[otoexca=[ o) sttt ov))o (xtou) ) v
v (x~toy)(W)

= [ o)t owyya= [ o) va.

w

Wir erinnern uns an den Triger supp f einer Funktion f: M — R aus
Definition [7.117, Analog definieren wir fiir o € Q¥(M) den Triiger

suppa={z €M |a, #0} C M

und schreiben QF(M) fiir den Vektorraum aller glatten k-Formen auf M mit
kompaktem Triager und QQ(M) fiir die direkte Summe all dieser Rdume. Um
eine Form mit kompaktem Tréger K = suppa C M iiber eine orientierte Un-
termannigfaltigkeit M mit Rand zu integrieren, schreiben wir « als Summe von
Formen, deren Triger jeweils im Bild einer einzigen Parametrisierung ¢ liegt,
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integrieren diese wie oben, und addieren die Ergebnisse. Dazu hilft folgendes
Resultat.

8.52. LEMMA. FEs sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit mit Rand
und K C M kompakt. Dann existiert U C M offen mit K C U, endlich vie-
le injektive Parametrisierungen ;: W; — M und endlich viele nichtnegative
Funktionen p; € C*°(U) mit Trager supp p; C im); firi=1,..., N, so dass

N
sz(w) =1 fir alle x € U .
i=1

Man nennt (p;); auch eine Partition der Eins. Dieser Begriff existiert all-
gemeiner auch fiir U = M, selbst wenn M nicht kompakt ist; uns reicht im
Folgenden aber die obige Aussage.

BEWEIS. Zu jedem Punkt x € M finden wir eine injektive Parametrisie-
rung Y,: W, — M mit x = ¥, (y) € im,, etwa ¥, = (¢z|lu,nn) ! fiir eine
Untermannigfaltigkeitskarte ¢, von M um x. Wir bestimmen r, > 0 so, dass

BE" (y) N ((—00,0] x R™™1) € W, C (—00,0] x R™71.

Sei g die C*°-Funktion aus Beispiel [7.113| mit supp g = B1(0), dann definie-
ren wir f, € C*°(M) durch

£.(2) :{ 9(2%2_9) falls z € im,, und

0 sonst .

Dann ist

supp fo = o (BE () 1 (00,0 x R 1))
eine kompakte Teilmenge von im, C M.

Es reichen endlich viele der offenen Teilmengen

£71((0,00)) = v (B (4) 11 ((—00,0] x R 7))

nach der Heine-Borel-Eigenschaft aus Definition [6.29) aus, um K zu iiberdecken.
Seien f; € C*°(M) die zugehorigen Funktionen und v;: W; — M die zugehori-
gen Parametrisierungen mit ¢ = {1,..., N}, dann setze

N
U=J#(0,0) 2K,
=1

so dass f1 + -+ fy > 0 auf ganz U. Wir definieren
-k

Fir ot I
mit Tréger supp p; C supp f;NU Cimy; und p1+---+py =l auf ganz U. [

pi e Cc>(U)



8.4. INTEGRATION VON DIFFERENTIALFORMEN 317

8.53. DEFINITION. Es sei M C R" eine m-dimensionale orientierte Un-
termannigfaltigkeit mit Rand und a € Qf*(M). Dann wihle U D suppe,
fi € C*®(U) und v;: W; — M mit supp f; C ime; fiir ¢ = 1,..., N wie in
Lemma und definiere das Integral von « iiber M durch

> i oY; m
/M a = ; /Wi 0(¢1) . (pia)%(y) (81’1 gy axm> dA (y) .

Wir koénnen allgemeiner messbare und integrierbare m-Formen auf M ana-
log zu Abschnitt [7.3] definieren. Mit den Methoden aus Abschnitt [7.9] wiirde in
Analogie zu Satz folgen, dass Qf'(M) dicht im Raum der integrierbaren
Formen liegen. Allerdings hatten wir Miihe, die &uflere Ableitung zu definieren,
und der Satz von Stokes wire in dieser Allgemeinheit auch falsch, siehe unten.

8.54. PROPOSITION. Das Integral in Definition [8.53 ist wohldefiniert.

BEWEIS. Da supp «a kompakt ist, ist auch supp(p;a) C supp« als abge-
schlossene Teilmenge eines Kompaktums wieder kompakt. Nach Satz ist
also auch

supp(¥; (picr)) = ;' (supp(pir)) € W; C R™
kompakt, da 1, L. imey; — W stetig ist. Also existiert jedes einzelne Integral

nach Bemerkung ().

Es seien U, V' C M offen mit suppae C U NV, p; € C*(U), §; € C>®(V)
mit supp p; C im;, supp d; C im x; fiir injektive Parametrisierungen 1;: W; —
M, xj: X; — M, firi € {1,...,N} und j € {1,..., P}. Wir betrachten die
Funktionen p;é; € C*°(U N'V) mit

Zzpiéjzl auf ganz UNV

und supp(p;d;) C supp p; Nsuppd; C imep; Nimy; .
Unsere Behauptung folgt aus Bemerkung [8:51] denn

é/w o) ZZ/ o(vs) - Y7 (pidje)

=1 j=1

:i::i:/ o(x;) ijléoz Z/ o(x;) Xjfsa)

0

8.55. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften des In-
tegrals.

(1) Diffeomorphismen-Invarianz. Es seien M, N orientierte Untermannig-
faltigkeiten mit Rand und F': N — M glatt. Wir definieren o(F'): N —
{1,—1} analog zu Bemerkung so, dass o(F) = 1 genau an
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den Punkten y € N gilt, an denen Fy: TyN — Tp(, M die Orien-
tierung erhélt, also orientierte Basen auf orientierte Basen abbildet.
Ist ¥: W — N eine Parametrisierung von N, so ist Foy: W — M
eine Parametrisierung von M mit

o(F o) =o(y) - (o(F)ov) .
Aus Definition folgt fiir « € Q™ (M) dann

/Ma B Z ‘/Wi o(F o) - (Foty) a
=3 [ ot -vite(r)-0) = [ o) o

Es sei v: W — M eine injektive Parametrisierung, die bis auf ei-
ne Nullmenge beziiglich des Volumenmafles voly; aus Definition
auch surjektiv ist. Das ist beispielsweise dann der Fall, wenn M \ im ¢
Vereinigung von Untermannigfaltigkeiten kleinerer Dimension ist, sie-

he Proposition und Beispiel Dann gilt

Hierfiir reicht sogar aus, dass supp(«) \ im ¢ eine voly/-Nullmenge ist.
Zur Berechnung des Integrals [ o @ bietet es sich also an, M entlang
von Untermannigfaltigkeiten kleinerer Dimension so zu zerschneiden,
dass die einzelnen Teile sich diffeomorph parametrisieren lassen.

8.56. BEMERKUNG. Wir wollen jetzt einen Zusammenhang zum Integral aus
Abschnitt [7.§] herstellen, und gleichzeitig aus einer Orientierung eine Form wie

in Bemerkung konstruieren.

Sei also M C R™ eine m-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit mir
Rand. Wir definieren w, € A™T,M so, dass wg(v1,...,Uy) fir eine positiv
orientierte Orthonormalbasis (v1,...,v,,) gilt. Mit den Uberlegungen in Be-
merkung sehen wir, dass fiir eine Parametrisierung ¢: W — M dann

*w = o(eh) - det('t - )2 dzy A+ Adam

folgt. Insbesondere ist w glatt und verschwindet nirgends. Wir haben also eine
Form wie in Bemerkung gefunden.

Es sei f € C§°(M) eine Funktion mit kompaktem Tréger, dann wihle U,
(pi)i, (¢i); wie in Lemma Der Vergleich mit Definition zeigt, dass

J,

fdvoly = Z/ pi - f dvoly
i M

:Z/Wv o(Wi) - ((pi - f) 0bi) - o(ah;) - det (!t - )2 dA™

Xt fre
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Also entspricht dem Volumenmaf} voly; einer orientierten Untermannigfaltigkeit
mit Rand die Form w, die daher Volumenform genannt wird.

Sei jetzt a € Qf'(M) beliebig. Da A™T, M stets eindimensional ist, exi-
stiert f: M — R mit @ = f-w, und man {iberzeugt sich leicht, dass f € C§°(M).
Wir haben also das Integral einer m-Form auf das Integral aus Abschnitt
zuriickgefiithrt. Allerdings ist die Form w nicht invariant unter Diffeomorphis-
men, so dass wir nach wie vor mit Differentialformen weiterrechnen werden.

8.5. Die Siatze von Stokes und Gaufl

Wir wollen jetzt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
auf das Integral von Differentialformen {iber Untermannigfaltigkeiten mit Rand
verallgemeinern. Anschlieend geben wir eine Reihe von Anwendungen.

Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit mit Rand M, dann bezeich-
net ¢: OM — M die Inklusionsabbildung. Die Abbildung ¢.: T(0M) — T, M
ist stets injektiv, und ihr Bild ein Unterraum der Kodimension 1.

8.57. DEFINITION. Es sei x € M. Ein Vektor v € T, M weist nach au-
fen, wenn fiir eine Karte ¢: U — V um « die erste Komponente des Vek-
tors s (v) = @l (v) C R™ positiv ist.

Es sei o, eine Orientierung auf T, M und v; € T, M ein nach auflen weisender
Vektor, dann ist die Randorientierung of auf T,(OM) definiert durch

(Vay ..., 0m) €02 = (v1,...,Um) € 0p
fiir alle Basen (vg, ..., vy,) von T,(OM).

8.58. BEMERKUNG. (1) Seien ¢, x zwei Untermannigfaltigkeitskarten
von M um z € M, ohne Einschrinkung mit dem gleichen Definitions-
bereich, dann bildet (xop™!) die Menge im ¢ N ((—oo, 0] x R™ "1 x {0})
auf im x N ((—o0, 0] x R™~1 x {0}). Fiir y = ¢(x) € {0} x R™~! x {0}
folgt

(xop ™ y(w), >0 <= w >0

fir alle w € R™ x {0}. Also héngt die Definition von ,auen“ nicht
von der Wahl von ¢ ab.

(2) Seien v1, v € T, M zwei nach aulen weisende Vektoren und (vo,...,
U, ) eine Basis von T, (OM). Dann sind (v1, . .., vp,) und (v],va, ..., vp)
Basen von T, M, und die Basiswechselmatrix hat die Gestalt

* 1
mit ¢ > 0 und * € R beliebig; alle anderen Eintrdge verschwinden.

Insbesondere gilt det A > 0, und die Orientierung 02 hingt nicht von
der Wahl von v, ab.
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(3) Sei ¥ = (¢lunm)~t: W — M eine Parametrisierung von M um z €
OM, dann weist der Vektor 1, (e1) € T,,M nach aufien. Definiere
OW = {(22,...,2m) | (0,20,...,2p) € W} C R™1

und ?: OW — OM durch ¥?(z) = (0, 2), dann definiert ¥? eine
Parametrisierung des Randes M mit

o(¥7) = o(¥) ot .
(4) Sei M eine orientierte Untermannigfaltigkeit ohne Rand und ¢ € R ein
regulérer Wert von v € C*°(M), dann sind

M* = f71[0,00))  und M~ =f7((~00,0])
Untermannigfaltigkeiten mit Rand
oM =0oM~ = f7'({0}),

aber M und M~ induzieren entgegengesetzte Orientierungen auf
dem Rand f~1({0}), denn fiir z € M mit f(x) = 0 weist v € T, M
beziiglich M ™ nach auflen, wenn er beziiglich M~ nach innen weist,
und umgekehrt.

8.59. SATz (Stokes). Es sei M C R™ eine m-dimensionale orientierte
Untermannigfaltigkeit mit Rand OM, der die Randorientierung trigt. Fir al-

le o € Q0 (M) gilt dann
/ e —/ do .
oM M

BeEwEls. Wir wihlen U, (p;)i, (¢;); zu suppa C M wie in Lemma
Die duBere Ableitung d und das Integral sind additiv, also gilt

/ La—Z/ ) - & (pi - )

/M do = /M Y pa=Y /Wi o(ths) - v (p; - )

wegen der Natiirlichkeit der dufleren Ableitung.

und

Da supp a kompakt ist, ist auch supp(p;a) C supp« als abgeschlossene
Teilmenge eines Kompaktums wieder kompakt. Nach Satz sind also auch
supp(dp; (p; - @) C supp (¥ (piv)) = 97" (supp(piar)) C R™

und
supp(¢{* (pi - @) C ¥; " (supp(pia)) N ({0} x R™ 1) C R™!
kompakt. Wir definieren 8 € Q' '((—00, 0] x R™~!) durch
3, = { (o(¢) - X (pi- @), fallsz € W;, und

0 sonst .

Dann ist 3 glatt, denn fiir alle z € W; ist 8 auf der Umgebung W; von x glatt,
und fiir alle x ¢ W; verschwindet 3 auf der offenen Menge ((—o0, 0] x R™71)\
supp(¢} (pi - @)), denn supp(y)} (p;r)) ist ja kompakt, also auch abgeschlossen.
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Nach diesen Voriiberlegungen reicht es, den Satz fiir § € Qg%l((—oo, 0] x
R™~1) zu beweisen. Im folgenden bedeutet ein Dach ,,~“ iiber einem Ausdruck,
dass dieser Ausdruck in einem Produkt, einer Aufzdhlung oder &hnlichem weg-
gelassen wird. Mit b; = B(eq,...,€;,...,en) gilt insbesondere

B= bidzi A Adxi A Aday,
und  dB =Y Obida; Adwy A Adag A Aday,
ij=1

= Z(—l)l_lazbl dri A+ Ndxy, .
=1

Da supp 8 kompakt ist, existiert C' > 0 mit
Suppﬁ C [_07 O] X [_Ca C]m_l

insbesondere gilt 3, = 96, = 0, falls |z;| > C fiir ein i € {1,...,m}. Wir
berechnen also mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz
fiir ¢ > 2, dass

/( | 1(—1)“182-b,~ dey A -+ Adxpy,
—00,0] xR™—

// / )i710,bi(w) day day . .. dev; ... dityy day
// / DG

Firi=1 hingegen erhalten wir analog

/ O1b1 AN
(—00,0]xRm—1
C C 0
:/ / / O1b1 () dxy ... dxy,
/ / ba...m 01, Cdarg...dxm:/ B,
Rm—1

—bl(o L2y T )

dxg...@i...dmmdxlzo.

denn
(L*/B)(Iz,A..,ajm) = bl (07 €2, ... 7xm) dx? JANRERIVAN dl‘m .
Aus den obigen Gleichungen folgt also

/ dg = B O
(—00,0] xRm—1 Rm—1
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8.60. BEMERKUNG. Die Form « im Satz von Stokes hat kompakten Tréger.
Auf diese Bedingung kann man nicht verzichten. Sei etwa M = B;(0) C R"
mit OM = () und o = 21y Adxy A - -+ A dxy,, dann folgt

O#VolBl(O):/Mda;é/wazo.

Geht man zum abgeschlossenen Ball D;(0) mit Rand S™~! iiber, dann stimmt
der Satz von Stokes wieder, da dann supp o = D1(0) kompakt ist.

8.61. DEFINITION. Eine Untermannigfaltigkeit M C R™ mit Rand heifit
geschlossen, wenn M kompakt ist und OM = (.

8.62. FOLGERUNG. Sei M C R™ eine m-dimensioale, orientierte geschlosse-
ne Untermannigfaltigkeit, sei N C RP eine beliebige Untermannigfaltigkeit mit
Rand, und sei F': M — N glatt. Dann gilt

(1) Es sei o € Q™(M) geschlossen, dann hingt das Integral [,, o nur
von [a] € HJJp(M) ab.

(2) Es sei « € Q™(N) geschlossen, dann hingt das Integral [, F*a nur
von [a] € HJJ}(N) und der Homotopieklasse von F': M — N ab.

BeEWEIS. Formen in [a] unterscheiden sich nur um exakte Formen df fiir 8 €
Qm=L(M). Aus Satz von Stokes folgt

/Mdﬁ:/@ﬁﬁ:o,

also folgt . Aussage ergibt sich aus und der Homotopieinvarianz der
de Rham-Kohomologie aus Satz @. O

Es sei M eine m-dimensionale kompakte, orientierte Untermannigfaltig-
keit mit Rand und H: M X [0,1] eine Homotopie zwischen F, G: M — N
mit H(z,t) = F(x) = G(x) fiir alle z € OM und alle ¢ € [0,1]. Mit etwas mehr
Miihe als oben beweist man fiir geschlossene o € Q"(N), dass

/ F*a:/ G o,
M M

aber dieses Integral hingt immer noch von der Form « ab, nicht nur von [a].

8.63. BEISPIEL. Man kann diese Folgerung beispielsweise benutzen, um von
de Rham-Kohomologieklassen [a] € HJ,(N) zu zeigen, dass sie nicht verschwin-
den.

(1) Es sei M eine m-dimensionale, geschlossene, orientierte Untermannig-
faltigkeit und w € Q™ (M) die Volumenform aus Bemerkung |8.56| Es
gilt dw = 0, da Q™*1(M) = 0, und

/ w=vol(M) >0,
M

also folgt [w] # 0 in HJ (M). Fiir m > 1 ergibt sich aus dem Poincaré-
Lemma dass m-dimensionale, geschlossene, orientierbare Unter-
mannigfaltigkeiten niemals zusammenziehbar sein kénnen.
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(2) Wir betrachten die Form o € Q" }(R" \ {0}) aus Aufgabe 3 von
Blatt 14 mit

ay = |z|™" tp(dzy A+ Aday,) .

Wir hatten dort gesehen, dass da = 0. Es sei F,.: S"~! — R"\ {0}
fir r > 0 gegeben durch

F.(x)=rz,

dann hatten wir auch gesehen, dass

/ Fra= / dvolgn-1 = vol(S" 1) >0,
Sn—1 Sn—1

also folgt wieder [a] # 0 € Hiz ' (R™\ {0}), und auch R™\ {0} ist nicht
zusammenziehbar. Auflerdem sind die Abbildungen F. alle zueinander
homotop, so dass die obigen Integrale geméfl Folgerung alle
denselben Wert liefern.

Wir wollen uns jetzt einigen analytischen Spezialfillen und Anwendungen
zuwenden. Es sei w = dx A dy A dz die Volumenform auf einer dreidimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit U C R3 wie in Bemerkung In Aufgabe 4
von Blatt 11 hatten wir Isomorphismen ®;: Q(U) — C®(U;R?) fiir i = 1,2
und ®3: Q3(U) — C>°(U) so definiert, dass

a= (-, d1(a)), B = Lo, (p)w und v =P3(7y) w

fir a € QY(U), B € Q2(U), v € Q3(U). In Aufgabe 2 von Blatt 13 hatten wir
Operatoren

grad: C®°(U) — C*®(U;R?), rot: C®°(U;R?) — C>®(U;R?)
und div: C®(U;R?) — C>®(U) definiert mit
4 (grad f) = df, Dy (rot V) = ddy (V) und O3(div V) = dPy(V)
fir f € C°°(U) und V € C*°(U;R?). Diese Operatoren haben die Form

oL f 02V3 — 03Va
grad f = | Oof |, 1otV =|03Vi—OVs|, divV =04V +0Vo+ 035V;5.
83f 81V2 - 32V1

8.64. BEMERKUNG. Wir kennen bereits drei Spezialfille des Satzes von Sto-
kes; weitere ergeben sich aus Aufgabe 2 von Blatt 13 und den Aufgaben 1, 2
von Blatt 14.

(1) Es sei M = [a,b] C R mit a < b, dann ist M eine eindimensiona-
le Untermannigfaltigkeit mit Rand {a,b}. In jedem Punkt z € M
sei (e1) eine positive Basis von T, M = R. Wir wihlen Parametrisie-
rungen ¥, x: (@ — b,0] — M mit

Y(y)=y+b und x(y)=a—-y,
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so dass o(1) = 1 und o(x) = —1. Fiir eine 0-Form f erhalten wir den
Hauptsatz [5.47] zuriick:

Je@ar=[ ar=[ =0

Es seien v: [a,b] - U C R™ und f: U — R glatt. Als Motivation fiir
die Definition [6.101] des Kurvenintegrals hatten wir

F(B) — f(2(a)) = /@ GDE /M d(f o) = / dof

gezeigt. Diese Formel haben wir auch im Beweis von Poincaré-
Lemmas benutzt. Wenn ~ eine injektive Immersion ist, dann
ist N = im+ eine Untermannigfaltigkeit, und yo), yox mit ¢, x: (a—
b;0] — R wie oben sind Parametrisierungen. Wir schreiben die obige
Formel um zu

F0)) = £(4(a)) = /8 e /N daf = / ar .

Es sei v: [a,b] — R? eine glatte, geschlossene Kurve mit v*)(a) =
v #F)(b) fiir alle k € N, die eine Fliche A C R? umlduft. Dann
ist M = AUim~ eine Untermannigfaltigkeit mit Rand OM = im~.
Wir orientieren A durch die kanonische Orientierung des R? und sagen,
dass v die Fliache A positiv umléuft, wenn (§(¢)) fiir alle ¢ € [a, b] eine
positive Basis von T,y (OM) ist. In diesem Fall umléuft + die Fliche A
sentgegen dem Uhrzeigersinn.“ Es sei a € Q'(M) eine der Formen

1
x dy, —ydx oder 3 (xdy —ydz) ,

so dass da = dx dy die Volumenform auf A aus Bemerkung [3.56] ist.

Wie in Beispiel [6.111] gilt

Vol(A)—/Mda—/aML*a—La.

Es sei M C R3 eine Fliche und V: M — R3 ein Vektorfeld mit kom-
paktem Tréger. Nach Aufgabe 2 von Blatt 13 gilt fiir die Rotation

trotv(de Ndy Ndz) =d((,V,-))
und nach Aufgabe 2 von Blatt 14 ist

[ wovisyavol = [ = [ .

wobei v: M — R3 der dort definierte positive Normalenvektor sei.
Die rechte Seite lédsst sich wieder als Kurvenintegral schreiben, siehe
Aufgabe 1 von Blatt 14. Diese Gleichung wird oft als Satz von Stokes
oder Rotationssatz bezeichnet.

Es sei M C R? eine dreidimensionale Untermannigfaltigkeit mit glat-
tem Rand OM und V: M — R3 ein glattes Vektorfeld mit kompaktem
Triger. Wie in Aufgabe 2 von Blatt 13 gilt

divV -dx Ady Adz = d(vy (dx A dy A dz))
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und nach Aufgabe 2 von Blatt 14 ergibt sich

/ divV dvoly = (V,v) dvolans

M oM

aus dem Satz von Stokes. Diese Gleichung wird oft Satz von Gaufl
oder Divergenzsatz genannt. Wir lernen noch eine Verallgemeinerung
kennen.

Wenn man sich das Vektorfeld V' als das Geschwindigkeitsfeld der Bewegung
eines Gases zu einer festen Zeit vorstellt, beschreibt rot V' den Drehanteil der
Bewegung: die Richtung von rot V' gibt die Drehachse und der Betrag die Dreh-
geschwindigkeit an. Der Rotationssatz besagt anschaulich: der ,,umlaufende An-
teil der Bewegung am Rand der Fliche M ist das Integral iiber den ,,Drehan-
teil in Richtung der Fliche* (d.h.: Anteil mit Drehachse in Normalenrichtung).
Analog dazu sagt der Divergenzsatz, dass der ,,Gesamtdurchfluss* durch die
Flache OM dem Integral iiber die ,, Volumenverinderung“ im Innern entspricht.

8.65. DEFINITION. Es sei M C R” eine m-dimensionale Untermannigfaltig-
keit mir Rand. Ein tangentiales Vektorfeld ist eine glatte Abbildung V: M —
R"”, so dass V,, € T, M fiir alle x € M.

Die Divergenz divV € C*°(M) ist definiert durch
divV -w=d(yw)

fiir eine Volumenform w € Q™(U) wie in Bemerkung fiir eine orientierte
Teilmenge U C M.

Das dufiere Normalenfeld v: OM — R™ von M ordnet x € M den nach
auflen weisenden Vektor v, € T, M der Lénge 1 zu mit (v,, w) = 0 fiir alle w €
T, (0OM).

8.66. BEMERKUNG. (1) Da d(tyw) € Q™(M), ist divV auf U eindeu-
tig bestimmt. Andert man die Orientierung auf U, so wird w zu —w,
aber divV bleibt erhalten. Also ist divV auf ganz M definiert, auch
wenn M selbst nicht orientierbar ist und keine globale Volumenform
tragt. Auf R™ hat die Divergenz die einfache Form

n
divV => oV,
i=1
auf Untermannigfaltigkeiten ist die Formel komplizierter. Insbesondere

ist die Divergenz nicht vertraglich mit beliebigen Diffeomorphismen.
(2) Es sei U C M wie oben und F': U X (—¢,e) — M glatt mit

F(z,0) ==z und Fo@o)(ent1) = Vi .

Wenn wir Fi(x) = F(xz,t) setzen, beschreibt Fi(x) die Position eines
,, Leilchens® zur Zeit t, das zur Zeit 0 am Punkt x war und sich irgend-
wie auf M bewegt, und zur Zeit 0 die Geschwindigkeit V, hatte. Das



326 8. VEKTORANALYSIS

Volumen der Menge im (F}) dieser Teilchen veréndert sich zur Zeit 0
wie

4 w:d/Ft*w:/ Q(F*w)
dt Jrw) dt Juy Ux{o} Ot
:/ dbenHF*w:/ dF*1yw
Ux{0} Ux{0}

:/ Fg(dbvw):/divv-w
Ux{0} U

nach Aufgabe 3 von Blatt 13, da Fy = idy und Fi,gent1 = Vi
Also beschreibt div V' anschaulich die lokale Volumenédnderung einer
Teilchenmenge, die sich mit Geschwindigkeit V' bewegt.

(3) Analog dazu beschreibt (v, V): OM — R die Geschwindigkeit, mit der
solche Teilchen M durch den Rand OM verlassen, falls V' nach auflen
weist, bzw. in M hineinstrémen, falls V' nach innen weist.

Das folgende Resultat zeigt, dass das Integral iiber die Volumenverdnde-
rung im Inneren von M genau dem Integral des Durchflusses durch den Rand
entspricht, und verallgemeinert Bemerkung .

8.67. SATZ (GauBl; Divergenzsatz). Fs sei V' ein tangentiales Vektorfeld an
eine Untermannigfaltigkeit M mit Rand OM, so dass suppV C M kompakt ist,
und v das dauflere Normalenfeld, dann gilt

/ divV dvoly = (v, V) dvolgps .
M oM

BEwEIs. Wenn M orientierbar ist, fixieren wir eine Volumenform w €
Q™(M) und betrachten die Form o = tyw € Q7' (M). Es gilt da = divV - w
nach Definition [8.65

Fir « € OM sei (va,...,un) eine positive Basis von T,(0M), dann
ist (v, v2,...,v;,) eine positive Basis von T, M. Also ist t,w € Q™ (M) eine
Volumenform auf M. Da w alternierend und multilinear ist, gilt

m

tyw(ve, ... vm) =w({(v,Viv+ Z(y, Vi)Viy U2y« « y Upy)
=2
=, V)yw,
also gilt *av = (v, V),w auf OM.

Aus den obigen Gleichungen folgt

/didevolM:/ da:/ L*a:/ (v, V)dvolgy -
M M oM oM
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Falls M nicht orientierbar ist, wéhle U, (p;)i, (¢;); zu supp V wie in Lem-
ma Die Parametrisierungen induzieren Orientierungen auf im ;. Es folgt
N
/ div V dvoly, = Z/ div(p; V') dvolyy

M j—1 J/im »;

N
:Z/ (v,piVydvolgyr = | (v,V)dvolgy . O
i=1 Jim ey oM

8.68. BEMERKUNG. Der Satz von Gauf ldsst sich ohne Orientierungen und
sogar ohne Differentialformen-Kalkiil formulieren, wenn man eine Formel fiir
die Divergenz ohne w angibt. Er lésst sich mit dhnlichen Methoden wie der
Satz von Stokes beweisen, allerdings machen die Formel fiir die Divergenz und
die Gramsche Determinante den Beweis etwas uniibersichtlicher. Aus dem Di-
vergenzsatz lésst sich dann der Satz von Stokes herleiten. Der hier gewéhlte
Zugang ist etwas umstindlicher, aber wesentlich tibersichtlicher.

Viel Erfolg bei der Klausur.
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Stichwortverzeichnis

Abbildung, [4
cr-,
glatte,
Inklusions-,
Koketten-,

konstante,
kontrahierende, [I8]]

lineare,

messbare, [20§

orthogonale, [T90]

Projektions-, [T45]

zwischen metrischen Réumen,

abgeschlossen, [76] 52

in R,
Ableitung, [Bo7

Aullere,
hohere,
linksseitige,
logarithmische,
partielle,
rechtsseitige,
Richtungs-, [I62]
totale, [759, 297]
Ableitungsregel
Kettenregel
eindimensional, @ @
mehrdimensional, 163] [194] P55)
Leibnizregel, 132
Produktregel, [[32
verallgemeinerte, [I85]
Quotientenregel,
Umkehrregel,
Abschluss,

Absolutbetrag, 7%}
Abstand,

Abstandsfunktion, [/6
abzihlbar,

Addition,
Additionstheorem, [I05]

additiv, [I94] [209
abzéhlbar, [209

333

o-,[209 226

sub-,
Aquivalenz

von Normen,
Aquivalenzklasse, [17]

132} [293

Aquivalenzrelation, [10] [16] [19] [155] [228]
296} BT1]

affn,

Algebra

Banach-,
Boolesche, [7]
o-,[208
Borel-, [208 2173]
Lebesgue, [27§
Produkt-, [27]]
von Teilmengen, 208
alternierend, 283
analytisch
reell,
antisymmetrisch,
Arcuscosinus, [T16]
Arcusfunktionen,
Arcussinus, [T16]
Arcustangens, [TT6]
Argument, [T77]
Assoziativgesetz, [B] [12} [I8] 20} [[46} 242}
73] 285} 287]

auflen, |319

Axiome, [f]
duflere Ableitung, [297]
alternierende Form, 283
Dynkin-System, 239]
Filter, @
Funktor, 288
Kategorie,
Korper, 21]

angeordneter,

Mafraum, [210]
metrischer Raum, [46]

Norm, [T54]
Ordnung, [T3]

Orientierung, [314]
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Peano- fiir N,
o-Algebra, 20§
o-Ring, 207]
Topologie, [[47]
Umgebungen,
Vollstandigkeit
Metrik, [49]
Ordnung, [27]

Ball

metrischer, [/3 [62]
Banach-Tarski-Paradoxon,
Banachalgebra,
Banachraum, [758, [T77] [267]
Basis, 253

duale, m

Logarithmus, [101

positive,
Bernoulli-Ungleichung, [37]
beschrankt, @

essentiell,
Betrag, [Z7, {7}, 60} (13 21

Beweis, [
indirekter,
bijektiv, m EI,
Bild, [7
bilinear, 273|
Bilinearform
symmetrische,
Bogenlange, [263]
Bolzano-Cauchy-Kriterium, 33

Cantorsche Diagonalfolge, [32]
Canchy-Folge, [79 [T33 [[58) [I79} 267 270
Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
Cauchykriterium, [86]

Cavalierisches Prinzip, 245

Cosinus, [I16]

Cosinus Hyperbolicus,

Cotangens, [95] [[27]

Dachprodukt, [285 289} 294]

de Morgansche Regel, [
de Rham-Kohomologie,
Dedekind-Modell von R,
definit, m
Definition
rekursive,
Definitionsbereich, [7]
Determinante, @
Gramsche, [259]
Jacobi-,
Dezimalbruch,
diagonal,
dicht, [69] [280]

Diffeomorphismus,
Differentialform,
exakte,

geschlossene, [195] [299]
Differentialgleichung

Exponentialfunktion,
Differenz

symmetrische, 209

von Mengen, [3]

differenzierbar, [709, [I17]
k-fach, [136,
linksseitig, [111
partiell,
rechtsseitig, [111
stetig, [128 [166]
kefach,
stetig partiell,
total,
unendlich oft,
Dimension, [T88] [307]
Dirac-Folge, 275
disjunkt, [
Distributivgesetz,
Divergenz, [325] [325]
Potenzreihen,

von Folgen, [36] 48] [T49]
von Reihen, [53 03]
Dreiecksungleichung, 24} [46] [47} 124} [125]
[[48} [154} [267]

Dualraum, |283
Durchschnitt, [

Dynkin-System, [239] 244]
e, [T

Eigenschaft
universelle
Produkttopologie, [[45} [165|
Unterraumtopologie, [T44]
Einheitssphére, [[89]
Einschrénkung, [ [63]
Element, [g
inverses, [T8] [20]
neutrales, @,

Elementarmenge, |211

endlich
Mafraum,
o-, 241]
o-,[21§
Entwicklung

Potenzreihen-,
Euklidische Metrik,
exakt

kursiv, 293
Exponentialfunktion, [97HI03] [[1T] [I40]

Differentialgleichung,
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Funktionalgleichung,
komplexe, [97
Reihenentwicklung, [97,
Extremstelle,
lokale, [77¢]
Extremum, [77] [[2]]
lokales, [776, [I38] [I74]

Extremwert, [77]

Fakultit, [T/} [[34]
Faltung, 272]
fast alle, [37]
fast gleich, 227]
fast iiberall, 22§
Filter,
Fixpunkt, @
Fixpunktsatz
Banach,
Fléacheninhalt,
Folge,
Cauchy-, [9
Dirac-,
Index-,
konstante,
Partialsummen-,
Teil-, @
von Funktionen,
folgenkompakt,
folgenstetig, [65, [67}
Form, 283
1-, (173, P59
alternierende, 283
exakte, [[95] [299]
geschlossene, [T95] 299] [322]
Hesse-, [I73]
k-, (259, B0
Multilinear-, [283
Pfaffsche, 289
Volumen-, [319]

Formel

Eulersche,
Fortsetzung

stetige, [71] [126]
Fundamentalform, [259)
Fundamentalsatz der Algebra,
Funktion, @

Aveus-, [[16} [120} (120

Betrags-, [66] [[12]
differenzierbare,

einfache,

Exponential-, [07HI03] [I40]
Gamma-, [[34]

Hyperbel-, [[40]

implizite, [I87]

Indikator-,

integrierbare,

Komponenten-, 146} [165} 192} [290]

konkave, [[22]

konstante, [66] [74] [L10] [I19]

konvexe, [[22} [273]

Koordinaten-, [[94] [289]

lineare,

Logarithmus-, [140

messbare,

p-integrable, m

Potenz-, [IT5|

rationale,

Regel., 53 (125, P13, 230

Stamnr, (59, [0T} 125} [19% [173

Treppen-, [83 222} 234

Umkehr-, [74] 09} [T14]

Vorzeichen-, [70} [T12]

Winkel-
140!

Funktionalgleichung
Exponentialfunktion,
Gamma-Funktion, [[34]
Logarithmus,

Funktionen
Komponenten-, [289]

Funktor,

Gamma-Funktion, [134
Gaufsche Glockenfunktion, [272]
geschlossen
kursiv, 293
Gewicht,
gleichméchtig, [9
Grad
Form,
Polynom, @
Graph, [}
Grenzfunktion, [79]
Grenzwert
einer Folge, 48],
einer Funktion, [69 [70] [126]
linksseitiger, [70, [BF]
rechtsseitiger, [70, [BH]
Gruppe
allgemeine lineare,
Lie-,
orthogonale, m
spezielle, m
spezielle lineare, [190

Héufungspunkt
einer Folge, [36 [44]
einer Menge, [69, [70]

Halbordnung, [73, 25H27]

335
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Hauptachsentransformation, [176
Hauptkriimmung,

Hauptsatz, [128} [[38) [194] [197] 237 [283]
(298, B9}, 321} 324

Hausdorff-Eigenschaft,
Heine-Borel-Eigenschaft,
Hesse-Form, [T73]
Hesse-Matrix, [I73]
Holder-Ungleichung,
Homoomorphismus,
Homogenitét, [T54] 267]
Homotopie

freie,

glatte,

Koketten-,

Null-, [[99]

relative, [195
Homotopiedquivalenz, 299} [312]
Homotopieinvarianz

de Rham Kohomologie,

de Rham-Kohomologie, [322]

Kurvenintegral, [T95]
Homotopieklassen, [296,
Hyperbelfunktionen,

Identités, [§
Imaginérteil,
Immersion, @

Index, [35]

Indexfolge, [43]

Indikatorfunktion, [206] 222] 246]
Induktion
vollsténdige, [[3HIH|
Infimun, [23, 229 B () [73, 223
injektiv, [4
Inklusion, [§] [64]
Integral,
Differentialform,
gewichtetes,
Kurven-, 283} 324
Lebesgue-,
Lebesgue-Stieltjes-,
Mehrfach-,
Regel.,
Riemann-, [90, [205] 235]
uneigentliches, [737 236]
Integration
durch Partialbruchzerlegung, [[35]
durch Substitution, [136] [195] 249]
partielle,
Transformationsformel,
integrierbar, [223, [265]

Differentialform, [313|

Lebesgue-,

Lebesgue-Stieltjes-,

Riemann-, [97} [235]
Interpolationsungleichung, 266]
Intervall, (35, [33}{39) [73}{75} [[TCHT22}

(281131} [[37] [T46} 2TT]

abgeschlossenes,

kompaktes, [78]

offenes, [35] [61] [62]

reelles, [33

erweitertes, [73

Intervallschachtelung, [A2H43]
Invarianz

Diffeomorphie-,

Isometrie-, (00}, 213} (221} 57 [553 27)

Parametrisierungs-,

unter Umparametrisierung, @
Inverses

additives, [I§

Morphismus, [299

multiplikatives, [T9] 20} [£7]
Isometrie

Euklidische,
Isomorphismus,

Jacobi-Matrix, [166] [188]
Jensen-Ungleichung,

Karte, [189 [257] [302] [306]
Kategorie, [257
Kettenregel
eindimensional, m m
mehrdimensional,
Klasse, 287
Koeffizienten, [67]
Korper, 20} [2] [99]
angeordneter,
archimedisch, @
vollsténdig,
der rationalen Funktionen,
Kohomologie,

de Rham-, 53 (273 BTT} 23
Kommutativgesetz, [} [[2} [[8] 20] (4] 273
graduiertes, 285
Kompakt, [T £33 BT
folgen-, [74,
Komplement, @,
Komplex,
de Rham-,
Konjugation
komplexe, [47]
konkav,
streng, [122]
konstant, [83] [[19]
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kontravariant,
Konvergenz
absolute, 171] [22§]
dominierte, 261], 268 73]
gleichméBige, [5, [83] [B8] [0F] [06] [[29]
59 223
lokal,
in R, [36]
monotone, 2% [T 75 (226 [6T) 270}
normale, [9]]
Potenzreihen, [9]]

punktweise, [79 [82} 222] 232]
von Folgen, [36 37} 39} A1} [£4] 48] [149]

von Integralen, [T32] 228] 267]

von Reihen, [53
Konvergenzkriterium

Bolzano-Cauchy-, [86] [£33]

Leibniz-,

Majoranten-, 4

Monotonie,

Monotonie-,

Potenzreihen,

Quotienten-, 57} [04]

Wurzel-, 4
Konvergenzradius, [97
konvex,

Menge, [122] [300]

streng, [122]
kovariant, [283
Kreiszahl, [T07]

Kiirzungsregel, [12] [I§]
Kurve, @

geschlossene, [195] 203} [324]

rektifizierbare, 264]
Kurvendiskussion,

Kurvenintegral, [283] [324]

L’Hospitalsche Regel,
Lénge
Multiindex, m
Lagrange-Restglied,
Lagrangesche Multiplikatorregel,
Landau-Symbol,
Lebesgue-Maf3,
Lebesgue-Stieltjes-Ma8, 215
Lebesgue-Zahl, [T]9 [197]
Lebesguescher Uberdeckungssatz,
o7
Leibniz-Kriterium,
Leibnizregel,
Leibnizregel:, 297]
Lemma, [26]
Fatou,
Poincaré, [300} 322
1-Formen, [283] 324

&
Q0
()

Lie-Gruppe, [190]

Limes
einer Folge,
inferior, [/4
superior, [£4] 222]

tinear, 53} (12} 125, (177 (173 229

Logarithmus, [96] [[15] 123} [[32} [[40]
binérer, [[07] [TT16]
dekadischer, [T01] [TT6]
natiirlicher, [99 [T16]
Reihenentwicklung, [T02] [T40]

lokal, [64} [TI0]

Méchtigkeit, [10]

Majorante, [56]

Ma8, 217
dufleres,
Borel-, [233
Lebesgue-, [206]
Lebesgue-Stieltjes-,
Produkt-,
vollstandiges,
Volumen-, [261
Wabhrscheinlichkeits-,
Zahl.,

Mafiraum,

Matrix
Hesse-, [I73]
inverse, [I79]
Jacobi-,
Rang, [T90]

symmetrische, [[97]

transponierte, [T90} 25§

Maximalstelle, [77]

lokale,

Maximum, @ @ m @
lokales, [138 [T74]
strenges, [I38]

Maximumsnorm,

Menge, [T} 2]

Borel-,

Elementar-, [211
endliche,
messbare,
Null-,
unendliche,
messbar,
Borel-,
endlich,
Lebesgue-, [219

-y @
Metrik, [125] [157]
Euklidische, [[25} [T55} [206]

p-[125]
Supremums-, [80, [T55] [I87]
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vollsténdige, [{9
Minimalstelle,

lokale, [77¢]
Minimum, [23, [77 [21] 22]]
lokales, [138 [I74]
strenges, [I3§]
Minkowski-Ungleichung,
266} [267]

Minorante, [56]

Mittel
gewichtetes, 88
Mittelwertsatz

Differentialrechnung,
[L67 [183]
Integralrechnung,
zweite Ableitung,
Modul,
freier, 289
monoton, 77} {7} [CT9HIZ3, (215} TS} (223
streng, [0} 73 [(TOHIZ3
Monotonie
Integral, [T33] 234]
Monotoniekriterium, 2] @8] [148] 28]
Morphismus,
Multiindex, [T69] 277]
multilinear, [I67] 283
Multiplikation, [TT]
p-fast gleich, 227]
p-fast iiberall, [228]

Nachfolger in N,
natiirlich, [291]
Negativteil,

Norm, |15/
&
Euklidische, [[23] [[54} [I76]
pa
Maximums-,
Operator-,
p-, [23} [154]
Supremums-, [94] [T54]
Nullfolge,
Nullmenge,
Nullstelle, [74] [I35] 20T]

Objekt, 257
offen, 48| [14 1}

in R,
Operatornorm, [758, [I7§
Ordnung,
ordnungserhaltend, [£
ordnungsumkehrend, [
orientierbar,
Orientierung,

kanonische, [314]
Rand-,
orthogonal, [T90]

Paar,
Paradoxon
Banach-Tarski, 207} 213] 224]
Parametrisierung, [258, [302]
positive,
Partialbruchzerlegung,
Partialsumme, @
partielle Ableitung, [163
partielle Integration,
Partition der Eins, [316]
Peano-Axiome, [T5]

Permutation, [T73} [284]

., 07

Planimeter, 203
Poincaré-Lemma, 322

1-Formen, 233} 324
Polarkoordinaten, [256]

Polynom, [67]

Taylor-,
Polynomdivision,
Positivitét, [46] [T48] [267]

Positivteil,

Poten, [T} (7, (3 75} [[00} (LT3} (5
Potenzfunktion, [115

Potenzmenge, [7] [6] [[41]

Potenzreihe, [93 [[31] [I37] [I79]
Potenzreihen-Entwicklung, 171
Produkt

alternierendes, [255] [289] [294]

Cauchy-, [07]

endliches,

kartesisches, |Z|,

Mafrdume,

Produktregel,
verallgemeinerte, |185)

Produkttopologie, [I75} [[55} [165] 238

Projektion, [[45]

Proposition, [f]

Prositivitat, @

Punkt

Haufungs-,

innerer, [37] [48] [I75]

isolierter,

kritischer,

Rand-,

regulirer,

singulérer, 188 [307]

Wende-, [[39]

strenger, [I39]

Quader, [271]]
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Quotientenkriterium, P4 Gauf-,
Quotientenregel, Green, [203] 283
Haupt-, [[28} 138} [97 (97 [57) 53
Rand, 73 98| BT0} B2, B2
Randpunkt, 75 Hauptachsentransformation,
Rang, [T90] Heine-Borel,
Raum Homotopieinvarianz
Banach-, 267 270 de Rham Kohomologie,
Hausdorff-, @ @ de Rham-Kohomologie,
MagR-, Kurvenintegral,
metrischer, @ implizite Funktionen,
Tangential-, Konvergenz
topologischer, dominierte,
Realteil, 278 280
reflexiv, [T3] monotone, [228] [237] [245] [246] [267]
Regel 270
L’Hospital, 27 £33 Konvergenzradius, [93)]
Regelfunktion, [8 [[25] 2T3] 234] L’Hospitalsche Regel, [127] 133
regulér, [Bo7 Lagrange-Multiplikatoren, [304
(MaBtheorie), Lebesgue
Reihe, [53 [209] dominierte Konvergenz, 234
alternierende, [235] 267}, 268} | 280
Cotangens-, |§_5| Uberdeckungs-, [150} [197]
Exponential-, [97 Levi, B., [228] 231] 245} [246] [261] [270]
geometrische, [52] [04] Mittelwert-
harmonische, [53] Differentialrechnung,
alternierende, [54] [I67] 183
Logarithmus-, [I02] [I40] Integralrechnung, - [128] [133]
Neumann-, [T79] zweite Ableltung7
Potenz-, [93, [137 [140] Poincaré-Lemma, [300]
Taylor-, 1-Formen, [T99] @ Bzg
Umordnung, reguldrer Wert,
von Funktionen, Rolle,
Relation, Rotations-, [324]
Richtungsableitung, 162 Schranken-, [182
Ring Schwarz,
o-,[207 Steinitz, [254]
von Teilmengen, [207] Stokes,
Rotation, [324] Taylor,
Rotationstorus, [263] Lagrange-Restglied,
Russellsche Antinomie, [287] Tonelli,
Russelsche Antinomie, Transformationsformel,
SIB)
Satz, [2] Umbkehr-
Gauf}, differenzierbare Abbildungen,
Banachscher Fixpunkt-, [181] [184] 252 254, 258
Bolzano-Weierstraf, 50} [76] [117] differenzierbare Funktionen, [T20
[I57] 153} [T} [I82] 2373 stetige Funktionen, [74] [99] [L20]
Cauchy-Produkt, [97] Umordnungs-, 8
Divergenz-, [325] [326] Zwischenwert-, [89 P9l
Existenz von Extrema, [77] [[17} [[5]] [I20] 147
Fatou-Lemma, [237] Schnitt, [242]
Fischer-Riesz, Schranke, [25
Fubini, 253} 271} [321] Schrankensatz, [I82

Fundamental- der Algebra, [[35] Sekante, [T09] [TI8|



340 STICHWORTVERZEICHNIS

semidefinit, [173
o-additiv, 226]
o-Algebra,
Borel-,
Lebesgue-, [21§
Produkt-, [27]]
o-endlich, [278 240] 247]
o-Ring, [207
Signum, [70} [12]
singulér, [B07
Singularitét, [132]
Sinus, @
Sinus Hyperbolicus, [10/]
Skalarprodukt,
Sphére,
Stammfunktion,
Steigung, [109)
sternférmig, [300)

stetig, [63, B3 (125 13, 220, 273
bei 7,63 [0
folgen-, [63 BT}
gleichméBig,
subadditiv,
Substitution,
Summe
endliche, [B7]

geometrische, [F1] [I79]
Partial-, 73, F350 KT} B9
Teleskop-, [52] [I80]

unendliche, [52]

Suprenum, (23 [0 25} [T} [ [77) 223
essentielles, [267]
Supremumsmetrik, 87} [B3] [I3T]
Supremumsnorm, [94]
surjektiv, [3
Symbol
Landau-, [139
Symmetrie, [46]
System
Dynkin-,

Tangens,
Tangente, [I09]
Tangentialraum,
Taylor-Polynom,
Taylor-Reihe,
Teilfolge, [{3 [A9]
Teilmenge, [J
echte, [3
Topologie,
diskrete, [T4]]
Klumpen-, [T47] [T49]
metrische, [[43)]
Norm-, [I55]

Produkt-, [T73 [T55} [165} 238

Spur-, [[44]

Unterraum-,
Torus, 263]
total (Ordnung),
Tréger, [279, [315]

kompakter, 279]
Transformationsformel, [259] 271} B13]
transitiv, [I3] 296
Transposition, 253|
Treppenfunktion,
Tupel, |Z|

iiberabzdhlbar,

Uberdeckung, [149,

Uberdeckungssatz von Lebesgue,
Umgebung, [48] [61} [[26]

&= Eﬂ m
in R, u
Umgebungsbasis,
Umkehrabbildung, [9
Umkehrfunktion, [74]
Umkehrregel,
Umbkehrsatz
differenzierbare Abbildungen, [I83] 252}
differenzierbare Funktionen, m
stetige Funktionen, [74]
Umordnungssatz,
Umparametrisierung, [[94]
unendlich viele, [35]
Ungleichung, [37]
Bernoulli-, [37]
Cauchy-Schwarz-, [266]
Dreiecks-, @ 154
Holder-, 266], [280]
Interpolations-, [266,
Jensen-, 273
Minkowski-, 154] [266]
Untermannigfaltigkeit, [788} [257]
geschlossene, [72]
mit Rand, [30]]
orientierte,
Unterraumtopologie,
Urbild, [3

Vektoren
Einheits-, [I63]
Tangential-,
Vektorfeld, [325
Vektorraum, [53} 54} [66] [67] B3] [T12] [128]
normierter, [266]
Quotienten-, [265] 293]
Vereinigung, [3} [26]
Verkettung, [8 [63} [287]



STICHWORTVERZEICHNIS

Verkniipfungen,

Verzerrung,
vollsténdig

Ma,

Metrik, 74 BT

metrisch, 270]

Ordnung,
volumenerhaltend,
Vorzeichen, [T73] 284
Vorzeichenfunktion, [70}

Wabhrscheinlichkeitsmaf, 273
Weg, [147) [193]
wegzusammenhingend,
Wendepunkt, [[39]
strenger, [I39
Wert
kritischer, @
reguldrer, [788 [303] [307] [320]
Satz vom, [I89] [303|
singulérer, [788 [307]
Wertebereich, [7
Winkelfunktionen,
1140
Wurzel, [30] (43} [75]
Wurzelkriterium,

Zahl
Lebesgue-,
Zahlen
ganze, [1§
komplexe, [{7
natiirliche,
rationale, [20, [21]
reelle,
erweiterte, [33]
Zahlenkugel
Riemannsche,
zuriickholen,
zusammenhéngend, [189]
einfach,
we-, [T [0
zusammenziehbar, [300}
Zwischenwertsatz,
20} [147]

341



	Kapitel 1. Zahlen
	1.1. Mengen
	1.2. Abbildungen
	1.3. Natürliche Zahlen
	1.4. Ganze und Rationale Zahlen
	1.5. Reelle Zahlen

	Kapitel 2. Folgen, Reihen, Grenzwerte
	2.1. Grenzwerte
	2.2. Konvergenzkriterien
	2.3. Metrische Vollständigkeit
	2.4. Reihen

	Kapitel 3. Stetigkeit und Integral
	3.1. Funktionen und Stetigkeit
	3.2. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit
	3.3. Der Zwischenwertsatz und stetige Umkehrbarkeit
	3.4. Stetige Funktionen auf Kompakten Mengen
	3.5. Die Metrik der gleichmäßigen Konvergenz
	3.6. Das Regelintegral

	Kapitel 4. Reihen von Funktionen
	4.1. Potenzreihen
	4.2. Exponentialfunktion und Logarithmus
	4.3. Winkelfunktionen

	Kapitel 5. Infinitesimalrechnung in einer Veränderlichen
	5.1. Die Ableitung
	5.2. Ableitungsregeln
	5.3. Differenzierbare Funktionen
	5.4. Differentiation und Integration
	5.5. Integrationstechniken
	5.6. Höhere Ableitungen und die Taylor-Formel

	Kapitel 6. Differentialrechnung in mehreren Veränderlichen
	6.1. Topologische Räume
	6.2. Normierte Vektorräume
	6.3. Differenzierbare Abbildungen
	6.4. Höhere Ableitungen
	6.5. Lokale Umkehrbarkeit
	6.6. Kurvenintegrale

	Kapitel 7. Das Lebesgue-Integral
	7.1. Maßräume
	7.2. Das Lebesgue-Maß
	7.3. Integration auf Maßräumen
	7.4. Konvergenzsätze
	7.5. Vergleich mit Regel- und Riemann-Integral
	7.6. Produkte und Mehrfachintegrale
	7.7. Die Transformationsformel
	7.8. Integration über Untermannigfaltigkeiten
	7.9. Die Räume Lp(X)

	Kapitel 8. Vektoranalysis
	8.1. Differentialformen
	8.2. De Rham-Kohomologie
	8.3. Untermannigfaltigkeiten mit Rand
	8.4. Integration von Differentialformen
	8.5. Die Sätze von Stokes und Gauß

	Notation
	Stichwortverzeichnis

