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Einleitung

In der Analysis lernt man viele lineare Abbildungen kennen. Beispielsweise ist Differentiation
eine lineare Abbildung C*(Q) — C*¥~1(Q2), und Integration ist eine lineare Abbildung L'(Q) — R,
jeweils fiir eine offene Teilmenge {2 € R™. Eine lineare Differentialgleichung ist also eigentlich nichts
anderes als ein lineares Gleichungssystem.

Da die beteiligten Vektorrdume in der Regel unendlich-dimensional sind, funktionieren die iibli-
chen Methoden und Konzepte der linearen Algebra (wie beispielsweise das Gauverfahren oder das
charakteristische Polynom) nicht. Manche numerische Verfahren liefern N&herungslosungen. Aber
dazu muss man erst einmal wissen, was eine ,,Naherungslosung* {iberhaupt ist. Auflerdem sollte man
beweisen konnen, dass eine exakte Losung existiert, und dass eine Folge von N&dherungslésungen
gegen eine Losung konvergiert. Um dariiber sprechen zu kénnen, braucht man einen Konvergenz-
begriff auf den beteiligten Vektorriumen, beispielsweise eine Topologie oder eine Norm.

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit normierten und topologischen Vektorrdumen, und
stellt einen gewissen Vorrat an Methoden bereit, um lineare Gleichungen in diesen Vektorraumen zu
l6sen. Im Folgenden werden wir zum einen solche abstrakten Methoden kennenlernen. Zum anderen
weren wir einige typische konkrete Probleme betrachten, die sich mit diesen Methoden 16sen lassen.

0.1. BEISPIEL. Es sei Q C R” offen, beschridnkt, mit glattem Rand, und g: & — C sei eine
Funktion. Gesucht ist eine Funktion f: Q@ — C, so dass Af = g, hierbei ist A = divgrad der
Laplace-Operator. Der Laplace-Operator leitet zweimal ab, macht also aus einer C*-Funktion eine
C*F=2_Funktion, falls k& > 2. Er ist linear, also kénnen wir die obige Poisson-Gleichung als ein
,unendlich-dimensionales lineares Gleichungssystem* auffassen.

Ohne Zusatzbedingungen ist das Problem sicher nicht eindeutig 16sbar, beispielsweise 16st je-
de affine Funktion f(z) = (x,v) + b fiir v € C" und b € C die obige Gleichung mit ¢ = 0. Wir
konnen aber fordern, dass f eine stetige Fortsetzung auf den Rand 0€) besitzt und dort verschwin-
det; den Raum solcher C*-Funktionen bezeichnen wir mit C§(Q). Es stellt sich also die Frage,
ob A: CE(Q) — C*%(Q) invertierbar ist, und ob die Umkehrabbildungabbildung stetig ist, das
heifit, ob die Losung f stetig von der rechten Seite g abhingt.

0.2. BEISPIEL. Wir betrachten wieder den Laplace-Operator auf €2 wie oben. Gegeben sei eine
Funktion fo: © — C. Gesucht ist 7 > 0 und eine Funktion f: Q x [0,7) — C mit f(-,0) = fo, die
eine der folgenden Gleichungen 16st:

(1) f=Af (Warmeleitungsgleichung)
(2) f=Af (Wellengleichung), oder
(3) if=Af (Schrodingergleichung),

wobei f die Ableitung von f nach der ,Zeit“ ¢ bezeichne, wihrend A nur in ,Raumrichtung®,
das heifit in Richtung des R™ ableitet. Gleichungen dieser Form sind einfache Beispiele (linea-
rer) Evolutionsgleichungen. Sie beschreiben, wie sich ein (zum Beispiel physikalisches) System mit
Anfangszustand fp im Laufe der Zeit ¢ > 0 entwickelt (fiir die Wellengleichung sollten wir auch
noch f(-,0) = go fordern).



Bei geeigneten Randbedingungen ist der Laplace-Operator ,,formal selbstadjungiert.“ Beispiels-
weise gilt nach dem Satz von Green fiir alle f, g € C3(12), dass

(~Af.g) e z—/QAf-gdA=/Q<gradf,gradg> dA:—/Qf‘AgdAz (/. ~Ag) .

Ein moglicher Losungsansatz konnte daher sein, Eigenwerte des Laplace-Operators zu finden, also
Funktionen in uy € C§°(Q2), so dass
Au A= —A uy -

Dann erhalten wir elementare Losungen der Form e *u, fiir die Wellengleichung (1), eFIVAL
fir die Wiarmeleitungsgleichung (2), und e~ u, fiir die Schrédingergleichung (3). Da es zu jeder
Eigenfunktion zwei Losungen der Wellengleichung gibt, sollten wir neben fy auch einen Grenzwert
fiir f fiir t — 0 angeben.

Nach dem Spektralsatz gibt es fiir jeden kompakten selbstadjungierten Operator A auf einem
separablen Hilbertraum H stets eine Hilbert-Basis (u;);en aus Eigenvektoren w; zu p; € R, das
heift, es gilt (u;, u;) = d;5, und fiir alle v € H existiert eine Folge (a;); € /2, so dass

oo
v = E a; U .
=0

Auflerdem gilt
lim p; =0.

1— 00
Man beachte: da wir unendliche Reihen anstelle von Linearkombinationen betrachten, ist eine
Hilbertbasis in der Regel keine Basis im Sinne der linearen Algebra.
Der Operator A = (1 — A)~! auf H = L?(Q) erfiillt die Voraussetzungen des Spektralsatzes,
und die Eigenvektoren u; sind gleichzeitig Figenvektoren von A zum Eigenwert \; = i — 1. Wir

schreiben
oo
fo=_aiu
i=0
und konstruieren Losungen unser Evolutionsgleichungen als Reihen, zum Beispiel
o
f(z,t) Z a; e Ntu(x)
i=0

als Losung der Warmeleitungsgleichung. Wir miissen noch iiberpriifen, ob diese Reihe konvergiert,
und ob die Grenzfunktion die Wiarmeleitungsgleichung mit der korrekten Anfangsbedingung l6st.
Fiir die anderen beiden Gleichungen kénnen wir dhnlich vorgehen.



KAPITEL 1

Banachridume und stetige lineare Abbildungen

Wir wiederholen Normen, Metriken, Topologien und Vollstdndigkeit. Anschlieffend definieren
Banachraume und stetige lineare Abbildungen. Diese Begriffe sind zentral fiir die gesamte Vorlesung.
Wir erinnern uns an einige Konzepte aus der Analysis 2, siehe [5, Kap 6]. Dazu benétigen wir
den Absolutbetrag |z| auf R und |z + iy| = /22 + y? € R auf C, mit den folgenden Eigenschaften,
jeweils fiir alle A, u € R oder C.
(1) Positivitit. |[A\| > 0, und |A| = 0 genau dann, wenn A = 0.
(2) Subadditivitit. |\ + p| < |A] + |pl.
(3) Multiplikativitat. |Au| = |A| - ||
1.1. DEFINITION. Es sei X ein k-Vektorraum, mit k = R oder C. Eine Norm auf X ist eine
Abbildung || - || : X — R mit den folgenden Eigenschaften, jeweils fiir alle x, y € X und X € k.
(1) Positivitdt. ||z|| > 0, und ||z|| = 0 genau dann, wenn = = 0.
(2) Subadditivitit. ||z +y|| < |lz|| + ||y|-
(3) Homogenitdt. || Az| = |A| - ||z
Ein Vektorraum mit einer Norm heifit kurz normierter Vektorraum.

Es ist manchmal sinnvoll, auch oo als Wert einer Norm zuzulassen. Die Axiome (1)—(3) lassen
sich entsprechend interpretieren. Oftmals definiert man zunéchst eine Norm mit Werten in [0, oo].
Die Elemente endlicher Norm bilden einen Untervektorraum, auf den man sich anschlieend ein-
schrinken kann, siehe etwa Definitionen 1.14 und 1.21.

1.2. BEMERKUNG. Wir kennen auch die Begriffe Metrik und Topologie.

(1) Jede Norm auf einem Vektorraum X induziert eine Metrik auf der Menge der Vektoren
in X.

(2) Jede Metrik auf einer Menge induziert eine Topologie auf dieser Menge.

(3) Aquivalente Normen induzieren die gleiche Topologie.

(4) Begriffe wie ,,Konvergenz“ und ,,Stetigkeit“ héngen nur von der Topologie ab. Also bedeu-
tet sie fiir Aquivalente Normen das gleiche.

1.3. BEISPIEL. Auf R™ und C” sind jeweils alle Normen &quivalent. Also ist hier der Konver-
genzbegriff unabhéngig von der Norm.

1.4. DEFINITION. Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Cauchy-Folge in M ist eine Fol-
ge (Pn)nen, so dass fiir alle € > 0 ein ng € N existiert mit

d(pm,pn) < € fiir alle m,mn > ng .

1.5. BEMERKUNG. Dieser Begriff hingt von der Metrik ab, nicht nur von der Topologie.

(1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
(2) Es gibt Cauchy-Folgen in Q, die nicht konvergieren.

1.6. DEFINITION.
(1) Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

5



(2) Ein normierter Vektorraum heifit Banachraum, wenn die induzierte Metrik vollsténdig ist.

Die reellen Zahlen sind vollstdndig und auch alle endlich-dimensionale normierten R- und C-
Vektorrdaume.

1.7. BEISPIEL. Es sei 2 C R" offen und versehen mit dem Lebesgue-Mafl. Wir wissen schon
oder werden noch sehen, dass die folgenden normierten Vektorrdume vollstdndig sind.

(1) Der Raum C%(Q,k) der stetigen Funktionen auf Q mit der Supremumsnorm || - ||, siche
Satz 2.3.

(2) Der Raum C*%(Q,k) der k-fach differenzierbaren Funktionen, deren k-te Ableitung a-
Holdersch ist, fir k € Nund 0 < a < 1.

(3) Der Raum L*°(£,k) der fast iiberall beschrinkten Funktionen.

(4) Der Raum LP(Q,k) der p-integrierbaren Funktionen fiir 1 < p < oo, siehe Satz 1.27.

(5) Der Sobolev-Raum W*P(Q, k) der k-fach schwach differenzierbaren Funktionen, deren Ab-

leitungen in LP liegen, mit k € Nund 1 < p < o0.

sup’

1.8. SaTz (Cantor [7, Satz 1.1]). Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann existiert ein metri-
scher Raum (M,d) und eine isometrische Einbettung .: M — M, so dass
(1) (M,d) vollstindig und
(2) ime C M dicht ist.
Wenn o'+ M — M die gleichen Eigenschaften hat, gibt es eine eindeutige Isometrie g: M — M’,
so dass ! =gou.

Man nennt (M, d) die Vervollstindigung von (M, d). Sie hiingt nicht nur von M, sondern auch
von d ab.

1.9. BEISPIEL. Aus der Analysis kennen wir Beispiele von Vervollstéindigungen. Sei ) # Q C R"
offen.

(1) Es gilt R = Q. Wenn man R noch nicht kennt, muss man beim Beweis ein wenig aufpassen,
da man keine R-wertigen Normen oder Metriken betrachten darf. Abgesehen davon kann
man R wie oben konstruieren.

(2) In Definition 1.29 fiihren wir den Raum C?(€, k) der Funktionen mit kompaktem Triiger

ein. Seine Vervollstindigung beziiglich der Supremumsnorm || - [|,, ist

Co(k) = { f € CO(Q;k) | fiir alle e > 0 existiert ein Kompaktum K C €

so dass Hf]Q\KH <8}

sup

(Ubung). Man sagt, dass Elemente von CJ(£2;k) ,am Rand verschwinden“ oder , bei Un-
endlich verschwinden*“, obwohl €2 weder einen Rand noch unendlich ferne Punkte enthélt.
(3) Fiir 1 < p < o0, ist LP(2) die Vervollstindigung von C9(), versehen mit der LP-Norm,
siehe Satz 1.30.
(4) Fiir p = oo stimmt das nicht mehr, beispielsweise enthélt LP(€2) die konstante Funktion 1,
die sich nicht durch kompakt getragene Funktionen approximieren lisst, siehe (2).
1.10. DEFINITION. Sei X ein k-Vektorraum. Eine Abbildung (-, -): X x X — k heit Skalar-
produkt, wenn sie fiir alle x, y € X folgendes erfiillt.
(1) Linear im zweiten Argument. Die Abbildung (x, -): X — k ist linear.
(2) Hermitesch. (y,z) = (z,y).
(3) Positiv definit. Es gilt (x,xz) > 0, und (z,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.
Dann heifit ||z]| = \/(x,z) die zugehorige Norm. Wenn (X, || -||) vollstdndig ist, heiit (X, |/ -]|) ein
Hilbertraum.



Hilbertrdume sind in gewisser Weise die einfachsten Banachrdume. Sie spielen eine grofie Rolle
in der Physik, beispielsweise in der Quantenmechanik. Meistens verlangt man dabei zusétzlich, dass
der Grundkorper C ist.

Skalarprodukte sind Sesquilinearformen, das heift, sie sind im ersten Argument antilinear und
im zweiten linear. In der Literatur sind Sesquilinearformen und Skalarprodukte auch oft im ersten
Argument linear und im zweiten antilinear. Beide Konventionen haben Vor- und Nachteile; in jedem
Fall sollte man bei jedem Buch schauen, welche Konvention dort benutzt wird.

In der obigen Definition wurde stillschweigend benutzt, dass (x,z) € R wegen (2), und dass die
Abbildung || - || : X — R eine Norm ist, siehe Proposition 1.12

1.11. BEIspiEL. Wir kennen einige Hilbertrdume aus der linearen Algebra und Analysis.
(1) Endlich-dimensionale reelle Hilbertraume sind gerade Euklidische Vektorrdume.
(2) Endlich-dimensionale komplexe Hilbertrdume sind gerade Hermitesche Vektorrdume.
(3) Der Raum der komplexwertigen, quadratsummierbaren Folgen ist ein Hilbertraum und
wird mit 2 bezeichnet.
(4) Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum, dann ist L?(Q) ein Hilbertraum (siehe Satz 1.27) mit

/f gdu .

Spiter werden wir sehen, dass L?(2) = ¢2 gilt, wenn ) # Q C R” offen ist und versehen mit dem
Lebesgue-Ma$.

1.12. PROPOSITION. Es sei (X, (-, -)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt fir alle x,
yeX:
(1) Cauchy-Schwarz-Ungleichung. [(x,y)| < ||z|| - ||y||, und ,=“ genau dann, wenn x und y
linear abhdngig sind, sowie
(2) Dreiecksungleichung. ||z + y|| < ||z + [ly]|-

Insbesondere ist || - || tatséchlich eine Norm.

1.13. BEMERKUNG. Eine Norm kommt genau dann von einem Skalarprodukt her, wenn sie die
Parallelogrammidentitdt
2 2 2 2
2 +ylI” + llz —yll” = 2|[=]]" + 2y
erfiillt. In diesem Fall erhalten wir das zugehotrige Skalarprodukt durch die Polarisationsformel

1 ..
(z,y) = 1(!\$+yll2— lz = yl?) firk=R,

1 2 n Loy 2 2 .
(w.y) = 7 (lz + 917 = llz = ylI") + 7 (liz+yl” = lliz - y[) fiir k = C .

1.14. DEFINITION. Es seien (X, | -[/x), (Y, -|ly) normierte k-Vektorraume. Fiir eine lineare
Abbildung A: X — Y definieren wir die Operatornorm mit Werten in [0, oo] durch
[Allop = sup  [[A(2)]ly -
xEX,”xngl

Man nennt A beschrinkt, wenn [|Al|,, < oo, und schreibt
L(X,Y)={A: X =Y | Alinear und beschréinkt } .

Der Raum (£(X,Y), ||| Op) ist offensichtlich wieder ein normierter k-Vektorraum. Solange wir
nur die Operatornorm betrachten, schreiben wir auch kurz ||AJ.

1.15. PROPOSITION. Es seien (X, || | ), (Y,|-|ly) normierte k-Vektorriume und A: X —'Y
set linear. Dann sind dquivalent



(1) A ist beschrinkt,
(2) A ist stetig beziiglich der durch die Normen induzierten Topologien,
(3) A ist stetig im Punkt 0.

1.16. BEMERKUNG. Es seien (X, |- x), (Y, lly), (Z,||-||;) normierte k-Vektorrdume.

(1) Es seien f: Y — Z und g: X — Y linear und beschrénkt. Dann ist auch fog: X — Z
linear und beschrankt mit

1f o gllop < M fllop - lgllop -

(2) Die Verkettung liefert eine k-bilineare Abbildung
(ﬁ(Y; Z)? H : Hop) X (ﬁ(X7Y)7 ” : Hop) L> (ﬁ(X7 Z)? H : ||op) )

beispielsweise gilt (f + Ag) o h = f o h + A(g o h). Man sagt auch, die normierten k-
Vektorrdume mit den beschréankten linearen Abbildungen bilden eine diber k- Vektorrdumen

angereicherte Kategorie.
(3) Insbesondere ist £(X, X) fiir alle (X, |- ||y) eine k-Algebra mit Eins.

1.17. SaTz. Es seien (X, ||| x), (Y, |ly) normierte k-Vektorriume, und Y sei vollstindig.
Dann ist auch (L(X,Y), |- Hop) vollstindig.

1.18. BEMERKUNG. Zu den Voraussetzungen im Satz.

(1) Wenn Y nicht vollstidndig ist, stimmt der Satz nicht. Dazu betrachte (X, ||| y) = (k,|-])
und

(LEY) - Nlop) = (Vll-lly) -

(2) Der Raum X muss nicht vollstindig sein. Sei Y vollstindig und X die Vervollstindigung
von X, dann gilt

L(X)Y) =2 L(X)Y).

Wir lassen in Zukunft die Norm gern weg, wenn aus dem Kontext klar ist, welche Norm wir
meinen.

1.19. DEFINITION. Es sei X ein normierter Vektorraum. Der Raum X’ = £(X, k) heifit Dual-
raum von X. Elemente von X’ heiflen auch lineare Funktionale auf X.
Ein normierter Vektorraum heifit refleziv, wenn die natiirliche Abbildung X — X" eine Isome-

trie ist.

In vielen Féllen besteht unser Vektorraum X aus Funktionen. Eine auf X definierte Abbildung
ist dann gewissermafien eine , Funktion von Funktionen“; hierfiir hat sich der Begriff Funktional
eingebiirgert. Das erklédrt auch den Namen dieser Vorlesung.

Wir werden uns spéter noch wesentlich ausfithrlicher mit Dualrdumen und Reflexivitit befassen.

1.20. BEISPIEL. Sei 2 C R” offen. Die folgenden Aussagen beweisen wir spéter.
(1) Der Dualraum von L2(€) ist L?(Q).
(2) Fiir p € (1,00) existiert genau ein ¢ € (1,00) mit % + % = 1. Der Dualraum von LP(2)
ist LI(2).
(3) Der Dualraum von L(£2) ist L>°(2), aber nicht umgekehrt. Also ist L!(€) nicht reflexiv.
Zum Schluss des Abschnitts wiederholen wir noch die Theorie der LP-Raume aus Analysis 111,
siehe [6, Kap 6].



1.21. DEFINITION. Essei (2,4, 1) ein Mafiraum und k = R oder C. Fiir 1 < p < oound f: Q —
k messbar definiere

1
1fll» = (/‘f‘pdu> fiir p < 0o, und
Lr Q
inf{s>0|u{zecQ||f|>s}=0} firp=oo.

Dann sei
PQ)={f:Q—k ’ f messbar und [|f||, <oo} /~,
wobei
frg = pleeQ]fl@)#g(x)}=0.
1.22. BEISPIEL. Wir betrachten LP-Riume vor allem fiir die folgenden Mafrdume.

(1) N mit der vollen Potenzmenge als o-Algebra und dem Z#hlmass liefert den Raum ¢7.

(2) R™ mit dem Lebesgue-Ma$ liefert LP(R™). Da wir Nullmengen ignorieren, liefern die Borel-
o-Algebra und die Lebesgue-o-Algebra genau die gleichen LP-R&ume.

(3) Sei Q eine messbare Teilmenge eines gegebenen Mafiraumes, dann ist {2 mit der induzierten
o-Algebra und dem induzierten Mafl wieder ein Mafiraum. Da wir Nullmengen ignorieren,
sollte  selbst keine Nullmenge sein. So definieren wir zum Beispiel LP(2) fiir offene
Teilmengen 2 C R™.

1.23. SATZ (Young-Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo mit % + % =1 undz, y > 0. Dann gilt

1.24. Satz (Holder-Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo mit % —|—% = 1 und f, g messbar
auf (2, A, ). Dann gilt

‘ /Q fgdu] < 1fll - lgl e -

1.25. SATZ (Minkowski-Ungleichung). Fir 1 < p < oo erfillt || - ||, auf LP(Q;k) die Dreiecks-
ungleichung.

Die Vollstandigkeit der LP-R&ume kann man zumindest fiir p < oo mit Hilfe des folgenden
Konvergenzsatzes fiir Reihen zeigen.

1.26. PROPOSITION. Es seil < p < oo und f; € LP(Q) fir allei € N, mit > || fill ;» < 0o. Dann
gilt
(1) Die Reihe ), f; konvergiert u-fast diberall gegen eine messbare Funktion g.

(2) Es gilt [|g]|» < oo.
(3) Die Reihe ), f; konvergiert in LP gegen g.

1.27. SAaTz (Fischer-Riesz). Es sei (Q, A, u) ein Mafraum und 1 < p < oco. Dann ist LP(§2;k)
fiir k =R oder C wvollstindig.

1.28. FOLGERUNG (aus dem Beweis). Wenn eine Folge in LP(2;k) konvergiert, dann konvergiert
eine Teilfolge fast tiberall.

1.29. DEFINITION. Es sei M ein topologischer Raum und f: M — k mit k = R oder C. Dann
definiert man den Trdger von f als

supp(f) ={pe M| f(p) #0} C M.
Es bezeichnet C?(M;k) den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger.
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1.30. SATZ. Es sei Q@ C R™ offen, k = R oder C und 1 < p < oco. Dann ist LP(Q;k) die
Vervollstindigung von (CO(:K), || - || 1»)-
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KAPITEL 2

Kompaktheit

Kompaktheit spielt in der Analysis eine grofie Rolle. In der Funktionalanalysis betrachtet man
nicht nur kompakte Mengen, sondern auch sogenannte , kompakte Operatoren.* Als Beispiel be-
trachten wir Inklusionsabbildungen zwischen Holderrdumen.

2.1. DEFINITION. Eine Teilmenge K eines topologischen Raums X heif3t

(1) (iberdeckungs-) kompakt, wenn es zu jeder Menge U C O offener Teilmengen von X
mit K C |JU eine endliche Teilmenge Uy C U mit K C |JUy gibt.
(2) folgenkompakt, wenn jede Folge (z;);cs in K eine Teilfolge besitzt, die in K konvergiert.

Wir nennen U C X relativ (folgen-) kompakt, wenn der Abschluss U von U (folgen-) kompakt ist.

2.2. DEFINITION. Eine Teilmenge K eines metrischen Raums X heifit prdkompakt, wenn es fiir

jedes gg eine endliche Mengen von Punkten z; fiir ¢ =1, ..., N gibt, so dass
N
K c | JB.(n).
i=1

2.3. SATZ. Es sei X ein metrischer Raum und K C X eine Teilmenge. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.
(1) K ist kompakt.
(2) K ist folgenkompakt.
(3) K st prikompakt und vollstindig.

In beliebigen topologischen Rdumen sind (1) und (2) nur unter Zusatzvoraussetzungen dquiva-
lent. (Ubung?)

In der Analysis des R™ war ,,kompakt® oft gleichbedeutend mit ,,beschrinkt und abgeschlossen.
Das stimmt nicht in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen. Betrachte etwa die Folge (e;);en in /7
mit e; = (5ij)j€N7 also eg = (1,0,...), e1 = (0,1,0,...), ... Fir i # j gilt

1
lej = eillp = (1P +17)» = R/2.
Also enthilt (e;);en keine Teilfolge, die Cauchy-Folge ist, und insbesondere auch keine konvergente
Teilfolge.

2.4. LEMMA (fast orthogonales Element, Riesz). Es sei X ein normierter Vektorraum und V' G
X ein abgeschlossener Unterraum. Dann existiert zu jedem € > 0 ein Vektor x € X mit ||z| = 1
und
d(z,V)=inf ||x —v|]|>1—¢.
veV

Wenn V' endlich-dimensional ist, gibt es sogar x mit ||z| = d(x,V) = 1.

2.5. SATZ (Heine-Borel, Riesz). Fiir einen normierten Vektorraum X sind die folgenden Aus-

sagen dquivalent.
(1) Der Raum X hat endliche Dimension.

(2) Die Einheitskugel Bx = B(0) ist kompakt.
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Als Ersatz fiir die relative Kompaktheit beschréankter Mengen in unendlich-dimensionalen Réu-
men betrachtet man Abbildungen, die beschrinkte Teilmengen auf relativ kompakte Teilmengen
abbilden. Das ist in Anwendungen oft gut genug.

2.6. DEFINITION. Es seien X, Y normierte k-Vektorrdume. Eine lineare Abbildung A: X — Y
heifit kompakt, wenn A(B1(0)) C Y relativ kompakt ist. Wir schreiben IC(X,Y) fiir die Menge der
kompakten linearen Abbildungen.

Man beachte die Terminologie: eine lineare Abbildung A: X — Y heifit beschriankt beziehungs-
weise kompakt, wenn A(B1(0)) C Y beschrinkt beziehungsweise relativ kompakt ist.

Eine typische Anwendung kompakter Abbildungen A: X — Y besteht darin, zun#chst eine
beschrinkte Folge (z;); in X zu finden, und dann eine konvergente Teilfolge von (Ax;); in Y zu
wihlen.

2.7. BEMERKUNG. Die folgenden Eigenschaften kompakter Abbildungen lassen sich leicht {iber-
priifen (Ubung)
(1) Kompakte Abbildungen sind beschrénkt, also stetig. Das heifit, £(X,Y) C L(X,Y).
(2) Linearkombinationen kompakter Abbildungen sind kompakt.
(3) Seien f € L(Y,Z) und g € L(X,Y). Wenn eine der beiden Abbildungen kompakt ist, dann

ist auch f o g kompakt.

Insbesondere bilden die kompakten Endomorphismen von X ein Ideal (X, X) in £(X, X), das
heifit, der Quotient £(X, X)/K(X, X) ist wieder eine Algebra.

Im Folgenden wollen wir Beispiele kompakter Abbildungen kennenlernen. In der Praxis sind
das hiufig Einbettungen von normierten Vektorrdumen. Als Beispiel betrachten wir im Folgenden
Holder-Raume CF(9).

2.8. DEFINITION. Es sei X eine Menge und (M, d) ein metrischer Raum, dann definieren wir
die Supremumsmetrik dg,p, auf der Menge M X der Abbildungen X — M durch

dsup(f,g)=§g§d(f(w)7g(w)) € [0,00].

2.9. BEMERKUNG. Eine Folge von Abbildungen konvergiert gleichméfig genau dann,
wenn sie in der Supremumsmetrik konvergiert.

Wir sprechen hier von einer Metrik, obwohl wir den Wert oo zulassen. Tatséchlich lassen sich
viele elementare Uberlegungen auch fiir solche , verallgemeinerten“ Metriken durchfithren. Beispiels-
weise definieren wir Cauchy-Folgen in M~ wie gehabt, dann haben (gegebenenfalls nach Weglassen
einiger Folgeglieder am Anfang) alle Folgeglieder zueinander endlichen Abstand. In dem Sinne ist
auch der folgende Satz zu verstehen.

2.10. SATZ. Es sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum.
(1) Fiir jede Menge X ist (M™, dsyp) vollstindig.
(2) Fiir jeden topologischen Raum X ist C°(X, M) in (M™, dsuyp) abgeschlossen und daher
ebenfalls vollstindig.

Wenn M =Y ein normierter Vektorraum mit der induzierten Metrik ist, setzen wir [ f|l,, =

dsup(f,0). Dann diirfen wir uns auf die Menge
B(va):{f: X =Y ‘ ||f||sup<oo} cy*
der beschrinkten Abbildungen einschrinken, und wenn X ein topologischer Raum ist, auf die Menge
BC(X,Y)=B(X,Y)NC%X,Y) c C°(M,N)
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der beschriinkten stetigen Abbildungen. Dadurch gehen wir allen Problemen, die ,,00“ verursachen
konnte, aus dem Weg.

2.11. DEFINITION. Essei X ein topologischer und (M, d) ein metrischer Raum. Eine Familie F C
CY(X, M) stetiger Abbildungen heifit gleichgradig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 und jedem z eine
Umgebung U C X von z gibt, so dass

f(y) € B-(f(x)) fir alle f € Fund alley € U .

Wir nennen F punktweise relativ kompakt, wenn { f(x) | f € F} C M fiir alle x € X relativ
kompakt ist.

2.12. SATZ (Arzela-Ascoli). Es sei X ein kompakter topologischer Raum und (M, d) ein vollstin-
diger metrischer Raum. Fiir jede Teilmenge F C CO(X, M) sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) F ist gleichgradig stetig und punktweise relativ kompakt.
(2) Jede Folge in F hat eine Teilfolge, die in C°(X, M) gleichmdfig konvergiert.
(3) F ist relativ kompakt in C°(X, M).

2.13. BEMERKUNG. Wenn X ein kompakter metrischer Raum ist, ist eine Teilmenge F C
C%(X, M) genau dann gleichgradig stetig, wenn zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert, so dass

dz,y) <6 = d(f(zx),f(y) <e

fiir alle z, y € X und alle f € F (Ubung).

Umgekehrt impliziert die obige Bedingung gleichgradige Stetigkeit fiir beliebige metrische Riu-
me X und M, dazu setzen wir U = Bs(x) in Definition 2.11. In diesem Fall ist F also gewissermafen
»gleichméfig gleichgradig stetig,” da die Zahl ¢ nicht von x abhéngt. Mit dieser Erkenntnis sehen
wir, dass [7, Satz 2.4] ein Spezialfall des obiges Satzes 2.12 ist.

Als Beispiel fiir kompakte Einbettungen betrachten wir im Rest dieses Abschnittes Holderrdume,
sieche Beispiel 1.7 (2).

2.14. DEFINITION. Es sei M, N metrische Rdume und 0 < o < 1. Eine Abbildung f: M — N
heifit a-Holdersch oder a-Hdolder-stetig, wenn

i) f
o =800 =g e <~

Im Falle o = 1 heiflt f auch Lipschitz-stetig.
Sei N =Y jetzt ein normierter Vektorraum mit der induzierten Metrik, dann definieren wir die
a-Holdernorm auf C°(M,Y’) durch

HfHCO,a = ||f||sup + [f]Oé € [07 OO]
und definieren den Holderraum
COYMY)={feC'M;Y) | [fllcoa <oo}.

Eine Holdersche Abbildung zwischen metrischen Rédumen ist stetig. Sie ist sogar gleichmdfsig
stetig, das heift, zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass d(f(x), f(y)) < € fir alle x, y € M
mit d(z,y) < J gilt.

Man iiberzeugt sich leicht, dass |||/ eine Norm auf C%*(M,Y) definiert. Das gilt selbst
fiir o = 0, allerdings ist | - || o0 zur Supremumsnorm auf BCO(M,Y') #dquivalent (Ubung).

2.15. SATZ. Es sei M ein metrischer Raum und Y ein Banachraum. Fir alle 0 < o < 1 st
auch (CO*(M;Y), | - H(),a) ein Banachraum.
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2.16. SATZ. Es sei M ein kompakter metrischer Raum und k = R oder C. Fiir alle 0 < a <1
besitzt jede beschrinkte Folge (fiy)r in CO%(M;k) eine Teilfolge, die in allen COP(M;k) mit 0 <
B < a gegen ein f € C%*(M;k) konvergiert.

2.17. FOLGERUNG. Sei (M,d) kompakt, k = R oder C, und 0 < f < o < 1. Dann ist die
natiirliche Binbettung C%*(M;k) — COP(M;k) kompakt.

Wir wollen jetzt Funktionen mit Holderschen Ableitungen betrachten. Daher sei ab sofort wie-
der Q C R™ eine offene Teilmenge, und C*(€2) bezeichne den Raum der k-fach stetig differenzierba-
ren Funktionen. Die k-ten partiellen Ableitungen einer Funktion f € C*(Q) sind wieder Funktionen
auf Q. Es sei v = (y1,...,7) € Nj ein Multiindex, dann schreiben wir

ahly
ozt -+ Oz
wobei |y] = 41 4 -+ + 7, die Ableitungsordnung bezeichne. Wenn wir ,,>7, .“ oder .37 _.©
schreiben, summieren wir iiber alle Multiindizes v € N}, die die entsprechende Bedingung erfiillen.

Sei schlieBlich €2 C R™ offen und beschrénkt, dann bezeichne

cF Q) = {fe ck(Q) ! D7 f liisst sich stetig fortsetzen auf Q fiir alle v € NE mit || < k}.

Wir betrachten offene Teilmengen, da wir im Folgenden keine Probleme beim Ableiten haben
mochten. Wir verlangen, dass sich D7 f auf das Kompaktum 2 stetig fortsetzen lidsst, damit wir
den Satz 2.16 benutzen konnen, der seinerseits auf dem Satz von Arzeld-Ascoli fuflt.

Dﬂ/f == € CO(Q) )

2.18. DEFINITION. Es sei  C R" offen, ¥ € Ng und 0 < o < 1. Wir definieren Abbildun-
gen || - ||ox und || - || gk C* () — [0, 00] durch

fllox = D 1D Fllgup

lyl<k
und | fllgra = I1fller + D D]
lyI=F
Wenn  auBerdem beschriinkt ist, versehen wir C*(2) mit der Norm || - ||« und definieren

Che@) ={feC*Q) | Iflcra <oo}.

Da Q kompakt ist, ist ||f]or < oo fiir alle f € C*(Q2). Man sieht wieder leicht, dass | -||ox
und | - || C** Normen sind, dass || - || C¥0 zu || - || o diquivalent ist, und dass somit C*°(Q) = C*(Q)
gilt.

2.19. SATZ. Es sei Q C R™ offen und beschrinkt, k € Ny und o € [0,1], dann sind die C*(Q)
Banach-Rdume.

Wir betrachten jetzt Einbettungen von Hélder-Riéumen. Der Einfachheit nehmen wir dabei an,
dass 2 C R™ ein konveres Gebiet ist, das heifit, fiir alle x und y € Q gilt

zy={(1—s)z+sy|sec0,1]} CcQ.

Der folgende Satz ldsst sich in einem etwas allgemeineren Kontext beweisen, siehe [7, Satz 2.8],
allerdings nicht in Gebieten, in denen Punkte, die im umliegenden R™ sehr nahe beieinander liegen,
in 2 nur durch vergleichsweise lange Wege verbunden werden kénnen.

2.20. SATZ. FEs sei) C R™ ein konvexes beschrinktes offenes Gebiet, es seien k, £ € Ng mit £ < k
und «, B € [0,1].
(1) Falls {+ 3 < k+ a, gilt C**(Q) C CF(9).

14



(2) Falls £+ B < k + «, ist die Inklusionsabbildung C**(Q) — C“?(Q) kompakt.

2.21. BEMERKUNG. Dieser Satz ist ein wichtiger Baustein zur Behandlung des Problems aus
Beispiel 0.1. Der zweite Baustein ist ein Regularitéitssatz von Schauder [7, Satz 2.9], von dem wir
hier nur eine stark vereinfachte Variante benutzen wollen: fiir alle beschrinkten, offenen Gebiete 2
mit glattem Rand und alle a € (0, 1) existiert eine Konstante C, so dass

1fllc2.e < C (llgllcoe + I fllco)

fir alle ¢ € C%*(Q) und alle Losungen f € C%(Q) N CY(Q) von Af = g gilt. Insbesondere
folgt f € C*%(Q). Mit diesen beiden Resultaten lisst sich zeigen, dass fiir ¢ = 0 und Q konvex der
Losungsraum

ker(A: C*(Q) N CH(Q) — C°())
endlich-dimensional ist.
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KAPITEL 3

Der Satz von Hahn-Banach

In diesem Kapitel wollen wir Elemente im Dualraum V* eines Banachraums V' mit bestimmten
Eigenschaften konstruieren. Im endlich-dimensionalen reicht es dazu, solche Elemente induktiv
fiir alle Basiselemente von V' anzugeben. In der Funktionalanalysis geht das in gewisser Weise
dann noch, wenn V von einer abzdhlbaren Menge von Vektoren als topologischer Vektorraum
erzeugt wird. Im Allgemeinen bendtigt man jedoch das Auswahlaxiom in der Gestalt von Zorn’s
Lemma, so dass wir letzteres zunéchst einmal einfithren wollen. Hierbei heif3t ,, bendtigt,” dass man
Gegenbeispiele in einer Mengenlehre konstruieren kann, in der das Auswahlaxiom verletzt ist.

3.1. DEFINITION. Eine (partielle) Ordnung auf einer Menge M ist eine binére Relation ,,<“ mit
den folgenden Eigenschaften fiir alle p, ¢, r € M.
(1) Reflexivitit. p < p.
(2) Antisymmetrie. Aus p < ¢ und ¢q < p folgt p = q.
(3) Transitivitdt. Aus p < g und g < r folgt p < r.
Eine (partielle) Ordnung < auf M heiit total, wenn p < g oder g < p fiir alle p, ¢ € M gilt.

Jede partielle Ordnung induziert partielle Ordnungen auf allen Teilmengen N C M durch
Einschrénken.

3.2. DEFINITION. Es sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Ein mazimales Element von M
ist ein Element ¢ € M, so dass kein p € M mit g < p und ¢ # p existiert.

Eine obere Schranke fiir eine Teilmenge N C M ist ein Element ¢ € M, so dass p < ¢ fiir
allep e N.

Eine total geordnete Teilmenge oder Kette in M ist eine Teilmenge N C M, auf der < eine
totale Ordnung induziert.

Wir legen im Folgenden die ZFC-Axiome (Zermelo-Fraenkel und ,,Choice* — das Auswahlaxi-
om) der Mengenlehre zugrunde. Dadurch wird Zorns Lemma zu einem Satz.

3.3. SATZ (Zorns Lemma). Es sei (M, <) eine nicht leere eine partiell geordnete Menge. Wenn
jede total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke in M besitzt, dann enthdlt M ein mazi-
males Element.

3.4. SATZ (Hahn-Banach). Es sei X ein reeller Vektorraum und p: X — R sei sublinear, das
heifst, fir alle x, y € X und A > 0 gelte

p(Az) = Ap(x)
und — p(z+y) <p(z)+py) -
Es sei V C X ein Unterraum und p: V — R linear mit
o(v) < pv) fir allev eV .
Dann gibt es eine Linearform 1: X — R mit |y = ¢ und ¥(z) < p(x) fir alle x € X.

Man beachte, dass weder der Satz noch der Beweis uns eine Konstruktion fiir ¢/ an die Hand
gibt.
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3.5. BEMERKUNG. In manchen Bereichen der Mathematik herrscht ein gewisses Misstrauen
gegeniiber dem Auswahlaxiom und dem Zornschen Lemma. Wihrend das Auswahlaxiom viele
merkwiirdige Folgerungen zuldsst, wirkt der Satz von Hahn-Banach auf den ersten Blick ,,harmlos,*
und man wundert sich vielleicht, dass der Beweis das Auswahlaxiom benutzt.

(1) Wenn X endlich-dimensional ist oder eine abzéhlbare Basis besitzt, kann man den Satz
von Hahn-Banach induktiv beweisen, ohne Zorns Lemma zu verwenden.

(2) Andererseits reicht der Satz von Hahn-Banach aus, um das Banach-Tarski-Paradoxon zu
erhalten.

Wir erinnern uns an den Dualraum X’ = £(X, k) aus Definition 1.19, versehen mit der Opera-
tornorm aus Definition 1.14.

3.6. FOLGERUNG (Hahn-Banach). Fs seik = R oder C, es sei X ein normierter k- Vektorraum
und V C X ein Unterraum mit der induzierten Norm. Dann existiert zu jedem o € V' ein 1) € X'
mit Ply = @ und [|P] = [l¢].

In konkreten Beispielen ist nicht immer klar, wie solch eine Fortsetzung aussehen kénnte. Ein
Beispiel betrachten wir in Bemerkung 8.11.

Wir erinnern uns an die Abstandsfunktion aus Lemma 2.4.

3.7. FOLGERUNG. FEs sei X ein normierter Vektorraum, V. C X ein Untervektorraum und x € X
mit d(x,V) > 0. Dann existiert ein o € X' mit
elv=0, el=1 und  @(z)=dV).
3.8. FOLGERUNG. FEs sei X ein normierter Vektorraum und x € X.
(1) Dann ezistiert ¢ € X' mit o(x) = ||z|| und ||¢| = 1.
(2) Wenn ¢(x) =0 fiir alle p € X', dann folgt x = 0.

Als néchstes benutzen wir den Satz von Hahn-Banach, um konvexe Teilmengen normierter
Vektorrdume zu trennen.

3.9. BEISPIEL. Im Endlich-Dimensionalen ist anschaulich klar, dass man zwei disjunkte konvexe
Teilmengen durch eine Hyperebene trennen kann. Gemeint ist, dass wir fiir zwei disjunkte, konvexe
Teilmengen A, L in einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V eine Linearform ¢ € V’
und eine Konstante ¢ € R angeben konnen, so dass

vla>c und olp <ec.

Im Unendlich-Dimensionalen muss das nicht so sein. Dazu sei €2 C R offen und beschrinkt,
dann ist die konstante Funktion 1 quadratintegrierbar. Wir betrachten A = CJ(2) und L = {1} C
X = L?(9). Diese Mengen sind konvex und disjunkt. Aber da C§(Q) C L%(Q2) dicht liegt, nimmt
jedes Funktional ¢ € X'\ {0} auf A alle reellen Werte an, es kann also kein ¢ € R wie oben geben.

Daher werden wir Folgenden stets Zusatzvoraussetzungen brauchen, beispielsweise, dass K offen
ist.

3.10. LEMMA (Minkowski-Funktional). Es sei X ein normierter Vektorraum und A C X offen
und konvex mit 0 € A. Definiere pa: X — [0,00) durch

pA(x):inf{t>O ’ % EA},
dann ist ps sublinear und es gilt x € A genau dann, wenn pa(zx) < 1.

3.11. SATz (Hahn-Banach fiir konvexe Mengen). Es sei X ein normierter R-Vektorraum und A,
B C X seien disjunkte konveze Mengen. Wenn A offen ist, existiert o € X', so dass

o(z) < ¢(y) fiir alle x € A und alley € B .
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Genauer gesagt existiert ¢ = sup,c4 ¢(X), so dass p(x) < ¢ < ¢(y) fir alle z € A und
alle y € B. In Anwendungen braucht man manchmal eine Verschirfung der obigen Aussage.

3.12. DEFINITION. Es seien A, B C (M,d) Teilmengen eines metrischen Raumes.
Wir definieren den Abstand von A und B durch

d(A,B) =inf{d(z,y) |r€ A,ye B} .
Achtung: Dieser Abstand definiert keine Metrik auf dem Raum der Teilmengen von M.

3.13. BEMERKUNG. Sei K C M kompakt, L C M abgeschlossen, und K, L disjunkt. Dann
ist d(K, L) > 0.

Es folgt eine Variante von Folgerung 3.7 fiir konvexe Mengen.

3.14. FOLGERUNG. FEs sei X ein normierter R-Vektorraum und K, L C X seien disjunkte
konvexe Mengen. Wenn K kompakt und L abgeschlossen ist, dann existiert ¢ € X' mit ||| = 1,
so dass

0 < d(K,L) = inf ¢(y) — sup p(z) .
yel reK

3.15. DEFINITION. Ein topologischer Raum M heift separabel, wenn er eine abzihlbare dichte
Teilmenge enthalt.

Da auch metrische Rdume und insbesondere auch normierte Vektorrdume eine Topologie tragen,
tibertrégt sich dieser Begriff auch auf metrische Rdume und normierte Vektorrdume.

3.16. BEISPIEL. Fiir offene Teilmengen Q C R” ist der Raum C§(Q) separabel. Da CJ(f2) C
LP(Q) nach Satz 1.30 dicht ist fiir 1 < p < oo, sind die Rdume LP(Q) fiir p < oo ebenfalls separabel.
Auf der anderen Seite werden wir spéter sehen, dass L% (2) nicht separabel ist.

3.17. FOLGERUNG. FEs sei X ein normierter Vektorraum. Wenn X' separabel ist, ist auch X
separabel.

3.18. PROPOSITION. Es sei X ein normierter Vektorraum undV C X ein endlich-dimensionaler
Unterraum. Dann existiert ein Komplement W C X, das heifst, X = VAW, und die Normen auf X
und V@& W sind dquivalent. Auflerdem ist W abgeschlossen.

Zum Schluss kommen wir noch einmal auf Beispiel 0.1 aus der Einleitung zuriick.

3.19. SATZ. FEs sei Q C R™ offen, beschrinkt, konvex und mit glattem Rand, es sei A der
Laplace-Operator, c € R und 0 < a < 1. Dann ist das Bild des Operators

L=A+c: C*(Q)NCYHQ) — CO(Q)

abgeschlossen.
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KAPITEL 4

Der Kategoriensatz von Baire

In diesem Kapitel geht es vor allem um Abbildungseigenschaften von stetigen Abbildungen zwi-
schen Banachrdumen. Unter anderem beweisen wir den Satz von Banach-Steinhaus, zeigen, dass
stetige surjektive lineare Abbildungen offen sind, und formulieren den Satz vom abgeschlossenen
Graphen. Motiviert von diesem Satz definieren wir auch unbeschréinkte Operatoren. Dabei orien-
tieren wir uns an [7, Kap. 4] und [8, Kap. 3].

4.1. DEFINITION. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes M heiflt nirgend dicht, wenn
ihr Abschluss keine inneren Punkte enthélt.

Eine abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen heifit mager oder von erster (Baire-)
Kategorie. Eine Menge heifit fett oder von zweiter (Baire-) Kategorie, wenn sie nicht mager ist.

Ein typisches Beispiel einer mageren Menge ist Q C R.

4.2. SATZ (Baire). Eine magere Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raumes hat keine
inneren Punkte.

4.3. BEMERKUNG. Vollstdndigkeit ist notwendig. Beispielsweise ist Q mit der iiblichen Metrik
eine abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen.

4.4. LEMMA. Es sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum, Y ein normierter Vektorraum
und F C C°(M,Y) eine punktweise beschriinkte Teilmenge, das heifst, fiir alle Punkte p € M gilt

sup [|f(p)|| < oo
feFr

Dann gibt es eine nichtleere offene Menge U C M, auf der F gleichmdfig beschrinkt ist, das heifit,

sup sup || f(p)| < oo .
peU feF
4.5. SATZ (Banach-Steinhaus; Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit). FEs sei X ein Ba-
nachraum, Y ein normierter Vektorraum und F C L(X,Y) sei punktweise beschrdinkt. Dann ist F
gleichméfig beschrankt, das heift,
sup |7, < oo -
TeF

4.6. DEFINITION. Eine Abbildung f: M — N zwischen topologischen Riumen heifit offen,
wenn fiir alle offenen Teilmengen U C M die Bildmenge f(U) C N ebenfalls offen ist.

4.7. SATZ (Banach-Schauder; von der offenen Abbildung). FEs seien X, Y Banachriume und T €
L(X,Y). Dann ist T genau dann offen, wenn T surjektiv ist.

4.8. FOLGERUNG (Satz von der inversen Abbildung). Es seien X, Y Banachriume und T €
L(X,Y). Dann besitzt T genau dann eine stetige Umkehrabbildung, wenn T bijektiv ist.

4.9. FOLGERUNG (Aquivalenz von Normen). Es sei X ein Banachraum sowohl beziiglich einer
Norm || - ||y als auch beziiglich || - ||,. Falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass |||, < C |- ||y,
sind || - || und || - ||, bereits dquivalent.
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4.10. DEFINITION. Es sei f: M — N eine Abbildung, dann definieren wir ihren Graphen
Gr(f)={ (. f() |peM}CMxN.

Falls X, Y normierte Vektorrdume sind, tragt X x Y ebenfalls eine Norm, und wir bezeichnen
diesen normierten Vektorraum mit X @Y wie in der linearen Algebra, siche Ubungen. Wenn 7': X —
Y linear ist, ist Gr(7') C X @Y ein Untervektorraum.

4.11. SATZ (vom abgeschlossenen Graphen). Es seien X und Y Banachriume und T: X =Y
linear. Dann ist T genau dann stetig, wenn der Graph Gr(T) C X @Y abgeschlossen ist.

4.12. SATZ. Es seien V., W Unterrdume eines Banachraums X, so dass V., W und V+W in X
abgeschlossen sind. Dann existiert eine Konstante C > 0, so dass sich jeder Vektor x € V + W
als x = v 4+ w schreiben ldsst mitv € V, w € W und

ol <C izl und  flw|| <C flz] -

4.13. SATz (Helliger-Toeplitz). Es sei H ein Hilbertraum und A: H — H sei linear und selbst-
adjungiert, das heifit, fir alle x, y € H gilt (Ax,y) = (x, Ay). Dann ist A stetig.
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KAPITEL 5

Unbeschrinkte Operatoren und ihre Adjungierten

In der Praxis mochte man oft Operatoren betrachten, die nicht auf dem gesamten Banachraum
definiert sind, beispielsweise bei Eigenwertproblemen. Diese Operatoren sind oft nicht beschréankt,
konnen aber einen abgeschlossenen Graphen haben. Thre Adjungierten haben oft dhnliche Eigen-
schaften. Als Beispiel konstruieren wir Sobolev-Raume und schwache Ableitungen, die zu klassischen
Ableitungen adjungiert sind. Das liefert auch einen neuen Zugang zum Problem in Beispiel 0.1.

5.1. DEFINITION. Es seien X, Y Banachrdume. Ein unbeschrdnkter Operator A: D(A) C X —
Y ist ein Paar aus einem Unterraum D(A) C X und einer linearen Abbildung A: D(A) — X.

Man nennt D(A) den Definitionsbereich (,domain“), R(A) = im A C Y das Bild (,range“),
N(A) =ker A C D den Kern (,,null space*) und

Gr(A):{(x,Aa:)’a:ED(A)}CX@Y

den Graph von A.
Ein unbeschriankter Operator A heifit dicht definiert, wenn D(A) C X dicht liegt, und abge-
schlossen, wenn Gr(A) C X @Y abgeschlossen ist.

5.2. BEMERKUNG. Notation und Terminologie sind etwas ungliicklich, aber iiblich, und fithren
in der Regel nicht zu Missversténdnissen.

(1) Beschrénkte Operatoren A € L£(X,Y) wie in Definition 1.14 und Proposition 1.15 sind
auch unbeschrinkte Operatoren im Sinne der obigen Definition mit D(A) = X. Umge-
kehrt wiirde man einen unbeschrankten Operator A nur dann beschrinkt nennen, wenn
sowohl D(A) = X als auch [[A|,, < oo gilt.

(2) Wenn D(A) = X gilt, ist A einfach eine lineare Abbildung. In diesem Fall ist A nach
Satz 4.11 genau dann stetig, wenn A im obigen Sinne abgeschlossen ist. Fiir abgeschlossene
Operatoren gilt immerhin

lim zy =2z und lim Az =y = x € D(A) und Az =y

k—o00 k—00
fiir alle Folgen (zx)r in X. So gesehen betrachten wir abgeschlossene Operatoren als
natiirliche Verallgemeinerung stetiger Operatoren.

(3) Es ist fiir spdter wichtig zu verlangen, dass X und Y Banachriume sind. Andernfalls
konnten wir einfach X durch den normierten Vektorraum D(A) ersetzen, und auch Ab-
geschlossenheit wire eine wesentlich schwichere Aussage, wenn X @ Y kein Banachraum
wiére.

(4) Die obige Definition hat nichts mit dem topologischen Begriff einer abgeschlossenen Ab-
bildung zu tun. Beispielsweise gibt es abgeschlossene (sogar beschrinkte) Operatoren A,
bei denen nicht einmal N(A) C Y abgeschlossen ist.

(5) In der Praxis sind die meisten unbeschrénkten Operatoren dicht definiert. Und viele
sind abgeschlossen, oder sind Einschrankungen abgeschlossener Operatoren auf dichte Un-
terrdume des Definitionsbereichs.
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5.3. BEMERKUNG. Es sei A: D(A) C X — Y ein unbeschrinkter, abgeschlossener Operator.
Dann ist D(A), versehen mit der Graphennorm

12l gecay = lzllx + 1Az]ly
isometrisch zu Gr(A) C X @Y, also vollstdndig. Auerdem gilt
[A: (DA, [l geay) = Yo, <1, also A€ L((D(A), |- lgegay) V) -
Unten konstruieren wir auf diese Weise Sobolev-Réume und schwache Ableitungen.

5.4. BEISPIEL. In der Quantenmechanik trifft man auf einige unbeschréinkte Operatoren. Wir
arbeiten hier in der sogenannten , Orts-Darstellung”, und bleiben der Einfachheit halber nicht-
relativistisch. Dabei werden Teilchen zu einer festen Zeit nicht—wie in der klassischen Mechanik—
durch ihre Position und ihren Impuls im R? beschrieben, sondern durch , Wellenfunktionen“ v
L?(R3). Observablen wie Ort und Impuls sind in diesem Modell keine Koordinaten im R? mehr,
sondern unbeschriinkte Operatoren auf L?(R3). Die moglichen Werte dieser Observablen sind (ver-
allgemeinerte) Eigenwerte dieser Operatoren, und die Wellenfunktionen sind ,unendliche Linear-
kombinationen® (genauer: Banachraum-wertige Integrale) der zugehorigen Eigenvektoren. Das fiithrt
dazu, dass Teilchen zu einer gegebenen Zeit in der Regel weder einen wohldefinierten Ort noch einen
wohldefinierten Impuls haben. Stattdessen kann man nur vorhersagen, mit welcher Wahrscheinlich-
keit eine Messung einen bestimmten Ort oder Impuls liefert.

(1) Es sei ¢ € L2(R3) die C-wertige Wellenfunktion eines Teilchens. In der Ortsdarstellung
beschreibt |¢(2)[* die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen am Ort z anzutreffen. Da
die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 sein soll, nehmen wir also

Il = [ |10 dx =1

an. Wenn das Teilchen sich genau am Ort y befinde, wére

[rura=q0 v
A 0 y¢gA

fiir alle Lebesgue-messbaren Mengen A C R3. In diesem Fall wiire v eine Eigenfunktion des

»Ortsoperators® &; = x; - zum Eigenwert y; fiir j = 1, ..., 3. Allerdings existieren keine

L2-Funktionen mit dieser Eigenschaft, und nicht fiir alle ¢ € L*(R3) gilt #;1 € L*(R3).
(2) Impulsoperatoren leiten Wellenfunktionen in rédumliche Richtungen ab:

ﬁk?ﬂ:—ihakw fﬁrkzl,...,3,

dabei ist A die Planck-Konstante, die man in der theoretischen Physik (durch Wahl geeig-
neter Mafleinheiten) gern durch 1 ersetzt.

Ein Teilchen hitte genau den ,, Impuls® ¢ € R3, wenn pp1p = g ¢ fiir k =1, ..., 3. Das
sind drei Differentialgleichungen, deren gemeinsame Losungen genau die Form

(r) = el

haben, mit ¢ € C. AuBer fiir ¢ = 0 liegen diese Funktionen allerdings nicht in L?(R3).
Auflerdem lisst sich auch pryp € L%(R3) nicht fiir alle ¢ € L?(R3) definieren.
(3) Es gilt die sogenannte Heisenbergsche Unschirferelation

das heifit, egal auf welchem Raum wir die obigen Operatoren definieren, gibt es keine
Wellenfunktion, die gleichzeitig Eigenfunktion von #; und p; ist. Mit anderen Worten
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kann ein Teilchen nicht gleichzeitig an einem bestimmten Ort sein und einen bestimmten
Impuls haben.

(4) Die zeitliche Entwicklung eines Teilchens wird durch seinen sogenannten Hamilton-Ope-
rator beschrieben. Im Falle eines skalaren Teilchens der Masse m in einem gegebenen
Potential V: R? — R konnte dieser beispielsweise die Gestalt

2
f=—-"" Ay
2m
haben, wobei A wieder den Laplace-Operator bezeichne.
Fiir eine zeitabhiingige Wellenfunktion 1: R — L2?(R3) gilt dann die Schridinger-
Gleichung

0 N
ih — = Hi .
ih o =Hy
Wieder haben wir das Problem, dass H nicht fiir alle ¢ € L2(R3) definiert ist.

Als gemeinsamen Definitionsbereich fiir alle obigen Operatoren wihlen wir den Raum der ,, Test-
funktionen® C§°(R?). Wir wissen bereits, dass CJ(R?) C L?*(R3) dicht liegt. Indem wir glat-
te statt stetige Abschneidefunktionen verwenden, liefert der Beweis von Satz 1.30 vollig analog,
dass C§°(R3) C L*(R3) dicht liegt. Wir erhalten also dicht definierte unbeschrinkte Operatoren.

Auf der anderen Seite liegen die verallgemeinerten Eigenfunktionen der obigen Operatoren in
der Regel in deutlichen gréfleren Rdumen, auf die wir hier nicht eingehen wollen.

Im Folgenden wollen wir lernen, mit linearen Abbildungen umzugehen, die nicht auf dem ganzen
Banach-Raum definiert sind. Als erstes brauchen wir eine Methode, um abgeschlossene Operatoren
zu konstruieren.

5.5. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an adjungierte Operatoren in der linearen Algebra. Seien X,
Y endlich-dimensionale Vektorrdume, dann sind auch X', Y’ endlich-dimensional. Sei F': X — Y
linear, dann definiert man die Adjungierte F*: Y’ — X’ durch

F*B = (xHB(Fx)) e X’ fir alle 5 € Y’ .

Ein lineares Gleichungssystem F(x) = b mit b € Y hat genau dann eine Losung z € X,
wenn b € im F. Fiir V C Y’ sei

Vi={yeY |By)=0firalle eV }.
Man iiberpriift leicht, dass im F' C (ker F*)*. Aus dem Rangsatz der linearen Algebra folgt Gleich-
heit. Also hat F(x) = b genau dann eine Losung, wenn b € (ker F*)=*.

Wir wollen Adjungierte unbeschrénkter Operatoren definieren. Sei also A: D(A) C X — Y
unbeschrinkter Operator. Fiir § € Y/ und z € D(A) schreiben wir

(F"B)(x) = B(F()) .
Dieser Ausdruck ist nach Proposition 1.15 nur dann stetig auf D(A), also ein Element des Dual-
raums D(A)" nach Definition 1.19, wenn er beschréinkte Operatornorm hat. In diesem Fall 14sst

sich F* auf D(A) C X fortsetzen. Wenn wir F*3 € X’ erhalten mochten, miissen wir also voraus-
setzen, dass A dicht definiert ist.

5.6. DEFINITION. Es sei A: D(A) C X — Y ein dicht definierter unbeschriankter Operator.
Dann definieren wir den adjungierten Operator A*: D(A*) C Y’ — X’ mit

DAY ={BeY'||BoA: D(A) = k|
indem wir o A: D(A) — k stetig zu A*f € X' fortsetzen.
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5.7. PROPOSITION. Sei A € L(X,Y) ein beschrinkter Operator. Dann ist auch A* beschrinkt,
und s gilt | A°] o, = [ ],

Der Graph des adjungierten Operators A* ergibt sich unmittelbar aus dem Graphen von A.
Dazu fithren wir die folgenden Begriffe ein.

5.8. DEFINITION. Es sei X ein normierter Vektorraum und U C X, V C X’ seien Unterrdume.
Dann definieren wir

(1) das Orthogonalkomplement
UL:{an'|a(x):0fﬁralleer}CX',

(2) das Prdorthogonalkomplement
Vl:{xeX‘a(x):()fiiralleaeV}CX,

(3) die Biorthogonalkomplemente U++ = (U+)* € X und V4 = (V)L c X'

Die Notation ist wieder etwas ungliicklich, da V- und Ut genausogut Unterrdume von X"
sein konnten. In der Tat arbeitet es sich mit diesen Komplementen auch am einfachsten in reflexiven
Banachraumen.

5.9. PROPOSITION. Es sei X ein normierter Vektorraum und U C X, V C X' seien Un-
terrdume. Dann sind U+ C X' und V+ C X abgeschlossen, und es gilt

Ut =UcXx und VoV X'

Wenn X ein reflexiver Banachraum ist, gilt auch in der zweiten Aussage Gleichheit.
Seien X, Y normierte Vektorrdume, dann definieren wir eine Isometrie

J: XY —-YaX durch J(z,y) = (—y,z) .

5.10. PROPOSITION. Es sei A: D(A) C X — Y ein dicht definierter unbeschrankter Operator.
Dann ist A* abgeschlossen, und es gilt

JCr(A") =GCGr(A)t c X' @Y.

5.11. PROPOSITION. Es sei A: D(A) C X — Y ein dicht definierter, abgeschlossener, unbe-
schrinkter Operator, und Y sei reflexiv. Dann ist A* dicht definiert.

Essei A: D(A) C X — Y dicht definiert und abgeschlossen. Im Folgenden betrachten wir £ =
X @Y mit den abgeschlossenen Unterrdumen

G = Gr(A) und L=X®0.
Dann erhalten wir
NA)®»0=GNLCE,
X®RA)=G+LCE,
0 NA)=GtNnLtc F,
R(AY @Y =G+ +L+.
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5.12. BEMERKUNG. Fiir abgeschlossene Unterrdume G, L eines Banachraumes F sind G + L
und Gt + L+ nicht automatisch abgeschlossen. Es gilt aber stets

(1) GNL=(G+-+LYH*tCE,
(2) GtNnLt =G+ L) cE,

(3) (GNL)*>G-+LtcE,

(4) GtNnIHYr=GFLcCE.

5.13. PROPOSITION. Es sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener, dicht definierter unbe-
schrdnkter Operator. Dann gilt

(1) N(A) = R(A*)*,
(2) N(A*) = R(A)*,
(3) N(A)* > R(A¥),
(4) N(A*)t = R(4) .

Man beachte, dass es sogar Beispiele stetiger Operatoren gibt, fiir die die Inklusion R(A*) C
N(A)* strikt ist.

Die folgenden Resultate beweisen wir nur vollstéindig fiir den Fall, dass X und Y reflexive
Banachrdume sind.

5.14. SATZ. Es seien G, L abgeschlossene Unterrdume eines Banachraums E. Dann sind dqui-
valent:
(1) G + L ist abgeschlossen in E;
(2) G+ + L* ist abgeschlossen in E';
(3) G+ L= (G-NnLY)* c E;
(4) G+ +L+=(GnL)*t CFE.

Analog zum letzten Absatz von Bemerkung 5.5 gilt fiir unbeschréinkte Operatoren das folgende
Resultat von Banach.

5.15. SATZ (vom abgeschlossenen Bild). Es sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener, dicht
definierter unbeschrdinkter Operator. Dann sind dquivalent:

(1) R(A) ist abgeschlossen;
(2) R(A*) ist abgeschlossen;
(3) R(A) = N(A")*;
(4) R(A*) = N(A)*;

5.16. FOLGERUNG. Es sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener, dicht definierter unbe-
schrdinkter Operator. Dann sind dquivalent:

(1) A ist surjektiv, also R(A) =Y;

(2) Es gibt C >0, so dass fiir alle € D(A*) gilt
1Blly» < CIIABll x5

(3) N(A*) =0 und R(A*) ist abgeschlossen.

5.17. FOLGERUNG. Es sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener, dicht definierter unbe-
schrdnkter Operator. Dann sind dquivalent:

(1) A* ist surjektiv, also R(A*) = X'
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(2) Es gibt C > 0, so dass fiir alle x € D(A) gilt
lallx < C [l Aally ;
(3) N(A) =0 und R(A) ist abgeschlossen.
Wir wollen uns das Adjungierte der negativen partiellen Ableitung
—0;: C§(R™) C LY(R™) — LY(R™)
anschauen. Dazu sei zunichst f € C3(R) N LP(R) und g € C}(R) N LY(R), wobei 1 < p, ¢ < o0

und % + % = 1. Wir beweisen spéter, dass L?(R) reflexiv ist mit LP(R) = L(R). Nach den

Proposition 5.10 ist das Adjungierte —0* der negativen Ableitung —3: C}(R) N LY(R) — L4(R)
ein abgeschlossener, unbeschrénkter Operator auf LP. Da C§°(R) in L(R) fiir ¢ < oo dicht liegt,

ist —0* fiir ¢ < oo auch dicht definiert, nicht jedoch fiir ¢ = oo (Ubungen). Partielle Integration
liefert

| @ gy = [ (o) + 1@ @) do = [ F)glords,
also setzt —0* die gewoOhnliche Ableitung fort. Der Operator —0* heifit auch schwache Ableitung,

und wir benutzen spéter die Bezeichnung 0 auch fiir diesen Operator. Die Graphennorm aus Be-
merkung 5.3 hat die Gestalt

1 le—ay = Ifll o + 191 o
fir alle f € D(—0%).

5.18. DEFINITION. Es sei 2 C R" offen, p € [1,00] und 1 < ¢ < n. Eine Funktion f € LP(Q)
heifit schwach differenzierbar in Richtung x;, wenn eine schwache Ableitung f; € LP(Q) existiert,

so dass fiir alle p € C°(Q) gilt
| roir=- [ fopar.
Q Q

Sie heifit schwach differenzierbar, wenn sie fiir ¢ = 1, ... n schwach differenzierbar ist. Wir definieren
den Sobolev-Raum

WhP(Q) = { f € LP(Q) | f schwach differenzierbar mit f; € LP(Q) fiir i = 1,...,n } ,
und versehen ihn mit der Sobolev-Norm
1w = 1l + D M1 fill o -
i=1
Die Operatoren 9;: WHP(Q) — LP(Q) mit 0;f = f; heifien schwache (Richtungs-) Ableitungen.

Analog zu den Raumen C*® koénnen wir auch hohere Sobolev-Réume W¥*P(Q) mit entspre-
chenden Sobolev-Normen betrachten. Im Spezialfall p = 2 schreibt man oft H* an Stelle von W*:2,
Die Norm || f|| ;1 ist &quivalent zur Norm zum Skalarprodukt

(f,9)m = (f:9)12 + D> _(firgi)12 -
i—1

Das gleiche gilt fiir die Normen || f|| ;« fiir & > 2.

5.19. PROPOSITION. Die Réiume W*P(Q) sind Banachriume fir 1 < p < oo und k € N. Die
Riume H*(Q) sind Hilbertrdume fiir alle k € N.
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Wir betrachten zum Schluss selbstadjungierte Operatoren A: D(A) € H — H auf einem
Hilbertraum H. Dabei nehmen wir fiir den Moment den Rieszschen Darstellungssatz vorweg, wo-
nach H = H' gilt mit z — (x, -).

5.20. DEFINITION. Es sei H ein Hilbertraum und A: D(A) C H — H ein dicht definierter
unbeschriankter Operator. Dann heifit A

(1) formal selbstadjungiert oder symmetrisch, wenn (Az,y) = (x, Ay) fir alle z, y € D(A)
gilt;

(2) selbstadjungiert, wenn er formal selbstadjungiert ist und D(A) = D(A*) gilt;

(3) wesentlich selbstadjungiert, wenn der Abschluss A selbstadjungiert ist.

Die letzte Definition ist sinnvoll, denn man kann zeigen, dass symmetrische Operatoren A immer
einen Abschluss A besitzen in dem Sinne, dass Gr(A4) = Gr(A). Im endlich-dimensionalen gibt es
zwischen den obigen Begriffen keinen Unterschied.

5.21. BEISPIEL. Es sei 2 C R™ eine beschrinkte offene konvexe Menge mit glattem Rand 02
(konvex ist nicht wirklich nétig), dann trigt 0 ein Oberflichenmafl o und es gibt einen glatten
duBeren Normalenvektor v: 9Q — S"~! C R". Wir benutzen ohne Beweis, dass Funktionen f €
H(Q) ,Randwerte* f|sn € L?(09Q) haben (allgemeine Elemente von L?(f2) jedoch nicht, da man
sie auf Nullmengen wie 99 beliebig abéindern darf). Fiir f € H?((2) ist auch die schwache normale
Ableitung 8, f € L?(09) definiert. All das reicht, um die Greensche Formel fiir f, g € H?(2) mit
Hilfe des Divergenzsatzes von Gaufl zu beweisen:

/AfgdAz—Z/@ifaigdA+/ d,fgdo
Q i1 7 on

:/ngd)\—i—/ (8,,fg—f8,,g)da.
Q o0

Wir betrachten den Laplace-Operator A: C§°(£2) — Q als unbeschrénkten Operator.

(1) Nach der Greenschen Formel ist A symmetrisch.
(2) Der adjungierte Operator A* ist nicht symmetrisch, da H2(2) C D(A*).
(3) Daher ist A nicht wesentlich selbstadjungiert.
(4) Dirichlet-Randbedingung. Der folgende Operator ist symmetrisch:
A:{feH*Q)]| floa=0} C L*(Q) — L*(Q).
(5) Neumann-Randbedingung. Der folgende Operator ist ebenfalls symmetrisch:
A:{feH*Q) |8, f=0}CL*(Q) — L*Q).

5.22. BEMERKUNG. Es sei A = A der Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingung. Man
kann zeigen, dass

[f g < C[IAS 22
fiir eine Konstante C' > 0 und alle f € D(A) (eine dhnliche Abschétzung fiir Holdernormen haben
wir in Bemerkung 2.21 gesehen). Nach Folgerung 5.17 ist der Operator A* surjektiv. Wenn wir also
zeigen konnten, dass A selbstadjungiert ist, dann wiissten wir bereits, dass das Dirichlet-Problem

Af=gyg auf € ,
f=0 auf 02

fiir alle g € L%(Q) eine eindeutige Losung in H?(Q) besitzt.
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KAPITEL 6

Hilbertraume

Hilbertrdume sind (nach den endlich-dimensionalen Vektorrdumen) die einfachsten Banach-
rdume iiberhaupt. Reelle Hilbertrdume sind in der Analysis manchmal hilfreich, und komplexe
Hilbertraume sind sehr wichtig in der theoretischen Physik. Die meisten Resultate in diesem Ab-
schnitt formulieren wir daher sowohl fiir k = R als auch fiir k = C.

Wir zeigen unter anderem, dass Hilbertrdume immer reflexiv sind. Auflerdem ,,16sen* wir das
Dirichlet-Problem Af = g aus Beispiel 0.1 in H} ().

6.1. SATZ. Es sei H ein Hilbertraum, M C H eine nicht-leere abgeschlossene konvexe Teilmenge
und x € H. Dann existiert ein eindeutiger Punkt y = Py(x) € M, der den Abstand zu x unter
allen Punkten in M minimiert.

Die Abbildung Pyr: H — M ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1.

6.2. FOLGERUNG (Projektionssatz). Es sei U C H abgeschlossener Unterraum eines Hilbert-
raums. Dann existiert ein abgeschlossener Unterraum V = U+ C H, so dass H = UDV undU L V.

In der Notation von Satz 6.1 ist V' = ker Py, und wir kénnen jedes Element x € H zerlegen als
x = Py(x) + Py(x) mit Py(x) € U, Py(z) € V und (u,v) =0 .

6.3. BEMERKUNG. Man nennt U+ auch Orthogonalkomplement von U.

(1) Im Rieszschen Darstellungssatz konstruieren wir einen Isomorphismus H = H’. Dieser
Isomorphismus iiberfiihrt das obige Orthogonalkomplement in das aus Definition 5.8.

(2) In allgemeinen Banachrdumen haben nicht alle abgeschlossenen Unterrdume Komple-
mente. Tatséchlich ist die Norm eines Banachraums, in dem jeder abgeschlossene Unter-
raum ein Komplement besitzt, bereits dquivalent zu einer Hilbert-Norm nach einem Satz
von Lindenstrauss und Tzafriri (das schlieffit natiirlich den Spezialfall endlich-dimensionaler
Vektorrdume mit ein).

Eine antilineare Abbildung F': V' — W zwischen C-Vektorrdumen ist eine additive Abbildung,
die anstelle von Homogenitét die Relation F'(Az) = A F'(x) fiir alle z € V und X € C erfiillt.

6.4. SATZ (Rieszscher Darstellungssatz). Es sei H ein Hilbertraum. Dann existiert eine antili-
neare Isometrie ®: H — H’, so dass

(x,y) = ®(x)(y) fir alle z, y € H .

Insbesondere lisst sich jedes Element o € H’ durch einen Vektor x € H darstellen in dem
Sinne, dass o = (z, -).

6.5. FOLGERUNG. Insbesondere ist auch H' ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(@, 8) = (2718, 27 a),

und H ist reflexiv.

Wenn wir anstelle von ® auch iiber k = C eine lineare Abbildung haben mdéchten, miissen wir
anstelle von H' den sogenannten Antidualraum betrachten.
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6.6. DEFINITION. Es sei X ein normierter Vektorraum iiber C
und Xg sei X, aufgefasst als R-Vektorraum.
Der Antidualraum von X ist der normierte C-Vektorraum
X = {a € L(Xg,C) | a(iz) = —ia(z) fir alle z € X } ,

versehen mit der Operatornorm.

6.7. FOLGERUNG. Fs set H ein komplexer Hilbertraum. Dann existiert eine lineare Isome-
trie H~H mit z — (-,x).
6.8. BEMERKUNG. Wir haben im letzten Abschnitt adjungierte Operatoren kennengelernt. Es

seien H und K Hilbertrdume und A: D(A) C H — K ein dicht definierter unbeschrénkter Opera-
tor. Dann existiert ein Adjungierter Operator A*: D(A*) C K — H, so dass

(Az,y) = (x, A™y) fiir alle z € D(A) und alle y € D(A™) .
Es gelten alle Resultate aus dem letzten Kapitel.
(1) Wenn A beschrénkt ist, ist A* nach Prop 5.7 beschrénkt mit [|A|,, = [|4*|,,-

(2) Wenn A abgeschlossen ist, ist D(A*) C K ein dichter Unterraum nach Proposition 5.11.
(3) Es gelten der Satz 5.15 vom abgeschlossenen Bild und die Folgerungen daraus.

Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren haben wir in Definition 5.20 bereits eingefiihrt.

Wir wollen den Rieszschen Darstellungssatz auf weitere Bilinearformen ausdehnen, auch im
Hinblick auf Anwendungen. Unter anderem miissen diese Bilinearformen nicht mehr symmetrisch
sein. Dazu brauchen wir eine quantitative Version von ,positiv definit“, und das ist der Begriff
,koerziv.“

6.9. DEFINITION. Sei H ein normierter Vektorraum. Eine Sesquilinearform B: H x H — k heif3t

(1) beschrdinkt, wenn
Bl = sup sup |B(z,y)| < oo,
=<1 lyl<1

(2) und koerziv, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass
Re B(z,z) > ¢ ||z|? fiir alle x € H .

Man beachte: wenn B beschrénkt und koerziv ist, ist (z,y) — B(z,y) + B(y, ) ein Skalarpro-
dukt, und die zugehorige Norm ist bereits dquivalent zur gegebenen Norm auf H. Wenn H also
vollsténdig ist, wird H dadurch zu einem Hilbertraum.

6.10. LEMMA. Es sei H ein Hilbertraum und B eine beschrinkte Sesquilinearform. Dann exi-
stiert ein linearer Endomorphismus L von H mit | L|| = || B||, so dass

B(z,y) = (z, Ly) fir allex, y € H .

6.11. SATz (Lemma von Lax-Milgram). Es sei H ein Hilbertraum und B eine beschrdnkte,
koerzive Sesquilinearform Dann existiert ein antilinearer Isomorphismus V: H — H', so dass

B(w,y) = W(a)(y)  firallew, ye H,
und es gilt ||¥|| = || B]| und H\II_IHOP < ¢! fiir die Konstante ¢ aus Definition 6.9 (2).
6.12. DEFINITION. Es sei H ein Hilbertraum und I eine Menge. Eine Familie (e;);er von Vek-

toren in H heiit Orthonormalsystem, wenn (e;, ej) = d;;, fiir alle j, k € J. Ein Orthonormalsystem
heifit vollstindig oder eine Hilbertbasis, wenn es einen dichten Unterraum von H aufspannt.

Wir interessieren uns fortan fiir den Fall, dass die Indexmenge die Menge N der natiirlichen
Zahlen ist.
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6.13. PROPOSITION (Besselsche Ungleichung). Es sei (e;)jen ein Orthonormalsystem in einem

Hilbertraum H und U = ((ej)jen) C H der Abschluss des davon aufgespannten Unterraumes. Fiir
jeden Vektor x € H gilt dann

(1) 2] =Y " [(ejo )
§=0

[e.e]

(2) und Py(x) = Z(ej, x)e;j .

§=0
Das Orthonormalsystem ist vollstindig genau dann, wenn fir alle x € H in (1) Gleichheit gilt. In
diesem Fall stellt (2) den Vektor x dar.

6.14. BEISPIEL. Es sei H = L?([0,1];C), dann erhalten wir ein vollstindiges Orthonormalsy-
stem (x — €27, 7.

6.15. PROPOSITION. Jeder separable Hilbertraum besitzt ein hdchstens abzdihlbares Orthonor-
malsystem und ist daher isomorph zu k™ oder zu £%(k).

Fiir eine Anwendung des Lemmas von Lax-Milgram brauchen wir eine Abschéitzung aus der
Analysis.

6.16. DEFINITION. Es sei 2 C R” ein Gebiet und 1 < p < oo, dann definiere
WoP(Q) = C(Q) ¢ WP (Q),
wobei = den Abschluss beziiglich der Sobolev-Norm || - ||y1,, aus Definition 5.18 bezeichne.
Es bezeichne Df den (schwachen) Gradienten einer Funktion f € W1P(Q).

6.17. SATZ (Poincaré-Ungleichung). Es sei ) ein beschrinktes Gebiet vom Durchmesser d < oo
und 1 < p < oo. Dann gilt

£l <d DSl firalle f € WP(Q).

Wir kommen jetzt zu einer Anwendung des Lemmas von Lax-Milgram. Da wir ein sehr einfaches
Problem betrachten, wiirde auch der Rieszsche Darstellungssatz zur Losung ausreichen.

6.18. BEISPIEL. Wir betrachten den Laplace-Operator A auf einem beschrinkten Gebiet Q C R
mit glattem Rand. Wir wollen eine Lésung in einem Sobolevraum H k() finden, zunichst mit & so
klein wie moglich. Fiir f, g € C?(Q) gilt ja

/Afgd)\——Z/é?if@-gd)\+/ o, f gdo .
Q o /0 o0

Wir wollen die rechte Seite als Bilinearform auffassen. Da der zweite Term nicht auf ganz H'(Q)
definiert ist, nehmen wir Dirichlet-Randbedingungen (f|sq = glsn = 0) an und betrachten

- 0, D;g dX .
B(f.g) ;/ﬂ fdigdx

Diese Bilinearform ist auf ganz H!(§2) definiert und beschrinkt, aber nicht koerziv, da B(1,1) = 0.
Daher (und wegen der Dirichlet-Randbedingungen f|so = g|oq = 0) arbeiten wir auf HE(Q) =
I/VO1 2(Q) Es sei d < oo der Durchmesser von 2. Aus der Poincaré-Ungleichung 6.17 folgt fiir p = 2,
dass B auf H}(Q) = Wol’Q(Q) koerziv ist, denn
1
BTz 5
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Mit dem Lemma von Lax-Milgram (Satz 6.11) kénnen wir das Dirichlet-Problem jetzt 16sen.
Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung und dem Satz von Gauf} ist Af = ¢ fiir
ein f € C*°(Q) mit f|pn = 0 dquivalent dazu, dass

0={9—Af o)z = B(f,¢) + (g9,9) 12
fir alle p € C5°(Q), und die rechte Seite ist bereits fiir f € HZ(Q) erklirt. Da C§(£2) nach
Konstruktion dicht liegt in H} (), ist das dquivalent zu

B(f,)+{g, )2 =0 €Hy(Q)".
Diese Gleichung heifit auch schwache Formulierung des Dirichlet-Problems.

Es sei U: HE(Q) — H} () die Abbildung aus dem Lemma von Lax-Milgram. Die obige Glei-
chung hat eine eindeutige Losung in H}(€2), nimlich

F=-v"((g. )12) € Hy(Q).
Man nennt f eine ,schwache Losung® von Af = g, da der Ausdruck A f nicht wohldefiniert ist. Als
néchstes mochte man jetzt beweisen, dass f durch eine C*-Funktion dargestellt werden kann, falls
beispielsweise g € C*(Q). Das ist moglich, aber recht viel Arbeit. Im Fall k > 2 wire Af definiert,
und man wiirde f eine ,starke Losung® nennen. Aus dem Obigen folgt immerhin die Eindeutigkeit
einer starken Losung.
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KAPITEL 7

Schwache Topologien

Bisher haben wir auf normierten Vektorrdumen stets die Norm-Topologie betrachtet, die wir un-
ten auch ,,starke Topologie“ nennen werden. Diese Topologie ist uns zwar mittlerweile gut vertraut,
aber sie hat vergleichsweise wenig kompakte Teilmengen. In manchen Bereichen der Mathematik,
beispielsweise in der Variationsrechnung, méchte man Minimalfolgen betrachten und dann konver-
gente Teilfolgen auswéhlen koénnen. In der starken Topologie ist das oft nicht moglich.

Betrachtet man die Definitionen von , Konvergenz* oder auch ,, Kompaktheit“ genauer, so sieht
man, dass es leichter ist, Konvergenz oder Kompaktheit zu zeigen, wenn man weniger offene Men-
gen zur Verfiigung hat. Ziel dieses Abschnitts ist es, Topologien auf Banachriumen und ihren
Dualrdumenzu konstruieren, die zum einen deutlich weniger offene Mengen als die urspriingliche
»starke® Topologie haben, zum anderen aber immer noch eine gewisse Aussagekraft.

Das Wort ,,schwach“ bedeutet hier (dhnlich wie in Beispiel 6.18), dass man die Bedingungen
(dort an eine Losung, hier an Konvergenz) derart abschwiicht, dass man mit vergleichweise einfa-
chen Mitteln erreicht, was man mochte (Existenz einer Losung beziehungsweise Konvergenz einer
Teilfolge). Und dort wie hier muss man hinterher noch vom ,schwachen“ zu einem ,starken® Er-
gebnis kommen. Wir lernen mehrere Moglichkeiten kennen, um aus schwach konvergenten Folgen
stark konvergente Folgen zu machen.

7.1. DEFINITION. Es sei X ein Banachraum iiber k und X’ sein Dualraum.
(1) Eine Folge (z1)x in X konvergiert schwach gegen x € X, kurz xj, — x, wenn fiir alle « € X’
die Folge (a(x))r in k gegen a(z) konvergiert.
(2) Eine Folge (oy)x in X' konvergiert schwach* gegen a € X', kurz ap — «, wenn fiir
alle z € X die Folge (ax(x))r in k gegen a(x) konvergiert.

Schwach*-Konvergenz (sprich: ,,schwach-Stern-Konvergenz®) ist das gleiche ist wie punktweise
Konvergenz im Raum der Abbildungen X — k.

Wenn wir Elemente von X’ als Koordinaten auf X auffassen, bedeutet schwache Konvergenz
das gleiche wie ,Konvergenz in Koordinaten.“

Konvergenz in der Norm auf X beziehungsweise X’ impliziert immer schwache beziechungsweise
schwach*-Konvergenz.

7.2. BEISPIEL. Wir betrachten den Hilbertraum ¢2. Es bezeichne e(¥) = (§;1); € ¢ die ,Stan-
dardbasisfolge®.
(1) Die Folge (e(k))k divergiert in der Norm-Topologie, da He(k) — e(Z)H = /2 fiir alle k # £.
Sie konvergiert jedoch schwach gegen 0 = (0);. Sei némlich o = ((y;);, -) € ¢¥, dann folgt
aus der Konvergenz der Reihe \yj|2 = [Ja|?, dass y; eine Nullfolge ist. Insbesondere
gilt

. F)y _ 1 S _
klingoa(e ) klinc}o;yjéjk kh—>nc}oyk 0.

(2) Die Folge ({e®), -)); in ¢¥ divergiert ebenfalls in der Norm-Topologie und konvergiert
schwach* gegen 0.
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(3) Eine gewisse Vorsicht mit schwach beziehungsweise schwach*-konvergenten Folgen ist stets
geboten. Beispielsweise gilt

<e(k),e(k)> —s1ek obwohl ) — 0 und <€(k)7 ) =0

Die Unterscheidung zwischen ,,schwach konvergent“ und ,,schwach® konvergent* ist recht streng,
so dass man Verwechslungen (wie zum Beispiel zwischen Orthogonal- und Priaorthogonalkomple-
menten) vermeiden kann.

7.3. BEMERKUNG. Auf dem Dualraum X’ gibt es auch den Begriff der schwachen Konvergenz,

allerdings muss man dazu mit Elementen aus dem Bidualraum testen. Sei .: X — X" die natiirliche
Abbildung aus Definition 1.19. Dann haben wir

o — « = fiir alle w € X” gilt lim w(ag) = w(a),
k—o0

ap — = fir alle w € im(¢) gilt lim w(ag) = w(w) .
k—o0

Somit impliziert schwache Konvergenz in X’ bereits schwach*-Konvergenz. Wenn X reflexiv ist,
stimmen beide Begriffe {iberein.

Schwache (und schwach*-) Konvergenz lassen sich im Allgemeinen nicht durch eine Metrik
beschreiben. Es gibt jedoch eine passende Topologie auf X beziehungsweise X', die wir hier cha-
rakterisieren wollen.

7.4. SATZ UND DEFINITION (Initialtopologie). Es sei M eine Menge, (X;)jer eine Familie to-
pologischer Riume und (fj: M — X;)jer eine Familie von Abbildungen. Dann existiert genau eine
Topologie O auf M, die Initialtopologie zur Familie (fj: M — X;), mit den folgenden Eigenschaf-
ten.

(1) Alle Abbildungen fj: M — X; sind stetig beziglich O.

(2) Sei Y ein topologischer Raum und g: Y — M, dann ist g beziiglich O genau dann stetig,
wenn alle Abbildungen f;og:Y — X, stetig sind.

(3) Eine Teilmenge U C M st eine Umgebung von p € U genau dann, wenn eine endliche
Teilmenge Iy C I und fir alle j € Iy offene Teilmengen U; C X; mit f;(p) € U; existieren,
so dass

pe () ;' U)cU.
j€lo
(4) Es sei
S = {fj_l(Uj) }j € I,U; offen in Xj} C P(M)
und  B={SN---NSy|NeN,S,....SyeS}CcPM),
dann ist O:{UU‘L{CB}.

Die ersten beiden Eigenschaften charakterisieren die Topologie abstrakt. Eigenschaft (4) be-
deutet, dass S eine Subbasis und B eine Basis von O ist. Dabei steht (JU fiir | J;;¢y U. Es bezeich-
ne t: X — X” die natiirliche Abbildung aus Definition 1.19.

7.5. DEFINITION. Es sei X ein Banachraum {iber k.

(1) Die schwache Topologie auf X ist die Initialtopologie zur Familie

(a: X —>k)an, .
(2) Die schwach*-Topologie auf X' ist die Initialtopologie zur Familie
(«(z): X' — k)
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Im Folgenden nennen wir die Topologie auf X und X’ aus Kapitel 1 die ,,starke Topologie“ oder
,Normtopologie“. Wann immer es keine Verwirrung gibt, ersetzen wir die korrektere Formulierung
,beziiglich der schwachen (schwach*- beziehungsweise starken) Topologie auf ...“ einfach durch
das passende Adverb oder Adjektiv ,,schwach®, ,,schwach*“ beziehungsweise , stark*.

Aus Eigenschaft (2) in Satz 7.4 folgt, dass die Identitét idx von X mit der starken Topologie
nach X mit der schwachen Topologie stetig ist. Analoges gilt fiir X’ und die schwach*-Topologie.
Das bedeutet, dass alle offenen Mengen der schwachen Topologie in der starken Topologie offen
sind; umgekehrt gilt das jedoch im Allgemeinen nicht. Man sagt auch, die schwache Topologie sei
,grober® als die starke, und die starke Topologie dementsprechend ,feiner“ als die schwache.

Um zu verstehen, welche Folgen in einer Initialtopologie konvergieren, benutzen wir einen Trick.
Wir betrachten die Finpunktkompaktifizierung Nt von N. Das ist der Raum N* = N U {oo} mit
der Topologie

PNU{NF\E|ECNendlich} < PN%).
Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Eine Folge (x)r in X konvergiert gegen zo, € X genau
dann, wenn die folgende Abbildung stetig ist:

9ze): NT = X mit I(we) (k) = T}, fiir alle k € N* .

7.6. FOLGERUNG. Es sei X ein Banachraum tber k.
(1) Eine Folge (zk)r in X konvergiert genau dann schwach gegen r~, € X, wenn sie in der
schwachen Topologie gegen xo konvergiert.
(2) Eine Folge (o) in X' konvergiert genau dann schwach* gegen o, € X', wenn sie in der
schwach*-Topologie gegen as konvergiert.

Zur Erinnerung: ein topologischer Raum ist ein Hausdorff-Raum, wenn je zwei verschiedene
Punkte durch offene Mengen getrennt werden kénnen. In einem Hausdorff-Raum sind Grenzwerte
von Folgen eindeutig (falls sie existieren).

7.7. PROPOSITION. FEs sei X ein Banachraum. Dann sind X mit der schwachen Topologie
und X' mit der schwach*-Topologie Hausdorff-Rdume.
Insbesondere sind schwache und schwach*-Grenzwerte eindeutig.

Das néchste Resultat ist eine Folgerung aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschréinktheit, das
heifit, aus dem Satz 4.5 von Banach-Steinhaus.

7.8. PROPOSITION. Es sei X ein Banachraum, (xy) sei Folge in X, (ag)x sei Folge in X', und

es gelte
*
Tp — Too und ap — Qoo -

(1) Dann sind zj und oy, beschrdnkt, und es gilt

|Zoo|| < liminf ||zl und |atoo || < liminf ||ou, || -
n—oo n—oo

(2) Wenn mindestens eine der beiden Folgen in der jeweiligen Norm konvergiert, dann gilt
ap(zp) — Qoo(Too) -

Die folgenden Sdtze und Bemerkungen sollen Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen
schwacher (beziehungsweise schwach*-) Topologie und starker Topologie aufzeigen.

7.9. BEMERKUNG. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V stimmt die schwache Topologie
auf V mit der starken Topologie iiberein, und die schwach*-Topologie auf V'’ mit der starken
Topologie auf V.

7.10. PROPOSITION. FEs sei X ein Banachraum und M C X konvex. Dann ist M genau dann
schwach abgeschlossen, wenn M stark abgeschlossen ist.
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7.11. FOLGERUNG. Es sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum.

(1) Dann ist der schwache Abschluss der Einheitssphire Sx = {x € X | |lz|| = 1} der
abgeschlossene Einheitsball By = { x € X ’ z] <1}.

(2) Das schwache Innere einer beschrinkten Teilmenge von X ist leer.

(3) Das schwach*-Innere einer beschrinkten Teilmenge von X' ist leer.

Fiir lineare Abbildungen spielt es iiberraschenderweise keine Rolle, welche Topologien wir zu-
grunde legen. Das liegt an einer Folgerung aus dem Satz 4.11 vom abgeschlossenen Graphen. Dazu
brauchen wir auch die Hausdorff-Eigenschaft aus Proposition 7.7.

7.12. SATZ. Es seien X undY Banachrdiume. Dann ist eine lineare Abbildung A: X — Y genau
dann schwach stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Die folgenden Kompaktheitsséitze sind einer der Hauptgriinde fiir die Einfithrung der schwachen
und der schwach*-Topologie. Die Beweise benotigen den Satz von Tychonoff, wonach das topologi-
sche Produkt beliebig vieler kompakter Rdume wieder kompakt ist. Da sein Beweis sehr aufwéndig
wiére, geben wir die folgenden Resultate nur ohne Beweis an. Als Ersatz betrachten wir hinterher
dhnlichen Sétze zur Folgenkompaktheit, die in der Praxis ebenfalls sehr wichtig sind, und deutlich
leichter zu beweisen.

7.13. SATZ (Banach-Alaoglu). Es sei X ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheits-
kugel

Bxr=Bi1(0) = {ae X'|[lafl,, <1} Cc X
beziiglich der schwach*-Topologie auf X' kompakt.

7.14. Satz (Kakutani). Es sei X ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitsku-
gel Bx = B1(0) C X genau dann schwach kompakt, wenn X reflexiv ist.

Fiir allgemeine Banachriume ist die schwache Topologie nicht metrisch (siehe aber Satz 7.19 zur
schwachen Metrisierbarkeit des Einheitsballes). Das bedeutet, dass Kompaktheit und Folgenkom-
paktheit nicht dquivalent sind. Der folgende Satz ist insofern unabhéngig vom Satz von Banach-
Alaoglu, und in gewisser Weise die Umkehrung von Proposition 7.8 (1) fiir die schwach*-Topologie.
In der Praxis, beispielsweise in der Variationsrechnung, betrachtet man gern beschrénkte Folgen
und fragt nach konvergenten Teilfolgen.

7.15. SATZ. Es sei X ein separabler Banachraum. Dann hat jede beschrinkte Folge in X' eine
schwach*-konvergente Teilfolge.

Falls X reflexiv ist, konnen wir sogar auf Separabilitéit verzichten. Dazu brauchen wir eine
Voriiberlegung.

7.16. PROPOSITION. FEs sei X reflexiv und W C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist
auch W refleziv.

7.17. SATz (Eberlein-Smuljan). Es sei X reflexiv. Dann besitzt jede beschrinkte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

7.18. BEMERKUNG. Reflexivitit von X ist notig. Als Beispiel betrachten wir den Raum ¢!
der absolut konvergenten Reihen. Aus den Ubungen wissen wir, dass schwache und starke Folgen-
konvergenz auf ¢! #quivalent sind. Wire B, schwach folgenkompakt, dann wire By auch stark
folgenkompakt. Da aber ¢! metrisierbar ist, wiire By dann auch kompakt nach Satz 2.3, und somit
wiire ¢! endlich-dimensional nach dem Satz 2.5 von Heine-Borel und Riesz.
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Wihrend die schwache und die schwach*-Topologie im Allgemeinen nicht metrisierbar sind,
lassen sie sich unter einer geeigneten Separabilitdtsbedingung zumindest auf dem Einheitsball me-
trisieren.

7.19. SATZ (Schwache Metrisierbarkeit des Normballes). Es sei X ein Banachraum.
(1) Wenn X' separabel ist, ist die schwache Topologie auf ,BX metrisierbar.

(2) Wenn X separabel ist, ist die schwach*-Topologie auf Bx: metrisierbar.

7.20. BEMERKUNG. Als Folgerung erhalten wir fiir separable Rdume mit Satz 2.3 den Satz von
Banach-Alaoglu und eine Richtung des Satzes von Kakutani.

7.21. BEMERKUNG. Die obigen Resultate, insbesondere die Satze 7.13, 7.14 und 7.19 gelten
vOllig analog immer noch, wenn man den abgeschlossenen Einheitsball durch eine beliebige be-
schrinkte und schwach beziehungsweise schwach*-abgeschlossene Teilmenge ersetzt.

Zum Schluss geben wir noch drei Moglichkeiten an, wie wir von schwacher oder schwach*-
Konvergenz zu starker Konvergenz kommen, denn letztere ist fiir Anwendungen oft wichtiger.

7.22. BEMERKUNG. In seltenen Féllen sind schwache und starke Konvergenz dquivalent. Das gilt
zum Beispiel auf endlich-dimensionalen Réumen, und auf dem Raum ¢' der absolut konvergenten
Reihen (Ubung).

7.23. DEFINITION. Eine Norm auf einem Vektorraum X heifit gleichmdjfig konvexr, wenn zu
jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass fiir alle Vektoren z, y € X mit ||z|| = ||y|| = 1 gilt:

r+y

H>1—6 = ly —z|| <e.

Ein Banachraum mit einer gleichméfig konvexen Norm heif3t gleichmdf$ig konvexer Banachraum.

Wir sehen in Satz 8.3, dass LP(Q) fiir 1 < p < oo gleichméBig konvex ist. Auf der anderen Seite
sind weder L'(Q) noch L>®(Q) gleichmiBig konvex. Falls Q aus genau zwei Punkten vom Maf 1
besteht, ist das besonders einfach zu sehen.

7.24. SATZ. Es sei X ein gleichmdf$ig konverer Banachraum, und (xy) konvergiere schwach
in X gegen x € X. Falls

limsup ||z || < [|z|| ,
k—oo

konvergiert (xy) sogar stark gegen x.

7.25. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an kompakte Operatoren, siehe Definition 2.6. Fiir eine
lineare Abbildung A: X — Y sind dquivalent:
(1) A ist kompakt.
(2) A bildet beschréankte Teilmengen von X auf relativ kompakte Teilmengen von Y ab.
(3) Fiir jede beschrinkte Folge (zx)x in X besitzt Az eine in Y konvergente Teilfolge.

Wir erhalten eine weitere Moglichkeit, zu stark konvergenten Folgen iiberzugehen, und eine
weitere niitzliche Charakterisierung kompakter Operatoren.

7.26. PROPOSITION. Es seien X und Y Banachrdume, und A € L(X,Y).

(1) Es sei A kompakt und (xy), konvergiere schwach gegen x in X. Dann konvergiert (Axy)y
stark gegen Ax inY .

(2) Es sei X reflexiv. Wenn fiir alle x € X und alle Folgen (xy), mit schwachem Grenzwert x
in X die Bildfolge (Axg)r in'Y stark gegen Ax konvergiert, ist A kompakt.
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7.27. BEISPIEL. Als Anwendung der obigen Methoden betrachten wir das schwache Eigenwert-
Problem fiir den Laplace-Operator A auf einem beschriankten Gebiet 2 C R™, der Einfachheit
halber mit glattem Rand. Nach Beispiel 0.2 aus der Einleitung heifit f € C§°(Q2) Eigenfunktion des
Laplace-Operators A auf C3°(2) zum Eigenwert \, wenn

Af+Xf=0.
Auf dem Raum H}(Q) betrachten wir die Bilinearform
n
B(f,9) =Y (0if,0ig) 2
i=1
aus Beispiel 6.18. Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung und der Greenschen Formel
aus Beispiel 5.21 ist f € C§°(£2) genau dann eine Eigenfunktion von A zum Eigenwert A\, wenn

B(f,9) =A{f,9)12 fiir alle g € C5°(Q2) .

Diese Gleichung nennen wir die schwache Formulierung der Eigenfunktionsgleichung; sie ist bereits
fir f € H}(Q) sinnvoll. Wenn sie gilt, nennen wir f eine schwache Eigenfunktion zam Eigenwert .

Man kann zeigen, dass alle schwachen Eigenfunktionen des Laplace-Operators glatt sind, und
somit auch ,starke“ Eigenfunktionen.

7.28. SATZ (Eigenwerte des Laplace-Operators unter Dirichlet-Randbedingungen). FEs seien €2
ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und A der Laplace-Operator auf Q. Dann gibt es eine
unbeschrinkte, monoton steigende Folge (\,)r in (0,00) und eine Hilbertbasis (fi)r von L%(Q), so
dass fr fiir alle k in H} () liegt und eine schwache Eigenfunktion von A zum Eigenwert Ay, ist.

Als einziges weiteres Hilfmittel bendtigen wir den Satz ?? von Rellich, wonach die Einbet-
tung H}(Q) — L?(Q) kompakt ist, wenn €2 beschriinkt ist und ,hinreichend schénen® Rand hat.

Mit Satz 7.28 allein kénnen wir noch nicht viel iiber den Laplace-Operator aussagen. Aber
sobald wir davon ausgehen, dass alle f; Eigenfunktionen im urspriinglichen Sinn sind, haben wir A
im Hilbertraum-Sinne ,,diagonalisiert.

7.29. FOLGERUNG. FEs seien € ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und A der Laplace-
Operator auf ().
(1) Der Green-Operator A™1: L2(Q) — H}(Q) ist stetig.
(2) Der Green-Operator A=%: L2(2) — L?(Q2) mit Dirichlet-Randbedingungen ist kompakt.
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KAPITEL 8

Dualrdume und Reflexivitat

Wir haben in den letzten Kapiteln mehrere interessante Resultate fiir reflexive Rdume kennen-
gelernt, beispielsweise den Satz von Eberlein-Smuljan 7.17. Auf der anderen Seite wissen wir aus
den Ubungen, dass ¢! und allgemeiner L'(Q) im Allgemeinen nicht reflexiv sind, und dass diese
Réume oft etwas andere Eigenschaften als reflexive Rdume haben. Interessant daran ist unter an-
derem, dass der Bidualraum, um den es bei Reflexivitdt ja immer geht, in der Formulierung der
obigen Satze und Eigenschaften oft gar nicht vorkommt. Hilbertrdume sind nach Folgerung 6.5 aus
dem Rieszschen Darstellungssatz immer reflexiv. Wir erhalten (strikte) Inklusionen von Klassen

normierte Vektorraume DO Banachraume D reflexive Ridume DO Hilbertraume.

Vollig unabhingig davon ist eine andere hilfreiche Eigenschaft, die wir hiufig benutzt haben,
némlich Separabilitiat. In diesem Kapitel geben wir fiir einige wichtige Banachraume ihre Dualriume
an und schlieflen daraus Reflexivitit, wenn moglich.

Nach Definition 1.19 ist ein normierter Vektorraum X reflexiv, wenn die natiirliche Einbet-
tung ¢: X — X" eine Isometrie ist. Da Dualriume stets vollstéindig sind, ist X somit ein Banach-
raum. Aus Folgerung 3.8 aus dem Satz von Hahn-Banach ergibt sich, dass ¢ stets eine isometrische
Einbettung ist. Bei Reflexivitdt geht es also vor allem um die Surjektivitidt von .

Aus Proposition 7.16 wissen wir bereits, dass abgeschlossene Unterrdume reflexiver Rdume wie-
der reflexiv sind. Klar ist auflerdem, dass ein Banachraum, der zu einem reflexiven Raum isomorph
ist, auch reflexiv sein muss.

8.1. PROPOSITION. FEs sei X ein Banachraum.
(1) Dann ist X 2 im. C X" stark abgeschlossen.
(2) Und X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

8.2. BEISPIEL. Es sei (€2, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum mit unendlicher o-Algebra A, zum
Beispiel N mit dem Z&hlmafl (und LP(N) = ¢P) oder ein Gebiet 2 C R™ mit dem Lebesgue-Ma$8.
Wir kennen bereits die Dualrdume ¢ = ¢V und L'(Q)" = L*°(Q) aus den Ubungen. Auflerdem
wissen wir, dass ¢! und L'(Q) nicht reflexiv sind. Es folgt, dass £> und L>(f2) ebenfalls nicht
reflexiv sind, und das entsprechende gilt dann auch fiir deren Dualrdume, Bidualrdume, und so
weiter. Tatséchlich erhalten wir Folgen von strikten, abgeschlossenen, isometrischen Inklusionen

LS L))" S und  L®(Q) S L®Q)" S -
Im Beweis von Satz 8.4 benétigen wir gleichméfige Konvexitét, siehe Definition 7.23.
8.3. SATZ. Es sei 1 < p < oo und Q ein Mafiraum. Dann ist LP(Q) gleichmdf$ig konvex.

8.4. SATZ. Es sei (2, A, p) ein Mafiraum und 1 < p < co. Fir 1 < g < oo mit % + % =1 gibt
es eine lineare Isometrie

B L00) — Q) mit (@90~ [ ofdu.

Insbesondere ist LP(Q) reflexiv.
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Der Spezialfall p = 2 ist analog zu den Folgerung 6.5 und 6.7 aus dem Rieszschen Darstellungs-
satz (wir bemerken aber, dass der obige Ausdruck im Falle k = C kein Skalarprodukt, sondern eine
bilineare Abbildung ist). Der Fall p = 1 und ¢ = oo gilt fiir o-endliche Mafirdume (allerdings mit
einem anderen Beweis), p = oo und ¢ = 1 im Allgemeinen jedoch nicht, siche Ubungen.

8.5. FOLGERUNG. FEs sei Q) C R™ ein Gebiet, dann sind die Sobolevriume WHP(Q) und Wg’p(Q)
fiir 1 <p < oo ebenfalls reflexiv.

Das folgende Resultat geben wir zur Ergédnzung ohne Beweis an.
8.6. SATZ (Milman-Pettis). Gleichmdif$ig konvexe Banachriume sind reflexiv.

Wir kénnen auch den Dualraum von L*°(€2) beschreiben. Wir betrachten der Einfachheit nur
den Fall k = R. Im Fall k = C konnen wir alle Elemente von L*°(£2) und seinem Dualraum in Real-
und Imaginérteilzerlegen, und erhalten dann analoge Resultate.

8.7. DEFINITION. Es sei (€2, A, 1) ein Mafiraum.
(1) Eine (endlich) additive Mengenfunktion ist eine Abbildung ¢: A — R, so dass

Y(AUB) = ¢p(A) + ¢(B) fir alle A, Be Amit ANB=10.

(2) Eine additive Mengenfunktion ¢ heifit absolutstetig (beziiglich p), wenn @(N) = 0 fiir alle
pu-Nullmengen N € A gilt.

(3) Die Variation einer additiven Mengenfunktion ¢ ist die Mengenfunktion |p|: P(2) —
[0, co] mit

lo| (E) = sup{cp(A) — ¢(B) ‘ A, Be Aund A,B C E} .

Wenn |p| auf P(£2) beschrénkt ist, heifit ¢ eine additive Mengenfunktion von beschrinkter
Variation, und wir definieren die Totalvariation || (2).

Es sei > 1", a; xa, eine Treppenfunktion mit a; € R und A; € A fir i = 1, ..., n und ¢
eine absolutstetige, additive Mengenfunktion von beschrénkter Variation, dann definieren wir das

Integral
/ D aixa de = a;ip(A;).
Q=1 i=1

Da ¢ absolutstetig ist, hingt das Integral nur vom Bild der Treppenfunktion in L>°(2) ab.
Treppenfunktionen der obigen Form bilden einen dichten Unterraum in L*°(2), und es gilt

n n
/ Z a; XA, dp Z ai X A;
Q5= i=1

Also hat das obige Integral von Treppenfunktionen eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung
auf L>°(Q), und wir erhalten ein Element in L*>(Q)".

8.8. BEISPIEL. Sei g € L!(2), dann erhalten wir eine absolutstetige, additive Mengenfunktion

p(A) = /Agdu

<

ol (2) -

[e.o]

von beschrénkter Variation
el ()= [ ol do< [ lol di = gl
A Q
und Totalvariation |¢| () = ||g|| ;1. Das Integral von f € L>(Q) ist gerade

/Qfdsoz/gfgdu-
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Falls u ein o-endliches Ma8 ist, gilt L>(Q) = L'(Q)’, und es folgt
/ cgdp =19 € L' Q)" .
Q

8.9. SATZ. Es sei (2, A, ) ein MafSraum. Dann entsprechen die Elemente o € L*™(Q) genau
den absolutstetigen, additiven Mengenfunktionen ¢ von beschrinkter Variation, so dass

a(f) = /Qfdw fiir alle f € L>(Q) .

und es gilt [[al],, = |l ().

Zum Schluss geben wir ohne Beweis die deutlich schwierigere Konstruktion von C%(X)’ fiir kom-
pakte metrische Rdume X an. Sie ldsst sich mit etwas zusétzlicher Arbeit auch auf lokalkompakte
metrische Rdume (wie zum Beispiel R™) ausdehnen, das heifit, auf Rédume, in denen kleine abge-
schlossene metrische Bélle kompakt sind. Die Borel-o-Algebra B von X ist die kleinste o-Algebra,
die alle offenen Mengen von X enthéilt. Thre Elemente heiflen Borelmengen.

Sei ¢ € C9(X)'. Dann konstruiert man zunschst ein duBeres Variationsmaf || durch

o] (U) = sup{ ¢(f) ’ f e C%X) mit supp(f) C U und || f|... < 1} fiir U C X offen, und

sup —

o] (V) =inf{ |p|(U) |V CU, U C X offen } fiir V' C X beliebig.

Man kann zeigen:

(1) Borelregularitit. Alle Borelmengen von X sind |p|-messbar, und fiir beliebige Teilmen-
gen V C X existiert eine Borelmenge A D V mit pu(A) = u(V).
(2) Innere Regularitit. Fiir alle Borelmengen A C X gilt

o] (A) = sup{ u(K) | K C A, K kompakt } .

Mafle mit diesen Eigenschaften nennt man Radon-Mafe; ist X nur lokalkompakt, so verlangt man
zusétzlich, dass pu(K) < oo fiir alle kompakten Teilmengen K C X.

AnschlieBend zeigt man, dass C°(X) dicht in L'(X, |p|) liegt, also hat ¢ eine eindeutige Fort-
setzung in L' (X, |¢|)’. Wenn X kompakt ist, ist C%(X) und damit auch L'(X, |p|) separabel, und
es folgt LY(X, |¢])" = L=(X, |¢|). Wir kénnen ¢ also durch ein Element in L (X, |¢|) beschreiben.

8.10. SATz (Riesz-Radon). Es sei X ein kompakter metrischer Raum. Dann existiert zu je-
dem ¢ € CY(X) ein eindeutiges Radon-Maf$ pv auf X und eine Funktion g € L*(X, ) mit |g(z)| =
1 fir p-fast alle x € X, so dass

o(f) = /X fodu  fir alle f € C°(X).

8.11. BEMERKUNG. Auf den ersten Blick d&hneln sich die obigen Beschreibungen der Dualrdume
von C°(X) und L>(Q). Allerdings sind die Mafle im Satz von Riesz-Radon o-additiv, wihrend die
Mengenfunktionen in Satz 8.9 nur endlich additiv sein miissen. Auf der anderen Seite sind letztere
aber absolutstetig zum vorgebenen Maf} auf €2, wihrend die Mafle im Satz von Riesz-Radon keine
solche Bedingung erfiillen miissen.

Wenn beispielsweise 0 C R” ein beschriinktes Gebiet ist, dann ist der Abschluss  kompakt,
und C%(Q) c L*(€) ist ein abgeschlossener Unterraum. Wir erhalten eine Einschrinkungsabbil-
dung L>®(Q2) — C°(Q)’, die nach dem Satz von Hahn-Banach surjektiv ist. Folglich lisst sich jedes
RadonmaB auf © zu einer absolutstetigen, additiven Mengenfunktion von beschrinkter Variati-
on auf Q fortsetzen. Man beachte allerdings, dass L°°(f2) nicht separabel ist, und der Satz von
Hahn-Banach folglich keine Hinweise zur Konstruktion dieser Fortsetzung gibt.
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Als Beispiel betrachte fiir x € Q die Abbildung

0. € CO(Q) mit oz (f) = f(z) .
Da L*-Funktionen nur fast iiberall definiert sind, finden wir keine offensichtliche Fortsetzung von ¢,
auf L*°(9). Das zu ¢, gehorige Radon-Ma#f ist das Dirac-Ma8 0, mit

5,(A) = 1 fallsz € A, und
‘ 0 sonst,

fiir alle A C X. Falls z auf dem Rand von €2 liegt, induziert es das Nullmaf auf 2. Andernfalls ist es
nicht absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafles A, denn A{z} = 0. Also finden wir auch keine of-
fensichtliche Fortsetzung von J, einer absolutstetigen, additiven Mengenfunktion von beschrankter
Variation auf 2.
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KAPITEL 9

Sobolev-Riaume

Wir haben Sobolev-Rédume bereits in Kapitel 5 gesehen. Schwache Losung von Differential-
gleichungen, Eigenwertproblemen und anderen Problemen der Analysis sind oftmals Elemente von
Sobolev-Riaumen, siehe etwa Beispiel 6.18 oder Satz 7.28.

In diesem Kapitel wollen wir einige grundlegende Techniken fiir den Umgang mit Sobolev-
Funktionen kennenlernen. Den Approximationssatz von Meyers-Serrin haben wir bereits beim Be-
weis der Poincaré-Ungleichung 6.17 benutzt, und den Kompaktheitssatz von Rellich bei der Be-
stimmung der schwachen Eigenfunktionen des Laplace-Operators in Satz 7.28.

9.1. BEMERKUNG. Fiir geeignete Funktionen f, g: R® — R definieren wir die Faltung f *
g: R" — R durch

(Feo)) = [ fa=a)diu),

falls das Integral fiir (\-fast) alle x existiert. Meistens wird eine der beiden Funktionen eine C'*°-
Funktion mit kompaktem Triger und die andere eine LP-Funktion sein. In diesem Fall existiert fx*g
stets.

(1) Assoziativitit und Kommutativitit. Wenn zwei der drei Funktionen f, g, h glatt sind und
kompakten Triager haben, folgt aus der Integraltransformationsformel und dem Satz von
Fubini, dass

fxg=gxf und  fx(gxh)=(fxg)xh.
Ein neutrales Element (oder gar Inverse) fiir die Faltung gibt es (in den obigen Funktio-
nenrdumen) jedoch nicht.
(2) Trdger. Fir f € LP(R") und A C R™ abgeschlossen bedeute supp f C A hier f|gn\4 = 0.

supp f C B,(0) und suppg C B(0) = suppf*g C Brys(0) .

(3) Glittung. Es sei ¢ € C2°(R™) und f € LP(R™) mit 1 < p < co. Dann folgt px f € C>*(R"),

und fiir die partiellen Ableitungen zu Multiindizes v € Ny gilt
Di(pxf)=(D7p)* [

(4) Vertrdglichkeit mit Ableitungen. Falls f schwache Ableitungen der Ordnung |vy| besitzt,
gilt auch
das heifit, Faltung mit ¢ € C°(R™) macht aus schwachen Ableitungen von f starke Ab-
leitungen von ¢ * f.

(5) Konvergenz. Es sei wieder ¢ € C°(R") und 1 < p < co. Es seien f € LP(R") fiir k € N
und f € LP(R"). Falls f, — f (fiir 1 < p < o0) oder f, — f (fir 1 < p < o0) gilt,
konvergiert . * fr. — @ f punktweise.

Weitere hilfreiche Eigenschaften der Faltung lernen wir in den folgenden Beweisen kennen.

Wir benétigen eine Abschitzung fiir Faltungsintegrale. Es bezeichne F(- + h, -): R” — R die
Funktion « — F(x + h, x).
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9.2. PROPOSITION. Es sei F': R® x R" — R eine Lebesque-messbare Funktion, 1 < p < oo
und ¢ € L'(R™). Falls

esssup [[F'(- +h, -)[|, < oo
hesupp ¢

gilt, existiert eine Funktion g € LP(R™) mit

o@) = [ oo =) Play)dy) = [ o) Fla,z = h)drn)

n

und es gilt
HM@S/’MWHWW“+MJMdMMSHM1%%WﬂFC+hwmp~
R hEsupp ¢

9.3. FOLGERUNG (Faltungsabschitzung). Es sei o € LY(R™) und f € LP(R"), dann gilt

e fll, < Nl £, -
Insbesondere bildet (Ll(R”), +, *) eine Banachalgebra.

Der folgende Satz ist eine Folgerung aus dem Approximationssatz 1.30.
9.4. SATZ. Es sei 1 <p < oo und f € WEP(R™). Dann gilt

li -+ h)— =0.
alim UG+ = Sl
In L*°(R"™) gilt das jedoch nicht. Als Gegenbeispiel dient (wieder einmal) die charakteristische
Funktion einer messbaren echten Teilmenge () # A ; R™.
Im Folgenden werden wir hiufig mit einer Standard-Dirac-Familie (¢:). falten. Gemeint ist
eine Familie von C°°-Funktionen ¢, fiir € > 0 mit

(T
we >0, supp ¢ = B:(0) , / Yed\ =1 und ve(z) =¢ gp(g) .

Die Bilder der . in C°(R")’ konvergieren fiir ¢ — 0 schwach* gegen das Dirac-Maf bei 0.

9.5. FOLGERUNG. Es sei 1 < p < oo, f € WFP(R™) und (¢.). eine Standard-Dirac-Familie.
Dann gilt
lim e f = f € L=WF(R").
e\ 0

Fiir die Beweise der folgenden Sitze miissen wir Sobolev-Funktionen als Summen von Sobolev-
Funktionen mit Trégern in vorgegebenen offenen Mengen betrachten kénnen. Mit C°(9) bezeich-
nen wir den Raum aller Funktionen, deren Tréger in €2 kompakt ist. Insbesondere miissen diese

Funktionen am Rand nicht verschwinden (im Gegensatz zum Raum CZ°(€2)).

9.6. PROPOSITION (Partitionen der Eins). Es sei Q C R" ein Gebiet und U eine offene Uber-
deckung von Q. Dann existiert eine der Uberdeckung U untergeordnete Partition der Eins (1;)icr

in C°(Q), genauer,
(1) die Indexmenge ist I ={1,...,N} C N oder I =N,
(2) fiir alle i € I hat n; kompakten Triger, es gilt n; > 0, und es existiert U € U mit
suppn; C U,

(3) fiir alle x € Q exzistiert eine Umgebung V von x, so dass n;|y = 0 fiir fast alle i € I, und
(4) es gilt

Zm =1 auf ganz € .

i€l
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Wir kénnen eine Partition der Eins (7;); benutzen, um eine Sobolev-Funktion f in Summan-
den n;f mit f = >, m;if zu zerlegen. Die Summanden sind wieder Sobolev-Funktionen, denn fiir
das Produkt einer glatten Funktion mit einer Sobolev-Funktion gilt die Kettenregel

9i(nf) = Om) - f+ndif .
Wir geben den folgenden Satz ohne Beweis an.

9.7. SATZ (Meyers-Serrin). Es sei Q C R™ ein Gebiet und 1 < p < co. Dann liegt W*P(Q) N
C>=(Q) dicht in WkP(Q).

Man beachte, dass € offen sein muss. Uber das Verhalten der approximierenden Funktionen am
Rand von  konnen wir hier keine Aussagen machen(im Gegensatz zu Satz 1.30, wo Funktionen
mit kompaktem Triger im Inneren von  ausreichen). Wenn wir stattdessen annehmen, dass der
Rand von € nicht allzu wild ist, bekommen wir ein wesentlich stidrkeres Approximationsresultat.

9.8. DEFINITION. Eine Gebiet 2 C R" erfiillt die Segmentbedingung, wenn es zu jedem Punkt x €
0} eine Umgebung U von x in R™ und einen Vektor y # 0 gibt, so dass z+ty € Q fiir alle z € QNU
und alle ¢ € (0,1).

Anschaulich bedeutet das, dass €2 nahe bei x nur auf der durch y beschriebenen Seite seines

Randes liegt. Mit C3°(€2) bezeichnen wir die Vervollstiandigung des Raumes C2°(£2).

9.9. SATZ. Es sei Q0 CR" ein Gebiet, das die Segmentbedingung erfillt, und 1 < p < co. Dann
liegt C3°(Q) dicht in WFP(€).

Als einfache Anwendung iiberlegen wir uns, dass die Sobolev-Eigenschaft invariant unter Dif-
feomorphismen ist.

9.10. FOLGERUNG. FEs sei () C R"™ ein Gebiet, das die Segmentbedingung erfillt, U C R™ offen
mit Q@ C U und ®: U — V C R™ ein C*-Diffeomorphismus. Dann induziert ® eine invertierbare
Abbildung

O*: WhP((Q)) — WHP(Q)  mit  fr fod.

Als niichstes wollen wir zeigen, dass die Einbettung W*P?(Q) — W*=12(Q) kompakt ist. Auch
hierzu brauchen wir Gebiete mit einer gewissen Regularitat.

9.11. DEFINITION. Ein Gebiet 2 C R™ hat Lipschitz-Rand, wenn es zu jedem Punkt x € 02
eine Umgebung U von x € R™, eine Hyperebene H C R", einen Vektor v 1. H mit |y| = 1 und eine
Lipschitz-Funktion h € C%'(H) gibt, so dass

UﬂQ:Uﬂ{y+tv|y€Hundt<h(y)}.

Wenn 2 Lipschitz-Rand hat, erfiillt 2 automatisch die Segmentbedingung. Der folgende Satz
ist nur ein Spezialfall des Satzes von Rellich, allerdings ein sehr wichtiger.

9.12. SATZ (Rellich). Es sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, k > 1, C >0
und 1 < p < 0o. Gegeben sei eine Folge (f;); und f in WEP(Q). Dann gilt

1 £llyp < C fiir alle j und f; — f in W*17(Q) — fi — [ in WEhP(Q) .

9.13. FOLGERUNG. Es sei Q C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, 1 < p < oo
und k > 1. Dann ist die Inklusionsabbildung W*P(Q) — Wk=LP(Q) kompakt.

Wie schon gesagt, haben wir diese Folgerung im Beweis von Satz 7.28 bereits fiir HZ () — L?(€2)
benutzt.

Bisher haben wir iiber Sobolev Ridume W#P(Q2) mit p = oo nicht viel aussagen konnen.
Tatséchlich kennen wir diese Rdume aufler fiir £ = 0 (zumindest in speziellen Situationen) schon
unter einem anderen Namen.
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9.14. SATZ. Es sei § ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und k > 1. Dann gilt
Wk,oo(Q) ~ Ck—l,l(Q) )

9.15. BEMERKUNG. Da die Uberlegungen im Beweis des obigen Satzes rein lokal sind, kénnten
wir die Rdume WIIZ’COO(Q) und Cﬁ’;l’l(ﬂ) beziehungsweise W'IIZ’COO (€2) und Cﬁ;l’l(ﬁ) einfithren. Funk-
tionen in diesen R&umen miissen fiir jeden Punkt « in €2 beziehungsweise €2 die jeweilige Bedingung
in einer Umgebung U von z erfiillen. Diese Rdume tragen nach wie vor eine Topologie, aber keine
offensichtliche Norm, da sie Elemente enthalten, deren , globale* Norm den Wert oo hitte. Es gilt
dafiir aber auf beliebigen Gebieten

Wiee () = Cioe ()

— Yloc

und auf unbeschrinkten Gebieten mit Lipschitz-Rand

Wk @) = cE (@) .

loc

Wir kénnen den obigen Satz benutzen, um auf Lipschitz-Rédndern ein Mafl zu definieren. Es
entspricht dem Lebesgue-Mafi auf Untermannigfaltigkeiten aus Analysis I1I. AuBerdem konnen
wir den Satz von Gaufl auf Gebiete mit Lipschitz-Rand ausdehnen. Dazu brauchen wir noch ein
Einheitsnormalenfeld und einen Einschrankungsoperator von Sobolev-Funktionen auf den Rand.

Mit den Bezeichnungen von Definition 9.11 definieren wir auf U N 9Q = U N Gr(h: H - R) C
H @® Rv 2 R"™ ein Oberflichenmafl o. Dazu identifieren wir Teilmengen A C U N 02 des Randes
mit ihren Orthogonalprojektionen p(A) C H und parametrisieren sie durch

F:p(A) — A mit Fly)=y+h(y)pve HBRv=R".

Die (schwache) Gramsche Determinante von F' ist fast iiberall gegeben durch /1 + |Dh|*, wo-

bei Dh: A — H den schwachen Gradienten von h beschreibt. Da H isometrisch zu R*! ist,
trigt H ein (n — 1)-dimensionales Lebesgue-Maf} i, und wir definieren

J(A):/ \/1+ |Dh*du
p(A)

fiir alle A C UNOKQ, fiir die p(A) C H Lebesgue-messbar ist. Nach der Integraltransformationsformel
erhalten wir fiir Funktionen f: 902 — R mit supp f C U N 92 demnach

[iram= [ or) i oo

Fiir den Satz von Gaufl benttigen wir das schwache Einheitsnormalenfeld v: A — R", gegeben

durch

I/OF:;(’U—DI’L)

\/1+ |Dh|?

Sowohl ¢ als auch v sind unabhiingig von der gewihlten lokalen Darstellung von 02 als Graph
einer Lipschitz-Funktion, was fiir Lipschitz-Rénder allerdings schwer zu beweisen ist. Im Satz von
Gauf3 integrieren wir gegen ein ,normales Oberflichenmaf3“ v do, das heifit, fiir ein Vektorfeld X
betrachten wir

/<X,V>da—/ (X o F,v— Dh)dpu
A p(4)

Dabei ist Dh € L®(p(A); R"1), so dass das Integral fiir X € L'(p(A);R") sinnvoll ist. Aus dem
Beweis unten ergibt sich, dass die rechte Seite unabhéngig von der gewéhlten Darstellung ist.
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Wir erinnern uns an die Divergenz eines Vektorfeldes X : R™ — R", gegeben durch

n
i=1
Fiir X € WHP(Q) erhalten wir div X € LP(9).

9.16. SATZ (GauB). Es sei Q C R™ ein Gebiet mit Lipschitz-Rand und normalem Oberflichen-
mafl vdo auf 0Q. Sei X € WHL(Q;R") ein Vektorfeld. Dann gilt

/diVXd)\:/ (X,v)do .
Q o0N

Fiir den Beweis benotigen wir zwei Hilfsresultate. Das erste ist eine ,,schwache Kettenregel“.

9.17. PROPOSITION. Es sei U C R"™! offen und h € C%Y(U), und es sei ®: U x R — U x R
gegeben durch

®(z) = (o', 2, + h(2')) mit z= (2 2,) und 2’ = (z1,...,2p-1) .
Fir1 <p<ocund f € W'P(U x R) ist fo® € WIP(U x R) mit
O;if o® + 0, ®-0;h firi=1,...,n—1 d
0oy {Df 0@ OFOR DR firi=1, .. n—1 un

Onfo® fiir i = n.
Das zweite ist der sogenannte ,,Spursatz“. Das Wort ,,Spur* hat dabei nicht die aus der linearen

Algebra bekannte Bedeutung (solche Spuren gibt es in der Funktionalanalysis aber auch). Statt-
dessen ist die Spur gemeint, die eine Funktion auf dem Rand ihres Definitionsbereichs hinterldsst.

9.18. SATZ (Spursatz). Es sei Q C R"™! x (—00,0] offen, k > 1 und 1 < p < co. Dann gibt es
genau eine stetige Abbildung
S: WhP(Q) — WELP(QN R x {0}),
so dass Sf = florrn-1x{0y fiir alle f € Cck(Q).
Beachte, dass eine offene Teilmenge von §2 C R"~1x (—00, 0] nichtleeren Durchschnitt mit R?~!x
{0} haben kann. Funktionen f € C¥(Q2) miissen auf QNR"~! x {0} daher auch nicht verschwinden.

In den Ubungen sehen wir Beispiele von Funktionen, die sich beim Einschrinken auf den Rand
,,verschlechtern.*

9.19. BEMERKUNG. Man kann Sobolev-Riume W*P(Q) auch fiir reelle Zahlen k definieren.
Dann erhilt man sogar eine stetige Abbildung
S: WEP(Q) — WETFP(Q AR x {0}) .
Das passt dazu, dass Funktionen in W*>(Q) = C*~11(Q) beim Einschrinken iiberhaupt keine

Regularitat verlieren.

9.20. FOLGERUNG. FEs sei 2 C R" ein Gebiet mit Lipschitz-Rand und 1 < p < oo Dann gibt es
genau eine stetige Abbildung S: WHP(Q) — LP(9R2), so dass Sf = flaq fiir alle f € CL(Q).

9.21. BEMERKUNG. Allgemeiner kénnen wir Spuroperatoren S: W*P(Q) — Wk=12(9Q) be-
trachten. Dazu miissen wir aber von Ableitungen entlang 0S2 sprechen kénnen. Das geht, wenn wir
Gebiete mit C*~11-Rand betrachten. Dazu miissen wir in Definition 9.11 zusétzlich verlangen, dass
die Funktion h, deren Graph iiber H den Rand beschreibt, vom Typ C*~b1 ist.
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KAPITEL 10

Fredholm-Operatoren

In diesem Abschnitt ergénzen wir zunéchst einen wichtigen Satz iiber kompakte Operatoren.
Anschliefend betrachten wir Fredhom-Operatoren. Das sind Operatoren, die bis auf kompakte
Operatoren invertierbar sind. Fredholm-Operatoren sind recht ,robust“, das heifit, eine kleine
»otorung® eines Fredholm-Operators ist immer noch Fredholm. In der Praxis tauchen Fredholm-
Operatoren daher oft dort auf, wo ein invertierbarer Differential-Operator durch Terme niederer
Ordnung veréndert wird.

Fredholm-Operatoren haben immer endlich-dimensionalen Kern und Kokern. Wihrend sich die
Dimension von Kern und Kokern bei einer kleinen Stérung dndern kann, ist die Differenz der Di-
mensionen lokal konstant. Sie heifit der Index des Fredholm-Operators. Dieser Index hat in manchen
geometrischen Situationen eine rein topologische Interpretation, was Fredholm-Operatoren fiir die
Differentialtopologie interessant macht.

Es sei also £(X,Y) der Raum der kompakten Operatoren von einem Banachraum X in einen
Banachraum Y.

10.1. BEISPIEL. Wir erinnern uns an einige Beispiele kompakter Operatoren.

(1) Fiir beschrinkte konvexe Gebiete Q sind die Inklusionsabbildungen C*(Q) — C4%(Q)
nach Satz 77 kompakt, wenn k£ + o > £ 4+ 5. Anstelle Konvexitit wiirde reichen, dass (2
Lipschitz-Rand hat; das wurde allerdings nicht gezeigt.

(2) Nach dem Satz ?? von Rellich sind fiir beschréinkte Gebiete © mit Lipschitz-Rand die
Abbildungen WP (Q) — WP (Q) kompakt, wenn k > /.

(3) Nach Folgerung ?? ist der Green-Operator A~! zum Laplace-Operator A auf einem be-
schrinkten Gebiet 2 mit glattem Rand kompakt (auch hier wiirde Lipschitz-Rand ausrei-
chen).

10.2. BEMERKUNG. Operatoren von endlichem Rang sind kompakt, da das Bild des Einheits-
balles kompakt ist. In den Ubungen sehen wir, dass der Raum K(X,Y) C £(X,Y) beziiglich der
Operatornorm abgeschlossen ist. Folglich enthélt (X, Y') den Abschluss des Unterraumes der Ope-
ratoren von endlichem Rang. Falls Y ein Hilbertraum ist, kann man zeigen, dass dieser Abschluss
bereits ganz K(X,Y) ausmacht. Im Allgemeinen gilt das jedoch nicht; Gegenbeispiele sind aber
aufwindig zu konstruieren.

Fiir den folgenden wichtigen Satz benttigen wir den Satz 2.12 von Arzeld-Ascoli.

10.3. SATZ (Schauder). Ein Operator A: X —'Y ist genau dann kompakt, wenn A*: Y’ — X'
kompakt ist.

Bevor wir Fredholm-Operatoren einfiihren, geben wir ein typisches Beispiel.

10.4. BEISPIEL. Es sei 1 < p < oo, und #? sei der Raum der p-summierbaren Folgen aus
Beispiel 1.22 (1), indiziert durch die Menge Ny = {0,1,...}. Wir definieren zwei ,, Verschiebe-
Operatoren® L,, R,: P — (P durch

Lp((an)n) = (an+1)n und Rp((an)n) = (ap—1)p mit a_1 =0.
Die folgenden Eigenschaften sich leicht zu iiberpriifen.
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(1) Der Operator L, ist surjektiv mit eindimensionalem Kern
N(Ly) ={(an)h € a1 =ay=---=0} Zk.
(2) Der Operator L, ist injektiv mit Bild
R(Ry) ={(an)n €’ |ag=0}.

Insbesondere ist das Bild abgeschlossen und der Kokern #/R(R,) = k eindimensional.
(3) Die Operatoren L, und R, sind ,invertierbar bis auf kompakte Operatoren,“ genauer
gesagt gilt

idp — Lyo R, =0 € K({P) und ider — Rpo Ly = ((an)n — (a0,0,...)) € K(£7) .

(4) Essei 1 <p <oound 1 < ¢ < oo mit %—i—%:l, so dass ¢7 = (¢P)". Dann ist Ry zu L,
und L, zu R, adjungiert.
Operatoren mit diesen Eigenschaften gibt es selbstverstdndlich nur auf unendlich-dimensionalen
Vektorrdumen.

Fiir einen Unterraum U C X eines Banachraums bezeichne X/U den Quotienten im Sinne der
linearen Algebra. Die Aussage ,,dim(X/U) < co“ bedeutet dann, dass es ein endlich-dimensionales
Komplement V' C X von U im Sinne der linearen Algebra gibt. In Wirklichkeit betrachten wir
hier stets abgeschlossene Unterrdume U C X, aber das sehen wir erst in den Ubungen, siche
Bemerkung 77 (77).

10.5. DEFINITION. Ein beschrankter Operator A € £(X,Y) zwischen Banach-Rdumen heifit
Fredholm-Operator, wenn sein Kern N(A) und sein Kokern Y/R(A) endlich-dimensional sind. Wir
bezeichnen die Menge aller Fredholm-Operatoren mit F(X,Y) C L(X,Y).

Der Index eines Fredholm-Operators A € F(X,Y) ist definiert als

ind(A) = dim(N(A)) — dim(Y/R(A)) € Z ,
und wir schreiben F(X,Y) = { A€ F(X,Y) | ind(A) =k }.

10.6. BEISPIEL. Es folgen einige offensichtliche Beispiele

(1) Eine Matrix A € My, (k) beschreibt eine lineare Abbildung A: k™ — k™. Nach dem
Rangsatz ist A Fredholm vom Index n — m.

(2) Die Identitat idx ist ein Fredholm-Operator auf X vom Index 0.

(3) Die Verschiebe-Operatoren L, und R, sind Fredholm-Operatoren mit

ind(L,) =1 und ind(Rp,) = —1.

Andere wichtige Beispiele finden sich in der Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen,
und zum Beispiel auch in der Hodge-Theorie auf kompakten Mannigfaltigkeiten. Erstaunlicher-
weise hat der Fredholm-Index fiir ,geometrische* Operatoren wie in der Hodge-Theorie eine rein
topologische Beschreibung. Dies kann man zum einen ausnutzen, um die Existenz von Losungen
vorherzusagen. Zum anderen kann man manchmal den Index rein analytisch bestimmen und daraus
topologische Schlussfolgerungen ziehen.

10.7. BEMERKUNG. In den Ubungen beweisen wir auBerdem

(1) Das Bild eines Fredholm-Operators ist abgeschlossen.

(2) Sei A € F(X,Y), dann existiert B: Y — X, so dass idx — BA € K(X) und idy — AB €
K(Y). Wenn A ein Differentialoperator ist, nennt man B eine Parametriz von A. Sie ist
nicht eindeutig bestimmt.

(3) Aus dem Satz ?? von Riesz-Schauder folgt umgekehrt: Wenn A: X - Y und B: Y — X
stetig und idy — BA und idy — AB kompakt sind, sind A und B Fredholm.
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Also sind Fredholm-Operatoren genau diejenigen stetigen Operatoren, die modulo kompakter Ope-
ratoren invertierbar sind. Dies ist eine mogliche alternative Definition, die fiir manche Uberlegungen
recht praktisch ist.

10.8. SATZ (Riesz-Schauder). Es sei F' € L(X,Y) invertierbar und K € K(X,Y) kompakt,
dann ist '+ K ein Fredholm-Operator vom Indez 0.

10.9. BEMERKUNG. Umgekehrt ist jeder Fredholm-Operator A vom Index 0 vom Typ A = F+K
mit F invertierbar und K kompakt. Dazu wéhle ein Komplement Xy C X von N(A) und ein
Komplement Yy C Y von R(A). Das geht, da N(A) und Y/R(A) endlich-dimensional sind. Sei
schliefllich Fy: N(A) — Yp ein beliebiger Isomorphismus, dann setze

F=Alx,®Fy: X=Xo®N(A) — RA Y, =Y.

Aus dem Satz vom abgeschlossenen Bild 5.15 oder dem Beweis des obigen Satzes folgt R(A) =
N(A*)*. Wir erhalten die sogenannte Fredholm-Alternative fiir die Losungsmenge der Gleichung
(*) Az =y
fiir eine gegebene rechte Seite y € Y.

e Entweder ist die inhomogene Gleichung (*) fiir alle rechten Seiten y € Y eindeutig losbar,
e oder die homogene Gleichung hat nichttriviale Losungen.

In beiden Fillen ist Ax = y genau dann lésbar, wenn
y e N(AHL.
Fiir das néchste Resultat bendtigen wir ein wichtiges technisches Hilfsmittel.

10.10. LEMMA (Neumann-Reihe). Es seien X, Y Banachriume, F: X — Y sei invertierbar,
und ¢ = |[|[F~Y|3} > 0. Dann ist jede Abbildung G € L(X,Y) mit ||F — Gll,p < ¢ invertierbar und
die Reihe

i Flo((F-@G)o F‘l)k € L(Y,X)
k=0

konvergiert in der Operatornorm gegen G~'.

10.11. SATZ. Die Menge F(X,Y) C L(X,Y) ist offen in der Operatornorm, und der Index ist
lokal konstant.

10.12. FOLGERUNG. FEs sei F € F(X,Y) ein Fredholm-Operator und K € K(X,Y) kompakt.
Dann ist F' 4+ K ebenfalls Fredholm und vom gleichen Index wie F.

10.13. PROPOSITION. Es seien A € F(Y,Z) und B € F(X,Y) Fredholm. Dann ist auch A o

B: X — Z Fredholm, und es gilt
ind(A o B) = ind(A) + ind(B) .

10.14. BEeispieL. Wir betrachten den Laplace-Operator unter Dirichlet-Randbedingungen auf
einem beschrinkten Gebiet €2 mit hinreichend schénem Rand, wie in den Beispielen 0.1, 5.21 und ?7.
Man kann zeigen, dass

A: H3(Q) — L*(Q)
invertierbar ist. Sei jetzt V € L>°(Q) ein Potential. Da Multiplikation mit V' einen stetigen Opera-

tor V: L2(Q) — L?(Q) definiert, ist die Verkettung mit der Inklusion von HZ(£2) nach dem Satz ??
von Rellich kompakt. Nach dem Satz 77 von Riesz-Schauder erhalten wir einen Fredholm-Operator

A+V:HY(Q) — L*(Q) mit fAf+V-f
vom Index 0.
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Insbesondere ist nach Bemerkung ?7? die Gleichung
(A+V)f=yg

genau dann fiir alle g € L?(Q2) eindeutig 16sbar, wenn N(A + V) = 0. In jedem Fall existiert eine
Losung, wenn

gERA+V)=N((A+V))" = NA+V)*-.
Letzteres gilt, da A + V: H2(Q) C L*(Q) — L?*(Q) nach Beispiel 5.21 (4) ein symmetrischer
Operator ist.
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KAPITEL 11

Spektrum und Resolvente

Im letzten Kapitel interessieren wir uns fiir eine Verallgemeinerung des Begriffs ,, Figenwert*
aus der linearen Algebra. In einfachen Fillen reichen Eigenwerte zwar aus, um das Verhalten eines
Operators gut zu beschreiben, siehe etwa Satz 7.28. Aber im Gegensatz zum endlich-dimensionalen
Fall sind Eigenwerte und Jordan-Blocke nicht die einzigen Phénomene, die auftauchen kénnen.
Beispielsweise konnten , Eigenvektoren auflerhalb des Definitionsbereichs®“ existieren, die man nur
approximativ erkennen kann.

Zur Definition des Spektrums fithrt man zuerst Resolventen ein. Eine weitere Motivation, Re-
solventen zu betrachten, ist der holomorphe Funktionalkalkiil, mit dem man gewisse Funktionen
auf Operatoren anwenden kann. Wichtige Beispiele sind Warmeleitungs-, Wellen- und Schrodinge-
roperatoren wie in Beispiel 0.2 erwéhnt.

11.1. BEMERKUNG. Wir beginnen mit Voriiberlegungen zu unbeschréinkten Operatoren.

(1) Es sei A: D(A) C X — Y ein unbeschrinkter Operator. Dann ist A~': R(A) C Y — X
genau dann wohldefiniert, wenn N(A) = 0.

(2) Der inverse Operator A~! aus (??) ist genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen
ist.

(3) Sei A abgeschlossen und N(A) = 0. Dann ist A~! genau dann beschrinkt, wenn R(A) =Y.

(4) Sei B € L(X,Y) ein beschriankter Operator. Dann ist A+ B: D(A) C X — Y genau dann
abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

Wie in der linearen Algebra auch konzentrieren wir uns ab jetzt auf komplexe Banach- und
Hilbertraume. Der Kiirze halber schreiben wir fiir Aidx mit A € C im Folgenden einfach A\, wenn
klar ist, auf welchem Raum A operieren soll.

11.2. DEFINITION. Es sei A: D(A) C X — X ein unbeschrinkter, dicht definierter, abgeschlos-
sener Operator auf einem Banachraum. Das Spektrum von A ist definiert als

spec(A)={reC ’ A — X ist nicht beschréinkt invertierbar } .

Die Menge C \ spec(A) heiit auch Resolventenmenge, und fiir A € C \ spec(A) heifit Ry(A4) =
(A—= X1 X — X die Resolvente von A an der Stelle \.
Wir definieren auflerdem

(1) das Punktspektrum
spec, = { A€ C|N(A-X)#0},
(2) das kontinuierliche Spektrum
spece = {AEC| N(A—A)=0,R(A—\) # X, aber RLA—\) =X},
(3) und das residuelle Spektrum
spec, = { A € C ‘ N(A—)\):Oundm#)(}.

11.3. BEMERKUNG. Aufgrund der Vorbemerkung zerlegt sich das Spektrum disjunkt in das
Punktspektrum, das kontinuierliche und das residuelle Spektrum.

55



(1)

(3)

Das Punktspektrum besteht genau aus den Eigenwerten von A, denn
r € N(A-N) = Az = Az .

Daher heiit N(A—\) der A-Eigenraum von A, und Elemente heiflen M- Figenvektoren oder
A-Eigenfunktionen.
Ein approzimativer Eigenwert von A ist eine Zahl A € C, so dass eine Folge (xj); von
Einheitsvektoren in X mit

lim (A —X\)(zx) =0

k—00
existiert. Diese Folgen nennen wir dann auch approxzimative \-Eigenvektoren oder -funk-
tionen. Wenn \ € spec,, (A) ein Eigenwert ist, konnen wir eine konstante Folge zu einem
Eigenvektor von A wihlen. Andernfalls divergiert die Folge (xf)r in X.

Eine Zahl X\ € C ist approximativer Eigenwert, wenn R(A — \) C X kein abgeschlosse-
ner Unterraum ist. Insbesondere sind Elemente des kontinuierlichen Spektrums spec,.(A)
stets approximative Eigenwerte.

Elemente \ € spec,(A) des residuellen Spektrums sind nach Definition keine Eigenwerte.
Sie koénnen approximative Eigenwerte sein, miissen aber nicht.

Es gibt weitere interessante Teilmengen und Zerlegungen des Spektrums, auf die wir hier nicht
eingehen wollen.

11.4. BEISPIEL. Wir betrachten das Spektrum einer Reihe unterschiedlicher Operatoren.

(1)

Es sei #; der Ortsoperator auf L(R?) aus Beispiel ?? (??) mit (2,f)(z) = x; f(z). Die
Resolventenmenge enthélt C \ R, denn fiir alle A ¢ R ist die Funktion — beschrénkt
J

durch ﬁ Die Resolvente R)(Z;) ist genau die Multiplikation mit dieser Funktion.

Fiir A € R ist £; — X injektiv, aber nicht surjektiv, denn sei f konstant 1 auf einer
Umgebung U eines Punktes x € R3 mit z; = \, dann liegt ﬁ nicht in L2(U).

J
Da aber {z € R® | x; = A} C R? eine Lebesgue-Nullmenge ist, folgt
LR =L*({zeR®|z; #1}) =Co{z eR3 | z; #\}),

aus Satz 1.30, und

CI{zeR® | a; #A}) CR(E; — ).
Folglich gilt
spec(Z;) = spec.(Z;) =R .

Als approximative Eigenfunktionen betrachte Folgen von Funktionen f; mit L?-Norm 1
und

supp fr C {xER?’ ’ |z — Al §1/k}.
Der Impulsoperator p; = —ih0; aus Beispiel 77 (?7) geht unter Fouriertransformation in
den Ortsoperator iiber und hat daher das gleiche Spektrum. Allerdings ist es nicht ganz
so einfach, die Resolventen explizit anzugeben.
Wir betrachten den Laplace-Operator A = Agq o auf einem beschrankten Gebiet mit kon-
vexem Rand (Lipschitz wiirde reichen) unter Dirichlet-Randbedingungen wie in Satz 7.28.
Dort haben wir eine Hilbertbasis von L?(§2) konstruiert, die Agq o ,diagonalisiert®.

Die Menge specp(—AQ,o) der Eigenwerte ist diskret in R C C (das Minuszeichen sorgt
dafiir, dass der Operator positive Eigenwerte hat). Fiir A € C \ spec,(—Aqo) gilt so-
mit d(A,spec,(—Aqp)) > 0, und die Resolvente R)(—Agqyp) ist durch das Inverse dieses
Abstands beschrénkt, vergleiche Lemma ?7 (?77) unten.
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Es folgt
spec(—Agq,) = spec,(—Aqnpo) = {A1,A2,... } -
(4) Als néchstes sei L, der Verschiebeoperator auf /7 aus Beispiel ??, der Einfachheit halber

mit 1 < p < co. Aus den Ubungen kennen wir die Eigenwerte und das Spektrum. Man
kann zeigen, dass

spec(R,) = spec,(Ry,) Uspec,(R,) mit  spec.(Rp) = St und spec, (Rp) = B1(0) .

Man beachte, dass selbst im Fall p = 2 Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
nicht aufeinander senkrecht stehen. )

(5) Auf der anderen Seite hat R, fiir 1 < p < oo keine Eigenwerte (Ubung). Man kann zeigen,
dass

spec(R,) = spec,(R,) Uspec,(R,) mit spec.(R,) =S' und spec,(R,) = B1(0) .
Fiir A € spec,(Ry) ist R, — A ein Fredholm-Operator, insbesondere ist R(R, — A) abge-

schlossen, und A daher kein approximativer Eigenwert.

Fiir kompakte Operatoren lisst sich das Spektrum recht detailliert beschreiben. Fiir Auto-
morphismen endlich-dimensionaler Vektorrdume kennen wir bereits die Jordan-Normalform, also
konzentrieren wir uns jetzt auf unendlich-dimensionale Banachrdume.

11.5. SATZ. Es sei A € K(X) ein kompakter Operator auf einem unendlich-dimensionalen
Banachraum X. Dann

(1) liegt O stets im Spektrum von A,
(2) alle X € spec(A) \ {0} sind Eigenwerte endlicher Multiplizitit, und
(3) das Spektrum ist entweder endlich oder abzihlbar mit einzigem Hdufungspunkt 0.

11.6. FOLGERUNG (Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren). Sei A € K(H) ein
kompakter selbstadjungierter Operator auf einem unendlich-dimensionalen Hilbertraum H. Dann
existiert eine endliche oder abzdhlbare Folge von Eigenwerten A\ € R mit

ALl > Ao > - und A — 0 fiir k — oo
und Vektoren e, € V. mit
Aey, = Apeg und  (ej,ex) = 0jp -

Auf dem orthogonalen Komplement der Vektoren e verschwindet A.
Insbesondere gilt

spec(A) = spec,(4) U {0} CR mit spec,(A) = {1, A2, ... },
und 0 liegt entweder im kontinuierlichen oder im Punktspektrum.

Im Folgenden wollen wir uns die Resolventen als eine Familie von Operatoren auf C \ spec(A)
auffassen. Mit einigen Anleihen aus der Funktionentheorie kénnen wir dadurch weitere Aussagen
iiber den Operator A treffen. Insbesondere sehen wir, wie wir gewisse holomorphe (das bedeutet,
komplex differenzierbare) Funktionen auf den Operator A anwenden konnen.

11.7. BEMERKUNG. Es sei U C C offen und Y ein Banachraum iiber k = C. Dann kénnen wir
fiir Funktionen f: U — Y eine komplexe Ableitung definieren durch

(f(w) = f(2)) €Y.

Der Grenzwert beziiglich der Norm ist sinnvoll definiert, wir kénnen also iiber (starke) , Differen-
zierbarkeit* und (starke) ,, Ableitung“ sprechen (andere Konvergenzbegriffe sind méglich und fithren

f'(z) = lim

w—z W — 2
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zu anderen Differenzierbarkeitsbegriffen). Komplex differenzierbare Abbildungen heiflen auch holo-
morph.
Auflerdem benétigen wir eine Banachraum-wertige Version des Riemann-Integrals

b N
/a A(t) dt = at0§71§1%{%~~~§twbkzl(tk tk—l) A(Tk) cyY

fiir eine Abbildung A: [a,b] — Y. Dabei geht der Limes iiber alle Unterteilungen a =ty < «-+ <
tny = b des Intervals [a, b] mit Feinheit max;<p<n(tx —tg—1) — 0 und alle Wahlen von Zwischen-
stellen 75, € [tr_1,tx]. Wenn dieser Grenzwert beziiglich der Norm auf YV existiert, heiit A (stark)
integrierbar (fiir andere Formen der Konvergenz erhalten wir andere Integrationsbegriffe). Wenn
die Abbildung A: [a,b] — Y beziiglich der Norm stetig ist, ist A stark integrierbar.

Wir definieren das komplexe Kurvenintegral von f: U — Y entlang einer Kurve «: [a,b] — U
durch

b
/ f(2)dz = / S f ) dt €Y.
¥ a

Dieses Integral existiert beispielsweise dann, wenn v eine C'-Kurve und f: U — L£(X) beziiglich
der Operatornorm stetig ist.

Jetzt konnen wir klassische Satze aus der Funktionentheorie in die Funktionalanalysis iibertra-
gen. Sei beispielsweise 7 eine in U zusammenziehbare geschlossene Kurve und f: U — Y holomorph,
dann gilt

/f(z)dz:OeY.

Das néachste Resultat beweisen wir mit Hilfe der Neumann-Reihe aus Lemma 77.

11.8. LEMMA (Resolventen-Identitéten). Es sei A: D(A) C X — X ein unbeschrdinkter, abge-
schlossener, dicht definierter Operator auf X und A € C\ spec(A).
(1) Fiir alle p € C mit | — A < | Ra(A)||o, gilt p € C\ spec(A) und
Ry(A) = Ra(A) = Ru(A) (1 — A) Ba(4)
(2) Es sei B: D(B) C X — X ein weiterer unbeschrdnkter, abgeschlossener, dicht definierter

Operator, so dass B — A beschrinkt ist mit |B — Al,, < [[RA(A) Dann gilt X\ €
C \ spec(B) und

-1
lop -

R\(B) — R\(A) = R\(B) (B — A) R\(4) .

Insbesondere ist spec(A) abgeschlossen in C. Die Resolvente von A ist somit auf C \ spec(A)
komplex differenzierbar mit
R(A) = R.(A)?.

11.9. DEFINITION. Essei A € £(X) beschrénkt, dann definiere den Spektralradius von A durch
p(A) =sup{ |A| | X € spec(4) } .

Abgesehen von der Aussage spec(A) # () lidsst sich der folgende Satz auch ohne Funktionen-
theorie beweisen, siche [2, Ex. 6.23].

11.10. SATZ. Es sei A ein beschrinkter Operator auf einem Banachraum X # 0. Dann ist sein
Spektrum spec(A) eine nicht-leere kompakte Teilmenge von C, und es gilt

1
p(A) = Tim [[A%|gp .
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11.11. FOLGERUNG. Es sei A € L(H) ein beschrdinkter selbstadjungierter Operator auf einem
Hilbertraum H # 0. Dann gilt

spec(A) = specy(A) Uspec,(4)  [~p(A), p(4)] C R,
und p(A) € spec(A) oder —p(A) € spec(A).

11.12. BEMERKUNG. Zum Schluss mdchte ich eine Anwendung von Resolventen und Spektral-
theorie skizzieren, den sogenannten holomorphen Funktionalkalkiil. Ein Funktionalkalkiil ordnet
einer Klasse von Funktionen ¢ und einer Klasse von Operatoren A neue Operatoren ¢(A) zu.
Beispielsweise ergibe x +— 22 angewandt auf A den Operator A2 = A o A. Auf beschriinkte Ope-
ratoren lassen sich Polynome problemlos direkt anwenden. Im Falle unbeschrankter Operatoren
hingegen wire A% nur auf A=*(R(A)) C D(A) definiert, und dieser Raum kénnte sehr klein sein
(im schlimmsten Fall 0), selbst wenn A dicht definiert ist und dichtes Bild hat.

Im Beweis von Satz 77 haben wir gesehen, dass

o L -

= dz .
211 8BT(O)z_A &

Einzige Voraussetzung ist p(A) < r. Vollig analog kénnen wir fiir eine Potenzreihe

[e.e]
P(z) = Z apz"
k=0
mit Konvergenzradius R > r und einen Operator A mit p(A) < r zeigen, dass
1 P
27 dB,-(0) z—A

Dabei konvergiert die linke Seite als Potenzreihe in A, die rechte als Integral.

Unter bestimmten Umstédnden ldsst sich diese Methode auf unbeschrinkte Operatoren erwei-
tern. Betrachte etwa den Laplace-Operator A = Aq ( auf einem beschréankten Gebiet mit ,,schénem*
Rand unter Dirichlet-Randbedingungen wie in Satz 7.28 und Beispiel ?? (?7). Sei (eg)x eine Hilbert-

Basis aus Eigenfunktionen zu den Eigenwerten 0 < Ay < Ay < ---. Falls ¢ eine Funktion auf der
positiven Halbachse ist, definieren wir p(—Agq o) auf den Basiselementen durch
(1) e(=Aa0)(er) = o(Ak) ek -

Wenn ¢ auf einem Gebiet der Form {x + 1y ‘ x> —2r,—2r <y< Qr} C C holomorph ist und
fiir Re 2z — oo ausreichend schnell abféllt, wihlen wir fiir » > 0 einen Weg v: R — C mit

—(t+3)+ri firt<-7,
<t
2

y(t) =< —ret fir -5 <t <7, und
(t—3%)—ri fir 5 <t
so dass
1 p(2)
2 —A =— | —/—2 _dz.
2) # 20) 271 /7 z 4+ Aqy i

Die Gleichheit der beiden Darstellungen lisst sich mit Hilfe des Residuensatzes beweisen.

Ein Vorteil der Integraldarstellung (??) besteht darin, dass sie keine Hilbertbasis benotigt.
Mit Hilfe der zweiten Resolventenidentitéit ?? (??) kann man ¢(A) in der Integraldarstellung fiir
verschiedene Operatoren vergleichen (im Falle des Laplace-Operators kénnte man beispielsweise
verschiedene Potentiale dazuaddieren). In der Darstellung (?7) hingegen miisste man dazu einen
Basiswechsel durchfiihren.
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Schliefllich 1dsst sich die Integraldarstellung auf Operatoren verallgemeinern, die sich nicht dia-
gonalisieren lassen, etwa, weil ein Teil des Spektrums kontinuierlich oder residuell ist. Ein Beispiel
hierfiir ist der Laplace-Operator A auf einem unbeschrinkten Gebiet (mit nach wie vor ,schénem*
Rand).

Ein Beispiel ist die Darstellung des Warmeleitungsoperators als

1 eftz
etA

= — dz .
271 Wz—i—A &

3)

Man kann zeigen, dass die rechte Seite von (??) angewandt auf eine Funktion f auf Q die Wirme-
leitungsgleichung aus Beispiel 0.2 (??) erfiillt. Schwieriger ist der Beweis, dass '™ f — f fiir t — 0.
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