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Einleitung

Die Lineare Algebra ist die Lehre von Vektorrdumen und linearen Abbil-
dungen. In der Schule haben Sie bereits Vektorrechnung in der Ebene und im
Raum kennengelernt; dieser Stoff wird hier ausgebaut. In vielen weiterfithrenden
Vorlesungen werden Ihnen immer wieder Vektorrdume und lineare Abbildun-
gen begegnen, so dass es sicher sinnvoll ist, sie bereits am Anfang des Studiums
kennenzulernen.

Wir beginnen im ersten Kapitel mit einer allgemeinen Einfithrung, bei der
wir Grundlagen und erste Beispiele kennenlernen. Dazu wiederholen wir die
Zahlbereiche N, Z, Q und R, die Sie aus der Schule kennen. Dann fithren wir
die komplexen Zahlen C und die Quaternionen H ein. Als ersten Vorgeschmack
auf den Inhalt der Vorlesung beschreiben wir die Euklidische Geometrie der
Ebene R? und des Raumes R? mit Hilfe der komplexen Zahlen beziehungsweise
der Quaternionen.

Im zweiten Kapitel fiihren wir systematisch die Grundbegriffe ein. An die
Stelle konkreter Zahlbereiche treten Ringe (wie Z), Korper (wie Q, R oder C)
und Schiefkérper (wie H). Die Ebene R? und der Raum R? sind die einfachsten
Beispiele von Vektorrdumen. Abbildungen, die mit der Vektorraum-Struktur
vertriglich sind, heiflen linear. Allgemeiner lernen wir, wie man Elemente in
freien Moduln iiber einem gegebenen Ring durch Koordinaten und lineare Ab-
bildungen zwischen solchen Moduln durch Matrizen beschreibt.

In jedem Kapitel ab dem zweiten werden wir nur die Grundannahmen ma-
chen, die wir fiir den jeweiligen Stoff bendtigen. Beispielsweise miissen wir in
Kapitel 2 nicht dividieren und auch die Faktoren in Produkten nicht vertau-
schen, so dass wir statt iiber Kérpern auch iiber nichtkommutativen Ringen
arbeiten kénnen. Wir werden aber immer nur dann allgemeinere Objekte als
Vektorraume iiber Kérpern betrachten, wenn das ohne zusétzlichen technischen
Aufwand moglich ist. Aus diesem Grund ist das vorliegende Skript auch nicht
schwerer zu verstehen als andere Skripten zur linearen Algebra.

Im dritten Kapitel konzentrieren wir uns auf Vektorrdume iiber Kérpern
und Schiefkérpern. Wir zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, und
dass die Dimension eine Invariante des Vektorraums ist, die ihn bis auf Iso-
morphie bestimmt. Auflerdem betrachten wir die Struktur einer allgemeinen
linearen Abbildung und lernen ein universelles Verfahren zum Losen linearer
Gleichungssysteme.

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit Endomorphismen freier Moduln
iiber kommutativen Ringen und lernen die Determinante als wichtige Invariante
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2 EINLEITUNG

kennen. Anschliefend betrachten wir Eigenwerte und das charakteristische Po-
lynom, und lernen erste Strukturaussagen iiber lineare Abbildungen von einem
festen Vektorraum in sich selbst kennen.



KAPITEL 1

Zahlen

In diesem ersten Kapitel legen wir dazu die Grundlagen. Zuerst fithren wir
Sprechweisen fiir Mengen, Abbildungen und natiirliche Zahlen ein. Danach kon-
struieren wir ganze und rationale Zahlen, wohingegen wir die reellen Zahlen als
gegeben annehmen werden — ihre Konstruktion fillt in den Bereich der Ana-
lysis. Aus den reellen Zahlen konstruieren wir die komplexen Zahlen und die
Quaternionen. Zum einen sind beides wichtige Beispiele fiir Kérper beziehungs-
weise Schiefkorper. Auf der anderen Seite besteht ein enger Zusammenhang zur
Euklidischen Geometrie in den Dimensionen 2 und 3, und euklidische Geome-
trie ist sicher einer der wichtigsten Vorlaufer fiir den Vektorraum-Kalkiil, um
den es in dieser Vorlesung schwerpunktméflig gehen wird.

1.1. Mengen und Abbildungen

Wenn man méchte, kann man fast die gesamte Mathematik auf das Studi-
um von Mengen und ihren Elementen zuriickfithren. Das ist aber leider recht
miihsam, und man muss sehr sorgfiltig sein, um nicht in Widerspriiche zu gera-
ten. Wenn Sie wissen mochten, wie das geht, sollten Sie spéter im Verlauf Thres
Studiums eine Vorlesung iiber Mengenlehre besuchen. Wir wollen die Mengen-
lehre als eine Sprache benutzen, in der man sehr elegant iiber mathematische
Sachverhalte sprechen kann. Dazu lernen wir jetzt die ersten Vokabeln und
grammatikalischen Regeln.

Georg Cantor hat den Mengenbegriff als erster eingefiihrt.

»HEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiede-
nen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.

1.1. BEISPIEL. Zahlen sind Objekte unserer Anschauung, also ist {1,2,3}

eine Menge. Die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen lernen wir im
Abschnitt [[.2] kennen.

Die ,,Objekte* in einer Menge heiflen Elemente. Wenn ein Objekt a in einer
Menge M enthalten ist, schreiben wir

a€ M,

ansonsten a ¢ M.

1.2. DEFINITION. Zwei Mengen heiflen gleich, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten.
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1.3. BEMERKUNG. Wenn man Mengen als Aufzdhlung M = {ai,...,a,}
angibt, kann es passieren, dass a; = a; fiir zwei Indizes 7 und j. Trotzdem ist
a; dadurch nicht ,,zweimal“ in M enthalten. Also zum Beispiel

{1,1,2} ={2,1} = {1, 2},

denn alle drei Mengen enthalten die gleichen Elemente, ndmlich 1 und 2. Aber

natiirlich gilt
{12} # {1,2,3}.

1.4. BEISPIEL. Besonders wichtig ist die leere Menge, die gar kein Element
enthilt. Wir schreiben
0={}

Inzwischen sind auch Mengen ,,Objekte unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung* geworden. Also kann man auch Mengen betrachten, deren Elemente selbst
wieder Mengen sind. In der Tat kann man ausgehend von der leeren Menge be-
reits sehr viele andere Mengen konstruieren, etwa

D={}, {0}, {{0},0}  usw...,

genug, um alle Objekte dieser Vorlesung zu beschreiben.

Wir stoflen jetzt auf das erste Problem mit Cantors Mengenbegriff.

1.5. SATZ (Russellsche Antinomie). Es gibt keine Menge M, deren Elemente
genau diejenigen Mengen sind, die sich nicht selbst enthalten.

Wir formulieren die Russellsche Antinomie hier wie selbstverstindlich als
einen Satz, also als eine bewiesene mathematische Aussage. Zu ihrer Zeit war
die Russellsche Antinomie ein Widerspruch im mathematischen Denkgeb#ude
— so etwas darf es nicht geben, denn aus einem Widerspruch ldsst sich alles fol-
gern, man konnte als Mathematiker nicht mehr zwischen , richtig” und ,,falsch*
unterscheiden, und dadurch wiirde Mathematik als Ganzes bedeutungslos. Man
hat einige Zeit gebraucht, um eine handhabbare Version der Mengenlehre zu
formulieren, in der aus dem fatalen Widerspruch ein harmloser Satz wird.

BeEwEIs. Wiirde es eine solche Menge M geben, dann miisste entweder M €
M oder M ¢ M gelten. Aber nach Definition von M gilt M € M genau dann,
wenn M ¢ M, und das ist ein Widerspruch. Also gibt es keine Menge M. O

1.6. BEMERKUNG. Wir haben gerade unseren ersten indirekten Beweis ken-
nengelernt. Bei einem indirekten Beweis nimmt man an, dass die Aussage, die
man beweisen mochte, falsch ist, und leitet daraus einen Widerspruch her.
Manchmal ist das die einfachste Weise, einen Satz zu beweisen. Der Nachteil ist
aber, dass man — wie im obigen Beweis — nicht auf Anhieb versteht, warum
der Satz gilt. Wenn moglich, wollen wir daher indirekte Beweise vermeiden.

Zuriick zu Cantors Mengenbegriff und zur Russellschen Antinomie. Wir se-
hen, dass nicht jede ,,Zusammenfassung von Objekten unseres Denkens und
unserer Anschauung® eine Menge sein kann. Wir werden daher die Existenz
einiger niitzlicher Mengen annehmen, und wir werden einige Konstruktionen
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angeben, die neue Mengen aus alten erzeugen. Die gesamte Mathematik ba-
siert auf der Annahme, dass man das ohne Widerspriiche machen kann — aber
aus prinzipiellen Griinden ldsst sich die Widerspruchsfreiheit der Axiome der
Mengenlehre nicht beweisen.

1.7. DEFINITION. Seien M und N Mengen, dann heifit M eine Teilmenge
von N, wenn alle Elemente a von M auch in N enthalten sind. Dafiir schreiben
wir

MCN.

1.8. BEMERKUNG. (1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M.
(2) Es gilt {x} C M genau dann, wenn x € M.
(3) Es gilt immer M C M.
(4) Wenn M C N und M # N gilt, heiit M auch echte Teilmenge von N.

In den meisten Mathebiichern wird das Symbol ,,C*“ so verwendet wie hier.
Es gibt zwar eine internationale Norm, nach der nur echte Teilmengen mit ,, C*
bezeichnet werden sollen, aber in der Mathematik benéttigt man das Symbol
fiir beliebige Teilmengen weitaus haufiger, und schreibt daher ,,C“. Fiir echte
Teilmengen verwenden wir das Symbol ,,;“. Falls Sie ein Mathebuch zur Hand
nehmen, in dem das Symbol ,,C“ vorkommt, sollten Sie zur Sicherheit trotz-
dem herausfinden, ob der Autor damit beliebige oder nur echte Teilmengen
bezeichnet. Genauso vorsichtig sollten Sie eigentlich mit allen Definitionen und
Bezeichnungen verfahren.

Kommen wir jetzt zur Konstruktion neuer Mengen aus alten.

1.9. DEFINITION. Seien M und N Mengen.

(1) Der Durchschnitt M NN enthélt genau die Elemente, die sowohl in M
als auch in NV enthalten sind.

(2) Die Vereinigung M U N enthilt genau die Elemente, die in M oder in
N enthalten sind.

(3) Wenn M NN = () gilt, heissen M und N disjunkt, und M U N ist eine
disjunkte Vereinigung. Um zu zeigen, dass eine Vereinigung disjunkt
ist, schreiben wir M U N.

(4) Die (Mengen-) Differenz N \ M enthélt genau die Elemente, die in N,
aber nicht in M enthalten sind. Ist M Teilmenge von N, so nennt man
N\ M auch das Komplement von M in N.

(5) Das kartesische Produkt M x N besteht aus allen Paaren (x,y) von
Elementen x € M und y € N.

Insbesondere sind MNN, MUN, N\M und M x N auch wieder Mengen. Fiir
den Anfang reichen uns diese Konstruktionen. Spéater werden wir Vereinigungen
und Durchschnitte beliebig vieler Mengen bendétigen.

1.10. BEMERKUNG. Die Notation (x,y) bezeichnet ein (geordnetes) Paar,
allgemeiner bezeichnet (z1,...,x,) ein n- Tupel. Hierbei kommt es auf die Rei-
henfolge der Eintrige (nicht ,Elemente“!) an, und ein und derselbe Eintrag
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kann mehrfach auftreten. Zum Beispiel:
(1,1) e {1,2} x {1,2,3}
und
(1,2) # (2,1) # (2,1,1).
1.11. DEFINITION. Die Menge aller Teilmengen von M heifit Potenzmenge
P(M). Auch die Potenzmenge einer Menge ist wieder eine Menge.

1.12. BEISPIEL. Sei M = {1,2}, dann gilt
P(M) = {0,{1},{2},{1,2}}.
Es sei M eine Menge. Man betrachtet oft die Teilmenge aller Elemente z
von M, die eine bestimmte Eigenschaft £ haben, und schreibt dafiir
{z € M | z hat die Eigenschaft E'}.

Wenn FE eine mathematisch wohldefinierte Eigenschaft ist, dann erhalten wir
wieder eine Menge.

1.13. FOLGERUNG (aus der Russellschen Antinomie [L.5). Die Gesamtheit
aller Mengen ist keine Menge.

BEWEIS. Noch ein indirekter Beweis: Wire die Gesamtheit aller Mengen
selbst eine Menge N, dann wire auch
M={XeN|X¢X}
wieder eine Menge, was nach Satz aber nicht sein kann. (]
1.14. DEFINITION. Es seien M und N Mengen. Eine Abbildung F': M — N

(lies ,,F' von M nach N“) ordnet jedem Element x € M ein Element F(z) € N
zu.

Formal betrachten wir Teilmengen X C M x N. Wir fordern, dass zu jedem
x € M genau ein y € N mit (z,y) € X existiert, und setzen F'(x) = y. Also
ist X der Graph T'(F) = { (2, F(z)) | x € M } von F.

1.15. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit M der
Definitionsbereich von M und N der Wertebereich. Die Menge aller Abbildun-
gen von M nach N wird mit Abb(M, N) bezeichnet .

Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie den gleichen Definitions- und den
gleichen Wertebereich haben, und jedem Element des Definitionsbereichs jeweils
dasselbe Element des Bildbereichs zuordnen.

1.16. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit die Teil-
menge

imF={yeN| Esgibt e € M mit F(z) =y} ={F(z) |z € M}
das Bild von F'.
Sei V' C N eine Teilmenge, dann heifit
FYV)={seM|F(z)eV}
das Urbild von V unter F.
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Fiir das Urbild der einelementigen Menge {y} schreibt man manchmal kurz
F~Y(y) statt F~1({y}). Da das zu Missverstindnissen fiihren kann, bleiben wir
erst einmal bei F~1({y}).

1.17. DEFINITION. Eine Abbildung F': M — N heifit

(1) injektiv, wenn fur alle 1,29 € M aus F(x1) = F(x2) schon z1 = z9
folgt,

(2) surjektiv, wenn fiir alle y € N ein x € M existiert mit F(z) = y, und

(3) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.18. BEISPIEL. (1) Fiir alle Mengen M ist die Abbildung idas: M —
M mit idps(x) = x definiert. Sie heifit die Identitit und ist stets bijek-
tiv.

(2) Die Abbildung F: R — R mit F(z) = z? ist weder injektiv noch
surjektiv, denn
F(-2)=F(2)=4 und —1¢im(F).
(3) Die Abbildung F: N — N mit F(x) = 2?2 ist injektiv. Die Abbildung
G:N — {22 | 2 € N} mit G(x) = 22 ist bijektiv. Diese Abbildungen
sind verschieden, da sie andere Wertebereiche haben.

Trotzdem werden wir spédter manchmal beide Abbildungen mit
dem gleichen Symbol bezeichnen.

1.19. DEFINITION. Seien L, M, N Mengen und F: M — N, G: L — M
Abbildungen. Die Verkettung F o G: L — N (lies ,F' nach G*“) ist die durch
(Fo G)(x) = F(G(2))
definierte Abbildung.

1.20. BEMERKUNG. Die Buchstaben in ,,F o G scheinen , falsch herum“ zu
stehen, denn die Abbildungen verlaufen von links nach rechts geschrieben so:

L % v 5 0N

Aber in ,(FoG)(z) = F(G(z))“ stimmt die Reihenfolge wieder. Beispielsweise
seien F,G: R — R definiert durch

F(z) =a? und Glz)=z+1,
dann ist
(FoG)(z)=(x+1)* und (GoF)=z*+1.
Insbesondere gilt Go F # F o G.
1.21. BEMERKUNG. Sei F': M — N eine Abbildung, und sei U C M eine

Teilmenge. Die Abbildung G: U — M mit G(z) = =z fir alle x € U heifit
Inklusion. Sie ist stets injektiv. Die Verkettung

Fly=FoG:U— N
(lies ,, F" eingeschrankt auf U*“) heit Einschrinkung von F auf U.
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1.22. SATz. Seien L,M,N Mengen und F,F': M — N, G,G': L — M
Abbildungen. Dann gilt

(1) Sind F,G ingektiv, so ist auch F o G injektiv.

(2) Sind F,G surjektiv, so ist auch F o G surjektiv.

(3) Sind F,G bijektiv, so ist auch F o G bijektiv.

(4) Ist F o G injektiv, so auch G.

(5) Ist F' o G surjektiv, so auch F.

(6) Ist F injektiv, so folgt aus F o G = F o G’ bereits G = G'.
(7) Ist G surjektiv, so folgt aus F o G = F' o G bereits F = F".

Hierbei bezeichnen F’ und G’ beliebige Abbildungen und nicht die ,,Ablei-
tungen* von F und G.

BEWEIS. Zu (1) seien z,y € L. Aus (F o G)(z) = (F o G)(y) folgt
F(G(z)) = F(G(y)), also G(z) = G(y) wegen Injektivitit von F, also z = y
wegen Injektivitdt von G, also ist F' o G ebenfalls injektiv. Der Beweis von (2)
verlduft &hnlich wie (1), und (3) folgt sofort aus (1) und (2).

Die Punkte (4), (5) sind Ubungsaufgaben zur Vorlesung “Analysis I” und
werden hier daher nicht bewiesen.

Aussage (6) folgt dhnlich wie (7). Zu (7) sei y € M. Wegen Surjektivitéit
von G existiert x € L mit G(z) =y. Aus F oG = F' o G folgt
F(y) = (FoG)(z) = (F' o G)(x) = F'(y).
Da das fiir alle y € M gilt, folgt F = F”. O

1.23. SaTz. Sei F': M — N bijektiv. Dann existiert genau eine Abbildung
G:N— M mit GoF =idy; und F oG =idy.

1.24. DEFINITION. Die Abbildung G aus Satz [[.23] heifit die Umkehrabbil-
dung von F.

Die Umkehrabbildung von F' wird manchmal mit F~! bezeichnet. Auch das
kann zu Missversténdnissen fithren, so dass wir auf diese Bezeichnung verzichten
wollen.

BEWEIS VON SATZ [[.23] Wir miissen zeigen, dass G ezistiert, und dass G
etndeutig ist.

Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, dass G: N — M eine Umkehrfunktion ist.
Dann sei y € N beliebig, und sei z € M das eindeutige Element mit F'(z) = y.
Aus G o F = idy folgt

Gy) = G(F(x)) == .
Wenn eine Umkehrfunktion existiert, sind ihre Werte durch diese Gleichung
eindeutig bestimmt. Also ist die Umkehrfunktion eindeutig.

Zur Existenz sei I'(F) der Graph von F. Gemifl der obigen Uberlegung
betrachten wir

XI{(Z/,.%’)ENXM’(ZC,y)GF(F)}v
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das ist eine Menge, da M, N und I'(F) auch Mengen sind. Zu jedem y € N
existiert genau ein x € M mit F(z) = y, also mit (z,y) € I'(F), also auch mit
(y,x) € X. Also ist X der Graph einer Funktion G: N — M.

Fiir alle z € M ist (F(z),z) € X = I'(G), also G(F(z)) = x, und so-
mit G o F' = idys. Umgekehrt sei y € N, und sei x € M das eindeutige Ele-
ment mit F(z) = y, also G(y) = = und F(G(y)) = F(z) = y. Somit gilt
auch F o G =idy. Also existiert eine Umkehrfunktion, ndmlich G. ([l

1.25. DEFINITION. Zwei Mengen M und N heissen gleichmdchtig, wenn es
eine bijektive Abbildung F': M — N gibt.

1.26. BEMERKUNG. Gleichméchtige Mengen haben ,gleich viele Elemente.
Fiir alle Mengen L, M und N gilt (Ubung):

(1) M ist gleichméchtig zu M;

(2) N ist genau dann gleichméchtig zu M, wenn M zu N gleichméchtig
ist;

(3) sind L zu M und M zu N gleichméchtig, so ist auch L zu N
gleichméchtig.

Das heiBt, Gleichmichtigkeit verhilt sich wie eine Aquivalenzrelation, siehe
Definition Allerdings sollte eine Relation immer auf einer Menge definiert
sein, und die Menge aller Mengen gibt es nach Folgerung |1.13| nicht.

1.27. BEISPIEL. (1) Die Mengen M = {1,2,3} und N = {4,7,15} sind
gleichméchtig. Definiere z.B. F': M — N durch

F(1)=7, F(2)=4, F(3)=15.

(2) Sei M = {n? | n € N} C N die Menge der Quadratzahlen. Da F': N —
M mit F(n) = n? bijektiv ist, sind M und N gleichméchtig, obwohl
M eine echte Teilmenge von N ist.

1.2. Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind uns bereits seit unserer Kindheit vertraut — wir
benutzen sie zum Zahlen. Fiir den Fall, dass es nichts zu zdhlen gibt, haben wir
die Zahl 0. Es ist erstaunlich, dass die Zahl 0 selbst erst spét als eigenstdndige
Zahl eingefiihrt wurde. Wenn wir schon ein Stiick weit gezihlt haben, etwa bis
zu einer Zahl n, und weiterzéihlen wollen, brauchen wir die néchste Zahl. Wir
nennen Sie den Nachfolger von n und schreiben Nf (n) = n+1. SchlieBlich wollen
wir, dass die natiirlichen Zahlen eine Menge bilden, die sonst keine weiteren
Objekte enthélt.

1.28. ANNAHME (Peano-Axiome). Wir nehmen an, dass es eine Menge N
mit einem ausgezeichneten Element 0 € N und einer Abbildung Nf: N — N
gibt, die die folgenden Peano-Axiome erfillt:

(P1) Die Nachfolger-Abbildung ist bijektiv als Abbildung Nf: N — N\ {0}.

(P2) Prinzip der vollstiandigen Induktion. Sei M C N mit 0 € M, so dass fiir
alle m € M auch Nf(m) € M gilt, dann ist bereits M = N.
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Axiom besagt, dass jede Zahl genau einen Nachfolger hat, und jede
Zahl aufler 0 selbst Nachfolger genau einer anderen Zahl ist. Axiom be-
sagt, dass die Menge N die “kleinste” Menge ist, die erfiillt. Trotzdem
bestimmen die Peano-Axiome die natiirlichen Zahlen nicht eindeutig — warum
das so ist, lernen Sie aber erst in einer Vorlesung iiber Logik. Wir wollen immer-
hin annehmen, dass N nur die Zahlen 0, 1, 2, ... enthéilt, aber keine weiteren
Elemente. Ubrigens gibt es Autoren, fiir die 0 nicht zu N gehért. Zur Sicherheit
konnen Sie beide Versionen mit Ny und Ns bezeichnen.

1.29. BEMERKUNG. Wir koénnen natiirliche Zahlen als Mengen 0, 1, 2, ...
konstruieren. Dazu setzen wir 0 = () und konstruieren Nachfolger als

Nf(n)=n+1={0,...,n} =nU{n}.

Diese Definition ist rekursiv, das heiffit, man muss alle Zahlen bis n kennen, um
den Nachfolger n + 1 zu konstruieren. Wir schreiben N = {0, 1,2, ... }.

Die ersten ,,Zahlen“ sehen so aus:
0=10
1={0} = {0}
2=A{0,1} = {0, {0}}
3=10,1,2} = {0, {0}, {0, {0}}}

Auf diese Weise erhalten wir alle Zahlen mit elementaren Konstruktionen aus
der leeren Menge. Da das recht miihselig ist, werden wir natiirliche Zahlen
meistens als Zahlen und nicht als Mengen betrachten. Nur in diesem Abschnitt
werden wir die obigen Mengen manchmal benutzen.

1.30. DEFINITION. Kine Menge M heifit endlich, wenn sie zu einer Men-
ge n gleichméchtig ist. In diesem Fall heifit die Zahl n die Mdchtigkeit von M,
geschrieben n = #M. Ansonsten heifit M unendlich.

1.31. BEMERKUNG. (1) Man kann sich iiberlegen, dass zwei Men-
gen n und m genau dann gleichméchtig sind, wenn n = m. Wegen
Bemerkung kann jede Menge M zu hochstens einer Menge n
gleichméchtig sein. Die Schreibweise #M fiir endliche Mengen ist also
sinnvoll.

(2) Endliche Mengen kann man immer als Aufzihlung angeben. Sei etwa
F': n — M bijektiv, dann schreibe

M ={F(0),...,F(n—1)}

Ist M umgekehrt als {z1,...,z,} gegeben, dann hat M hochstens n
Elemente, ist also endlich.

(3) Fiir unendliche Mengen M fithren wir die Schreibweise ,#M = oo
nicht ein, da nicht alle unendlichen Mengen gleichméchtig sind. Wir
schreiben aber ,,#M < oo, wenn M endlich ist.

1.32. DEFINITION. Es seien m,n € N, dann gilt m < n genau dann,
wenn m C n. Es ist m kleiner als n, kurz m < n, wenn m <n und m # n gilt.
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1.33. BEMERKUNG. Aus Bemerkung folgt auch, dass m < n genau
dann gilt, wenn m € n. Man beachte den Unterschied in der Notation. Bei ,,C“
ist Gleichheit erlaubt, bei ,,<“ jedoch ausgeschlossen.

Der Vergleich von Zahlen fithrt uns auf den Begriff der Ordnung. Eine Ord-
nung einer Menge M ist eine Relation, das heifit, eine Teilmenge R C M x M, die
einige zusétzliche Eigenschaften besitzt. Wir sagen ,es gilt x Ry fiir x,y € M,
wenn (z,y) € R.

1.34. DEFINITION. Eine Relation R auf eine Menge M heifit Halbordnunyg,
wenn fiir alle z,y,z € M gilt:

(01) xRx (Reflexivitit),
(02) zRyund yRx — uz=y (Antisymmetrie),
(03) zRy und yRz = xRz (Transitivitdt).

Eine Halbordnung heifit Ordnung, wenn ausserdem fiir alle z,y € M gilt:
(04) xRy oder yRx (Totalitit).

Die Eigenschaften (O1)—(04) heilen auch Ordnungsaziome.

1.35. BEISPIEL. (1) Sei M eine Menge, dann definiert ,,C“ eine Hal-
bordnung auf der Potenzmenge P(M), denn fiir alle A, B, C C¢ M
gilt

ACA,

ACBund BCA=— A=108,
ACBundBCc(C= AcCC.

(2) Die Relation ,€* ist nicht transitiv und daher keine Halbordnung,
denn es gilt zum Beispiel a € {a,b} und {a,b} € {{a},{a,b}}, aber
nicht a € {{a},{a,b}}.

(3) Die Relation ,<“ auf N ist eine Ordnung. Nach Bemerkung m
gilt N € P(N), und nach Definition ist ,,<“ die Einschrinkung
von ,,C*“ auf N. Wegen ist ,,<“ eine Halbordung auf N. Zu zeigen
wiére noch, dass fiir alle m, n € N gilt

n<mundm<n — m=n.

(4) Sei M eine Menge. Die Relation , hat hochstens so viele Elemente wie*
ist keine Ordnung auf der Potenzmenge P(M), denn sei M = {1, 2, 3},
dann hat {1, 2} hochstens so viele Elemente wie {2, 3} und umgekehrt,
aber beide Mengen sind nicht gleich. Also ist die Antisymmetrie ver-
letzt.

Das zweite Peano-Axiom (P2) fithrt uns zur Beweismethode durch
vollstdndige Induktion. Wir benétigen sie bald zum Rechnen.

1.36. SATz (Vollstandige Induktion). Fir jedes n € N sei A(n) eine Aussa-
ge. Wenn gilt
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(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(n) folgt A(n+ 1) fir alle n € N,

dann ist A(n) fiir alle n € N wahr.

BeEwEIs. Betrachte
M = {n € N | die Aussage A(n) ist wahr }.
Nach unseren Annahmen in Abschnitt [1.1]ist das wieder eine Menge, also M C

N. Aus den Voraussetzungen folgt

(1) 0 € M, und
(2) firallene M gilt n+1 € M.

Aus dem Axiom folgt dann M = N. Nach Definition von M gilt A(n) also
fiir alle n € N. O

Eine andere Art der vollstdndigen Induktion funktioniert so: Wenn gilt

(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(0) A--- A A(n) folgt A(n+ 1) fiir alle n € N,
dann gilt A(n) fiir alle n € N. Das zeigt man, indem man die Aussage
B(n) =A0)A---ANA(n)
induktiv mit Satz [[.36] beweist.
Wir haben in Bemerkung Zahlen als Mengen rekursiv eingefiihrt. Re-
kursive Definitionen funktionieren dhnlich wie vollstdndige Induktion: um eine

Abbildung F von N in eine Menge M anzugeben, reicht es F'(0) € M festzulegen
und eine Vorschrift anzugeben, die F(n + 1) aus F'(0), ..., F(n) bestimmt.

Wir fithren jetzt die Grundrechenarten auf N rekursiv ein. Hierbei handelt
es sich um Verknipfungen, das heifit, um Abbildungen N x N — N, etwa
+:NxN—-N mit + (m,n)=m+n.

1.37. DEFINITION. Die Addition, Multiplikation und Potenzierung sind fiir
m, n € N definiert durch

(1) m+0=m und m+ Nf(n) =Nf(m+n),
(2) m-0=0 und m-Nf(n)=m-n+m,
(3) m® =1 und mM ) = om

BEISPIEL. Zwei einfache Rechnungen:
3+2=3+Nf(1) =Nf(3+1) =NfB+Nf(0)) =Nf(Nf(3)) =Nf(4) =5,
3:-2=3-Nf(1)=3-143=3-Nf(0)+3=3-0+3+3 =0+3+3=6.

1.38. PROPOSITION. Seien M, N endliche Mengen.

(1) Falls M AN =0 ist, gilt #:(M U N) = #M + #N.
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(2) Es gilt #(M x N) = #M - #N.
(3) Es gilt #+#Abb(N, M) = #M#*N.

Bewers. Wir beweisen (1) zur Illustration durch vollstandige Induktion
iiber die Méchtigkeit n = #N. Es sei m = #M.

Induktionsanfang: Es sei n = 0. Nach den Definitionen und [I.30] exi-
stiert eine bijektive Abbildung von () = 0 nach N, also gilt N = (). Somit
H(MUN)=#MUD) = #M =m=m+0=#M + #N .
Induktionsschritt: Es sel #N = n 4+ 1. Dann existiert eine bijektive Abbil-
dung F: n+1=nU{n} — N. Setze
N' = im(Fly) = {F©),....Fa=1} wd == F@),

so dass #N’ = n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt #(M U N') = m + n,
also existiert eine bijektive Abbildung G': m+n — M U N’. Wir definie-
ren G: (m+n)+1— MUN durch

Glk) = G'(k) falls k € m+n, also k <m +n, und
T falls k = m+n, also k = m + n.
Man {iberzeugt sich leicht, dass G bijektiv ist. Mit Definition folgt
#MUIN)=(m+n)+1=m+(n+1)=#M+ #N . O

1.39. BEMERKUNG. Die Grundrechenarten hétten wir auch iiber die Eigen-
schaften f definieren konnen. Auflerdem folgt aus , dass m < £ genau

dann gilt, wenn ein n € N mit m 4+ n = £ existiert.

Bevor wir das Assoziativgesetz kennenlernen, iiberlegen wir uns, was ,, Klam-
mern“ eigentlich bewirken. Fassen wir +: N x N — N als Abbildung auf, dann
bedeutet (¢4 m)+n gerade +(+(¢,m),n), £+ (m+n) bedeutet +(¢,4+(m,n)).

1.40. SATZ. Fiir £,m,n € N gelten die Rechenregeln

(1) Assoziativgesetze
(l+m)+n=~0+(m+n)
(£-m)-n=4L-(m-n)
(2) Neutrale Elemente
n+0=n
n-l=n
(3) Kommutativgesetze
n+m=m-+n
n-m=m-n
(4) Distributivgesetz
L-(m+n)=L-m+/{-n
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(5) Kiirzungsregeln
{+n=m-+n — !/ =m

- n=m-n — f=m odern=20.

BEWEIS. Die Aussagen (2) folgen leicht aus Definition Alle ande-
ren lassen sich durch vollstédndige Induktion beweisen. Der Beweis von (5) ist
Ubung. O

1.3. Ganze und Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt ,,16sen* wir zwei Probleme: man kann in N nicht subtra-
hieren, und man kann in N auch nicht durch Zahlen n # 0 dividieren. Um diese
,Grundrechenarten“ einfiihren zu koénnen, werden wir N erst zu den ganzen
Zahlen Z, und dann zu den rationalen Zahlen Q erweitern. Dazu ist zunéchst
etwas Vorarbeit notig.

1.41. DEFINITION. Eine Relation R auf einer Menge M heifit A quivalenzre-
lation, wenn fiir alle z, y, z gilt:

(A1) xRx (Reflexivitdt),
(A2) tRy =— yRx (Symmetrie),
(A3) xRy und yRz = =Rz (Transitivitdt).

Im Unterschied zu Halbordnungen (Definition [1.34) sind Aquivalenzrelatio-
nen symmetrisch und nicht antisymmetrisch. Das erlaubt uns, Aquivalenzklas-

sen und Quotientenmengen zu definieren. Wir erinnern uns an die Potenzmen-
ge P(M) von M aus Definition

1.42. DEFINITION. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir alle z € M
definieren wir die (R-) Aquivalenzklasse [z] von x als

] ={yeM|zRy} .
Die Gesamtheit aller Aquivalenzklassen bildet die Quotientenmenge (kurz: den
Quotienten) M /R, also
M/R={[z] |z e M} cCPM),

und alle Elemente y € [z] heilen Reprisentanten von [x] € M/R. Die Abbil-
dung p: M — M /R mit p(x) = [z] heifit Quotientenabbildung.

Das einfachste Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit ,, =
auf einer beliebigen Menge M. Die Axiome f gelten offensichtlich. In
diesem Fall ist die Aquivalenzklasse von 2 € M gerade [z] = {z}, und die
Quotientenabbildung p: M — M/= ist bijektiv mit z — {x}. Allerdings gilt
strenggenommen nicht M = M /=, zum Beispiel ist

{1,2,3}/= = {{1}, {2}, {3}} .

Sei M eine beliebige Menge. Nach Bemerkung definiert Gleichméchtig-
keit eine Aquivalenzrelation R auf der Potenzmenge P(M).
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1.43. PROPOSITION. FEs sei R eine Aquivalenzrelation auf M.

(1) Fir alle x € M und alle y € [x] gilt [z] = [y], insbesondere liegt
jedes x € M in genau einer Aquivalenzklasse von R.

(2) Die Abbildung p: M — M/R st surjektiv, und es gilt p(z) = p(y)
genau dann, wenn xRy gilt.

(3) Es sei F: M — N eine Abbildung. Dann ezistiert genau dann eine
Abbildung F: M/R — N mit F = F op, wenn fir alle x, y € M
aus xRy folgt, dass F(x) = F(y). In diesem Fall ist F' eindeutig.

Die Aussage heifit auch die universelle Eigenschaft des Quotienten. Wir
nennen F' die von F induzierte Abbildung. Wir stellen als Diagramm dar:

MLN

J/ 7
p o
/ F

M/R.

N\

BEWEIS. Zu seien y € [x] und z € [y] beliebig, dann gilt xRy und yRz.
Aus Transitivitét folgt Rz, also gilt z € [z] fiir alle z € [y], es folgt [y] C [z].

Aus xRy folgt yRx wegen der Symmetrie von R, also folgt = € [y] aus [y] €
x. Nach obigem Argument gilt also auch [z] C [y], und somit [z] = [y].

Die Surjektivitdt von p ist klar nach Definition von M /R, und aus (/1)) folgt,
dass p(z) = [z] = [y] = p(y) genau dann, wenn xRy gilt. Also stimmt ({2))

In ([3)) beginnen wir mit ,==*. Sei also F': M/R — N gegeben mit F = Fop,
und seien x, y € M gegeben mit xRy. Aus folgt p(x) = p(y), also erst recht

F(z) = F(p(z)) = F(p(y)) = F(y) -

Zu <= gelte F(x) = F(y) fiir alle z, y € M mit xRy, also fiir alle z € M
und alle y € [z]. Seien also [z] € M/R und y € [z]| beliebig, dann diirfen
wir F([z]) = F(y) setzen. Diese Konstruktion hiingt nach Voraussetzung nicht
von der Wahl von y € [z] ab. Dazu sagen wir, F' ist wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit von F folgt mit Satz aus der Surjektivitit von p.
]

In der Schule definiert man Z, indem man zu N noch negative Zahlen hin-
zunimmt:

Z=NU{-n|neN\{0}}.
Anschlielend definiert man Addition, Subtraktion und Multiplikation. Dabei

muss man immer einige Fille unterscheiden. Wir beschreiben ganze Zahlen
stattdessen als Differenzen natiirlicher Zahlen, also als m — n fiir m,n € N.
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1.44. BEMERKUNG. Um die folgenden Konstruktionen zu verstehen, hier
ein paar Voriiberlegungen. Fiir alle m, n, p, ¢ € N gilt in Z:

(1) (m—n)=@p—-q €Z < m+qgq=n+peN,

(2) (m=—n)+@-—q =m+p) —(n+q),

(3) —(m—-n)=n-m,

(4) (m-n)-p—q¢)=(m-p+n-q)—(m-qg+n-p),
(5) (m-n)<(p-q <= m+qg<n+p.

Fiir eine Menge M und n € N bezeichne M™ das n-fache kartesische Produkt
von M mit sich selbst, etwa M? = M x M. Anstelle von m—n € Z betrachten wir
das Paar (m,n) € N2. Gemifl Bemerkung definieren wir eine Relation
~ auf der Menge N? durch

(m,n) ~(p,q) <= m+q=n+peN,
Auflerdem definieren wir Addition, Negatives, Multiplikation und eine Relati-
on < gemifl Bemerkung @)-@) durch
(m,n) + ( q) = (m+p,n+q),
,n) = (n,m),
(m,n) : (p,q) =(m-p+n-qm-q+n-p),
(m,n) <(p,q) <= m+qg<n+p

1.45. PROPOSITION. FEs seien m, n, p, q, 7, S, t, w € N. Dann gilt

(1) ,~“ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Aus (m,n) ~ (p,q) und ( ) (t,u) folgt
(m, n) (r,s) ~ (p.q) + (t,u),
( ( 78) ~ ( b,q ) ( )
und — (m,n) ~ —(p,q).
(3) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) < (r,s) = (p,q) < (t,u).

BEWEIS. Zu (1): ,~“ ist reflexiv und symmetrisch nach Konstruktion und
dem Kommutativgesetz (3). Zur Transitivitéit benutzen wir zusétzlich die

Kiirzungsregel [1.40] (5):

(m,n) ~ (p,q) und (p,q) ~ (r,s)
m+qg=n+pundp+s=qg+r
m+qg+tpts=n+pt+qg+r

m+s=n-+r

A

(m,n) ~ (r,s).
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Zu (2): Seien (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u), also m + ¢ = n + p und
r+u=s+t. Wegenm+qg+r+u=n+p+ s+t folgt
(m,n)+ (r,s) =(m+r,n+s)~((p+tqg+u)=(pq) + (tu).
Auflerdem gilt
mr+ns+ps+qr=m+q)-r+(n+p)-s
=(n+p)-r+(m+q)-s=pr+qs+ms+nr,
also
(m,n)(r,s) = (mr +ns,ms +nr) ~ (pr+ qs,ps + qr) = (p,q)(r, s).

Genauso zeigt man (p,q)(r,s) ~ (p,q)(t,u), und wegen Transitivitit gilt

(m,n)(r,s) ~ (p,q)(t,u). Die Behauptung —(m,n) = (n,m) ~ (¢,p) = —(p,q)
ist leicht einzusehen.

Zu (3): Mit (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) wie oben: Aus (m,n) < (r,s)
folgt m + s < n +r, also existiert nach Bemerkung [1.39] ein & € N mit
m+s+k=n+r

— m+p+s+tutk=n+p+r+u=m+qg+s+t
= ptutk=q+t = ptu<qg+t
= (p.g) < (). O

Wir definieren also Z als Quotienten
Z=N*/~={[(m,n)] | (m,n) € N*}.

Proposition m garantiert wegen der universellen Eigenschaft aus ,
dass wir mit Aquivalenzklassen rechnen diirfen:

[(m, )] + [(p, 9)] =
[(m,n)] - [(p,9)]
—[(m,n)]

unabhéngig von den Repréisentanten
[(m,n)] < [(p,q)] ist wohldefiniert.

[(m +p,n+q)],

[(mp + ng, mq + np)],

[(n, m)],

(m,n) € [(m,n)], (p,q) € [(p,q)]- Auch

Konkreter sei p: N2 — Z die Quotientenabbildung. Wir halten zunéchst das
Paar (r,s) € N2 fest und betrachten die Abbildung F = po (- + (r,s)) wie im
folgenden Diagramm:

N2 +(r,s) N2
|
p p
Z—-—-—-——-%>17
F

Also kénnen wir zu einer ganzen Zahl ein festes Paar (r,s) addieren. Jetzt
halten wir die ganze Zahl [(m,n)] fest und betrachten die Abbildung G =
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[(m,n)] + - : N> = Z wie im folgenden Diagramm:

N2
p
Z—-———— =7 .

Also diirfen wir zwei ganze Zahlen addieren. Mit den analogen zwei Diagrammen
erhalten wir auch die Multiplikation.

1.46. DEFINITION. Die Menge Z = N?/~ heifit Menge der ganzen Zahlen.

Wir identifizieren n € N mit [(n,0)] € Z und schreiben —n fiir [(0,n)] € Z.
Insbsondere schreiben wir 0 = [(0,0)] und 1 = [(1,0)].

1.47. SATZ. In 7 gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fir die
Addition als auch fiir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind 0 fiir die Ad-
dition und 1 fiir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz. Jedes Element
[(m,n)] besitzt ein additives Inverses —[(m,n)] = [(n,m)], das heifst, es gilt

[(m, )] + (=[(m, n)]) = [(m, )] + [(n, m)] = [(0,0)].

Es gilt die Kiirzungsregel fiir die Multiplikation.
Die Relation ,<“ auf Z ist eine Ordnung, und fir alle a, b, ¢ € Z gilt:

a<b — a+c<b+c,
0<aund0<b = 0<ab.

BEWEIS. Das meiste folgt direkt aus Satz und den obigen Definitionen.
Die neue Gleichung

[(m, )] + (=[(m,n)]) = [(m,n)] + [(n,m)] = [(0,0)]
ergibt sich aus
(m,n) + (n,m) = (m+n,n+m) ~ (0,0).

Ahnlich zeigt man die Eigenschaften von ,, <. O

Wir haben die natiirlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen 7Z erweitert, um
additive Inverse zu finden, also Zahlen —n mit n + (—n) = 0. Dazu haben
wir natiirliche Zahlen durch Paare (m,n) € N x N ersetzt, die fiir die Zahl
m — n € Z stehen. Die Zahlen —n = [(0,n)] sind gerade die negativen Zahlen
aus der Schule. Der Einfachheit halber schreiben wir ab sofort a,b,c, - € Z,
nicht mehr [(m,n)].

Um nun auch multiplikative Inverse & mit n- 1 =1 fiir alle n € Z \ {0} zu
erhalten, ersetzen wir ganze Zahlen durch Paare (p,q) € Z x (N\ {0}), die fiir
Briiche g stehen. Das ist die Bruchrechnung, wie wir sie aus der Schule kennen.
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Dazu definieren wir fiir (p,q), (r,s) € Z x (N\ {0}):

(p.q) ~(r,s) <= p-s=qr <<:> p—T),

q s
(p’q)+(r,3):(ps+qr’qs) (dap_i_rzps‘i‘m") ,

q s qs

(0.0) - (1:5) = (0r.0) (a2 =)
p_—p

—(p,q) = (—p,q da—=>,
,9) = (~p,0) ( b=

(p,q) <(r,s) <= p-s<q-r <<:> 5§Z,daq,s>0)

Beachte, dass ¢s € N\ {0}, denn aus gs = 0 = 0-s wiirde mit der Kiirzungsregel
entweder ¢ = 0 oder s = 0 folgen. Fiir p # 0 definieren wir:

1| (¢,p) falls p > 0,
(pg)™ = { (—q,—p) falls p<O.

Beachte: die rechte Seite (+¢, £p) liegt immer in Z x (N'\ {0}).
1.48. PROPOSITION. (1) Die Relation ,~ “ ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Es seiem (m,n),(p,q),(r,s), (t,u) € Z x (N\ {0}) mit (m,n) ~ (p,q)

und (r,s) ~ (t,u) gegeben, dann gilt

(m,n) + (r,s) ~ (p, @) + (£, u),
(m7n) : (7’, 8) ~ (pa Q) ’ (t,'U,),
und es gilt m # 0 = p # 0, und in diesem Fall
(m,n)™" ~ (p,q) "

(3) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (2) gilt

(m,n) < (r,s) = (p,q) < (t,u).

BEWwWEIS. Die Beweismethode ist die gleiche wie bei Proposition [1.45] wir
lassen den Beweis daher aus, ein Teil ist Ubung. (|

1.49. DEFINITION. Der Quotient Z x (N\\{0})/~ heifit Menge der rationalen
Zahlen und wird mit Q bezeichnet. Fiir die Aquivalenzklasse [(p, ¢)] schreiben

e P
WIIr =.
q

Wie zuvor schliefen wir aus Proposition [1.48] (2), dass wir mit Briichen so
rechnen diirfen, wie wir es aus der Schule kennen. Proposition (3) besagt,
dass wir zwei Briiche vergleichen kénnen.

Wir identifizieren eine ganze Zahl n € Z mit dem Bruch § € Q und fassen
Z als Teilmenge von QQ auf. Insbesondere liegen 0 = % und 1 = % in Q.

1.50. SATZ. In Q gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Assoziativgesetz fiir Addition und Multiplikation
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(2) neutrale Elemente: % +0= %, 1= % fiir alle g € Q;

b
q
(3) inverse Elemente:  + =F =0 fir alle 2 € Q, £ - (g)_l =1 fiir alle
Len\{o};
4) Kommutativgesetz fiir Addition und Multiplikation;
5) Distributivgesetz;
6) Die Relation ,<“ ist eine Ordnung;
¢ t.
7) Aus B <L folgt B+ 0 < T+ 4
)

AusOﬁ%undOS%folthS%f.

(
(
(
(
(

8

S

BEWEIS. Diese Aussagen folgen aus den Sitzen und und aus der
Konstruktion von Q. Seien etwa p,r,t € Z, q,s,u € N\ {0}, dann ergibt sich
das Assoziativgesetz fiir die Addition aus

p+r n t _ps—l—qr+ t (ps+qr) - u+ gst _ psu+qru—+ gst

q s u  gs u o qsu N qsu

su + q(ru + st ru 4 st r t
_p q( ) p+ :p+<+>'

qsu T g su q 5w

Betrachten wir das multiplikative Inverse (%)_1 von 2 € Q\ {0}. Wir un-
terscheiden zwei Félle:

Falls 0 < p, gilt (%)_1 =1 ynd % . (g)_l =P -1,

aq
p q

P
. -1 ~1 _ _
Falls p < 0, gilt (g) = _—g und % . (g) = zgizg = _—f;g =1.

Alle anderen Aussagen lassen sich dhnlich beweisen. O

1.4. Etwas Euklidische Geometrie

Der néchste Schritt wire jetzt die Einfithrung der reellen Zahlen R. In der
Schule definiert man reelle Zahlen als Dezimalbriiche. Diese Konstruktion hat
einige Probleme, eines davon ist 0,99... = 1. In der Analysis lernen Sie eine
andere Konstruktion kennen. Die reellen Zahlen haben folgende Eigenschaften.

(1) Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Kdérper, das heifit, es
gelten alle Rechenregeln aus Satz

(2) Die reellen Zahlen sind archimedisch angeordnet, das heift, die natiirli-
chen Zahlen N sind in R enthalten, und zu jeder reellen Zahl r» € R
gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit r < n.

(3) Die reellen Zahlen sind vollstindig, das heifit, es ist der grofite Korper,
fiir den und gelten. Genauer: wenn es einen anderen Korper k
gibt, der und erfiillt, dann ist k zu einem Teilkdrper von R
isomorph. Noch genauer: es existiert eine eindeutige Abbildung f: k —
R, so dass fiir alle x, y gilt, dass f(x +y) = f(z) + f(y), f(zy) =
f(2) - f(y), F1) = 1 und f(z) < f(y) genau dann, wenn o < y, und
diese Abbildung ist injektiv.
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(4) Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R, das heifit, zu r, s € R
mit r < s existiert % €Qmitr < % < s.
(5) Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind stetig.

Die Eigenschaften f definieren R eindeutig (modulo der Probleme, die
wir mit der Eindeutigkeit von N hatten). Es ist nicht offensichtlich, dass Eigen-
schaft zu der Definition von Vollstéindigkeit aus der Analysis dquivalent ist.
Aber es ist die einfachste Art, Vollstandigkeit zu definieren, ohne analytische
Begriffe zu verwenden.

In der Schule haben Sie Vektorrechnung wie folgt kennengelernt. Es sei
RP=Rx---xR= {ﬂ:: (X1, ., Tp) ’ T, ..., Ty E]R} ,
n Faktoren
dann definiert man eine Vektoraddition R™ x R™ — R", eine skalare Multipli-

kation R x R" — R" fiir z = (z1,...,2pn), y = (Yy1,...,Yn) € R” und a € R und
einen Nullvektor 0 durch

x—i_y:(xl—i_yla"'vxn_‘_yn)a
ar = (azxy,...,axy) ,
0=(0,...,0).

Um Euklidische Geometrie zu betreiben, definiert man ein Skalarprodukt.
Daraus kann man Langen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren ab-
leiten. Fiir die folgende Definition erinnern wir uns daran, dass die Cosinus-
Funktion invertierbar ist als Funktion cos: [0, 7] — [—1,1] mit Umkehrfunkti-
on arccos: [—1,1] — [0, 7]. Hierbei messen wir Winkel grundsétzlich in Bogen-

maf. Insbesondere gilt
™

T 180
1.51. DEFINITION. Wir definieren das Standard-Skalarprodukt auf R™ als
Abbildung (-, -): R” x R" — R fiir Vektoren z und y € R" durch

o

(1) (z,y) =z1y1 + -+ + TpYn -
Die Euklidische Norm |- || : R™ — R auf dem R" ist definiert durch

@) lall =/l o) = \fad + -+t
Fiir zwei Vektoren z, y € R \ {0} definieren wir den Winkel durch
(2,9)

€ [0,7] .
[yl

(3) £ (z,y) = arccos

Wir sammeln einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln.
1.52. BEMERKUNG. Seien z, y, z € R™ sowie a, b € R, dann gilt
(1) (ax + by, z) = alz,z) + b{y, 2) ;

(2) {2, y) = (v, ) ;
(3) (x,z) >0 und (r,2) =0<=1z=0.
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All das rechnet man leicht nach; fiir nutzen wir aus, dass x%, ..., 22 >0.Man

sagt, das Skalarprodukt ist linear in der ersten Variablen (1)), symmetrisch
und positiv deﬁm’t. Aus und folgt, dass das Skalarprodukt auch in
der zweiten Variable linear ist, denn

(1) (x,ay + bz) = (ay + bz, x) = aly,x) + b{z,x) = alx,y) + b(x, z) .

Fiir den folgenden Satz bendtigen wir den reellen Absolutbetrag |-|: R — R,
definiert durch

| T falls » > 0, und
T =

—r fallsr < 0.
Insbesondere gilt immer |r| > 0, und |r| = V72,

1.53. SATZ (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir alle Vektoren z, y € R™
gilt
[z, o] < llzll - [lyll -

Gleichheit gilt genau dann, wenn Zahlen a, b € R existieren, die nicht beide
Null sind, so dass

ar+by=0.
BeEwEIS. Wir machen eine Fallunterscheidung.
Fall 1: Es sei x = 0. Dann gilt ||z]| = 0 und

(z,y) =0=0-lyll = [lz[ - lyll -
Also gilt sogar Gleichheit, und mit ¢ = 1 und b = 0 gilt ebenfalls
ar+by=1-04+0-y=0.

Fall 2: Es sei x # 0, dann ist auch ||z||* # 0, und wir berechnen
2
0< H (wy) |I° _ <y_ (x,y2> oy <w,y2> x>
] ]l

o 2
|
<CC,y> <CC,y>2 2 2 <$7y>2
5 @y + —— llzl” = lyll” — =3
=] [z [Ed|

2
= [lylI* =2

Da ||z||* > 0, folgt mit elementaren Umformungen

2 2
(@, < Iz~ Iyl -
Waurzelziehen liefert die Behauptung.

Wegen z # 0 ist Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung dquivalent
zZu

]

Daraus folgt az + by = 0 mit b = ||z||* # 0 und @ = — (2, y).
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Umgekehrt sei ax + by = 0. Ware b = 0, so wiirde aus az = 0 und z #
0 bereits a = 0 folgen, aber a und b diirfen nicht beide verschwinden. Also
folgt b #~ 0 und

a (z,52)  (z,y)
y = ——Tr = — xr = N
b el [l
und es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. U

Der Vektor y — <|Z’|yQ> x im obigen Beweis entspricht dem Lot vom Punkt y

auf die Gerade durch 0 mit Richtung z. Insbesondere gilt Gleichheit, wenn der
Punkt y auf dieser Geraden liegt.

1.54. BEMERKUNG. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
(z,y)
] [yl
also ist der Arcuscosinus in Definition erklart und der Winkel wohlde-
finiert. Umgekehrt gilt also
(1) (z,y) = llz[| lyl| cos £(,y) .

Zur geometrischen Interpretation betrachten wir das Dreieck mit den Endpunk-
ten 0, x und y. Die dritte Seite ist © — ¢, und wir erhalten den Cosinussatz der
Euklidischen Geometrie:

2) e —ylI* = lel® =262, 9) + lyl* = lel® + lly)* =2 ||yl cos £(,y) -

e[-1,1]CR,

1.5. Komplexe Zahlen und die Geometrie der Ebene

In den reellen Zahlen kénnen wir Wurzeln aus positiven Zahlen ziehen,
beispielsweise aus 2, was in Q nicht mdoglich ist. Man kann aber keine Wurzeln
aus negativen Zahlen ziehen. Diesen Missstand wollen wir jetzt beheben, indem
wir die reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen erweitern.

Die Idee ist, eine neue Zahl i einzufiihren, deren Quadrat —1 ist. Wir
moéchten mit Zahlen a 4+ bt mit a, b € R rechnen, und alle von R vertrau-
ten Rechenregeln sollen gelten. Zum Beispiel sollten die folgenden Rechnungen
richtig sein:

(a+bi)+(c+di)=a+c+bi+di=(a+c)+ (b+d)i,
und  (a+bi) - (c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i .

Um das rigoros zu machen, betrachten wir eine komplexe Zahl als Paar aus zwei
reellen Zahlen, und definieren Addition und Multiplikation wie oben.

1.55. DEFINITION. Die komplezen Zahlen sind definiert als C = R?, mit
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
und (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
fiir alle a, b, ¢, d € R.
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1.56. SATZ. In C gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fir die
Addition als auch fir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind Oc = (0,0) fir
die Addition und 1¢c = (1,0) fir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz.
Jedes Element (a,b) besitzt ein additives Inverses

—(a,b) = (—a, —b)

und, falls (a,b) # Oc, ein multiplikatives Inverses

-1 _ a o b
(a,0)"" = <a2—|—b2’ a2—|—b2> '

BEWEIS. Alle Behauptungen lassen sich direkt mit den Formeln aus Defi-
nition [1.55| nachrechnen. Beispielsweise gilt

a b a?4+b® —ab+ba
b) - _ - =(1,0)=1¢c. O
(a,0) <a2+b2’ a2+b2> <a2+b2’ a2+b2> (1,0)=1c

Wir sehen, dass die Abbildung R — C mit a — (a,0) vertréiglich mit +
und - ist, und 0 und 1 € R auf O¢c und 1¢ abbildet. Wir diirfen also R mit den
komplexen Zahlen der Form (-,0) identifizieren. Wenn wir auflerdem noch i =
(0,1) definieren, kénnen wir uns iiberzeugen, dass

(a,b) = (a,0) +b-(0,1) =a+ bi

fiir alle a, b € R gilt. Damit haben wir unsere Idee vom Anfang des Abschnitts
verwirklicht. Auflerdem diirfen wir jetzt auch 0 und 1 fiir Oc und 1¢ schreiben.

1.57. BEMERKUNG. Auf C gibt es keine Ordnung ,,<“, die zu Satz
und analoge Eigenschaften hat. Denn gébe es solch eine Ordnung, dann
gélte entweder 0 < z oder 0 > z fiir alle z # 0 wegen Totalitéit, aber wegen
gilte 0 > = genau dann, wenn —z > 0. Also gilte 2 = (—2)? > 0 fiir al-
le z # 0 wegen , aber dann erhielten wir wegen @ und Transitivitdt einen
Widerspruch:

0=1*+i*>1*>0.

1.58. DEFINITION. Sei z = a + bi € C mit a, b € R, dann heifit a der

Realteil Re(z) von z und b der Imagindrteil Im(z) von z.

Der Imaginérteil ist also immer eine reelle Zahl, und es gilt
z=Re(z) +Im(z)-i.

1.59. DEFINITION. Die Abbildung C — C mit z — z = Re(z) — Im(z) - ¢
heifit komplexe Konjugation, z heiit das (komplex) Konjugierte von z.

1.60. BEMERKUNG. Die komplexe Konjugation ist vertréglich mit allen Re-
chenoperationen, das heifit, es gilt

ZH+w=z+w, Z-w=z-w,
—2=-Z, zT=z"1,
0=0, T1=1,

auch das rechnet man leicht nach.
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Es gilt z = z fiir alle z, also ist die komplexe Konjugation ihre eigene
Umkehrabbildung. Fiir eine komplexe Zahl z gilt z = z genau dann, wenn z €
RcC.

Man kann die komplexen Zahlen dadurch charakterisieren, dass sie die klein-
ste Erweiterung der reellen Zahlen R ist, so dass alle Rechenregeln aus Satz[1.50]
gelten und eine Zahl ¢ mit 2 = —1 existiert. Aber 7 ist dadurch nicht eindeutig
bestimmt, denn offensichtlich sind i und i = —i gleichberechtigt.

Die Zahl z = i 16st die Gleichung 22 + 1 = 0. In den Ubungen werden Sie
sehen, dass man z?> = w fiir alle komplexen Zahlen w 16sen kann. All das sind
Sperzialfiille des folgenden Satzes.

1.61. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Es seien n > 1 und aq, ...,
an € C, dann existiert z € C, so dass

Mta" Mt ap_1z+a,=0.

Mit rein algebraischen Methoden lésst sich dieser Satz nicht beweisen. Das
liegt daran, dass die reellen Zahlen, die den komplexen ja zugrundeliegen, mit
analytischen Mitteln konstruiert wurden. Einen Beweis fiir diesen Satz lernen
Sie daher erst spiter, zum Beispiel in einer Vorlesung {iber Funktionentheorie
oder Topologie.

Fiir z = a + bi mit a, b € R ist

z-Z=(a+bi)(a—bi)=a>— (bi)2=a®>+b>>0
reell. Das ermdglicht folgende Definition.

1.62. DEFINITION. Wir definieren den Absolutbetrag (die Norm oder die
Linge) einer komplexen Zahl z € C als die reelle Zahl

|zl =Vz-2>0.

1.63. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar Eigenschaften des Absolutbetra-
ges.

(1) Da |a+ bi]* = a® + b2, entspricht |z| = ||z|| der euklidischen Norm
auf C = R? aus Definition :
(2) Unsere Konstruktion von z=" = ﬁ wird jetzt etwas klarer, denn
- 2
z _ |7
z 72 = 72 =
EI L

(3) Der Absolutbetrag ist multiplikativ, das heiflt, fiir alle z und w gilt
|zw| = Vzwzw = /(22)(wd) = V2Z - Vwd = |2| |w| .

(4) Der Absolutbetrag ist subadditiv wegen und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung [1.53] das heif}t, fiir alle z, w € C gilt

|2+ w| < [2] + [w]
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denn
|2+ wf® = ||z + w||* = ||2)* + lw]|* + 2(z, w)
2 2
< 2l + [lwl® + 2 1zl 1wl = (2] + llwl)? = (2] + [w])? .
(5) Komplexe Konjugation ist mit dem Absolutbetrag vertréglich, denn

|Z| =Vzz=Vzz=|z] .

Wir wollen uns Addition und Multiplikation in C jetzt mit Hilfe der zwei-
dimensionalen Euklidischen Geometrie veranschaulichen. Dazu machen wir ei-
nige Anleihen aus der Schulmathematik und identifizieren C mit dem Vektor-
raum R2.

Die Addition in C entspricht der Vektoraddition in R?. Die komplexe Kon-
jugation ist eine Spiegelung an der reellen Achse (also an der z-Achse).

Wir schreiben einen Vektor z € C\ {0} als
ol
z=lz] - —.
2|
Dann misst |z| = ||z|| die Lénge von z. Multiplikation mit |z| € R C C entspricht
offenbar der Streckung im R? mit dem Faktor |z|, denn

12| - (a + bi) = (Jz| + 0i)(a + bi) = |z|a + || bi .

Der Vektor |§| hat Léange 1 und beschreibt die Richtung von z. Wir nehmen
jetzt an, dass bereits |z| = 1 gilt. Es sei ¢ der Winkel zwischen der positiven re-
ellen Achse Ry C C (“a-Achse”) und z (entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen),
so dass

z=-cosp+ising.
Fiir einen beliebigen Vektor w = ¢ + di folgt

z-w = (ccosp —dsinp) + (csinp + dcosp) i .

Sei auf der anderen Seite R, die Drehung um den Winkel ¢ gegen den
Uhrzeigersinn mit Zentrum 0. Aus der Schulzeit wissen wir, dass diese Drehung
R-linear ist. Fiir ¢, d € R gilt also

Ry(c+di) = cRy(1) + d Ry (i)
=c(cosgp+isinp)+d(—sinp+icosp)=z-w,

Also beschreibt die komplexe Multiplikation mit einer komplexen Zahl z =
cos ¢ + ¢ sin ¢ vom Betrag 1 genau eine Drehung um ¢.

Sei jetzt z € C, z # 0, und sei 0 < ¢ < 27 der Winkel zwischen z und der
positiven reellen Achse, so dass

z=|z]-(cosp+ising) .

Der Winkel ¢ heiit auch das Argument von z, geschrieben ¢ = arg(z), und
die obige Schreibweise heifit auch die Polardarstellung von z. Dann entspricht
Multiplikation mit z einer Drehung um den Winkel ¢ mit Zentrum 0 und einer
anschliefenden Streckung um den Faktor |z|.
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1.64. BEMERKUNG (Geometrische Interpretation der komplexen Multipli-
kation). Es seien z, w € C\ {0} Zahlen mit Betrigen r = |z|, s = |w| und
Argumenten ¢ = argz und ¢y = argw. Nach unser Voriiberlegung wird der
Vektor w durch Multiplikation mit z um r gestreckt und um ¢ gedreht, so dass
schliefBlich

[zw| = rs = |z[|w] ,  arg(zw) = ¢ +¢ = arg(z) + arg(w)
und zw = rs(cos(p + ) + isin(e + ) .

Fiir r = s = 1 folgen aus der Rechnung

cos(¢ + ¥) +isin(ep + ) = (cosp + isinp) - (cos + isin )
= (cos p cost — sin psin ) + i(cos @ sin 1) + sin p cos )
die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:

cos(p + 1) = cos g cosp — sin psin
und sin(p + 1) = cos psiny + sinp cos .

Man beachte aber, dass wir uns in dieser ganzen Bemerkung voll und ganz auf
unsere Anschauung und unsere Schulkenntnisse in ebener Geometrie verlassen
haben. Das reicht nicht als Grundlage fiir einen strikten Beweis, daher werden
wir nach diesem Abschnitt nicht mehr auf diese Uberlegungen zuriickgreifen.
Nichtsdestotrotz wollen wir aber aus den obigen Formeln in den Ubungen noch
einige interessante Folgerungen ziehen.

1.65. BEMERKUNG. Die Isometrien der Ebene werden erzeugt von

(1) Verschiebungen w +— a + w mit a € C,
(2) Drehungen um den Ursprung, w +— zw, wobei z € C mit |z| = 1, und
(3) der Spiegelung an der z-Achse, w — w.

Insgesamt koénnen wir also jede Isometrie F: R? — R? mit Hilfe komplexer
Zahlen schreiben als

F(w)=a+ zw oder Fw)=a+ zw,
wobei a und z € C mit |z] = 1 durch F' eindeutig festgelegt sind.

Es fallt auf, dass der oben benutzte Winkelbegriff nicht ganz mit dem aus
dem letzten Abschnitt iibereinstimmt. Hier betrachten wir Drehungen gegen den
Uhrzeigersinn um beliebige Winkel, wobei der Winkel ¢ und der Winkel ¢+ 27n
fiir alle n € Z die gleiche Drehung beschreiben. Alle Winkel im Intervall

(77T,7T]Z{IE€R‘*7T<$§7T}
stehen fiir verschiedene Drehungen, insbesondere entsprechen Winkel ¢ €

(—m,0) Drehungen im Uhrzeigersinn um |¢|.

In Definition hingegen haben wir nur ,ungerichtete Winkel im
Intervall [0, 7] betrachtet. Besser ging es nicht, da die Winkel ¢ und —¢ den
gleichen Cosinus haben, und die Funktion Arcus Cosinus sich nach unser Defi-
nition fiir Winkel in [0, 7] entscheidet.
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1.6. Geometrie des Raumes und Quaternionen

Wir geben einen kurzen Abriss der Euklidischen Geometrie des Raumes,
inbesondere fithren wir das Kreuzprodukt ein. In Analogie zu den komplexen
Zahlen definieren wir die Quaternionen, bei denen sowohl Kreuz- als auch Ska-
larprodukt auf dem R? eine wichtige Rolle spielen. Die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Quaternionen lernen wir spéter kennen.

1.66. DEFINITION. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) auf dem R? ist eine
Abbildung x: R? x R? — R3 mit

(u1,u2,u3) X (v1,v2,v3) = (u2v3 — UzV2, U3V1 — UIV3, UV — UV1) -
Beachten Sie, dass das Symbol “x” sowohl das kartesiche Produkt von

Mengen (R?xR?) aus Deﬁnition als auch das Kreuzprodukt von Vektoren
bezeichnet. Missverstdndnisse wird es deswegen voraussichtlich nicht geben.

1.67. BEMERKUNG. Fiir alle u, v, w € R? und alle a, b € R gilt

(1) (au+ bv) x w = a(u x w) + blv X w) ,

(2) UXV=—VXU.

All dies folgt unmittelbar aus Definition Man sagt, das Kreuzprodukt ist
linear im ersten Argument und antisymmetrisch .

Wegen (1)) und ist das Kreuzprodukt auch im zweiten Argument linear,
denn

(1) ux (av+bw) = —(av + bw) x u

= —a(vxu) —blw x u) =alu xv)+bluxw) .

1.68. SATZ. Fiir alle u, v, w, t € R? gilt

Die Gleichung heilt auch Graffmann-Identitit, und heiflt Jacobi-
Identitit. Den Ausdruck (u X v,w) in (1)) nennt man auch das Spatprodukt der
Vektoren u, v, w.

BEWEIS. Zu berechnen wir
(u X v, W) = UgV3W] — UIVW] + UV W2 — UIV3W2 + U VW3 — UV W3 ,

und dieser Ausdruck ist invariant unter zyklischer Vertauschung von u, v und w.
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Die GraBmann-Identitéat iiberpriifen wir nur in der ersten Komponente
der ersten Gleichung:

((uxv) xw), = (uxv)y ws—(uxv)3- w
= U3V W3 — UL U3 WZ UL V2 W2+ UL U W2
= (u1 - wi + ug - wy + ugz - w3) - vy
— (v1 - w1 + vy - wa 4 v3 - ws) Uy
= (u,w) - vy — (v,w) - uq ;

die zweite und dritte Komponente ergeben sich, indem man oben die Indizes 1,
2 und 3 zyklisch vertauscht. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit
Antisymmetrie.

Die Jacobi-Identitét folgt, indem man u, v und w in zyklisch per-
mutiert und dann alle drei Gleichungen addiert.

Behauptung folgt aus und durch folgende Rechnung:

(uxv,wxt)y = ((wxt)xu,v)
= <<w,u> t— (t,u) -w,v> = (u, w)(v,t) — (u, t){v,w) . O

1.69. BEMERKUNG. Wir geben eine geometrische Interpretation.
(1) Satz und Bemerkung implizieren, dass

o x oll = /Dl ol — (u, v)?
= Il o] (1 = cos? £(u, ) = [Ju] o] sin £(s, v)

da sin? 4 cos? = 1 und sing > 0 fiir alle ¢ € [0,7]. Also ist ||u x v||
gerade der Fliacheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelo-

gramms. Aus Bemerkung und Satz folgt
(uxv,u) =(uxu,v)=0 und (uxv,v)y=(vxv,u)y=0.

Also steht u x v senkrecht auf der Fliche dieses Parallelogramms. Da-
mit haben wir eine geometrische Beschreibung des Kreuzproduktes bis
auf das Vorzeichen. Das Vorzeichen ergibt sich durch die Wahl einer
Orientierung, wie wir spiter in Beispiel lernen werden.

(2) Das Spatprodukt kénnen wir nun als Volumen des Parallelotops mit
den Kanten u, v und w interpretieren. Da u X v senkrecht auf der
Grundfléche steht, wird die Hohe dieses Parallelotops gerade gegeben
durch

[ x vw)| [ x v,w)
Jux ol ol = Jlux o]

[[w][ |cos £(u x v, w)| = [lw]]

Als Produkt aus Grundfliche ||u X v|| und Hohe erhalten wir das Vo-
lumen also als Absolutbetrag |(u x v, w)| des Spatproduktes. Das Vor-
zeichen des Spatproduktes ist wiederum eine Frage der Orientierung.
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Wir erinnern uns an unsere Definition der komplexen Zahlen. Dort
wurde eine Multiplikation auf R x R erkldrt durch

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be) .

Wir fiithren jetzt die etwas kompliziertere Quaternionen-Multiplikation ein. Die
Quaternionen wurden von Hamilton entdeckt, daher der Buchstabe H.

1.70. DEFINITION. Die Quaternionen sind definiert als H = R x R3, mit
(a,u) + (b,v
(a,u) - (bv

und (a,u) = (a, —u)

=(a+bu+v),
=(a-b—(u,v),a-v+b-u+uxv)

~—_ ~—

fiir alle @, b € R und alle u, v € R3. Wir identifizieren a € R mit (a,0) € H
und u € R? mit (0,u) € H, und definieren Real- und Imaginirteil von (a,u)
durch

1

Re(a,u) = 5 ((a,u) + (a,u)) =a €R

und Im(a,u) = % ((a,u) = (a,u)) =u e R?.

1.71. SATZ. InH gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz fiir die Addition.
Die Multiplikation ist assoziativ aber nicht kommutativ. Es gilt das Distributiv-
gesetz

(1) p-(g+r)=p-q+p-r

fir alle p, q, r € H. Neutrale Elemente sind Oy = (0,0) fir die Addition
und 1y = (1,0) fir die Multiplikation. Jedes Element (a,u) besitzt ein additives
Inverses

(2) —(a,u) = (=a, —u)

und, falls (a,u) # Om, ein multipliktives Inverses

3 a,u)" ! = < a4 ,— Y ) .
¥ (o) a + u*" a?+ |ul?

Fiir ein Quaternion p = (a,u) gilt

(4) pP-q=q-p

fiir alle ¢ € H genau dann, wenn p € R, das heifit, wenn u = 0.
Fir die Quaternionen-Konjugation gilt

(5) p+

(6) P a=q

fiir alle p, q € H, und fir p = (a,u) € H gilt

(7) p
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Die Quaternionen-Konjugation ist ein Anti- Automorphismus, das heif3t, sie
respektiert alle Verkniipfungen bis auf die Multiplikation, bei der sie die Reihen-
folge der Faktoren vertauscht. Daher konnen wir aus auch Distributivitéat
im ersten Faktor folgern.

BEWEIS. Die Rechenregeln fiir die Addition sind leicht zu tiberpriifen. Das

Distributivgesetz folgt aus den Bemerkungen und :
(a,u) - ((b,v) + (c,w))
= (a,u) - (b+c,v+w)
= (a(b+c¢) — (u,v +w),a(v+w) + (b+c)u+ux (v+w))
(ab — (u,v),av + bu+u X v) + (ac — (u,w), aw + cu + u X w)
= (a,u) - (b,v) + (a,u) - (c,w) .

Das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation folgt aus Satz und und
bleibt Ubung. Auflerdem iiberpriift man leicht, dass

(aau) + (070) = (a>u) = (aau) : (170) = (170) . (aau) .
Auch die Formel fiir das additive Inverse ist klar.

Es gelte fiir ein Quaternion (a,u). Aus der Symmetrie des Skalarpro-
duktes und der Antisymmetrie des Kreuzproduktes folgt

0= (a,u) - (b,v) — (b,v) - (a,u)
=(0,uxv—vxu)=(0,2uxv).

Wir setzen fiir v die drei Einheitsvektoren ey, es, e3 ein und erhalten u; = ug =
u3z = 0 aus Definition Also gilt u = 0, das heifit (a,u) € R.

Es gilt
@ (0, = (0 - (a)
= (a®+ (u,u),au — au —u x u) = a* + |ul* €R,

und es folgt die erste Gleichung in . Die zweite erhalten wir, indem wir u
durch —u ersetzen. Aus folgt , denn

a Uu 1
» (a,u) = ————(a,u) - (a,u) =1.
<a2+IIUII2 a2+IIUII2> (o) (avu)-(a,U)( (o)

Gleichung ist wiederum klar, und @ folgt aus der Antisymmetrie des
Kreuzproduktes, denn

(a,u) - (b,v) = (ab— (u,v),—av —bu — u X v)
= (Lb— (—v, —u),b(—u) + a(—v) + (-v) x (—u))

:(bﬂ’)'m- u

1.72. DEFINITION. Wir definieren den Absolutbetrag eines Quaternions ¢ €
H als die reelle Zahl
lal = Vaq .
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Wegen Satz ist das moglich, und fiir ¢ = (a, u1, uz, ug) € H gilt
|2

2 2 2 2
lg|” = a* + ui +u5 +uj ,

also stimmt |g| wiederum mit der Euklidischen Norm ||¢|| auf R* iiberein.
1.73. BEMERKUNG. So, wie wir den komplexen Zahlen (1,0) und (0,1) die

Namen 1 und ¢ gegeben haben, wollen wir hier die folgenden Bezeichnungen
einfiihren:

1=(1,0), i=1(0,e1), Jj=1(0,e2) und k= (0,e3) .
Wir erhalten die Multiplikationstabelle
i gk
i -1 k —j
j -k -1 i
k i —i —1.

Zusammen mit den Distributivgesetzen und 1y = (1,0) konnen wir jetzt alle
Quaternionen miteinander multiplizieren.

So wie die komplexen Zahlen die Geometrie der Ebene beschreiben, be-
schreiben die imagindren Quaternionen die Geometrie des dreidimensionalen
Raumes. Wir sehen, dass sowohl das Standard-Skalarprodukt als auch das
Kreuzprodukt in der Definition auftauchen, und in der Tat erhalten wir die-
se zuriick als

(u,v) = Re((0,u) - (0,v)) und uxv=Im((0,u)-(0,v)) .
Jetzt wollen wir Isometrien des R? mit Hilfe von Quaternionen beschreiben.

1.74. SATZ. Es sei ¢ = (cosp,vsing) € H, wobei v € R3 mit |[v] = 1
und ¢ € R. Fiir ein imagindres w € R? ist qwq wieder imagindr. Die Abbil-
dung Fy: R3 — R3 mit w — qwq beschreibt eine Drehung um die Achse durch 0
in Richtung v um den Winkel 2¢.

BEWEIS. Ein Quaternion w ist imaginér genau dann, wenn w = —w gilt.
Wenn w imaginar ist, ist auch qwq imaginér, denn

quq = qwq = —qug .
Die Abbildung Fj, ist R-linear wegen Satz und ([4). Das gleiche gilt

fiir die Drehung R, 2, um die Achse durch 0 in Richtung v um den Winkel 2¢.
Wir zerlegen w € R? wie im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung als

w = (v,w)v + (w — (v,w)v) ,

so dass der zweite Vektor wegen ||v|| = 1 senkrecht auf v steht. Wegen Linearitit
reicht es, Fyv = Ry2,v und Fyw = R, s,w fiir alle Vektoren w mit |w| = 1
und (v, w) = 0 zu zeigen.
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Betrachte zunéchst v. Wegen (v,v) =1 und v x v = 0 gilt in diesem Fall
quq = (cos @, vsinp) - (0,v) - (cos @, —vsin p)
= (—singp, vcosp) - (cos p, —vsin p)
= (- cos @ sin ¢ 4 cos psin g, vsin® +vcosch) = (0,v),
2

da cos? ¢ + sin? ¢ = 1. Auch die Drehung R, 20 hélt v fest, es gilt also Fyv =
v = Ry 2,v.

Es gelte jetzt (v,w) = 0 und ||w|| = 1. Wegen (v X w,v) = 0 und der
Grafimann-Identitét gilt in diesem Fall

quwq = (cos,vsiny) - (0,w) - (cos p, —vsin p)

0,wcos ¢ + v X wsinp) - (cos p, —vsin )

(0 W cos? @ 4+ v X W cos @sing — w X v cos @sing — (vxw)xvsichp)

0, wcos p —sin cp)+v><w 2cosgosm<p)

Cosinus und Sinus des doppelten Winkels berechnen sich als
cos(2¢) = cos® p — sin? und sin(2¢) = 2cos psiny .

Wenn wir ||w|| = 1 annehmen, dann folgt aus Bemerkung dass die Vekto-
ren v, w und v X w aufeinander sekrecht stehen, und dass auch

lo > wl[| = o[ - lwl]l - sin £(v, w) = 1.

Insbesondere bilden w und v X w eine Orthonormalbasis der zu v senkrechten
Ebene. Die Drehung R, 2, bildet den Vektor w also ab auf

Ry pow = cos(2¢) w +sin(2p) v x w = Fyw .

Wenn wir in der obigen Rechnung w durch v x w ersetzen, wird v X w wegen

der Grafimann-Identitét zu v X (vxw) = —w. Wir sehen jetzt, dass auch v xw in
der zu v senkrechten Ebene um den Winkel 2¢ gedreht wird. Wegen Linearitéit
gilt das also fiir den gesamten R3. O

Man beachte, dass ¢ und ¢ + 7 die gleiche Drehung beschreiben, da 27 ja
einer vollen Umdrehung entspricht. Zu einer Drehung gehoren also genau zwei
Quaternionen ¢ und —g; dieses Phinomen nennt man ,,Spin“. Es hat sowohl in
der Mathematik als auch in der Physik eine Bedeutung.

Die Drehrichtung ergibt sich aus einer “Rechte-Faust-Regel”. Sei 0 < ¢ <,
so dass wir um 2¢ € (0,27) drehen. Zeigt der Daumen der rechten Hand in
die Richtung von Im¢ = wsiny, dann erfolgt die Drehung in Richtung der
gekriimmten Finger. Ist ¢ rein imaginér, also beispielsweise ¢ = 7, dann wird
um 7 = 180° gedreht, so dass es auf die Drehrichtung nicht mehr ankommt.

Wir haben gesehen, dass Quaternionenmultiplikation nicht kommutativ ist.
Im Allgemeinen erschwert das den Umgang mit H. Aber Satz funktio-
niert gerade, weil H nicht kommutativ ist. Wéare H kommutativ, dann wére
auch quq = gqw = |q|* w = w wegen |¢| = 1, und F, wére einfach die Identitét.
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1.75. BEMERKUNG. Die Isometrien des Raumes werden erzeugt von

(1) Verschiebungen w — u + w mit u € R3,
(2) Drehungen um die Achse durch den Ursprung in Richung v mit Win-
kel ¢, also w — Fyw, wobei jetzt

P P
q—c082+vs1n2,

(3) Die Punktspiegelung w — —w.

In Analogie zu Bemerkung kénnen wir also jede Isometrie schreiben als
F(w) =u+ qwq oder F(w) =u+ quwq .
Dabei sind v € ImH und ¢ € H mit |¢g| = 1 durch F fast eindeutig festgelegt

— man kann nach wie vor ¢ durch —q ersetzen.

Die obige Darstellung hat zwei interessante Eigenschaften.

e Sei G(w) = v+ rwr eine weitere Isometrie, dann hat auch die Verket-
tung F o G die gleiche Form:

(FoG)(w) =u+qv+rwr)g= (u+ quq) + qrwgr .

e Anhand der obigen Formel kann man « und ¢ leicht bestimmen, wenn
man Drehachse und -winkel kennt. Umgekehrt kann man Drehachse
und -winkel ablesen, wenn u und ¢ bekannt sind.

Aufgrunddessen lassen sich Quaternionen in der Praxis einsetzen, zum Beispiel
in der Robotersteuerung und in der dreidimensionalen Bildverarbeitung.

1.76. BEMERKUNG. Analog zu den Bemerkungen und koénnen wir
auch alle Isometrien des R* beschreiben durch

F(w) = v+ pwq oder F(w) = v+ pwq .

Hierbei ist w € R* = H, und die Quaternionen v, p, ¢ € H mit |p| = |q| =
1 sind durch F fast eindeutig festgelegt — man darf nur das Tripel (v,p,q)
durch das Tripel (v, —p, —q) ersetzen. Es gibt also auch hier einen ,,Spin“. Der
Zusammenhang zwischen dem Paar (p, ¢) und der Gestalt der Isometrie ist nicht
so einfach zu erklidren wie in Satz und Bemerkung [1.75]

Fiir R® mit n > 5 gibt es leider keine so schonen Beschreibungen der Iso-
metrien mehr. Wir werden spéter sehen, wie man Isometrien generell durch
Matrizen darstellen kann.



KAPITEL 2

Vektorraume und Moduln

In diesem Kapitel lernen wir mit Vektoren zu rechnen, indem wir Koordi-
naten angeben und lineare Abbildungen als Matrizen schreiben. Einem Vektor
in Koordinaten entspricht ein Element in einem freien Modul, und einer Ma-
trix entspricht eine lineare Abbildung zwischen freien Moduln. Anschlieend
iiberlegen wir uns, warum und wie Matrixrechnung funktioniert.

Fiir das Rechnen mit Matrizen reicht uns zunéchst einmal ein Ring, obwohl
wir spéter meistens einen Koérper, zum Beispiel R, zugrunde legen werden. Die
etwas groflere Allgemeinheit verursacht keinen zusétzlichen Aufwand; auflerdem
miissen wir spater gelegentlich mit Matrizen iiber Ringen arbeiten. Die zahlrei-
chen Vorteile, die die Arbeit iiber Kérpern (auch Schiefkérpern) mit sich bringt,
lernen wir dann im néchsten Kapitel kennen.

Als erstes fithren wir ein paar algebraische Grundbegriffe ein: Vektoren sind
Elemente von Vektorrdumen iiber Kérpern oder Schiefkdrpern. Etwas allge-
meiner ist der Begriff eines Moduls iiber einem Ring. Und sowohl Ringen als
auch Moduln liegen abelsche Gruppen zugrunde, mit denen wir daher begin-
nen werden. Nachdem wir Moduln eingefiihrt haben, betrachten wir spezielle
»strukturerhaltende“ Abbildungen. Zum Schluss konstruieren wir neue Moduln
aus gegebenen und {iberlegen uns ihre Eigenschaften.

2.1. Gruppen, Ringe, Korper

Wir definieren eine Reihe wichtiger algebraischer Strukturen. Unser Haupt-
ziel sind Korper. Aber auch Gruppen und Ringe werden uns noch haufiger
begegnen.

2.1. DEFINITION. Eine Gruppe (G, %) ist eine Menge G mit einer Ver-
kniipfung *: G x G — G, fiir die ein neutrales Element e € G und fiir alle g € G
ein inverses Element ¢~ € G existiert, so dass fiir alle ¢, h und k die folgenden
Gruppenaxiome gelten:

(G1) gx(hxk)=(gxh)*k (Assoziativgesetz),

(G2) exg=yg (linksneutrales Element),

(G3) g lxg=ce (linksinverse Elemente).

Eine Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn auflerdem fiir alle g, h € G
gilt

(G4) gxh=hxg (Kommutativgesetz).

35
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2.2. BEISPIEL. Wir kennen schon Beispiele von abelschen Gruppen.

(1) Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe (Z, +), genannt die
unendliche zyklische Gruppe, siche auch Satz

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+) eine abelsche Gruppe, die
sogenannte additive Gruppe von k, siehe dazu die Séitze

und sowie Punkt am Anfang von Abschnitt
(3) Die natiirlichen Zahlen N bilden keine Gruppe, denn es fehlen die in-

versen Elemente, siche Ubung 3(b) von Blatt 2.

Die Gruppenaxiome sind bewusst sparsam formuliert. Dadurch hat man
relativ wenig zu tun, um nachzuweisen, dass eine bestimmte Verkniipfung auf
einer Menge eine Gruppe definiert. Beim Rechnen in Gruppen hilft die folgende
Proposition.

2.3. PROPOSITION. Sei (G, %) eine Gruppe, dann sind das neutrale Ele-
ment e und das Inverse g~* zu jedem g € G eindeutig bestimmt. Auferdem gilt
fir alle g € G, dass

(GQ’) gxe=g,
(G3) gxg =e.

Insbesondere muss man das neutrale Element und die Abbildung, die einem
Gruppenelement sein Inverses zuordnet, in der Notation ,,(G, %) nicht mit an-
geben, da beide eindeutig festgelegt sind. Das spart etwas Schreibarbeit. Und
wir diirfen tatsichlich von neutralen und inversen Elementen reden, nicht von
linksneutralen und linksinversen Elementen.

BEwEIS. Wir leiten aus den Gruppenaxiomen der Reihe nach einige inter-
essante Rechenregeln ab. Fiir alle g, h, k € G gilt

(1) Linkskiirzungsregel: aus g « h = g x k folgt h = k, denn
h=exh= (g xg)xh=g ' x(gxh)
:gfl*(‘g*k):(gil*g)*kze*k:k.

(2) Die Aussage (G2’) folgt aus der Linkskiirzungsregel und

g lx(gxe)=(g xg)rxe=exe=e=g lxg.

(3) Eindeutigkeit des neutralen Elements: Es gelte fx*g = g fiir alle g € G,
dann folgt aus (G2’|) insbesondere

f=fxe=e.
Umgekehrt gelte g* f = g fiir alle g € G, dann folgt aus (G2|) ebenfalls
f=exf=e.

(4) Aussage (G3’) folgt aus der Linkskiirzungsregel und

1 1 -1

gl x(gxg ) =(g"xg)xg =exgl=gl=g"xe.
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(5) Rechtskiirzungsregel: aus h * g = k x g folgt h = k, denn

h=hxe=hx(gxg')=(hxg)xg
:(k*g)*g_lZk*(g*g_l):k*e:k‘.

1

(6) Eindeutigkeit des Inversen: aus g x h = e folgt h = g7 wegen der

Linkskiirzungsregel und
gxh=e=gxg™",

1

umgekehrt folgt £k = g7 aus k x g = e wegen der Rechtskiirzungsre-

gelund
kxg=e=g lxg. O

2.4. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an die Verkettung , o“ von Abbildun-
gen aus Definition an die Identitit idy, aus Beispiel und an die
Umkehrabbildungen aus Satz

(1) Es seien K, L, M, N Mengen und F: M — N, G: L — M
und H: K — L Abbildungen,

KA, %y N.

Dann gilt F o (Go H) = (F oG)o H, denn fiir alle k € K ist
(F'o(Go H))(k) = F((Go H)(k)) = F(G(H(F)))
=(FoG)(H(k)=(FoG)oH)().
(2) Fir F': M — N gilt idy oF = F = F oidyy, denn fiir alle m € M gilt
(idy o F')(m) = idy(F(m)) = F(m) = F(idp(m)) = (F oidas)(m) .

(3) Es sei F' bijektiv. Dann existiert eine Umkehrabbildung S nach
Satz und es gilt

SoF=idy; und FoS=idy .

Diese Beziehungen sehen fast so aus wie die Gruppenaxiome f. Man
sollte aber beachten, dass die Abbildungen F, G, H, ids, idy und S im Allge-
meinen von verschiedenen Typen sind. Das heifit, wenn die Mengen K, L, M, N
paarweise verschieden sind, gehoren keine zwei dieser Abbildungen zur gleichen
Grundmenge, etwa F' € Abb(M, N), idys € Abb(M, M), und so weiter.

2.5. BEISPIEL. Es sei M eine Menge. Wir definieren die Menge der Auto-
morphismen von M als

Aut(M) = {F: M — M | F ist bijektiv } .
Dann bildet (Aut(M), o) eine Gruppe. Dazu iiberlegen wir uns

(1) Seien F' und G bijektiv, dann ist F' o G bijektiv nach Satz @)-
Also ist die Verkniipfung ,,0¢ auf Aut(M) wohldefiniert.

(2) Es gilt das Assoziativgesetz nach Bemerkung [@.

(3) Die Identitét idy aus Beispiel ist bijektiv. Nach Bemer-
kung ist idy; das neutrale Element in (Aut(M), o).
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(4) Das Inverse zu F' € Aut(M) ist die Umkehrabbildung G aus Satz
Aus Satz und folgt, dass G wieder bijektiv ist, und das
Axiom ((G3)) folgt aus Bemerkung .

Spéter werden wir hédufiger Gruppen begegnen, die aus speziellen bijektiven
Abbildungen F' einer Menge M in sich bestehen.

2.6. DEFINITION. Ein Ring (R, +, - ) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfun-
gen +, - : Rx R — R, so dass (R, +) eine abelsche Gruppe bildet, und so dass
fiir alle 7, s, t € R die folgenden Ringaxiome gelten:

(R1) (r-s)-t=r-(s-t) (Assoziativgesetz),

re(s+t)=r-s+r-t
(R2) (Distributivgesetze).
(r+s)-t=r-t+s-t

Ein Ring heifit unitdr oder Ring mit Fins, wenn es ein neutrales Element 1p
gibt, so dass fiir alle r € R gilt:
(R3) lg-r=r-lg=r (multiplikatives neutrales Element).

FEin Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle r, s € R gilt:

(R4) r-s=s-r (Kommutativgesetz).

Man beachte, dass die Axiome (R3) und (R4]) unabhingig voneinander
erfiillt sein kénnen. Wir werden in dieser Vorlesung fast nur Ringe mit Eins
betrachten.

In allgemeinen Ringen haben wir kein Kommutativgesetz und auch keine
Links- oder Rechtskiirzungsregeln fiir die Multiplikation, da uns die multipli-
kativen Inversen fehlen. Aus diesem Grund brauchen wir beide Gleichungen

in und .

Die Gruppe (R,+) heifit die additive Gruppe des Rings (R,~+, ). Ihr
neutrales Element wird mit 0 oder Or bezeichnet, und das additive Inverse
von r € R wird —r geschrieben. Die Bezeichnung ! ist fiir multiplikative In-
verse reserviert (wenn sie existieren). Das Symbol fiir die Multiplikation wird
héufig weggelassen, somit steht rs kurz fiir r - s.

2.7. BEISPIEL. Wir kennen bereits einige Ringe.

(1) Die ganzen Zahlen (Z, +, -) bilden einen kommutativen Ring mit Eins,
siehe Satz

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+, -) ein Ring mit Eins; siche
dazu die Sétze [1.50} [1.56| und [1.71} sowie Punkt am Anfang von
Abschnitt Bis auf H sind diese Ringe auch kommutativ.

(3) Auf den natiirlichen Zahlen N sind zwar Addition und Multiplikati-
on erklart, und f gelten. Aber da (N, +) keine Gruppe ist,
ist (N, +, -) kein Ring, siehe Beispiel @).

Auch aus den Ringaxiomen lassen sich Folgerungen ziehen.
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2.8. PROPOSITION. Es sei (R,+, -) ein Ring. Dann gilt fir alle r, s € R,
dass
(1) Op-r=1r-0r=0g,
(2) r-(—=s)=(-r)-s=-r-s.

In einem Ring mit Eins ist die Fins eindeutig, und es gilt entweder Og # 1R,
oder aber R = {0g}.

Aufgrund der letzten Aussage wird bei einem Ring mit Eins manchmal
zusétzlich Op # 1 gefordert.

BEWEIS. Aus dem Distributivgesetz folgt
Orp-7=0r+0g) - r=0g-r+0g-r,
also Og = Or -7 nach der Kiirzungsregel fiir die Addition. Genauso folgt -0 =
Og.
Aussage folgt aus
Op=r-Op=r-(s+(=s))=r-s+r-(-s),
genauso erhélt man die zweite Gleichung.

Die Eindeutigkeit der Eins folgt wie in Proposition

Wenn in einem Ring mit Eins O = 1p gilt, folgt aus (R3)) und flir
alle r € R, dass
TZlR-TZOR-T’ZOR. ]

Der Ring R = {0} heiit auch Nullring oder ,trivialer Ring*®.

2.9. BEISPIEL. Sei n € N, n > 1. Wir definieren eine Relation ,,= mod n*

auf Z durch
a=b modn — es gibt k € Z mit a — b= kn
lies: ,,a ist kongruent zu b modulo n.

Wir wollen zeigen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Die
Relation is reflexiv 1' denn a —a = 0-n fir alle a € Z. Fir a, b € Z
gelte a — b = kn mit k € Z, dann folgt b — a = (—k) - n, also ist die Relation

6

symmetrisch (A2)). SchlieBlich ist sie auch transitiv (A3)), denn gelte a — b = kn
und b — ¢ = ¥n fir a, b, ¢, k, £ € Z, dann folgt a —c= ({ + k) - n.

Die Aquivalenzklasse von a € Z heifit Restklasse von a und hat die Form
la] ={a+k-n|keZ}={ .. ,a—na,a+mn,...}.

Der Quotient heifit Menge der Restklassen modulo n und wird mit Z/n
oder Z/nZ bezeichnet. Indem wir a € Z mit Rest durch n dividieren, erhalten
wir b, k € Z mit 0 < b < n, so dass a = kn + b. Es folgt

Z/n = {[O],...,[n—l]} ,
insbesondere hat Z/n die Méchtigkeit n.
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Analog zu Abschnitt[I.3] wollen wir zeigen, dass Addition und Multiplikation
in Z auf dem Quotienten Z/n wohldefinierte Rechenoperationen definieren. Es
sei etwa a — b = kn und ¢ — d = ¢n, dann folgt

(a+c)—(b+d)=(k+{)-n,
(@-¢c)=(b-d)y=(a—b)-c+b-(c—d)=(kc+bl)-n
und (—a)— (=b)=(=k)-n.
Somit erhalten wir Verkniipfungen +, -: (Z/nZ) x (Z/nZ) — 7Z/nZ so-
wie — - : Z/nZ — 7Z/nZ mit
o]+l =[a+d, [a-[d=[a-¢f und  —[a]=][-d].

Schliefllich wollen wir die Axiome (G1))—(G4) und (R1)—(R4]) iiberpriifen,

um zu zeigen, dass (Z/nZ,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins ist. Dazu
setzen mit Oz/,z = [0] und 1z/,7 = [1]. Jetzt folgt jedes einzelne der obigen
Axiome aus der entsprechenden Rechenregel fiir (Z, +, -), zum Beispiel

a+bl+[c]=[(a+b)+ ]
=la+ (b+c)]=[a] +[b+c]=a] + ([b] + [d]),
b+ =la-(b+0)]

und 1] -[a] =

Somit ist (Z/nZ,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins. Seine additive Grup-
pe (Z/nZ,+) heifit auch die zyklische Gruppe der Ordnung n.

2.10. DEFINITION. Ein Schiefkorper (K,4+, ) ist ein Ring mit Eins 1x
und additivem neutralem Element Og, in dem fir alle £ € K \ {Ox} ein mul-
tiplikatives Inverses k~! existiert, so dass fiir alle ¥ € K \ {0k} die folgenden
Korperaxiome gelten:

(K1) ElokE =1k (multiplikatives linksinverses Element),
(K2) 1K 75 OK (Nichttrivialitdt).

Ein Schiefkorper heifit Kdrper, wenn der zugrundeliegende Ring kommutativ
ist.

2.11. BEisPIEL. Wir kennen bereits einige Korper und Schiefkérper.

(1) Es sei k = Q, R oder C, dann ist (k,+, -) ein Korper, siche dazu
die Sitze sowie Punkt am Anfang von Abschnitt
Insbesondere sind @, R und C auch Schiefkérper.

(2) Die Quaternionen bilden einen “echten”, also nichtkommutativen
Schiefkorper, siehe Satz

(3) Die natiirlichen Zahlen (N, +, -) sind kein (Schief-) Kérper, da sie noch
nicht einmal einen Ring bilden. Die ganzen Zahlen (Z, +, - ) sind zwar
ein kommutativer Ring mit Eins, aber kein (Schief-) Kérper, da mul-
tiplikative Inverse fehlen.
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Die Korperaxiome Werden in der Literatur oft unterschiedlich formuliert.

Manchmal fasst man . , , und . oder kleine Va-

riationen davon) zu Ax1omen (K1) (KlO) zusammen. Es folgt eine weitere
Moglichkeit.

2.12. PROPOSITION. Eine Menge K mit Verkniipfungen 4+, - : K x K — K
und FElementen O, 1x € K bildet genau dann einen Schiefkorper (K, +, -),
wenn

(1) (K,+) eine Gruppe bildet,
(2) (K \ {0k}, -) eine Gruppe bildet, und
(3) die Distributivgesetze (R2|) gelten.

Falls die Gruppe (K \ {0k}, -) abelsch ist, ist (K,+, -) ein Kérper.

BEWEIS. = Sei (K, +, -) ein Korper, dann ist (K, +) nach den Definitio-
nen und eine abelsche Gruppe. Auch die Distributivgesetze (R2) haben
wir vorausgesetzt, somit gelten und .

Zu betrachte a, b # Ox. Es gilt a~! # 0, denn ansonsten wire
lxk=a ' a=0g
nach Proposition [2.8) (1)), im Widerspruch zu (K2)). Es gilt auch a-b # O, denn

sonst ware

b=(a"'-a)-b=at (a-b)=0g
nach Proposition . Somit definiert die Multiplikation eine Verkniipfung
auf der Menge K \ {Ox }, und auch 1x und die Inversen a_l liegen in K\ {0x}.
Die Gruppenaxiome fiir (K \ {0k}, -) folgen jetzt aus (RI), (R3) und (KI).

—: Wenn (1)—(3) erfiillt sind, gelten zunéchst einmal . . und .
wegen und 1.)

Es gilt a + b = b + a sicher, falls a =0 oder b =0 (wegen (G2|) und (| @
oder falls a + b = 0 (wegen (G3) und - Ansonsten folgt aus dem Axi-
om (G2) fiir (K \ {0k}, ) und den Distributivgesetzen, dass

at+a+b+b=(1+1)-a+(1+1)-b=(1+1)-(a+Db)
=1-(a+b)+1-(a+b)=a+b+a+b.

Die Kiirzungsregeln und aus dem Beweis von Proposition lie-
fern (G4]).

Das Assoziativgesetz folgt aus fiir die Gruppe (K \ {0k}, -),
falls r, s, t € K\ {Ok}. Falls mindestens eines der drei Elemente O ist, sind
rechte und linke Seite von auch 0 wegen Proposition m . — dazu ist
wichtig, dass wir im Bewels von Prop081t10n 8| das Assoziativgesetz noch nicht

benutzt haben. Genauso folgt . aus und aus (G2')) in Proposmon
falls  # Og, und aus Proposition , falls r=0g.

Das Axiom (K1) ist gerade (G1)) fiir (K \ {0k}, -), und (K2|) folgt, da 1x €
K\ {Ok}. Also ist (K, +, -) ein Korper. O
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Wir schreiben K* = K\ {0Ox} und nennen (K*, -) die multiplikative Grup-
pe von K. Manche Autoren schreiben auch K*; wir wollen uns das Sternchen
aber fiir andere Zwecke aufsparen.

2.13. BEMERKUNG. In jedem Korper oder Schiefkérper (K, +, -) gilt Pro-
position fiir die additive Gruppe (K, +) sowie fiir die multiplikative Grup-
pe (K*, -). Im Fall (K*, ) gelten manche der Aussagen in Proposition [2.3[und
ihrem Beweis immer noch, wenn einzelne Elemente O sind. Zur Begriindung

benutzen wir wieder Proposition .

(1) Kiirzungsregeln: Aus a-b = a-c oder b-a = c-a folgt b = c oder a = O,
genau wie in Satz .

(2) Nullteilerfreiheit: Aus a -b = O folgt a = Ox oder b = Ox. Das ist
dquivalent zu .

(3) neutrales Element: Es gilt 1-a =a -1 = a fiir alle a € K;

(4) Eindeutigkeit der Eins: aus a-b = a oder b-a = a fiir ein a € K* und
ein b € K folgt b = 1;

(5) Eindeutigkeit des Inversen: aus a-b =1 oder b-a =1 fir a, b € K
folgt a, b€ KX und b= a L.

Unter Nullteilern in einem Ring (R, +, -) versteht man Elemente r, s € R\ {0}
mit r-s = 0. Korper sind also nullteilerfrei nach . In Ringen kann es Nullteiler
geben, zum Beispiel gilt
2] - [3] = [6] = [0] €ZL[6Z .

2.14. DEFINITION. Sei R ein Ring mit Eins. Falls es eine Zahl n € N\ {0}
gibt mit
(*) Ig+---+1g=0g,

—_——
n Summanden

dann heifit die kleinste solche Zahl die Charakteristik x(R) von R. Andernfalls
ist x(R) = 0.

Man beachte, dass aus x(R) = n bereits fiir alle r € R folgt:

P44y :(1R+"'+1R)'T:0-
nSum;anden n Summanden

2.15. BEISPIEL. Fiir einige Ringe kennen wir die Charakteristik.

(1) Aus dem ersten Peano-Axiom folgt fiir alle n € N\ {0}, dass
1+---+1=n+#0.
—_—

n Summanden

Da N eine Teilmenge von Z, Q, R, C und H ist, folgt

x(Z) = x(Q) = x(R) = x(C) = x(H) =0.

(2) Der Ring (Z/nZ,+, -) aus Beispiel 2.9 hat Charakteristik x(Z/nZ) =
n.
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Aus der Schule kenne wir den Begriff der Primzahl. Es sei 1 < n € N. Wir
nennen a € N einen Teiler von n, kurz a | n, wenn es b € N mit ab = n gibt.
FEine Primzahl ist eine Zahl p € Z mit p > 1, deren einzige Teiler 1 und p sind.
Die Zahl 1 selbst ist keine Primzahl.

2.16. PROPOSITION. Die Charakteristik eines Korpers ist entweder 0 oder
etne Primzahl.

BEwEIS. Wir wollen annehmen, dass x(K) # 0. Aus (K2) folgt 1x # O,
also ist x(K) # 1. Falls jetzt x(K) = a-b mit a, b > 1 gilt, betrachte die
Gleichung

O=1g+ - +1lg=(01Axg+ - +1g) - (Ixg +---+1Kk) .

~
a-b Summanden a Summanden b Summanden

Da K als Korper nullteilerfrei ist, muss bereits einer der beiden Faktoren
oben Og sein. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass es sich um
den ersten handelt (ansonsten vertausche a und b). Nun ist aber a < a - b
da 1 < b, und gleichzeitig ist a - b nach Definition die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft (¥). Aufgrund dieses Widerspruchs kann x(K) kein echtes Produkt
sein. O

2.17. BEISPIEL. Der Ring Z/nZ aus Beispiel kann also nur ein Koérper
sein, wenn n eine Primzahl ist.

Sei also p eine Primzahl und K = Z/pZ. Wir wissen schon, dass Z/pZ
ein kommutativer Ring mit Eins [1] # [0] ist. Wir wollen noch die Existenz
multiplikativer Inverser beweisen (K1|). Jedes Element [a] € Z/p \ {[0]} hat
genau p verschiedene Vielfache in Z/pZ, denn sonst gébe es [b], [c] € Z/p
mit [b] # [c] aber [a] - [b] = [a] - [¢], also a - (b —¢) = k- p fiir ein k € Z,
aber weder a noch b — ¢ enthalten den Primteiler p, Widerspruch. Also ist
die Abbildung F': Z/pZ — 7Z/pZ mit F([b]) = [a][b] injektiv, und daher auch
surjektiv (Ubung), somit existiert [b] € Z/pZ mit [a][b] = [1], das heifit, [a] hat
ein multiplikatives Inverses. Es gibt also endliche Kérper, das heifit, Koérper mit
endlich vielen Elementen.

Man kann (K1) auch expliziter beweisen, indem man ein Inverses angibt.
Sei dazu 1 < a < p, dann gibt es keine Zahl ¢ > 1, die a und p teilt. Nach
Satz unten fiir a9 = p > a1 = a existieren Zahlen dy und d; € Z mit

1 = dyap + doay = d1p + doa .

Dann ist dga = 1 modulo p, also ist [dy] = [a]~! € Z/pZ das multiplikative
Inverse von |[a].

Fiir den folgenden Satz brauchen wir Division mit Rest: Zu je zwei Zah-
len m, n € N mit n # 0 gibt es eindeutige Zahlen ¢, r € N mit 0 < r < n, so
dass

m=qn-+r.
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2.18. SaTz (Euklidischer Algorithmus). Es seien ag, a; € N\ {0} mit a; <
ag, Dann existieren eindeutige Zahlen ig € N, a1 > ag > -+ > a;, > ajp+1 =0
und by, ..., bjy+1 €N, so dass

(1) a;—1 = bjy1a; + ajiq fiir alle 1 <@ <1y .
Die Zahl a;, ist die grofite Zahl in N, die ag und a; teilt.

Setze djy+1 =1, dij, = 0 und bestimme di,—1, ..., di, do € Z so, dass
(2) di—1 = dit1 — dibiy1 firig>i>1.

Dann gilt a;, = dyag + dopay.

Die Zahl a;, heifit der grifste gemeinsame Teiler von ag und a;, kurz a;, =
ggT(a07 al)'

BEwEIS. Nach Definition der Division mit Rest existieren die Zahlen a;
und b;, sind eindeutig bestimmt durch und werden immer kleiner. Also
erreichen wir a;,4+1 = 0 nach ig < a; vielen Schritten.

Es sei 0 < ¢ € N eine Zahl, die ag und aq teilt, dann teilt ¢ auch alle
Zahlen ag, ..., a;, wegen . Also kann es keine Zahl groer als a;, geben,
die ag und a; teilt. Aus fiir 4o folgt, dass a;, auch a;,—; teilt. Indem wir
fiir immer kleinere 7 benutzen, folgt, dass a;, auch a;,—2, ..., a1 und ag teilt.
Also ist a;, = ggT(ap,a1).

Seien jetzt d; wie in gegeben. Betrachte die Gleichung
(3) iy = diy10; + diaiy
Wegen a;,+1 = 0 und d;,4+1 = 1 gilt fiir ¢ = 9. Aus den Gleichungen f
flir ¢ erhalten wir

aj, = dip10; + di(ai—1 — bi11a,)
= dia;—1 + (dit1 — dibit1)a; = dia;—1 + di—10; .

Also gilt auch fiir ¢ — 1. Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Behauptung. O

2.19. BEMERKUNG. Es gibt einen Korper mit n Elementen genau dann,
wenn sich n = p® schreiben lédsst, wobei p eine Primzahl ist und a > 1. Die-
ser Kérper wird Fj« genannt und hat die Charakteristik p. Sie lernen ihn in
der Algebra-Vorlesung kennen. Es gibt auch Korper der Charakteristik p mit
unendlich vielen Elementen.

Wir sollten in der linearen Algebra immer vor Augen haben, dass es diese
endlichen Korper gibt; insbesondere Korper der Charakteristik 2 erfordern ein
wenig zuséitzliche Aufmerksamkeit.
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2.2. Moduln und Vektorraume

Gruppen, Ringe und Korper begegnen uns oft dadurch, dass sie auf anderen
Strukturen “operieren”. Uns interessiert hier zunichst der Fall von Ring- und
Korperoperationen; Gruppenoperationen lernen wir spéter auch noch kennen.

2.20. DEFINITION. Sei (R, +, -) ein Ring. Ein (Rechts-) R-Modul (M,+, .)
besteht aus einer abelschen Gruppe (M,+) und einer skalaren Multiplika-
tion .: M x R — M, so dass fiir alle m, n € M und alle r, s € R die folgenden
Modulaxiome gelten

(M1) m.(r-s)=(m.r).s (Assoziativgesetz),
(M2) m.(r+s)=m.r+m.s (Erstes Distributivgesetz),
(M3) (m+4+n).r=m.r+n.r (Zweites Distributivgesetz).

Sei (R, 4+, - ) ein Ring mit Eins 1. Ein unitdrer (Rechts-) R-Modul (M, +, .) ist
ein Rechtsmodul (M, +, .), so dass zusétzlich gilt:
(M4) m.l=m (Wirkung der Eins).

Ist der Ring R = K ein Schiefkorper oder Korper, so heiflen unitidre Rechts- K-
Moduln auch (Rechts-) K- Vektorrdume oder (Rechts-) Vektorrdume iber K.

Man beachte, dass das Symbol ,+*“ in zwei verschiedene Bedeutun-
gen hat. Die Punkte fiir die Multiplikation kann man oft weglassen. Wir spre-
chen von Rechts- R-Moduln, weil R durch skalare Multiplikation ,,von rechts®
auf M wirkt. Analog definiert man Links- R-Moduln mit einer skalaren Multi-
plikation -: R x M — M. In diesem Fall dreht sich in f jeweils die
Reihenfolge der Faktoren um, beispielsweise wiirde zu

(r-s)-m=r-(s-m).
2.21. BrispiEL. Wir kénnen einige Moduln und Vektorrdume angeben.
(1) (R,+, .) ist ein Rechts-R-Modul, wobei “+” und “.” die gleichen Ver-

kniipfungen sind wie in R, jedoch aufgefasst als +: M x M — M
und .: M x R — M. Nach Definition ist ndmlich (R,+) eine

abelsche Gruppe (R1] ) liefert (| -, und dle Distributivgesetze (R
liefern (M2]) und (M3)). Falls R eine Eins 1 besitzt, ist M auch umtar
denn 1 4)) folgt dann aus ). Vollig analog kann man R zu einem

Llnksmodul machen.

(2) Der ,kleinste“ Rechts-R-Modul ist ({0}, 4+, .) mit 0.7 = 0 fiir alle r €
R. Er heifit der Nullmodul.

(3) Jede abelsche Gruppe A wird zu einem Rechts R-Modul mit a.r =04
fiir alle a € A und alle r € R. Damit reduzieren sich f zur
trivialen Aussage 04 = 04. Dieser Modul ist allerdings nicht unitér, es
sei denn, er wére bereits der Nullmodul aus .

(4) Die Vektorrdume R™, speziell R? und R? aus den Abschnitten
sind Vektorrdume iiber R.
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(5) In der Analysis lernen Sie viele R-Vektorrdume kennen. So sind die
Réaume der Folgen und der Nullfolgen mit Werten in R Vektorrdume
iiber R. Auch die Rdume der stetigen oder der differenzierbaren Funk-
tionen auf einem Intervall I C R sind R-Vektorrdume.

2.22. PROPOSITION. Es sei (M,+, .) ein (R,+, - )-Rechtsmodul. Dann gilt
fir alle m € M und r € R, dass

(1) Opr.r=m .0 =0y,
(2) m.(—s)=(—m).s=—-m-s.

Analoge Aussagen gelten fiir Linksmoduln.

BeEwEIs. All das folgt aus den Distributivgesetzen (M2), (M3]) wie im Be-
weis von Proposition [2.8] g

2.23. BEMERKUNG. Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring, zum Beispiel ein
Korper. Dann kann man aus jedem Rechts-R-Modul (M, +, .) einen Links-R-
Modul (M, +, - ) machen und umgekehrt, indem man r-m = m.r fiir aller € R
und m € M setzt. Das einzige fragliche Axiom ist , und wir rechnen nach,
dass

s-(rrm)=(m.r).s=m.(r-s)=(r-s)-m=(s-r)-m
fir alle r, s € R und m € M. Wir diirfen in diesem Fall also einfach von Moduln
reden.

Da wir im letzten Schritt das Kommutativgesetz (R4]) benutzt haben, zeigt
diese Rechnung aber auch, dass wir {iber einem nicht kommutativen Ring genau
zwischen Links- und Rechtsmoduln unterscheiden miissen.

Abbildung|l|gibt einen Uberblick iiber die bis jetzt definierten algebraischen
Strukturen. Der Ubersicht halber haben wir nicht-unitdre Moduln von (Schief-)
Korpern und Ringen mit Eins weggelassen.

Es sei (A,+) eine abelsche Gruppe, n € N, und aq, ..., a, € A. Wir
setzen sy = 0 und definieren induktiv
Si=8i_1+a, €A firi=1,...,n.

Dann ist die Summe der a, fir i von 1 bis n definiert als

n
(2.1) Zaizsn:a1+~-+an€A.
i=1

Allgemeiner sei I eine Menge. Unter einer Familie in A mit Indexmenge I
verstehen wir eine Abbildung a: I — A, geschrieben (a;);er, mit i — a;. Wir
schreiben A7 = Abb(I, A) fiir die Menge aller Familien. Beispielsweise ist eine
Folge in A gerade eine Familie mit Indexmenge N, und RY ist die Menge der
reellwertigen Folgen. Wir sagen a; = 0 fiir fast alle i € I, wenn nur endlich
viele ¢ € I nicht auf 04 abgebildet werden, das heifit, wenn die Menge

J={iel|la#0}
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ABBILDUNG 1. Strukturen aus den Abschnitten P.1] und 2.2]



48 2. VEKTORRAUME UND MODULN

endlich ist. Dann sei i: {1,...,#J} — J eine bijektive Abbildung und

#J
(2.2) Zai = Sp = Z @i (5) cA.
iel j=1
Somit ist ) .. ;a; die (endliche) Summe derjenigen a; mit i € I, die von Oy
verschieden sind. Wegen des Kommutativgesetzes fiir die Addition in R
kommt es dabei nicht auf Reihenfolge der Summation an. Das Ergebnis héngt
also nicht von der Wahl der Abbildung ¢ ab. Wir lesen ,,Summe der a; fiir i € I.¢

Obwohl wir unendliche Indexmengen erlauben, betrachten wir in Wirklich-
keit nur endliche Summen, da wir verlangen, dass fast alle Summanden 04
sind. Man beachte den Unterschied zur Analysis, wo auch gewisse unendliche
Summen erlaubt sind. Wir wollen daher auch gleich eine eigene Schreibweise
einfiihren:

AD = { (ai)ier € Al | a; =0 fiir fast allei € I } C Al

2.24. DEFINITION. Sei M ein Rechts-R-Modul, und sei £ C M eine Teil-
menge. Sei (re)ecr € R dann heift

Ze.re eM

ecFE
eine Linearkombination der e € E. Ein Element m € M heifit als Linearkomina-
tion der e € E darstellbar, wenn es (r¢)ccp € RE) gibt, so dass m = ZeeE e.Te.
Das Erzeugnis von E (tiber R) in M ist die Menge

(E)= {Ze-Te (’f‘e)eeEGR(E)}.

eceE

Falls M = ( E ), heifit F eine Erzeugermenge von M, und E erzeugt M (iber R).
Falls es eine endliche Menge E gibt, die M erzeugt, heilt M endlich erzeugt
(tiber R).

Hier haben wir immer die Summe der Familie (e . r.).cp gebildet. Beachte
also: falls E unendlich ist, miissen wir r, = 0 fiir fast alle e € E fordern, damit
die Summe endlich bleibt. Falls E endlich ist, ist diese Bedingung automatisch
erfiillt.

Das Erzeugnis einer Menge E wird manchmal auch mit span(FE) bezeichnet.

2.25. BEMERKUNG. Linearkombinationen werden uns regelméflig begegnen.
Zum Beispiel haben wir im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung eine
Linearkombination y — ((x,y)/ ||z||*) 2 der Vektoren z und y betrachtet, die
senkrecht auf z steht. Im Beweis von Satz haben wir einen Vektor w € R?
mit (v,w) =0 um die Achse durch v gedreht und das Ergebnis als Linearkom-
bination der Vektoren w und v x w geschrieben.

2.26. BEISPIEL. Es sei R ein Ring mit Eins, und es sei M ein (Rechts-)
R-Modul. Dann ist die zugrundeliegende Menge M selbst immer eine Erzeuger-
menge, denn

m=m.1l= Zn.émn.
neM
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Hierbei ist das Kronecker-Symbol & definiert durch

{1R falls ¢ = j, und
(51']' =
Or sonst,

insbesondere ist d,,, = Op fiir fast alle n € M.

2.27. BEISPIEL. Als Vektorraum iiber C wird C selbst erzeugt von der Men-
ge {1}. Wir kénnen C 2 R? aber auch als Vektorraum iiber R auffassen. Dann
erzeugt {1} tiber R nur die Teilmenge R C C, wihrend {1,i} eine Erzeuger-
menge {iber R ist. Aus diesem Grund ist es manchmal sinnvoll, den zugrunde-
liegenden Ring oder Kérper mit anzugeben.

Noch schlimmer wird es, wenn wir C als Vektorraum iiber Q auffassen. Da Q
abzihlbar ist und R und C iiberabzahlbar sind, ist C iiber R endlich erzeugt,
aber nicht iiber Q.

2.28. DEFINITION. Es sei M ein Rechts-R-Modul und £ C M. Falls

OM:Ze.re == re = Op fiir allee € £
ecE

fiir alle Familien (7¢)ecr € R¥®) gilt, dann heiBt F linear unabhingig. Andern-
falls heifit E linear abhdngig.

Sei M ein Rechts-R-Modul. Eine (ungeordnete) Basis von M ist eine linear
unabhéngige Erzeugermenge F C M von M. Ein Rechts-R-Modul M heift frei
(iiber R), wenn er eine Basis besitzt.

2.29. BEISPIEL. Es sei n > 1. Wir kénnen M = Z/nZ als unitédren Z-Modul
auffassen. Dazu definieren wir eine skalare Multiplikation durch [a] . 7 = [ar]
fiir alle a, 7 € Z. Mit analogen Uberlegungen wie in Beispiel folgt, dass das
wohldefiniert ist, und dass die Modulaxiome gelten.

Fir alle [a] € Z/nZ gilt [a] . n = [an] = [0], also ist jede nichtlee-
re Teilmenge E C Z/nZ linear abhingig. Genauer: sei f = [a] € E, dann
wihle (7¢)eer = (def - n)eck; es folgt

Y e (G n)=[a] .n=[0],

da der Faktor d.y in einer Summe iiber e nach Definition des Kronecker-Symbols
nur den Summanden mit e = f iibriglésst.

Auf der anderen Seite erzeugt die leere Menge den Modul Z/nZ nur dann,
wenn n = 1. Somit ist Z/nZ nicht frei iiber Z, wenn n > 1.

Allerdings ist M = Z/nZ ein freier Modul iiber dem Ring R = Z/nZ mit
Basis E = {[1]}, denn E erzeugt M. Aus [0] = [1].r folgt r = [0], da [1] gleich-
zeitig das Einselement von R ist. Also ist E aus linear unabhéingig iiber R. Aus
diesem Grund empfiehlt es sich auch bei linearer Abhéngigkeit, im Zweifelsfall
den Grundring mit anzugeben.
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2.30. BEISPIEL. Es sei I eine Menge und R ein Ring. Wir betrachten R()
als Rechts- R-Modul mit

(ri)ier + (8i)ier = (13 + 8i)ier fiir alle (r;)ser, (si)ier € R,
(ri)ier - s = (13 - 8)ier fir alle (r;)er € R(I), seER.
Addition und skalare Multiplikation nehmen wieder Werte in R() an: seien
etwa (r;)ier, (8i)icr wie oben, dann gibt es nur endlich viele Indizes i € I, an

denen r; # 0 oder s; # 0 gilt; an allen anderen Stellen gilt 7; + s; = 0g. Das
neutrale Element ist die Familie 0z) = (Or)icr, die an allen i € I den Wert O

hat. Jetzt lassen sich die Gruppen- und Modulaxiome (G1))—(G4) und (M1))—
(M3) fiir (RY )+, .) leicht iiberpriifen. Wenn R ein Ring mit Eins ist, ist R
sogar unitér, das heift, es gilt auch (M4)).

Ab jetzt nehmen wir an, dass R ein Ring mit Eins ist. Fiir alle j € I sei
(1) ej = (3ij)ics € RV

die Familie, die genau an der Stelle j € I den Wert 1 hat, und sonst iiberall 0.
Dann ist die Teilmenge

E={e;jeRD|jel} cRrRD.
eine Erzeugermenge, denn fiir alle (r;);c; € R gilt
(2) Z ej .1 = Z((Sij)iel ST = <Z 0ij -7“]') = (ri)ier -
jel jerI jel i€l

AufBerdem ist ; = 0 fiir fast alle ¢ € I nach Definition von R, so dass wir die
obigen Summen bilden diirfen.

Die Teilmenge E ist auch linear unabhdngig, denn sei

D ey =0gm = (Or)ics ,
jel

(Z dij - Tj) = (OR)ier »
jel el
also ergibt jede einzelne Summe den Wert Or. Nach Definition von ¢;; ergibt
sich fiir den i-ten Eintrag

OR:Z(Sij'Tj =7T;.

Jjel

dann folgt

Da das fiir alle ¢ € I gelten muss, gilt r; = 0 fiir alle ¢, und somit ist F linear
unabhéngig.

Der Modul RY) heifit auch der von I erzeugte freie Rechts-R-Modul. Er ist
frei mit der Standardbasis F, und man beachte, dass jedem ¢ € I genau ein
Basiselement e; entspricht. Mitunter identifiziert man 7 und e;, schreibt also

(rier)ier = Zl T

i€l
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das geht aber nur, wenn dadurch keine Misverstindnisse entstehen.

Eine analoge Konstruktion liefert den von I erzeugten freien Links-R-
Modul R; nach Bemerkung diirfen wir beide identifizieren, falls R kom-

mutativ ist.

Man beachte den Unterschied zwischen R’ und R, falls die Indexmenge I
unendlich ist. Beispielsweise ist RN der Vektorraum aller reellwertigen Folgen,
wihrend R™ nur diejenigen Folgen enthilt, bei denen ab einer bestimmten
Stelle alle Eintrége 0 sind. Insbesondere ist die Menge { (d,n)nen | m € N} der
Folgen, bei denen genau ein Eintrag 1 und alle anderen 0 sind, nur eine Basis
von R nicht vom Raum aller Folgen RN. Man kann sogar zeigen, dass eine
Basis von R iiberabzihlbar viele Elemente haben muss.

2.31. BEISPIEL. Wir betrachten den Spezialfall I = {1,...,n} fiir n € N.
Da I endlich ist gilt R = R!. Wir schreiben R" fiir RY), und stellen die
Elemente als Spalten dar:

™
= (ri)ier = (ri)i=1,... € R'=RY =R,
Tn
Die Rechenoperationen sind dann gegeben durch
1 S1 1+ S1 1 1.8
+| ] = : und s =
Tn Sn Tn + Sn T T+ S

Die Basis {ey,...,en} heiit Standardbasis des R™ und besteht aus den Stan-
dardbasisvektoren

1r Or
Or .
€1 = . gy Ep = 0‘
: R
Or 1r

Der Vektor e; hat also als j-ten Eintrag die 1g, und sonst iiberall Or. Natiirlich
gilt

- 1r Or
Or :
: = . 14+ . rp=€e1.7T1+--4e,.Ty.
r Or
" Ogr 1gr

Analog schreiben wir "R fiir den freien Links-R-Modul ()R und stellen die
Elemente als Zeilen dar:

(r1,...,mn) = (ri)ier = (ri)i=1,... € "R= "R,
Als Standardbasisvektoren erhalten wir entsprechend

e1=(1,0,...,0),...,6,=(0,...,0,1).



52 2. VEKTORRAUME UND MODULN

In diesem Fall ist
(riy...yrp) =71 (1,0,...,0)+---4+7r,-(0,...,0,1) =711 -1+ 41y -&p .

2.32. PROPOSITION. FEs sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B. Dann
existiert zu jedem m € M genau eine Familie (mp)pep € RB) | so dass

M) S bmy=m.

beB
Ein analoges Resultat gilt fiir freie Links-R-Moduln.

BEWEIS. Da B eine Basis ist, erzeugt B den Modul M. Also existiert eine
Familie (mp)pep € R®) mit der Eigenschaft .

Sei jetzt (ny)pep € RP) eine weitere Familie mit ny, = O fiir fast alle b € B,

so dass
Zb.nb:m.
beB
Dann folgt
OM:m—m:Zb.nb—Zb.mb:Zb.(nb—mb),
beB beB beB

und es gilt ny, — mp = Og fiir fast alle b € B. Da B linear unabhéngig ist,
folgt ny — myp = Op fiir alle b € B. Also gilt (mp)pep = (np)pep, das heifit, die
Familie (mp)pep ist auch eindeutig. O

Das bedeutet, dass wir mit Hilfe einer Basis ein beliebiges Element in einem
freien Modul ersetzen kénnen durch eine Ansammlung von Ringelementen. Das
ist insbesondere zum Rechnen sehr hilfreich.

2.33. DEFINITION. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B, und
es sei m € M. Dann heifien die m, € R aus Proposition die Koordinaten
von m beziiglich der Basis B. Die Abbildung M — R®) mit m — (mp)pen
heifit die Koordinatenabbildung zur Basis B. Umgekehrt ist die Basisabbildung
von M zur Basis B die Abbildung R®) — M mit

(Tb)beB — Zb Ty .
beB

2.34. BEMERKUNG. Nach Proposition [2.32] ist die Basisabbildung bijektiv.
Thre Umkehrabbildung ist die Koordinatenabbildung.

2.3. Lineare Abbildungen

2.35. DEFINITION. Sei (R, +, -) ein Ring und seien (M, +, - ) und (N, +, -)
Rechts- R-Moduln, dann heifit eine Abbildung F: M — N ein (Rechts-R-)
Modulhomomorphismus oder (rechts-) R-linear (kurz: linear), falls fiir alle ¢,
m € M und alle r € R gilt
(L1) F(l+m)=F({)+ F(m) (Additivitit),

(L2) Fm.r)=F(m).r (Homogenitit).
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Falls R ein (Schief-) Korper ist, nennt man lineare Abbildungen zwischen
(Rechts-R-) Vektorrdumen auch Vektorraumhomomorphismen. Die Menge al-
ler (rechts-) R-linearer Abbildungen von M nach N wird mit Homp(M, N)
bezeichnet. Analog definieren wir Links-R-Modulhomomorphismen. Die Menge
aller Links- R-Modulhomomorphismen von A nach B wird mit pr Hom(M, N)
bezeichnet.

Wir bemerken, dass die Addition in einmal in M und einmal in IV statt-
findet. Genauso wird in einmal in M und einmal in N skalar multipliziert.
Aus diesem Grund ist es wichtig, dass beide Moduln iiber demselben Ring R
definiert sind. Wenn R kommutativ ist, gibt es nach Bemerkung [2.23] keinen Un-
terschied zwischen Links- und Rechts- R-Moduln. Wir sprechen dann nur noch
von Modulhomomorphismen, und schreiben Hom(M, N) oder Hompg(M, N) fir
die Menge aller linearer Abbildungen.

2.36. BEMERKUNG. Fiir lineare Abbildungen gilt wegen Proposition
insbesondere immer
(1) F(0px) = F(0pr.0r) = F(Opr) . Op = 0p

Auflerdem sind lineare Abbildungen vertraglich mit Linearkombinationen:
Sei E C M eine Teilmenge und (r¢)ecr € RF), dann gilt

(2) F(Ze.re> =) Fe).re.

e€E e€E

Zur Begriindung sei zunichst £ = {ej,...,e,} und r., = r;. Wie in
definieren wir induktiv

so=0, S; =8;_1+e ., €M,

to=0, ti=ti_1+ F(e;) .1 € N .
Dann folgt F'(so) = to wegen ((1)) und induktiv

F(si) =F(si—1+e€;.r;) =F(si—1)+ Fle;j.ri) =tic1 + F(e) .ri =t ,

also gilt nach Induktion

F<Zn: ei . ri> = F(sy) =ty = ZF(si) T

i=1
Wie in ([2.2) iibertragen wir dieses Resultat auf beliebige Linearkombinationen.

2.37. BEISPIEL. Wir kennen bereits Beispiele linearer Abbildungen.

(1) Wir haben bereits in den Abschnitten und benutzt (aber noch
nicht bewiesen), dass Isometrien des R® und des R”, die den Nullpunkt
festhalten, R-linear sind. Dazu gehéren Drehungen um den Nullpunkt
und Spiegelungen an Achsen durch den Nullpunkt im R?, siche Be-
merkung sowie Drehungen um Achsen durch den Nullpunkt, die
Punktspiegelung am Ursprung, sowie Spiegelungen an Ebenen durch
den Nullpunkte im R3, siche Bemerkung m
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(2) Wir betrachten M = N = C zunéchst als Modul tiber C. Die kom-
plexe Konjugation entspricht der Spiegelung an der reellen Achse. Wir

iiberpriifen die Axiome , . Nach Bemerkung m gilt

z+tw=zZ+w und Z.W=2.W.

Also ist komplexe Konjugation additiv, aber nicht homogen, da im
allgemeinen w # w. Wenn wir aber C als R-Modul auffassen, dann gilt
auch , da w = w genau dann, wenn w € R. Also kommt es auch
bei Linearitdt auf den zugrundeliegenden Ring oder (Schief-) korper
an.

(3) Sei M = R ein unitérer Rechts-R-Modul wie in Beispiel (@), so
dass m .r = mr fir m, r € R. Es sei f: M — M rechts R-linear
und p = f(1). dann folgt

flm) = f(1.m) = f(1).m=pm,

also wird f durch Linksmultiplikation mit p = f(1) gegeben. Umge-
kehrt ist Linksmultiplikation mit einem beliebigen r € R eine rechts-
R-lineare Abbildung, denn fiir alle m, n, s € R gilt

r-(m+n)=r-m+r-n und r-(m.s)=(r-m).s.

2.38. BEMERKUNG. Auch in der Analysis spielen lineare Abbildungen eine
wichtige Rolle. Beispielsweise dient die Ableitung einer Funktion f: I — R auf
einem offenen Intervall I C R dazu, die Funktion an einer Stelle g € I zu
beschreiben als

(1) f(x) = f(zo) + f'(20) - (x — m0) + 0o(x — x0) ,

dabei ist der zweite Term linear in z— 1z, und der Rest o(x—x¢) geht fiir z — x¢
schneller gegen 0 als jede lineare Funktion in x — zg aufler der konstanten Funk-
tion 0. Viele wichtige Eigenschaften von f lassen sich bereits von der ,,Lineari-
sierung® f(zo) + f'(x0) - (x — z¢) (die in unserem Sinne im Allgemeinen nicht
linear ist) ablesen: wenn f/(zg) # 0 ist, ist ¢ keine lokale Extremstelle von f,
und f besitzt sogar lokal eine differenzierbare Umkehrfunktion.

Eine Funktion f: U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R"™ nidhert man
wieder wie in an, dabei ist diesmal f’'(z0): R" — R™ selbst eine lineare
Abbildung. Im Fall m = 1 folgt aus f'(xo) # 0 wieder, dass zo keine lokale
Extremstelle von f ist. Im Fall m = n hat f genau dann eine differenzierba-
re lokale Umkehrfunktion, wenn f’(x¢) als lineare Abbildung invertierbar ist.
Ist f'(xg) injektiv, so ist das Bild der Einschrinkung von f auf eine kleine Um-
gebung von zg eine ,glatte* Teilmenge des R™. Ist f/(zg) surjektiv, so ist das
Urbild f~1({f(z0)}) nahe z¢ eine ,glatte* Teilmenge des R".

Als Beispiel betrachten wir zwei Funktionen f: R — R? und F: R? = R

T ) e ()
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Dann ist f/(t) = (32%2) : R — R? injektiv auBer an der Stelle t = 0, und F'((Z)) =
(22, —3y?): R? — R ist surjektiv auer an der Stelle (‘;) = 0. Die Teilmenge

im f = F~1({0}) c R?
ist glatt auler an der Stelle (8) = f(0), wo die Ableitungen verschwinden.

Auch aufgrund dieser spéiteren Anwendungen lohnt es sich, lineare Abbil-
dungen und ihre Eigenschaften genauer zu studieren.

2.39. BEISPIEL. Es sei M, N Rechts-R-Moduln. Dann sind die folgenden
Abbildungen immer R-linear.

(1) Die Identitét aus Beispiel ist immer linear, denn
ldM(g + m) ={+m= ldM(f) + ldM(m) s
und  idy/(m.r)=m.r=idpy(m) .7 .
(2) Die Nullabbildung 0: M — N mit 0(m) = Oy fiir alle m € M ist
ebenfalls linear, denn
0({+m) =0y =0y +0nx = 0(£) +0(m) ,
und O(m.r) =0y =0n.7r=0(m).r.

2.40. BEMERKUNG. Es sei I eine Menge und N ein Rechts-R-Modul, dann
wird auch N' = Abb(I, N) zu einem Rechts-R-Modul mit den Rechenopera-
tionen

(F+G)(i) = F(i) + G(3) und (F.r)(i)=F(@).r eEN.

Auf diese Weise erhiilt man beispielsweise auch den Vektorraum RY der reellwer-
tigen Folgen. Fiir die folgende Konstruktion ist wichtig, dass man Abbildungen
mit Werten in einem Modul addieren kann, indem man die Bilder addiert.

2.41. PROPOSITION. Die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildun-
gen ist linear. Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist li-
near. Die Summe linearer Abbildungen ist linear. Das Vielfache einer linearen
Abbildung ist linear, wenn R kommutativ ist.

BEWwWEIS. Seien L, M und N Rechts-R-Moduln, und seien F: M — N
und G: L — M R-linear. Dann folgt aus der Linearitdt von F' und G fiir
alle £/, m € L und alle r € R, dass

(FoG)(l+m)=F(G(l+m)) =F(G)+G(m))

=F(G(0)) + F(G(m)) = (FoG)(0) + (F o G)(m)
und (F o G)( =F(G(t.r)) =F(G().r)
=F(GM)).r=(FoG)(¢).r

Also ist auch F' o G linear.

Sei jetzt F': M — N eine bijektive lineare Abbildung und G: N — M ihre
Umkehrabbildung, siehe Satz Es seien p, ¢ € N beliebig und ¢ = G(p),
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m = G(q) € M, so dass F({) = p und F(m) = q. AuBlerdem sei r € R. Aus der
Linearitéat von F' folgt

Glp+q)=G(F()+ F(m)) =G(F(t+m)) =L+m=G(p)+ G(q) ,
und G(q.7)=G(F(m).r)=G(F(m.r))=m.r=G(q).r.
Also ist die Umkehrabbildung G linear.

Seien jetzt F', G: M — N linear, dann ist auch F' 4+ G linear, denn fiir alle ¢,
m € M und alle r € R gilt

(F+G)(l+m)=F{l+m)+GU+m)=F{)+ F(m)+G{) +G(m)
— (F+G)(t) + (F+G)(m) .

(F+G)(m.r)y=Fm.r)+Gm.r)=F(m).r+G(m).r
=(F+G)(m).r.

Sei schlieBlich F': M — N linear, m € M und r, s € R. Dann gilt
(F.r)(m.s)=F(m.s).r=F(m).s.r=F(m).(sr),
(F.r)(m).s=F(m).r.s=F(m).(rs). O

Achtung: wenn R nicht kommutativ ist, zeigt die obige Rechnung, dass F'.r
nicht automatisch linear sein muss.

2.42. DEFINITION. Es seien M, N Rechts-R-Moduln. Bijektive lineare Ab-
bildungen F': M — N heiflen (Rechts-R-) Modulisomorphismen. Lineare Abbil-
dungen F': M — M heiflen (Rechts-R-) Modulendomorphismen, und wenn sie
bijektiv sind, (Rechts-R-) Modulautomorphismen. Falls R ein Kérper ist, spre-
chen wir von Vektorraumiso-, -endo- und -automorphismen. Die Menge aller
Modul- oder Vektorraumisomorphismen von M nach N wird mit Isog(M, N) C
Hompg(M, N) bezeichnet, die Menge aller Modul- oder Vektorraumendo- oder
-automorphismen von M mit Endg(M) beziechungsweise Autg M C Endgr M.
Analoge Bezeichnungen gIso(M,N), pEnd M und g Aut M fithren wir fir
Links- R-Moduln oder -Vektorraume ein.

Bei Autp und Endpg ldsst man gelegentlich die Klammern weg, es ist al-
so Endg M = Endg(M). Analoge Bezeichnungen (Hom, End, Iso und Aut)
werden in der Mathematik haufig fiir Abbildungen benutzt, die eine bestimmte
yStruktur® (hier die eines Moduls beziehungsweise Vektorraums) erhalten.

2.43. FOLGERUNG (aus Prop2.40). Es sei R ein Ring, und M und N seien
Rechts-R-Moduln.

(1) Die Automorphismen von M bilden eine Gruppe (Autg M, o), die Au-
tomorphismengruppe von M.

(2) Die Endomorphismen von M bilden einen Ring (Endg M, +,0) mit
Eins idps, den Endomorphismenring von M.

(3) Der Modul M ist ein Links-Endr M -Modul, die skalare Multiplikation
wirkt fir alle F € Endgr M und allem € M durch F-m = F(m) € M.
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(4) Die Homomorphismen Hompg(M,N) bilden einen wunitdren Recht-
Endg M -Modul, und einen unitdren Links-Endgr N-Modul.

Analoge Aussagen gelten, wenn M und N Links-R-Moduln sind.

BEWEIS. Der Beweis von orientiert sich am Beispiel der Automor-
phismengruppe einer Menge. Zunéchst einmal ist die Verkniipfung zweier Au-
tomorphismen ein Automorphismus nach Proposition genauso wie die
Umkehrabbildung eines Automorphismus. Nach Beispiel ist auch die
Identitdt ein Automorphismus. Die Gruppenaxiome ergeben sich wieder aus

Bemerkung —.

Die Addition auf Endg(M) in l) ist die gleiche wie in Bemerkung
Man iiperpriift leicht die Axiome (| . Aus Bemerkung [2.4] - und
folgen (R1f), (R3]). Als niichstes seien F G, H € Endg(M), dann gllt

(*) (F+G)oH=FoH+GoH und Fo(H+K)=FoH+FoK,

wie man durch Einsetzen von m € M leicht iiberpriift. Es folgt (R2) in .
Also bildet (Endg M, +, 0) einen Ring mit Eins 1gna, ar = id.

Da M ein Rechts-R-Modul ist, ist (M, +) eine abelsche Gruppe. Das
Axiom fir Linksmoduln folgt aus der Definition der Verkettung,
denn (F o G)(m) = F(G(m)) fir alle F, G € Endg(M) und alle m € M. Axi-
om (M2)) ist die Definition der Addition auf Endgr(M) in Bemerkung ,
und (M3)) ist gerade die Additivitét der Endomorphismen. Schlief$lich ist M
unitéir (M4)), da die Eins in Endr M gerade id ist.

Es sei F' € Homg(M,N), G € Endgr M und H € Endg M. Dann folgt
F oG e Hompg(M,N) und HoF € Hompg(M,N) .

Also wirkt Endg M von rechts und Endg N von links auf Homp(M, N). Der
Beweis von funktioniert danach im Wesentlichen genauso wie der von (|2)).
Beispielsweise zeigt man die Distributivgesetze (M2 , . ) genau wie in ﬁ ,

und -, - folgen aus Bemerkung- . und (|2))

Es sei R ein Ring mit Eins. Wir betrachten Hompg(M, R) als Spezialfall
von , mit N = R als unitdrem Rechts-R-Modul. In Beispiel ha-
ben wir gesehen, dass Endg R = R, wobei r € R = Endr R durch Multipli-
kation von links wirkt. Also ist Homp(M, R) ein Links-R-Modul. Umgekehrt
ist g Hom(M, R) ein Rechts-R-Modul mit (f.7)(m) = f(m)-r € R, denn fiir r,
se R, m, ne M gilt jetzt

(f-r)m+n)=f(m+n)-r=Ffm)-r+f(n) -r=_(f.r)m)+(f.r)(n),
(f.r)s-m)=f(s-m).r=s-f(m)-r=s-(f.r)(m).
2.44. DEFINITION. Sei M ein Rechts-R-Modul, dann ist M* = Hompg(M, R)
der zu M duale Links-R-Modul, beziehungsweise der zu M duale Links-R-

Vektorraum, falls R ein (Schief-) Korper ist. Analog definieren wir den dualen
Rechts R-Modul *N zu einem Links-R-Modul N.
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Sie lernen einige duale Moduln in den Ubungen kennen. Als nichstes erin-
nern wir uns an freie Moduln wie in Definition [2.28 und Beispiel [2.30} Aufierdem
erinnern wir uns an die Einschriankung von Abbildungen aus Bemerkung

2.45. PROPOSITION. Fs sei R ein Ring mit Eins und M ein unitdrer Rechts-
R-Modul mit Basis B C M.

(1) Dann sind die Basisabbildung RP) — M und die Koordinatenabbil-
dung B: M — R®B) qus Definition zueinander inverse Moduliso-
morphismen.

(2) Es sei auferdem N ein unitirer Rechts-R-Modul und NB der Modul
aus Bemerkung[2.40. Wir erhalten eine bijektive Abbildung

®: Homp(M,N) — NZ  mit  ®F)=F|p.

(3) Die Abbildung ® ist additiv. Wenn R kommutativ ist, ist Homp(M, N)
ein R-Modul und ® ein Modulisomorphismus.

BEwEIs. Nach Proposition sind Basisabbildung und Koordinatenab-
bildung bijektiv und zueinander invers. Die Basisabbildung ist linear, denn

(mp)beB + (n6)beB = (M4 + 14)eB

»—>Zb.(mb+nb):Zb.mb+Zb.nb,

beB beB beB
(mo)oes - = (Mer)oen — Y b (myr) (Z b. mb>
beB beB

Nach Proposition ist dann auch die Koordinatenabbildung 8: M — R(®5)
linear, und es folgt .

Zu seien ¢, m € M beliebig und (¢y)pep = B(L), (mp)pep = B(m) ihre
Koordinaten, so dass

€:Zb.€b und m:Zb.mb.
beB beB
Fiir eine Abbildung f: B — N von Mengen definieren wir ¥(f): M — N durch

(2.3) (())(m) = (¥()) (Zb.mb) =Y 4. m

beB beB

Dann folgt (® o ¥)(f) = ¥(f)|p = f, und wegen Bemerkung gilt
auch (Vo ®)(F) = F, denn fiir alle m € M gilt

U(F|p)(m) =Y _F(b) F<Zb.mb>:F(m).

beB beB
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Um zu zeigen, dass ¥(f): M — N linear ist, nutzen wir aus, dass die
Koordinatenabbildung S linear ist, und erhalten

B m) = ) (0 4 m) ) = 3 10) (6 )

beB beB
SNl S FB) = W()(O) + U(g)(m)
beB beB
(f)(m . r) = 0(f) (Z b. <mbr>) = 3" b) . (myr)
beB beB

(T @) .r= (wr)0m) v

beB

Nach Proposition [2.41] sind Summen linearer Abbildungen wieder linear.
Wenn R kommutativ ist, sind auch Vielfache von F' wieder linear, und man
iiberzeugt sich, dass Homp(M, N) ein R-Modul ist. Fiir alle b € B gilt

(B(F +G))(b) = (F + G)(b) = F(b) + G(b) = (B(F) + &(G)) (b) ,
(B(F.7))(b) = (F.7)(b) = F(b) .7 = (B(F) . 7)(b) . O

Wir koénnen Punkt wie folgt auffassen: um eine lineare Abbildung F
von einem freien Modul M in einen beliebigen Modul N zu bestimmen, kénnen
wir die Bilder F'(b) der Basiselemente b € B frei vorgeben. Das heifit, in dem
Diagramm

B—>M

\j!F
! y

N

existiert zu jeder Abbildung f genau eine Abbildung F', so dass das Diagramm
kommutiert, das heifit, so dass f = F o, sieche unten.

Man nennt das die universelle Figenschaft eines freien Moduls. Man kénn-
te einen freien Modul M mit Basis B dadurch definieren, dass die Inklusi-
on B — M die obige Eigenschaft erfiillt. In den Ubungen lernen wir Beispiele
von Moduln kennen, die diese Eigenschaft nicht erfiillen. Typischerweise legt
eine universelle Eigenschaft das beschriebene Objekt bis auf eindeutige Isomor-
phismen fest.

2.46. FOLGERUNG. FEs sei R ein Ring und B eine Menge.

(1) Es gibt einen Rechts-R-Modul M und eine Abbildung 1: B — M, so
dass fiir alle Rechts-R-Moduln N und alle Abbildungen f: B — N wvon
Mengen genau eine rechts-R-lineare Abbildung F': M — N mit f =
F o existiert.
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(2) Fir i =1, 2 seien M; Rechts-R-Moduln und v;: B — M; Abbildun-
gen von Mengen, so dass fiir alle Rechts-R-Moduln N und alle Abbil-
dungen f: B — N wvon Mengen genau je eine rechts-R-lineare Abbil-
dung F;: M; — N mit f = F; o; existiert. Dann existiert genau ein
R-Modulisomorphismus G: My — My mit 19 = G o t1.

BEWEIS. Wir wihlen fiir M den von B frei erzeugten Modul R®) aus
Beispiel Die universelle Eigenschaft folgt aus Proposition @): Zur
Existenz von F setze F' = U(f). Eindeutigkeit folgt, da ® injektiv ist.

Fiir brauchen wir nur vier Diagramme zu betrachten. Zunéchst existie-
ren G: My — Ms und H: My — My, so dass die Diagramme

B My B2+ M,
| |

k« | G und X | H
\ \

M2 Ml

kommutieren, und G und H sind eindeutig bestimmt nach . Es folgt
HoGouyy=Houw=1 und GoHowy=Goui =1y.
Betrachte jetzt

B —"~ My B —2+ M,
\i\dilHoG und \d\u]GoH
L1 L2
M1 M2

Wir haben gefordert, dass die Abbildungen rechts im Diagramm eindeutig sind.
Also gilt HoG =idjs, und Go H = idyy,, und G und H sind zueinander inverse
R-Modulisomorphismen. O

2.47. BEMERKUNG. Dass die verschiedenen Moduln M; und M5 isomorph
sind, ist wichtig: als R-Moduln haben sie genau die gleichen Eigenschaften.

Am liebsten hitten wir nur einen freien Modul mit Basis B. Zwar konn-
ten M; und M, verschiedene Elemente haben. Aber immerhin konnen wir
diese iiber G und H miteinander identifizieren. Damit wir aber m € M
mit G(m) € M> identifizieren konnen, ist es wichtig, dass es nur einen sol-
chen Isomorphismus G gibt, ansonsten kdmen wir durcheinander.

Die Uberlegungen zu Folgerung waren iibrigens sehr abstrakt. Die
Hauptarbeit haben wir aber bereits in Proposition geleistet. Beispielswei-
se konnen wir den Isomorphismus G: M; — Ms mit den Methoden aus dem
Beweis der Proposition konkret angeben: jedes Element m € M; hat die Gestalt

m = Z Ll(b) .my € My mit (mb)beB < R(B) s
beB
und wir setzen nun einfach

G(m) = ZLQ(Z)) .mp € My .
beB
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2.4. Unterrdume und Quotienten

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus gegebenen Moduln neue kon-
struieren kann.

2.48. DEFINITION. Es sei R ein Ring mit Eins, M ein unitédrer Rechts-R-
Modul und U C M eine Teilmenge. Dann heifit U ein (Rechts-R-) Untermodul,
falls fiir alle u, v € U und alle r € R die folgenden Untermodulaxiome gelten:

(U1) Op eU (Neutrales Element) ,
(U2) ut+vel, (abgeschlossen unter Addition)
(U3) u.rel (abgeschlossen unter skalarer Multiplikation) .

Analog definieren wir Links- R-Untermoduln von Links- R-Moduln. Falls R ein
(Schief-) Korper ist, sprechen wir stattdessen von (Rechts-/Links-) Untervek-
torrdumen, kurz Unterrdumen.

Anstelle von hiitte es gereicht zu fordern, dass U # (). Denn sei u € U,
dann folgt Opy = u .0 € U aus und Proposition Auflerdem ist
mit u € U stets auch

—u=u.(-1)eU.
Falls R keine Eins besitzt oder M nicht unitér ist, muss man in (U2) zusétz-
lich —u € U fordern.

2.49. BrisPIEL. Wir kennen bereits Beispiele von Untervektorrdumen.

(1) Wir fassen die Quaternionen H als R-Vektorraum auf. In Abschnitt
haben wir die Unterrdume R C H der reellen und R?® € H der ima-
gindren Quaternionen betrachtet.

(2) In der Analysis trifft man héufig auf Untervektorrdume. Beispielsweise
bilden die Nullfolgen einen Unterraum des Vektorraums aller Folgen.
Fiir ein offenes Intervall I bilden die stetigen Funktionen auf I einen
Unterraum des Raumes aller Funktionen auf I, und die differenzierba-
ren Funktionen einen Unterraum des Raumes der stetigen Funktionen
auf I.

2.50. BEMERKUNG. Jeder Untermodul U eines unitdren Rechts-R-Mo-
duls (M,+, .) ist selbst ein unitérer Rechts-R-Modul. Zunéchst einmal exi-
stiert ein Nullelement 0j; und die Verkniipfungen +: U x U — U, —: U — U
und .: U x R — U sind wohldefiniert dank f. Da die Axiome f
und f gelten, wenn man fiir die Variablen Elemente aus M ein-
setzt, gelten sie erst recht, wenn man nur Elemente aus U zulésst. Beispielsweise
gilt Ops + v = w in M fiir alle w € U, also auch in U.

Die Inklusion U — M aus Bemerkung ist linear, da (L1f) und (L2]
offensichtlich gelten.

Auf vollig analoge Weise kann man Untergruppen und Unterringe definieren.
Beispielsweise sollte ein Unterring U C R das Element O enthalten, und die
Summe und das Produkt von Elementen von U sollten wieder in U liegen. Bei
Korpern bevorzugt man aus naheliegenden Griinden den Begriff Teilkdorper.
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Wir wollen nun Quotientenmoduln in Analogie zu Beispiel 2.9 konstruieren.
Dazu sei (M,+, .) ein Rechts-R-Modul und U C M ein Untermodul. Dann
definieren wir eine Relation ,,~“ auf M fiir alle m, n € M durch

m~n = n—meU.
Das ist eine Aquivalenzrelation, denn 1}1) folgen fiir £, m, n € M aus
m—-m=0eU, n—-melU = m-n=—-(n—-m)eU,

sowie m—feUundn—melU = n—Vl=n—-m)+(m—-0)eclU.

2.51. DEFINITION. Der Quotient M /U = M/~ heifit der Quotientenmodul
von M nach U (lies ,,M modulo U*). Falls R ein Korper ist heifit M /U der
Quotientenvektorraum, kurz Quotientenraum.

Man beachte hier, dass wir zur Definition der Aquivalenzrelation ,,~“ und

der Menge M /U nur die additive Struktur des Moduls M benutzt haben. Die
skalare Multiplikation kénnen wir nachtréglich definieren. Es sei p: M — M/~
die Quotientenabbildung, siehe Definition [1.42

2.52. PROPOSITION. Es sei (M, +, .) ein unitirer Rechts-R-Modul und U C
M ein Untermodul. Dann induzieren ,+“ und ,,.“ Verkniipfungen

+: M/Ux M/U - M/U  und  .: M/UxR— MU,

und (M/U,+, .) ist ein unitirer Rechts-R-Modul. Auferdem ist die Quotien-
tenabbildung p: M — M /U rechts-R-linear.

BEwEIS. Wir gehen vor wie in Beispiel Seien m, n, p, ¢ € M mit [m] =
[n) und [p] = [q] € M/U, alson—m € U und ¢ —p € U, und r € R, dann folgt

(n+q)—(m+p)=mn-m)+(q-p) €U,
(n.ry—(m.r)=Mm-m).r eU
und (—n) — (—m) = —(n —m) elU,
also sind Addition und skalare Multiplikation auf M /U wohldefiniert durch
[m] + [p] = [m +p], —[m] = [-m] und [m].r=[m.r].

Wir setzen Oprp = [Oum]. Jetzt kénnen wir die Axiome (G1)—(G4),
(M1)—(M4) auf die entsprechenden Axiome in M zuriickfithren. Beispielswei-

se gilt , denn
(Im].r).s=m.r].s=[m.r).s|]=m.(r-s)]=[m].(r-s).
Schliefflich zur Linearitét der Quotientenabbildung: fiir alle m, n € M und r,
s € R gilt
pm.r+n.s)=m.r+n.sj=[m].r+[n].s=pim).r+pn).s. O
2.53. BEISPIEL. Wir betrachten M = Z als Z-Modul und
U=nZ=({n})=1{an ‘ acZl=A{...,—n,0,n,...}.

Dann ist U ein Untermodul, und der Quotient M/U = Z/nZ ist gerade der
Modul aus Beispiel
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2.54. BEMERKUNG. In Bemerkung haben wir gesehen, dass geeignete
Teilmengen von Gruppen, Ringen oder (Schief-) Korpern selbst wieder Grup-
pen, Ringe beziehungsweise Korper sind. Die Quotientenkonstruktion ist leider
nicht so allgemein: Der Quotient einer Gruppe nach einer Untergruppe U be-
ziehungsweise eines Ringes nach einem Unterring ist nur dann wieder Gruppe
beziehungsweise Ring, wenn U gewisse zusétzliche Bedingungen erfiillt (siehe
Ubungen). Kérper und Schiefkérper haben keine Quotienten.

2.55. DEFINITION. Esseien M und N Rechts-R-Moduln, und es sei F': M —

N rechts-R-linear. Dann definieren wir den Kern ker F' durch
ker F = F'({On}) = {me M | F(m) =01} .

Wir erinnern uns auch an das Bild im F, siehe Definition

2.56. PROPOSITION. Es seien M und N Rechts-R-Moduln, und F: M — N
set rechts-R-linear.

(1) Der Kern ker F' ist ein Untermodul von M, und F ist genau dann
injektiv, wenn ker F' = {0ps}.

(2) Das Bild im F ist ein Untermodul von N, und F ist genau dann sur-
jektiv, wenn im F = N.

Die letzte Aussage in ist klar nach Definition Wir haben sie nur
angefiihrt, um die Analogie zu herzustellen.

BEwEIS. Die Untermodulaxiome fiir der Kern folgen aus der Linearitéit
von F', denn fiir alle m, n € M und alle r € R gilt

F(0p) =0n,
F(m)=F(n) =0y = Fm+n)=F(m)+ F(n)=0,
F(m)=0xn = Fm.r)y=F(m).r=0

Wenn F injektiv ist, hat insbesondere ker F' = F~1({0}) hochstens ein Ele-
ment. Aus F'(0p7) = Oy folgt dann ker F' = {0,/}.

Sei umgekehrt ker F' = {0p/} und F(m) = F(n) € N, dann folgt
F(m —n)=F(m)— F(n) =0y

aus der Additivitat (L1)) von F', somit ist m — n € ker F', also nach Vorausset-
zung m —n = 0, das heifit m = n. Also ist F' injektiv, und ist gezeigt.

Die Untermodulaxiome fiir im ' C N folgen wieder aus der Linearitét
von F: fir alle m, n € N, p, ¢ € N und r € R gilt

On = F(Op) s
p=F(m), q=F(n) = p+qg=F(m+n),
p=F(m) — p.r=F(p.r). O

Der folgende Satz entspricht Proposition @)
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2.57. PROPOSITION (Universelle Eigenschaft des Quotienten). Es seien M
und N Rechts-R-Moduln, es set U C M ein Untermodul mit Quotientenabbil-
dung p: M — M/U, und es sei F: M — N eine rechts-R-lineare Abbildung.
Dann ezistiert genau dann eine Abbildung F: M/U — N mit F = F o p,
wenn U C ker F. In diesem Fall ist F eindeutig bestimmt und rechts-R-linear.
Es gilt

imF =im F und ker F' = ker F/U .

Es gilt U C ker F' genau dann, wenn F|y = 0. In diesem Fall erhalten wir
folgendes Diagramm:

Uts M 2 MU

F 3!//
0 %/F

N .

BEWEIS. Zu, == nehmen wir an, dass F existiert. Fiir alle u € U gilt [u] =
Oprr/u, somit
F(u) = F([u]) = F(0pyv) = F(0m) = On ,
es folgt U C ker F.
Zu <= nehmen wir an, dass U C ker F'. Seien m, n € M mit [m] = [n] €
M/U, dann folgt
m—-neUcCkerF = F(m)—F(n)=F(m-—n)=0xy,
also gilt F(m) = F(n), und F([m]) = F(m) ist wohldefiniert.
Die Eindeutigkeit von F folgt aus Proposition (3). AuBerdem ist F'
linear, denn
F([m] + [n]) = F(m +n) = F(m) + F(n) = F(lm]) + F([n]) ,
F(m].r)=F(m.r)=F(m).r=F(m]).r
fir alle m, n € M und alle r € R.
Wir sehen leicht, dass imF = im F. Es gilt [m] € ker F C M/U genau
dann, wenn m € ker F', somit folgt
ker F' = ker F/U . O

Wie in Folgerung sehen wir, dass der Quotient allein durch seine uni-
verselle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt ist.

2.58. FOLGERUNG (Homomorphiesatz). Es seien M wund N Rechts-R-
Moduln und F: M — N linear. Dann induziert F' einen Isomorphismus

F:M/ker F —imF .

BewEIs. Wir wenden Proposition an mit U = ker F. Da im F = im F
gilt, diirfen wir F als Abbildung mit Bildbereich im F' auffassen. Dann ist F line-
ar. Da ker F' = ker F'// ker F = {[0y]}, ist F' injektiv nach Proposition (@.
AuBerdem ist F surjektiv, da im F = im F. Also ist F ein Isomorphismus. [
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Wir kénnen also jede lineare Abbildung F': M — N wie folgt zerlegen:
F

N A

M/ker F L~ imF’

M N

Dabei ist p die Quotientenabbildung und ¢ die Inklusion. Die Abbildung F
ist eindeutig dadurch bestimmt, dass das Diagramm kommutiert. Um F' zu
verstehen, bieten sich die folgenden Schritte an.

(1) Bestimme ker F' als Untermodul von M.
(2) Bestimme im F' als Untermodul von N.
(3) Bestimme den Isomorphismus F: M/ker F' — im F.

2.59. BEISPIEL. Wir betrachten eine Ebene V' C R3 und eine Gerade U C
R3, so dass sich U und V nur in einem Punkt schneiden. Wir wollen annehmen,
dass das der Nullpunkt ist; dann sind U und V' Unterrdume. Unsere Anschauung
sagt uns, dass es durch jeden Punkt z € R? genau eine zu V parallele Gerade
gibt, und dass diese Gerade die Ebene U genau in einem Punkt schneidet.
Wir definieren F': R® — U so, dass F'(x) gerade dieser Schnittpunkt ist. Diese
Abbildung ist R-linear — all das wird im néchsten Kapitel klarer werden.

Nach Konstruktion werden genau die Punkte auf der Geraden V auf den
Schnittpunkt 0 von U und V' abgebildet, also ist ker F' = V. Jeder Punkt in der
Ebene U wird auf sich abgebildet, also ist F' insbesondere surjektiv. Aus dem
Homomorphiesatz folgt

R3/V =R3/ker F 2 imF = U .
Das Besondere hier ist, dass U selbst ein Unterraum von R? ist mit F lv =idy.

Sei jetzt wieder x € R? beliebig. Nach Konstruktion ist z — F(z) € V, da
eine zu V parallele Gerade durch x und F'(x) geht. Es folgt
r=u+v mit u=F(x)eU und v=z—F(z)eV.
Diese Zerlegung ist eindeutig, denn wire x = u’ + v/ eine weitere Zerlegung,
dann wiirde folgen
v+ =u+wv — W —u=v—20 €eUnV ={0},
also v = v/ und v = v/. Somit liefern die Unterrdume U und V ein Beispiel fiir

die folgende Definition.

2.60. DEFINITION. Es sei M ein Rechts-R-Modul und U, V C M Untermo-
duln. Die Summe von U und V ist gegeben durch

U—l—V:{u—I—U‘uEU,veV}CM.

Falls U NV = {0} heiBt die Summe direkt, und wir schreiben statt U + V'
auch U @ V. Falls M die direkte Summe U @V ist, sagen wir, dass V ein Kom-
plement von U in M ist (und umgekehrt), oder, dass U und V' komplementire
Untermoduln sind. Wenn R ein (Schief-) Kérper ist, sprechen wir analog von
komplementdren Unterrdumen.
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Man beachte, dass wegen (Ul|) stets 0py € U NV gilt. Einen kleineren
Durchschnitt als {0y} kénnen zwei Untermoduln also nicht haben.

2.61. BEISPIEL. Wir geben Beispiele von direkten Summen und kom-
plentdren Untermoduln an.

(1) In den Ubungen zeigen Sie, dass Z/37 x Z /27 = 7./67Z. Also sind die
Untermoduln

U = 22,/67 = {[0], [2], 4]} = Z/3Z
und V =37/6Z ={[0], 3]} = Z/2Z
von M = Z/67Z zueinander komplementér.
(2) Ahnlich wie in betrachte
V =27/47 = {[0],[2]} C M =Z/AZ .
Dann ist V' = Z/27. Es gibt keinen komplementéren Untermodul U,
denn dieser miisste mindestens ein Element aus M \ V enthalten, also
entweder [1] oder [3]. In beiden Fillen wire [2] € U, denn [2] = [1] +

[1] = [3] + [3], und somit U NV # {[0]}. Also existiert nicht immer ein
komplementérer Untermodul.

Es sei V. C M ein Untermodul. Wir erinnern uns an die Quotientenabbil-
dung p: M — M/V aus Proposition m

2.62. PROPOSITION. Es seien U, V' Untermoduln eines Rechts-R-Moduls M .
(1) Die Summe U +V C M ist ein Untermodul.
(2) Wenn die Summe direkt ist, existiert eine bijektive Abbildung
UxV ->UaV mit (u,v) »u+wv.

(3) Es seip: M — M/V die Quotientenabbildung. Wenn U und V' kom-
plementire Untermoduln sind, dann ist p|y: U — MV ein Moduliso-
morphismus.

BeEwEIs. Die Unterraumaxiome fiir U 4+ V' gelten, da

Oar = O0pr + Ops ceU+V,
(t+v)+@uw+w)=t+u)+(v+w) €eU+V
und (u+v).r=u.r+v.r ceU+V

firallet,u e U, v, w €V und r € R.

Die Abbildung in ist immer surjektiv nach Definition der Summe. Wenn
die Summe direkt ist, ist fiir jedes Element s € U & V die Zerlegung s = u + v
mit v € U und v € V eindeutig, denn aus s = «’ + v’ mit v’ € U, v/ € V folgt

W—u=v—2elUnNV = v -u=v-1=0y.
Also ist die Abbildung in auch injektiv.
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Die Quotientenabbildung p: M — M /V ist linear nach Proposition m
Die Inklusion ¢: U — M ist linear nach Bemerkung Also ist auch die
Abbildung p|y =potin linear nach Proposition m

Sei [m] € M/V mit m € M, dann existieren v € U, v € V mit m = u + v,
da M =U & V. Da p(u) = [u] = [m], ist p|y immer surjektiv.

Aus p(u) = p(u') € M/V folgt, dass ein v € V existiert mit v’ = u+v. Wie
in folgt aus v = u —u' € UNV, dass u = v/, wenn die Summe direkt ist.
Also ist p|y injektiv. O

2.63. BEMERKUNG. Wir kénnen also den Quotientenmodul M /V mit Hil-
fe von p|y mit einem komplementiren Untermodul U identifizieren, falls ein
solcher existiert. Wenn U ein zu V komplementédrer Untermodul ist, gibt es
meistens noch andere komplementéire Untermoduln, siehe etwa Beispiel
wo man in Richtung von V auf verschiedene Ebenen in R3 projizieren kann.
Das bedeutet, dass diese Beschreibung von M/V als Untermodul von M von
der Wahl des Komplements U abhéngt. Obwohl man oft leichter mit einem
komplementiren Untermodul U als mit dem Quotienten M /V arbeiten kann,
ist es daher manchmal sinnvoll, den Quotienten M/V zu betrachten.

Die direkte Summe erfiillt gleich zwei ,,universelle Eigenschaften“. Sei da-
zu M = U &V, dann betrachten wir die Inklusionsabbildungen ty;: U — M
und ty: V. — M. Wenn wir wie oben M/U = V und M/V = U identifizie-
ren, erhalten wir auch Projektionen py: M — U und py: M — V, so dass
insbesondere

m = py(m) + py(m)
fir alle m € M.

2.64. PROPOSITION (Universelle Eigenschaften der direkten Summe). Es
set M ein Rechts-R-Moduln und U, V C M Untermoduln, so dass M = U @V

(1) Die Inklusions- und Projektionsabbildungen erfiillen

py oty =idy , pypoty =0:V =>U,
pyoy=0:U—->V und py oty =idy .

(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-
R-Modul und seien F: U = N und G: V — N linear, dann ezistiert
genau eine lineare Abbildung H: U &V — N, so dass FF = H oy
und G = H oy,

(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien P: N — U und Q: N — V linear, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L: N — U @&V, so dass P = py o L
und Q = py o L.

Wie eng diese beiden Eigenschaften miteinander verwandt sind, zeigen die
folgenden Diagramme, die sich nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden.
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Man sagt auch, die Diagramme sind zueinander dual.
N N
A !

g g

F G P Q

\ ¥
UV UV

Z 2 N\ N

U U V.

BEWEIS. Zu sei u € U, dann folgt
(pu o w)(u) = pu(u+0r) = u =idy(u),
(pvow)(u) =py(u+0p)=0=0(u) eV .

Also gilt py oy = idy und py oy = 0. Die beiden anderen Gleichungen folgen
genauso.

Zu zeigen wir zunéichst die Eindeutigkeit. Sei also eine lineare Abbil-
dung H gegeben mit H oty = F und H oy = G. Fiir m = u + v folgt
H(m) = H(u) + H(v) = H(w(u)) + H(y (v))
= F(u) + G(v) = F(pu(m)) + G(pv(m)) ,
also ist H eindeutig bestimmt.

Auf der anderen Seite ist die Abbildung F' o py + G o py linear nach Propo-
sition Sie leistet das Gewiinschte, denn wegen (|1)) gilt

(Fopry+Gopy)ow =Fopypow+Gopyow =F,
— —
=idy =0
(Fopy+Gopy)owy =Fopyow +Gopyow =G .
Der Beweis zu verlduft analog. Es sein € N und m = L(n) = u+ v

mit w € U und v € V, dann folgt u = py(L(n)) = P(n) und v = py(L(n)) =
Q(n), also ist L eindeutig bestimmt.

Umgekehrt ist die Abbildung
tyoP+1yoQ: N—->M=UdV
linear nach Proposition Mithilfe von iiberpriift man wieder, dass
on(LUoP—i—LVoQ):P und pvo(LUoP—l—LVoQ):Q. ]

Wir kénnen Summen auch fiir mehr als zwei Unterrdume definieren. Sei
etwa M ein Rechts- R-Modul, sei I eine Indexmenge, und sei (U;);er eine Familie
von Untermoduln, aufgefasst als Familie in der Potenzmenge von M. Dann
definieren wir ihre Summe als

S U= Xw

iel el

uiEUifﬁralleiEI,ui:OMfﬁrfastalleief}CM.
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direkt und schreiben

Uj = {0y} fiir alle i € I, nennen wir diese Summe wieder

Puv.=>u.

i€l i€l
Aquivalent dazu ist die Summer direkt, falls fiir alle (u;) € M@ mit u; € Uj
fiir alle 4 gilt, dass

Zui:O — w;=O0fiiralleicT.
el

Manchmal definiert man auch eine direkte Summe von beliebigen Rechts-
R-Moduln, die nicht Untermoduln eines festen Moduls M sind.

2.65. DEFINITION. Es seien M; Rechts-R-Modul. Dann definieren wir ihre
direkte Summe und ihr direktes Produkt als

HM’L' = { (mg)ier ‘ m; € M; fiir alle i € I, u; = 0y, fiir fast alle i € I} ,
iel

HMi = { (mi)z‘ej ‘ m; € M; fur alle 7 € I} .

i€l
Wir erhalten fiir alle j € I Inklusionen ¢;: M; — []
se tj: Mj — [[;c; M; mit

ier M; beziehungswei-

(m) = (m;) it m falls i = j, und

vi(m) = (mi)ier , mi mi = L

! el ’ 0 fallsi # 7,

und Projektionen p;: [[;c; M; — M; beziehungsweise p;: [[;c; M; — M; mit

pi((mi)ier) =mj € Mj .

Man iiberzeugt sich leicht, dass beides wieder Moduln sind. Dabei geht man
dhnlich vor wie in Beispiel und Bemerkung In der Tat gilt

RO=T[R wd R'=]][R.
i€l el
Wenn [ endlich ist, stimmen direkte Summe und direktes Produkt wie oben iibe-

rein, ansonsten im Allgemeinen nicht. Die folgenden universellen Eigenschaften
werden analog zu Proposition bewiesen:

2.66. PROPOSITION. Fs sei M; ein Rechts-R-Modul fiir alle i € 1.

(1) Fir die Inklusions- und Projektionsabbildungen gilt
pi o v = idpg, und — piovy=0: M — M,

fir alle i, j € I mit i # j.

(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-
R-Modul und sei Fj: M; — N linear fiir alle j € I, dann existiert
genau eine lineare Abbildung H: [],.; M; — N, so dass Fj = H o1
fir alle j € I.
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(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien Pj: N — M; linear fiir alle j € I, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L: N — [[,c; M;, so dass P; = pjo L
fir alle j € 1.

2.5. Matrizen

Wir wollen jetzt lineare Abbildungen durch Matrizen beschreiben. Das ist
zum Beispiel dann wichtig, wenn man numerische Berechnungen durchfithren
will (also Berechnungen mit ,echten Zahlen, nicht abstrakte Uberlegungen).
Es gibt Biicher, die Matrizen als den Hauptgegenstand der linearen Algebra
darstellen. Wir wollen Matrizen eher als niitzliche Rechenschemata verstehen.
Im Vordergrund des Interesses werden weiterhin lineare Abbildungen stehen.

2.67. DEFINITION. Es sei R ein Ring und m, n € N. Eine m x n-Matriz
iber R ist eine Familie A = (a;j)i=1...m, j=1..n in R, geschrieben

al - Gln
(1) A=
am1 **+ QGmn
Die Menge aller m x n-Matrizen tiber R wird mit M,, ,,(R) bezeichnet.
Wir definieren die Matrizaddition +: My, n(R) X My n(R) — My n(R)
durch
(2) A+ B = (aij + bij)i=1..mj=1..n € Mpmn(R)

fur alle B = (bij)i=1..mj=1.n. € Mmn(R), und die Matrizenmultiplikati-
on - Mym(R) X My n(R) = My, (R) mit £ € N durch

(3) C-A= <i1 Cij - ajk> € My (R)
=

i=1..4k=1..n

fur alle C = (cij)i=1...0j=1..m € My m(R).

Wenn die Grofle einer Matrix bekannt ist, schreiben wir auch kurz (a;;)i; €
My, n(R) — daraus ergibt sich, dass 1 <i<mund 1 < j <mn.

Wir konnten an Stelle der Indexmengen {1,...,m} und {1,...,n} auch be-
liebige Indexmengen I und J betrachten. In diesem Fall miissten wir verlangen,
dass in jeder Spalte nur endlich viele Eintrige stehen, und (RY))7 schreiben.
Wenn wir in Proposition die Moduln M = R) und N = RU) betrach-

ten, also B = J, erhalten wir eine Bijektion
o HomR(R(‘]),R(D) — (R(I))J.

Tatséchlich ist Proposition die Grundlage fiir das Rechnen mit Matrizen,
wie wir bald sehen werden.

Die Matrixaddition erfolgt komponentenweise, genau wie in Beispiel (2.30)).
Zwei Matrizen kann man nur addieren, wenn sie die gleiche Anzahl von Zeilen
und die gleiche Anzahl von Spalten haben.
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Zwei Matrizen lassen sich multiplizieren, wenn die erste soviele Spalten hat
wie die zweite Zeilen. Die Matrixmultiplikation lasst sich am besten am folgen-
den Schema verdeutlichen:

b1k

bnk

a1 Qin —  aibiyp + -+ ainbpg

Hierbei steht die Matrix A links, die Matrix B oben, und das Produkt A - B
unten rechts. Der Eintrag an der Stelle (i, k) sieht also genauso aus wie das
»okalarprodukt® aus der Zeile ¢ der Matrix A und der Spalte k der Matrix B,

vergleiche Definition [@.

2.68. BEMERKUNG. Wir betrachten die folgenden Spezialfille.

(1) Wenn m = 0 oder n = 0 ist, enthélt M, ,(R) nur ein Element, die
leere Matrix ().

(2) Fiir m = 1 = n identifizieren wir M; ;(R) mit R. Addition und Mul-
tiplikation von 1 x 1-Matrizen entsprechen genau der Addition und
Multiplikation in R:

(M +(s)=(r+s) und (r)-(s)=(r-s).

(3) Es sei n = 1, dann ist My, 1(R) = R™ der ,Raum der Spalten“ der
Linge m, und Addition funktioniert genau wie in Beispiel Wir
koénnen von rechts mit einer 1 x 1-Matrix aus multiplizieren und
erhalten die skalare Multiplikation aus Definition denn

(&) TS T

T'm Tm * S Tm

Aus diesem Grund ist es sinnvoll, Spalten von rechts mit Skalaren zu
multiplizieren.

(4) Fiir m = 1 ist My ,(R) = "R der ,Raum der Zeilen“ der Lénge n.
Addition funktioniert wieder wie in Beispiel Multiplikation mit
einer 1 x 1-Matrix von links entspricht der Multiplikation mit einem
Skalar.

Wir kommen jetzt zu allgemeinen Matrizen.

2.69. FOLGERUNG (aus Proposition [2.45). Es sei R ein Ring mit Eins
und m, n € N. Dann existiert eine natiirliche Bijektion

(1) ®: Homp(R", R™) — My n(R) .
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Dabei steht das Bild des Standardbasisvektors e; von R™ unter A: R — R™ in
der j-ten Spalte der Matriz (a;;); ; = ®(A). Matrizmultiplikation -: My, ,(R) X
R™ — R™ entspricht dem Anwenden einer linearen Abbildung, genauer

1 1
(2) A : =®(A)-| : | €eR™.
Tn Tn

Die Matrizaddition entspricht der Addition linearer Abbildungen, fir A, B €
Hompg(R"™, R™) gilt also

(3) (A + B) = ®(A) + ®(B) .

Firt, m, n € N seien A: R™ — R’ und B: R"* — R™ rechts-R-linear. Dann
gilt

(4) (Ao B) = ®(A)- ®(B) € Myn(R),

das heifit, die Matrizmultiplikation -: Mgy (R) X My n(R) — My, (R) ent-
spricht der Verkettung linearer Abbildungen.

BeEWEIS. Der Modul R"™ ist frei mit der Standardbasis {ey,...,e,}, siehe
Beispiel Nach Proposition existiert eine bijektive Abbildung

®: Homp(R",R™) — Abb({e1,...,en}, R™).

Wir identifizieren Abb({ei,... ey}, R™) mit My, ,(R), indem wir das Bild
von e; € R" in die j-te Spalte der Matrix (a;;); ; eintragen, und erhalten .

Sei umgekehrt (a;;)i,j = P(A) € My, n(R) gegeben, das heifit, die j-te Spalte
von A ist das Bild des Basiselements e;. Wie in (2.3) erhalten wir

™

Al = A(jz:@j-rj) = (g az‘j‘?“j) = (asj)i; -

n i=1,....m

1

Tn

Die letzte Gleichung ist gerade die Definition der Matrixmultiplikation
in dem Fall, dass der zweite Faktor (r;);=1,. » eine Spalte ist.

Zu seien (aij)i; = P(A), (bij)i; = ®(B) € Mp,(R). Wir bestim-
men ®(A+ B) wie in (1)), indem wir die Bilder der Vektoren ej, € R" berechnen.
Nach Definition von A + B in Bemerkung gilt

aig b1k ag + big
(A+ B)(er) = Alex) + Blex) = | : | +| : | = : €R™,
Amk bmk Omk + bmk
und das ist genau die k-te Spalte der Matrix ®(A) + ®(B).

Zu sei (aij)i; = P(A) € Myp(R) und (bji)jr = ®(B) € Myn(R).
Um die Matrix ®(A o B) zu erhalten, miissen wir wegen die Bilder der
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Vektoren e, € R™ bestimmen. Nach (1) ist B(ey) die k-te Spalte von B. Nach
gilt
m ar1 - big + -+ aim - bk
A(B(ek)) = <Z aj - bjk) ‘ = c R’ )
=1 =t ag - big + 0+ Qo bk

Also hat ®(A o B) die gleiche k-te Spalte wie das Matrixprodukt ®(A) - ®(B).
Daraus folgt unsere Behauptung. O

2.70. BEMERKUNG. Nach Folgerung bietet es sich an, Matrizen A =
(@ij)i,j € My n(R) mit Hilfe von ® mit den zugehérigen Abbildungen A: R" —
R™ zu identifizieren. Somit sei ab sofort

Homp(R",R™) = My n(R) .

Man beachte: auf die Rechts-R-Moduln R™ wirken Matrizen von links. Auf
diese Weise kommt die skalare Multiplikation der Matrix nicht ,,in die Quere*,
das heif}t, die Multiplikation mit einer Matrix von links ist rechts- R-linear. Siehe

auch Beispiel und Folgerung ).

Bei Zeilen ist es genau spiegelbildlich: hier operieren Skalare von links wegen
Bemerkung und Matrizen von rechts, es folgt also

rHom(™R,"R) = My, n(R) .

Wenn man die Verkettung linearer Abbildungen als Matrixprodukt schreibt,
dreht sich die Reihenfolge der Faktoren um. Aus diesem Grund ist es einfacher,
mit Rechts-R-Moduln zu arbeiten.

Tatséchlich kann man einige Fehler vermeiden, wenn man Skalare konse-
quent von rechts wirken ldsst — selbst dann, wenn man iiber einem kommu-
tativen Ring oder Korper arbeitet, bei dem es nach Bemerkung [2.23] eigentlich
keinen Unterschied zwischen Rechts- und Linksmoduln gibt.

2.71. FOLGERUNG. Die Matrizmultiplikation ist assoziativ.

BEWEIS. Diese Behauptung kénnte man beispielsweise mit Hilfe der Defi-
nition der Matrixmultiplikation mit etwas Aufwand nachrechnen.

Einfacher ist es, Matrizen A € My, (R) = Hompg(R™, R"), B € My, ,(R) =
Hompg(R",R™) und C € M, ,(R) = Hompg(RP, R") mit den entspechenden
linearen Abbildungen zu identifizieren. Da die Verkettung von Abbildungen

assoziativ ist nach Bemerkung , folgt aus Folgerung , dass
A (B-C)=Ao(BoC)=(AoB)oC=(A-B)-0). g

2.72. DEFINITION. Es sei R ein Ring mit Eins. Eine m x n-Matrix iiber R
heilt quadratisch, wenn m = n. Der Raum der quadratischen n x n-Matrizen
iiber R wird mit M,(R) bezeichnet. Die quadratische Matrix E, = (d;j)i; €
M, (R) heiBt FEinheitsmatriz. Eine quadratische Matrix A € M, (R) heifit in-
vertierbar, wenn es eine Matrix B € M, (R) mit B- A = E, = A- B gibt. In
diesem Fall heiit B die zu A inverse Matriz; sie wird auch mit A~! bezeichnet.
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Die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen heif3t allgemeine lineare Gruppe
und wird mit GL(n, R) bezeichnet.

Wir iibersetzen jetzt Folgerung [2.43|in die Matrizensprache.
2.73. FOLGERUNG (aus Folgerungen und [2.69). Es sei R ein Ring mit

Eins und m, n > 1.

(1) Die allgemeine lineare Gruppe (GL(n,R), ) ist eine Gruppe, und es
gilt GL(n, R) = Autgp R"™.

(2) Die quadratischen n x n-Matrizen bilden einen Ring (M, (R),+, -) mit
Eins E,, den Matrixring, und es gilt M, (R) = Endr R".

(3) Der Raum der Spalten R™ wird durch Matrizmultiplikation zu einem
unitdren My, (R)-Linksmodul.

(4) Der Raum My, ,(R) wird durch Matrizmultiplikation zu einem unitd-
ren Rechts-My(R)-Modul und zu einem unitdren Links-My,(R)-Modul.

BEWEIS. Nach Folgerung (1) und bilden die Endomorphismen
von R" einen Ring (Endg(R"),+,0) und die Automorphismen eine Grup-
pe (Autgr(R"), o). Folgerung liefert einen Ringisomorphismus

o)

(OF (EndR(Rn),+,o) — (Mn(R)aJrv ) .

Die Einheitsmatrix entspricht idgn, denn fiir alle m = (r;); € R" gilt

En cm = <Z(5¢j’l“j> = (Tz)z =m.
J=1

i
Sie ist die Eins in M, (R) und das neutrale Element in GL(n, R), es folgt (2).

Wegen Folgerung ist A genau dann als lineare Abbildung umkehr-
bar, also ein Automorphismus, wenn A als Matrix invertierbar ist. In diesem
Fall wird die Umkehrabbildung von A genau durch die inverse Matrix A~1
beschrieben. Einschrinken von @ liefert zu den Gruppenisomorphismus

®: (Autr(R"),0) = (GL(n,R), -) .

Die Punkte und (4) folgen aus den entsprechenden Punkten in Folge-
rung und Folgerung und (). O

Wir merken uns:

(1) Die Einheitsmatrix E,, entspricht der Identitét des R™.
(2) Inverse Matrizen entsprechen Umkehrabbildungen. Aus Propositi-
on [2.3] folgt, dass die inverse Matrix eindeutig bestimmt ist.

Wir haben in Definition [2.72] zur Invertierbarkeit von A verlangt, dass so-
wohl A- B = Ey als auch B+ A = E, gilt. In einer Gruppe reicht es, wenn A
ein Linksinverses besitzt, also B - A = F,, fiir ein B gilt. Aber B muss selbst
invertierbar sein, um zu GL(n, R) zu gehéren, also kommen wir um die Forde-
rung A-B = Ey nicht herum. Erst, wenn wir spater mit quadratischen Matrizen
iiber (Schief-) Korpern arbeiten, wird es reichen, nur B - A = E,, zu verlangen.
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2.74. BEMERKUNG. Es sei R Ring mit Eins und M ein Rechts-R-Modul. In
Definition 2.44] haben wir den dualen Links-R-Modul

M* = Hompg(M; R)

eingefiihrt. Im Spezialfall M = R™ folgt nach den Identifikation aus Bemer-

kung und (@), dass
(R™)* = Homg(R™, R) = M »(R) = "R.

Somit ist der Links-R-Modul der m-elementigen Zeilen dual zum Rechts-R-
Modul der m-elementigen Spalten.

Es sei (eq,...,e) die Standardbasis des R™. Als Basis der Zeilen wihlen
Wir €1, ..., &mn, wobei an der i-ten Stellen von ; eine 1 steht und sonst nur Nul-
len. Diese Basis nennen wir die Standardbasis von ™R. Zwischen den Basen (e;);
und (g;); besteht die folgenden Beziehung:

ei(ej) = 25%51@' = 0ij ;
k=1

wir sagen dazu, dass die Basis (¢;); dual zur Basis (e;); ist.

Falls RY) eine unendliche Erzeugermenge besitzt, ist der Dualraum nach
Proposition gerade 'R. In diesem Fall ist (¢;);c; im allgemeinen keine
Basis mehr, da 'R echt grofer als (IR ist.

Fiir Links-Moduln N kénnen wir analog den Dualraum *N = p Hom(N, R)
definieren. Analog zu oben folgt *("™R) = R™, und wiederum ist die Basis (e;);
zur Basis (g;); dual.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir auch in freien Moduln mit fe-
sten Basen mit Koordinaten und Matrizen rechnen. Dafiir ist es praktisch, den
Begriff einer Basis etwas anders zu fassen als in Definition [2.28

2.75. DEFINITION. Es sei R ein Ring mit Eins und M ein Rechts- R-Modul.
Ein Tupel (by,...,by,) aus Elementen von M heifit

(1) Erzeugendensystem, wenn {by, ..., by} eine Erzeugermenge bildet;
(2) linear abhingig, wenn es (r1,...,7rm) € R™\ {0} gibt, so dass

by.m+- - 4+bp.rm =0,

und sonst linear unabhdngig;
(3) (angeordnete) Basis von M, wenn es ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem bildet.

Der Hauptunterschied ist, dass wir hier mit Tupeln anstelle von Mengen
arbeiten. Insbesondere hat jedes Basiselement jetzt einen Index aus {1,...,m},
und wegen darf kein Vektor doppelt vorkommen, was in einer Menge wie in
Definition |2.28| gar nicht mdglich ist. Im Folgenden seien alle Basen angeordnet.
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2.76. BEMERKUNG. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B =
(b1, ..., bm). Wie in Definition erhalten wir eine Basisabbildung B: R™ —
M mit

71

m
B : :Zbi.rieM.
=1

'm

Sei # die Koordinatenabbildung, dann schreiben wir der Einfachheit halber

1
:5(0):BU€Rm.
T'm

Wir benutzen hier den gleichen Buchstaben fiir die Basisabbildung wie fiir die
Basis, und tatséchlich verhilt sich die Basisabbildung oben formal wie die Ma-
trixmultiplikation der ,,Zeile“ B aus Modulementen mit der Spalte (r;); € R™.

Wie Bemerkung ist die Basisabbildung bijektiv, und ihre Umkehrab-
bildung ist die Koordinatenabbildung M — R™. Beide Abbildungen sind linear
nach Proposition . Die Linearitédt dieser Abbildungen bedeutet, dass
wir mit den Koordinaten genauso rechnen diirfen wie mit den Modulelementen
selbst. Es ist also egal, ob wir erst Vektoren addieren und mit Skalaren mul-
tiplizieren und dann Koordinaten bilden, oder erst Koordinaten der einzelnen
Modulelemente nehmen und dann mit ihnen weiterrechnen.

2.77. FOLGERUNG. Es sei R ein Ring mit Fins, es sei M ein freier Rechts-
R-Modul mit Basis B = (b1,...,by) und N ein freier Rechts-R-Modul mit
Basis C = (c1,...,¢,). Dann entspricht jeder linearen Abbildung F: N — M
genau eine Matrix A = pF¢, die Abbildungsmatrix oder darstellende Matrix
von F' beziiglich B und C, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

F

(1) N M
c| E
R" A=pFc R™

Dabei stehen in der j-ten Spalte von A die B-Koordinaten p(F(c;)) des Bildes
des j-ten Basisvektors c;. Fiir jedes Element v = C((r;);) € N hat das Bild F'(v)
also die Koordinaten A - (r;);, somit

(2) B(F(v)) = pFc-cv.

Wir kénnen uns das anhand des kommutativen Diagramms oder der
Formel merken. Sei jetzt P ein weiterer R-Modul mit Basis D und G: P —
N linear, dann gilt vollig analog

p(FoG)p =pFc-cGp .

Wichtig ist hier wie in , dass wir auf beiden Seiten der Matrixmultiplikation
die gleiche Basis von N verwenden.
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BeEwEIs. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung der Basisabbildung B mit 3
und setzen

A=poFoC,

dann kommutiert das Diagramm offensichtlich. Die restlichen Aussagen ergeben
sich aus Folgerung [2.69 g

2.78. BEMERKUNG. Der Spezialfall M = N und F = idjy ist interessant. In
diesem Fall erhalten wir das kommutative Diagramm

/\

A=pido ide
Multiplikation mit der Matrix A macht aus C-Koordinaten B-Koordinaten. Al-
so besteht die j-te Spalte von A = (a;;);,; aus den B-Koordinaten des Vektor c;,

das heif3t
CJ = Z bl . aij .
=1

Anders formuliert erhalten wir die Vektoren der Basis C, indem wir die ,,Zei-
le“ B mit den Spalten von A multiplizieren. Aus diesem Grund nennt man die
Matrix A auch Basiswechselmatriz. Die obigen Sachverhalte sind zwei Lesarten
der ,,Gleichung” C' = B . A. Man beachte, dass die ,,Richtung” des Basiswech-
sels fiir die Koordinaten (,von C' nach B*) und fiir die Basisvektoren (,von B
nach C“) genau umgekehrt ist. Um Fehler zu vermeiden, sollte man daher im-
mer das obige kommutative Diagramm vor Augen haben.

2.79. PROPOSITION. Sei R Ring mit Eins, sei M ein R-Modul und m € N.

(1) Es besteht eine Bijektion zwischen der Menge der angeordneten Ba-
sen (bi,...,bm) von M und den R-Modulisomorphismen R™ — M.

(2) Sei M frei mit Basis B = (b1,...,bm). Dann besteht eine Bijektion
zwischen der Menge der m-elementigen angeordneten Basen von M
und der allgemeinen linearen Gruppe GL(n, R), die jeder Basis C =
B . A die Basiswechselmatriz A zuordnet.

Wenn M keine Basis der Lange m besitzt, sind insbesondere beide Mengen

in leer.

BEWEIS. Zu (/1) sei (b1, ..., by) eine Basis von M. Nach Proposition
ist die Basisabbildung B: R™ — M aus Definition sie ein Isomorphismus.

Sei umgekehrt B: R™ — M ein Isomorphismus. Dann bilden die Bilder b; =
B(e1), ..., by, = B(ey,) der Standardbasisvektoren von R™ eine Basis von M,
und B ist die zugehorige Basisabbildung. Denn sei (r;); € R™, dann gilt

B((r:)i) = B(Z e . ri> = Zf;B(ei) g = ib i

i=1
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Da B surjektiv ist, ldsst sich jedes m € M so schreiben, und (by, ..., by,) ist
ein Erzeugendensystem. Da B injektiv ist, erhalten wir m = 0 nur, wenn r; =

- =1y, = 0, also ist das Tupel (b1, ..., by, ) linear unabhéingig und bildet daher
eine angeordnete Basis.

Zu sei B: M — R™ die Koordinatenabbildung zu B, und C' = (c;); sei
eine weitere Basis von M. Dann erhalten wir eine Basiswechselmatrix A wie in
Bemerkung Da g und C Isomorphismen sind, ist A = 5 o C ebenfalls ein
Isomorphismus, also ist die zugehorige Matrix invertierbar. Auflerdem wird sie
durch B und C eindeutig festgelegt.

Sei jetzt A eine invertierbare Matrix, dann ist C = Bo A: R™ — M ein
Isomorphismus. Die Bilder cq, ..., ¢, der Standardbasisvektoren eq, ..., e
von R™ bilden nach eine Basis von M, und C ist die zugehorige Basisabbil-
dung. Auflerdem gilt A = foBo A = So(, also ist A tatsichlich die zugehorige
Basiswechselabbildung. O

2.80. BEMERKUNG. Wir konnen jetzt auch iiberlegen, wie sich die Abbil-
dungsmatrix aus Proposition [2.77] verhélt, wenn wir eine der beiden Basen durch
eine andere ersetzen. Wir betrachten dazu die kommutativen Diagramme

TN TN

pid cid =pflc

Hier ist D eine neue Basis von M und pidp € GL(m, R) die zugehtrige Basis-
wechselmatrix, und F ist eine Basis von N und ¢ idg € GL(n, R) die zugehorige
Basiswechselmatrix. Es folgt

pfc=pidp-pFc  und  pFg=pFc-cidg .

Auch hier ist wieder wichtig, dass links und rechts vom Matrixmultiplikations-
zeichen ,, - ¢ die gleiche Basis benutzt wird.

Es sei wieder (g;); die Standardbasis des Raumes ™R = Hompg(R"™, R) der
Zeilen der Lange R.

2.81. PROPOSITION. Es sei R ein Ring mit Fins und M ein freier Modul
mit Basis B = (by,...,by). Dann bilden die einzelnen Komponentenfunktio-
nen B; = g; 0 8: M — R der Koordinatenabbildung 5: M — R™ zu B eine
Basis (B;); des dualen Moduls B*. Sie ist dual zur Basis B, das heifit, fir
alle 1, j gilt

(1) Bi(bj) = bij -
BEwEIS. Die Abbildungen B; sind offensichtlich Elemente des dualen Mo-
duls M*. Da b; = B(e;) gilt, folgt (1)), denn
Bi(bj) = (ei0 B™")(Bley)) = cile) =
nach Bemerkung



2.5. MATRIZEN 79

Aus folgt, dass (B;); eine Basis von M* ist. Sei etwa F € M* =
Hompg(M, R), und sei m = B((rj);) € M ein Element mit den B-Koor-
dinaten (7;); € R™, dann gilt

m m

F(m):ZF(bj)'Tj = Z F(bi)'(sij'rj
j=1 ,j=1
ij=1 =1

somit F' =Y " F(b;) - 5, und die Elemente f3; erzeugen M*.

Sie sind auch linear unabhiingig, denn wire > ;" s; - §; = 0, so wiirde fiir
alle j folgen, dass

5]223252]225161(113):0
1=1 =1

Also ist das Tupel (5, ..., Bp) linear unabhéingig und bildet daher eine Basis.
O

Es folgt eine kurze Zwischenbilanz zum Ende des Abschnitts: In Ab-
schnitt haben wir Gruppen, Ringe und Koérper kennengelernt. Uns inter-
essieren dabei am meisten Ringe mit Eins, darunter fallen auch Koérper und
Schiefkérper. Anhand dieser Begriffe sollten wir auch lernen, mit Axiomen und
Folgerungen daraus umzugehen.

Im Abschnitt 2.2l haben wir Moduln betrachtet. In Zukunft werden wir fast
nur noch mit unitdren Moduln arbeiten, dazu gehéren auch die Vektorrdume
iiber Kérpern und Schiefkérpern. In den Beispielen [2.30] und [2.31 haben wir die
frei erzeugten Moduln RY) und speziell den Raum R der Spalten kennengelernt
kennengelernt. Freie Moduln werden besonders wichtig werden, vor allem, da
Vektorrdume immer freie Moduln sind.

Der Inhalt von Abschnitt waren lineare Abbildungen. Man kann sie wie
gewoOhnliche Abbildungen zwischen Mengen verketten und umkehren, falls sie
bijektiv sind. Am Schluss des Abschnitts haben wir uns die universelle Eigen-
schaft eines freien Moduls néher angeschaut. Sie bildet die Grundlage fiir die
Arbeit mit Matrizen.

In Abschnitt ging es um Unterrdume, Quotienten und (direkte) Sum-
men. Diese Konstruktionen und ihre universellen Eigenschaften schauen wir uns
néher an, sobald wir mehr {iber Basen von Vektorrdumen wissen. Auflerdem ha-
ben wir den Homomorphiesatz bewiesen.

Schliefflich haben wir in Abschnitt Matrixrechnung kennengelernt. Wir
haben gesehen, wie man lineare Abbildungen R™ — R™ und allgemeiner li-
neare Abbildungen zwischen endlich erzeugten freien Moduln durch Matrizen
darstellen und mit ihnen rechnen kann.
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Matrixrechnung hat zweierlei Aufgaben: zum einen erlaubt sie es, mit linea-
ren Abbildungen zu rechnen, indem man sie durch Systeme von Zahlen darstellt.
Dieser Aspekt ist spéter zum Beispiel in der Numerik sehr wichtig. Dazu muss
man zunéchst fiir jedes Modul eine Basis wéhlen — im Fall R™ wird das haufig
die Standardbasis sein. Zum anderen haben wir Matrizen aber auch benutzt,
um den Raum aller linearen Abbildungen oder die Menge aller Basen besser zu
verstehen, siehe etwa die Folgerungen und Proposition Dieser
Aspekt wird im Folgenden noch héufig wichtig.



KAPITEL 3

Vektorrdume iiber Kérpern und Schiefkérpern

In diesem Kapitel lernen wir typische Eigenschaften von Vektorrdumen iiber
(Schief-) Koérpern kennen. Insbesondere hat jeder Vektorraum eine Basis, ist al-
so als Modul frei. Auflerdem lernen wir das Gauf3-Verfahren zum Losen linearer
Gleichungssysteme kennen. Solche linearen Gleichungssystem treten sowohl in
der Praxis als auch in der Theorie hiufig auf. So kénnen wir das Gauf3-Verfahren
auch benutzen, um festzustellen, ob eine Matrix invertierbar ist, und gegebe-
nenfalls die inverse Matrix zu bestimmen.

Alles, was in diesem Abschnitt passiert, beruht darauf, dass wir in einem
Schiefkorper dividieren konnen. Auf der anderen Seite bendtigen wir das Kom-
mutativgesetz in diesem Abschnitt (noch) nicht. Fiir den Rest dieses Kapitels
sei k ein Schiefkorper, also zum Beispiel k = Q, R, C, H oder Z/pZ fiir p prim.
Wenn nichts anderes angegeben wird, seien alle k-Vektorrdume nach wie vor
Rechts-Vektorrdume, und alle Basen seien angeordnet wie in Definition [2.75

3.1. Basen

Wir haben spétestens im Abschnitt gesehen, dass wir in freien Moduln
weitaus leichter rechnen koénnen als in beliebigen. Und wir haben auch gesehen,
dass wir dadurch die Struktur dieser Moduln und der linearen Abbildungen gut
beschreiben und verstehen konnen. Das soll diesen Abschnitt motivieren, in
dem wir uns Gedanken iiber die Existenz von Basen machen wollen. Die beiden
Sétze von Steinitz gehdren zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Vorlesung.

Fiir das folgende Lemma fithren wir noch folgende Notation ein. Es
sei (ai,...,ay) ein Tupel und 1 < i < n. Dann erhalten wir ein neues Tu-
pel durch Weglassen von a;, das wir bezeichnen wollen als

(al,...,é\i,...,an) = (al,...,ai,l,aHl,...,an) .

3.1. LEMMA. Es seiV ein k- Vektorraum und (v1, ..., vy,) ein linear abhingi-
ges Tupel von Vektoren aus V. Dann existiert ein j € {1,...,n}, so dass sich v,
als Linearkombination der Vektoren (vl, N 17 T ,vn) darstellen ldsst. Falls
das Tupel (vi,...,v;) linear unabhingig ist fir ein r < n, konnen wir j > r
wdhlen.

BEWEIS. Da das Tupel (v1,...,v,) linear abhingig ist, existieren kq, ...,
k., € k, so dass

n
> viki=0eV.
i=1

81
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Wire ky41 = .-+ = k, = 0, so erhielten wir eine nicht-triviale Linearkom-
bination des Tupels (vi,...,v,), die den Nullvektor darstellt. Da (vi,...,v,)
nach Voraussetzung linear unabhéngig ist, ist das nicht moglich. Wir finden
also j > r mit k; # 0. Aus der obigen Gleichung folgt jetzt

vj:—Zvi (k‘lki;l) O
i#j

3.2. BEMERKUNG. Man beachte, dass wir im Beweis durch k; dividiert ha-
ben. Wir kénnen daher nicht erwarten, dass das Lemma fiir Moduln iiber belie-
bigen Ringen gilt. Als Gegenbeispiel betrachte Z als Z-Modul. Das Tupel (2, 3)
ist linear abhingig, da 2-3 — 3 -2 = 0. Aber weder ist 2 eine Linearkombi-
nation, also ein Vielfaches, der 3, noch umgekehrt. Die Voraussetzung, dass k
ein (Schief-) Korper ist, ist also notwendig. Fiir die meisten Aussagen in diesem

und im néchsten Abschnitt finden wir Gegenbeispiele in Moduln iiber beliebigen
Ringen.

3.3. SATz (Basisergdnzungssatz von Steinitz). Es sei V' ein k- Vektorraum.
Es sei (v1,...,v.) ein Tupel linear unabhdngiger Vektoren, und {w1,...,ws} C
V' sei eine endliche Erzeugermenge. Dann gibt es n > r und Zahlen i(r + 1),
...,i(n) €{1,...,s}, so dass das Tupel
(vla <o Ups Witr 1) - - 7wl(n))

eine Basis von V bildet.

Wir bezeichnen das Erzeugnis der Vektoren eines Tupels B mit (B), siehe

Definition 2.241

BEWwWEIS. Wir setzen zunéchst n = r und i(r) = 0, und starten mit dem
Tupel B = (v1,...,v,). Dann gehen wir die Vektoren w; fir i =1, ..., s der
Reihe nach durch.

Wenn wir uns um w; kiitmmern, nehmen wir an, dass wir bereits ein linear
unabhéngiges Tupel

B = (U1, Upy Wirg1)s - -+ Win))
konstruiert haben mit i(1) < --- <i(n) < i, so dass
{wy,...,wi—1} C (B)
fiir alle j < 4.
Dann gibt es zwei Moglichkeiten. Falls das Tupel
(V15 Uy Wi 1)y - - + 5 Wicn), Wi)

linear abhéngig ist, ist nach Lemma der Vektor w; eine Linearkombination
der Vektoren aus B, das heifit, es gilt w; € (B). Es folgt also

{wl,...,wi}c <B>,

und wir kénnen den Vektor w; {iberspringen.
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Falls das obige Tupel linear unabhéngig ist, wird es unser neues B, also
B = (Ula s Ury Witr 1)y - -+ wz(n)awl) :

Selbstverstiandlich gilt nun auch w; € (B). Wir setzen also i(n + 1) = ¢ und
erhchen anschliefend 7 um 1.

Am Schluss erhalten wir ein lineares Tupel
B = (V15 Ury Wirg1)s -+ + » Win))
mit der Eigenschaft, dass
{wy,...,ws} C (B) .

Nach Voraussetzung ist jeder Vektor v € V' eine Linearkombination der Vekto-
ren wi, ..., ws. Jeder dieser Vektoren ist wiederum eine Linearkombination der
Vektoren aus B. Indem wir diese Darstellungen der w; in die obige Darstellung
von v einsetzen, erhalten wir v als Linearkombination der Vektoren aus B. Also
ist B nun auch ein Erzeugendensystem, und somit eine Basis. O

3.4. SATZ (Basisaustauschsatz von Steinitz). Es sei V' ein k- Vektorraum,
es sei (v1,...,v,) ein linear unabhingiges Tupel, und (w1, ..., ws) sei ein Er-
zeugensystem. Dann gilt r < s.

BEwEIs. Wir diirfen annehmen, dass By = (v1,...,v,) bereits eine Basis
von V' ist. Anderfalls erginzen wir nach Satz zu einer Basis
(vlv <oy Ups Witr 1)y - - 7wi(n)) :
Das folgende Argument wird uns n < s liefern. Da r < n, folgt erst recht r < s.

Wir gehen die Indizes j = 1, ..., r der Reihe nach durch. Wenn wir j
behandeln, nehmen wir an, dass

Bj—l = (ij sy Upy Wigpg1)s - -+ ’wz’(nj_l))
bereits eine Basis von V ist mit der Linge
(r=G-1D))+mj—r)=nja—-0G-1)=r.
Durch Weglassen von v; entsteht ein Tupel
B; = (Uj-i-l; <oy Upy Wi(r41)y - - - 7wi(nj_1)) ’

das nach wie vor linear unabhéngig ist. Wére v; € (B;-), also

r nj—1
vi= D vkt D wighe
l=j+1 {=r+1
fir geeignete k1, ..., kn;_, € k, dann erhielten wir eine nichttriviale Linear-
kombination
r nj—1
0=uv;— Z v kp — Z U)i(g)kg,
I=j+1 t=r+1

was nicht mdoglich ist, da Bj_; nach Annahme linear unabhéngig ist.
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Es folgt v; ¢ (B’), also ist B} keine Basis. Nach Satz 3.3 kénnen wir B’ zu
einer Basis

Bj = (Uj+17 wo Urs Wigrg1)s - - ’wi(”j))

erginzen, indem wir mindestens einen weiteren Vektor aus {wi,...,ws}
ergénzen. Es folgt also n; > n;_1 + 1, und somit

TSnj_l—(j—l)Snj—j.

Zum Schluss erhalten wir eine Basis

B, = (wi(r+1)7 s 7wi(”r))

der Lénge n, —r > r. Fiir j # k folgt i(j) # i(k), ansonsten erhielten wir die
nichttriviale Linearkombination

0= wigj) — wik) -

Also enthélt das urspriingliche Tupel (wq, ..., ws) mindestens n, — r > r ver-
schiedene Elemente, es folgt r < s. O

3.5. FOLGERUNG. Es sei V' ein endlich erzeugter k- Vektorraum.

(1) Dann existiert n € N und eine Basis B = (v1,...,v,) von V.

(2) Jede andere Basis von V hat ebenfalls n Elemente.

(3) Jedes n-elementige Tupel linear unabhdngiger Vektoren in V ist eine
Basis von V.

(4) Jedes n-elementige Erzeugendensystem von V' ist eine Basis von V.

Selbstverstiandlich gelten analoge Aussagen auch fiir Links-k-Vektorrdume.

BeEwers. Es sei (wi,...,ws) ein Erzeugendensystem von V. Der Basi-
sergdnzungssatz liefert uns, ausgehend vom leeren Tupel () mit » = 0, eine
Basis B = (v1,...,v,) von V, deren Lénge n < s endlich ist, also gilt (T]).

Zu sei C' C V eine beliebige ungeordnete Basis von V. Wir kénnen jeden
Vektor w; als Linearkombination von Vektoren aus C' darstellen, dazu ben6ti-
gen wir aber nur endlich viele. Da (wyq, ..., ws) Erzeugendensystem ist, ist jeder
Vektor v € V als Linearkombination der w; darstellbar. In diese Linearkombi-
nation setzen wir die obigen Darstellungen der w; ein. Insgesamt erhalten wir v
als Linearkombination der Vektoren aus C, wobei wir aber nur eine feste endli-
che Teilmenge Cy C C bendétigen, ndmlich nur diejenigen Elemente von C, die
in einer der Darstellungen der w; mit Koeffizient # 0 vorkommen. Alle anderen
Vektoren ¢ € C'\ Cj lassen sich als Linearkombination der w; darstellen, also
auch als Linearkombination der Vektoren aus Cy. Wire C' # Cy, so wire C
insbesondere linear abhéngig. Wir schlieflen also, dass die Basis C endlich ist.

Jetzt konnen wir C' anordnen zu (ug,...,us). Indem wir B als linear un-
abhingiges Tupel und C als Erzeugendensystem auffassen, erhalten wir n < s
aus dem Basisaustauschsatz Wir konnen die Rolle der beiden Basen auch
vertauschen, und erhalten s < n. Also haben B und C gleich viele Elemente.
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Zu sei (wy,...,wy,) linear unabhéngig, dann kénnen wir mit Satz zu
einer Basis von V' ergéinzen, die aber wieder Lénge n hitte. Also ist (wy, ..., wy,)
bereits eine Basis.

Zu sei analog (w1, ..., wy) ein Erzeugendensystem. Eine Teilmenge da-
von bildet nach Satz [B.3] eine Basis, die aber wieder Léinge n hitte. Also
ist (wi,...,w,) bereits eine Basis. O

3.6. BEMERKUNG. Man kann analoge Sétze auch fiir beliebige, nicht not-
wendig endlich erzeugte k-Vektorrdume beweisen. Dazu braucht man allerdings
ein weiteres Axiom fiir die zugrundeliegende Mengenlehre, das Auswahlaziom.
Es ist dquivalent zum folgenden Lemma von Zorn (zuerst formuliert von Kura-
towski):

Es sei M eine Menge mit einer Halbordnung <= C M x M, siehe Definition|1.34)
Wenn zu jeder total geordneten Teilmenge, also zu jeder Teilmenge U C M,
fiir die die Finschrinkung <N (U x U) eine Ordnung ist, eine obere Schranke
existiert, also ein Element m € M mit uw < m fir alle v € U, dann gibt es

ein mazimales Flement in M, also ein Element mg € M, so dass mg =X n fir
keinn € M\ {mo} gilt.

Um jetzt beispielsweise den Basisergéinzungssatz [3.3] zu verallgemeinern,
starten wir mit einer linear unabhéngigen Teilmenge U C V und einer Erzeu-
germenge W C V. Wir betrachten die Menge

M ={ACV |Aist linear unabhiéingig und U C ACUUW } C P(V)

mit der Halbordnung ,,C“. Sei Y C M eine total geordnete Teilmenge, dann
betrachten wir

M:UU:{UEV|esgibteinA€Umitv€A}.

Wenn eine Linearkombination von Elementen aus M den Nullvektor darstellt,
gibt es nur endlich viele Elemente ay, ..., a, € M, deren Koeffizienten von 0
verschieden sind. Jeder Vektor a; liegt in einer Menge A; € U. Da U total
geordnet ist, diirfen wir (nach Umnummerieren) annehmen, dass

AicCc---CcA,C M.

Aber A, ist linear unabhingig, also verschwinden auch alle Koeffizienten der
Vektoren aq, ..., a, in der obigen Linearkombination. Das zeigt, dass M linear
unabhéngig ist, und damit eine obere Schranke fiir &/ in M.

Jetzt wenden wir das Zornsche Lemma auf M an und erhalten ein maxi-
males Element B € M. Also ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von V
mit U C B C U U W. Maximalitat bedeutet, dass die Hinzunahme eines wei-
teren Vektors w € W\ B die lineare Unabhéngigkeit zerstort. Mit dhnlichen
Argumenten wie in Lemma folgt daraus, dass B bereits den Vektorraum V
erzeugt.

Der Nachteil im obigen Beweis besteht darin, dass man im Allgemeinen
keine Chance hat, eine Basis explizit anzugeben. Ein Beispiel dafiir ist der
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Raum RN aller reellwertigen Folgen, sieche dazu den Kommentar nach Bei-
spiel[2.30] Dennoch kann aus dem allgemeinen Basiserginzungssatz interessante
Schlussfolgerungen ziehen, siehe unten.

Zum Schluss betrachten wir als Spezialfall bestimmte Basen des R™, C™
und H", mit denen man besonders gut arbeiten kann. Mehr dazu erfahren Sie
in Abschnitt unten. Auflerdem brauchen wir den Begriff der transponier-
ten und der adjungierten Matrix. Wir erinnern uns an die komplexe und die
quaternionische Konjugation aus den Definitionen und Fiir a € R sei
wieder a = a.

3.7. DEFINITION. Es sei A = (a4j)ij € Mmn(R) eine Matrix, dann defi-
nieren wir die zu A transponierte Matriz A' € M, ,,(R) durch A" = (a;;)j;.
Falls R = R, C oder H, definieren wir die zu A adjungierte Matrix A* €
Mn,m(R) durch A* = (&ij)jﬂ"

Transponierten macht zum Beispiel aus Zeilen Spalten und umgekehrt. In
Biichern wird hiufig (ry,...,7,)! fiir die Spalte <::1 ) geschrieben. Fiir k = R

ist Adjungieren das gleiche wie Transponieren.

Wir konnen das Standardskalarprodukt auf R™ zweier Spaltenvektoren v =
(vi); und w = (w;); aus Definition jetzt auch schreiben als

n

<v,w>:Zvi‘wi:vt'w.

i=1
Falls k = C oder H gilt, definieren wir entsprechend ein Standardskalarpro-
dukt (-, -): k™ x k™ — k durch

n
(v,w)zzm'wi:v*-w.
i=1

3.8. DEFINITION. Es sei k = R, C oder H. Eine Orthonormalbasis (k = R)
beziehungsweise eine (quaternionisch) unitire Basis (k = C, H) des k™ ist ein
Tupel B = (by,...,b,) von Vektoren im k™, so dass fiir alle 4, j gilt

(bi, bj) = 6i5 -

3.9. PROPOSITION. Es sei B = (by,...,by,) eine Orthonormal- beziehungs-
weise unitdre Basis des k™. Dann ist B eine Basis, und fir jeden Vektor v € R™
gilt

n
v = Zbl . <bi,U> .
=1
Die Matriz B mit den Spalten by, ..., by ist invertierbar mit B~' = B*.

Man beachte, dass die Matrix B jetzt tatsdchlich die Matrix der Basisab-
bildung B ist, so dass die Merkregel aus Bemerkung hier wirklich richtig
ist. Im Spezialfall einer Orthonormalbasis wird die Koordinatenabbildung also
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gegeben durch B~! = B*. Im Allgemeinen lisst sich das Inverse einer Ma-
trix nicht so leicht bestimmen, und allgemeine Verfahren zum Invertieren von
Matrizen lernen wir spéter in diesem und im néchsten Kapitel kennen.

BEwEIs. Es seien 1, ..., r, € k und
n
(*) v = Z bj -Ti,
j=1
dann folgt
n n
(**) <bi,U> = Zb: . bj . 7“]' = Zéijrj =T;.
j=1 j=1
Die Vektoren by, ..., b, sind linear unabéngig, denn sei v = 0 in (*), dann

folgt 0 = (bj,v) = r; aus (**) fiir alle i. Wegen Folgerung bil-
den (by,...,by,) eine Basis. Die Matrix B beschreibt ihre Basisabbildung, und
ist somit invertierbar. Schliefflich berechnen wir noch

En = (8i5)ij = ((biy b5))ij = (i: bkibkj) =B*-B

k=1 .J

und schlieen daraus, dass B~ = B*. ]

3.2. Dimension und Rang

Wir benutzen die Basissdtze, um ein paar interessante Aussagen iiber Vek-
torrdume und ihre Unterrdume, Quotienten und iiber lineare Abbildungen zu
beweisen.

Aufgrund von Folgerung [3.5] ist die folgende Definition sinnvoll.

3.10. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Wenn V' endlich erzeugt ist,
ist die Dimension dim V' von V' die Lénge n einer Basis (v1,...,v,) von V, und
wir nennen V' endlichdimensional. Wenn V keine Basis endlicher Lénge besitzt,
heilt V' unendlichdimensional.

Die Begriffe ,endlichdimensional“ und ,,endlich erzeugt“ fiir Vektorrdume
sind nach Folgerung|3.5| dquivalent, und wir schreiben dafiir auch ,dim V' < oco®.
Wie in Bemerkung fithren wir die Schreibweise ,,dim V' = 0o nicht ein,
da nicht alle unendlichen Basen die gleiche Méchtigkeit haben.

3.11. FOLGERUNG. Zwei endlichdimensionale k- Vektorrdume V und W sind
genau dann isomorph, wenn dimV = dim W.

BEWEIS. Zu ,—" sei F': V — W ein Isomorphismus. Wir wihlen eine
Basis C' = (¢, ...,¢,) von V., wobei n = dim V', und identifizieren wieder C' mit
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der zugehorigen Basisabbildung. Dann ist die Abbildung B = FoC: k" — W
ein Isomorphismus, und das Diagramm

vt ow

of s

k" —— k"
kommutiert. Wegen Proposition bilden by = B(e1), ..., by = Bley)
eine Basis von W, so dass insbesondere dimW =n =dim V.

Zu <= sein = dimV = dim W. Wir wéihlen Basen von V und W mit
Basisabbildungen B: k™ — W und C': k™ — V. Nach Proposition sind
Basisabbildungen Isomorphismen. Wir erhalten also einen Isomorphismus F' =
BoC™!:V — W, so dass das obige Diagramm wieder kommutiert. O

Wir erinnern uns an die Begriffe , direkte Summe*“ und , komplementérer
Unterraum® aus Definition 2.60l

3.12. PROPOSITION. Fs sei V' ein k-Vektorraum von endlicher Dimension
und U C V ein Unterraum. Dann besitzt U ein Komplement W C V', und es
gilt die Dimensionsformel

dimV =dimU +dim W .

BEWEIS. Jedes linear unabhéngige Tupel von Vektoren in U ist in V' eben-
falls linear unabhéingig. Nach dem Basisaustauschsatz kann solch ein Tupel
also hochstens dim V' viele Elemente haben, insbesondere ist es endlich. Aus
den Ubungen wissen wir auch, dass ein maximal linear unabhingiges Tupel
in U eine Basis von U bildet. Also finden wir eine Basis B = (vi,...,v,)
der Linge r = dimU < n = dimV von U. Wir ergénzen B zu einer Ba-
sis (v1,...,v,) von V mit dem Basisergéinzungssatz

Es sei W = (vy41,...,v,), dann ist das Tupel (vy41,...,v,) eine Basis
von W, denn es erzeugt W und ist als Teil einer Basis von V auch linear
unabhéngig. Insbesondere gilt

dimV =dimU +dim W .

Auflerdem gilt
U4+W = (v1,...,05)=V.

Sei nun v € U N W. Dann existieren k1, ..., k, € k und £,41, ..., ¢, € k mit
T n
Zvik‘i:U: Z ’Ujﬁj .
i=1 j=r+1
Beides sind Darstellung als Linearkombination der Basis (v1, ..., v,). Nach Pro-
position sind die Koordinaten von v eindeutig, also gilt k1 = --- = k, =

0=4r41 =---={,. Insbesondere folgt UNW = {0}, also V=U & W. O



3.2. DIMENSION UND RANG 89

3.13. FOLGERUNG. Es seien U und W zwei Unterrdume eines endlichdi-
mensionalen k-Vektorraums V. Dann sind dquivalent

(1) V=UsoW,
(2) V=U+W wund dimU +dimW <dimV ,
(3) UNW ={0} wund dimU+dimW >dimV .

BEWEIS. Die Richtungen ,,(1)) = (2)* und ,,(1)) = (3)* folgen sofort aus
der Definition der direkten Summe und Proposition [3.12

In den Ubungen beweisen Sie die Dimensionsformel fiir Summen
dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W) .
Aus schliefen wir, dass
0 <dim(UNW)=dimU +dimW —dimV <0,

aber also wird UNW von einer Basis der Linge 0 erzeugt, das heifit UnW = {0},
und es folgt .

Aus schlieflen wir, dass
dimV > dim(U + W) =dimU + dim W — dim{0} > dim V",

also hat U 4+ W eine Basis der Lange dim V. Wére U + W eine echte Teilmenge
von V', so konnten wir zu einer Basis von V' der Lange > dim V 41 ergénzen, im

Widerspruch zu Folgerung Also gilt U + W =V, und wieder folgt . O

3.14. FOLGERUNG. FEs ser V ein k-Vektorraum wvon endlicher Dimension
und U C V' ein Unterraum. Dann gilt

dim(V/U) =dimV — dim U .

BEwEIS. Wir wéhlen einen zu U komplementéren Unterraum W C V. Aus
den Propositionen und folgt
dim(V/U) =dimW =dimV — dimU . O

3.15. BEMERKUNG. Wenn V unendlichdimensional ist, konnen wir mit dem
allgemeineren Basisergéinzungssatz aus Bemerkung immer noch zu jedem
Unterraum einen komplementéren Unterraum konstruieren. Da man aber un-
endliche Dimensionen nicht subtrahieren kann, ist die Dimensionsformel in Pro-
position [3.12nicht geeignet, um die Dimension des Komplements zu bestimmen.
Als Beispiel betrachten wir den Raum V' = R®™ der endlichen reellwertigen Fol-
gen mit der Basis (e;);cn, wobei wieder e; = (d;5)ien, siehe dazu den Kommen-
tar nach Beispiel Wir betrachten zwei unendlichdimensionale Unterrdume

U= {er,eri1,r12,...) und W = (ep,e2,€4,...) .

Beide sind als Vektorrdume isomorph, denn wir kénnen einen Isomorphis-
mus F': U — W angeben mit F(e,;;) = ey; fiir alle j € N. Aber U besitzt
ein endlichdimensionales Komplement (eg, . .., e,_1), wihrend W ein unendlich-
dimensionales Komplement (e1,es, e5,...) hat. Und da nach Proposition m
alle Komplemente von U zu V/U isomorph sind, und alle Komplemente von W
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zu V/W, kénnen wir die Dimension des Komplementes nun nicht mehr aus der
Dimension der Rdume selbst ablesen.

Ubrigens hat auch R™ selbst im Raum RN aller reellwertigen Folgen ein
Komplement. Da wir das aber wieder mit Hilfe des Zornschen Lemma beweisen
miissen, konnen wir das Komplement nicht explizit angeben.

Mit den gleichen Methoden wie oben konnen wir auch lineare Abbildungen
studieren. Unter einer Blockmatriz verstehen wir eine Matrix, die durch das
Neben- und Untereinanderschreiben von Matrizen passender Grofle gebildet
wird. Seien etwa A € M, .(k), B € M, (k), C € M,,(k) und D € M, (k),
dann ist

ailr ... Ay b11 e bls
A B Gpl  --.  Qpp bpl . bps
= M, k) .
<C D> c11 ... Clr d11 e dls < p+q,r+s( )
qu e qu dql e dqs

3.16. SATZ (Rangsatz). Es seien V und W endlich-dimensionale k- Vektor-
raume, und es sei F':' V. — W linear. Dann existieren Basen B von W und C
von V, so dass die Abbildungsmatriz A von F beziiglich dieser Basen die Nor-

malform
E. 0
a=(% o)

als Blockmatriz hat, wobei r = dimim F'. Insbesondere gilt die Dimensionsfor-

mel
dimker F' 4+ dimim FF = dimV .

BEWEIS. Es sei n = dimV und r = n — dimker . Wie im Beweis von
Proposition wéhlen wir zunédchst eine Basis (¢41,...,¢,) von ker F' und
erginzen dann zu einer Basis (c1,...,¢,) von V. Dann ist U = (c1,...,¢,) ein
Komplement von ker F' in V. Nach Proposition und dem Homomor-
phiesatz [2.58| erhalten wir einen Isomorphismus

UiV/kerFiimF.
\/

Fly
Somit induziert die Basis (ci,...,¢,) von U eine Basis (by,...,b,) von im F’
mit b; = F(¢) fir alle 1 < ¢ < r. Schlielich ergénzen wir zu einer Ba-

sis (b1,...,by) von W. Fiir die Abbildung F' gilt also
Fley) = b; fallsy: <r, und
0 fallsj>r.

Daraus ergibt sich die angegebene Form der Abbildungsmatrix. Auflerdem folgt
dimV = dimker F + dim U = dimker F' + dimim F' . ]



3.2. DIMENSION UND RANG 91

3.17. DEFINITION. Es sei F': V — W linear, dann definieren wir den Rang
von F' durch rg F = dimim F', falls im ' endlichdimensional ist, ansonsten
nennen wir F' von unendlichem Rang.

Es sei A € My, (k) eine Matrix mit den Spalten aq, ..., ay, € k™, dann
definieren wir den Spaltenrang von A durch rgg A = dim(ay,...,a,). Analog
definieren wir den Zeilenrang von A durch rg, A = rgg(AY).

Da wir eine Matrix A € M, ,,(k) auch als lineare Abbildung A: k"™ — k™
auffassen konnen, ist auch rg A definiert. Manchmal heiffit auch die folgende
Proposition ,,Rangsatz.

3.18. PROPOSITION. Es sei A € My, (k).

(1) Der Rang von A dndert sich nicht, wenn man von links oder rechts
mit einer invertierbaren Matriz multipliziert.

(2) Es gilt rgg A=1rg A=rg, A.

(3) Es sei A = pFc Matrizdarstellung einer linearen Abbildung F: V —
W beziiglich Basen B von W und C von V', dann gilt rg F = rg A.

BeEWwEIS. Es sei zundchst B € GL(m,k) eine invertierbare Matrix. Die zu-
gehorige lineare Abbildung B: k™ — k™ ist also ein Automorphismus, insbe-
sondere also bijektiv. Es gilt

im(Bo A) =im(BlimA4) -

Die Abbildung Blima: im A — im(B o A) ist sicherlich immer noch injektiv
und linear. Sie ist auch surjektiv, da wir das Bild entsprechend eingeschréankt
haben. Somit sind im A und im(B o A) isomorph, und es folgt

rg(Bo A) =dimim(Bo A) =dimimA =rgA .

Sei jetzt C € GL(n,k) invertierbar, insbesondere ist im C' = k™. Dann gilt
im(Ao(C) =im(Alimc) = im(Algn) =im A |
und es folgt
rg(AoC) =dimim(AoC) =dimim A =rgA .
Damit ist bewiesen.
Es seien wieder aq, ..., a, € k™ die Spalten von A. Dann gilt
(a1, ... an) = (Ale1), ..., Aen)) = im(Al e, c,)) =im A,

also auch

rgg A = dim(ay,...,a,) =dimim A =rg A .
Insbesondere ist also auch der Spaltenrang invariant unter Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen von links oder rechts.

Sei wieder B € GL(m,k) invertierbar, und sei D € GL(m,k) die Inverse.
Aus den Ubungen wissen wir, wie sich das Matrixprodukt unter Transposition
verhélt. Insbesondere gilt

B'-D'=(D-B)Y=FE =FE,=(B-D)!=D'-B",
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das heifit, die Transponierte B! ist ebenfalls invertierbar mit Inverser D!. Seien
also B € GL(m,k) und C € GL(n,k), dann gilt fiir den Zeilenrang

rgz(B-A-C) =1gg(C"- A"~ BY) = rg4(A") =1g4(A)
genau wie fiir den Rang und den Spaltenrang.

Wir wahlen jetzt Basen B von k™ und C von k"™ wie in Satz und
erhalten

_ E. 0
res() = res(57 - 4-0) = s () =+

E,. 0 _
:rgz<0T O)ngZ(B IAC):rng
Damit ist auch bewiesen.

Matrixdarstellungen in zu verschiedenen Basen unterscheiden sich um
Multiplikation mit einer Basiswechselmatrix von links oder von rechts. Nach
ist es also egal, wie wir B und C' wihlen, daher nehmen wir Basen wie im
Rangsatz (3.16). Es folgt im F' = (by,...,b), also rgF = dimimF = r =
rg A. O

3.19. FOLGERUNG. FEs seien F: V = W und G: X — Y zwei lineare Abbil-
dungen zwischen endlich-dimensionalen k-Vektorrdaumen. Dann gibt es genau
dann Isomorphismen P: V — X und : W — Y, so dass das Diagramm

(1) v Ltow

kommutiert, wenn
(2) dimV =dimX, dimW =dimY , und rigFF=1gG .
BEWEIS. Zu ,—* nehmen wir an, dass Isomorphismen P, () existieren, so

dass das Diagramm kommutiert. Dann folgt die Gleichheit der Dimensionen
in bereits aus Folgerung Auflerdem gilt

imG =im(Go P)=im(Q o F) =im(Qlimr) ,
und Qlim p: im F — im(Qlim r) = im G ist ein Isomorphismus. Also folgt
rgG =dimim G =dimim F =rg F' .
Zu ,,<—=" nehmen wir an, dass alle Gleichungen in gelten. Dann wéhlen

wir Basen B von W, C' von V, D von Y und F von X wie im Rangsatz [3.16
so dass F' und G jeweils durch die gleiche Blockmatrix

E, 0



3.2. DIMENSION UND RANG 93

dargestellt werden, wobei m = dimW =dimY, n =dimV = dim X und r =
rg ' = rg G. Indem wir wieder Basen und Basisabbildungen mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnen, erhalten wir das kommutative Diagramm

Esfolgtf1'i1rP:EoC'_1 und Q = Do B71, g

3.20. BEMERKUNG. Anhand dieser Folgerung kénnen wir gut erkliren, was
eine Klassifikation, was Normalformen und vollstindige Invarianten sind. Wir
geben uns eine Klasse von Objekten vor, in unserem Falle lineare Abbildun-
gen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen. Auflerdem sagen wir, wann
zwei Objekte ,,isomorph® sein sollen, in unserem Falle dann, wenn (|1)) aus Fol-
gerung gilt. Jetzt suchen wir in jeder Isomorphieklasse ein moéglichst ein-
faches Objekt, in unserem Fall die lineare Abbildung A: k™ — k™ aus dem
Rangsatz Das heifit, wir bringen eine lineare Abbildung F: V — W in
Normalform*, indem wir die isomorphe Abbildung vom Typ aus Satz [3.16] be-
stimmen. Dabei muss nur die Normalform eindeutig bestimmt sein; die bendtig-
ten Isomorphismen miissen nicht eindeutig sein. Manchmal ist die Normalform
durch eine vollstéindige Invariante festgelegt, in unserem Fall durch das Tripel

(dim V,dim W, dim F') € {(m,n,r) ! m,n,r € Nund r < min(m,n)} .

Wenn wir den Wertebereich unser Invarianten so vorgeben, existiert zu jedem
moglichen Wert der Invarianten genau eine lineare Abbildung in Normalform.

FEin einfacheres Beispiel sind endlich-dimensionale k-Vektorrdume V': hier
ist die ,,Normalform® der Spaltenraum k™ und die vollstdndige Invariante die
Dimension dim V' € N. Jeder Vektorraum V' ist zu einem eindeutigen k" iso-
morph, und der Isomorphismus ist die Basisabbildung. Wir sagen, ,endlich
erzeugte k-Vektorrdume werden durch ihre Dimension bis auf Isomorphie klas-
sifiziert“. Nach Proposition ist die Basis nicht eindeutig, sondern die
Menge aller Basen von V' steht in Bijektion zu GL(n, k). Wir kénnen also nicht
sagen, welche Spalte € k™ einem vorgegebenen Vektor v in der Normalform
entspricht, da die Koordinaten x von v von der Wahl der Basis abhéngen.

FEin noch einfacheres Beispiel ist die Klasse der endlichen Mengen, siehe De-
finitionen Zwei endliche Mengen M und N sind gleichméchtig, falls
es eine bijektive Abbildung f: M — N gibt. Als Normalform erhalten wir die
Mengen n = {0,...,n — 1} aus Bemerkung fir n € N (man konnte auch
die Mengen {1,...,n} nehmen), und die zugehorige vollstindige Invariante ist
die Méchtigkeit #M . Die Analogie zwischen Méchtigkeit und Dimension geht
relativ weit, beispielsweise gilt fiir die Vereinigung zweier Unterrdume eine d&hn-
liche Dimensionsformel wie fiir die Méachtigkeit der Vereinigung zweier endlicher
Mengen (Ubung).
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3.3. Lineare Gleichungssysteme

3.21. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge A C V heif3t
affiner Unterraum von V, wenn es einen Untervektorraum U C V und ein
Element ag € A gibt, so dass

A:a0+U:{a0—|—u|u€U}.

Ein affiner Unterraum A = a+ U heifit endlichdimensional mit dim A = dim U,
wenn U endlichdimensional ist, sonst unendlichdimensional. Seien U, W C V
Untervektorrdume, dann heiflen zwei affine Unterrdume a+U und b+ W parallel,
wenn U = W.

Man beachte, dass in manchen Biichern auch die leere Menge () als affiner
Unterraum der Dimension dim () = —oo betrachtet wird. Wir wollen die leere
Menge hier separat betrachten. Auflerdem ist bei uns ein affiner Unterraum
auch zu sich selbst parallel, dadurch wird Parallelitéit eine Aquivalenzrelation.

3.22. BEMERKUNG. Ein affiner Unterraum ist also das Bild eines Untervek-
torraums unter der Verschiebung um ag.

(1) In der Definition kommt es nicht darauf an, welches ag € A wir wihlen.
Denn sei a1 = ag+u; € A, dann gilt nach dem Unterraumaxiom ,
dass

a+U=a+ (u1+U)=ap+U.

(2) Ein affiner Unterraum ist genau dann ein Untervektorraum, wenn 0 €
A. Die Richtung ,,=—*“ folgt aus , und ,,<=* folgt aus , denn
aus 0 € A folgt A =04 U = U fiir einen Untervektorraum U C V.
Insbesondere ist jeder Untervektorraum auch ein affiner Unterraum.

(3) Es sei U C V ein Untervektorraum. Die Menge aller zu U parallelen
affinen Unterrdume von V ist gerade der Quotientenraum V/U aus
Definition 2.511

(4) In der Euklidischen Geometrie betrachtet man affine Unterrdume
des R? der Dimensionen 0 (Punkte), 1 (Geraden) und 2 (Ebenen).

Wir kommen zu linearen Gleichungssystemen. Gegeben eine Matrix A €
M, n(k), die sogenannte linke Seite und einen Vektor b € k™, die rechte Seite,
suchen wir alle Vektoren = € k™, so dass A -z = b. Das heif3t, wir suchen die
Liosungsmenge

L={zek"|A-z=0b}.
Wenn wir die Gleichung A - x = b ausschreiben, erhalten wir tatsdchlich ein
System linearer Gleichungen, nédmlich

a1 x1 + ... + aip-xTn, = by,
(*)
Amli 1 + ... + amn-Tn = bm .

Wir nennen das Gleichungssystem (ED homogen, wenn b = 0, und inhomogen,
wenn b # 0. Das zu A-xz = b gehorige homogene Gleichungssystem ist also A-x =
0.
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Etwas allgemeiner konnen wir eine lineare Abbildung F': V' — W und eine
,rechte Seite“ w € W betrachten, und nach der ,,Losungsmenge*

L={veV|Fu)=w}=F"({uw}),

also dem Urbild von w unter F, fragen. Wenn V' und W endlichdimensional
sind, konnen wir Basen wéahlen und F' als Matrix schreiben, und erhalten ein
lineares Gleichungssystem vom obigen Typ.

3.23. BEMERKUNG. Lineare Gleichungssysteme treten zum Beispiel beim
Losen der folgenden Probleme auf.

(1)
(2)
(3)

(4)

Betrachte A € M, ,(k), dann ist der Kern ker A von A gerade die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems A - z = 0.

Sei A wie oben, dann liegt b € k™ genau dann im Bild im A von A,
wenn das Gleichungssystem A - x = b (mindestens) eine Losung hat.
Es sei B € Mk eine Basis des k™. Um die Koordinaten z eines
Vektors v € k™ beziiglich B zu bestimmen, miissen wir nach Bemer-
kung [2.76] das lineare Gleichungssystem B -z = v ldsen. Fiir Ortho-
normalbasen geht es einfacher, siehe Proposition [3.9]

Eine quadratische Matrix A € M, (k) ist genau dann invertierbar,
wenn eine Matrix B € M, (k) mit A- B = FE, existiert (Ubung).
Um die Spalten by, ..., b, von B zu bestimmen, miissen wir die n
Gleichungssysteme A - b; = e; 16sen.

Das Bestimmen von Schnittpunkten von Geraden und Ebenen im Eu-
klidischen Raum fiihrt oft auf lineare Gleichungssysteme. Seien etwa
eine Gerade G und eine Ebene E C R? gegeben durch

2 1 1
E= ol+1-1].r+ 0].s|r,seR
0 0 -1
3 2
und G = 21+ 1) .t|teR » ,
1 1

dann bestimmen wir G N E durch Losen des Gleichungssystems

24r+s=3+4+2t r+s—2t=1,
-r =2+t — -r = t=2,
—s=1+4+ 1 —s— t=1.
Die einzige Losung dieses Systems ist r = —1, s = 0, t = —t; sie fiihrt
auf den einzigen Schnittpunkt
2 1 1 3 2
of—-1-1]1=(11]=12]-1(1
0 0 0 1 1

In der Numerik approximiert man Funktionen, indem man ihre Werte
nur an endlich vielen Stiitzstellen vorgibt. Anschlieend nihert man
Gleichungen mit zahlreichen unterschiedlichen Operationen (darunter
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Multiplikation mit anderen Funktionen und Differentiation) durch li-
neare Gleichungssysteme in den endlich vielen gesuchten Funktions-
werten an und erhélt so lineare Gleichungssysteme mit sehr vielen Va-
riablen und Gleichungen. In einer Simulation sind unter Umstdnden
fiir jeden Zeitschritt mehrere solcher Gleichungssysteme zu losen. Die-
se Gleichungssysteme zeichnen sich dadurch aus, dass in jeder Zeile
und jeder Spalte der linken Seite A nur sehr wenige Eintrige von 0
verschieden sind. Fiir diese Gleichungssysteme benttigt man schnelle,
approximative Losungsverfahren, die wir hier nicht besprechen werden.

Es folgen einfache, grunditzliche Uberlegungen zum Losungsverhalten li-
nearer Gleichungssysteme.

3.24. PROPOSITION. Es sei A € My, (k) und b € k™.

(1) Die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems A -x = 0 ist
gerade ker A.

(2) Das inhomogene Gleichungssystem A-x = b hat genau dann Lésungen,
wenn b € im A.

(3) Es sei A-xg =0, dann ist die Losungsmenge des inhomogenen Glei-
chungssystems A - x = b der affine Unterraum

{:I:Ek”’A-x:b}:xo—i-kerA.

BEWEIS. Die Aussagen und sind gerade die Punkte und aus
Bemerkung m Zu beachten wir, dass aus A - xg = b folgt, dass

Azx=b <= A (rv—29)=b—-b=0 <= =z—axpckerd. O

Punkt wird gern so umformuliert: Die allgemeine Lésung x des inhomo-
genen Gleichungssystems A-x +b ist die Summe aus einer speziellen Losung xq
des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Losung v = x — x¢
des zugehorigen homogenen Gleichungssystems A - v = 0.

3.25. PROPOSITION. Es seien A € My, (k) und b € k™. Die Losungsmenge
des linearen Gleichungssystems A-x = b verdndert sich nicht, wenn man A und b
von links mit der gleichen invertierbaren Matriz B € GL(m,k) multipliziert.

BEWEIS. Es sei x € k™ mit A -z = b, dann folgt
(B-A)-z=B-(A-x)=B"b.
Gelte umgekehrt (B - A) -z = B-b, und sei B~! die Inverse von B, dann folgt
A-x=B1'. (B-A)-z2=B'-B-b=b.
Also haben das alte und das neue Gleichungssystem die gleichen Losungen. [

3.26. BEMERKUNG. Wir betrachten jetzt besonders einfache invertierbare

Matrizen, die sogenannten Elementarmatrizen. Dazu seien i, j € {1,...,m}
mit ¢ # j und k € k* =k \ {0}. AuBerdem sei A € My, (k).
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(1) Wir betrachten die Matrix

i J

10 0
0 .
1
7 01 1
Pij—
1
i 1 0
1

o
0 o e 0 l

Linksmultiplikation mit F;; vertauscht die i-te und die j-te Zeile von A.
Diese Matrix ist zu sich selbst invers, also Pgl = B;.
(2) Als néchstes betrachten wir die Matrix

(2

10 e 0
0’ -
MZ(I{J): i k 1
o
0 e 01

Linksmultiplikation mit M;(k) multipliziert die i-te Zeile von A mit k
und ldsst alle anderen Zeilen unverdndert. Das Inverse dieser Matrix
ist Mi(k)_l = Mi(k_l).

(3) Zu guter Letzt betrachten wir

6.0 01
Linksmultiplikation mit M;(k) addiert das k-fache der j-ten Zeile von A
zur i-ten Zeile. Das Inverse dieser Matrix ist E;;(—k).

Multiplikation mit einer der obigen Elementarmatrizen P;;, M;(k) beziehungs-
weise E;j(k) heiBt daher eine elementare Zeilenumformung vom Typ (1)), (2)
oder (J3).

3.27. DEFINITION. Eine Matrix A € M, (k) heiit in Zeilenstufenform,

wenn es ganze Zahlen 0 <7 <mund 1 < j; < --- < j, < n gibt, so dass

(1) a;; =0 falls i > r oder falls ¢ <7 und j < j;, und
(2) aj, =1firallel <i<r.

Wir sagen, M sei in strenger Zeilenstufenform, wenn dariiberhinaus

(3) aij, =0 fiir alle 1 <p < r und i # p.

Ein Gleichungssystem A - x = b heifit in (strenger) Zeilenstufenform, wenn die
Matrix A in (strenger) Zeilenstufenform ist.
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Eine Matrix A = (aj;);; in Zeilenstufenform hat also folgende Gestalt:

Ji J2 Jr
0...01 al,jl_;,_l o al,j2_1 * a1’j2+1 R al,5p—1 * ai,j,—1 R al,n
0 1 ag’j2+1 PN a2’jT,1 * a2,jT+1 PN a2n
Ar—1,jp—1 * Gr—1 4,41 «++ Gr—1n
T 0 “ e 0 1 ay"jr_)'_l “ .. ar’n
0
0 ce 0
Die ,x“ sind beliebig, verschwinden aber, wenn A in strenger Zeilenstufenform
ist. Die Zahlen r und j1, ..., j, sind durch A eindeutig bestimmt. Wir sehen in

Proposition [3.29 unten, dass man bei einem Gleichungssystem in Zeilenstufen-
form die Losunsmenge leicht ablesen kann.

3.28. SATZ (GauB-Verfahren). Jedes lineare Gleichungssystem ldsst sich mit
Hilfe elementarer Zeilenumformungen in (strenge) Zeilenstufenform bringen.

Andere Namen sind Gauf-Algorithmus, Gauf$-Elimination, sowie Gauf-
Jordan-Verfahren fiir die strenge Zeilenstufenform.

BeEwEIs. Das Gauf3-Verfahren ist ein induktiver Algorithmus, bei man eine
Reihe elementarer Zeilenumformungen auf die Matrix A und die rechte Seite b
anwendet und so die Matrix A Spalte fiir Spalte in strenge Zeilenstufenform
bringt.

Induktionsannahme. Es seien r > 0 und 1 < j; < --- < j, < n sowie ¢
mit j, < ¢ < n (bezichungsweise ¢ > 0, falls » = 0) gegeben, so dass die
Bedingungen (1) und (beziehungsweise f fiir strenge Zeilenstufenform )
in Definition [3.27]fiir alle ¢ < n und fiir alle j < ¢ gelten. Das heifit, die Matrix A
ist bis einschliefllich Spalte ¢ bereits in strenger Zeilenstufenform.

Induktionsanfang. Wir beginnen mit ¢ = r = 0. Dann sind die obigen
Annahmen trivialerweise erfiillt.

Induktionsschritt. Falls r = m oder ¢ = n gilt, sind wir fertig. Ansonsten
setzen wir j = ¢ + 1 < n und unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: Falls es kein ¢ mit 7 < ¢ < m und a;; # 0 gibt, ist die Matrix bereits
bis zur j-ten Spalte in strenger Zeilenstufenform. In diesem Fall erhchen wir ¢
um 1, so dass ¢ = j, und fithren den néchsten Induktionsschritt durch.

2. Fall: Ansonsten gibt es ein kleinstes ¢ > r mit a;; # 0.

Schritt 1 (,,Tauschen®): Falls i # r+1, vertauschen wir die i-te und die (r+1)-
te Zeile mit einer elementaren Zeilenumformung vom Typ . Anschlielend
erhthen wir 7 um 1, so dass jetzt also a,; # 0.

Schritt 2 (,,Normieren®): Falls a,; # 1, multiplizieren wir die r-te Zeile mit a;jl,

so dass anschlieend a,; = 1, das ist eine elementare Zeilenumformung vom
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Typ . Jetzt setzen wir j, = j, so dass jetzt a,j, = 1, das heifit, Punkt in
Definition ist fiir 4 = r erfiillt.

Schritt 3 (,,Ausrdumen®): Schlielich subtrahieren wir von der i-ten Zeile das
a;j.-fache der r-ten Zeile fiir alle ¢ > r (beziehungsweise fiir alle ¢ # r fur
die strenge Zeilenstufenform), das ist eine elementare Zeilenumformung vom
Typ (3)), so dass hinterher a;;, = 0 fiir alle ¢ > r (beziehunsweise fiir alle 7 # 7).
Wir erhéhen ¢ um 1, so dass jetzt ¢ = j, und haben nun auch Punkt (und
gegebenenfalls auch ) in Definition fir alle j < ¢ erfiillt. Anschlieffend
wiederholen wir den Induktionsschritt.

Am Ende erhalten wir eine Matrix in Zeilenstufenform, beziehungsweise in
strenger Zeilenstufenform, je nachdem, ob wir in Schritt 3 die gesamte Spalte
oder nur unterhalb vom jeweiligen r ausgerdumt haben. O

Man beachte, dass wir in einem Schritt eine ganze Zeile durch a,;, divi-
dieren mussten, um a,;, = 1 zu erreichen. Aus diesem Grund lédsst sich das
Gauf3-Verfahren nicht auf Matrizen iiber Ringen anwenden, in denen nicht alle
Elemente aufler 0 invertierbar sind.

3.29. PROPOSITION. Sei A € M, »(k) eine Matriz in Zeilenstufenform, und
set b e k™.

(1) Eine Basis des Bildes im A = k" x {0} C k™ wvon A besteht aus den
Spalten aj, = A(ej;) firi=1, ..., r, insbesondere ist rg A = r.

(2) Das Gleichungssystem (ED st genau dann ldosbar, wenn bypy1 = --- =
bm = 0; in diesem Fall hat die Lisungsmenge die Gestalt

{xEk"’A-x:b}

I n
= ek |z, =0 — E ajjxj firallei=1, ..., r 5,
Tn, J=ji+1

jede Lsung ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe der Koordi-
naten x; fir alle j € {1,...,n}\ {j1,...,Jr}

(3) Es sei A in strenger Zeilenstufenform, und es sei {kyi11,...,ky} =
{1,...,n}\{J1,...,Jr} eine Aufzihlung der restlichen Spaltenindizes,
dann erhalten wir eine Basis (¢y41, ..., ¢y) von ker A aus Vektoren der
Form

T
Cg:ekl—Zeji.aikéekerAC]k” firt=r+1,...,n.

i=1

Fiir die Basis von ker A in benutzen wir die gleichen Buchstaben wir im
Beweis des Rangsatzes [3.16]

BEWEIS. Zu Aussage iiberlegen wir uns zunéchst, dass imA C k" x
{0} C k™, da alle Spalten von A in diesem Unterraum liegen.
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Sei umgekehrt b € k" x {0}, dann hat die Losungsmenge die in angege-
bene Gestalt. Wenn wir x; fir j € {1,...,n} \ {j1,...,/r} beliebig vorgeben,
bestimmen die Zeilen ¢ = r, ..., 1 in umgekehrter Reihenfolge die fehlenden
Koordinaten z;, , ..., z;, eindeutig. Daraus folgt (2]) sowie im A = k" x {0} und
insbesondere r = rg A, also gilt auch .

Zu wéhlen wir b = 0 und bestimmen Elemente ¢, der Lésungsmen-

ge ker A, indem wir fiir p=r +1, ..., n die Koordinaten xy, = d, vorgeben.
Die restlichen Koordinaten sind gerade die z;,,7 =1, ..., r. Wenn A in strenger
Zeilenstufenform ist, bestimmen wir x;, durch die i-te Gleichung und erhalten
n
Ty, = — Z Qiky, - Ly, = —Qiky -
p=r+1

Man iiberpiift anhand der Koordinaten xy,_,,, ..., ,, dass diese Vektoren
linear unabhéingig sind. Sie erzeugen den Kern, bilden also eine Basis, da

dimkerA=n—dimimA=n—1r. O

Wenn man das Gauf3-Verfahren konkret anwendet, schreibt man gern die je-
weilige linke Seite als Matrix ohne runde Klammern, macht rechts daneben einen
senkrechten Strich, und schreibt die rechte Seite rechts neben diesen Strich.
Dann fithrt man den obigen Algorithmus durch, wobei man sich nur an der lin-
ken Seite orientiert, aber alle Zeilenumformungen immer auf die linke und die
rechte Seite simultan anwendet. Dabei reicht es, fiir jeden Induktionsschritt ein
neues System aufzuschreiben. Unter Umsténden kann es sinnvoll sein, auf der
rechten Seite mehr als nur einen Vektor stehen zu haben, zum Beispiel, wenn
man ein Gleichungssystem simultan fiir mehrere rechte Seiten zu 16sen hat.

3.30. BEMERKUNG. Das Gaufl-Verfahren kann benutzt werden, um viele
verschiedene Probleme zu 16sen. Einige davon haben wir in Bemerkung [3.23
bereits angefiihrt.

(1) Um das Gleichungssystem (ED, also A-x = b zu lésen, bringen wir
es zunédchst mit dem Gaufl-Verfahren in Zeilenstufenform. Nach Be-
merkung [3.26| entsprechen elementare Zeilenumformungen gerade der
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links. Da wir alle Zei-
lenumformungen sowohl auf die linke als auch auf die rechte Seite
des Gleichungssystems angewandt haben, ist das neue Gleichungssy-
stem nach Proposition [3.25[ zum alten dquivalent, und wir kénnen die
Losungsmenge nach Proposition ablesen.

Zur Sicherheit sei daran erinnert, dass man ein Gleichungssystem
16st, indem man die gesamte Losungsmenge angibt (eventuell, indem
man feststellt, dass diese leer ist), und nicht nur eine einzelnes Ele-
ment der Losungsmenge. Wenn die Losungsmenge nicht leer ist, reicht
es allerdings nach Proposition , eine spezielle Losung zg und
den Unterraum ker A zu bestimmen, da die Losungsmenge dann gera-
de xg + ker A ist.
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Es sei A € My, ,(k), dann kénnen wir Basen von kerA C k"
und im A C k™ bestimmen. Wir bringen dazu A mit dem Gauf}-
Verfahren in strenge Zeilenstufenform. Sei B € GL(m,k) das Pro-
dukt der elementaren Zeilenumformungen entsprechenden Elementar-
matrizen, so dass B- A in strenger Zeilenstufenform ist. Mit Propositi-
on bestimmen wir zunéchst eine Basis von ker(B - A) = ker A.

Seien r und ji, ..., j, wie in Definition [3.27] zur Matrix B- A, dann
bilden die Vektoren (B-A)(e;,) firi =1, ..., r eine Basis von im(B- A)
nach Proposition . Da B einen Isomorphismus

Blima: im A = im(Bo A)
induziert, erhalten wir als Basis von im A C k™ gerade

(Alej),- -, Aley,))

insbesondere gilt rg A = rg(B-A) = r, siche auch Proposition .
Ubrigens kénnen wir die Basis (¢4 1, ..., ¢,) von ker A wie im Be-
weis des Rangsatzes zu einer Basis (c1,. .., c,) von k™ mit ¢; = ej,
fir: =1, ..., r erginzen. Wenn wir wie dort fortfahren, erhalten wir
ebenfalls die obige Basis (A(ej,), ..., A(e;,)) von im A.
Es seien Vektoren vy, ..., v, € k™ gegeben. Wir mochten wissen,
ob diese Vektoren linear unabhéngig sind, und ob sie k" erzeugen.
Dazu schreiben wir die Vektoren als Spalten in eine Matrix A und
bringen A in Zeilenstufenform. Dann bilden (v1,...,v,) genau dann
ein Erzeugendensystem, wenn r = rg A = m gilt.

Und sie sind linear unabhéngig, wenn A - x = 0 nur eine Losung

besitzt. Nach Proposition (2) ist das genau dann der Fall,
wenn {j1,...,Jr} = {1,...,n}, das heifit, wenn r = rg A = n gilt.
Um eine Matrix A € M,(k) zu invertieren, wenden wir das Gauf-
Verfahren diesmal mit der rechten Seite E,, an, das heif3t, wir 16sen n li-
neare Gleichungssysteme mit der gleichen linken Seite simultan. Wenn
wir wiahrend des Verfahrens nie eine Spalte iiberspringen (Fall 1 im Be-
weis tritt nicht ein) und A in strenge Zeilenstufenform bringen, dann
gilt j; = ¢ fur alle ¢ = 1, ..., n. Also bleibt auf der linken Seite die
Einheitsmatrix FE,, stehen.

Rechts steht das Produkt B aller Elementarmatrizen, die wir im
Laufe des Verfahrens angewendet haben, also

A|E, ~ E,|B.

Es gilt also B - A = E,,. Da beide Matrizen quadratisch waren, ist A
invertierbar, und B ist die inverse Matrix; dazu interpretiere A und B
als lineare Abbildungen und wende eine Ubungsaufgabe an.

Falls wir im Laufe des Gauf}-Verfahrens eine Spalte {iberspringen,
so dass ji,+1 > Ji, + 1 fur ein io (oder j; > 1 fiir i = 0), folgt i < 7;
fiir alle ¢ > 14p, insbesondere r < j, < n, so dass rg A < n gilt und A
daher nicht invertierbar sein kann. Das bedeutet, dass wir das Verfah-
ren abbrechen kénnen, sobald Fall 1 eintritt, und feststellen kénnen,
dass A nicht invertierbar ist. Aus diesem Grund ist es geschickter,
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zunéchst nur auf Zeilenstufenform hinzuarbeiten, und erst dann, wenn
man weifl, dass die Matrix invertierbar ist, auch oberhalb der Diago-
nalen auszurdumen.

(5) Fiir sehr grole Matrizen ist das Gauf-Verfahren zu rechenaufwendig.
Es gibt aber noch ein anderes Problem, sobald man nicht mit exakten
Zahlen rechnet, sondern in jedem Zwischenschritt nach einer bestimm-
ten Anzahl von Dual- oder Dezimalstellen rundet oder abschneidet:
Sobald man zwei anndhernd gleich grofle Zahlen mit kleinen prozen-
tualen Fehlern voneinander abzieht, erhélt man einen wesentlich grofie-
ren prozentualen Fehler im Ergebnis. Um dieses Problem so gut wie
moglich zu umgehen, kann man ein Verfahren anwenden, dass man Pi-
votisierung nennt. Dabei tauscht man in jedem Schritt 1 die Zeile r+ 1
mit derjenigen Zeile ¢, fiir die das Element a;; in der gerade aktuellen
Spalte betragsméfliig am grofiten ist.

3.31. BEMERKUNG. Die strenge Zeilenstufenform ist wieder eine Normal-
form. Diesmal betrachten wir als Objekte Matrizen A € M, ,,(k) und nennen
zwei Objekte A, A" € My, ,,(k) ,linkséquivalent, wenn es eine invertierbare Ma-
trix B € GL(m,k) gibt, so dass A’ = B-A. Mit dem Gau$-Verfahren [3.28|sehen
wir, dass jede Matrix zu einer Matrix in strenger Zeilenstufenform linksiquiva-
lent ist.

Mit ein bisschen zus#tzlichem Aufwand kann man zeigen, dass zwei Ma-
trizen in strenger Zeilenstufenform genau dann linksidquivalent sind, wenn sie
gleich sind. Also gibt es in jeder Linksiquivalenzklasse genau eine Matrix in
strenger Zeilenstufenform. Da es von diesen Matrizen offensichtlich sehr viele
gibt, erhalten wir keine schone vollstdndige Invariante fiir dieses Problem, aufler
der besagten Matrix in strenger Zeilenstufenform selbst.

Wir ziehen wieder Bilanz. Im ersten Abschnitt haben wir die Basissitze
von Steinitz kennengelernt. Sie sind sehr méchtige Hilfsmittel, um abstrakte
Probleme der linearen Algebra zu losen, etwa Existenz von Basen, Existenz
komplementirer Unterrdume, und so weiter. Im zweiten Abschnitt haben wir
diese Methoden benutzt, um Dimensionsformeln zu zeigen. Gleichzeitig liefern
die Beweise der Steinitz-Sdtze auch Algorithmen zur Konstruktion von Basen,
die man fiir explizite Rechnungen nutzen kann.

Im zweiten Abschnitt ging es um die Dimension — die entscheidende Inva-
riante fiir endlich erzeugte Vektorrdume — und den Rang — die entscheidende
Invariante fiir Abbildungen zwischen ihnen. Dimensionsformeln beschreiben das
Verhalten diverser Konstruktionen in der linearen Algebra, etwa Summen von
Unterrdumen, Quotienten, oder Kern und Bild linearer Abbildungen.

Im letzten Abschnitt haben wir vordergriindig lineare Gleichungssysteme
kennengelernt und mit dem Gauf-Verfahren gelost. Das Gauf3-Verfahren kann
aber noch mehr: es ist unser ,,Schweizer Messer” fiir viele kleine bis mittel-
groe Probleme der linearen Algebra. Es hat bereits weitere ,,Klingen* zur Be-
stimmung von Kern und Bild linearer Abbildungen und zum Invertieren von
Matrizen.



KAPITEL 4

Determinanten

Wir wollen Endomorphismen von Vektorrdumen beziehungsweise freien R-
Moduln V' verstehen, also lineare Abbildungen F': V — V. Endomorphis-
men endlich erzeugter freier Moduln werden durch quadratische Matrizen A €
M, (R) dargestellt. In diesem Kapitel lernen wir eine wichtige Invariante qua-
dratischer Matrizen kennen, die Determinante.

Uber den reellen Zahlen hat die Determinante etwas mit Volumina von
Parallelotopen zu tun, und etwas mit Orientierung. Uber den meisten anderen
Korpern und Ringen lassen sich diese Aspekte nicht voneinander trennen. Wir
beginnen in Abschnitt [£.I] mit der Beschreibung von Volumina, benutzen die
dort gewonnenen Erkenntnisse in Abschnitt [£.2] zur Definition der Determinan-
te, und fiihren in Abschnitt den Begriff der Orientierung ein.

Im ganzen Kapitel benotigen wir das Kommutativgesetz fiir die Multiplika-
tion. Insbesondere wird R in diesem Kapitel immer einen kommutativen Ring
mit Eins und k immer einen Kérper bezeichnen. Warum wir das Kommutativ-
gesetz brauchen, erkldren wir in Bemerkung und was ansonsten schiefgehen
kann, sehen Sie in Beispiel

4.1. Volumina und Determinantenfunktionen

In Bemerkung haben wir die Volumina von Parallelotopen im R?

ausgerechnet. Im R"™ wollen wir entsprechend das n-dimensionale Volumen
vol(vy, ..., vp)

eins von Vektoren vy, ..., v, € R™ aufgespannten Parallelotops bestimmen. Wir
mochten, dass dieser Volumenbegriff zwei Eigenschaften hat, ndmlich positive
Homogenitit und Scherungsinvarianz: Fiir alle n-Tupel (v1,...,v,), alle i, j €
{1,...,n} mit i # j und alle k£ € R soll gelten

(1) vol(vi, ..., 0i—1,v; . Ky Vig1, ..., vy) = vOl(v1,...,0n) - K| ;

(2) vol(vi, ..., 0i—1,vi +vj . k, Viq1,...,0n) = vol(v1,...,vn) .

Bedingung lasst sich mit dem Cavalierischen Prinzip begriinden: die
Querschnitte von beiden Parallelotopen mit affinen Unterrdumen parallel

zu (v1,...,0...,0,) haben jeweils dasselbe Volumen, wenn man v; um ein
Vielfaches von v; abéndert. Da allgemeine Kérper nicht angeordnet sind, ist

103
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Bedingung im allgemeinen nicht sinnvoll. Wir ersetzen sie daher durch eine
Art Homogenitéit und erhalten ein ,, Volumen mit Vorzeichen“ mit

(1) WU,y Vi—1, 05 Ky Vg1, ey Up) = w(U1, ..., 0p) K

Falls k = R oder Q und w die Bedingungen und erfiillt, erfiillt vol = |w|
die Bedingungen und und liefert daher einen Volumenbegriff.

Soviel zur Motivation. Wir wollen jetzt Volumina mit Vorzeichen betrach-
ten, und zwar zunéchst iber kommutativen Ringen R. Wir beginnen mit belie-

bigen R-Moduln M und Zahlen k € N.

4.1. DEFINITION. Es sei M ein R-Modul, k¥ € N, und a: M* — R eine
Abbildung. Dann heifit o multilinear, wenn fiir alle i € {1,...,k} und alle vy,
ey Viel, Uitl, --., U € M die Abbildung
(1) M — R mit W (V1. Vi1, W, Vit 1y - .y Vk)
linear ist. Sie heifit alternierend oder auch alternierende Form, wenn fiir alle i =
1, ..., k—1 gilt, dass
(2) Oé(Ul, N ,’Uk) =0 falls Vi+1 = U4 -

Die Menge aller alternierenden multilinearen Abbildungen o: M* — R wird

mit A¥M* bezeichnet. Falls V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum ist, heiBt eine
alternierende multilineare Abbildung w: V™ — k eine Determinantenfunktion.

Man beachte, dass wir fiir k¥ = 1 gerade den dualen Modul A'M* = M*
erhalten. Fiir £ = 0 setzt man sinnvollerweise A°M* = R.

4.2. BEISPIEL. Wir betrachten das Spatprodukt R3 — R mit (z,y,2)

(x Xy, z) aus Satz Wegen Bemerkungen (1)) und @, (@) ist das
Spatprodukt multilinear, und wegen Bemerkung und Satz ist

es alternierend. Also ist das Spatprodukt eine Determinantenfunktion.

4.3. PROPOSITION. FEs sei M ein R-Modul und «: M* — R multilinear.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Abbildung « ist alternierend,
(2) Die Abbildung « ist scherungsinvariant, das heifit, firi, j € {1,...,k}
mit i # j, (v1,...,v;) € M* und r € R gilt

04(111,...,’1),'_1,1}2'4-1)]'.T',’Ui_;,_l,...,’l)k) :a(vl,...,vk) .

Die folgende Aussage impliziert stets und ; falls R =k ein Kdrper ist,
st sie sogar zu thnen dquivalent.

(3) Es gilt a(vy,...,v) =0, wenn (vy,...,v;) € M¥ linear abhingig sind.

Die Aussagen f implizieren die folgende FEigenschaft, die iiber Kor-
pern R =k der Charakteristik x (k) # 2 zu ihnen dquivalent ist.

(4) Die Abbildung o ist antisymmetrisch, das heifst, fir alle (v1,...,vg) €
MF* und alle i, j € {1,...,k} miti < j gilt

a(vl, N ,’Uifl,vj,’l)lurl,. . .,’Ujfl,/Ui,’UJLFl, . ,Uk) = —oz(vl, .. .,’Uk) .
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BEWEIS. Da wir Aussage gleich brauchen, beginnen wir mit ,, —
“ und betrachten zunéchst den Fall j = ¢ + 1. Dann folgt

a(vl, - ,’Uk) = 04(111, - ,’Uk) + Oé(?)l, ey Ui, Vi, Uiy, .. .,Uk)
-0

= 04(111, e, U, Ut Vi1, Vig2, - ,’Uk>

— (v, ..., Vo1, U + Vig1, Vi + Vig1, Vig2, - ., Uk)

=0

= 04(111, ce Vi1, Vi1, UV T Vi1, Vg, .. ,Q}k)

+ 04(1)1, ey Vi1, Vi1, — Vi1, Vg2, - - ,’Uk)

=0

= —Oé(’l}l, ey Ui—1yVi415 V45 V42, - -« ,’Uk) .

Also &ndert sich das Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte Vektoren ver-
tauscht. Der allgemeine Fall folgt durch Induktion iiber p = j — i, denn

avy,...,v5) = —afv,. .. 1 Vi—1,Uj—1, Vit 1, -+ 5 Uj—2, Vi U, Uj41, - - , k)
= a(vl,...,vi_l,vj_l,viﬂ,...,vj_g,vj,vi,vjﬂ,...,vk)
= _a(Ula---7'Uz'—17Uj:'Uz'+1a---an—2a'Uj—1an7Uj+la---7'Uk) .

Dabei haben wir nur Argumente im Abstand von weniger als p vertauscht.

Zu ., (1) = (2)“ benutzen wir (). Fiir alle 7, j € {1,...,k} mit i # j und
alle r € R gilt

a(vy,...,v) = —a(vy,... s Vie 15 Uj—15 Vi 1y« + 5 Vjm2, Viy Ujy Ut 1+« + 5 V)
—04(7)1,...,1),'_1,1)]'_1,1),'4_1,...,Uj_g,vj,?}j,vj+1,...,Uk)-7“
VT
=0
= —a(vl,...,vi_l,vj_l,vi+1,...,vj_Q,vZ-+vj.r,vj,vj+1,...,vk)
:a(vl,...,vi_l,vi—i—vj.r,vi“,...,vk) .

Die Richtung ,,(3) = “ ist klar, denn falls v;y; = v;, sind (v1,...,vx)
linear abhéngig.

Zu ,, — “ sei R =k ein Korper, und die Vektoren (v, ..., v) seien
linear abhingig. Nach Lemma existiert ein i € {1,...,k}, so dass v; als
Linearkombination der restlichen Vektoren dargestellt werden kann, also

v; = E ’Uj .Tj
JFi

mit r; € R. Nur mit Hilfe der obigen Scherungsinvarianz folgt daraus

a(vy,...,vp) = a<vl, . ,vi_l,Zvj ST Uig s - ,vk>
J#i
= Oé(’Ul,...,Ui_l,O,’UH_l,. . .,’Uk) =0.
Die gleiche Rechnung mit v; = ;41 liefert auch ,, = “ (und braucht
nicht, dass R ein Korper ist).
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Schliefllich sei R = k ein Korper der Charakteristik x(k) # 2, und es gel-
tev; =v; furd, j e {1,...,k} mit i < j. Aus folgt , da

1
a(vy, ..., ) = ia(vl,...,vk)
1
- Ea(vla" -5 Vi—1,V5, Vit1, - - -5 V-1, Vi, Ujt1, - '77)]6) =0. O

4.4. BEMERKUNG. Wir haben in der Motivation von einem ,,Volumen mit
Vorzeichen“ Homogenitét und Scherungsinvarianz gefordert. Multilineare
Abbildungen sind insbesondere homogen, und wir haben gesehen, dass alter-
nierende multilineare Abbildungen auch scherungsinvariant sind.

Umgekehrt sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und w: V* — k
sei homogen und scherungsinvariant. Aus Scherungsinvarianz folgt wie oben,
dass w(vy,...,v,) =0, wenn (v1q,...,v,) linear abhiingig sind.

Wir wollen jetzt zeigen, dass
wu+ w,ve,...,v,) =w(u,va,...,0,) +w(w,ve,...,v,),

dann ist w(vy,...,vy,) linear in v;. Die Linearitdt in den anderen Argumenten
folgt genauso. Wir unterscheiden zwei Félle: wenn (ve, ..., v,) linear abhéngig
sind, reduziert sich die obige Gleichung zu 0 = 0 + 0.

Wir diirfen also annehmen, dass (ve,...,v,) linear unabhéngig sind, und
ergénzen zu einer Basis (v1,...,v,). Dann existieren kj, {; € k, so dass

u:Zvj.kj und w:Zvj.éj.
J J

Aus Scherungsinvarianz und Homogenitét folgt

wu~+ w,ve,...,0,) :w<Zvj.(kj +£j),v2,...,vn>
J

w(vl . (kl —i—ﬂl),vg, - ,’Un)
w(vr,...,vn) . (k1 + 1)
Wl ..oy vn) k1 Fw(vr, ... v,) - 4

_W(ZUj.kj,vg,...,vn) +w<2vj .Ej,vg,...,vn>
J J

= w(u,v2,...,0y) +w(w,vy,...,0p) .

Also entsprechen Determinantenfunktionen genau unseren ,, Volumina mit Vor-
zeichen.“

4.5. BEMERKUNG. Wir {iberlegen uns leicht, dass die Summe zweier De-
terminantenfunktionen und auch ein skalares Vielfaches einer Determinanten-
funktion wieder eine solche ist. Also ist A" M™ ein R-Modul. An dieser Stelle
braucht man Kommutativitdt von R, siehe dazu die Bemerkung vor Defini-
tion Aber man braucht Kommutativitit von R bereits, um iiberhaupt
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multilineare Abbildungen mit zwei oder mehr Argumenten zu bekommen, wie
die folgende Rechnung zeigt:

a(vy, ... o) r-s=avy.r,ve, ..., 0;) - 8§ = vy .7,V . 8,V3, ..., V)

= avy,v2.8,03,...,0) T =a(V1,...,0%) ST .

Dass es iiberhaupt verschiedene Determinantenfunktionen auf demselben
Modul oder Vektorraum gibt, sollte uns nicht erstaunen; schlieflich kann man
auch das Volumen im ,,uns umgebenden R3“ mit verschiedenen Volumenbegrif-
fen messen — etwa in Litern, Kubikmetern, fliissigen Unzen, Féssern, etc.

Wir wollen jetzt fiir alle Ringe R (kommutativ, mit Eins) ein spezielles
Element w,, € A"(R")*, die Standard-Determinantenfunktion, durch Induktion
iiber n € N konstruieren. Fiir n = 1 setzen wir wo(r) = r € R und sind fertig.

Sei w,_1 bereits konstruiert. Wir fassen Vektoren x € R™ durch Weglas-
sen der letzten Koordinate als Vektoren z’/ € R" ! auf, und nennen die letzte
Koordinate e, (x). Wir definieren w,, rekursiv durch

n
(%) wal@ran) = (D) en (@) wpa(2h, . 2 a) ER,

i=1
wobei ein Dach {iber einem Eintrag wie zu Beginn von Abschnitt gerade
» Weglassen* bedeutet. Diese Konstruktion liefert zugleich ein erstes Verfahren
zur Berechnung von wy, die Laplace-Entwicklung, siehe Satz [£.19] unten.

4.6. PROPOSITION. Es set R ein kommutativer Ring mit Fins, dann ist die
oben konstruierte Abbildung wy: R™ — R alternierend, multilinear, und erfillt

wp(el,...,en) =1.

BEWEIS. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion iiber n. Fiir n =
1 ist die Behauptung klar.

Sei die Proposition fiir w,_1 bereits bewiesen. Linearitit von w, an der i-
ten Stelle folgt fiir den i-ten Summand in @ aus der Linearitdt von e,, fiir die
restlichen Summanden aus der Multilinearitiat von wy,_1.

Sei jetzt x;41 = x; fir ein 4 € {1,...,n — 1}. Dann sind der i-te und der
(i41)-te Summand in @ bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg, bei
allen anderen Summanden werden zwei gleiche Vektoren nebeneinander in w,_1
eingesetzt, was nach Induktionsvoraussetzung 0 ergibt.

AuBerdem ist ,,(e;) = 0 fiir ¢ < n, und die Vektoren €] fiir i < n sind gerade
die Standardbasisvektoren des R™. Also gilt

wnlet, ... en) = (=1)" e (en) wn_1(el, ..., el 1) =1. O

Als néchstes {iberlegen wir uns, dass der Raum A™V* genau eindimensional
ist. Zunéchst erinnern wir uns an die Automorphismengruppe Aut(M) einer
Menge aus Beispiel Es sei weiterhin w,, die soeben auf R™ definierte Deter-
minantenfunktion.
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4.7. DEFINITION. Es sei n € N. Die symmetrische Gruppe S, in n Elemen-
ten ist definiert als S, = Aut({1,...,n}), ihre Elemente S,, > o: {1,...,n} —
{1,...,n} heilen Permutationen.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Wir definieren das Vorzeichen
oder auch Signum einer Permutation o € S, durch

sign(o) = wy, (60(1), .. ,eg(n)) .

Unter einer Transposition verstehen wir eine Permutation 7 = 7;; € S, die
nur zwei Elemente 7 und j mit 1 < ¢ < j < n vertauscht, also

j falls k =1,
7ij(k) = ¢ i falls k = j, und
k sonst.

4.8. PROPOSITION. Jede Permutation o € S, kann als Produkt c = 1j0---0

7 von Transpositionen 71, ..., T € S, geschrieben werden. Wir definieren das
Vorzeichen von o durch
(1) sign(o) = (—=1)*.

Fiir p, 0 € S, gilt dann
(2) sign(p o o) = sign(p) - sign(o) und sign(o 1) = sign(o) .

Dabei fassen wir die Identitéit als ,leeres Produkt® mit & = 0 auf. Im all-
gemeinen sind weder k noch 7y, ..., 7, durch o eindeutig bestimmt, allein das
Vorzeichen ist eine Invariante. Nach (1)) gilt stets sign(o) € {1, —1}, unabhéngig
vom Ring R. Allerding kénnte 1 = —1 in R gelten (Beispiel: R = Z/2Z); in
diesem Fall verliert das Vorzeichen seine Information.

BEWEIS. Wir beweisen die erste Aussage durch Induktion iiber n. Fiirn = 1
gibt es nur eine Permutation, die Identitdt, mit

sign(idgy) = 1.
Sei die Aussage fiir alle 0’ € S,_1 bewiesen, und sei o € S,. Falls o(n) = n,
sei o’ = o|(1,. n—1} € Sn—1. Dao’ ein Produkt von Transpositionen aus Sy, 1 ist,
ist o das Produkt von Transpositionen aus S,,, die jeweils die gleichen Elemente
vertauschen. Falls o(n) # n, sei 7 die Transposition, die o(n) und n vertauscht,
so dass

(too)(n)=n.
Nach dem obigen Argument ist 7oo ein Produkt von Transpositionen 7j0- - -o7y.
Da 7 =771, folgt

O=TO0TL0:--0Tg .

Seioc=710---07 €Sy, und sei w, € A"(R")* die Determinantenfunktion
mit wy(e1,...,e,) = 1 aus Propositionen [4.6] Aus Proposition [4.3] (4) folgt (1)),

denn
sign(a) = Wn (ba(1)7 ey ba(n)) = (—1)k .
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Zu stellen wir p und o als Produkte von j und k£ Transpositionen dar,
dann erhalten wir eine Darstellung von p o ¢ als Produkt von j + k& Transposi-
tionen, und die erste Behauptung folgt. Die letzte ergibt sich dann aus

sign(o) - sign(o™ 1) = sign(o - o) = sign(id) =1 . O

In der folgenden Proposition zeigen wir die Eindeutigkeit einer bestimmten
Determinantenfunktion. Der Beweis liefert uns eine zweite Berechnungsmethode
der Standard-Determinantenfunktion w,, die sogenannte Leibniz-Formel, siehe
Satz unten.

4.9. PROPOSITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins, r € R und M
ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, ...,b,). Dann ezistiert genau eine De-
terminantenfunktion w € A" M™* mit

w(by,...,by) =1

Sei wp die obige Determinantenfunktion zu r = 1, dann ist A"M™* ein freier
R-Modul mit Basis (wg).

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei » = 1. Andernfalls multiplizieren wir
hinterher das Ergebnis mit r. Zur Eindeutigkeit bestimmen wir den Wert
von w(vy,...,v,) fir Modulelemente

n
vj:Zbi.aijeRn fir j=1,...,n.
=1

Als erstes schlieflen wir aus Multilinearitéit, dass

w(vl,...,vn) :LL)(zn:bi.ail,...,zn:bi.ain)
=1 =1
= Z Zw(bz-l,...,bin)-aill---ainn.

=1  in=1
Als néchstes diirfen wir wegen wir alle Summanden weglassen, bei de-
nen i; = iy, fiir j # k. Somit ist die Abbildung von der Menge {1,...,n} in sich
mit j — 4; injektiv, und da die Menge endlich ist, auch surjektiv. Wir kénnen
die Indizes i1, ..., iy, also durch eine Permutation beschreiben und erhalten

W, ... ) = Z W(bo(1), -+ > bo(n)) * Qo)1 Go(n)n -
0ESH

Nach Proposition kénnen wir o als Produkt von k Transpositionen
schreiben. Also geht w(ba(l), ey ba(n)) aus w(by,...,by) hervor, indem man
k-fach je zwei Argumente vertauscht. Wegen Proposition ist w eindeutig
bestimmt durch

W(Ul, v 7vn) = Z Sign(a) w(bl’ SER) bn) *Q5(1),1 " Qo(n),n
oESH

(*) = Z sign(a) As(1),1 " Ag(n),n -

O'ESTL
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Es sei B: R* — M die Basisabbildung, siche Bemerkung und es
sei v; = B(a;) mit a;j = (ai;); € R". Wir definieren zunéchst eine alternie-
rende multilineare Abbildung wp mit

wp(v1,...,vn) =wpla,...,an), so dass wp(bi,...,by) =1.

Nach Proposition ist w, multilinear und alternierend, also auch wg. Wir
erhalten die gesuchte Form w als

w=wp-r=wp.w(b,...,by).

Aufgrund der obigen Eindeutigkeitsaussage sind alle w € A"M* von dieser
Gestalt, also bildet (wp) eine Basis von A™M*. O

4.2. Die Determinante

Ausgehend von den Uberlegungen im letzten Kapitel fithren wir jetzt De-
terminanten von Endomorphismen und quadratischen Matrizen ein. Wahrend
Determinantenfunktionen dazu dienen, Volumina von Parallelotopen in einem
Vektorraum zu beschreiben, misst die Determinante, um welchen Faktor ein
Endomorphismus das Volumen einzelner Parallelotope vergroflert oder verklei-
nert.

4.10. BEMERKUNG. Es seien M, N Moduln iiber R und F': M — N linear,
dann definieren wir fiir alle k eine Abbildung F*: A*N* — AFM* durch

(1) (F*(a))(vlv"ka) :a(F(Ul)a'--vF(Uk))
fir alle « € A*N* und alle vy, ..., vy. Die rechte Seite ist sinnvoll, da wir a
auf k Elemente F'(v1), ..., F(vg) von N anwenden, und entsprechend erhal-

ten wir eine Abbildung F*(a): M* — R. Man nennt F*(a) auch die mit F
zuriickgeholte Form.

Wir zeigen, dass F*(«) im ersten Argument linear ist; fiir die anderen Ar-
gumente zeigt man Linearitéit genauso. Es seien z, y und vs, ..., vp € M und 7,
s € R, dann folgt

(F*(@)@ 7+ 52, .., 08)
=a(F(z.r+y.s),F(v),...,F(vg))
=a(F(z).r+F(y).s, Fv ) . F(u))
= a(F(z), F(v2),...,F(v)) -7+ a(F(y), F(v2),...,F(vg)) - s
= (F(a))(z, 02, ... o) - 7+ (F* () (y, v2, .. vp) - 5
Also ist F*(«) multlinear.
Und F*(«) ist auch alternierend, denn
(F*(a))(v1,. -+, 00,00y vg) = @(F(v1), ..o, F(vi), F(vi), ..., Fug)) = 0.
Es folgt F*(a) € A*M* wie behauptet.
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In Bemerkung haben wir uns iiberlegt, dass A*AM* und A* N* Moduln
iiber R sind. Die Abbildung F*: A*N* — AFM* ist linear, denn fiir alle «,
BeAEN* aller, s € Rund alle vy, ..., v € M gilt

(2) (F(a.r+8.5))(v1,...,vg)
=(a.r+p8.s)(F(v1),...,F(u))
=a(F(v1),...,F(vg)) -7+ B(F(v1),...,F(uvg)) - s
= (F*(a).r+ F*(8).5)(vi,...,vg) -

Schliellich seien F': M — N und G: L — M lineare Abbildungen, dann
gilt (FoG)* = G* o F*: A*N* — A*L*, denn

(3) ((FoG)(@)(h.-...00) = a(F(G()), .., F(G(t)))
= (F*(@))(G(1), . G(tw)) = (G (F (@) (br, - )

Man beachte, dass Zuriickholen die Reihenfolge der beteiligten Abbildungen
vertauscht.

Es sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, ...,by,). In Proposition
haben wir gesehen, dass A"M* = R ein freier Modul mit einelementiger Ba-
sis (wp) ist. Dabei ist wp € A"M* das Element mit wg(by,...,b,) = 1. Sei
jetzt F' € Endg(M), dann ist F* € Endr(A™M*) nach der obigen Bemerkung,
aber Endg(A"M*) =2 R, da A"V* = R. Also existiert zu jedem F' € End M ein
Skalar a = det F' € R, so dass

Fro=w.a fiir alle w € A"M™ .

Um a zu bestimmen, wihlen wir eine Basis (by,...,b,), definieren wp wie in
Proposition und iiberlegen uns, dass

wWB (F(bl)a s 7F(bn)) = (F*(WB))(blv s 7bn)
= (wp.a)(bi,...,bp) = (wp)(b1,...,bn) a=a.
Im Spezialfall M = R™ mit der Standardbasis sind die Vektoren F'(ej), ...,
F(ey) nach Folgerung[2.77|genau die Spalten der Abbildungsmatrix A € M, (R)

von F', und wp ist gerade die Standarddeterminantenfunktion w, aus Proposi-
tion Das motiviert die folgende Definition.

4.11. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein frei-
er R-Modul mit einer n-elementigen Basis, wobei n > 1, und F € Endg(M)
ein Endomorphismus. Dann ist die Determinante von F der eindeutige Ska-
lar det F' € R, so dass

(1) Frw=w.detF fiir alle w € A"M™ .

Wir definieren die Determinante einer Matrix A € M, (R) mit den Spal-
ten aq, ..., a, € R™ durch

(2) det A = wyp(ay,...,ay) .
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Im Falle n = 0 folgt det() = 1, da wp() = 1. In Gleichung haben wir
fiir jeden Endomorphismus F' € Endr M die Determinante definiert, ohne eine
Basis fixiert und F' als Matrix geschrieben zu haben; diese Definition ist also
basisunabhdngig. Wenn wir eine Basis B wihlen und A die Abbildungsmatrix
von F beziiglich der Basis B (sowohl vom Definitions- als auch vom Wertebe-
reich) darstellen, ist die Determinante von A durch definiert. Unsere obige
Voriiberlegung besagt, dass

det A =det I .

Auf diese Weise héngen und zusammen. Wichtig ist dabei immer, dass
wir nur Determinanten von Endomorphismen definieren kénnen. Abbildungen
zwischen verschiedenen Vektorrdumen haben keine wohldefinierte Determinan-
te, es sei denn, wir geben auf beiden Rdumen eine Basis vor — nur in diesem
Fall kénnen wir iiberhaupt Volumina vergleichen.

Unsere Definition der Determinante auf dem Umweg tiber das Zuriickziehen
von Determinantenfunktionen hat Vorteile: sie ist basisunabhéngig und erlaubt
es uns, relativ einfach die Multiplikativitdt der Determinante zu verstehen.

4.12. SATZ. Sei V' ein freier R-Modul mit einer n-elementigen Basis, und
es seien F, G € End V', dann gilt

(1) det(FoG)=det F-detG,

d.h., die Determinante ist multiplikativ. Fir Matrizen A, B € My(R) gilt
entsprechend

(2) det(A-B) =det A-detB .

BEWEIS. Die Multiplikativitdt von det iiber einem Korper k folgt direkt
aus der Kompositionsregel in Bemerkung , denn fiir alle w € A"V* gilt

w.det(FoG)=(FoG)'w=G"oF'w=F‘w.detG=w.detG-det F .

Indem wir w = w,, # 0 wihlen, folgt . Sei F' € Aut V, dann ist F invertierbar
nach Definition also existiert eine Umkehrabbildung F~! mit

det F - det F~! = det(F o F71) = det(idy) = 1 .

Insbesondere folgt det F' € k* =k \ {0} mit (det F)~! = det(F 1), und auBer-
dem ist det: AutV — k* ein Gruppenhomomorphismus.

Wir erhalten als Spezialfall fiir M = R", da Endr M = M, (R). O
4.13. SaTz (Leibniz-Formel). Fir jede Matriz A € M, (R) mit n > 1 gilt
n

det A = Z sign(o) - H A (j),j = Z sign(p) -
j=1

oeS(n)

@i, p(i) -
1

pES(n) i

BEWEIS. Die erste Formel ist @ aus dem Beweis von Proposition Sei p
die Umkehrabbildung von ¢, dann erhalten wir die zweite Formel, indem wir j
durch p(i) ersetzen. O
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4.14. BEMERKUNG. Permutationen o € S,, werden oft als 2 x n-Matrix
B 1 ... n
7= \o1) ... on)

Fiir n = 2 gibt es genau zwei Permutationen

. (1 2 (1 2
1d—<1 2> und 7‘—(2 1).

Da 7 eine Transposition ist, gilt sign(7) = —1, und es folgt die einfache Formel

geschrieben.

det (M1 M2} _ Qg ; —a -a = a1 a2 — G12 a9
as; o 1,id(1) * ¥2,id(2) 1,7(1) " 42,7(2) :

Fiir n = 3 gibt es schon sechs Permutationen

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3/ 2 3 1)”° 31 2)°7°
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 2/ 2 1 3)” 3 2 1)°7°

wobei die erste Reihe Vorzeichen 1 und die zweite Reihe Vorzeichen —1 hat.
Hiermit erhalten wir fiir 3 x 3-Matrizen die Sarrussche Regel:

aip a2 @13 a1 a2
ailr a2 aiz AN BN BN -

det | @91 a9 aoz | = a21 a2 a3 a1 a2

. , BN
asi a2 as3 a3zl azz azz azr ase

= a11 22 a33 + a12 G423 a31 + (13 G21 432
— Q11 G23a32 — @12 421 A33 — 13 422 A31 -
Hierbei werden die Elemente entlang der drei durchgezogenen Linien jeweils

aufmultipliziert und zusammenaddiert, und die Elemente entlang der unterbro-
chenen Linien werden ebenfalls aufmultipliziert und danach subtrahiert.

Fiir n = 4 gibt es bereits 4! = 24 Permutationen; zuviele, um die Leibniz-
Formel durch ein einprégsames Rechenschema darzustellen.

Zur Berechnung grofierer Determinanten ist die Leibniz-Formel nicht zu
empfehlen (Ubung). Sie erlaubt aber einige interessante Schlussfolgerungen.

4.15. FOLGERUNG. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A €
M,(R).

(1) Es gilt det(A!) = det A.

(2) Die Determinante det A ist multilinear und alternierend in den Zeilen
der Matriz A.

(3) Sei R = k ein Korper, dann verschwindet die Determinante det A,
wenn die Zeilen von A linear abhingig sind.

(4) Die Determinante det A dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches
ewner Zeile zu einer anderen dazuaddiert.
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(5) Die Determinante det A wechselt das Vorzeichen, wenn man zwei Zei-
len vertauscht.

BEWEIS. Aussage ergibt sich durch Vergleich der Leibniz-Formeln aus
Satz fiir A und A?, denn

det(A") = Z sign(o Ha = det(A) .
oE€Sh
Jetzt folgen f fiir A jeweils aus Definition und Proposition ange-
wandt auf die Matrix A?. O

4.16. DEFINITION. Eine Matrix A = (aij)i; € My(k) heifit in oberer (un-
terer) Dreiecksgestalt, oder kurz obere (untere) Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0
fiir alle 4, j € {1,...,n} mit ¢« > j (i < j). Eine Matrix heif}t in strikter obe-
rer/unterer Dreiecksgestalt, wenn zusétzlich a;; = 0 fiir alle i € {1,...,n}.

Somit ist die linke Matrix unten eine obere Dreiecksmatrix, und die rechte
sogar in strikter Dreiecksgestalt:

ajl e QA1p 0 a2 ... A1n
0 a9
9
: e T : Qp—1,n
0 ... 0 apn 0 e 0

Auflerdem erinnern wir uns an Blockmatrizen, siehe Satz

4.17. FOLGERUNG. Fs sei R ein kommutativer Ring mit Fins.

(1) Seien A € Mi(R), B € Myy(R), C € Myp(R) und D € Myo(R).
Dann gilt

et ((y ) = det() -den(D) et (5 )

und  det (g ﬁ):(—1)“det(A)-det(D):det <10) é)

(2) Es sei A eine obere oder untere Dreiecksmatriz, dann gilt
n
det(A) = Haii .
i=1

BEWEIS. Die symmetrische Gruppe Sk, enthélt eine Teilmenge
U= {UGS]H_K}O' <k firi<kundo(i) >k firi >k}
=Aut({1,...,k}) x Aut({k+1,...,k+0}) = S, x Sp.
Fiir 7 € S und p € Sy sei 0 = (m, p) € U gegeben durch
=m0 = {70 i
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Schreibt man 7 und p als Produkt von Transpositionen, dann erhélt man o als
Produkt all dieser Transpositionen, wobei jede zu p Transposition, die eigent-
lich ¢ und j < £ vertauscht, durch eine Transposition ersetzt, die stattdessen k-+i
und k + j vertauscht. Es folgt

sign (7, p) = sign(mw) - sign(p) .

Wir bezeichnen die gesamte Matrix mit M = (m;;) € Myio(R). Wir be-
weisen die erste Gleichung in , das heifit, wir nehmen an, dass m;; = 0,
falls j < k < i. Sel nun 0 € Sk \ U, dann gibt es entweder ein i > k
mit o(i) < k und in dem zugehorigen Summand der Leibniz-Formel taucht das
Element m; ,(;) = 0 auf; oder es gibt ein j < k mit o(j) > k, aber in diesem Fall
muss es auch ein ¢ wie oben geben, da ¢ bijektiv ist. Mit dieser und den voran-
gegangenen Uberlegungen lisst sich die Leibniz-Formel aus vereinfachen
zZu

A B k+¢
det <O D) = Z sign(o) ]:[1 M o (i)

occU
k l
= 3 3 st sgn) [T o T misn o
TESy pESy i=1
k )4
Z sign(m H Qi (i) ° Z sign(p H =detA-detD .
TES =1 pES, j=1

Genauso zeigt man die zweite Gleichung in der ersten Zeile von . Fiir die
zweite Zeile vertauscht man erst jede der k hinteren Spalten mit jeder der /¢
vorderen, bis die Matrizen wieder die gleiche Gestalt wie in der ersten Zeile
haben. Die k - £ Vertauschungen ergeben den zusitzlichen Faktor (—1)*.

Wir beweisen fiir obere Dreiecksmatrizen durch Induktion. Fir n = 1
ist die Aussage klar. Wenn wir sie fiir n — 1 bereits bewiesen haben, schreiben

wir A als Blockmatrix
A b
A = det ( 0 ann> ,

dabei ist A’ € M,,_1(R) wieder eine obere Dreiecksmatrix und b € R"~!. Aus
folgt, dass

A b , -
detA:det<0 ann) =det A ‘annzqaii' 0

4.18. BEMERKUNG. In Folgerung[4.15 haben wir gesehen, wie sich die Deter-
minante unter Zeilenumformungen verhélt, also konnen wir Determinanten jetzt
auch mit dem Gauf-Verfahren aus Satz berechnen. Wegen Folgerung [£.17]
miissen wir unsere Matrix nicht auf strenge Zeilenstufenform bringen; es reicht
obere Dreiecksgestalt. In den Ubungen schen Sie, dass das Gauf-Verfahren weni-
ger Rechenaufwand verursacht als Leibniz-Formel und Laplace-Entwicklung, es
sei denn, die Matrix enthielte viele Nullen. Hauptnachteil des Gauf3-Verfahrens:
es funktioniert nur iiber Kérpern.



116 4. DETERMINANTEN

Wir modifizieren das im Beweis von Satz beschriebene Verfahren, an-
gewandt auf eine Matrix A, wie folgt. Wir beginnen mit einem Vorfaktor ag = 1
und erhalten nach dem r-ten Schritt

1 ags s Q1n
0

detA=---=aq, -det| . . 1 Ay r4+1 T Qrn
: 0 Ar41r4+1 "0 Qr4ln
0 -« 0 Gupp1 - Gnn
Ar41r4+1 " Gr4ln

= q, - det : :
Qn,r+1 te an.n

Hierbei haben wir Folgerung und ausgenutzt und geschlossen, dass
nur der untere rechte Block einen Beitrag leistet. Sie miissen also bei einer
groBeren Matrix gegen Ende des Verfahrens nicht mehr die ganze Matrix mit-
schleppen.

Falls wir im Laufe des Verfahrens eine Spalte iiberspringen (,,1. Fall“ im
Beweis von Satz[3.28]) ist am Ende des Verfahrens die letzte Zeile 0, folgt det A
aus Folgerung &@, und wir kénnen das GauB-Verfahren an dieser Stelle
abbrechen. Genauso sind wir beim Invertieren in Bemerkung verfahren.

Ansonsten dndern wir dann, wenn wir im ersten Schritt tauschen miissen,
das Vorzeichen der Vorfaktors wegen Folgerung . Beim Normieren mul-
tiplizieren wir den Vorfaktor mit a,, und erhalten unser neues a, wegen Fol-
gerung . Anschlieend rdumen wir unterhalb der aktuellen Zeile aus,
wobei sich der Vorfaktor wegen Folgerung nicht dndert.

Am Schluss des Verfahrens erhalten wir einen Vorfaktor a,,, multipliziert mit
der Determinante einer oberen Dreicksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
(also a1 =+ -+ = apy = 1). Nach Folgerung ist diese Determinante 1, also
ist a,, die Determinante der urspriinglichen Matrix.

Sei A = (a;j)i; € My(R) eine Matrix, dann bezeichnen wir die Matrix A
ohne die i-te Zeile und die j-te Spalte mit

ail e a1,5—1 at,j+1 e A1n
A — ai—1,1 -+ Qi—145-1 Qi—-1454+1 --- Qi—1n e M 1(R)
j — n— .
J Qi+1,1 --- Q151 A4l 541 .- Aipln
anl e Gn,j—1 an,j+1 e Ann

Es folgen zwei Satze zur Berechnung von Determinanten.
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4.19. SaTz (Laplace-Entwicklung). Es sei A € M,(R) mit n > 1.
Entwicklung nach der i-ten Zeile. Fir alle i € {1,...,n} gilt
(1) det(A) = 3 (=1)" sy - det(Ay)
j=1
Entwicklung nach der j-ten Spalte. Fir alle j € {1,...,n} gilt
(2) det(A) = 3 (=1) sy - det(Ay)

=1

BEWEIS. Wir betrachten die durch die rechte Seite von Formel induktiv
definierte Abbildung w: M, (R) — R und zeigen wie im Beweis von Propositi-
on dass sie multilinear und alterniered in den Spalten von A ist. Aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition und Definition reicht es zu
zeigen, dass die rechte Seite fiir die Einheitsmatrix den Wert 1 annimmt, um
die Behauptung zu beweisen.

Essein > 1lundi € {1,...,n}, und w(A) bezeichne die rechte Seite von ().
Linearitéit von w an der k-ten Stelle folgt fiir den k-ten Summand, da a;; line-
ar von a € R™ abhéngt. Fiir die restlichen Summanden folgt sie, da det A;;
multilinear in den Spalten von A;; ist.

Sei jetzt agy1 = ay fir ein k € {1,...,n — 1}. Dann sind der k-te und der
(k+1)-te Summand in (1)) bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg; bei
allen anderen Summanden stimmen zwei benachbarte Spalten von A;; iiberein,
so dass det(A;;) = 0. Also ist w multilinear und alternierend.

Fiir die Einheitsmatrix erhalten wir
n

W(Ey) =Y (1) 55 - det((En)ij) = det(Ep_1) =1,
j=1
da nur der Summand mit ¢ = j beitriagt, und da nach Streichen der i-ten Spalte

und Zeile aus der Einheitsmatrix F, die Einheitsmatrix F,_{ wird. Damit
ist bewiesen.

Wir beweisen , indem wir die Transponierte A’ in einsetzen und
Folgerung benutzen. O

4.20. DEFINITION. Es sei A € M,,(R). Die Adjunkte von A ist definiert als
adj A = ((—1)"7 det(A;i)), ; € Ma(R) .

Trotz der dhnlichen Namen hat die Adjunkte nichts mit der adjungierten
Matrix aus Definition [3.7] zu tun. Die nichste Folgerung ergibt sich aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz.

4.21. FOLGERUNG (Cramersche Regeln). Es sei R ein kommutativer Ring
mit Eins. Eine Matrix A € M, (R) ist genau dann invertierbar, wenn

det Ac R ={reR|esgibteinsc Rmitrs=1},
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und in diesem Fall gilt
(1) A7l = (det A)"tadjA.

Wenn det A € R*, ist das Gleichungssystem A-x = b fiir alle b € R" eindeutig
losbar mit
@)z = det A;

m , wobei A; = (al,. ceyQi—1,b, Qig 1y ,(In) S Mn(R) .

Wir nennen R* auch die Finheitengruppe oder multiplikative Gruppe von R,
und ihre Elemente FEinheiten. Wegen Satz liefert die Determinante einen
Gruppenhomomorphismus det: Aut(V) — R*.

BEWEIS. Sei A;; € M, (k) diejenige Matrix, die wir erhalten, indem wir in A
die i-te Spalte durch eine Kopie der j-ten ersetzen. Aulerdem sei adj A = (c;;)i ;-
Wir berechnen

n n
i A= (Senors) = (L1 det(an) -
k=1 4J k=1

= (det Aj;)i; = det A - Ej,
Im letzten Schritt haben wir zum einen ausgenutzt, dass A;j zwei gleiche Spalten

hat und daher det A' =0, falls ¢ # j. Zum anderen ist A}, = A fiir alle 7, und
die obige Formel folgt aus der Laplace-Entwicklung nach Satz “ .

Wenn A € M,(R) in R invertierbar ist, folgt det A - det A=! = 1 aus
Satz (@), also ist det A in R invertierbar. Umgekehrt, wenn det A in R
invertierbar ist, existiert nach obiger Rechnung eine Inverse A~! wie in .

Z‘?j

)

Zu multiplizieren wir b mit der Inversen A~! aus und erhalten mit
der Laplace-Entwicklung nach der i-ten Spalte insbesondere
det A]’
det A

R - Z+ b —
z; = det A7! (adj A - b); thZ Tdet(Aj) - bj =

4.22. BEISPIEL. Das Inverse einer 2 x 2-Matrix ist nach der 1. Cramerschen

Regel gerade
a b\ 1 d —b
c d) ad—bc \—c a)’

Bereits fiir n > 3 empfiehlt es sich jedoch nicht mehr, Matrizen iiber Kérpern
mit der Cramerschen Regel zu invertieren. Das GauB-Verfahren aus Bemer-
kung ist schneller. Nur iiber Ringen funktioniert das Gauf3-Verfahren
in der Regel nicht.

Anhand der obigen Formel sieht man ein Problem mit Determinanten

iiber Schiefkérpern: die quaternionische Matrix A = (11: i{) ist invertierbar

(Ubung), aber es gilt
ad—bec=(1+)1—-i)—(1+j)(1—-j)=2-2=0.

Als letztes wollen wir die Ableitung der Determinante berechnen.
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4.23. DEFINITION. Es sei A € M, (R), dann definieren wir die Spur von A
durch

n
tr A = Z ai; € R.
=1
4.24. FOLGERUNG. Es sei k =R oder C und A: (a,b) — My(k) eine diffe-

renzierbare Abbildung, dann gilt

(det A) = tr(A’-adjA) =det A-tr(A"- A7),

Der letzte Ausdruck ist wegen der Cramerschen Regel offensichtlich
nur sinnvoll, wenn det A # 0.

BEWEIS. Es sei t € (a,b). Wir setzen A = A(t) und B = A’(t). Mit Hilfe
der Leibniz-Formel aus Satz sehen wir, dass die Determinante eine Summe
von Produkten ist, die aus jeder Spalte genau einen Matrixeintrag enthalten.
Nach der Produktregel miissen wir in jedem Produkt jeden einzelnen Faktor
einmal ableiten und mit den anderen Faktoren zusammenmultiplizieren. Sei
wieder adj A = (¢;5); 5, dann gilt

detA Zdet al,...,ajfl,bj,ajJrl,...,an))
n . .
= Z (—=1)"*7b;; - det(A Z bijcji = tr(B-adjA) .
i,j=1 ,j=1

Dabei haben in der zweiten Zeile nach der j-ten Spalte entwickelt und dann die
Definition der Adjunkten ausgenutzt. Mit der Cramerschen Regel folgt
auch die zweite Behauptung. O

4.3. Orientierung reeller Vektorridume

Eine einfache Folgerung aus Satz ist die Moglichkeit, endlich erzeugte
Vektorrdume zu ,,orientieren®“. Wir lassen nur Korper k C R zu, damit wir vom
,, Vorzeichen* eines Elements von k sprechen kénnen.

4.25. DEFINITION. Sei k C R ein Korper, und sei V' ein n-dimensionaler
k-Vektorraum. Seien (z1,...,xy) und (yi,...,yn) zwei Basen von V mit y; =
> oi xiai;j. Dann heiBien die Basen gleich orientiert, wenn die Basiswechselma-
trix A = (a4j)i; € End(k™) positive Determinante hat.

4.26. FOLGERUNG. Sei V ein k- Vektqrmum der Dimension n > 1 Der
Begriff ,gleich orientiert definiert eine Aquivalenzrelation mit zwei Aquiva-
lenzklassen auf der Menge aller Basen von V.

Sei 0 # w € A"V* eine Determinantenfunktion, dann bestehen diese A qui-
valenzklassen aus allen Basen (by,...,by) fir die w(b,..., by,) > 0 beziehungs-
weise w(by,...,by) <0 gilt.
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BEWEIS. Es seien B, C Basen von V. Wir betrachten den Basiswechsel

V

/N

C
k® —— k™.

Da Basiswechsel nach Proposition invertierbar sind, hat A ein Inver-
ses A~! € End(k"). Also folgt det A # 0.

Wenn wir w € A"V* #£ 0, dann folgt
w(er, ..o en) = (A"w)(by,...,by) =det A-w(by,..., by) .

Also sind die Basen B und C' genau dann gleich orientiert, wenn w(by, ..., b,)
und w(ey, ..., ¢,) das gleiche Vorzeichen haben. Da , hat das gleiche Vorzeichen
wie“ eine Aquivalenzrelation auf k* =k \ {0} € R* definiert, erhalten wir die
gesuchte Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen.

_ Da es nur zwei mdgliche Vorzeichen gibt, finden wir hochstens zwei
Aquivalenzklassen. Dass es zwei gibt, sieht man daran, dass (—by,ba,...,b,)
und (b1, ...,b,) verschieden orientiert sind. O

4.27. DEFINITION. Sei k C R ein Korper. Eine Orientierung eines endlich
erzeugten k-Vektorraums V ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen.
Sei w # 0 eine Determinantenfunktion, die genau auf dieser Aquivalenzklasse
positiv ist, dann heiflit w positiv beziiglich der gegebenen Orientierung, und
umgekehrt heifit obige Orientierung durch w induziert.

Ein Automorphismus F' € AutV heiit orientierungserhaltend (orientie-
rungsumkehrend), wenn det F' > 0 (det F' < 0).

Aus dem obigen Beweis folgt, dass die Begriffe , orientierungserhaltend*
und ,orientierungsumkehrend“ nicht von der Wahl einer Orientierung auf V'
abhingen.

4.28. BEISPIEL. Auf dem Vektorraum R"™ definieren wir die Standard-Orien-
tierung so, dass die Standard-Basis e, ..., e, positiv orientiert ist. Fiir die
Standard-Determinantenfunktion gilt

wp(er,...,eq)=1>0,

also ist sie positiv beziiglich der Standard-Orientierung.

In Bemerkung haben wir eine geometrische Interpretation des Kreuz-
und des Spatproduktes gegeben. Nur das Vorzeichen hatten wir nicht kldren
konnen. Mit Hilfe der Sarrusschen Regel kénnen wir nachrechnen, dass

(,U3(U,U,UJ) = <u X v,w)

gilt. Also ist das Spatprodukt nach die (eindeutige) positive Determi-
nantenfunktion, deren Absolutbetrag das Volumen von Parallelotopen angibt.
Da

w3 (u, v,u X v) = [ju X vH2 >0
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gilt, ist das Kreuzprodukt « X v nach der (eindeutige) Vektor im R3,
der senkrecht auf u und v steht, dessen Lénge den Flicheninhalt des von u
und v aufgespannten Parallelogramms angibt, und der (falls © und v nicht
linear abhingig sind) mit v und v eine positiv orientierte Basis des R? bildet.

4.29. BEMERKUNG. In den Ubungen haben Sie die orthogonale Gruppe O(n)
der linearen Isometrien des R™ kennengelernt, das heifit, der linearen Abbildun-
gen, die das Standardskalarprodukt (-, -) aus Definition erhalten. Fiir
alle A € O(n) gilt det A € {£1}, da

O(n):{AeMn(R)‘At~A:En},

siehe auch Proposition [3.9} Auerdem haben wir die spezielle orthogonale Grup-
pe SO(n) der Elemente A € O(n) mit det A = 1 definiert, das ist also die
Untergruppe der orientierungserhaltenden Isometrien.

Genauso haben wir die Untergruppe SL(n,R) C GL(n,R) der Elemente
mit Determinante 1 kennengelernt. Wir betrachten zunéchst die Gruppe

GL(n,R)* ={A€GL(n,R)|detA>0} C GL(n,R)

der orientierungserhaltenden Automorphismen. Als néchstes gibt es auch eine
Untergruppe
{AeGL(n,R)||det A| =1} C GL(n,R)

der volumenerhaltenden Automorphismen. Dabei erinnern wir uns daran, dass
das Volumen durch den Absolutbetrag einer Determinantenfunktion gemessen
wird, siehe dazu den Beginn von Abschnitt Der Durchschnitt der bei-
den obigen Untergruppen ist genau SL(n,R), somit ist SL(n,R) die Gruppe
der orientierungs- und volumenerhaltenden Automorphismen des R™. Wie be-
reits am Anfang von Abschnitt gesagt, ist liber anderen Korpern wie C
oder Z/pZ nicht moglich, Volumina ,,ohne Vorzeichen“ zu erkldren. Aus dem
gleichen Grund ist von den obigen Untergruppen der GL(n, k) nur SL(n,k) fiir
alle k sinnvoll definiert.

Schliefflich konnen wir mit Hilfe der Determinante (und der ersten Cra-
merschen Regel) die allgemeine lineare Gruppe aus Definition auch {iiber
beliebigen kommutativen Ringen mit Eins (oder Korpern) leicht charakterisie-
ren, und die spezielle lineare Gruppe wie folgt definieren:

GL(n,R)={ A€ M,(R) |det Aec R*},
SL(n,R) = { A€ My(R)|detA=1}.

Determinanten sind wichtige Invarianten linearer Endomorphismen. Im
néchsten Kapitel werden wir sie benutzen, um Eigenwerte von Endomorphis-
men zu bestimmen. Im Zusammenhang mit der mehrdimensionalen Integral-
Transformationsformel wird sie auch wieder benétigt.

Um eine Anschauung fiir die Determinante zu bekommen und einen Zu-
sammenhang zum Spatprodukt im R3 herzustellen, haben wir im Abschnitt
zundchst Determinantenfunktionen als ,orientierte Volumina“ eingefiihrt (wo-
bei wir aber erst im letzten Abschnitt gesehen haben, dass das Vorzeichen



122 4. DETERMINANTEN

eines Volumens etwas mit seiner Orientierung zu tun hat). Den Réumen AFV*
mit £ < dim V' konnen Sie spéter im Zusammenhang mit dem Satz von Stokes
oder der de Rham-Kohomologie wieder begegnen.

Im zweiten Abschnitt haben wir Determinanten von Endomorphismen als
»Skalierungsfaktoren“ fiir Volumina eingefiihrt. Viele Lehrbiicher fiihren De-
terminanten stattdessen zunéchst fiir Matrizen explizit mit Hilfe der Leibniz-
Formel oder des Laplaceschen Entwicklungssatzes ein, miissen dann aber den
Produktsatz etwas umstandlicher beweisen. Bei uns wirkt die Definition
zwar etwas komplizierter, hilft uns aber dafiir eher, die Bedeutung der Deter-
minanten zu verstehen.

Wir haben verschiedene Rechenverfahren fiir Determinanten kennengelernt,
dabei ist das Gaufl-Verfahren fiir mittelgrofle Matrizen {iber einem Koérper das
schnellste, falls viele Eintrége nicht 0 sind. Wenn wir (wie im néchsten Ab-
schnitt) {iber Ringen arbeiten miissen, oder wenn eine Matrix nur wenige von 0
verschiedene Eintrage enthélt, bevorzugen wir die Laplace-Entwicklung.

Die Cramerschen Regeln zum Invertieren von Matrizen und zum Lésen von
Gleichungssystemen sind aufgrund ihres hohen Rechenaufwandes eher von theo-
retischem Interesse, wie wir bei der Ableitung der Determinanten gesehen ha-
ben. Das gleiche gilt fiir die Leibniz-Formel. Immerhin motiviert die Cramersche
Regel den Namen ,,Determinante® als Invariante, die die eindeutige Losbarkeit
eines linearen Gleichungssystems bestimmt.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie das Vorzeichen der Determi-
nanten iiber R uns die Moglichkeit gibt, von Orientierungen zu sprechen. Auch
dieser Begriff wird Thnen noch héufiger begegnen. Aufierdem haben wir einige
typische Matrixgruppen kennengelernt.
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Eigenwerte und Normalformen

Wir versuchen, Endomorphismen durch moglichst einfache Matrizen dar-
zustellen, im Idealfall durch Diagonalmatrizen. Dazu studieren wir Eigenwer-
te und Eigenvektoren. Wir lernen feinere Invarianten von Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorrdume kennen, das charakteristische und das Mi-
nimalpolynom. Beide helfen, Eigenwerte zu finden und die Struktur von Endo-
morphismen besser zu verstehen. Am Schluss des Kapitels beweisen wir einige
Strukturséitze und betrachten die Jordan-Normalform.

Wir benoétigen nach wie vor das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation,
und arbeiten daher meist iiber Koérpern oder iiber kommutativen Ringen mit
Eins. Da wir viel mit Polynomen arbeiten miissen, besteht dieses Kapitel in
etwas zur Hailfte aus Ringtheorie. Unter anderem beweisen wir auch den Satz
iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung und den chinesischen Restsatz.

5.1. Eigenvektoren

5.1. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum und F' € Endy V ein Endo-
morphismus. FEin Vektor v € V' heifit Figenvektor von F' zum Eigenwert A € k,
wenn v # 0 und F(v) =v .. Sei A € k, dann heifit die Menge

Vi={veV|F@u)=v.A}

Eigenraum von F zum Eigenwert \. Ein Element A\ € k heifit Figenwert von F,
wenn es einen Eigenvektor v € V \ {0} zum Eigenwert A\ gibt, das heifit,
wenn V) # {0}. Genauso definieren wir Eigenvektoren, Eigenrdume und Ei-
genwerte quadratischer Matrizen iiber k.

Zum Beispiel betrachte
A—(% ;)EMQ(Q), v—(i)e@2 und w—<11>€(@2,

dann ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3 und w ein Eigenvektor zum
Eigenwert 1, wie man leicht nachrechnet.

Auch Endomorphismen unendlich-dimensionaler Vektorrdume koénnen Ei-
genvektoren haben. Sei etwa C°°(R) der Raum der unendlich oft differenzierba-
ren reellwertigen Funktionen auf R, dann ist die Ableitung % ein Endomorphis-
mus von C*°(R), und jedes A € R ist Eigenwert; die zugehorigen Eigenvektoren
(,Eigenfunktionen“) haben die Form

z— ce mit ¢ # 0 .

123
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Der Eigenraum V) besteht somit aus dem Nullvektor und allen Eigenvek-
toren zu A. Man beachte, dass der Nullvektor als Element des Eigenraumes
zugelassen ist, aber selbst nicht als Eigenvektor betrachtet wird. Das liegt dar-
an, dass die Gleichung F'(0) = 0. A fiir alle A und alle F erfiillt ist und somit
keine Information iiber F' und A enthélt.

5.2. BEMERKUNG. Da k ein Korper ist, gilt v. A = (A -idy)(v), so dass wir
den Eigenraum V) auch schreiben kénnen als

Vi={veV|(F-Xidy)(v) =0} =ker(F—X\-idy) .
Insbesondere ist V) C V' ein Unterraum nach Proposition .

Wir nehmen jetzt an, dass V' endlich-dimensional ist. Um den Eigenraum
zu einem vorgegebenen A € k zu berechnen, miissen wir also nur eine Basis B
von V wihlen, die Abbildungsmatrix A von F' beziiglich der Basis B (sowohl
fiir den Definitions- als auch fiir den Wertebereich V') bestimmen, und dann
das Gleichungssystem

(A= NE,)(z) =0

l6sen. Die Losungsmenge liefert genau die B-Koordinaten der Elemente des
Eigenraums V).

Wir kénnten Eigenvektoren auch fiir Endomorphismen von Moduln iiber
kommutativen Ringen definieren. Wenn wir auf die Kommutativitit der Multi-
plikation verzichten, ist es sinnvoller, anstelle von Eigenrdumen eindimensionale
invariante Unterrdume U C V, also Unterrdume mit F(U) C U zu betrachten
(Ubung).

Wenn ein Endomorphismus F' € Endyg V' genug Eigenvektoren hat, kénnen
wir unter Umsténden eine Basis von V finden, beziiglich der F' eine besonders
einfache Abbildungsmatrix hat. Wir erinnern uns an den Begriff der Dreieck-
matrix aus Definition [4.16]

5.3. DEFINITION. Eine Diagonalmatriz ist eine quadratische Matrix A =
(aij)i; € Myp(R), so dass a;; = 0 fiir alle 4, j € {1,...,n} mit i # j.

Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul . Ein Endomorphismus F' &€
Endr M heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von M gibt, beziiglich
der die Abbildungsmatrix von F' eine Diagonalmatrix ist. Wir nennen F' trigo-
nalisierbar, wenn es eine Basis gibt, beziiglich der die Abbildungsmatrix von F
eine Dreiecksmatrix ist.

Eine Matrix A € M,(R) heifit trigonalisierbar (diagonalisierbar), wenn es
eine invertierbare Matrix G € GL(n, R) gibt, so dass G™1 - A - G eine Dreiecks-
(Diagonal-) matrix ist.

Eine typische Diagonalmatrix hat also die Gestalt
aj7 0 - 0
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Ein Endomorphismus F' € Endp M (eine Matrix A € M,,(R)) ist diagonalisier-
bar (trigonalisierbar), wenn es eine Basis B mit Basisabbildung B: R" — M
(eine invertierbare Matrix G € Gl(n, R)) und eine Diagonalmatrix (obere Drei-
ecksmatrix) C' € M, (R) gibt, so dass das passende der folgenden Diagramme
kommutiert:

ML R AL pr

BT% %’TB GTE %TG’

rr—Ss gr R S5 Rn.
BFB ’ GilAG

Da man mit Diagonalmatrizen besonders einfach rechnen kann, wire es schon,
wenn jeder Endomorphismus diagonalisierbar wére. Das ist aber leider nicht
der Fall.

Da jede Diagonalmatrix insbesondere eine Dreiecksmatrix ist, folgt trigo-
nalisierbar aus diagonalisierbar. Ubrigens spielt es keine Rolle, ob wir Trigona-
lisierbarkeit mit oberen oder mit unteren Dreiecksmatrizen definieren: sei die
Abbildungsmatrix A = (a;j); ; von F beziiglich B = (b1, ..., by,) eine obere Drei-
ecksmatrix, dann ist die Abbildungsmatrix (@n41—int+1—;)i; von F beziiglich
der Basis (by, ...,b1) eine untere Dreiecksmatrix, und umgekehrt.

5.4. PROPOSITION. Es sei V' ein k-Vektorraum mit Basis B = (b1, ...,by),
und sei F' € Endyg V' ein Endomorphismus mit Abbildungsmatrixz A beziiglich B.
Dann ist bj genau dann ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert \j, wenn die j-te
Spalte von A gerade e; . X ist. Insbesondere ist F' genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis aus Figenvektoren gibt.

BEWEIS. Die j-te Spalte von A enthilt die B-Koordinaten von F'(b;) nach
Folgerung Also ist b; genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert \j;,
wenn F'(bj) = bj . A\;, und somit die j-te Spalte a; von A die Zahl A; an der
j-ten Stelle und sonst nur Nullen enthélt, das heifit, wenn a; = e; . A;. Es folgt
die erste Behauptung. Die zweite ist jetzt offensichtlich. (Il

Um eine Basis aus Eigenvektoren zu bekommen, brauchen wir also eine
Familie von Eigenvektoren, die linear unabhéngig sind und V' erzeugen. Lineare
Unabhéngigkeit garantiert uns in Spezialfillen die folgende Uberlegung.

5.5. PROPOSITION. Figenvektoren eines Endomorphismus zu verschiedenen
Eigenwerten sind linear unabhdngig.

BEWwWEIS. Essei V ein k-Vektorraum und F' € Endg V' ein Endomorphismus.
Es sei (v;)icr eine Familie in V' \ {0} und (\;);er eine Familie in k mit \; # \;
fiir alle 4, j € I mit ¢ # j, so dass v; jeweils FKigenvektor zum Figenwert A; ist.
Zu zeigen ist, dass die Familie (v;);er linear unabhéngig ist.

Wir beginnen mit dem Fall I = {1,...,k}, das heifit, wir betrachten nur
endlich viele Eigenvektoren. In diesem Fall verlduft der Beweis durch vollstandi-
ge Induktion iiber k. Im Fall £ = 0 ist nichts zu zeigen.
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Sei k£ > 1 und seien a; € k gegeben, so dass
k
0= Z V; . Qg .
i=1
Dann diirfen wir den Endomorphismus F' — )\ idy anwenden und erhalten

k k
0= (F— )\kldv)<zvi . ai> = Zvl (N — k) - aq
i=1 i=1
k—1
= Vi (()\z - Ak) : az)
=1 750
Nach Induktionsvoraussetzung verschwinden die Zahlen (A; — Ag) - a; € k, es
folgt a; =0 fir i =1, ..., k — 1. Aus der urspriinglichen Gleichung wird also
0=vwvg.ag,

und da vy, # 0 folgt ar = 0. Also sind (vy, ..., vx) linear unabhéngig.

Es bleibt der Fall einer unendlichen Indexmenge. Nach Definition (2.28])
miissen wir Linearkombinationen

0= Z V; . Qg
i€l
betrachten, bei denen a; = 0 fiir fast alle ¢ € I gilt. Also bleibt eine endliche
Linearkombination stehen, und das obige Argument zeigt wieder, dass a; = 0

fir alle 7 € I. O

Wir erinnern uns an die direkte Summe von Unterrdumen aus Abschnitt
(vor Definition [2.65)). Insbesondere heifft eine Summe von Unterrdumen U,
fiir ¢ € I direkt, wenn wenn U; N> ;i Uj = {0} fiir alle i € 1.

5.6. FOLGERUNG. FEs sei V' ein n-dimensionaler k- Vektorraum und F €
Endy V' ein Endomorphismus.

(1) Dann hat F héchstens n verschiedene Eigenwerte.

(2) Wenn es n verschiedene Eigenwerte gibt, besitzt V' eine Basis aus Ei-
genvektoren; somit ist F' dann diagonalisierbar.

(3) Seien Vy,, ..., Vi, Eigenrdume von F zu verschiedenen Eigenwerten
von F', dann gilt

V>\1—|—~'-—|—V,\k:V)\1€B---@V)\kCV.

(4) Der Endomorphismus F' ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine
direkte Summe aus Figenrdumen von F ist.

BEWEIS. Nach dem Basisaustauschsatz kann es kein Tupel aus mehr
als n linear unabhingigen Vektoren geben, und folgt aus Proposition

Seien vy, ..., vp Eigenvektoren, dann sind sie linear unabhéngig nach Pro-
position Nach einer Ubung bilden je n linear unabhéngige Vektoren eine
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Basis eines n-dimensionalen Vektorraums. Nach Proposition ist F' also dia-
gonalisierbar, und es folgt .

Seien jetzt V)., ..., V), Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten Ay, ...,
Ar von F. Zu zeigen ist

Vi, N Z V)\j = {0}

J#
fir allei =1, ..., k. Sei also
vi=Y v eVANY Vi, mit v €V, firallej,
J#i J#i
dann gilt
0=wv; — Z v; eV.
i

Wire v; # 0, so ergéibe dies eine lineare Abhéngigkeit zwischen Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten (dabei betrachten wir nur diejenigen j €
{1,...,k} mit v; # 0), im Widerspruch zu Proposition Also ist die Summe
direkt, und es folgt (3).

Als nichstes beweisen wir , ,—“. Sei also B = (b1,...,b,) eine Basis
von V', so dass F beziiglich B durch eine Diagonalmatrix A dargestellt wird.
Nach Proposition [5.5] ist jeder Basisvektor ein Eigenvektor. Seien A1, ..., g

die Eigenwerte von F. Zu jedem Eigenwert A; von F sei Uy, C V), der Unter-
raum, der von den Basisvektoren b; mit F'(b;) = b; . \; aufgespannt wird. Dann
folgt aus und der Tatsache, dass B eine Basis ist und jeder Basisvektor in
einem U); vorkommt, dass

k
VAjCV.
1

k
V=) Uy,cC
Jj=1 J

Daher gilt ,,=* anstelle von ,,C“ in der obigen Ungleichung, insbesondere ist V'
die direkte Summe der Eigenrdume von F'.

Sei zu , ,<="*, schliellich V' = Y | V,,, dann ist die Summe direkt
nach ([3). Wir wihlen Basen (b, ..., b ) von Vy,. Nach Voraussetzung bildet das

s Yr;

Tupel (b}, b3, ... ,b}ul b3, ,bffk) ein Erzeugendensystem von V. Da die Summe

direkt ist, bildet es sogar eine Basis. Denn seien jetzt az- € k, so dass

kE r;
0=> > b .aj.

i=1 j=1
Fiir jedes ¢ € {1,...,k} folgt daraus

k

) i

¢ o0 i g
D Yai==3 > b.d;.
=1

i=1 j=1
)
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Da die Summe direkt ist, sind beide Seiten 0. Da (b{, ..., b’ ) als Basis von Vi,

) Ty

linear unabhéngig ist, gilt ali = - = afz = 0. Insgesamt ist das Tu-
pel (b%,bl, .. .,b}nl,b%, . ,b,’fk) eine Basis aus Eigenvektoren, also ist F' diago-
nalisierbar. ]

5.7. FOLGERUNG. FEs seien V und W zwei n-dimensionale k- Vektorraume,
F € EndyV und G € Endiy W. Auferdem seien A1, ..., An € k paarweise
verschiedene Eigenvektoren von F. Dann existiert genau dann ein Isomorphis-
mus P:V - W mit PoF = Go P, wenn G die gleichen Figenwerte wie F
hat.

BewEis. Ubung. O

5.8. BEMERKUNG. Als Fazit dieses Abschnitts halten wir fest, dass es sich
lohnt, Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen zu bestimmen, um
eine Abbildungsmatrix in moglichst einfacher Form zu finden. Wir werden dieses
Ziel spater noch weiter verfolgen.

AuBlerdem zeigt Folgerung dass Eigenwerte etwas mit dem ,,Normal-
formproblem* fiir Endomorphismen zu tun haben. Hierbei nennen wir zwei
Endomorphismen F' € Endg V und G € Endgy W isomorph, wenn ein Isomor-
phismus P: V — W existiert, so dass das Diagramm

vLow

P e

vLew
kommutiert. Nach Folgerung bilden Diagonalmatrizen die zugehorige
Normalform fiir die dort betrachtete Klasse von Abbildungen, und die Menge
der Eigenwerte eine vollstidndige Invariante im Sinne von Bemerkung [3.:20] Da
nicht alle Abbildungen den Voraussetzungen der Folgerung geniigen, erhalten

wir noch keine allgemeine Aussage.

Der entscheidende Unterschied zu Folgerung[3.19 besteht darin, dass wir an-
stelle zweier verschiedenener Isomorphismen P und () denselben Isomorphismus
benutzen wollen fiir Definitions- und Wertebereich, denn bei einem Endomor-
phismus sind ja Definitions- und Wertebereich identisch.

5.2. Polynome

In diesem Abschnitt fithren wir den Polynomring iiber einem gegebenen
Ring ein und beweisen einige wichtige Sétze, insbesondere eine ,eindeutige
Primfaktorzerlegung® fiir normierte Polynome.

Zur Motivation betrachten wir Bemerkung [5.2} Sei V' ein n-dimensionaler
k-Vektorraum und F' € Endy V' ein Endomorphismus. Eine Zahl A\ € k ist genau
dann ein Eigenwert von F', wenn ker(F'—\ idy ) # {0}, wenn also F'— X idy nicht
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invertierbar ist, das heifit nach Folgerung genau dann, wenn det(F —
A idy) = 0. Wir koénnen also die Funktion

xpik—k  mit  xp(\)=det(F - Aidy)

betrachten und ihre Nullstellen suchen, um Eigenwerte von F' zu finden. Ohne
etwas iiber die Struktur dieser Funktion zu wissen, kann es allerdings schwierig
werden, Nullstellen zu finden. Wir wollen die Funktion xr daher etwas alge-
braischer betrachten, was uns in vieler Hinsicht mehr Informationen liefert.

Wir erinnern uns an die Menge R®™ der endlichen R-wertigen Folgen, siche
Beispiel Fiir jede Zahl r € R in einem Ring mit Eins definieren wir 70 = 1,
siehe Definition [1.37

5.9. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Poly-
nom iiber R in der Variablen X ist ein Ausdruck der Form

(1) P=PX)=> p X’
1=0

mit (p;); € RN, Die Menge aller Polynome iiber R in der Variablen X bezeich-
nen wir mit R[X].

Der grofite Index ¢ € N mit p; # 0 heifit der Grad deg P von P; falls p; =0
fiir alle 7 € N, setzen wir deg P = —oco. Polynome P € R[X]| vom Grad deg P <
0 heilen konstant. Wir identifizieren die Menge der konstanten Polynome mit R,
so dass das konstante Polynom P(X) = pp X° € R[X] gerade dem Element py €
R entspricht. Polynome P € R[X]| vom Grad deg P < 1 heiflen linear.

Es sei P(X) = Zf:o pi X' € R[X]\ {0} ein Polynom vom Grad deg P > 0,
dann heifit pgeg p der Leitkoeffizient von P. Ein normiertes Polynom ist ein
Polynom P # 0 mit Leitkoeffizient pgeg p = 1.

Essei Q) = Z;io q; X J ein weiteres Polynom, dann definieren wir die Summe
und das Produkt von P und @ durch

o0

(2) (P+QX) =) (pi+a) X'
i=0

(3) ud  (P-Q)X) =D iy aj) X'
i=0 j=0

AuBlerdem definieren wir die Auswertungsabbildung ev: R[X]| x R — R durch

9 [eS)
(4) ev(P’T):P(T):Zpi'Ti:Zpi'T"‘T
=0 1=0 i Faktoren

Wir ordnen jedem Polynom P iiber R eine Funktion P: R — R zu, so
dass P(r) = ev(P,r).

Man beachte, dass wir bei einem Polynom die Variable X in der Notati-
on P = P(X) mitschreiben oder weglassen diirfen. In der Regel lassen wir die
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Variable X nur dann weg, wenn klar ist, dass P ein Polynom in der Variablen X
ist.

Wir fassen die Menge R aller Funktionen von R nach R als Ring mit
punktweiser Addition und Multiplikation auf, also

(f+9)(r)=fr)+9(r) und  (f-g)(r)=f(r)-g(r)
fiir alle f, g: R — R. Unter der Abbildung R[X] — R werden die konstanten
Polynome auf konstante Funktionen abgebildet.

5.10. DEFINITION. Es seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist
eine Abbildung f: R — 5, die fiir alle r, t € R, die Axiome

(H1) fr+t)=fr)+ f(t) und

(H2) flr-t)=f(r)- ft)

erfiillt. Seien R und S Ringe mit Eins, dann heifit f wnitdr, wenn zusétzlich
(H3) f(lg) =1s.

Da 0 das einzige Element ist mit 0 = 0+0, folgt aus (H1|) bereits f(0r) = Og
fiir alle Ringhomomorphismen.

5.11. PROPOSITION. FEs sei R ein kommutativer Ring mit Fins 1 € R.

(1) Die Polynome bilden einen kommutativen Ring (R[X],+, -) mit Eins
k
Ipy =1-X0=) 6 X".
=0
(2) Fir alle r € R ist die Auswertung ev(-,r): R[X]| - R mit P — P(r)
ein unitdrer Ringhomomorphismus.
(3) Die Abbildung R[X] — R ist ebenfalls ein unitirer Ringhomomor-
phismus.

Fiir Rechnungen mit Polynomen gelten nach also die gleichen Regeln
wie im Ring R, ndmlich Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze. Die
Aussagen und besagen, dass alle Rechnungen mit Polynomen giiltig
bleiben, wenn wir fiir X Elemente aus R in P einsetzen.

AuBlerdem wollen wir darauf hinweisen, dass ein lineares Polynom P =
aX + b nicht notwendigerweise eine lineare Abbildung P: R — R liefert — das
gilt nur, wenn b = 0.

BEWEIS. Zu (1)) miissen wir zunéichst zeigen, dass (R[X],+) eine abelsche
Gruppe bildet. Da die Addition von Polynomen der Addition in R™) entspricht,
folgt das aus Beispiel Die Ringaxiome f folgen durch Nachrech-
nen aus den entsprechenden Axiomen fiir R. Wir machen das hier fiir das erste
Distributivgesetz vor. Seien

k J4 m
PX)=>"pX', QX)=> ¢X uwmd RX)=> X
i=1 i=1

=1
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Polynome iiber R, dann gilt

k4+max(¢,m) 4

(P-Q+B)X) = 3 > (s (g +19) X'
i=0  j=0

max(k+£,k+m) i

i
= > <Zpij G+ P Tj) X
=0

i=0 j=0
=(P-Q+P R)(X).

Die anderen Axiome folgen durch &hnliche Rechnungen.

Zu beweisen wir (H1)—(H3). Fiir ev(-,r) haben diese Axiome die fol-
gende Form:

(P+Q)(r)=P(r)+Q(r) , (H1)
(P-Q)(r)=P(r)-Q(r)  und (H2)
Ipxy(r)=1. (H3)

Seien also P, Q wie oben und r € R, dann gilt

max(k,l) k l
(P+Q)(r)= > i+a)r' =) pr'+) ar' =Pr) +Qr),
i=0 i=0 i=0
kel Rt o .
(P-Qr) =D pijasr' =Y pijr' g
i=0 j=0 i=0 j=0

- (Zk(;p ) (i) 577 ) = P Q).
und  1px(r)=1-7"=1.

Da Addition und Multiplikation in R® punktweise definiert sind, folgt
aus (2)). O

Im Beweis von haben wir unter anderem benutzt, dass R kommuta-
tiv ist. Aus diesem Grund betrachten wir Polynome nur iiber kommutativen
Ringen, denn iiber nichtkommutativen Ringen gibe es keine schone Auswer-
tungsabbildung. Aulerdem wird unsere Notation fiir Polynome nun klarer: wir
schreiben X als Abkiirzung fiir das Polynom

o
X = Z&lXZ € R[X] ,
i=0
dann folgt mit vollstéandiger Induktion und Definition , dass

o
XF=> X=X X,
=0 k Faktoren
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und Polynome sind Linearkombinationen der Basiselemente 1 = X0, X = X1,
X2, ... Typische Polynome iiber Z sind also zum Beispiel

13, X -7, und X%2+1.

5.12. BEMERKUNG. Da nur endlich viele p; # 0 sind, ist der Grad p; €
NU{—oo} wohldefiniert, und das einzige Polynom vom Grad —oo ist das Null-

polynom
o
Onixy = )_0X*.
i=0
Es seien jetzt P, @ € R[X]| wie oben, mit k = deg P und ¢ = deg Q.

(1) Das Mazimum max(k,¥) zweier natiirlicher Zahlen ist die gréfiere von
beiden. Auflerdem setzen wir
max(n, —0o) = max(—oo,n) =n fiir alle n € NU {—o00} .
Dann gilt
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) ,

denn fiir alle m > max(k, ¢) erhalten wir p,, + ¢,, = 0 als Koeffizienten
von X" in P 4+ @) nach Definition .
(2) Wenn
deg(P + @) < max(deg P,deg @) ,

dann haben beide Polynome den gleichen Grad und die Summe der
Leitkoeffizienten von P und @ verschwindet. Als Beispiel betrach-
te P=X —3und Q = —X + 5, dann ist
P+Q=(X-3)+(-X+5)=2.
(3) Fiir das Produkt P - Q gilt
deg(P- Q) < deg P +degQ,

denn nach Definition ist der Koeffizient von X*t¢ in P - Q

gerade pg - q¢, und hohere Potenzen von X kommen nicht vor. Falls P =

0 oder @ = 0, gilt diese Formel immer noch, wenn wir
(—0)+n=n+(—o0)=—oc0  firalleneN

setzen.
(4) Der Fall
deg(P - Q) < deg P + deg @
kann nur eintreten, wenn das Produkt der Leitkoeffizienten py, - ¢y ver-
schwindet. Nach Voraussetzung ist pr # 0 # qg, also sind p; und ¢

Nullteiler, siehe Bemerkung @.

5.13. SATZ (Polynomdivision mit Rest). Es sei R ein kommutativer Ring
mit Eins, es seien P, Q@ € R[X]| Polynome iber R, und Q sei normiert. Dann
existieren eindeutige Polynome S, T € R[X], so dass

(1) P=S-Q+T
(2) und degT < deg@ .
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Dieser Satz ist vollig analog zur Division mit Rest in N, siehe Abschnitt
vor Satz [2.I8] Dabei entspricht der Polynomgrad hier der Gréfie des Restes
dort.

BEWEIS. Die Existenz von S und T beweisen wir durch Induktion iiber k =
deg P. Im Falle deg P < deg ) setzen wir T'= P und S = 0 und sind fertig.

Wir nehmen jetzt an, dass k = deg P > deg ), und dass wir alle Polynome
vom Grad < k mit Rest durch @ dividieren konnen. Es sei £ = deg Q. Da Q
normiert ist, schreiben wir @ als

/-1

QX)=X"+> ¢ X7,

§=0
Es sei pr # 0 der Leitkoeffizient von P, dann betrachten wir das Polynom
P/(X) = P(X) — p X1 Q(X) € R[X] .
Dann gilt

L k-1

X QX) =D o X = pe X+ ) pegien X7
i=0 G=k—t

also verschwindet der Koeffizient vom Grad k in P’, so dass deg P’ < k. Nach
Induktionsvoraussetzung existieren S’, T € R[X]| mit degT < ¢ = deg@, so
dass
PP=S-Q+T.
Wir setzen S(X) = S'(X) + pr X*~* und erhalten
P(X) = P'(X) +pp X Q(X)
= ("(X) +pe X - Q(X) + T(X) = S(X) - Q(X) + T(X)

womit die Existenz von S und T gezeigt ist.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dass

P=S-Q+T=5-Q+T € R[X] mit degT , degT’ <degQ .

Dann gilt
(*) deg((S —8")- Q) = deg(T" = T) < degQ ,

denn aus Bemerkung folgt deg(T — T") < max(degT,degT’) < deg Q.
Wir nehmen an, dass S — S’ # 0, dann sei n = deg(S — 5’), und s, sei der
Leitkoeffizient. Aus Bemerkung folgt

deg((S—5")- Q) < deg(S—5")+degQ=n+¢,
und der Koeffizient vor X" wird gegeben durch s, - ¢, = s, # 0, so dass
deg((S —5') - Q) = deg(S — 5') + degQ > deg Q
im Widerspruch zu @ Also gilt S = S, und Eindeutigkeit folgt, da
T-T=(S-5)-Q=0¢ R[X]. O
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Wenn wir iiber einem Kérper arbeiten, kénnen wir durch beliebige Polyno-
me @ # 0 dividieren. Dazu dividieren wir alle Koeffizienten von @) durch den
Leitkoeffizienten und erhalten so ein normiertes Polynom. Am Ende miissen wir
dann das Ergebnis S noch durch den Leitkoeffizienten von @) teilen. Als Beispiel
betrachte P = X2 —1 und Q = 2X + 1. Wir dividieren zunichst durch % @ und

erhalten . . 5
2_ = —_ . —_ JE
X2_1 (x 2) (X+ 2) 2

X 1 3
X2 1=(=-Z)-2Xx+1)-"C.
( 2 4) @X+1) 4
Im Folgenden werden wir allerdings meistens durch normierte Polynome divi-
dieren.

also gilt

Wir schreiben @ | P, wenn die obige Division ohne Rest méglich ist, das
heifit, wenn S € R[X] existiert, so dass P = S - Q. Andernfalls schreiben
wir @ 1 P. Falls R ein Korper ist, konnen wir sogar den grdfiten gemeinsamen
Teiler zweier Polynome definieren und mit dem Euklidischen Algorithmus [2.18
ausrechnen (Ubung). Um ein eindeutiges Ergebnis zu erhalten, verlangen wir,
dass der grofite gemeinsame Teiler wieder ein normiertes Polynom ist.

5.14. DEFINITION. Ein Ring R heif3t nullteilerfrei, wenn fiir alle r, s € R
aus r - s = 0 bereits folgt, dass r = 0 oder s = 0. Ein Integrititsbereich oder
Integritdtsring ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Eins.

In Bemerkung haben wir uns {iberlegt, dass Ringe genau dann null-
teilerfrei sind, wenn fiir die Multiplikation Kiirzungsregeln gelten. Insbesondere
ist jeder Schiefkorper nullteilerfrei und somit ist jeder Korper ein Integritéits-
bereich. Aus Bemerkung folgt, dass ein Polynomring iiber einem Inte-
gritdtsbereich auch wieder ein Integritatsbereich ist.

5.15. FOLGERUNG. FEs set R ein kommutativer Ring mit Fins, dann gilt fir
alle r € R und alle P € R[X], dass

(1) P(r)y=0 = (X—r)|P.

Wenn R ein Integrititsbereich ist, gilt fiir alle r € R und alle Polynome P,
Q € R[X], dass

(2) (X—=r)|(P-Q) — ((X—r)\Poder(X—r)\Q).
Polynome vom Typ X — r nennen wir auch Linearfaktoren.

BEWEIS. Wir dividieren P € R[X] durch X — r mit Rest wie in Satz [5.13]
und erhalten S, T' € R[X] mit degT < 1 =deg(X —r). Alsoist T'=1t € R ein
konstantes Polynom, und es gilt

P=S-(X-r)+t.
Nach Proposition diirfen wir X = r einsetzen und erhalten , da
P(ry=S(r)-(r—r)+t=t.
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Es gelte (X —7) | (P - Q), dann folgt
(P-Q)(r) =P(r)-Q(r) =0

aus (1) und Proposition . Da R nach Voraussetzung nullteilerfrei ist,
gilt P(r) = 0 oder Q(r) = 0. Mit folgt (X —r) | P oder (X —r) | Q. Also
gilt ,—“ in , die Riickrichtung ist klar. O

5.16. BEMERKUNG. In der obigen Folgerung brauchen wir Nullteilerfreiheit
fiir (2)). Sei etwa R = Z/6Z und sei P = X? — X € (Z/6Z)[X]. Nachrechnen
liefert die Tabelle

r | [0] [] [2) [3] [4] [5]
P(r) [ [o] [o] [2] [o] [0] [2]
Also hat P vier verschiedene Nullstellen r; = [0], ro = [1], r3 = [3] und r4 = [4]
und somit vier Teiler @Q; = X —r; fiiri =1, ..., 4 nach . Tatsédchlich gilt
P=X-(X-[)=X-B) X -[4)=Q1-Q2=Q3 Qu.

Aber keines der vier Polynome @); teilt eines der anderen, denn wieder nach
reicht es zu zeigen, dass

0# Qi(rj)=r;—r; fiir alle 4, j mit ¢ £ j .
Jetzt erhalten wir einen Widerspruch zu , denn beispielsweise gilt
Q3| (Q1-Q2), aber  @3fQr und Q31Q2.

Selbstverstindlich kann ein Linearfaktor auch mehrfach, also in einer hoher-
en Potenz vorkommen, beispielsweise gilt

X3 -3X-2=(X-2)-(X+1)%.

5.17. DEFINITION. Es sei P € R[X]\ {0}, r € R und k € N. Dann heifit r
eine Nullstelle der Ordnung k von P, wenn

(X — r)k | P und (X — r)kH 1P,

und wir schreiben ord, P = k.

Insbesondere ist r eine Nullstelle der Ordnung 0, wenn P(r) # 0. Anders
gesagt ist eine ,,Nullstelle der Ordnung 0“ gar keine echte Nullstelle von P.

5.18. PROPOSITION. Es sei R ein Integritdtsbereich und P € R[X] \ {0},
dann gilt

(1) ZordrP < degP .
reR

Insbesondere hat ein Polynom vom Grad k hochstens k verschiedene Nullstellen.

Wir nennen die linke Seite von auch die gewichtete Anzahl der Nullstel-
len von P. Gemeint ist, dass Nullstellen hoheren Ordnung mehrfach, also mit
hoherem ,,Gewicht“ gezdhlt werden.
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BEWEIS. In der obigen Summe interessieren nur echte Nullstellen von P,
also diejenigen r € R mit ord, P # 0. Es seien also zunéchst endlich viele rq,
.., T¢ € R gegeben mit P(r;) = 0 fur alle ¢ und r; # r; fiir alle ¢ # j. Wegen

Folgerung gilt wie in Bemerkung dass (X —r;) 1 (X —rj) fiir i # j,
da ry —Tg 75 0.

Durch Induktion iiber £ erhalten wir ein Polynom S = S, vom Grad deg Sy =

deg P — ¢, so dass

P = SE . (X _ Tl)ordrlP” . (X _ Té)orde )
Fiir £ = 0 setzen wir Sy = P. Sei £ > 0, dann existiert Sy_; wie oben nach
Induktion, und es folgt

(X _ TK) | (Sf—l . (X _ ,r,l)ordrl P . (X _ W—l)ordre_l P) )

Da (X — 7)1 (X —ro_1), gilt (X — 1) 1 (X —rp_1)°re—1 P und

(X —70) | (Se—1 - (X —71) -+ (X —1p_2))

wegen Folgerung . Mit dem gleichen Argument folgt schliellich,
dass (X —ry) | S¢—1. Falls ord,, P > 1, fahren wir fort mit

P/(X = 1¢) = (Se=1/(X = 1)) - (X = )" P oo (X =) e 7

Auf diese Weise erhalten wir (X —7,)°"re | S, | nach endlich vielen Schritten.
Also existiert das gesuchte Sy € R[X] mit Sy_; = Sy - (X — rg)rdre P,

Da R nullteilerfrei ist, folgt mit Bemerkung , dass
deg P = deg Sy + deg(X — 1) P ... 4 deg(X — rp)ordre ¥

)4 0
= deg Sy + Zordri P> Zordm P.
i=1 i=1
Insbesondere kann es insgesamt nur endlich viele Nullstellen geben, so dass die
Summe iiber ord, P wohldefiniert ist. Die letzte Aussage ergibt sich daraus,
dass jede echte Nullstelle mindestens Ordnung 1 hat. d

5.19. BEMERKUNG. Der obige Beweis erinnert ein wenig an die eindeutige
Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen. Tatséchlich kann man jedes normierte
Polynom iiber einem Korper k auf eindeutige Weise als Produkt normierter
Polynome schreiben, die sich selbst nicht weiter zerlegen lassen. Welche Poly-
nome als ,, Primfaktoren* in Frage kommen, hingt von k ab. Betrachte etwa das
Polynom

P(X)=X?-2¢€Q[X] cR[X]cCC[X].
Uber C erhalten wir die Nullstellen

14++/3i 1—/3i
3 _5/§+2\[Z, und _3@{2,

wie man durch Nachrechnen iiberpriift. Mehr Nullstellen kann es dank Propo-
sition [5.18| nicht geben. Somit erhalten wir

X3—2:(X—\3/§).<X+\37§1+2\/§i>-<X+5’/§12\/§i>E(C[X].
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Uber den reellen Zahlen sehen wir nur eine Nullstelle und erhalten daher die
,Primfaktorzerlegung*

X —2=(X-V2) (X*+V2X +(V2)?) eRIX].

Da V/2 ¢ Q, ist das Polynom X3 — 2 in Q[X] unzerlegbar, also selbst ein
Primfaktor.

5.20. BEMERKUNG. Es sei R ein Integritéitsbereich und P, Q € R[X] Po-

lynome vom Grad < n. Seien xy, ..., x, € R paarweise verschiedene Punkte.
Wenn P(z;) = Q(z;) fir i« = 0, ..., n, dann gilt P = @, denn das Poly-
nom () — P hat dann n + 1 Nullstellen zg, ..., z, € R und ebenfalls Grad < n.

Nach Proposition [5.18 geht das aber nur, wenn Q — P = 0.

Somit kann man ein Polynom P € k[X] vom Grad < n eindeutig bestimmen,
wenn man seine Werte an n + 1 verschiedenen Elementen von k vorgibt. In
den Ubungen sehen Sie, dass ein solches Polynom auch immer existiert. Das
funktioniert aber nur, wenn k iiberhaupt n + 1 verschiedene Elemente enthélt.
Mit unendlichen Koérpern wie @, R und C haben wir hier kein Problem. Aber
wir haben in Beispiel auch endliche Korper kennengelernt, der kleinste
ist Z/2Z. Uber diesem Korper kann man bereits Polynome vom Grad > 2 nicht
mehr anhand Threr Werte unterscheiden. Fiir das Polynom P(X) = X2+ X # 0
gilt zum Beispiel P([0]) = P([1]) = 0 genau wie fiir das Nullpolynom.

In Bemerkung zerfillt das Polynom P iiber C in Linearfaktoren. Das
liegt daran, dass jedes nicht-konstante Polynom iiber C eine Nullstelle hat.

5.21. DEFINITION. Ein Korper k heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom P € k[X] mit deg P > 1 mindestens eine Nullstelle besitzt.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist der Korper C algebraisch
abgeschlossen. Weitere Beispiele lernen Sie in der Vorlesung ,, Algebra* kennen.

5.22. FOLGERUNG. Jedes normierte Polynom tiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper zerfillt in Linearfaktoren. Diese Zerlegung ist bis auf die
Reihenfolge der Linearfaktoren eindeutig. Dariiberhinaus gilt Gleichheit in Pro-

position .

Bewers. Es sei P € k[X]| normiert, insbesondere ist P # 0 und da-
her degP > 0. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber deg P.
Fiir deg P = 0 ist P = 1 das leere Produkt, und es ist nichts zu zeigen.

Sei die Aussage also fiir alle Polynome vom Grad < k bewiesen, und
sei deg P = k. Nach unser Annahme hat P eine Nullstelle z € k der Ord-
nung ord, P > 1. Wie im Beweis von Proposition [5.18| schreiben wir

P=5-(X—x)"=",

so dass S(x) # 0. Da deg S = deg P — ord, P < deg P = k, kénnen wir S nach
Induktionsvoraussetzung als Produkt von Linearfaktoren schreiben. Wir mul-
tiplizieren mit ord, P vielen Linearfaktoren (X — x) und erhalten die gesuchte
Zerlegung von P.
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Die Zerlegung ist eindeutig, denn aus dem Beweis von Proposition [5.18
folgt auch, dass jeder Linearfaktor (X — z) genau in der (ord, P)-ten Potenz
vorkommt. Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

Am Anfang des Abschnitts haben wir gesagt, dass wir A — det(F — Aidy)
als Polynom, und nicht als Funktion in A € k betrachten wollen, da wir dann
mehr iiber die Nullstellen aussagen konnen. Als Fazit konnen wir festhalten,
dass Nullstellen von Polynomen Ordnungen haben, und dass die — wie in Pro-
position [5.18| gewichtete — Anzahl der Nullstellen durch den Grad beschrinkt
wird. Wenn wir iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper wie C arbei-
ten, hat jedes Polynom tatséchlich auch — wieder im gewichteten Sinn — so
viele Nullstellen, wie es der Grad vorgibt. All diese Aussagen sind fiir beliebige
Funktionen in dieser Form nicht méglich. Uber endlichen Kérpern k enthalten
Polynome P vom Grad deg P > #k mehr Informationen als die zugehorigen
Funktionen P(-): k — k.

5.3. Das Charakteristische Polynom und das Minimalpolynom

Es sei k ein Korper, V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F' € Endg V
ein Endomorphismus. Dann kdénnen wir eine Basis B von V wé&hlen und erhalten
die Abbildungsmatrix A € M, (k) von F beziiglich B, siehe Folgerung Wir
betrachten jetzt die Matrix

X -E, — Ae M,(k[X]),

dabei ist E,, wieder die Einheitsmatrix. Wenn wir fiir X eine Zahl \ € k ein-
setzen, erhalten wir eine Matrix AE, — A € M,(k), deren Kern gerade der
Figenraum V) ist, sieche Bemerkung Wenn A ein Figenwert ist, ist diese
Matrix also nicht invertierbar. Nach der ersten Cramerschen Regel aus Folge-

rung gilt dann det(A\E, — A) = 0.

Wir hatten in Kapitel |4] die Determinante quadratischer Matrizen {iber ei-
nem Ring definiert, siehe Definition Also kénnen wir die Determinante
von X E, — A € M,,(k[X]) bilden und erhalten

xa(X) =det(X - E, — A) € k[X] .

Wenn A ein Eigenwert ist, ist A also eine Nullstelle von x 4(X). Sei umgekehrt A
eine Nullstelle von x 4(X), dann ist AE,, — A nach Folgerung |4.21| nicht inver-
tierbar, hat also nicht vollen Rang. Aus der Dimensionsformel im Rangsatz
folgt ker(AE, — A) # 0, mithin ist A ein Eigenwert nach Bemerkung Aus
diesem Grund ist es interessant, sich das Polynom y 4(X) und seine Nullstellen
néher anzuschauen.

Wir kénnen zeigen, dass x 4(X) nicht von der Wahl der Basis B abhéngt.
Sei ndmlich C' eine weitere Basis und P € GL(n,k) die Basiswechselmatrix
mit C = B - P, siche Bemerkung Dann hat F beziiglich der Basis C' die
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Abbildungsmatrix P~!- A. P. Wir fassen P als Matrix in M, (k[X]) auf. Da P
mit der Einheitsmatrix E,, kommutiert, folgt aus Satz dass

det(X -E,—P ' A-P)=det(P"- (X -E,—A)-P)
=det P~' - det(X - E, — A) -det P = det(X - E, — A) .

Somit hingt x 4(X) nicht von der Wahl der Basis B ab, wir diirfen es also als
Invariante des Endomorphismus F' betrachten.

5.23. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring und n € N. Sei A €
M, (R), dann heifit

xa(X) =det(X - E, — A) € R[X]

das charakterische Polynom der Matrix A. Sei V' ein n-dimensionaler freier R-
Modul mit Basis B und F' € Endgr V' ein Endomorphismus mit Abbildungsma-
trix A beziiglich B. Dann heifit xp(X) = xa(X) das charakteristische Polynom
von F.

Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms empfiehlt sich zum Bei-
spiel die Laplace-Entwicklung Der GauB-Algorithmus funktioniert nicht,
da R[X] kein Korper ist (nicht einmal, wenn R = k ein Korper ist).

5.24. BEMERKUNG. Es lohnt sich, das charakteristische Polynom etwas de-
taillierter zu betrachten.

(1) Die Eintrdge der Matrix X - E,, — A sind Polynome vom Grad < 1.
Aufgrund der Leibniz-Formel lasst sich xa(X) als Summe von
Produkten aus je n Matrixeintrigen schreiben. Also folgt aus Bemer-
kung dass deg x4(X) < n. Zum Koeffizienten von X" tragen
nur diejenigen Produkte bei, bei denen alle n Faktoren den Grad 1
haben. Da dies genau die Diagonalelemente sind, trégt also nur das
Produkt zur Permutation id € S(n) bei. Also hat x4(X) den gleichen
Leitkoeffizienten wie

(*) (X —ann) (X —ap) = X" = (a11+ -+ app) X"+ ...,

namlich 1. Somit sind x 4(X) und x#(X) stets normierte Polynom vom
Grad

degxa(X)=n beziehungsweise deg xp(X)=dimV .

(2) Da xp(X) nur von F' abhéngt, sind die Koeffizienten von xr(X) in-
teressante Invarianten des Endomorphismus F'. Schreibe also

Xr(X)=X"— oy (F) X" ' 4 (1) 0, (F) X° |

dann nennt man o;(F') die elementarsymmetrischen Funktionen von F.
Analog definieren wir o;(A). Aus der Leibniz-Formel folgt, dass o;(A)
eine Summe von Produkten von je ¢ Matrixeintrégen von A und einem
Vorfaktor ist, denn jedes Produkt in der Leibniz-Formel hat n
Faktoren, die je entweder X oder ein Matrixeintrag sind.
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(3) Als erstes wollen wir den konstanten Term (—1)"c,,(F') des charakteri-
stischen Polynoms bestimmen. Sei also A wieder die Abbildungsmatrix
von F' beztiglich einer Basis B. Dann setzen wir X = 0 und erhalten
sofort

x4(0) =det(—A) = (=1)" det 4,
und analog fiir Endomorphismen F'. Somit gilt o4y v (F) = det F.

(4) Wir schauen uns noch die Funktion o1(A) an. Fiir jede Permutati-
on p € S(n)\ {id} gibt es wenigstens zwei verschiedene Indizes ¢,
j € {l,...,n} mit p(i) # ¢ und p(j) # j. Also liefert p einen Sum-
mand vom Grad < n — 2. Der einzige Beitrag zu o1(A) in der Leibniz-
Formel kommt also wieder von p = id € S(n). Aus (¥ folgt

o1(A) =ay + -+ ap, =tr(A),

siehe Definition Insbesondere koénnen wir die Spur eines Endo-
morphismus unabhéngig von der Basis definieren. Fiir Matrizen A €
M, (R) und G € GL(n, R) gilt also

tr(G71-A-G) =tr(A) .
Allgemeiner gilt fiir Matrizen B € M, ,(R) und C € M, ,,(R), dass
tr(B-C) =tr(C-B).

Indem wir B = G~! und C = AG setzen, erhalten wir daraus die obige
Gleichung.

Wir erinnern uns an die Ordnung von Nullstellen aus Definition
und bezeichnen den Eigenraum von F' zum Eigenwert A wieder mit V) =

ker(X idy —F).

5.25. DEFINITION. Es sei V' ein k-Vektorraum mit dimV < oo und F €
Endy V. Dann heifit A € k ein Eigenwert von F' der geometrischen Vielfachheit
dim ker()\ idy —F) = dim V),

und der algebraischen Vielfachheit
ordy xr -

Analog definieren wir Vielfachheiten fiir quadratische Matrizen iiber k.

Insbesondere sind beide Vielfachheiten 0, wenn A kein Eigenwert von F ist,
und beide Vielfachheiten sind grofler als 0, wenn A ein Eigenwert ist.

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

A= <i _;> € My(R)

mit XA(X)Zdet<X__41 X1_5>:(X—1)(X—5)—1-(_4)

= X2 -6X+9=(X—-3).

Somit ist A = 3 der einzige Eigenwert, und seine algebraische Vielfachheit
ist ords x4 = 2. Wire die geometrische Vielfachheit ebenfalls 2, so wire ganz R?
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Eigenraum, und daher A = 3 F5. Da das nicht der Fall ist, der Eigenraum aber
wegen X 4(3) = 0 auch nicht {0} sein kann, ist die geometrische Vielfachheit 1.
In der Tat liefert das GauB3-Verfahren

Vs = ker(3F, — A) = <<—;>> ’

und es gilt dim V3 = 1.
5.26. BEMERKUNG. Es gilt stets
dim V) < ordy xr -

Denn sei V) der Eigenraum zu A mit k& = dim V), und sei W ein Komple-
ment von V) in V, siehe Proposition Wir wahlen Basen von Vy und W.
Da F(Vy) C V) und Fly, = A idy,, wird F' durch eine Blockmatrix der Gestalt

_(MNE, B
= 5)
dargestellt. Aus Folgerung folgt
Xr(X) =det((X = \) - Eg) -det(X - E,_, — D) = (X — N)F - xp(X) .
Also erhalten wir

ordy xp =k +ordyxp > k=dimV, .

Eine weitere Invariante eines Endomorphismus ist sein Minimalpolynom.
Um das Minimalpolynom einzufithren, wollen wir uns iiberlegen, dass jeder
Endomorphismus F' € Endg V' den Vektorraum V' zu einem R[X]-Modul macht,
auf dem die Variable X wie F' wirkt. Mit anderen Worten diirfen wir fiir X nicht
nur Ringelemente einsetzen. Die folgende Voriiberlegung soll das verstandlicher

machen. Wir erinnern uns an den Begriff des unitdren Ringhomomorphismus,
aus Definition [5.10)

5.27. PROPOSITION (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R
ein kommutativer Ring mit Fins, es sei S ein beliebiger Ring mit Fins, und es
seih: R — S ein unitdrer Ringhomomorphismus. Dann existiert zu jedem s € S
mit s-h(r) = h(r)-s fir alle r € R ein eindeutiger unitirer Ringhomomorphis-
mus H: R[X]| — S mit H(r) = h(r) fir aller € R und H(X) = s.

RIX] <—{X}

~ S
~
h N\

R S .

Wenn h injektiv und bekannt ist, identifizieren wir R mit imh C S und
schreiben H(-) =ev(-,s) und H(P) = P(s) in Analogie zu Definition @.
In der Regel wird R dariiberhinaus im Zentrum von S liegen, das heifit, es
gilt rs = sr fiir alle s € S und alle r € R C S. In diesem Fall diirfen wir alle
Elemente s € S in Polynome iiber R einsetzen.

Proposition und sind Spezialfille: in|5.11 ist S =R, h=1id,
und s = r ein festes Element von R. In|5.11 ist S = RE, h bildet R auf
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die konstanten Funktionen in R® ab, und X wird auf s = idg € R abgebil-
det. Die obige Proposition erlaubt uns, auch andere Funktionen einzusetzen,
beispielsweise diirften wir fiir P € R[X] auch P(sin(z)) € C*°(R) betrachten.
Fiir P(X) =1 — X? beispielsweise ist

P(sin(z)) = 1 — sin®(z) = cos*(x) .

Man sagt, ,cos?(x) ist ein Polynom in sin(z).“ Oder aber, wir betrachten den
Raum C*°(R) der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Die Ableitung %

ist ein Endomorphismus von C*°(R). Fiir das Polynom P = —X? erhalten wir
also den Differentialoperator

B a? o

BewEIls. Wir betrachten ein Polynom

X)=> pX' €R[X
=0

mit p; € R fiir alle i. Aus den Axiomen (HI] f@ folgt

:H<Zzn;piXi> Zsz Zle :‘ hp;) - s .

Das beweist die Eindeutigkeit von H.

Wir iiberpriifen die Axiome. Dazu sei

m .
=0

ein weiteres Polynom. Wir setzen p; = ¢; = 0 fiir ¢ > n und j > m. Dann gilt

H(P+Q) = thﬁqzszhszthzsf P)+H(Q),
:Zh<z pzq]>5 _thl S h(g) s’ = H(P)- H(Q),
k=0 Ni+j=k §=0

1RX] Zh 105—5 =1.

Dabei haben wir ausgenutzt, dass h die Axiome (H1)—(H3]) erfiillt, und fiir (H2)
haben wir auch verwendet, dass s mit allen h(g;) kommutiert. Somit ist H
tatsdchlich ein Ringhomomorphismus. O

5.28. BEISPIEL. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-
Modul. Den Endomorphismenring Endr M haben wir in Folgerung be-
trachtet, und analog den Matrixring M, (R) in Folgerung Wir erhal-
ten einen injektiven Ringhomomorphismus B — Endr M mit r — ridy €
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Endg M. Es gilt ridy;oF = F oridy, fiir alle F € Endg M und alle r € R,
somit Zgnd, v R = Endg M, und wir erhalten eine Auswertungsabbildung

ev: R[X] x Endg M — Endr M mit ev(P,F) = P(F),

und ev(-, F'): R[X]| — Endg M mit P(X) — P(F') ist ein unitérer Ringhomo-
morphismus fiir alle F' € Endg M.

Sei speziell M = R", so dass Endg M = M, (R), dann erhalten wir fiir
jede Matrix A € M,,(R) einen unitéiren Ringhomomorphismus R[X]| — M, (R)
mit P(X) — P(A).

5.29. SaTz (Cayley-Hamilton). Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins
und A € M,(R). Dann gilt xa(A) = 0.

An manchen Stellen findet sich zu diesem Satz die folgende Heuristik: ,,Ein-
setzen von A in x4 liefert det(A - E, — A) = 0.“ So einfach ist es leider
nicht, denn die beiden As in der obigen Formel leben in verschiedenen Rin-
gen. Um das zu verdeutlichen, betrachten wir stattdessen das einfachere Poly-
nom Py(X) =tr(X-E, —A)=nX —trA. Esgilt 0= P4(A) =nA—trA-E,
genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, im allgemeinen also
nicht. Die obige Heuristik wiirde aber immer P4(A) = 0 liefern.

BEWEIS. Es sei zunichst B € M, (R[X]). Wir erinnern uns an die Ad-
junkte adj B € M,(R[X]) aus Definition Im Beweis der Cramerschen

Regel haben wir gezeigt, dass
adjB-B =detB- E, € M,(R[X]) .
Wir betrachten die spezielle Matrix B = X - E,, — A € M,,(R[X]) und erhalten
adj(XE, — A) - (XE, — A) = det(XE, — A) - E, = xa(X)E, .

Nach Definition sind die Eintrige der Adjunkten Determinanten von
(n—1)-reihigen Untermatrizen, in diesem Fall also Polynome vom Grad < n—1,
da alle Matrixeintrige Grad < 1 haben. Wir fassen die Koeffizienten von X*
jeweils zu einer Matrix B; € M, (R) zusammen und erhalten

adj(XE, — A) =) B;- (X'Ey)
1=0

wobei B; = 0 fiir i > n. Auflerdem seien ¢y, . .., ¢, die Koeffizienten von x 4(X),
und ¢; = 0 fiir alle ¢ > n. Dann gilt also

i B;- (X'E,) - (XE, — A) = Zn: cX'E, .
=0 =0

Indem wir die Koeffizienten von X? vergleichen, erhalten wir in M, (R) die
Identitaten

Bi—l — Bz A= CiEn fir alle ¢ > 0 y
wobei B_1 = 0.
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Wir berechnen y 4(A) wie in Beispiel Es folgt

XA(A) = i CiAi = i ciE, - Al
=0 =0
= Oo(Bi—l_Bi'A)Ai:iBi_lAi—iBiAiJ’_l:O_ O
=0 =1 =0

Wir arbeiten wieder iiber einem Korper k. Es sei A € M,,(k) eine Matrix,
und es sei ev(-, A): k[X] — M, (k) der zugehorige unitdre Ringhomomorphis-
mus wie in Beispiel Wie in Definition definieren wir seinen Kern
durch

ker(ev(-,A)) = { P € k[X] ‘ P(A)=0}.

Unter den Polynomen in ker(ev( -, A)) \ {0} gibt es ein P vom kleinstméglichen
Grad. Man iiberlegt sich leicht, dass mit P auch aP € ker(ev(-, A)) fiir alle a €
k, also diirfen wir P normieren.

5.30. DEFINITION. Es sei k ein Kérper, n € Nund A € M, (k). Dann ist das
Minimalpolynom pa(X) € k[X]\ {0} das normierte Polynom vom kleinstmogli-
chen Grad, so dass pa(A) = 0. Entsprechend definieren wir pp fiir F' € Endg V,
wenn V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum ist.

Das Minimalpolynom ist tatséchlich eindeutig bestimmt und damit wohl-
definiert. Denn seien P, Q € ker(ev( . ,A)) normiert und von kleinstem Grad,
dann ist P — @ ein Polynom von kleinerem Grad nach Bemerkung ,
da P und @ den gleichen Leitkoeffizienten haben. Wire P # (@, so kdnnten
wir P — (@ normieren und erhielten ein normiertes Polynom von kleinerem Grad
in ker(ev( . ,A)), was nach Wahl von P und @) aber ausgeschlossen ist. Also

gilt P=Q = pa.
5.31. FOLGERUNG. Fs seik ein Kiorper, n € N und A € M, (k). Dann gilt

palxa -

BeEwEls. Wir dividieren x4 durch g4 mit Rest und erhalten
XA = S - pa + T )

mit S, T € k[X] und degT < deg 4. Einsetzen von A liefert nach dem Satz
von Cayley-Hamilton, dass

T(A) = xa(4) = S(A) - 1a(4) = 0.

Da degT < degpua, ist das nach der obigen Definition von g4 nur méglich,
wenn 1" = 0. g

5.32. BEMERKUNG. Sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und F' €
Endg V. Das Minimalpolynom g lédsst sich leider nicht so leicht berechnen wie
das charakteristische Polynom.
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(1) Wegen Folgerung kommt fiir gr nur ein Teiler von xp in Frage.
Wir werden spéter sehen, dass in k[X| der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung gilt, so dass xr nur endlich viele Teiler hat.

(2) Es sei U C V ein invarianter Unterraum, das heifit, es gilt F(U) C U.
Dann gilt nach Induktion iiber n auch F*(U) = F(F"~Y(U)) c U.
Fiir Polynome P € k[X] folgt dann insbesondere

P(F)|y = P(F|y) € Endy U .

Fiir das Minimalpolynom muss also auch up(F|y) = 0 gelten.

(3) Jetzt nehmen wir an, dass V in eine direkte Summe V = U ¢ W
invarianter Unterrdume U und W zerfillt. Nach Proposition
lésst sich jeder Vektor v € V auf eindeutige Weise zerlegen als v = u+w
mit v € U und w € W. Also gilt

P(F)(v) = P(F)(u+w) = P(F)(u) + P(F)(w),

und das verschwindet genau dann fiir alle v € V, wenn P(F)(u) =0
und P(F)(w) = 0 fiir alle v € U und alle w € W. Das Minimalpo-
lynom pp ist das normierte Polynom P vom kleinstmoglichen Grad,
so dass P(F|y) = P(F|w) = 0, also gewissermaflen das ,kleinste ge-
meinsame Vielfache® von pp, und pp),,. Wir kdnnen es berechnen
als

wr =XkgV (1py, ryy) = Bely - el | 88T (1r)y ey ) -

Als Beispiel betrachte die Matrix

A:

S O
S >
> O O

Mit Folgerung berechnet man
xa(X) = (X =A%
Sei (e1, ea,e3) die Standardbasis von k3, siehe Beispiel dann zerlegen wir
K=UoW = (e1,e2) @ {e3) =k @ k;

beide Unterrdume sind A-invariant. Es gilt x4, = (X — )2, und BAly | XAl -
Das einzige normierte Polynom vom Grad 0 ist 1 und wirkt wie idy # 0. Das
einzige normierte Polynom vom Grad 1, das (X — \)? teilt, ist X — A wegen

Folgerung und es gilt
01
(Aly — 2 = (0 0) £0.

Also folgt 141, = x4, = (X — A)2. Nun rechnet man noch nach, dass (A —
A)2|w = 0, und erhélt schlieBlich
pa(X) = (X = 2?2

Weitere Beispiele sehen Sie in den Ubungen.
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5.33. LEMMA. Es sei V ein endlichdimensionaler k- Vektorraum und F €
Endg V. Es sei A € k. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A ist Eigenwert von F'
(2) ker (X idy —F) # {0} ;

(3) Nidy —F ¢ Autg V' ;

(4) xr(A) =det(F —Xidy) =0;
() pr(A) = 0.

BEWEIS. Bereits am Anfang von Abschnitt haben wir die Aquivalenz
von f tiberpriift.

Zu () = (@)*“ benutzen wir die Folgerungen und und

erhalten

pr(A) =0 = (X =) | wr | xr = xr(\)=0.

Zu (1) = (B)* sei v € V'\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert A, dann ist
der eindimensionale Unterraum (\) C V' invariant unter F', und es gilt F/|, =
A idy. Wie in Bemerkung erhalten wir

0=pr(F)lw =pr(Xidy)) =pr(A) idy = wr(A)=0. O
5.4. Euklidische Ringe und Hauptidealringe

In diesem Abschnitt fithren wir einige Begriffe aus der Ringtheorie ein. Sie
sollen uns helfen, den Zusammenhang zwischen charakteristischem Polynom
und Minimalpolynom auf der einen und invarianten Unterrdumen und Normal-
formen von Matrizen auf der anderen Seite besser zu verstehen. Insbesondere
kldren wir Begriffe wie ,, Teiler“, die wir in den letzten Abschnitten wiederholt
verwendet haben.

Wir zeigen, dass in allen Hauptidealringen eine Primfaktorzerlegung dhn-
lich wie in den natiirlichen Zahlen moglich ist. Auflerdem beweisen wir den
chinesischen Restsatz.

Fiir die folgende Definition wollen wir einen kommutativen Ring R als Mo-
dul iiber sich selbst auffassen wir in Beispiel . In Definition haben
wir den von einer Teilmenge E C M erzeugten Untermodul (E) C M ein-
gefiihrt. In Definition haben wir Axiome fiir Untermoduln aufgestellt.

5.34. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein [Ideal
von R ist ein R-Untermodul I von R. Sei £ C R eine Teilmenge, dann ist das
von E erzeugte Ideal (E) gerade der von E erzeugte Untermodul (F) C R. Ein
Ideal, das von einem einzigen Element a € R erzeugt wird, ist ein Hauptideal.

Wenn die Menge E = {ai,...,ax} C R endlich ist, schreiben wir ein-
fach (a1,...,a;) fir (F). Fir das von a erzeugte Hauptideal schreiben wir
also (a).
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5.35. BEISPIEL. (1) In jedem kommutativem Ring R mit Eins gibt es
zwei triviale Ideale, ndmlich

(0) = {0} und (1)=R.

Denn {0} ist offensichtlich ein Ideal, und wenn I ein Ideal mit 1 € I
ist, folgt fiir alle r € R, dass

r=1-rel.

(2) In einem Korper k gibt es nur die trivialen Ideale. Denn sei I # {0} ein
Ideal, dann gibt es ein Element 0 # k € I, somit liegt 1 = k-k~! € I,
also gilt I = k.

(3) Das Ideal I = (2, X) € Z[X] ist kein Hauptideal (Ubung).

5.36. BEMERKUNG. Ideale treten zum Beispiel im Zusammenhang mit Ring-
homomorphismen und Quotienten auf.

(1) Es sei S C R ein Unterring. Nach einer Ubung zur Linearen Algebra I
induziert die Multiplikation auf R genau dann eine Multiplikation auf
dem Quotienten R/S, wenn S ein Ideal ist. In diesem Fall ist die Quo-
tientenabbildung R — R/S ein Ringhomomorphismus. In Beispiel
haben wir den Ring Z/nZ konstruiert, dabei ist nZ C Z gerade das
von n erzeugte Hauptideal (n).

(2) Es sei f: R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist ker f C R ein
Ideal. Wir iiberpriifen die Untermodulaxiome, dazu seien a, b € ker f
und r € R:

£(0)=0 —  Ockerf, (UJ)

Hl) = fla+b)=f(a)+f(b)=0 = a+bekerf, (U2

H2) = flar)=f(a)- f(r)=0 = a-rekef. (U3

Indem wir die Quotientenabbildung 7: R — R/S betrachten, sehen

wir, dass S in notwendigerweise ein Ideal sein muss, damit 7 eine

Ringstruktur auf R/S induzieren kann. Umgekehrt folgt aus , dass

jedes Ideal I € R Kern eines Ringhomomorphismus ist, ndmlich der
Quotientenabbildung R — R/I.

(3) In Analogie zu Folgerung [2.58| gilt auch fiir Ringe ein Homomorphie-

satz. Dabei zerlegen wir einen Ringhomomorphismus f: R — S wie
folgt.

R—sR/ker f —>=imf<——=S.

(4) Auf der anderen Seite sind Bilder von Ringhomomorphismen oftmals
keine Ideale. Nach Proposition diirfen wir X? in Polynome ein-
setzen und erhalten einen Homorphismus F': R[X| — R[X] mit

deg P
imF = {P = Z a; X" € R[X] | a; =0 fiir alle ungeraden i € N} .
i=0
Dann gilt 1 € im F, aber X = 1-X ¢ im F' im Widerspruch zur obigen
Definition.



148 5. EIGENWERTE UND NORMALFORMEN

5.37. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es seien r,
s € R. Dann ist 7 ein Teiler von s, kurz r | s, wenn ein t € R mit rt = s existiert.
Andernfalls schreiben wir 7 1 s.

Die Elemente r und s heiflen assoziiert, wenn sowohl r | s als auch s | r gilt.
Ein Element r € R heiit Einheit, wenn r | 1. Die Menge aller Einheiten heifit
die Einheitengruppe R* von R.

Die Einheitengruppe R* haben wir im Zusammenhang mit der ersten
Cramerschen Regel in Folgerung eingefiihrt. In den Ubungen sehen Sie,
dass R[X]* = R*, wenn R Integritéitsbereich ist.

Jede ganze Zahl n € 7Z ist assoziiert zu |n| € N. Sei k ein Korper, dann ist
jedes Polynom P € k[X]\ {0} assoziiert zu genau einem normierten Polynom.

5.38. BEMERKUNG. Teilbarkeit lasst sich mit Hilfe von Idealen ausdriicken:
es gilt

(1) rl|s = s € (r) = (s) C (r).
Denn r | s bedeutet, dass s = rt fiir ein ¢t € R, also s € (r). Fiir die Umkehrung
benutzen wir, dass

(r):{r't‘tER},
siehe Definition Mit s liegen auch alle Vielfachen von s in (r), also (s) C
(r), und aus s € (s) C (r) folgt s € (r).

Sei jetzt R ein Integritétsbereich. Fiir r, s € R folgt
(2) (r)=(s) <= rlsunds|r <= s=rufireinue R*.

Die erste Aquivalenz folgt aus . Zur zweiten nehmen wir als erstes an, dass u,
v € R mit s = ru und r = sv existieren. Dann gilt » = ruwv, also 0 = r(1 — uv).
Falls r = 0, folgt s = 0 = r - 1. Ansonsten gilt uv = 1 wegen Nullteilerfreiheit,
so dass u € R*. Die Riickrichtung folgt, da r = su~!, wenn u € R*.

5.39. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Kine Funkti-
ond: R\{0} — N heifit Gradfunktion, wenn fiir alle p, ¢ € R mit g # 0 Elemen-
te s, t € R existieren, so dass p = ¢s + t und entweder ¢ = 0 oder d(t) < d(q).

Ein Fuklidischer Ring ist ein Integritdtsbereich, fiir den eine Gradfunktion
existiert. Fin Hauptidealring ist ein Integritdtsbereich, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist.

Ein Euklidischer Ring ist also ein Integritdtsbereich, in dem Division mit
Rest moglich ist — Eindeutigkeit ist nicht gefordert. Auch die Gradfunktion
muss keine weiteren Rechenregeln erfiillen. Wenn wir eine Gradfunktion d ge-
funden haben, nennen wir d(r) einfach den Grad von r.

5.40. BEISPIEL. Die wichtigsten FEuklidischen Ringe kennen wir bereits.

(1) Jeder Korper ist Euklidischer Ring. Da die Division immer ohne Rest
aufgeht, konnen wir die Gradfunktion beliebig wahlen.
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(2) Die ganzen Zahlen Z bilden einen Euklidischen Ring mit Gradfunkti-
on d(n) = |n|. Division mit Rest ist fast eindeutig:

5=3-1+2=3-2+(-1), und  [2,]-1] <3| .

(3) Sei k ein Korper, dann ist der Polynomring k[X] ein Euklidischer
Ring mit Gradfunktion d(P) = deg P. Denn wegen Satz konnen
wir durch normierte Polynome mit Rest dividieren, und jedes Poly-
nom P # 0 lasst sich normieren, indem man alle Koeffizienten durch
den Leitkoeffizienten teilt.

(4) Wenn R kein Korper ist, ist R[X] kein Euklidischer Ring. Beispiels-
weise ist Z[X| kein Euklidischer Ring wegen Beispiel und Pro-
position [5.41] unten.

In den Beispielen und existieren Algorithmen, um die Division mit Rest
durchzufiithren. Dadurch lassen sich manche der Berechnungen, die wir im Fol-
genden durchfiithren werden, auch von einem Computeralgebrasystem erledigen.

5.41. PROPOSITION. Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis der Eindeutigkeit des Minimal-
polynoms nach Definition [5.30] In der Tat ist ja k[X] ein Euklidischer Ring,
und wegen Bemerkung ist ker(ev(-,A)) C k[X] ein Ideal, und zwar
das Hauptideal (p4).

BEWEIS. Es sei R ein Euklidischer Ring mit Gradfunktion d und es sei I C
R ein Ideal. Falls I = {0}, ist I = (0) ein Hauptideal. Andernfalls hat die
Menge {d(a) } 0#ac€cl } als Teilmenge von N ein kleinstes Element, wir
finden also ein a € I\ {0} von kleinstem Grad. Sei b € I, dann bestimme s,
t € R, so dass

b=as+t und d(t) < d(a) .

Aus den Untermodulaxiomen folgt ¢ € I, wegen d(t) < d(a) also t = 0. Also
gilt b € (a), und da das fiir alle b € I gilt, auch I C (a). Wegen a € I gilt
umgekehrt auch (a) C I, also I = (a). O

5.42. BEMERKUNG. In jedem Hauptidealring gibt es grofite gemeinsame
Teiler. Seien etwa a, b € R in R, dann existiert nach Definition ein ¢ € R
mit (a,b) = (¢). Daa, b € (c) ist ¢ ein Teiler von a und b nach Bemerkung5.38
Sei d € R ein weiterer Teiler von a und b, dann folgt a, b € (d), also auch (¢) =
(a,b) C (d). Somit ist d auch ein Teiler von ¢, und wir diirfen ¢ als grofiten
gemeinsamen Teiler auffassen. Aus diesem Grund schreiben manche Autoren
kurz (a,b) fir ggT(a,b). Man beachte, dass der grofite gemeinsame Teiler nur
bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig ist.

Aus (a,b) = (c) folgt insbesondere, dass es r, s € R gibt mit
ar+bs=c.
Solche Elemente hatten wir mit dem Euklidischen Algorithmus in Satz [2.1§]
explizit konstruiert. Indem wir durch c teilen, sehen wir, dass
a b

—r+--s=1,
c c
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insbesondere sind r und s teilerfremd, da (r,s) = (1).

5.43. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ele-
ment 0 # a € R\ R* heifit

(1) drreduzibel in R falls aus a = r - s folgt, dass r € R* oder s € R*, und
(2) prim in R, falls aus a | r - s folgt, dass a | r oder a | s.

Wir nennen einen Teiler von a € R echt, wenn er weder eine Einheit noch
zu a assoziiert ist. Eine Element von R ist also genau dann irreduzibel, wenn
es weder 0 noch eine Einheit ist und keine echten Teiler besitzt. Somit sind
Primzahlen, wie Sie sie aus der Schule kennen, nach dieser Terminologie irre-
duzible Elemente von Z. Die Zahl 12 ist nicht prim, denn 12 | 3 - 4, aber 12 {3
und 12 1 4.

Wenn ein Element a € R prim oder irreduzibel ist, gilt das gleiche nach
Definition [5.43] automatisch auch fiir alle assoziierten Elemente von R. Wegen
Bemerkung konnten wir, falls R Integritdtsbereich ist, also auch sagen,
dass (a) prim beziehungsweise irreduzibel ist.

Sei R ein Integritétsbereich, dann sind Linearfaktoren X — r prim in R[X]
nach Folgerung (). In (2/6Z)[X] sind Linearfaktoren zwar irreduzibel,
aber wegen Bemerkung [5.16| nicht prim.

5.44. PROPOSITION. FEs sei R ein Integrititsbereich.

(1) Jedes Primelement von R ist irreduzibel in R.
(2) Sei R ein Hauptidealring, dann ist jedes irreduzible Element von R
prim in R.

BEWEIS. Zu sei zunédchst R ein Integritédtsbereich und a prim. Dann
ist a irreduzibel, denn

a=r-s = al|r-s ==al|roderals.

Gelte etwa a | r, dann sind a und r assoziiert, denn nach Voraussetzung gilt ja
auch r | a. Nach Bemerkung ist s dann eine Einheit. Der Fall a | s geht
genauso. Also ist entweder r € R* oder s € R*, und a ist irreduzibel.

Zu sei R jetzt Hauptidealring und «a irreduzibel. Es gelte a | r - s, dann
hat das Ideal (a,r) einen Erzeuger ¢, insbesondere gilt a = ¢d fiir ein d € R.
Da a irreduzibel ist, ist entweder ¢ oder d eine Einheit. Wenn d eine Einheit
ist, folgt a | ad™! = ¢ | 7. Wenn c eine Einheit ist, suchen wir u, v € R,
so dass ¢ = au + rv wie in Bemerkung Nach Multiplikation mit sc—*
folgt s = ac~tsu+c lrsv. Da a | rs, erhalten wir a | ac™'su+c lrsv = s. Also
gilt entweder a | r oder a | s, und a ist prim. O

Im Folgenden sei P(R) C R eine Menge von Primelementen von R, die
zu jedem Primelement genau ein assoziiertes Element enthilt. Diese Menge
ist im Allgemeinen nicht eindeutig, sondern muss fiir jeden Ring neu gewéhlt
werden. Wir einigen uns darauf, dass P(Z) genau aus den positiven Primzahlen
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besteht, und dass P (k[X]) fiir jeden Korper k genau die normierten irreduziblen
Polynome enthélt. Dadurch sind P(Z) und P(k[X]) eindeutig festgelegt.

5.45. SATZ (Primfaktorzerlegung). Sei R ein Hauptidealring, dann ldsst sich
jedes Element r € R\ {0} schreiben als

(1) T:e.pl...pk7
wobei p1, ..., pr € P(R) Primelemente sind, und e € R* eine Finheit. In
dieser Zerlegung sind die Faktoren bis auf Reihenfolge eindeutig.

Typische Beispiele sind
—-60=(-1)-2-2-3-5
und  2X?H4X +2=2-(X+1)- (X +1).

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst die Existenz durch Widerspruch. Sei al-
so r € R ein Element, das sich nicht wie in schreiben ldsst. Dann lasst sich r
auch nicht als endliches Produkt aus einer Einheit e und beliebigen Primelemen-
ten aq, ..., a schreiben, denn dann konnten wir jedes a; durch Multiplikation
mit einer Einheit zu einem Element von P(R) abéndern, und e entsprechend
korrigieren.

Das Element r; = r ist weder eine Einheit noch irreduzibel, also existie-
ren s1, t7 € R\ R* mit r;1 = s -t. Mindestens einer der beiden Faktoren
lasst sich ebenfalls nicht wie in schreiben, andernfalls kénnten wir die bei-
den Zerlegungen multiplizieren und erhielten (indem wir die beiden Einheiten
zusammenfassen) auch eine entsprechende Zerlegung von ri. Sei etwa s das
Element, fiir das keine solche Zerlegung existiert, dann machen wir mit ro = s
weiter.

So erhalten wir eine Folge (r;);cn von Elementen von R mit 7,41 | 7; und r; ¢
r;4+1 fiir alle ¢ € N. Fiir die zugehorigen Ideale gilt nach Bemerkung [5.38| also

(r)=01)S(r2)&....
Die Vereinigung dieser Ideale ist wieder ein Ideal (Ubung), also existiert ein

FErzeuger ¢, so dass
oo

U = (o).

i=1
Nach Definition der Vereinigung existiert ein ig € N mit ¢ € (r;,). Wir erhalten
einen Widerspruch, denn

(€) C (rig) S (rigr1) S -+~ [ J(ra) = (o).
i=1
Mithin war unsere Annahme am Anfang falsch, und jedes Element r € R lésst

eine Zerlegung wie in zZU.

Der Beweis der Eindeutigkeit verlduft analog zum Beweis von Propositi-

on 518l Es sei
(*) eprpe=f"q-q,
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mit p1, ..., Dk, q1, ---, @¢ € P(R) prim, also auch irreduzibel, und e und f
seien Einheiten. Da p; prim ist und das rechte Produkt teilt, kann man nach
Induktion schlieBen, dass p; | ¢; fiir ein j € {1,...,¢} (es gilt p1 t f, da f | 1,
aber p; 1 1, da p; ¢ R* nach Definition . Nun ist aber g; irreduzibel
und p; keine Einheit, also folgt ¢; = p1 nach Wahl von P. Da Hauptidealringe
nullteilerfrei sind, diirfen wir p; kiirzen. Wir erhalten also eine Gleichung wie (ED
mit je einem Faktor weniger auf beiden Seiten, wobei wir f durch fu ersetzen.
Nach endlich vielen Schritten steht auf einer der beiden Seiten eine Einheit.

Dann ist auch die andere Seite eine Einheit, und die Eindeutigkeit ist bewiesen.
O

5.46. BEISPIEL. Es gibt keine effizienten Algorithmen zur Primfaktorzerle-
gung.

(1) Im Falle R = Z reicht es, sukzessive durch alle Primzahlen zu teilen,
die nicht grofler sind als die Quadratwurzel der verbleibenden Zahl.
Beispielsweise gilt

999=3-333=3-3-111=3-3-3-37,

denn 2 1999, und 3, 5 1 37. Die Zahl 7 kann dann kein Teiler von 37
mehr sein, denn dann wére |37/7| < 7, und wir hétten 37/7 oder
einen Teiler davon bereits gefunden. Dieser Algorithmus ist fiir sehr
grofle Zahlen sehr rechenaufwindig; darauf beruhen kryptographische
Verfahren wie der RSA-Code.

(2) Jedes Polynom P € C[X] zerfillt nach Folgerung in Linearfakto-
ren, und diese sind nach Folgerung prim. Es gibt aber keinen
Algorithmus, der diese Linearfaktoren findet, falls deg P > 5.

5.47. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann heiflen
zwei Elemente a; und as teilerfremd, wenn es by, by € R mit ajby + asby = 1
gibt.

5.48. BEMERKUNG. Die obige Definition ist dquivalent dazu, dass (a1, az) =
R. Auch in allgemeinen Ringen ist ein gemeinsamer Teiler r von a; und ag auch
ein Teiler von aiby + asbs. Insbesondere ist » nach Definition [5.37] eine Einheit,
wenn es by, by wie in der obigen Definition gibt. Wenn R kein Hauptidealring
ist, kann es aber sein, dass a; und ag zwar keinen gemeinsamen Teiler besitzen,
der keine Einheit ist, aber trotzdem (ay,as) # R gilt. Daher ist die Bezeichnung
Hteilerfremd® etwas ungliicklich.

Falls R ein Hauptidealring ist, existiert ¢ € R mit (a1,a2) = (c¢). Nach
Bemerkung [5.42] ist ¢ ein grofiter gemeinsamer Teiler von a1 und as. In diesem
Fall haben a; und as also genau dann einen nichttrivialen gemeinsamen Teiler,
wenn c keine Einheit ist. In diesem Fall entspricht der Begriff , teilerfremd“ also
unserer Vorstellung.

Wenn R ein Euklidischer Ring ist, konnen wir b; und b2 mit dem Euklidi-
schen Algorithmus aus Satz berechnen.

Das folgende Resultat geht zuriick auf ein chinesisches Manuscript, vermut-
lich aus dem dritten Jahrhundert. Die Formulierung dort lautet sinngemé&f:
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,Es seien aq, ..., ap paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen, dann existiert
fiir jedes Tupel ganzer Zahlen ni, ..., ng eine ganze Zahl n, die die folgende
simultane Kongruenz erfiillt:

n=n; mod q; firte=1,...,k.

Alle Losungen dieser Kongruenz sind kongruent modulo ay - - - ag.* Diese Aus-
sage ist fiir R = Z &quivalent zur Existenz einer Abbildung G wie im folgenden
Beweis mit der Eigenschaft, dass F' o G = id.

5.49. SATZ (Chinesischer Restsatz). Es sei R ein kommutativer Ring mit

Eins, und a1, ..., ax € R seien paarweise teilerfremd. Dann induziert die
Quotientenabbildung R — R/(a;) eine R-lineare Abbildung
(1) T - R/(al---ak)—>R/(ai) s

und wir erhalten einen R-Modul-Isomorphismus

k
F: R/(a1--ax) — P R/(a;)
(2) i—1

mit F([a]) = (m([a]), ..., m([a])) .

Da es sich auf der rechten Seite nicht um eine Summe von Untermoduln
handelt, miissen wir eigentlich || anstelle von @ schreiben. Wegen Propositi-
on sind diese beiden Schreibweisen dquivalent, und die obige ist etwas
gebrauchlicher.

In den Ubungen zur Linearen Algebra I haben wir uns den Fall R = Z
und k& = 2 bereits angeschaut. Wenn man die direkte Summe von Ringen auf
der rechten Seite von wieder als Ring mit summandenweiser Multiplikation
auffasst, ist F' sogar ein Ringisomorphismus. Der Satz gilt noch etwas allgemei-
ner, wenn man (ap), ..., (ag) durch beliebige Ideale ersetzt, dazu muss man
allerdings erst das Produkt von Idealen definieren.

BEWEIS. Die Abbildungen m; sind wohldefiniert, denn (aq - --ay) C (a;) fiir
alle ¢ nach Bemerkung (1), so dass fiir alle r, s € R gilt

[r]=1[s] € R/(ay---ak) == r—sée€(a---ag) C (a;)
= [r] =1[s] € R/(a;) .
Also gilt . Wir zeigen und
(3) (al,ag . -ak) =R fiir alle k > 2
durch Induktion iiber k. Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen.

Fiir k = 2 ist klar nach Voraussetzung. Nach Definition existieren
zwel Elemente by, by € R, so dass a1b; +asbs = 1. Wir definieren eine Abbildung

G: R/(al) D R/(CLQ) — R/(alag) mit G([Tl], [?”2]) = [agbgrl + a1b17“2]
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fir alle [r1] € R/(a1), [r2] € R/(a2), wobei r1, 73 € R. Diese Abbildung ist
wohldefiniert, denn seien sy, so € R, dann gilt

[agbg(ﬁ + alsl) + a1by (?”2 + a282)] = [azbgﬁ + a1biry + alag(bzsl + 5182)]
= [agbar1 + a1b172] ,

so dass das Ergebnis modulo ajas nicht von der Wahl der Représentanten r;
und r9 abhéngt.

Es gilt FoG = idR/(al)@R/(az)a denn seien [7“1] S R/(al), [TQ] € R/(ag),
dann folgt

(F e} G) ([7“1], [?”2]) = (71’1([(12527“1 + a1b17“2]), 7'(‘2([(12[)27“1 + (11517”2]))
= (7‘1’1([(1 — albl)rl + alblTQ]),ﬂ'Q([agbng + (1 — CLQbQ)TQ]))
= ([r1], [r2]) -
Umgekehrt ist auch G o F' =idg/(q,q,), denn fiir r € R gilt
(G o F)[r] = [agber + a1byr] = [r] .

Somit ist F' invertierbar mit Umkehrfunktion G, und ist bewiesen. Zu
ist fiir k = 2 nichts zu zeigen.

Sei nun k£ > 3, und und seien bewiesen fiir alle kleineren Werte von k.
Dann existieren ¢, d, e, f € R, so dass

l=aic+az - -agd=aje+asf .
Es folgt
1= (aic+ag---agd) - (a1e + azf) = ai(e + agcf) + ag - - - ag(df) ,

insbesondere folgt . Wir zeigen , indem wir F' als Verkettung

k

F:R/(ar-ar) — R/(a1) ® R/(az---ay) — R/(a1) ® @D R/(a;)
1=2

schreiben. Die erste Abbildung ist ein Isomorphismus wegen unseres Arguments
zu (2). Die Abbildung R/(az---a;) — R/(az) @ --- & R/(ay) ist ein Isomor-
phismus nach Induktionsvoraussetzung. Also ist auch die zweite Abbildung ein
Isomorphismus. ([l

5.50. BEISPIEL (Lagrange-Interpolation). Es sei P € k[X] ein Polynom
und z € k. Wie im Beweis von Folgerung [5.15] dividieren wir P mit Rest
durch X — = und erhalten

es folgt

Mit anderen Worten gilt
P=y mod (X —x) = Plz)=y.
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Es seien jetzt zo, ..., x, € k paarweise verschieden, dann sind die linearen

Polyome X — xg, ..., X — x, paarweise teilerfremd, denn
1 1
(X—a:i)— (X—.rj):l.
Tj — X4 Tj— Tg
Zu jeder beliebigen Wahl von yg, ..., y, existiert dann nach dem chinesischen
Restsatz [5.49| ein Polynom P, so dass
P=y; mod (X —u1;), also P(x;) =y firalle:i=0,...,n.

Da P nur bis auf Vielfache von Q = (X —xy) - - - (X —x,,) eindeutig bestimmt
ist, konnen wir P durch seinen Rest modulo @) ersetzen. Mit anderen Worten
diirfen wir annehmen, dass deg P < n = deg ) —1, und wegen der Eindeutigkeit
der Division mit Rest nach Satz[5.13ist P dann sogar eindeutig. Man nennt P
auch das Lagrange-Polynom durch die Punkte (o, y0), - -, (Zn,Yn)-

5.5. Invariante Unterrdume und Normalformen

Sei jetzt wieder V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und F' € Endy V.
Der Primfaktorzerlegung des Minimalpolynoms pp entspricht eine Zerlegung
von V in eine direkte Summe invarianter Unterrdume. Mit diesen Methoden
konnen wir Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen
und Matrizen besser verstehen. In diesem Zusammenhang lernen wir auch die
Jordansche Normalform kennen.

Der erste Schritt auf diesem Weg ist die Fitting-Zerlegung eines Endomor-
phismus in eine direkte Summe aus einem nilpotenten und einem invertierbaren
Endomorphismus in Lemma |5.54] unten.

5.51. DEFINITION. Sei K ein beliebiger Korper, sei V' ein k-Vektorraum,
und sei ' € EndV. Wir nennen F nilpotent, wenn es ein k € Ny gibt
mit F¥ = F...F = 0 € EndV; das minimale solche k heifit auch die

k Faktoren
(Nilpotenz-) Ordnung von F. Wir nennen F' zyklisch, wenn es einen Vek-

tor v € V und ein k € Ny gibt, so dass V = (v, F(v),..., F¥), ein solches V
heifit auch Erzeuger.

Allgemein nennt man ein Element r € R nilpotent, wenn es ein k£ € N gibt,
so dass ¥ = 0 € R. AuBerdem nennt man ein R-Modul M zyklisch, wenn es
von einem einzigen Element m € M erzeugt werden kann. Hier betrachten wir
also V' als k[X]-Modul, wobei ein Polynom P € k[X]| durch P(F) € EndV
auf V wirkt.

Zur Erinnerung (Definition [4.16)): eine obere Dreiecksmatriz ist eine Ma-
trix A = (aij)i; € My(K) mit a;; = 0 fur alle ¢, j mit ¢ > j. Wir nennen A
strenge obere Dreiecksmatriz, wenn sogar a;; = 0 fiir alle ¢, j mit ¢ > j gilt.

5.52. BEISPIEL. Jede strikte obere Dreiecksmatrix A € M, (K) beschreibt
einen nilpotenten Endomorphismus von K™. Zur Begriindung schreibe A* =
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(al(-;?))ij € M,(K), dann hat A* die Eigenschaft, dass ag-c) = 0 fiir alle 4, j
mit ¢ > j — k. In anderen Worten gilt

0O ... 0 % ... x

Ak: *
0

0 0

Wenn das stimmt, ist spétestens A™ = 0, also ist A nilpotent.

Die obige Behauptung ist klar fiir ¥ = 1, denn ¢ > j — 1 genau dann,
wenn ¢ > j. Wenn wir die Eigenschaft fiir a'® bereits tiberpriift haben, finden

ij
wir AR = A . Ak also
*) a =" aua))
1=1

Fir 1l <[ <iista; =0, da A strenge obere Dreiecksmatrix ist. Fiir j—k < <n
(k)

ist a;;” = 0 nach Voraussetzung. Sei jetzt ¢ > j — (k+1), alsoi > j — k,
dann verschwindet in jedem Summand von @ einer der beiden Faktoren, also
folgt ag?ﬂ) = 0 wie gefordert. Damit folgt die Behauptung per Induktion.

5.53. DEFINITION. Sei (V;);er Familie von k-Vektorrdumen, und seien F; €
EndV; fur alle ¢ gegeben. Die direkte Summe der F; ist der Endomorphismus

@FZ‘ S EndEBVZ mit (Ui)iGI — (Fl(vl))zel .

el el

Wenn wir eine Basis von V' aus Basen der V; zusammensetzen, hat F' die
Gestalt einer Blockmatrix. Entlang der Diagonalen stehen die darstellenden
Matrizen der F;, alle anderen Blocke sind 0.

5.54. LEMMA (Fitting-Zerlegung). Sei V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum, und sei F' € End V.

(1) Dann ezistieren eindeutige F-invariante Unterrdume K, W C V
mit K®@W =V, so dass F|x € End K nilpotent und F|y € End W
tnvertierbar ist.

(2) Fliir hinreichend grofie k € N gilt

K =ker(F*)  und W =im(F").
(3) Fliir jeden weiteren F-invarianten Unterraum U C 'V gilt

U=UnK)aUnW).

Es lohnt sich, Aussage besser zu verstehen. Wenn ein F-invarianter
Unterraum einen Vektor v = u 4+ w mit v € K und w € W enthélt, enthalt
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er auch die einzelnen Summanden u und w. Insbesondere gibt es keine F'-
invarianten Unterrdume, die ,schief* in K @& W liegen. Wir sehen im Beweis,
dass hieraus bereits die Eindeutigkeit von K und W in folgt.

BEWEIS. Wir beginnen mit der Existenz in . Fiir alle ¢ € N gilt
*) ker F* C ker F*t! und im F*™ € im F*
denn aus Fi(v) = 0 folgt F(Fi(v)) = 0, und aus v = F'T(w) folgt v =
F'(F(w)). Da

0 = dimker(F%) < dimker(F') <---<n,
gibt es ein kleinstes i € Ng mit dimker(F*) = dim ker(F**!), so dass
ker(F") = ker(F*t1) |

Wir behaupten, dass ker(F7) = ker(F?) fiir alle j > 4. Fiir j = i haben wir
das gerade gezeigt, und wir fahren durch Induktion fort. Es gelte also ker(F7) =
ker(F"), und wir betrachten v € ker(FJ*1) beliebig. Dann ist F** (F/~(v)) =
0, mithin FV~'(v) € ker(F"!') = ker(F*). Es folgt F'(F/~‘(v)) = 0, al-
so v € ker F7. Insgesamt erhalten wir ker(FV™!) = ker(F7) = ker(F") nach
Induktionsvoraussetzung.

Genauso kénnten wir mit den Bildern argumentieren. Aber wegen der Di-
mensionsformel aus dem Rangsatz gilt

dimim(F7) = dim V — dimker(F7) = dim V — dim ker(F*) = dim im(F"*)
fiir alle j > 4, somit im(F7) = im(F") wegen (¥).

Wir definieren jetzt K und W C V durch . Dann ist F'|g nilpotent,
da (F|g)* = F¥|ix =0, und F|y invertierbar, da im(F|y) = W.

Sei v € ker(F*) N im(F¥). Dann existiert w € V mit v = F¥(w), und
es gilt F*(v) = F?(w) = 0. Wegen ker(F?*) = ker(FF¥) folgt w € ker(F*),
also v = F*(w) = 0. Wir haben also gezeigt, dass

ker(F*) nim(F*) = {0} .
Aufgrund der obigen Dimensionsformel gilt KW = V| und wir haben Existenz
in gezeigt.
Zum Beweis von zerlegen wir wie oben
U = ker((Flv)") @ im((Flv)")

fiir ein ausreichend grofles £ € N. Da wir sowohl k als auch ¢ beliebig grof3
wéhlen diirfen, nehmen wir & = ¢ an. Wegen F-Invarianz folgt sofort

ker((F]U)E) =Unker(FY=UNK
und  im((F|p)") =UNim(F)=UnW,
und die Behauptung folgt.

Wir kommen zur Eindeutigkeit in (I). Dazu sei V = K’ & W’ eine weitere
solche Zerlegung. Wir wenden auf die F-invarianten Unterrdume K’ und W’
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an. Da F| g nilpotent ist, folgt K'NW = 0, also K’ C K. Da F|y invertierbar
ist, folgt W/ N K =0, also W/ C W. Da aber K’ + W' =V gilt, muss K’ = K
und W/ =W gelten. O

Sei jetzt P € k[X] ein irreduzibles Polynom und F' € EndV wie oben.
Wir kénnen F' in P einsetzen und erhalten P(F) € End V. Wir erhalten auch
zu P(F) eine Fitting-Zerlegung wie im obigen Lemma. Als néchstes wollen wir
versuchen, F selbst auf ker(P(F)¥) durch eine Matrix darzustellen.

5.55. BEMERKUNG. Wir schauen uns zunéchst die zyklische Endomorphis-
men genauer an. Sei F' € End V' zyklisch mit Erzeuger v € V, siehe Definiti-
on [5.51] und sei n = dim V.

(1) Aus den Ubungen wissen wir, dass
B=(v,...,F" (v))
bereits eine Basis von V' bildet. In dieser Basis hat F' die Gestalt

0 —a
1 - —a
BFp = . | = Mp,
. O .
I —ap

dabei sei P = X" +a,_1 X" 1 + .- + a9 € k[X].

Wir berechnen das charakteristische Polynom durch Laplace-
Entwicklung nach der letzten Spalte. Da die verbleibenden Matri-
zen Blockgestalt haben und die Diagonalblécke Dreiecksmatrizen sind,
erhalten wir

X ag
-1 X
-1 X
det 0 0 -1 X 0 0 ;1
-1 X 0
—1
X Gp—2
-1 X 4+ an—1
n—1

_ Z(_l)n+iai_1 Xifl (_1)1171' + (_1)2n (X + an—l) anl - p.
i=1
Somit hiangt die obige Matrix nur vom charakteristischen Polynom des
zyklischen Endomorphismus ab. Man nennt die obige Matrix auch die
Begleitmatriz zum Polynom P.
Da jeder Erzeuger von V die gleiche Matrix liefert, nennt man Mp
auch die zyklische Normalform von F'. Leider ist sie zum Rechnen nicht
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sehr praktisch, denn sobald d > 2 ist, ist sie weder obere noch untere
Dreiecksmatrix. Daher kénnen die Matrizen M 1’2 beliebig kompliziert
werden.

Sei jetzt P ein normiertes Polynom vom Grad d und k& € N. Wir
nehmen an, dass F' € EndV zyklisch mit Erzeuger v € V ist, und
das xp = P*. Dann kénnen wir eine etwas andere Basis

B=(v,...,F" ' (v); ...; PE) )., (F o P(F)F 1) (v))

wéahlen. In der Tat ist die Basiswechselmatrix zur Basis aus eine
Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Wir erhalten jetzt die
Matrix

Mp 0
Ny Mp
BFp = A € Mya(k)
0 Ny Mp
mit Mp wie oben und
0O ... 0 1
0
Ng = ] S Md(k) .
0

Die Basis B wurde so gewihlt, dass auf der unteren Nebendiagonalen
durchgehend Einsen stehen:

0 —aq—2
1 —ag—
1 0

Insgesamt ist die obige Matrix ein bisschen schéner zum Rechnen als
die entsprechende Begleitmatrix Mpx, denn alle Potenzen von pFp
haben eine Blockgestalt, bei der alle Blocke oberhalb der Diagonalen 0
sind. AuBerdem kann man die Zerlegung xr = P* anhand von pFpg
besser erkennen als in der Begleitmatrix (|1f).

Am einfachsten und wichtigsten ist in ([2]) sicherlich der Fall, dass P =
X —Xund xp = (X —\)*. Dann ist also A der einzige Eigenwert von F,
und wir haben Mp = () und N; = (1). Jetzt ist die Matrix pFp eine
untere Dreiecksmatrix, und auf der Diagonalen steht stets die Zahl .
In der Situation dreht man gern die Reihenfolge der Basisvektoren
um, betrachtet also jetzt

B=(F-\N"(v),...,v).
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Dadurch stehen die Einsen in gFp jetzt in der oberen Nebendiagona-
len. Insgesamt hat die darstellende Matrix in diesem Fall die Gestalt

Al 0
A
0 A

Man nennt Ji () einen Jordanblock der Grofie k zum Eigenwert .

Mit diesen Voriiberlegungen koénnen wir jetzt den Endomorphismus F|x
betrachten, wobei P € k[X] normiert und irreduzibel und V.= K & W die
Fitting-Zerlegung zu P(F) € EndV sei.

5.56. PROPOSITION. Fs sei F© C EndV Endomorphismus eines k-Vektor-
raums V' und P € k[X] ein irreduzibles normiertes Polynom vom Grad d > 1,
so dass P(F)* = 0 fiir ein k € N. Dann existieren Vektoren v, ..., vy € V und
Zahlen ki > --- > ky > 1, so dass

(1) B= (Ula-'-7Fd_1(U1)> ERRE) P(F)kl_l(vl)a-..7Fd_1P(F)k1_1(U1);
L Ve P ), PR ), PO PR ()
etne Basis bildet. Beziiglich dieser Basis hat F' die Blockgestalt
Mp 0
Ng Mp
0 Ng Mp
(2) :
Mp 0
Ng Mp
0 Ng Mp
bestehend aus ¢ groflen Blocken der Grifie k;d firi = 1, ..., £ entlang der

Diagonalen. Jeder dieser grofien Blicke setzt sich seinerseits aus k; Blocken der
Form Mp entlang der Diagonalen und k; — 1 Blocken Ny entlang der unteren
Nebendiagonalen zusammen. Dabei sind Mp und Ng wie in Bemerkung
gegeben. Fiir charakteristisches Polynom und Minimalpolynom von F folgt

(3) XF = PRtk und e

Wie schon in Bemerkung gesagt konnen wir im Falle P(X) =
X — X innerhalb der Blocke die Reihenfolge der Basisvektoren umdrehen. Dann
erhalten wir in oben eine obere Dreiecksmatrix aus Jordanblocken J, (M),
oy i (A).
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BEWEIS. Der Beweis von (1)) und . verlduft durch Induktion tiber dim V/,
der Induktionsanfang dlmV 0 ist klar. Im Induktionsschritt werden wir
zunéchst einen Vektor v; finden, der die erste Zeile der Basis B in erzeugt.
Dadurch erhalten wir einen F-invarianten Unterraum U C V, auf dem F' durch
eine Matrix wie in Bemerkung|5.55 dargestellt wird. Das liefert uns den lin-
ken oberen ,,grolen“ Block in %nsehlieﬁend suchen wir einen F-invarianten
Unterraum V' C V, so dass V. = U @ V' gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
lasst sich F'|y wie gewiinscht als Matrix der Form darstellen. Zusammen-
setzen der beiden Matrixdarstellungen liefert die Behauptung.

Wir beginnen mit der Wahl eines Vektors v; € V', den wir zunéchst u nennen
wollen. Wie im Beweis von Lemma, bestimmen wir k£ € N so, dass

0= ker(P(F)O) SETR ker(P(F)k) — ker(P(F)kH) _

Dann wihlen wir u € ker(F*) \ ker(F*~!) und betrachten wie in Bemer-

kung das Tupel
(%) (u,u.,Fd_IUU; s f«ﬁvk—luo,“.,(Fd—lo}xzwk—l)@o).

Um zu zeigen, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind, betrachten wir
[={QekX]|QF)u)=0}.

Man kann sich iiberzeugen, dass I ein Ideal in k[X] ist, das P* enthilt. Da k[X]
ein Hauptidealring ist, wird es von einem Polynom erzeugt, das insbesondere P*
teilt. Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt I = (P?) fiir ein ¢ < k.
Nach Wahl von u ¢ ker(P(F)*~1) gilt £ = k und I = (P*).

Wir stellen jetzt 0 als Linearkombination des Tupels @ dar, also

k—1d-—1
0=>" ai; (F o P(F)')(u) = Q(F)(u),
i=0 j=0
dabei ist
k—1d-1
=3 ai; X P(X)
i=0 j=0

ein Polynom vom Grad < kd—1. Aber das einzige Polynom in I vom Grad < kd
ist das Nullpolynom. Falls a;; # 0 fiir ein Paar (i,7) gilt, wahlen wir (4, j)
mit a;; # 0 so, dass di + j maximal wird. Dann folgt a;; = qgi4;, weil P
normiert ist. Aus @ = 0 folgt also, dass alle a;; verschwinden. Also ist das
Tupel (ED linear unabhéngig.

Die Vektoren in @ spannen einen F-invarianten Unterraum U auf, denn
fir0<i<kund 0 <j <d gilt

F((F7 o P(F))(w))
(

(FI* o P(F)") (u) falls j <d —1,
= ( )”1(20 S0 ay(Fi o P(F))(u) falls j=d—1,i<k—1,
Y028 aj (F7 o P(F)1) (u) falls j=d—1,i=k—1,
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dabeisei P = X%+ ag_1 X4 1+ +ag. Auf dem Unterraum U wird F |y durch
eine Matrix wie in Bemerkung |5.55) - . 2) dargestellt. Wir konnen also v = u,
k1 = k setzen und haben den ersten Teil der Basis B aus (/1) gefunden. Falls
bereits U = V gilt, sind wir fertig.

Andernfalls wihlen wir einen F-invarianten Unterraum W C V so, dass UN
W = 0, das heifit, die Summe U + W C V ist direkt. Falls U @ W # V gilt,
wollen wir W zu einem F-invarianten Unterraum W’ C V mit W/ NU = 0
vergrofilern. Dazu nehmen wir an, dass es einen Vektor v € V' \ (U & W) gibt.
Wir betrachten jetzt die Teilmenge

J={QeckX]| QEF)w) eUdW ).

Man iiberzeugt sich, dass J ein Ideal ist, das P* enthilt. Da k[X] ein Haupt-
ideal ist, hat J einen Erzeuger @) # 0, und wir diirfen annehmen, dass ) ein
normiertes Polynom ist. Da @) Teiler von P ist, folgt aus der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung in k[X], dass Q = P* fiir ein ¢ < k und somit .J = (P?).

Da PY(F)(v) € U@ W gilt und () eine Basis von U bildet, finden wir eine
eindeutige Zerlegung
k—1d-1
P(E) (v) =w+) > aij(F o P(F)')(u)
i=0 j=0
mit w € W. Anwenden von P(F)F~ liefert
k—1d—1

0= P(F)*(v) = P(EY U (F)(w) + Y 3 aij(F o P(F) ) (u) .

=0 j=0

Da einerseits P(F)"™*=¢(u) = 0 fiir i > ¢ und andererseits die Summe U & W C
V' direkt ist, ergibt sich insbesondere, dass a; ; = 0 fiir alle i < /.

Wir betrachten jetzt den neuen Vektor
k—1d—1 ‘ ‘
v =0 — Z Z a;j (F] o P(F)l_é) (u) .
i=0 j=0
Dann gilt sicherlich Q(F)(v') € U @ W genau dann, wenn Q(F)(v) € U W
fiir alle @ € k[X], denn Q(F)(v' — v) € U nach Konstruktion. Andererseits gilt
k—1d—1 ' '
P(F)‘(v") = P(F)"(v) = > a;;(F/ o P(F)')(u) =w e W,
i=0 j=0
und somit folgt Q(F)(v') € W fiir alle Q € k[X] mit Q(F) e U W.

Wir kénnen den obigen F-invarianten Unterraum W zu einem Unterraum
W =We . .. Flil)

erweitern. Nach der obigen Voriiberlegung ist W’ ebenfalls F-invariant und
erfiilllt W/ NU = 0. Da V endlich-dimensional ist, erhalten wir nach endlich
vielen Schritten einen F-invarianten Unterraum V' C V mit V = U @ V'. Jetzt
folgen und aus der Induktionsvoraussetzung fiir V.
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Das charakteristische Polynom in erhalten wir induktiv mit Folge-
rung , da die Begleitmatrix Mp nach Bemerkung das cha-
rakteristische Polynom P hat. Da P(F)* = 0, teilt das Minimalpolynom pp
das Polynom PF1. Da P irreduzibel ist, folgt up = P fiir ein ¢ < k; aus der
eindeutigen Primfaktorzerlegung in k[X]. Da P(F)"~1(v1) # 0, kommt
nur £ = k; in Frage. O

Zur Erinnerung: das Minimalpolynom eines Endomorphismus F € End V
ist das normierte Polynom mp(X) = X + a1 X9 1 + - 4+ a9 € K[X] von
kleinstmoglichem Grad d < dim V, so dass

mp(F)=F'+aq 1 F© ' 4. 40y FO'=0€ EndV ,
siehe Definition Es seien
pp=PM. . P™  und  yp=PM ... P

die Primfaktorzerlegung von pr und dem charakteristischen Polynom xr, da-
bei seien die Polynome P; normiert und paarweise verschieden. Wegen Folge-
rung [5.31] zum Satz von Cayley-Hamilton gilt m; < n; fiir alle ¢. Wir wenden
Lemma auf die Endomorphismen P;(F') an und erhalten P;(F)-invariante
Zerlegungen V = K; & W;. Anschlielend kénnen wir F'|g, mit Proposition m
genauer anschauen.

5.57. SATZ (verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Die zu den Primfakto-
ren P; von up gehirigen Unterrdume K; und W; C 'V haben folgende FEigen-
schaften.

(1) Alle K; und W; sind F-invariant.
(2) Es gilt

k
V=K ud W,=@PK;.
i=1 J#i
(3) Set U C V ein weiterer F-invarianter Unterraum, dann gilt

k
U=PUnkK,).
=1

(4) Fir jedes i seien m; < n; die Vielfachheiten von P; im Minimalpo-
lynom pp beziehungsweise im charakteristischen Polynom xp. Dann
ist P" das Minimalpolynom von F|g,, es gilt K; = ker(P;(F)™),
und P" ist das charakteristische Polynom von F|k,.

Insbesondere kommt jeder Primteiler des charakteristischen Polynoms auch im
Minimalpolynom vor.

Wenn P; = X — A ein Linearfaktor ist, nennt man den Raum K, = K; auch
den Hauptraum oder wverallgemeinerten Figenraum zum Eigenwert \. Sei E)
der Eigenraum, dann ist dim E die geometrische und dim K wegen die
algebraische Vielfachheit von A, siehe Definition [5.25] Falls P; von héherem
Grad ist, konnen wir K; als verallgemeinerten Hauptraum zu P; verstehen.
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Aussage bedeutet wie auch in Lemma dass es reicht, die F-
invarianten Unterrdume der einzelnen K; zu bestimmen, um alle F-invarianten
Unterrdume von V' zu finden.

BEWEIS. Dieser Beweis basiert im wesentlichen auf dem chinesischen Rest-
satz Wie oben schreiben wir das Minimalpolynom als

pp = P .. P

Wir definieren

K; =ker(P"(F)) .
Spéter sehen wir, dass K; gerade der zu P;(F') gehorige Raum der Fitting-
Zerlegung [5.54] ist.

Nach dem chinesischen Restsatz finden wir fiir jedes ¢ ein Polynom @Q);, so
dass

Qi=1 mod P™ und Q; =0 mod ijj fiir alle 7 # j .
Fiir ein festes ¢ existieren S; € k[X] fiir alle j, so dass Q; = S;P/""+1 und Q; =
SjP]mj fiir ¢ # j. Dann gilt fiir v; € Kj, dass
Si(F)(P(F)™ (v;)) +id(v;) = v;  fiir i = j, und

Qi(F)(vj) = {SJ(F) (Pj(F)mj (Uj)) =0 sonst.

Aus P @Q; = 0 mod P;-nj fiir alle j inklusive j = 4 folgt aus dem Restsatz,
dass
P™Q;=0 mod P/"--- P = pup,
insbesondere gilt P (F) Q;(F) = 0 € End V. Zusammen mit dem obigen folgt

1m(Qz(F)) = Ki und Qz(F)|KJ = 51‘]‘ idKj .

Da @i+ --+Qr =1 mod P;.nj fiir alle j, existiert nach ein S € k[X],

so dass
l=Q1+--+Qr=14+Spr mod P™---P™ = pp .
Es folgt

k
> Qi(F) =idy +S(F) pp(F) = idy € EndV .
i=1
Wir konnen also jeden Vektor v € V' zerlegen als
k k
v=> Qi(F)(v) e PK,,
i=1 i=1

somit gilt V = K + --- + K. Diese Summe ist direkt, denn sei seien v; € K;
S0, dass v1 + -+ + v = 0 € V, dann folgt

k
0= Qi(F)(v;) =i
j=1

fiir alle 7. Das zeigt die erste Behauptung in ([2)).
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Die Rdume K; sind allesamt F-invariant, denn fiir v; € K; gilt
F(vi) = (FoQi(F))(v) = (Qi(F) o F)(v;) € im(Qi(F)) = K, .

Insbesondere sind die K; auch P;(F)-invariant, und da K; N K; = 0 gilt,
ist P;(F)|k, invertierbar. Nach der Eindeutigkeitsaussage in Lemma er-
halten wir die Fitting-Zerlegung von V beziiglich P;(F') mit

ker(Py(F)™) =K, wnd  im(P(F)™)=PK;.
J#i
Das beweist und die zweite Aussage in (|2)).

Sei jetzt U C V ein weiterer F-invarianter Unterraum und v € U, dann gilt
k k
u=>Y Qi(F)(u) e PUNK,),
i=1 i=1
denn Q;(F)(u) € U wegen F-Invarianz und Q;(F)(u) € im(Q;(F)) = K;. Also
gilt .

Behauptung folgt aus Proposition und Bemerkung fiir
das Minimalpolynom beziehungsweise Folgerung (4.17] fiir das charakteristi-

sche Polynom. Dabei sehen wir, dass n; # 0 nur moglich ist, wenn K; # 0, wenn
also auch m; # 0 gilt. O

5.58. BEMERKUNG. Wir konnen jetzt Proposition [5.56| auf die einzelnen
verallgemeinerten Hauptrdume K; anwenden. Insgesamt koénnen wir F' also
als Blockmatrix darstellen, wobei jeder einzelne Block die Gestalt aus Bemer-
kung hat. In Ermangelung eines besseren Begriffs nennen wir das die
allgemeine Normalform eines Vektorraum-Endomorphismus. Um die Darstel-
lung zu finden, miissen wir zunéichst die Primteiler P, des charakteristischen
Polynoms xp(X) in k[X] finden. AnschlieBend miissen wir fiir jedes i Zah-
len k1 > --- > ky, wie in Proposition finden.

Dazu berechnen wir dim (ker(P;(F)7)) fiir j = 1, ... Dabei sieht man leicht,
dass fir 1 <a </¥;, b < d; =degP; und ¢ < k, jeweils

(Fo P(F)“™)(v,) fiir ¢4 j < kg, und

B(F)j<(Fb o P(F)°)(va) = {O fir c+j > kq.

Hieraus kann man induktiv schlielen, dass
£;
dim (ker(H(F)j)> =" d; min(j, k) -
a=1
Umgekehrt kann man ki, ..., kg, mit Hilfe der Gleichungen
dim(ker(B(F))) =dil; ,

dim(ker(B(F)j)) — dim(ker(PZ-(F)j’l)) —di#t{ce{l,... 6} | ke>j)
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bestimmen. Insgesamt sieht man, dass die Gestalt der Abbildungsmatrix gFp
bis auf Reihenfolge der Blécke nur von der Gestalt der Basis von K; aus Propo-
sition abhéngt, aber nicht von der genauen Wahl der Vektoren vy, vo
usw. AuBerdem sieht man, dass die Zahlen ¢; und k1, ..., k¢, eindeutig durch F
bestimmt sind, nicht jedoch die Vektoren v, ...

Wir erinnern uns jetzt an Diagonalisierbarkeit, siche Definition Eine
hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit hatten
wir in Folgerung bereits kennengelernt.

5.59. SaTz (Diagonalisierbarkeit). Es sei k ein Kdrper und V' ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum. Dann sind fir einen Endomorphismus F €
Endy V' die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) F ist diagonalisierbar;

(2) V besitzt eine Basis aus Figenvektoren von F';

(3) V zerfillt in eine direkte Summe von Eigenrdumen von F';

(4) Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren, und fiir jeden
FEigenwert A € k stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit
tiberein, das heifst, es gilt

ordy x4 = dim ker()\ idy —F) ;

(5) Das Minimalpolynom zerfdllt in paarweise verschiedene Linearfakto-
ren.

Die Diagonaleintrdige sind gerade die Figenwerte von F', und kommen entspre-
chend ihrer Vielfachheit in xp oft vor. Insbesondere ist die Diagonalmatrixz bis
auf Reihenfolge der Diagonaleintrige eindeutig durch F bestimmt.

Analoge Aussagen gelten fiir quadratische Matrizen iber k.

BEWEIS. Die Aquivalenz von — haben wir in Proposition und Fol-
gerung gezeigt, und daraus ergibt sich auch die Eindeutigkeit der Dia-
gonalmatrix bis auf Reihenfolge der Eintrage.

Zu ,, = “. Auf dem A-Eigenraum E) gilt F|g, — Aidg, = 0, mithin
ist X — X das Minimalpolynom. Wenn V' in Eigenrdume zerfillt, folgt aus
Bemerkung @)

Zu ,, = “. Nach Satz kommen im charakteristischen Polynom
keine Primfaktoren vor, die nicht schon im Minimalpolynom vorkommen, also
zerfillt es ebenfalls in Linearfaktoren. Auflerdem gilt auf dem Hauptraum K
zum Linearfaktor Py = X — A, dass

0=P\(F|k,) = F|k, — Aidk, ,

also ist K, der A\-Eigenraum, und somit stimmen geometrische und algebraische
Vielfachheit von A iiberein.
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Zu ,, = “. Sei A € k, dann ist die Dimension des Eigenraums E die
geometrische und die Dimension des Hauptraums K die algebraische Vielfach-
heit von \. Es folgt

Y dimEy =) dimK, =dimV,
A A
mithin ist V' die Summe der Eigenrdume von F. O

Wir erinnern uns an den Begriff der , Trigonalisierbarkeit“ von Endomor-
phismen und Matrizen aus Definition Auflerdem erinnern wie uns an den
Begriff des Jordanblocks aus Bemerkung . Der folgende Satz ist analog
zum Satz iiber Diagonalisierbarkeit.

5.60. SATZ (Trigonalisierbarkeit, Jordan-Normalform). Es sei V' ein end-
lich-dimensionaler k-Vektorraum und F € Endy V. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(1) Der Endomorphismus F' ist trigonalisierbar.

(2) Das charakteristische Polynom xp zerfillt vollstindig in Linearfakto-
ren.

(3) Das Minimalpolynom pp zerfallt vollstindig in Linearfaktoren.

(4) V' zerfallt in eine direkte Summe von Hauptriumen zu Eigenwerten

von F.

(5) Jordan-Normalform. Der Endomorphismus F ldsst sich als Jordan-
Matrix schreiben. Das heifit, seien A1, ..., Ay die Eigenwerte von F.
Beziiglich einer geeigneten Basis B g¢ilt dann

A1 0
A
0 A1
Bl =
A 1 0
)\g T
0 by,

(6) Jordan-Chevalley-Zerlegung. Es ezistiert eine Darstellung F = D+ N,
bei der D diagonalisierbar und N nilpotent ist, mit DN = ND.

Dabei ist die Jordan-Matrix in bis auf die Reithenfolge der einzelnen Jordan-
Blocke eindeutig. In @ sind D und N ebenfalls eindeutig bestimmd.

Analoge Aussagen gelten fiir quadratische Matrizen iber k.
Aus folgt insbesondere, dass jede obere Dreiecksmatrix zu einer Matrix

in Jordan-Normalform konjugiert ist. Beide Matrizen haben die gleichen Diago-
naleintrige. In den Ubungen sehen wir, dass man mit Jordan-Matrizen leichter
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rechnen kann als mit allgemeinen Dreiecksmatrizen. Die Basis B in ist nicht
eindeutig. Das ergibt sich aus der Konstruktion im Beweis von Proposition [5.56
die gewisse Wahlmoglichkeiten zulésst.

Die Forderung DN = ND in @ ist wesentlich, anderfalls koénnte es andere
Zerlegungen mit anderen Eigenwerten geben. Es gibt fiir alle Endomorphismen
eine Jordan-Chevalley-Zerlegung, wenn man ,diagonalisierbar® durch den all-
gemeineren Begriff  halbeinfach* ersetzt. Das wollen wir hier aber nicht weiter
vertiefen.

BEWEIS. Wir zeigen hier nur die Aussagen iiber Endomorphismen.

Zu ,, = “ sei F' dargestellt durch eine Dreiecksmatrix A € M, (k).
Wir wenden Folgerung auf die Dreiecksmatrix X - B, — A an und
erhalten die Zerlegung

n
Xr(X) =det(X - B, — A) = [[(X - ax) -

=1

Zu ,(2) = “ benutzen wir Folgerung m zum Satz von Cayley-
Hamilton, wonach pr | xr, und den Satz iiber die eindeutige Primfak-
torzerlegung, woraus folgt, dass mit yr auch pp vollstindig in Linearfaktoren
zerfallt.

Die Richtung ,,(3) = (4)“ folgt dann unmittelbar aus Satz

Den Schritt ,, = “ haben wir in Bemerkung gezeigt, indem
wir fiir jeden Hauptraum eine geeignete Basis angegeben haben. Die Eindeutig-
keit der Jordan-Matrix bis auf Reihenfolge der Blocke ergibt sich aus Bemer-

kung 58]

Klar ist auflerdem ,, = “, da die Jordan-Matrix eine obere Dreiecks-
matrix ist.

Zu ,, — @“ sei D der Endomorphismus, der durch den Diagonalanteil
der Jordan-Matrix gFp in beziiglich B dargestellt wird, und N = F — D
Anhand der Matrixdarstellung sieht man leicht, dass IV nilpotent ist und mit D
vertauscht.

Zu ,,@ = “ bemerken wir zunéchst, dass V' nach Satz in die
Eigenrdume K von D zerfillt. Da D mit N kommutiert, sind diese Eigenrdume
N-invariant (Ubung). Es folgt, dass E) auch F-invariant ist, und dass F|g, —
Aidg, = N|g, nilpotent ist. Mithin ist E)\ zumindest ein Unterraum des A-
Hauptraumes K von F. Aber da die Summe aller Hauptraume von F direkt
ist, gilt sogar Gleichheit.

Die Eindeutigkeit der Jordan-Chevalley-Zerlegung folgt jetzt aus der Ein-
deutigkeit der Hauptraumzerlegung von F' in Satz[5.57] O

5.61. FOLGERUNG. Fs sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, V ein
endlich-dimensionaler k- Vektorraum und F' € Endy, V. Dann ldsst sich F' durch
eine Matriz in Jordan-Normalform darstellen, und F besitzt auch eine Jordan-
Chevalley-Zerlegunyg.
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BEWEIS. Das folgt aus Satz oder auch (3), da xp und pp nach
Folgerung in Linearfaktoren zerfallen. O

5.6. Anwendungen der Jordan-Normalform

Zum Schluss des Kapitels skizzieren wir zwei Anwendungen der Jordan-
Normalform im Zusammenhang mit Analysis.

Es sei k = R oder C, und es sei (p,)nen eine Folge in k. Eine Potenzreihe
in einer Variablen X ist ein Ausdruck der Form

o0
P(X)=) p. X",
n=0

vergleiche Definition Im Unterschied zu einem Polynom ist es erlaubt, dass
beliebig viele p; von 0 verschieden sind.

In der Analysis definiert man den Begriff der Konvergenz einer Potenzreihe
an einer Stelle x € k; das Gegenteil davon ist Divergenz. Man zeigt dann, dass es
einen Konvergenzradius p € [0, 00| in Abhéngigkeit von den Koeffizienten (py,)n,
gibt, so dass

lz| < p = P(z) konvergiert, und
|z| > p = P(z) divergiert.
Im Fall |z| = p ist sowohl Konvergenz als auch Divergenz moglich.

Ahnlich wie in Proposition ist es moglich, Matrizen A € M, (k) in Po-
tenzreihen einzusetzen. Es sei C = B! A- B € M,,(C) die Jordan-Normalform
iiber C von A. Die Rechnung

P(A)=> pa(B-C-B )" = p,B-C"- B!
=0 1=0

=B <ancn> .B™'=B.P(C) B!
=0

zeigt, dass P(A) genau dann konvergiert, wenn P(C') konvergiert.

Als néchstes iiberlegt man sich, dass man jeden Jordanblock einzeln behan-
deln kann, da fii jedes Polynom @ gerade

J(A1,41) 0 Q(J(A1,41)) 0
Q =
0 I (N, Ck) 0 Q(J (i, L))
In den Ubungen sehen Sie, dass

R N £ 2210V o 70V BT ey IO
Q) :

>~
=

Q Col= !
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Die hoheren Ableitungen einer Potenzreihe sind wieder Potenzreihen mit dem
gleichen Konvergenzradius. Falls || < p konvergiert P(J (A, E), und es gilt

RACY 0
P(J(\0) = I P"(A) o POV
ﬁp{f—l)()\) %Pl()\) &P()\)

Damit das alles auch im Reellen funktioniert, betrachten wir A € M, (R) als
komplexe Matrix A € M,,(C), bevor wir die Eigenwerte bestimmen; diese heiflen
dann die komplexen Eigenwerte von A.

5.62. PROPOSITION. Es sei P eine Potenzreihe tber k = R oder C mit
Konvergenzradius p > 0 und A € M,(k). Wenn alle komplexen FEigenwerte
von A vom Betrag kleiner als p sind, dann konvergiert die Reihe P(A). Hat ein
komplexer Figenwert grofieren Betrag als p, dann divergiert sie. O

Es ist also nicht einmal notig, die Eigenwerte exakt zu bestimmen. Es reicht,
den Betrag der Nullstellen des charakteristischen Polynoms xr gegen p ab-
zuschéitzen. Das kann in Spezialfillen deutlich leichter sein. Auch die Jordan-
Normalform selbst taucht in der Formulierung der Proposition nicht auf.

5.63. BEISPIEL. Der Arcustangens ist die Umkehrfunktion der Funktion
sin m
tan="c\ {@n+1) % |nez} —c
an = — \ < (2n+1) 5 | M€

und wird dargestellt durch die Reihe
Los Los 17
arCtan(X):X—gX +5X —?X —+ ...

mit Konvergenzradius 1. Das heift, fiir alle z € C mit |z| < 1 konvergiert

1 1 1
z—§z3+gz5—?z7+...

gegen den Wert arctan z.

Wir betrachten speziell die Matrix

37
27 =32 |-
V3

Thre Eintrédge sind so grof}, dass man erst einmal nicht glaubt, dass die Rei-
he arc tan(A) konvergiert. Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A
und erhalten

X-3L 16 2 1 1)°
X) = det V3 :X2—X+:<X—> :
xr(X) e( 27 X+35§> 33 3
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Da der einzige Eigenwert von A gleich - < 1 ist, konvergiert die Rei-

3
he arctan(A). In der Tat ist
= (F (5 D)0
2 3V3 1 5 -2 V3
1
V3 4 arctan% 0 3v3 —4
d tan(A) = . .
. arctan(A) (2 3v3 arctan’\}g arctan% -2 V3
(VB4 (G 0 [(3V3 —4
S\ 2 33 \8 I -2 V3
—12

9[ 37r \[w
ey *—9\f '

Dabei haben wir benutzt, dass
V3 _ 1
tan——sm—/cos— 2/ —

: 1 _ =« — — 92
somit arc tan A6 und dass arctan’(z) = 1+ —, somit arc tan’ B 1

Wir kommen zu einer zweiten Anwendung der Jordan-Normalform. Diesmal
geht es um die Losung von gewdhnlichen linearen Differentialgleichungssyste-
men mit konstanten Koeffizienten. Dabei sei eine Matrix A € M, (R) gegeben.

Gesucht sind Funktionen f1, ..., fr,: R — R, so dass gilt
fi bil

*) =4
fa f

Nach dem Satz von Picard-Lindel6ff gibt es zu jedem Anfangsvektor v € R™
und zu jedes Startzeit tp € R eine eindeutige Losung

I (4) e

von @ mit f(tp) = v. Diese Losung ist auf ganz R definiert und beliebig oft
differenzierbar. Auflerdem ist das Differentialgleichungssystem zeitunabhéngig,
das heif}t, fiir alle s € R erhalten wir weitere Losungen

f(-+s)eL mit t— f(t+s) e R".
Unter einer Fundamentallosung versteht man eine Abbildung F: ¢ —
M, (R) mit F'(0) = E,, so dass fiir alle v € R” die Abbildung
t— F(t)-veR"”

eine Losung von (E[) mit Anfangswert v bei t = 0 ist. Die Fundamentallosung
erfiillt die Gleichung

Fl(t)=A-F(t)
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mit F(0) = E,. Wegen des Satzes von Picard-Lindeloff existiert sie und ist
eindeutig bestimmt. Dann ist fiir alle ¢ty die Abbildung

t— F(t—tp) -veR”
die eindeutig bestimmte Losung von (E[), die zur Zeit tg den Wert v annimmt.

Als Ansatz wihlen wir F(t) = exp(tA). Die Exponentialreihe hat Konver-
genzradius p = oo, wegen Proposition konvergiert exp(tA) also fiir al-
le t € R. Fiir £ = 0 gilt

exp(0A)=A"=E, .

Auflerdem erwarten wir, dass

d
7 exp(tA) = A -exp(tA) .

Im folgenden gehen wir zu Funktionen f: R — C fiiber, damit wir mit
komplexen Matrizen und ihren Jordan-Normalformen rechnen koénnen. Es
sei B € GL(n,C) invertierbar, und es sei f € L eine Losung von @, dann
ist g= B - f: R — C" eine Losung des Differentialgleichungssystems

g=B-f=B-A-f=(B-A-B™).g.

Sei F' eine Fundamentallésung von @, dann ist entsprechend B - F(t) - B~1
eine Fundamentallosung des obigen Systems. Wir kénnen also die Jordan-
Normalform von A einsetzen, um die Fundamentallosung fiir @ zu bestimmen.

Fiir festes t gilt

d
%em =te” .
Fiir einen Jordanblock J(A, £) erhalten wir also

-1

Leth Leth L. (Ll)! oA

1 €t>‘
exp(t J(\, 1)) = o
Let)\
1!
0 é et

Man iiberpriift jetzt leicht, dass dann tatséchlich
d
7 exp(t J(A, 0)) = J(A,0) - exp(t J(A, L)) .

Da wir jede reelle Matrix iiber C in Jordan-Normalform bringen kénnen, erhal-
ten wir das folgende Ergebnis.

5.64. PROPOSITION. Es sei A € M, (R). Dann ist
t — exp(tA)

die Fundamentallosung fiir das Differentialgleichungssystem (ED
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5.65. BEISPIEL. Solche Differentialgleichungssysteme kommen auch in der
Physik gelegentlich vor. Sei beispielsweise v’ +a v’ +bu = 0 die Bewegungsglei-
chung einer linear geddmpften Schwingung. Der Term a v’ mit der Reibungs-
konstante a > 0 beschreibt die Ddmpfung des Systems, der Term bu mit der
Federkonstante b > 0 gibt die Riickstellkraft an. Wir setzen f; = u, fithren eine
neue Funktion fo =’ = f{ ein, und erhalten das Differentialgleichungssystem

()2 (- )

In physikalisch sinnvollen Situationen gilt ¢ > 0 und b > 0. Das charakteristi-
sche Polynom ist x4(X) = X2 4 aX + b, und wir unterscheiden drei Félle.

(1) Falls a® > 4b, hat A zwei reelle Eigenwerte —% =+ 7”22_46. In der Tat
erhalten wir fiir das urspriingliche Problem zwei linear unabhéngige
Losungen

a_ Va?—4b g+\/a274b>t

ui(t) = ei<2 2 )t und us(t) = €7<2 2

Alle anderen Losungen sind Linearkombinationen dieser Losungen. Im
physikalisch relevanten Fall @ > 0 und 0 < 4b < a? klingen beide
Losungen exponentiell schnell ab.

(2) Falls a? < 4b, sind die obigen zwei Eigenwerte komplex. Wir erhalten
zwei reelle Losungen

at (\/4b —a?

ui(t) =e 2 cos 5

at | (A —a?
t) und  ug(t) =€ 2 sin(b2a t) .

Diese Losungen sind Schwingungen mit der Frequenz V4b2_“2, deren

Amplitude im relevanten Fall ¢ > 0 exponentiell abklingt.
(3) Im Grenzfall a®> = 4b erhalten wir ebenfalls zwei linear unabhiingige
Losungen

_at _at
ui(t) =e 2 und ug(t) =te 2,

denn in der Tat gilt auch

_at at _at
u(t) = e 2oge 7,

_at g’t _at _at  (qg? _at
uy(t) = —ae 2+Te 2 =—ae 2—|—<—b>te 2

= —auh(t) —bus(t) .

Im Grenzfall klingt die Amplitude genauso schnell wie in ab, ohne dass
es zu Schwingungen kommt. Auflerdem klingen die Losungen in schneller
ab als die ,langsame® Losung u; im Fall . Daher versucht man in techni-

schen Anwendungen, zum Beispiel bei Stoddmpfern, moglichst nahe an den
Grenzfall heranzukommen.
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Wir geben noch die Fundamentallosung im Fall (3) an. Es gilt

()= (% >(5 )
() C ) (0 ) €

+get
- —CLTQ"‘ ef%t ef%t — %t@*%t
Man iiberpriift leicht, dass man fiir t = 0 die Einheitsmatrix erhélt. In der ersten

Zeile stehen zwei Linearkombinationen der unter (3) genannten Losungen. In
der zweiten Zeile stehen jeweils ihre Ableitungen.

[§)

M‘Q
‘\’ﬁ
N——

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Aspekte dieses Kapitels zusammen.
Wir haben uns zum einen mit Endomorphismen von Vektorrdumen, Eigenwer-
ten und Normalformen beschéftigt. Der Begriff des Eigenvektors ist in vielen
Bereichen der Mathematik und auch in der Physik sehr wichtig, daher sollten
wir moglichst viele verschiedene Charakterisierungen kennen. Auflerdem haben
wir gesehen, dass das etwas allgemeinere Konzept eines invarianten Unterraums
fast ebenso wichtig ist.

Diagonalisierbare Endomorphismen sind, was Eigenwerte und Fragen des
Rechenaufwandes angeht, der Optimalfall, trigonalisierbare Endomorphismen
sind fiir manche praktische Zwecke fast genauso gut. Daher sollten wir moglichst
viele Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit kennen. In je-
dem Fall ist es wichtig, sowohl iiber Endomorphismen als auch iiber ihre dar-
stellenden Matrizen beziiglich geschickt gewéhlter Basen reden zu kénnen.

Auf der anderen Seite haben wir auch einige Fakten iiber Ringe kennenge-
lernt. Division mit Rest in Fuklidischen Ringen, die eindeutige Primfaktorzer-
legung in Hauptidealringen und der chinesische Restsatz gehéren zur mathema-
tischen Allgemeinbildung. In einer Algebra-Vorlesung wird dieses Gebiet noch
vertieft.

Zu guter Letzt haben wir eine enge Verbindung zwischen Endomorphismen
von Vektorrdumen auf der einen Seite und Ringtheorie auf der anderen ken-
nengelernt; zwei Gebieten, die auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun
haben. Das betrifft zuallererst das charakteristische Polynom, mit dem man
Figenwerte finden kann. Spétestens in Abschnitt haben wir gesehen, wie
man Sachverhalte der linearen Algebra mit Ringtheorie verstehen kann. In der
Algebra-Vorlesung werden Sie sehen, dass lineare Algebra umgekehrt auch hilft,
um Probleme aus der Ring- und Korpertheorie zu 16sen. Es ist bezeichnet fiir
die Mathematik, dass solche Querverbindungen immer wieder existieren, und
wichtig fiir angehende Mathematiker, fiir diese Querverbindungen immer offen
zu sein.



KAPITEL 6

Vektorrdume mit Skalarprodukt

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber k = R, C oder H mit
Skalarprodukt. Wir haben bereits in Abschnitt tiber Euklidische Geometrie
gesehen, dass man mit Hilfe des Standard-Skalarproduktes Lingen und Win-
kel bestimmen kann. In diesem Abschnitt sehen wir, dass man auch Volumina
von einfachen geometrischen Objekten mit Hilfe des Skalarproduktes definieren
kann. Auch in der Physik spielen Skalarprodukte eine grofie Rolle.

Am Ende von Abschnitt haben wir gesehen, dass man mit Orthonormal-
basen besonders gut rechnen kann, insbesondere braucht man die Inverse der
Basisabbildung nicht umsténdlich auszurechnen. In diesem Kapitel konstruieren
wir systematisch Orthogonalbasen und entsprechende Basen fiir Vektorrdume
mit Skalarprodukt tiber C oder H, mit denen man entsprechend einfach arbeiten
kann.

Am Ende von Abschnitt 2.3] haben wir den Dualraum V* eines Vektor-
raums V kennengelernt. Wir fithren hier auch noch den sogenannten , Anti-
dualraum® ein und zeigen, wie beide {iber ein Skalarprodukt mit V' identifiziert
werden konnen, wenn V' endlich-dimensional ist.

Lineare Abbildungen, die ein Skalarprodukt invariant lassen, heiflen ,,linea-
re Isometrien“. Lineare Isometrien sind ein Spezialfall sogenannter , normaler
Abbildungen“. Wir zeigen, dass normale Abbildungen beziiglich geeigneter Or-
thogonalbasen durch spezielle Matrizen dargestellt werden kénnen. Dadurch
erhalten wir einen einfacheren Zugang zur Klassifikation von Isometrien Eukli-
discher Vektorriume, vergleiche dazu die Uberlegungen am Ende der Abschnit-

te [LL5 und [L.6

Im folgenden sei stets k = R, C oder H, wenn nicht anders angegeben.

6.1. Skalarprodukte

In Definition haben wir das Standard-Skalarprodukt auf dem Vek-
torraum R"” eingefiihrt als

n
(x,y) = Zxaya fiir alle z, y € R™ .
a=1

175
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Wir haben in und (3)) gesehen, wie man mit dem Skalarprodukt Langen
von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren definieren kann. Insbesondere ist

n
lo? = (@) = 3 a2 >0,
a=1

da die rechte Seite eine Summe von Quadraten ist.

Wenn wir diese Definition unverédndert auf C™ oder H" iibertragen, haben
wir ein Problem, denn fiir z € C gilt 22 € R mit 22 > 0 nur dann, wenn bereits z
eine reelle Zahl ist, also eine Zahl mit Im z = 0. Wir erinnern uns daher an die

Uberlegung, die zu Definition gefiihrt hat, siehe auch Bemerkung :
es gilt

Zoz=(@—y)z+y)=2>+3y>=|z]*>0 fiir alle z € C..
Vo6llig analog gilt nach Satz , dass
g-q=|q|*>0 fir alle g € H ,

dabei bezeichnet | - || in beiden Gleichungen die Euklidische Norm auf C =2 R?
beziehungsweise H = R,

6.1. BEMERKUNG. Wir fithren auch auf R eine ,,Konjugation“ ein durch
t=t fiir alle t € R .
Dann gilt fiir r, s € k = R, C und H gleichermaflen

(1) r+s=7+3s,

(2) TE=35T,

3) o,

(4) r=r > reRck,

(5) ror>0 und ror=0 <= r=0,

Aufgrund der Eigenschaften und nennen wir die Konjugation einen An-
tiautomorphismus von k, da sie die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt
umdreht. Wegen definieren wir den Absolutbetrag

Ir|=vVF-reR,

wie in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir k = R, beziehungsweise in
den Definition und fir k = C und H. Eigenschaften des komplexen
Absolutbetrages haben wir in Bemerkung zusammengestellt. Die entspre-
chenden Aussagen iiber den quaternionischen Absolutbetrag lassen sich analog
mit Hilfe von Satz zeigen.

6.2. DEFINITION. Es seik = R, C oder H. Es sei V' ein Rechts-k-Vektorraum
und W ein Links-k-Vektorraum. Eine Abbildung ¢: V' — W heifit (k-) semili-
near oder antilinear, wenn fiir alle v, v € V und alle r € k gilt

(L1) o(u+v) = p(u) + ¢(v) (Additivitit),
(L2) ov.r)=7- ) (Antihomogenitit).

Analog definieren wir anti- oder semilineare Abbildungen von einem Links- in
einen Rechtsvektorraum.
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Wir benuzten die obigen Begriffe, um Axiome fiir Skalarprodukte anzuge-
ben.

6.3. DEFINITION. Sei V ein Rechts-k-Vektorraum. Eine Abbildung S: V x
V' — k heifit Sesquilinearform, wenn fiir alle u, v € V die Abbildung
S(u, -): V =k mit v +— S(u,v) linear, und

S1
(51) S(-,v):V—=k mit u+— S(u,v) antilinear ist.

Eine Sesquilinearform S: V x V — k hei3t Hermitesche Form, wenn fiir
alle u, v € V gilt

(S2) S(v,u) = S(u,v) €k.

Eine Hermitesche Form S: V x V — k heifit positiv semidefinit oder
kurz S > 0, wenn
S(v,v) >0 fir allev € V.

Sie heifit positiv definit oder positiv, kurz S > 0, wenn fiir alle v € V' gilt
(S3) S(v,v) >0 und Sv,v) =0 <= v=0.

Ein Skalarprodukt oder auch eine Hermitesche Metrik auf V ist eine posi-
tive definite Hermitesche Form ¢ auf V. Wir nennen (V, g) einen Euklidischen
Vektorraum, wenn k = R, einen unitdren Vektorraum, wenn k = C, und einen
quaternionisch-unitdren Vektorraum, wenn k = H.

Die lateinische Vorsilbe ,,semi“ bedeutet ,halb“. Eine semilineare Abbil-
dung erfiillt nur die Hélfte der Axiome, daher der Name. Die Vorsilbe ,sesqui®
bedeutet ,,anderthalb“. Eine Sesquilinearform ist in einem Argument linear, im
anderen nur halb, also insgesamt nur anderthalbfach linear.

Man beachte, dass es fiir k = R keinen Unterschied zwischen semilinear und
linear und zwischen sesquilinear und bilinear (also linear in beiden Argumenten)
gibt, da die Konjugation auf R die Identitdt ist. Genausowenig gibt es iiber R
einen Unterschied zwischen Hermitesch und symmetrisch (S(u,v) = S(v, u) fir
alle u, v € V). Um eine einheitliche Notation zu haben, schreiben wir trotzdem
die Konjugation auch fiir k = R immer mit.

6.4. BEMERKUNG. Wir wollen uns iiberlegen, dass die Definitionen
und [6.3] sinnvoll sind.

(1) Semilineare Abbildungen sind mit den Vektorraumaxiomen vertrig-
lich. Wir priifen insbesondere die Vertréglichkeit mit dem Assoziativ-
gesetz (M1)). Fiir ¢: V — W wir oben und v € V, r, s € k gilt

gp((v.r).s) =5-pv.r)=5-7-¢(v)
go(v.(r-s)) =7-5-p)=5-7-¢(v).
Dabei haben wir die Eigenschaft der Konjugation aus Bemer-

kungund die Antihomogenitét (L2) ausgenutzt. Die Vertréglichkeit
mit den anderen Axiomen zeigt man entsprechend.
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(2) Sei jetzt S eine Sesquilinearform auf V. Die Homogenitét (L2]) im zwei-
ten Argument ist mit der Antihomogenitit (L2) im ersten Argument
vertriglich, denn fiir u, v € V und r, s € k gilt

S(u.r,v.s)=7-5u,v.s)=7-5u,v)-s,
S(u.rv.s)=Sw.rv) - s=7-5u,v)-s.
Ohne Antihomogenitét in einem der Argumente hitten wir fiir k = H
Probleme bekommen, siche Bemerkung Aber das ist nicht der
Hauptgrund dafiir, Sesquilinearformen zu betrachten.
(3) Wenn S Hermitesch und linear im zweiten Argument ist, folgt Semi-

linearitéit im ersten Argument. Wir iiberpriifen nur Antihomogenitét
mit der folgenden Rechnung: Fiir u, v € V und r € k gilt

S(u.r,v)=Sw,u.r)=Sw,u) -r=r-Sv,u)=r-5u,v).

(4) Der Hauptgrund dafiir, dass wir mit Sesquilinear- statt mit Bilinear-
formen arbeiten, ist der folgende. Wenn wir zweimal dasselbe Argu-
ment v € V einsetzen, gilt

S(v,v) = S(v,v) = S(v,v) €R

nach und Bemerkung . Insbesondere kénnen wir nun ver-
langen, dass S(v,v) > 0. Hatten wir S(u,v) = S(v,u) gefordert, so
erhielten wir fiir k = C ein Element in C, und die Relation ,>* ist
auf C nicht definiert.

(5) SchlieBlich gilt fiir v € V und r € k noch, dass

Stw.rv.r)y=7-Sw,v)-r=(F-r) Sv,0v) = |r|* - S(v,v)
% =7
€ >

wegen Bemerkung , . Also verhilt sich S(v,v) wie das Qua-
drat einer ,,Lange“.

In Definition haben wir das Standard-Skalarprodukt auf R™ kennenge-
lernt. Wir wollen jetzt die Standard-Skalarprodukte auf C™ und H” konstruie-
ren. Dazu gehen wir einen kleinen Umweg iiber adjungierte Matrizen.

6.5. BEMERKUNG. In Definition [3.7] haben wir bereits die adjungierte Ma-
trix A* € My, (k) zu einer Matrix A € M, (k) definiert durch

Af = (dji)i,j , wobei A= (aij)i,j .
In den Ubungen zur linearen Algebra I haben wir bereits gesehen, dass
(1) (A-B)*=B"- A" fir alle A € M, (k) und alle B € M, o(k) ,

auBlerdem gilt (A*)* = A. Somit hat die Bildung der Adjungierten #hnliche
Eigenschaften wie die Konjugation, sieche Bemerkung —.

In Beispiel haben wir den Rechts-k-Vektorraum k"™ = M, ;(k) der
Spalten und den Links-k-Vektorraum "k = M; ,,(k) der Zeilen definiert. Nach
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Bemerkung , entspricht die Multiplikation mit Skalaren aus k genau
der Multiplikation mit 1 x 1-Matrizen. Dann ist die Abbildung

U1
(2) ok — "k mit v=| 1 | — v = (01,...,0n)

Un
semilinear, denn fiir 1 x 1-Matrizen r ist »* = 7, und nach oben gilt

(v.r)*=r" 0" =7-0".

Die Umkehrabbildung - *: "k — k™ ist ebenfalls semilinear.

6.6. BEISPIEL. Seien u, v € k™ fiir k = C oder H, dann definieren wir
das komplexe und das quaternionische Standard-Skalarprodukt in Analogie zu

Definition durch

n
(u,v) :u*-v:Zﬂa'va € k=M k).
a=1

Wir iiberpriifen die Axiome 7. Linearitét im zweiten Argument ist leicht
zu zeigen, und wegen Bemerkung ist (-, -) Hermitesch. Dann folgt Ses-
quilinearitit wie in Bemerkung (3). Schlieflich gilt

n n
<U7U> :U*'U:Z@a'vazz‘vaﬁ >0
a=1 a=1

nach Bemerkung , und Gleichhheit ist nur moéglich, wenn alle |va]2 =0,
also alle v, = 0, das heifit, wenn v = 0 € k™. Somit ist (-, -) auch positiv
definit, also ein Skalarprodukt auf k™.

6.7. BEISPIEL. Wir geben ein Beispiel aus der Analysis. Dabei sei V =
C*°(]0,1]; k) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall [0, 1] mit Werten in k = R, C oder H. Die folgenden Konstruktionen
lassen sich auch auf anderen Intervallen an Stelle von [0, 1] durchfiihren.

(1) Das L?-Skalarprodukt ist definiert durch

1
(f:9)r2 =/0 fH)gt)dt ek .

Da f, g stetig sind, sind sie auf [0, 1] beschrénkt, so dass das Riemann-
Integral existiert. Das L?-Skalarprodukt ist offensichtlich sesquilinear,
Hermitesch und positiv semidefinit. Um zu sehen, dass es definit ist,
sei f # 0. Also existiert ¢t € [0,1] mit f(¢) # 0. Wegen Stetigkeit
existiert ein € > 0, so dass |f(t)| > ¢ auf (t —¢e,t +¢) N0, 1], somit

1 min(1,t4¢)
<f,f>Lz=/ FO)P dtz/ 2at> B350,
0

max(0,t—e¢)

(2) Wir versuchen es mit

17
(f.0) = /O Pl gt dt = (f ) € K.
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Diese Hermitesche Sesquilinearform ist nur positiv semidefinit, denn
fir f = ¢ € k konstant gilt f'(¢t) = 0, somit (f, f)) = 0.

(3) Wir addieren die beiden obigen Produkte und erhalten das (erste)
Sobolev-Skalarprodukt

<fag>H1 = <f;g>L2 +<f/,g/>L2 ck.

Die Summe ist wieder positiv definit, denn fiir f # 0 gilt
<f7f>H1 = <f>f>L2+<f/7f/>L2 >0.
—_——— ~—

>0 >0

In Analysis lernen Sie, dass zwei Skalarprodukte (-, -); und (-, - )2 auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum V' vergleichbar sind, das heif3t, es gibt eine
Konstante C' > 0, so dass

%<v,v>1 < (v, v)2 < C(v,v)1 .

Die obigen zwei Skalarprodukte auf C*°([0, 1];k) sind nicht vergleichbar. Zwar
gilt offensichtlich

<f7f>L2 < <f7f>H1 )
aber fiir die Folge f,(z) = 2™ gilt

! 1
= 2n _(_ = . 2n+1
<fnafn>L2—/O " dr = <2n+1x >
1 9 .
iotiie = [t e = ()

=0 - 2n—1"
<fn7fn>H1 = <fn;fn>L2 + <f’r/L’f’l/7,>L2 =

1 1
x:O_ 2n+1

9

TL2

2n3 +n? +2n—1
2n+1)2n—-1) ’

und man sieht leicht, dass die Folge

(WW> _(2n3+n2+2n—1>
ot )~ T

unbeschrankt ist fiir n — oo.

Ab sofort verwenden wir fiir Skalarprodukte die Buchstaben g, h, ..., da
wir den Buchstaben B spéter wieder fiir Basen und Basisabbildungen benutzen
wollen.

6.8. DEFINITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
definieren wir die Norm zum Skalarprodukt g durch

loll, = Vglo,0) € R.

Im Falle k = R nennt man diese Norm auch die Fuklidische Norm zum
Skalarprodukt g, vergleiche Definition @).
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6.9. BEMERKUNG. Es sei (V,g) ein Rechts-k-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt. Dann gelten die Norm-Aziome

(N1) o], 20 und o], =0<=v=0 (Positivitit),

(N2)  o.rlly=Irl-[vl, (Homogenitit),

(N3) o+ wll, <|vll, + [[wll, (Dreiecksungleichung),
fiir alle v, w € V und r € k. Jede Abbildung || - || : V — R, die (N1)—(N3]) erfiillt

heif3t eine Norm auf V.

Da g nach positiv definit ist, folgt (N1)). Aus Bemerkung ergibt
sich unmittelbar (N2)). Fiir jede Zahl r € k gilt r + 7 € R wegen Bemer-

kung und (4). AuBerdem folgt
P+ 72+ =72 = (r+ 1) = (r = 7)? =207 + 270 = 4r*

so dass insbesondere r + 7 < 2|r| gilt. Dabei haben wir |7| = |r| benutzt, siehe
Bemerkung im Falle k = C. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

siehe Satz und Satz unten, ergibt sich
lo +wl® = g(v + w0+ w) = [[o]| + g(v,w) + g(w,v) + [|w]]}
< loll; + 2[g(v, w)| + ]
< Joll2 + 2ol llwlly + wll? = (loll, + llwl,)*
Waurzelziehen liefert die Dreiecksungleichung .

6.10. SATZ (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei (V,g) ein k- Vektorraum
mit Skalarprodukt. Dann gilt fiir alle Vektoren v, w € V, dass

|9 (v, w)| < [Jvf| - el -

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

BEWEIS. Wir passen den Beweis von Satz [L.53] an.
Fall 1: Es sei v = 0. Dann gilt
9(v,w) = g(0,w) = 0= [|0f] - [lwll, = [lvll, - [[wll, -
Also gilt Gleichheit, und v und w sind offensichtlich linear abhéngig.
Fall 2: Es sei v # 0, dann folgt ||v|]§ = g(v,v) > 0, und wir berechnen

uw)y _ (. 9w o gvw)
g ‘g_g( g g )

0< >
Il

w—"v.

20 2
[vllg [vllg

> g(v,w) gw,w)  g,w) o g(v,w)
= wlly — =—7" 9(v,w) — g(w,v) 5+ =3 llvlly >
loll ol ol ~~—llvllg

=g(v,w) SN

2ol
Tl

Hieraus ergibt sich die Ungleichung durch elementare Umformungen.

2
_ ” ||2 ’g(’l),’UJ)’
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Wenn Gleichheit gilt, dann folgt aus (oder dquivalent aus (N1))), dass

9(v,w)
2
[0l

=w—v ,

insbesondere sind v und w dann linear abhingig. Seien umgekehrt v und w
linear abhéngig, dann gilt w = v.7r, da v # 0 nach Annahme. Wir erhalten also

2 2
lg(v, w)| = lg(v,v. )| = ‘Hvllg ri = llollg Irl = lvlly - llo-7[l - m

6.11. BEMERKUNG. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
erfiillt die Norm || - [|, fiir alle v, w € V' die Parallelogramm-Identitit

2 2 2 2
(1) lo +wlly + llv —wllg = 2wl + 2wl ,

wie man leicht nachrechnet.

Man kann das Skalarprodukt aus der Norm || - ||, zuriickgewinnen mit Hilfe
der Polarisationsformeln
@) gww) = % (o + wll? = flo — w]}2) falls k= R
() gww) =7 (lo+wl~ o - wl?)
(ol — o —w i) falls k = C,
@ glww) = o+l o - wl?)
(ol ~ o —w i)
~ 2o+ w gl = o - wI2)

k
_Z(Hv—l—w.kH—Hv—w.kHz) falls k = H .

Dariiberhinaus kann man zeigen, dass jede Norm auf einem k-Vektorraum V,
die die Parallelogrammidentitét erfiillt, von einem Skalarprodukt auf V' her-
kommt, das man mit Hilfe der passenden Polarisationsformel berechnen kann.

6.2. Skalarprodukte als Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir Sesquilinearformen auf endlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen beziiglich einer Basis als Matrizen dar. Wir untersuchen
die Eigenschaften dieser Matrizen und geben Kriterien dafiir, dass eine solche
Matrix ein Hermitesches und positiv definites Skalarprodukt darstellt.

Die darstellende Matrix hat eine besonders einfache Gestalt, wenn die Basis-
vektoren alle Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Solche
Orthonormalbasen haben wir bereits in Abschnitt kennengelernt. Wir ler-
nen ein Verfahren kennen, das Orthonormalbasen mit speziellen Eigenschaften
produziert. In diesem Zusammenhang beweisen wir auch ein Kriterium dafiir,
ob eine Matrix positiv definit ist.
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6.12. DEFINITION. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit
Skalarprodukt, und es sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Dann definieren
wir die Gramsche Matriz G € My,(k) von g durch

G = (g(bivbj))i,j € My(k) .

6.13. BEIspIEL. Wir schrinken das L?-Skalarprodukt aus Beispiel auf
dem Raum C*°(]0, 1];k) auf den (n + 1)-dimensionalen Raum der Polynome P
vom Grad deg P < n ein. Als Basis wihlen wir die Polynome fo(z) = 2°, ...,

fn(x) = 2". Dann erhalten wir als Gramsche Matrix
1 1
x0> B <i+j—%1>hj

1 gttt
G=(fifi);; = </0 -t dm)@.’j - (z+]+1

1 1

1 2 n+1

1 1 _1

— 2 3 n+2
1 1 . 1

n+1 n+2 2n+1

6.14. DEFINITION. Eine quadratische Matrix A = (a;j);; = M, (R) heiit
symmetrisch, wenn A = A', das heiBt, wenn a;; = aj; fiir alle 4, j gilt. Eine qua-
dratische Matrix A = (ai;)i; = Mp(k) heifit selbstadjungiert oder Hermitesch,
wenn A = A*, das heifit, wenn a;; = aj; fiir alle ¢, j gilt.

Eine Hermitesche Matrix A = (a;5)i; = My(k) heifit positiv semidefinit,
wenn
5 A-x>0 fiir alle z € k™ .
Sie heifit positiv definit, wenn

¥ A-2>0 und ¥ A -2=0 << =0 fiir alle z € k™ .

Die Definition von positiv (semi-) definit ist sinnvoll, da fiir eine Hermitesche
Matrix A gilt, dass

¥ Ax=a" A" (") = (2" Az)" =2 Ax €eRCk
nach Bemerkung .

Wir beachten, dass die Begriffe ,, Hermitesch®, ,,selbstadjungiert* und ,,sym-
metrisch® fiir k = R gleichbedeutend sind. Wir werden im Folgenden auch
fiir k = R die Begriffe ,,Hermitesch* und ,selbstadjungiert” verwenden. Dabei
benutzt man , Hermitesch®“ eher fiir Matrizen, die Skalarprodukte darstellen,
und ,,selbstadjungiert* fiir Matrizen, die Endomorphismen darstellen.

6.15. BEMERKUNG. Es sei S eine Sesquilinearform auf einem endlich-dimen-
sionalen k-Vektorraum, und es sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Wie in
Definition [6.12] betrachten wir die Matrix

A= (S(bp,by)),,, € Mn(k) .

Wenn S ein Skalarprodukt ist, handelt es sich dabei gerade um die Gramsche
Matrix.
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Die Matrix A legt S eindeutig fest. Denn seien v, w € V', dann existie-
ren Koordinaten (z,)p, (y4)q € k™, so dass

v:B(x):pr.xp und w:B(y):qu.yq,
p=1 qg=1

siehe Proposition [2.32] Da S eine Sesquilinearform ist, folgt

n n n
S(v,w) = S(pr T Y by yq> = 2, S(bp,by) yg =" Ay .
p=1 q=1 p,q=1
Umgekehrt liefert die obige Formel zu jeder Matrix A € M, (k) eine
Sesquilinearform S auf V.
Die Sesquilinearform S ist genau dann Hermitesch, wenn die Matrix A
Hermitesch ist. Da S(bg, by) = S(bp, bq), ist die Richtung ,=* klar.
Zu ,<“ seien v = B(z) und w = B(y) € V wie oben und A sei

Hermitesch. Aus folgt
Sw,v) = y* Aw = y* A" (") = (z" Ay)* = S, w) .

Sei S Hermitesch, dann ist S genau dann positiv (semi-) definit,
wenn A positiv (semi-) definit ist. Die Basisabbildung B: k" — V
ist bijektiv, also gilt S(v,v) > 0 wegen genau dann fiir alle v € V,
wenn
a* Az = S(B(z),B(z)) > 0

fiir alle z € k™ gilt. Entsprechend gilt S(v,v) = 0 genau dann nur
fir v = 0, wenn z*Az = 0 nur fiir z = 0 gilt. In Folgerung
lernen wir noch ein etwas griffigeres Kriterium fiir positive Definitheit
kennen, bei dem wir z* Ax nicht fiir alle x € k™ testen miissen.

Zum Schluss betrachten wir noch das Verhalten der darstellenden Ma-
trix A unter Basiswechsel. Dazu seien B = (b1,...,b,) und C' =

(¢1,...,¢n) Basen von V. Dann existiert eine Matrix M = (mpq)pq €
GL(n,k), so dass

n
Cq= g by - Mpq ,
p=1

siche Bemerkung Es sei A wie oben die darstellende Matrix zur
Basis B, dann erhalten wir zur Basis C die darstellende Matrix

(S(epr ), = (5 <21 - Zl by mq>>

= (Z Mrp S(br,bs)msq> =M*AM .
p.q

r,s=1

p.q

Sei v = C(s) mit s € k", dann folgt

n n n
v:E Cq-Sq= E bp.mpq.sng by zp
q=1 p=1

p,q=1
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wobei x = M - s € k™. In der Tat gilt fir v = C(s) = B(z) und w =
C(t) = B(y) mit x = M s und y = M t, dass

S(w,w)=a"Ay=(Ms)"A(Mt)=s"(M"AM)t .

Das Standardskalarprodukt (-, -) auf k™ aus Beispiel wird beziiglich
der Standardbasis durch die Einheitsmatrix dargestellt: (e;, ej) = d;;. Somit ist
die Standardbasis eine Orthonormalbasis fiir das Standardskalarprodukt, siehe
Definition Wir wollen den Begriff der Orthonormalbasis jetzt auf beliebige
Vektorrdume mit Skalarprodukt ausdehnen.

6.16. DEFINITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein
Tupel (v1,...,vx) von Elementen von V heifit orthogonal oder auch (paarweise)
senkrecht, wenn

g(vi,v;) =0  fiir alle 4, j mit i # j .

Wenn (vy,...,v) auflerdem eine Basis bildet, nennt man diese eine Orthogo-
nalbasis.

Dann heifit eine Basis B = (b1, ...,b,) von V eine Orthonormalbasis von V,
wenn

g(bi, bj) = dij .

Eine Orthonormalbasis eines k-Vektorraums heif3t manchmal auch unitdre
Basis (k = C), beziehungsweise quaternionisch-unitire Basis (k = H) .

6.17. BEMERKUNG. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt.

(1) Jedes orthogonale Tupel (vi,...,v;) mit v; # 0 fir alle ¢ ist linear
unabhéngig, denn sei

k
O:va.rp,
p=1

dann folgt fiir alle g, dass

k k
2
0= 9(%2% . Tp) = Zg(vpﬂfq) “Tp = ””qu Tq -
p=1

p=1

Aus vy # 0 folgt [lvgll, # 0, und somit rq = 0. Also sind vy, ..., vg
linear unabhéngig.

(2) Sei dim V' = n, dann bildet ein orthogonales n-Tupel von Vektoren eine
Basis, wenn keiner der Vektoren verschwindet, also eine Orthogonal-
basis. Das folgt aus und dem Basissédtzen und von Steinitz,
siehe auch Aufgabe 2 von Blatt 11 zur Linearen Algebra I.

(3) In Definition hatten wir die Koordinatenabbildung als Inverse
der Basisabbildung B: k™ — V eingefiihrt. Es sei B = (b, ..., b,) eine
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Orthonormalbasis, dann wird die Koordinatenabbildung B~!: V' — k”
beschrieben durch die Formel

g(blav)
Bl =| = |,
g(bn,v)

denn sei v = B(x) mit z € k™, dann gilt

g(bp,v) = g<bp, Z by - xq> = Zg(bp, bg) xqg = xp .
q=1 q=1

Eine #hnliche Aussage hat wir in Proposition bereits fiir das
Standard-Skalarprodukt bewiesen.

Im Folgenden bezeichnen wir das Erzeugnis von vy, ..., v, mit (vi,...,vp).
Fiir das Skalarprodukt verwenden wir wieder den Buchstaben g, um Verwech-
selungen zu vermeiden. Die Axiome f bleiben giiltig, wenn man g auf
einen Unterraum einschriankt. Insbesondere ist also g|<v1,.“’vp>x<v1w_’vp> wieder
ein Skalarprodukt, das wir der Kiirze halber wieder mit g bezeichnen.

6.18. SATZ (Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren). Es sei (V,g)

ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und (vq,...,v,) sei eine Basis von V.
Dann ezistieren eindeutig bestimmte Vektoren by, ..., by € V, so dass fiir
allep=1, ..., n gilt:

(1) (b1,...,bp) ist eine g-Orthonormalbasis von (vi,...,v,) CV, und

(2) es gilt g(bp,vp) € R und g(vp,by) > 0.

Dazu konstruiert man b, induktiv durch

—1
1 P
by =wp . ——— , wobei wy = vp — qu . g(bg,vp) .
Tl 2
Insbesondere erhalten wir am Ende eine Orthonormalbasis (by,...,by,)

von (V,g). Fiir viele Anwendungen reicht das, aber manchmal mochten wir
die volle Stérke der Eigenschaften und ausnutzen.

BEWwEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion. Fiir p = 0 ist nichts zu
zeigen.

Sei also p > 1, und seien by, ..., b,—1 bereits konstruiert. Wir beginnen mit
der Existenzaussage und definieren w, wie oben. Nach Voraussetzung liegen b1,
ooy bp—1 € (v1,...,vp_1), also betrachten wir

p—1
wp:vp—qu.g(bq,vp) € (v1,...,0p) .
qg=1

Da die v, linear unabhéngig sind, gilt

Up ¢ <’U1,...,1}p_1> = <b1,... ,bp_1> s
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also auch w, ¢ (vi,...,vp—1), insbesondere w, # 0, so dass wir b, wie oben
definieren diirfen. Fiir ¢ < p — 1 berechnen wir
p—1
1 9(bg, vp) — g(by, vp)
g<b¢17bp) :g<bQ7vp - Zbr 'g(bT’UP)> ”w || = ( . 7‘)11] H L2 = 0.
r=1 Pllg pllg
AuBerdem gilt ||by,|| = 1 nach Konstruktion, und die Vektoren by, ..., b,—; sind

nach Induktionsvoraussetzung orthogonal und normiert, also ist erfiillt.

Aus und der Konstruktion von b, folgern wir , denn es gilt

p—1

9(bp, vp) = g(bp,vp - qu : g(bfp”p)> = g(bp, wp) = prHg >0.
q=1

Damit ist die Existenz von b, mit den gewiinschten Eigenschaften bewiesen.

Wir kommen zur Eindeutigkeit. Da by, ..., b,—1 durch und bereits
eindeutig bestimmt sind, brauchen wir im Induktionsschritt nur noch die Ein-
deutigkeit von b, zu beweisen. Es sei also v € (v1,...,vp) ein weiterer Vektor,
so dass g(bg,v) = 0 fiir 1 < g <p, [Jv]|, =1 und g(v,v,) > 0. Wir stellen v in
der Orthonormalbasis (b1, ...,bp) von (vi,...,v,) dar als

P
v = E by . xq .
q=1

Dann folgt als erstes x4 = g(by,v) = 0 fiir alle 1 < ¢ < p, so dass v = b, - zp. Es
folgt
|zp| = [zp] bpll, = llvll; =1

Da g(vp, by) = g(bp, vp) > 0, gilt auBerdem

Zp g(bp, vp) = g(bp . Tp,vp) = g(v,vp) >0,
also auch 7, > 0, und daher =, > 0. Aber die einzige Zahl =, € k mit |z,| =1,

zp € Rund z, > 0 ist 1. Also folgt v = by, und die Eindeutigkeit ist ebenfalls
gezeigt,. (]

Es sei A € M, (k) eine quadratische Matrix und r < n, dann schreiben
wir A, € M, (ki) fir den oberen linken r x r-Block

ap - Q1

Ar = ((apg)pa<r) =

arl - Qpp

In Folgerung haben wir gesehen, dass det A = det A fiir alle qua-
dratischen Matrizen M, (k) gilt, wenn k = R oder C ein Korper ist. Da die
Konjugation mit den Rechenoperationen in k vertréglich ist, sieht man anhand
der Leibniz-Formel aus Satz dass det A = det A gilt. Insgesamt folgt dar-
aus

det A* =det Al = det A =det A .
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6.19. FOLGERUNG. FEs sei A = (apq)p,q € My (k) eine quadratische Matriz.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Matriz A ist Hermitesch und positiv definit.
(2) Es gibt eine obere Dreiecksmatriz B mit reellen, positiven Diagonal-

eintrdigen, so dass A = B*B.
(3) Es gibt eine invertierbare Matriz B € GL(n,k) mit A = B*B.

Falls k =R oder C, sind die obigen Aussagen auflerdem dquivalent zu

(4) Sylvester- oder auch Hurwitz-Kriterium. Die Matriz A ist Hermitesch,
und fir aller =1, ..., n gilt det A, > 0.

In der Analysis benttigt man analog zu ein Kriterium fiir negative De-
finitheit. Dazu betrachten wir anstelle einer Hermiteschen Matrix A die Ma-
trix —A und sehen, dass

(U*Avg() und U*A’U:O<:>U:0)
= (=1)"det A, >0 firaller=1,...,n.

Achtung: Das Sylvester-Kriterium funktioniert nicht fiir positiv semidefinite
Matrizen. Beispielsweise sei

0 0
(% h)

dann gilt det A1 = a11 =0 > 0 und det As = det A =0 > 0, aber die Matrix A
ist nicht positiv semidefinit, denn e5Aes = —1.

BEWEIS. Zu (1) = “ fassen wir A als Gramsche Matrix eines Skalar-
produktes
g(z,y) =x*Ay €k
auf k™ auf. Wir konstruieren eine Orthonormalbasis (v1,...,v,) von V mit
dem Gram-Schmidt-Verfahren, beginnend mit der Standardbasis (e, ..., ey,).
Es sei B € M, (k) die Basiswechselmatrix, so dass

n
eq = E Up . bpg -
p=1

Dann ist B eine obere Dreiecksmatrix nach Satz , denn aus e, €
(e1,...,eq) = (v1,...,v,) folgt by, = 0 fiir p > ¢. Die Diagonaleintrige sind
reell und positiv nach Satz (2), denn

bgg = 9(vg, Vg - bgq) = g(vq,va . bpq> = g(vg,eq) > 0.
p=1

Schliefllich gilt A = B*B nach Bemerkung @.

Der Schritt ,, — “ folgt fiir k = R oder C, da B nach Folge-
rung positive Determinante hat und somit invertierbar ist. Uber H
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iiberlegen wir uns stattdessen, dass Dreiecksmatrizen mit von 0 verschiede-
nen Diagonaleintrigen mit dem Gauf-Verfahren [3.28 immer invertiert werden
konnen.

Zu ,,(3) = “ iiberlegen wir uns, dass A Hermitesch ist, da
A*=(B*B)*=B*(B")*=B*"B=A.
Da B invertierbar ist, ist A positiv definit, denn

2*Ax = 2*B*Bx = (Bz)*(Bx) >0 und 2*Az=0<= Bx=0<=z=0.

Es sei jetzt k = R oder C ein Korper, so dass wir Determinanten bilden
konnen. Wir schlieffen ,, == “, denn fiir p, ¢ < r gilt

q r
apg = (Bep)*(Beg) = Z ZBSPbsq = Z BSLDbsq )

s=1 t=1 s,t=1
so dass A, = B;B,, und daher
det A, = det B! det B, = |det B,|* > 0,

da der obere linke r x r-Block B, von B aus dem gleichen Grund wie B oben
positive Determinante hat.

Zu ,({4) = “ beweisen wir durch Induktion iiber r, dass A, ein Skalar-
produkt auf k" definiert. Fiir » = 1 ist das klar, da a7 = det A7 > 0.

Es sei also » > 1, und A, definiere ein Skalarprodukt auf k”. Wir kon-
struieren wie oben eine Orthonormalbasis (v1,. .., v,) mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren, beginnend mit der Standardbasis. Wir definieren

,
Wrp1 = €pg1 — DUy (U5 Aepy1)
p=1

so dass v, Aw, 41 = 0. Da A Hermitesch ist, gilt ebenfalls w;, ; Av, = 0 fiir al-
le p < r.Dann bilden (v1, ..., v, w,+1) eine Basis von (eq, ..., e,11). Es sei Cyy1
die zugehorige Basiswechselmatrix, so dass

T

€q = Z Up . Cpg + Wrt1 - Cprtl -
p=1

Aus Bemerkung folgt
(*)

1 0 0
N . o . . :
AT+1 = Cq~+1Dr+1Cr+1 ) wobei D’/‘-I—l = . )
0 0wy Awrp
somit

0 < det A,41 = |det Cr+1]2 wy Awpy
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Man tiberpriift jetzt leicht, dass D,11 positiv definit ist, und damit auch A, 1,

denn

Q’J*Ar+1$ == (Cr+1$)*Dr+1 (Cr+1x) .

Also beschreibt A,1; ebenfalls ein Skalarprodukt auf k™. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen. O

6.20. BEMERKUNG. Wir geben noch eine geometrische Deutung der diversen
Konstruktion in den Beweisen von Satz und Folgerung [6.19

(1)

Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V ein
Unterraum. Wir wéhlen eine Orthonormalbasis (ey, . . ., €,,) von U und
definieren eine Abbildung

p:V—->U durch  p(v) = Zep .g(ep,v) €U .
p=1

Fiir alle u € U gilt p(u) = u, somit gilt p?> = p. Eine Abbildung mit
dieser Eigenschaft heifit Projektion.

Es gilt g(u,p(v)) = g(u,v) zunichst einmal fiir v = ey, ..., €m,
wie man leicht nachrechnet. Da (ey,...,e,,) eine Basis von U bilden,
gilt g(u,p(v)) = g(u, v) sogar fiir alle u, mit anderen Worten

g(u,v —p(v)) =0 fiir alle w € U und alle v € V.

Aus diesem Grund nennt man p die orthogonale oder senkrechte Pro-
jektion von V' auf den Unterraum U. Man kann zeigen, dass p(v) der-
jenige Punkt in U ist, fiir den der Abstand ||v — p(v)]| , minimal wird
(Ubung).
Es sei jetzt k = R, und es sei A die Gramsche Matrix eines Skalarpro-
duktes g beziiglich einer Basis (v1,. .., v,) von V. Wir wollen durch In-
duktion iiber r motivieren, dass det A, das Quadrat des Volumens des
von den Vektoren vy, ..., v, aufgespannten r-dimensionalen Parallelo-
tops P, ist. Dabei erinnern wir uns an den Anfang von Abschnitt
wo wir entsprechende Uberlegungen fiir Parallelotope maximaler Di-
mension r = n in R"™ angestellt haben.

In Dimension » = 1 sollte das ,,Volumen“ des Vektors v; seine
Lénge sein. In der Tat gilt

det Ay = a1 = g(v1,v1) = ||U1||52; :

Sei jetzt r > 1. Dann hat das von vy, ..., v.41 aufgespannte
Parallelotop P41 als ,Grundfliche das Parallelotop P, vom Volu-
men vol(P,) = v/det A, nach Induktionsvoraussetzung, und als Hohe
den Vektor wy4+1 = vpy1 — p(vp41), dabei ist p: V. — (vy,...,v,) die
orthogonale Projektion aus .

Wie im Beweis der Folgerung Schritt = , sei e, ...,
e, eine Orthonormalbasis von (vi,...,v,), und C,11 sei die dortige
Basiswechselmatrix. Dann hat C,.y1 die Blockgestalt

B, x
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Nach Induktionsvoraussetzung und @ hat also die Grundfliche das
Volumen

vol(Py) = v/det A, = |det B,| = |det Cr41] -

Die Lange der Hohe ist ||wy41 Hg = /w’, ; Aywyi1, und somit erhalten
wir mit @, dass

vol(Pry1) = |det Crya| - y/wiy  Awpyp = y/det Apqy .

Damit ist unsere Behauptung gezeigt, allerdings unter der Annahme,
dass man das Volumen mit Hilfe der Formel ,, Grundfliche x Hohe“
berechnen darf.

Einen alternativen Zugang zur Behauptung vol P, = +/det A, fin-
den Sie in den Ubungen.
Im R™ mit dem Standard-Skalarprodukt hat das von den Vektoren v,
..., vy aufgespannte Parallelotop also das Volumen

\/det((<vp,vq>)p7qgr) = \/det((v;vq)p,qgr) .

Beispielsweise hatten wir in Bemerkung [I.69] eine geometrische Inter-
pretation des Kreuz- und des Spatproduktes gegeben. Dazu hatten wir
die Fliche des von u, v € R? aufgespannten Parallelogramms berechnet
als

o vl =/l Joll® — (u )2 = det GZ Zi EZ zi) -

6.3. Dualrdume und adjungierte Abbildungen

Wir erinnern uns an die Definition des Dualraumes V* = Homy(V, k)

6.21.

(1)

eine Links-k-Vektorraums V. Der Dualraum eines Links-Vektorraums ist ein
Rechtsvektorraum und umgekehrt (wobei wir anstelle von *V oft einfach wie-
der V* schreiben). Elemente des Dualraumes heiflen auch Linearformen o € V*.
Linearformen auf V sind also lineare Abbildungen a: V — k.

BEISPIEL. Wir kennen Beispiele von Linearformen.

Fir p =1, ..., n ist die Abbildung ¢,: k™ — k mit ¢,(x) = 2P eine
Linearform. Fiir die Standardbasisvektoren ey, ..., e, gilt

epleq) = Opq 5

und man nennt (eq,...,e,) die zu (e1,...,e,) duale Basis von "k,

siche Bemerkung
Allgemeiner sei V' ein Rechts-k-Vektorraum und B = (by,...,b,)

eine Basis. Die dazu duale Basis (81, ..., 8,) mit 8, = e,0B~1: V = k
haben wir in Proposition konstruiert, so dass wieder

Bp(bq) = 5pq :
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(2) Wir betrachten den Raum C*°([0, 1], k) der beliebig oft differenzierba-
ren, k-wertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]. Typische Linear-
formen auf C*°([0, 1], k) sind zum Beispiel

fr=flo),  fr— f(20), ...
fiir zy € [0, 1], sowie Linearkombinationen solcher Linearformen.
(3) Auch die Abbildung

f+—>/01f(x)dx

ist linear. Allgemeiner betrachten wir das L2-Skalarprodukt aus Bei-
spiel . Die obige Linearform entspricht der Abbildung

1
(1) (010 — k mit fros (1A= [ 1 fla)do,
0
wobei 1 die konstante Abbildung = — 1 bezeichne. Wenn wir das L?-
Skalarprodukt mit der gleichen Definition auf beschrankte und stiick-
weise stetige Funktionen erweitern, existiert fiir ein beschranktes und
stiickweise stetiges g: [0, 1] — k die Abbildung

1
fr—={f,9)r> :/0 g(x

Einschrénken auf f € C*([0,1],k
auf C*°(]0, 1], k).

(4) Wenn g stetig und differenzierbar ist, dann erhalten wir entsprechend
mit der Erweiterung des Sobolev-Skalarproduktes aus Beispiel
auf C''-Funktionen eine Linearform

g— (L9 m = {92+ (f,d )2

(5) Es sei U C R" offen und f: U — R eine C'-Funktion (total diffe-
renzierbar wiirde auch ausreichen). Dann ist die totale Ableitung an
der Stelle g € U die lineare Abbildung df(zp): R” — R, die jedem
Vektor v € R™ die Richtungsableitung

df (zo)(v) = %g% fxo +v ‘tt) — f(20)

zuordnet. Die Koordinaten von df (z¢) beziiglich der dualen Basis &1,
..., €n von "R = (R™)* heiflen auch die partiellen Ableitungen von f.

~—

- f(z)dx .

liefert wieder eine Linearform

~—

Wir erinnern uns auch an anti- (oder semi-) lineare Abbildungen, siehe
Definition 6.2

6.22. PROPOSITION. Fs sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt.
Dann induziert g eine injektive antilineare Abbildung g: V — V* durch

v— g(v) e V* mit g(v)(w) = g(v,w) fir alle v, we V.

Dann heifit eine Linearform a € V* darstellbar beziiglich g, wenn es einen
Vektor v € V mit a = g(v) gibt. Man sagt auch, dass v € V die Linearform «
darstellt.
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BEWEIS. Es sei v € V, dann ist nach in Definition die Abbildung
gw) =g, ): V =k

linear, also gilt g(v) € V*. Nach Definition ist V* ein Links-k-Vektorraum.
Aus folgt, dass g: V' — V* antilinear ist, denn fiir v, v, w € V und r, s € k
gilt
gu.r+v.s)(w) = glu.r+v.s,w) =Fg(u,w)+5g(v,w) = (Fg(u)+5g(v))(w) .
Zur Injektivitit nehmen wir an, dass g(u) = g(v), das heifit, es gilt g(u)(w) =
g(v)(w) fiir alle w € V. Dann folgt

0 = g(u)(u—v) = g(v)(u—v) = [lu—wol
also gilt u = v wegen , und g: V — V* ist injektiv. U

6.23. BEISPIEL. Wir wollen wissen, ob die Linearformen aus dem obigen
Beispiel darstellbar sind.

(1) Es sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis, dann wird ¢, im Bei-
spiel durch den Vektor e, dargestellt, siche Proposition

und Bemerkung ).
(2) Im Beispiel wird die Linearform

17
weém@ﬂwm

auf den stlickweise stetigen Funktionen durch g dargestellt. Auf
dem Unterraum C*°([0,1],k) wird sie nur genau dann durch g dar-
gestellt, wenn g € C*°([0,1],k). Also gibt es viele Linearformen
auf C*°([0,1],k), die beziiglich des L2-Skalarproduktes nicht (das
heifit, nicht durch C°°-Funktionen) darstellbar sind. Auch die Line-
arformen aus sind nicht durch C'*°-Funktionen darstellbar.
(3) Wie oben ist die Linearform (g, - )1 aus auf C! beziiglich des
ersten Sobolev-Skalarproduktes durch g darstellbar. Auf C*°([0, 1], k)
ist sie genau dann darstellbar, wenn g € C*°(]0, 1],k). Wenn dariiber-
hinaus ¢'(0) = ¢'(1) = 0 gilt, ist (g, - )1 sogar beziiglich des L*-
Skalarproduktes darstellbar, denn partielle Integration liefert

@ﬁm—Ag@ﬂ@M+A¢@f®M

:/0 9(2) f(z) dz + g'(z) f ()

=(g—9" -

(4) Die totale Ableitung df (zg) € "R = (R™)* aus Beispiel wird
beziiglich des Standardskalarproduktes auf R™ dargestellt durch den
Gradienten

1
o [ @ @) i

0
IL (x0)

grad f(zo) = (df (z0))" = :
%(aﬁo)
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Um zu sehen, dass alle Linearformen auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum mit Skalarprodukt darstellbar sind, fithren wir als Hilfsmittel noch
einen weiteren Vektorraum ein.

6.24. DEFINITION. Es sei V' ein Rechts-k-Vektorraum, Dann ist eine Anti-
linearform eine antilineare Abbildung v: V — k. Wir definieren wir den Anti-
dualraum von V als

V= {fy: V =k ‘ 7 ist ]k—antilinear} .
Analog definieren wir den Antidualraum eines Links-k-Vektorraums.

6.25. BEMERKUNG. Wir sammeln einige einfache Eigenschaften.

(1) Der Antidualraum V' eines Rechts-k-Vektorraums V ist wieder ein
Rechts-k-Vektorraum. Sei v: V' — k antilinear, und seien v € V und r,
s € k, dann definieren wir

(v 1)w) = (0) -7 € k.
mit Definition 6.2] erhalten wir

(vy.r)(v.s)=7w.s).r=5-y@w).r=5-(y.r)(v) .
(2) Wir kénnen aus jeder Linearform o € V* eine Antilinearform v = a €
V" machen und umgekehrt, wobei

av) =a) ck.

Das liefert eine antilineare Abbildung V* — V" mit einer antilinearen
Umbkehrabbildung. Ahnlich wie in Bemerkung|6.4) geht dabei die Links-
k-Vektorraumstruktur von V* in die Rechts-k-Vektorraumstruktur
von V" iiber und umgekehrt.

(3) Wir definieren eine Abbildung §: V — V" durch

g(w)(w) = g(v)(w) = g(v,w) = g(w,v)
fir alle v, w € V. Aus Proposition folgt, dass g eine injektive
lineare Abbildung ist. Antilinearformen im Bild von g heiflen wieder
darstellbar.

Die Frage, welche Linearformen sich durch Elemente spezieller Funktio-
nenrdume darstellen lassen, ist ein wichtiges Thema in der Funktionalanalysis.
Das folgende Lemma ist ein elementarer Spezialfall des Rieszschen Darstellungs-
satzes.

6.26. LEMMA. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum, dann
sind die Abbildungen g: V. — V* und g: V. — v bijektiv, und wir erhalten
Umkehrabbildungen g~ *: V* =V und gL V' = V.

Insbesondere ist jede Linearform und jede Antilinearform auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V beziiglich g darstellbar. Dieses Lemma erklért also

insbesondere die Beispiele und (4)).
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Der Dualraum eines unendlich-dimensionalen k-Vektorraums ist (unter ge-
eigneten mengentheoretischen Annahmen) stets méchtiger als der Vektorraum
selbst, so dass ¢ fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume nie invertierbar ist.
Aus diesem Grund betrachtet man in der Funktionalanalysis stattdessen den
Raum der stetigen Linearformen beziiglich der zum Skalarprodukt gehorigen
Norm. Dadurch wird g auch fiir zahlreiche wichtige unendlich-dimensionale Vek-
torrdume mit Skalarprodukt invertierbar.

BEwWEIS. Es sei dim V' = n. Nach Proposition [2.81] ist V* ein n-dimensio-
naler Links k-Vektorraum. Nach Bemerkung ist V" ein n-dimensionaler
Rechts-k-Vektorraum. Die Abbildung g: V' — V' ist nach Proposition
und Bemerkung injektiv. Aus dem Rangsatz folgt, dass g ein
Isomorphismus ist. Aber dann ist auch g bijektiv. O

6.27. BEMERKUNG. Es sei (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis von V|, siehe
Satz Wir kénnen sie benutzen, um einen alternativen, konstruktiven Be-
weis von Lemma zu geben. Nach Beispiel werden die Vektoren der
dualen Basis (g1, ...,&,) durch die Vektoren ey, ..., e, dargestellt. Sei also

n
a:Zap-ep mit ac "k,
p=1
dann wird « dargestellt durch den Vektor
n
V= Z ep . ap ,
p=1
denn fiir alle w € V' gilt

o(w) :;%.w) =§ap-g<ep,w> =g(§ep.ap,w) -

Also gilt « = g(v) und analog a = g(v).

6.28. DEFINITION. Es seien (V, g) und (W, h) Vektorrdume iiber k mit Ska-
larprodukt. Eine lineare Abbildung F': V — W heifit adjungierbar, wenn es
eine Abbildung G: W — V gibt, so dass

9(G(w),v) = h(w, F(v)) firalleve Vund we W.
In diesem Fall heifit G die zu F' adjungierte Abbildung, und wir schreiben G =
F*.
6.29. BEMERKUNG. Es seien (V,g), (W,h) und F': V — W wie oben.
(1) Falls F adjungierbar ist, ist die adjungierte Abbildung G von F' eindeu-

tig bestimmt. Denn sei H eine weitere adjungierte Abbildung von F',
dann gilt fiir alle w € W, dass

0 = h(w, F(G(w) - H(w))) = h(w, F(G(w) - H(w)))
= 9(G(w), G(w) — H(w)) - g(H(w), G(w) — H(w))

= [|G(w) — H(w)llj ,
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und somit G(w) = H(w) wegen der Eigenschaft des Skalarproduk-
tes g. Daher diirfen wir F™* fiir die Adjungierte Abbildung schreiben,
wenn Sie existiert.

Die adjungierte Abbildung F*: W — V ist linear, denn fiir alle v € V
und alle u, w € W und alle r, s € k gilt

g(F*(u.r4w.s),v) = h(u.r+w.s, F(v)) = 7 h(u, F(v))+5h(w, F(v))

=7g(F*(u),v) +5g(F"(w),v) = g(F*(u) .7 + F*(w) . s,v) .
Indem wir v = F*(u.r+w.s) — F*(u).r — F*(w) . s wéhlen, erhalten
wir

0=[F*(u.r+w.s) —F*(u).r—F*(w).st ,
und wegen gilt somit F*(u.r+w.s) = F*(u).r+ F*(w).s.
Wenn G zu F adjungiert ist, ist auch F' zu G adjungiert, denn we-
gen gilt

h(F(v),w) = h(w, F(v)) = g(G(w),v) = g(v,G(w))

fir alle v € V und w € W. Wegen gilt also F' = G* genau dann,
wenn G = F*, insbesondere folgt (F*)* = F.

BEISPIEL. Wir geben Beispiele adjungierter Abbildungen.

Wir betrachten das Standardskalarprodukt auf den R&umen k™
und k™. Sei F': k™ — k™ gegeben durch eine Matrix C' € M, ,(k),
dann wird die adjungierte Abbildung F™* gegeben durch die adjungier-
te Matrix, denn fiir alle x € k™ und alle y € k™ gilt

(F*(z),y) = (z, F(y)) = 2" Ay = 2" (A")"y = (A"2)"y = (A"z,y) .

(2)

Aus diesem Grund benutzen wir in beiden Fallen den Begriff ,,adjun-
giert®.

Etwas allgemeiner sei (ei,...,e,) eine Orthonormalbasis von (V,g)
und (f1,..., fm) eine Orthonormalbasis von (W, h). Wenn F: V. — W
beziiglich dieser Basen durch eine Matrix A € My, (k) dargestellt
wird, dann wird F* durch A* dargestellt, denn fiir alle p =1, ..., m
und alleg =1, ..., n gilt

(eps F™(fp)) = (F(ep), fq) = (fo F'(€p)) = Gpq -

Wir betrachten wieder den Raum V = C*°([0,1];k) mit dem L?2-
Skalarprodukt. Multiplikation mit einer Funktion f € V' definiert eine
lineare Abbildung Die adjungierte Abbildung ist Multiplikation mit f,
denn

1 11— _
(g, fh) gz = /0 9(@) /() h(x) dz = /0 F(@) 9(x) hx) dz = (Fg,h) 12 -

Es sei V wie oben, und es sei f € V eine Funktion mit f(0) = f(1) = 0.
Dann betrachten wir den Differentialoperator F' € End(V') mit

Flg)=f-¢
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und bestimmen den adjungierten Differentialoperator durch partielle
Integration als

17
(F"(9), h) 12 = (g, F(h)) 2/0 g(x) f(x) W (z) da

- (mf(x) h(az))‘lzo - /Ol(gf)'(x) h(z) dx

= <(fg)/7h>L2 = <fg/ + f,g7 h>L2 .

(5) Wenn wir in einfach nur den Ableitungsoperator F(g) = ¢’ be-
trachten, zeigt eine analoge Rechnung, dass F' nicht adjungierbar ist,
da sich die Randterme (g(z) h(x))‘;:() nicht durch ein Integral be-
schreiben lassen. In der Analysis umgeht man dieses Problem, indem
man den Begriff des adjungierten Operators etwas anders definiert und
dann Randbedingungen stellt wie etwa g(0) = ¢g(1) = 0, um keine
Randterme mehr zu erhalten.

Die adjungierte Abbildung ist eng verwandt mit dem folgenden Konzept.

6.31. DEFINITION. Es seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper k,
und es sei F:' V — W eine lineare Abbildung. Die zu F duale Abbil-
dung F*: W* — V* ist definiert durch

F*B=BoFcV* firalle € W*.

Man beachte, dass die duale Abbildung im Gegensatz zur adjungierten Ab-
bildung immer existiert und nach Definition eindeutig bestimmt ist. Wir ver-
wenden fiir beide die Bezeichnung F™*, man muss also aufpassen, welche der
beiden Abbildungen jeweils gemeint ist: F*: W* — V* ist die duale Abbildung,
F*: W — V die adjungierte. Aus diesem Grund verwenden manche Autoren
fiir duale Moduln, Vektorriume und Abbildungen das Symbol -’ oder -V.

6.32. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften. Seien
dazu U, V und W Vektorrdume.

(1) Es gilt stets idj, = idy+, denn aoidy = o € V* fiir alle a € V*.

(2) Seien F': V.— W und G: U — V linear, dann gilt (F oG)* = G*o F*,
denn

(FoG)'B=poFoG=G"(BoF)=G"(F(f)) .

(3) Die duale Abbildung ist linear. Das lidsst sich nachrechnen, da k auf 5 €
W* durch (r- ) (w) = r - f(w) wirkt.

(4) Es seien B = (v1,...,v,) und C = (wi,...,w,) Basen von V bezie-
hungsweise W, und es seien B* = (¢1,...,¢,) und C* = (¥1,...,%y)
die dualen Basen von V* und W*. Es sei F': V. — W beziiglich der
obigen Basen dargestellt durch die Abbildungsmatrix A = M, ,(k),
dann gilt

¢p(F(Uq)) =1p <Z Wy arq) = pr(wr) - Grq = Qpq
r=1 r=1
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firallep=1,...,mundalle ¢ =1, ..., n. Dabei geht der Vektor v =
B(x) in den Vektor C'(Ax) iiber, wobei x € k™.
Es sei jetzt n € ™k eine Zeile. Fiir die duale Matrix rechnen wir

(C*( <Z77p ¢p> or) = <Z77p (po F) >( r)
m m
Z Np * Cpr = (Z an " Apq <Pq> (vr) = (B*(nA))(v,) .
p=1 p=1q=1
Die duale Abbildung wird durch also dieselbe Matrix A dargestellt,
allerdings werden jetzt Zeilen in k" von rechts mit A multipliziert.

Mit Hilfe von Lemma kénnen wir einen Zusammenhang zwischen der
adjungierten Abbildung und der dualen Abbildung herstellen.

6.33. PROPOSITION. FEs seien (V,g) und (W,h) Vektorrdume iber k mit
Skalarprodukt und F: V. — W sei linear. Wenn F adjungierbar ist, kommutiert
das Diagramm

w_t oy
| ls
wr Ly
Insbesondere ist F' immer adjungierbar, wenn V endlich-dimensional ist.

Man beachte, dass die beiden waagerechten Pfeile lineare Abbildungen sind,
wéhrend die senkrechten Pfeile antilinear sind. Somit sind beide Wege von W
nach V* durch antilineare Abbildungen gegeben.

Die letzte Behauptung erklirt insbesondere die Beispiele und .
Die Beispiele und (4)) zeigen, dass die zusétzliche Bedingung dim V' < oo
nicht notwendig ist.

BEWEIS. Es seien v € V und w € W, dann folgt

9(F*(w))(v) = g(F*(w),v) = h(w, F(v)) = h(w)(F(v)) = F*(h(w))(v) .
Da das fiir alle v € V gilt, folgt g o F* = F* o h, wobei links die adjungierte

und rechts die duale Abbildung gemeint ist. Damit ist die erste Behauptung
bewiesen.

Wenn g invertierbar ist, kénnen wir die adjungierte Abbildung als g o F*oh
schreiben. Nach Lemma [6.26] gilt das, wenn V' endlich-dimensional ist. O

6.34. DEFINITION. Es seien V und W Vektorrdume iiber k, essei F': V — W
linear, und S sei eine Sesquilinearform auf W. Dann definiert man die mit F
zurtickgeholte Sesquilinearform F*S auf V' durch

(F*S)(u,v) = S(F(v), F(w)) fir alle u, ve V.
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Wir haben jetzt die Notation F* mit einer weiteren Bedeutung versehen.
Aus dem Zusammenhang muss man jeweils erkennen, wofiir F* gerade steht.

6.35. BEMERKUNG. Die ersten drei der folgenden Eigenschaften rechnet man
leicht nach.

(1) Die Form F*S ist wieder sesquilinear (SI).

(2) Wenn S Hermitesch ist, dann ist auch F*S Hermitesch (S2).

(3) Wenn S auflerdem positiv semidefinit ist, dann ist auch F* positiv
semidefinit.

(4) Wenn S positiv definit und F' injektiv ist, dann ist auch F*S ein
Skalarprodukt, denn dann gilt

(F*S)(v,v) = S(F(v),F(v)) =0 <= Fv)=0 <= v=0.

In diesem Fall heifit £*S auch das zuriickgeholte Skalarprodukt. Auf
die Injektivitdt von F kann man leider nicht verzichten, denn fiir al-
le v € ker F' gilt (F*S)(v) = 0.

(5) Es seien (v1,...,v,) und (wi,...,w,,) Basen von V und W. Sei A €
My (k) die Abbildungsmatrix von F, und sei S dargestellt durch
die Gramsche Matrix G, dann wird F*S dargestellt durch die Ma-
trix A*GA, denn

m m m
(EF™S)(vp,vq) = S(Z Wy . an,ZwS . asq> = Z Qrp Grs Qsq -
r=1 s=1

r,s=1

6.36. BEMERKUNG. Genauso kénnen wir eine Sesquilinearform S auf W mit
einer antilinearen Abbildung F': V' — W zuriickholen durch

(F*S)(u,v) = S(F(v), F(u)) fir alle u, v e V.

Durch das Vertauschen der Argumente stellen wir sicher, dass F*S wieder ses-
quilinear ist. Die Punkte — aus Bemerkung [6.35| gelten analog.

Zum Beispiel sei (V,g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt, dann ist die antilineare Abbildung g: V' — V* invertierbar, und wir
kénnen das Skalarprodukt ¢ mit der Inversen Abbildung ¢~! auf V* zuriickho-
len. Dieses Skalarprodukt nennen wir das zu g duale Skalarprodukt g* auf V*.
Sei dazu (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis von V', dann ist (e1,...,&,) =

(g(e1),...,g(en)) die duale Basis von V* nach Beispiel (1). Somit gilt
((971)*9) (epr&q) = g(gil(gq%gil(gp)) = g(eq: ep) = Opq
also ist die duale Basis einer Orthonormalbasis wieder eine Orthonormalbasis.

Im Allgemeinen sei A die Gramsche Matrix von g, dann kann man zeigen,
dass ¢g* durch die Inverse Matrix A~! dargestellt wird.

6.37. BEMERKUNG. Es seien (V, g) und (W, h) Vektorrdume iiber k mit Ska-
larprodukt. Wir nennen eine lineare Abbildung F: V — W eine isometrische
Einbettung, wenn F*h = g gilt. In diesem Fall gilt also fiir alle u, v € V', dass

g(u,v) = (F*h)(u,v) = h(F(u),F(v))  und ], = [F()l, -

Insbesondere ist F' immer injektiv.
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Seien (v1,...,v,) und (wi, ..., wy,) Orthonormalbasen von V und W, und
sei A € M, »(k) die Abbildungsmatrix von F. Wegen Bemerkung gilt

dann
E,=A"FE,,A=A"A.

Falls n = m ist, ist A insbesondere invertierbar, und es gilt A~! = A*. In diesem
Fall nennen wir F' eine lineare Isometrie.

6.4. Normale Endomorphismen

In diesem Kapitel betrachten wir bestimmte Endomorphismen von endlich-
dimensionalen k-Vektorrdumen mit Skalarprodukt und zeigen, dass sie sich
beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis durch besonders einfache Matri-
zen darstellen lassen. Diese Resultate haben zahlreiche Anwendungen, unter
anderem in Analysis, Geometrie und Physik.

6.38. DEFINITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und
es sei F' € Endg (V') adjungierbar. Dann heifit ¥

) selbstadjungiert, wenn F* = F

) schief, wenn F* = —F

) normal, wenn F* o F' = F o F* und

) lineare Isometrie, oder isometrischer oder auch unitirer Automorphis-
mus, wenn F invertierbar ist mit F~! = F*.

6.39. BEMERKUNG. Man sieht leicht, dass selbstadjungierte und schiefe En-
domorphismen und isometrische Automorphismen allesamt normal sind. Stellt

man F' wie oben beziiglich einer Orthonormalbasis als Matrix A € M, (k) dar,
so gilt jeweils A* = A, A* = —A, A*A = AA*, beziehungsweise A~! = A*.

6.40. SATz (Hauptsatz iiber normale Abbildungen). Es sei (V,g) ein
endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und F €
Endc V. Dann existiert genau dann eine unitire Basis von (V,g) aus FEigen-
vektoren von F', wenn F' normal ist.

Insbesondere sind normale Endomorphismen iiber C immer diagonalisier-
bar; die Aussage im Satz ist aber noch etwas stérker, da wir sogar eine unitére
(also eine Orthonormal-) Basis erhalten. Die Darstellung als Diagonalmatrix
ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Eintrige nach Satz In der Funk-
tionalanalysis heiffit der entsprechende Satz auch der ,,Spektralsatz fiir normale
Operatoren®.

BEWEIS. Zu ,—“ sei (ey,...,e,) eine Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren von F'. Nach Proposition [5.4 wird F' beziiglich dieser Basis durch eine Dia-
gonalmatrix A dargestellt. Nach Beispiel wird F* durch A* dargestellt,
und A* ist auch eine Diagonalmatrix. Man sieht leicht, dass A*A = AA* gilt,
somit ist F' normal.
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Wir beweisen ,<=* durch Induktion iiber die Dimension n von V. Im
Fall n = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also n > 1. Da C algebraisch abge-
schlossen ist, hat das charakteristische Polynom yr eine Nullstelle X. Es sei v
ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert A. Dann ist v auch ein Eigenvektor von F™*
zum Eigenwert \, denn

HF*(U) —v. S\HE

g((F* = Nidy) (v), (F* = A
g((F — )\idv)(F* — ;\idv)(’u
g )

<
SN—
I
o

Es sei
W={weV|gvuw =0}

das orthogonale Komplement vom Vektor v, dann ist W C V' ein Untervektor-
raum, sieche Ubungen. Der Unterraum W ist sowohl unter F' als auch unter F™*
invariant, denn sei w € W, dann folgt

g(v, F(w)) = g(F*(v),w) = gv.\w) =0
und g(v, F*(w)) = g(F(v),w) = g(v.\w) =0,

somit liegen mit w auch F(w) und F*(w) wieder in W.

Insbesondere ist F*|y gleichzeitig die adjungierte Abbildung zu F|w
beziiglich des auf W eingeschrinkten Skalarproduktes, und F'|y ist nach wie
vor normal, also existiert nach Induktionsannahme eine unitire Basis vo, ...,
vy, von W aus Eigenvektoren von Fly. Wir diirfen [|v||, = 1 annehmen. Dann
ist (v,v9,...,v,) eine unitire Basis von V aus Eigenvektoren von F', und wir
sind fertig. O

Uber den reellen Zahlen verhalten sich normale Abbildungen etwas kompli-
zierter. Man iiberpriift, dass Matrizen der Form

o

normal sind, denn

ab.a—b_a2+b20 _(a b\ [ a b

-b a b a) 0 a2+v?) " \b  a b a)’
Das charakteristische Polynom (X —a)?+b? hat jedoch keine reellen Nullstellen,
falls b # 0. Nach Lemma hat die obige Matrix also keine Eigenvektoren.

6.41. FOLGERUNG. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler reeller Vektor-
raum mit Skalarprodukt und F € Endr V. Dann existiert genau dann eine
Orthonormalbasis von (V, g), beziiglich der F durch eine Block-Diagonalmatriz
aus 1 x 1-Bldcken und aus 2 x 2-Blocken der Gestalt (ED mit b > 0 dargestellt
wird, wenn F normal ist. In diesem Fall ist die Matriz bis auf die Reihenfolge
der Blocke eindeutig.
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BEWEIS. Die Richtung ,,=—* folgt wie im Beweis von Satz durch Nach-
rechnen.

Zu ,,<="* wihlen wir zunéchst eine beliebige Orthonormalbasis von V' und
stellen F' durch eine normale Matrix A € M, (R) dar. Dann betrachten wir A
als normale komplexe Matrix, also als normalen Endomorphismus von C" mit
dem Standardskalarprodukt. Der Beweis geht wieder durch Induktion iiber n.

Wir finden einen gemeinsamen Eigenvektor v von A zum Eigenwert A und
von A* zum Eigenwert A\. Wenn X reell ist, kénnen wir v € R® C C" wihlen
wegen Lemma [5.33] Danach betrachten wir das orthogonale Komplement W
von v und machen weiter wie im obigen Beweis.

Wenn A\ nicht reell ist, betrachten wir den Vektor v € C™ und rechnen nach,
dass
Av=Av=Av=v.A=7.]\,
so dass U ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A # X ist. Dabei haben wir

benutzt, dass A = A, da A eine reelle Matrix ist. Wir schreiben A = a + bi
mit a, b € R und v = w + wi mit u, w € R", und erhalten

1

Au= 3 (A5 Av) = 2 (BA—v))
= % (w—wi)(a — bi) — (w+ ui)(a+ bi)) = ua+ wb,
r, 1 -
und A’UJ:§(AU+AU)=§(UA+U>\)
= % (w —wi)(a —bi) + (w+ ui)(a + bi)) = —ub+ wa .

Wir nehmen an, dass b = Im A > 0, andernfalls vertauschen wir die Rollen
von v und @. Dann hat A auf dem von u und w aufgespannten Unterraum U
beziiglich der Basis (u, w) gerade die Gestalt (ED

Als né#chstes iiberlegen wir uns, dass v und v aufeinander senkrecht stehen,
da sie Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind, und somit wie im
Beweis von Satz der Vektor v im orthogonalen Komplement von v liegt.
Wir nehmen an, dass v, = ||, = 2, dann gilt
2 . . 2 2 .
2= vl = g(w + ui,w + ui) = [wlly + vl + (9(w,u) — g(u, w)) i
) . 2 2 :
0 = g(w — i, w +ui) = [[wll? = [v]]2 + 2g(w, u);i

Da u, w reell sind, sind auch alle einzelnen Skalarprodukte rechts reell. Hieraus
folgt g(u,w) = 0 und Hu||§ = ||wH§ = 1, so dass u, w eine Orthonormalbasis
von U bilden. Wie im Beweis von Satz [6.40] ist das orthogonale Komplement

W = {zE(C" ‘ g(w, z) = g(u, z) :0} = {ZE(C" ‘ g(v,z) =g(v,2) :0}
invariant unter F' und F*, und wir kénnen den Beweis wie oben fortsetzen.

Wir erhalten also eine Blockmatrix aus 1 x 1-Blécken, die genau den reel-
len Nullstellen von xr entsprechen, und aus 2 x 2-Blocken der Gestalt @, SO
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dass a * bi echt komplexe Nullstellen von yr sind. Somit kénnen wir die ge-
suchte Matrix aus den komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
ablesen, was die Eindeutigkeitsaussage beweist. O

Da die Quaternionen nicht kommutativ sind, ist der Begriff des Eigenraums
nicht sinnvoll, siehe Ubung 4 von Blatt 1. Dennoch erhalten kénnen wir normale
Abbildungen auch iiber den Quaternionen charakterisieren.

6.42. FOLGERUNG. Es sei (V,g) ein Rechts-H-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und F' € Endy V. Dann existiert genau dann eine quaternionisch unitdre
Basis von V', beziiglich der F durch eine Diagonalmatriz mit Eintrdgen der
Form a + bi mit b > 0 dargestellt wird, wenn F' normal ist. Diese Matriz ist
eindeutig bis auf Reihenfolge der Eintrdge.

BEWEIS. Die Richtung ,,=—* {iberpriift man wieder durch Nachrechnen.

Wir beweisen ,,<—=% wieder durch Induktion iiber n = dimyg V. Dazu be-
trachten wir C = R+ iR C H als Teilkorper und fassen V fiir einen Moment als
komplexen Vektorraum auf. Wir erhalten ein komplexes Skalarprodukt, indem
wir die j- und k-Komponenten von g vergessen. Beziiglich dieses Skalarproduk-
tes ist F' als komplex lineare Abbildung immer noch normal mit der selben
adjungierten Abbildung F*. Also existiert wie oben ein simultaner Eigenvek-

tor v zum Eigenwert A = a + bi € C von F und zum Eigenwert A = a — bi
von F*. Wenn b > 0 gilt, dann ist das orthogonale Komplement

W={weV|gvw)=0cH}
ein invarianter quaternionischer Unterraum der Dimension n—1, und wir fahren
fort wie im Beweis von Satz [6.40]
Falls b < 0, betrachten wir den Vektor v . j. Es gilt
Flo.j)=F@).j=v.((a+bi)j)=v.(la—bi))=(v.j). A
und genauso F*(v.j) = (v.7).A. Anstelle von v betrachten wir also v . j und

machen weiter wie oben und erhalten die gesuchte quaternionisch unitére Basis.

Zur Eindeutigkeit tiberlegen wir uns, dass das charakteristische Polynom x p
von F als Endomorphismus iiber dem Korper C aufgrund der obigen Uberlegung
in Faktoren der Form

(X = N)(X =X = (X —a)?+0?

zerfillt. Dadurch sind die Diagonaleintrége bis auf ihre Reihenfolge eindeutig
festgelegt. O

Wir konnen ,,¢“ in der Darstellung a 4 bi auch durch j, k£ oder einen belie-
bigen anderen imaginédren Einheitsquaternion q ersetzen. Dadurch &ndern sich
die Matrix und die zugehorige Basis, aber nicht die Paare (a,b) in a + bg. Im
Beweis arbeiten wir dann mit einem Teilkorper R 4+ gR = C.

Wir kommen jetzt zu wichtigen Spezialféllen normaler Abbildungen.
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6.43. FOLGERUNG (Hauptachsentransformation). Es sei (V,g) ein endlich-
dimensionaler k- Vektorraum mit Skalarprodukt und F € Endy, V. Dann existiert
genau dann eine Orthonormalbasis von V, beziiglich der F' durch eine Diago-
nalmatriz mit reellen Eintrigen dargestellt wird, wenn F selbstadjungiert ist.

Aus den obigen Ergebnisses folgt dann auch die Eindeutigkeit dieser Diago-
nalmatrix bis auf die Reihenfolge der Diagonaleintrige. In der Funktionalana-
lysis heiflit der entsprechende Satz auch der ,,Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren®.

BEWwWEIS. Die Richtung ,,==* ergibt sich wieder durch Nachrechnen.

Zu ,<—=* wenden wir Satz oder eine der Folgerungen [6.41] oder [6.42] an.
Da F selbstadjungiert ist, ist auch die Matrix A € M, (k), die wir so erhalten,
selbstadjungiert. Im Fall k = R ist ein 2 x 2-Block vom Typ [f| nur dann selbst-
adjungiert, wenn b = 0 gilt. In den Fillen k = C oder H muss A = X fiir jeden
Diagonaleintrag A € k gelten, und wegen Bemerkung folgt A € R. O

6.44. BEISPIEL. Wir betrachten einen physikalischen Korper K im R3, der
sich ohne Einfluss duflerer Kréfte bewegt. Dabei nehmen wir an, dass der
Schwerpunkt fiir alle Zeiten im Nullpunkt liegt. Dann dreht sich der Korper
um sich selbst.

Um diese Drehung zu beschreiben, betrachtet man zu einer festen Zeit ¢ den
Trigheitstensor F;: R? — R3 mit

Fy(v) = /K () p X (v x p) e |

wobei K; C R? den Kérper zur Zeit t und p;(x) seine (Massen-) im Punkt x
bezeichne. Dabei bezeichne die Richtung von v die Drehachse und |jv] die
Drehgeschwindigkeit, dann beschreibt v x p die tatséchliche Geschwindigkeit
im Punkt p, und pi(p)p X (v x p) den Beitrag zum Drehimpuls. Insgesamt
ist Fy(v;) also der Drehimpuls zur Zeit ¢, wenn v; wie oben die Drehung zur
Zeit t beschreibt.

Die Abbildung F} ist selbsadjungiert. Am einfachsten iiberlegt man sich das
fiir den Integranden: fiir alle w € R? gilt

(px (v xp),w) = (p,p)(v,w) = ({p,v){p,w) = (v,p X (w X p))
nach Satz ([2). Also existiert eine Orthonormalbasis (e1(t), ea(t), e3(t)
von R? aus Eigenvektoren von F;. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
sind alle Eigenwerte A1 < Ao < A3 positiv, falls der Korper sich in jeder Raum-
richtung ausdehnt.

Die Richtungen der Eigenvektoren heiflen die Hauptachsen des Korpers K.
Bei einem achsenparallelen Quader sind das beispielsweise gerade die Koordina-
tenachsen. Wenn sich der Korper zu einer festen Zeit um eine der Hauptachsen
dreht, dann tut er das fiir alle Zeit. Dreht er sich hingegen um eine andere Achse,
dann verédndert sich die Drehachse selbst im Laufe der Zeit; der Korper scheint
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zu taumeln. Es gibt jedoch einen konstanten Drehimpulsvektor L = Fy(v;) € R3,
so dass die Drehachse zu jedem Zeitpunkt in Richtung F; ' (L) zeigt.

6.45. FOLGERUNG. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum,
und S sei eine Sesquilinearform auf V. Dann existiert genau dann eine g-
Orthonormalbasis von V', beziiglich der S durch eine Diagonalmatriz mit reellen
Eintrdgen dargestellt wird, wenn S Hermitesch ist.

Wie in Folgerung [6.43] sind die Diagonaleintrige bis auf ihre Reihenfolge
eindeutig.

BEwEIs. Die Richtung ,,=—“ ergibt sich aus Bemerkung @.

Zu ,,<—=* fassen wir zunéchst S als antilineare Abbildung S: V' — V* wie in
Proposition[6.22|auf. Da wir nichts iiber die Definitheit von S wissen, kénnen wir
allerdings nicht schliefen, dass S injektiv ist. Sei g~': V* — V die antilineare
Umkehrabbildung aus Lemma dann setzen wir F = g1 oS € Endy V, so
dass

S(v,w) = (go F)(v)(w) = g(F(v),w) fir alle v, w e V .

Da S Hermitesch ist, ist F' selbstadjungiert, und Folgerung liefert eine
Orthonormalbasis (eq, .. ., e,) aus Eigenwerten von F'. Man tiberlegt sich leicht,
dass F' und S beziiglich (eq, ..., ey,) durch die selbe Matrix dargestellt werden,
also durch eine Diagonalmatrix mit reellen Eigenwerten. O

6.46. BEIsPIEL. Ein Brillenglas ist eine gekriimmte Flidche. Die Wirkung
des Glases auf Lichtstrahlen héngt von der Kriimmung ab. Wenn wir das Glas
in einem Punkt p flach auf den Tisch legen, kénnen wir eine Seite des Glases
als Graph einer Funktion f: U — R mit U C R? darstellen. Wenn f minde-
stens zweimal stetig differenzierbar ist, beschreibt die zweite Ableitung bei p die
Kriimmung an der Stelle p. Nach dem Satz von Schwarz ist die zweite Ableitung
an der Stelle p eine reelle symmetrische Bilinearform (also eine reelle Hermite-
sche Sesquilinearform) f”(p): R? — R, und die Kriimmung in Richtung v € R?
wird gegeben als

" (p)(v,v) fiir alle v € R? mit |jv]| =1 .

Nach Folgerung koénnen wir f”(p) beziiglich einer Orthogonalbasis (v, v2)
des R? als Diagonalmatrix mit Eintrigen s1, ko schreiben. Dann nennt man x4
und ko die Hauptkrimmungen im Punkt p, und vy, vo die Hauptkrimmungs-
richtungen. Wir diirfen xk; < ko annehmen. Bei einem gewd6hnlichen Brillen-
glas sollten die Hauptkriimmungen und die Hauptkriimmungen iiber das ganze
Glas in etwa konstant bleiben. In diesem Fall muss der Augenarzt dem Optiker
die Kriimmungen (als Werte in Dioptrien) und eine Hauptkriimmungsrichtung
mitteilen. Die andere Hauptkriimmungsrichtung ergibt sich, da beide senkrecht
aufeinander stehen.

6.47. FOLGERUNG (Singuldre Werte). Es seien (V,g) und (W, h) endlich-
dimensionale k- Vektorrdume mit Skalarprodukten, und es sei F': V. — W linear.
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Dann ezistieren Orthonormalbasen von V. und von W, so dass F beziiglich
dieser Basen dargestellt wird durch eine Matrix der Form

ap 0 0
0 .
argr 0 - 0

0 0 0

0 --- 0 0O --- 0

mit eindeutig bestimmten reellen Eintrigen a; > -+ > aygp > 0.

Diese Folgerung ist eine Verfeinerung des Rangsatzes |3.16] in dem anstelle
von Orthonormalbasen beliebige Basen erlaubt sind.

BEwEIS. Die Abbildung F*F: V — V ist offensichtlich selbstadjungiert
und hat nicht-negative Eigenwerte, denn die zugehorige Hermitesche Bilinear-
form

S(u,v) = g(u, (F* o F)(v)) = h(F(u), F(v)) = (F*h)(u,v)
ist positiv semidefinit nach Bemerkung . Die Hauptachsentransformati-
on liefert eine Orthonormalbasis (v1, ..., v,) aus Eigenvektoren von F*o F

zu den FEigenwerten Aj, ..., \,; dabei sortieren wir die Basisvektoren so,
dass Ay > --- Z)\g>0:)\g+1 == An.

_1 _1

Jetzt betrachten wir die Vektoren wy = F(v1). A, 2, ..., wy = F(vg) . A, %,

_1
Da die Faktoren A, * reell sind, folgt

h(wp, wy) = h(F('Up)vF(Uq)) _ g(vpa (F*F)(Uq)) = 6y

v VA
Nach Bemerkung sind die Vektoren wy, ..., wy linear unabhéngig. Also
ergénzen wir mit dem Basisergénzungssatz zu einer Basis von W, die wir
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren in eine Orthonormalbasis (w1, ..., wp)
iiberfithren. Beziiglich der so konstruierten Basen hat F' die angegebene Abbil-
dungsmatrix, wobei a, = m firallep=1,...,f=1rgF.

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, indem man aus der gegebenen Abbil-
dungsmatrix die Abbildungsmatrix von F*F ableitet und die Eindeutigkeits-
aussage aus Folgerung benutzt. O

6.48. BEMERKUNG. Die singuldren Werte geben also an, wie stark die Ab-
bildung F' die Liangen in unterschiedlichen Richtungen verzerrt. Wenn wir bei-
spielsweise eine Gummifolie als Fliche im Raum betrachten, dann kénnen wir
das als eine Abbildung f: U — R3 mit U C R? betrachten. Es sei p € U, dann
gibt die Ableitung F' = df(p): R? — R? an, wie f am Punkt p die Richtungen
im R? in den R? abbildet. Die singuldren Werte a1 > a2 geben das Maximum
und das Minimum der Lingenverzerrung an. Nach Folgerung stehen die
zugehorigen Richtungen immer senkrecht aufeinander.
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Die singuldren Werte aq, ..., arg p heiflen manchmal auch verallgemeinerte
Eigenwerte von F. Diese Bezeichnung ist etwas ungliicklich, da fiir eine Ma-
trix A die Eigenwerte von A mit den verallgemeinerten Eigenwerten, also den
Eigenwerten von A* A, nichts zu tun haben miissen. Als Beispiel betrachte einen
Jordan-Block M;(\) € My(k) der Grosse ¢ zum Eigenwert A. Dann hat

AN 4+1A 0

MMy = |
A+l
0 AN

fiir £ = 2 die Eigenwerte A2 + % + /A% + i, und die singuldren Werte sind die
positiven Wurzeln davon.

Ahnliche Aussagen wie in Folgerung lassen sich auch fiir schiefe Endo-
morphismen F' € Endy V eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums beweisen.
Dazu muss man wieder nur untersuchen, welche der moglichen Normalformen
in Satz und den Folgerungen und schiefe Endomorphismen be-
schreiben.

6.49. FOLGERUNG. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum
mit Skalarprodukt und F' € Endy V. Dann existiert genau dann eine Orthonor-
malbasis von V', beziiglich der F dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatriz aus 1 x 1-Blocken 0 und 2 x 2-Blécken
vom Typ (ED mita =0 fallsk =R,

(2) durch eine Diagonalmatriz mit rein imagindren Eintrdgen fallsk = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatriz mit Fintrdgen der Form bi mit b > 0
fallsk = H,

wenn F' schief ist.
BEWEIS. Analog zum Beweis von Folgerung [6.43] O

Besonders interessant ist der Fall, dass F' eine Isometrie ist. Aus Kapitel
kennen wir Spiegelungen und Drehungen.

6.50. FOLGERUNG. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum
mit Skalarprodukt und F € Endy V. Dann ezistiert genau dann eine Orthonor-
malbasis von V| beziiglich der F' dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatriz aus 1 x 1-Blicken £1 und 2 x 2-
Blocken vom Typ (ED mit a®> +b%> =1 fallsk = R,

(2) durch eine Diagonalmatriz mit Eintrigen vom Betrag 1 falls k = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatriz mit Eintrigen der Form a+bi vom Betrag 1
mit b >0 falls k = H,
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wenn F' eine lineare Isometrie ist.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Folgerung d

6.51. BEMERKUNG. In Aufgabe 2 von Blatt 14 zur linearen Algebra I und
Bemerkung haben wir die Untergruppen

:{AeM )| AY-A=E,}
und SO {AGO ‘detA—l}

der Gruppe GL(n,R) kennengelernt. Die Elemente von O(n) sind dadurch cha-
rakterisiert, dass sie das Standard-Skalarprodukt erhalten, somit ist die ortho-
gonale Gruppe O(n) die Gruppe der linearen Isometrien des R"™. Gleichzeitig
ist O(n) auch die Gruppe der Basiswechselmatrizen zwischen Orthonormalba-

sen, siche Proposition und Bemerkung @.

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist die Gruppe der orientierungser-
haltenden Isometrien. Gleichzeitig ist sie die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen gleich orientierten Orthonormalbasen.

Analog betrachten wir die unitdre und die spezielle unitire Gruppe
:{AeM )| A A=E,}
und SU {AEU |detA—1}

Die unitére Gruppe U (n) ist die Gruppe der linearen Isometrien des C™ mit dem
Standardskalarprodukt, und gleichzeitig die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen unitiren Basen. Fiir Elemente A € U(n) gilt

1 =det(A*A) = |det al?

und das Beispiel (e!) € U(1) zeigt, dass alle komplexen Zahlen vom Betrag 1 als
Determinante einer unitdren Matrix auftreten konnen. Da wir Orientierungen
fiir komplexe Vektorrdume nicht eingefithrt haben, ist SU(n) einfach nur die
Untergruppe der Isometrien mit Determinante 1.

Uber den Quaternionen definieren wir nur die (kompakte) symplektische
Gruppe
Sp(n)={Aec M,H) | A*-A=E,}
der linearen Isometrien des H"™ mit Standardskalarprodukt, beziehungsweise der
Basiswechselmatrizen zwischen quaternionisch unitidren Basen. Da die Quater-
nionen nicht kommutativ sind, gibt es keine Determinante, und wir definieren
nur diese eine Gruppe.

6.52. BEMERKUNG. Wir haben wieder eine Reihe von Normalformen ken-
nengelernt und auch ein paar Anwendungen gesehen.

(1) Sei (V, g) ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit Skalarprodukt, dann
ist fiir jede Orthonormalbasis B von V die Basisabbildung ein Isomor-
phismus B: k™ — V, so dass B*g gerade das Standardskalarprodukt
auf k™ ist. Insbesondere ist die Dimension eine vollstdndige Invarian-
te fiir endlich-dimensionale k-Vektorrdume mit Skalarprodukt, &hnlich
wie in Bemerkung fiir endlich-dimensionale Vektorriume.
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Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Wir betrachten zwei
Endomorphismen F', G € Endy V' als metrisch dquivalent, wenn es ei-
ne lineare Isometrie U € Auty V gibt, so dass G = U~'FU. Somit
sind F' und G genau dann &dquivalent, wenn es Orthonormalbasen B
und C' gibt, so dass F' beziiglich B die gleiche Darstellung hat wie G
beziiglich C'. Dann haben wir in Satz [6.40] und den Folgerungen [6.41]
[6.42] eine Normalform fiir normale Endomorphismen kennengelernt.
Spezialfille haben wir in den Folgerungen und be-
trachtet. Fiir selbstadjungierte Matrizen beispielsweise erhalten wir als
vollsténdige Invariante die Dimension dim V' und das Tupel der nach
Grofle geordneten reellen Eigenwerte.

Man beachte, dass nicht nur die Auswahl der betrachteten Endo-

morphismen spezieller ist als in Kapitel |5 sondern auch die Aquiva-
lenzrelation.
Wir nennen zwei lineare Abbildungen F', G: V — W zwischen Vek-
torrdumen metrisch dquivalent, wenn es lineare Isometrien P € Auty V'
und @@ € AutgW gibt, so dass Q o ' = G o P, siehe Folge-
rung In diesem Fall liefert Folgerung eine Normalform,
und (dim,dim W,rg F') bildet zusammen mit dem Tupel der nach
Grofle geordneten singuldren Werte eine vollstédndige Invariante.

BEMERKUNG. Essei F' € Endg(V) eine Isometrie eines endlich-dimen-
Euklidischen Vektorraums (V, g).

Geméf der Orthonormalbasis aus Folgerung zerlegen wir V' in eine
direkte Summe von Unterrdumen, die paarweise zueinander senkrecht
stehen. Dann operiert F' auf den eindimensionalen Unterrdumen Uj
mit Eigenwert 1, also als +idy,, das heifit als Identitét oder als Spie-
gelung.

Auf den zweidimensionalen Eigenrdumen V; wirkt V durch eine
Matrix vom Typ @ mit a? +b> = 1 und b > 0. Also finden wir einen
Winkel ¢ = arccosa € [0, 7], so dass

a —b\ [cosp —singp
b a) \sing cosp)

Diese Matrix beschreibt eine Drehung des Raumes V; um den Winkel ¢
und heifit daher auch einfach Drehmatriz.

Geméf3 Definition heifit F' genau dann orientierungserhaltend,
wenn det ' > 0. Nach Folgerung ergibt sich die Determi-
nante als das Produkt der Determinanten der einzelnen Blocke. Ein
1 x 1-Block +1 hat Determinante 41, wéhrend eine Drehmatrix stets
Determinante a?+b? = cos? ¢+sin? ¢ = 1 hat. Somit ist eine Isometrie
genau dann orientierungserhaltend, wenn die Anzahl der Spiegelungen
in , also die Dimension des —1-Eigenraumes, gerade ist.

Wenn V eine feste Orientierung trigt, versuchen wir, in Folgerung|6.50
eine orientierte Basis anzugeben. Das geht immer, wenn +1 Eigen-
wert ist, da wir dann das Vorzeichen des zugehorigen Eigenvektors frei
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wéhlen koénnen. In einem Drehblock legt jedoch die Wahl des Win-
kels ¢ € (0, 7) eine Orientierung fest. Wenn wir also nur Drehmatrizen
zu Winkeln ¢; € (0,7) haben, miissen wir unter Umsténden einen
Winkel ¢ durch —¢ ersetzen. In diesem Fall konnen wir sagen, dass F'
entgegen dem mathematischen Drehsinn wirkt. In der Ebene ist eine
Drehung im mathematischen Drehrsinn eine Drehung gegen den Uhr-
zeigersinn, und umgekehrt.

6.5. Affine Riume

Wenn wir bei einem Vektorraum den Nullpunkt , vergessen®, erhalten wir
einen affinen Raum. In Definition [3.21] hatten wir bereits affine Unterrdume
von Vektorrdumen kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen wir affine Rdume
etwas abstrakter einfithren und auch als metrische Rdume betrachten.

Fiir den Anfang betrachten wir wieder beliebige Schiefkorper k.

6.54. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Ein affiner Raum iiber V ist
eine Menge A, zusammen mit einer Abbildung +: A x V — A, so dass gilt:

(1) fiir alle a € A und alle v, w € V gilt (a+v) +w =a+ (v+ w),
(2) zu je zwei Punkten a, b € A existiert genau ein v € V mit b = a + v.

Die Dimension von A ist gerade die Dimension von V.

Es sei B ein weiterer affiner Raum iiber einem k-Vektorraum W. Eine Ab-
bildung F': A — B heifit affin, wenn es eine lineare Abbildung L: V — W gibt,
so dass

F(a+v)=F(a)+ L(v)
fir alle a € A und alle v € V. In diesem Fall nennt man F auch lineare
Abbildung tiber L.

FEine nichtleere Teilmenge C' C A heif3t affiner Unterraum, wenn es einen
Untervektorraum U C V gibt, so dass fiir alle ¢ € C und alle v € V der
Punkt ¢ + v genau dann in C liegt, wenn v € U. Man nennt C' dann auch
affinen Unterraum <ber U. Zwei affine Unterrdume heiflen parallel, wenn sie
iiber dem gleichen linearen Unterraum von V' liegen.

6.55. BEISPIEL. Wir kennen schon einfache Beispiele.

(1) Jeder Vektorraum ist ein affiner Raum iiber sich selbst. Die affinen
Unterrdume im Sinne von Definition sind genau die affinen Un-
terrdume im obigen Sinne. Sei F': V — W eine affine Abbildung iiber
der linearen Abbildung L: V — W, dann folgt

A(v) = A0 +v) = A(0) + L(v) fiir allev € V.

Also haben affine Abbildungen zwischen Vektorrdumen stets die Ge-
stalt

A(w) = L(v) +w,
wobei L linear ist Umgekehrt ist jede Abbildung dieser Form affin.
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(2) Es sei V' ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist je-
der zu U parallele affine Unterraum A selbst ein affiner Raum iiber
dem Untervektorraum U. Beispielsweise ist die Losungsmenge eines
inhomogenen Gleichungssystems ein affiner Raum iiber der Lésungs-
menge des zugehorigen homogenen Gleichungssystems, siehe Proposi-

tion 5.2 ().

6.56. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften.

(1) Fiir jeden Punkt a € A ist die Zuordnung v +— a + v eine Bijektion
von V nach A. Die Umkehrabbildung schreiben wir als Subtraktion

CAXASV,

so dass b—a = v genau dann, wenn b = a+v. Eine andere Bezeichnung
ist ab =b— a.

(2) Es sei A ein affiner Raum {iber einem k-Vektorraum V. Wenn wir
einen Ursprung o € A wihlen, kénnen wir A und V identifizieren,
indem wir a € A mit dem Vektor a — o € V und v € V mit dem
Punkt a + v € A gleichsetzen.

Wir setzen wieder k = R, C oder H und erinnern uns an den Begriff einer
Norm auf einem k-Vektorraum, siche Bemerkung In Definition haben
wir speziell die Norm || - ||, zu einem Skalarprodukt g auf V' eingefiihrt.

6.57. DEFINITION. Es sei A ein affiner Raum iiber einem k-Vektorraum V/
und || - || eine Norm auf V. Dann definieren wir die affine Metrik d: Ax A — R
zu || - || auf A durch

d(a,b) = [la —b|| fir alle a, be A .

Wenn |- || = [|-||, die Euklidische Norm zu einem Skalarprodukt g auf V' ist,
nennen wir d, = d eine Euklidische Metrik auf V. Ein affiner Raum mit einer
Euklidischen Metrik heifit auch Euklidischer Raum (A, d).

Eine affine Abbildung F': A — B zwischen Euklidischen Réumen (A, d)
und (B, e) heifit (affine) isometrische Einbettung, wenn

e(F(a),F(b)) = d(a,b) fir alle a, be A,

und (affine) Isometrie, wenn sie dariiberhinaus invertierbar ist.

Obwohl es hier nicht gefordert haben, ist es fiir Studium Euklidischer
Réume (A, d) am sinnvollsten, anzunehmen, dass der die zugrundeliegenden
Vektorrdume reell sind, also iiber k = R zu arbeiten. Mehr dazu spéter.

6.58. BEISPIEL. In der Schule haben Sie die Geometrie der Euklidischen
Ebene (R?,d,) studiert, wobei d, zum Standard-Skalarprodukt auf R? gehort.
Analog kann man Euklidische Réume (R", dy) beliebiger Dimension betrachten.
Wir nennen d,; spéter die Standardmetrik.

In der klassischen Newtonschen Mechanik geht man davon aus, dass uns ein
dreidimensionaler Euklidischer Raum umgibt. In diesem Raum ist weder ein



212 6. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

Ursprung festgelegt (obwohl er von manchen Leuten auf der Erde, von anderen
im Mittelpunkt der Sonne oder gar im Mittelpunkt der Galaxie gesehen wird),
noch gibt es ausgezeichnete Richtung (wenn wir einen festen Punkt auf der
Erde als Ursprung wéhlen, konnten wir als Richtungen zum Beispiel ,,Norden“,
,» Westen* und ,,oben“ wihlen, aber diese Wahl héngt dann von der Wahl unseres
Ursprungs ab).

Auf der anderen Seite gibt es in der klassischen Mechanik die Vorstellung,
dass es eine Euklidische Metrik d unabhéngig vom Bezugspunkt gibt. Selbst,
wenn sich der Ursprung entlang einer Geraden mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt, soll sich an dieser Metrik nichts d&ndern. Die zweite dieser Annahmen
wird in Einsteins spezieller Relativitédtstheorie durch die etwas komplizierteren
Lorenzschen Transformationsformeln ersetzt. In der allgemeinen Relativitéits-
theorie schliellich wird aus dem ,,flachen“ Euklidischen Raum eine gekriimmte
Raumzeit.

6.59. BEMERKUNG. Wir konnen Euklidische Raume als metrische Rdume
betrachten.

(1) Eine Metrik auf einer Menge M ist eine Funktion d: M x M — R, so
dass fiir alle a, b, ¢ € M die folgenden Axiome gelten:

(D1)  d(a,b) >0 und d(a,b) =0<=a=0>b (Positivitit),
(D2)  d(b,a) =d(a,b) (Symmetrie),
(D3)  d(a,c) <d(a,b) +d(b,c) (Dreiecksungleichung).

Dann nennt man (M, d) einen metrischen Raum.

Fiir eine affine Metrik zu einer Norm || - || auf V' folgen diese Axiome
jeweils aus den entsprechenden Axiomen (N1)-(N3) fiir | - ||

Auf der anderen Seite kommt nicht jede Metrik auf A von einer
Norm, beispielsweise gehort zu keiner Norm die ,,diskreten Metrik®

d(a,b) = 0 falls a =05, und
"7 11 sonst.

Also ist nicht jede Metrik auf einem affinen Raum eine affine Metrik.
Das lésst sich auch dadurch erkldren, dass die Homogenitét zum
Beweis der Symmetrie nur fiir die Skalare +1 benutzt wird.

(2) Esseid = d4 eine Euklidische Metrik auf A. In der Dreiecksungleichung
gilt Gleichheit genau dann, wenn es reelle Zahlen r, s > 0 gibt, die nicht
beide verschwinden, so dass

b—a)r=(c—b)seV.

Somit zeigen beide Vektoren ,in die gleiche Richtung®. Zur Be-
griindung schreiben wir v = b —a und w = ¢ — b € V und betrachten
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den Beweis der Dreiecksungleichung in Bemerkung wonach
2 2 2
v+ wlly = [lvll; +2Re g(v, w) + [[wl
2 2
< lvlly +21g(v, w)| + [[wllg
2 2 2
< vl + 2wl llwlly + lwliy = (lvlly + llwlly)™

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung[6.10] wird aus der zweiten Un-
gleichung genau dann eine Gleichung, wenn v und w linear abhéngig
sind. Wir wollen annehmen, dass r € k mit w = v.r existiert, ansonsten
vertauschen wir die Rollen von v und w. Dann gilt

Re(g(v,v.7)) = Re(r) g(v,v) < |r| g(v,v) ,
>0

und Gleichheit gilt genau dann, wenn r eine nichtnegative reelle Zahl
ist. Mit s = 1 erhalten wir die obige Behauptung.

(3) Eine Isometrie zwischen metrischen Réumen (M, d) und (N, e) ist eine
invertierbare Abbildung F': M — N, so dass

e(F(a), F(b)) = d(a,b) fiir alle a, b€ M .

Es seien wieder (A,d) und (B,e) Euklidische Rdume iiber k. Wenn
es eine Isometrie F': A — B gibt, kann man daraus folgern, dass F
linear iiber R ist. Der Beweis ist nicht ganz einfach und benutzt unter
anderem .

Die Abbildung F muss jedoch nicht k-linear sein, falls k = C
oder H. Aus diesem Grund ist es vom Standpunkt der metrischen
Geometrie (also der Geometrie von Mengen M mit einer Metrik d wie
in (1)) nicht besonders sinnvoll, Euklidische Rédume iiber C oder H zu
betrachten.

6.60. PROPOSITION. FEs seien (A, dgy) und (B,dy) endlich-dimensionale Eu-
klidische Raume der gleichen Dimension tiber k- Vektorrdumen (V, g) und (W, h)
mit Skalarprodukten. Dann gibt es eine affine Isometrie F': A — B.

Mit anderen Worten ist die Dimension eine vollstdndige Invariante fiir
endlich-dimensionale Euklidische Rdume iiber einem festen Korper k bis auf
affine Isometrie, und (k”,d,) ist eine zugehorige Normalform, wenn d, die Eu-
klidische Metrik zum Standard-Skalarprodukt bezeichnet. Im Falle k = R ist
die Dimension wegen der obigen Bemerkung sogar eine vollstandige
Invariante endlich-dimensionaler Euklidischer Rdume bis auf Isometrie.

BEWEIS. Wir wéhlen jeweils einen Ursprung o € A und p € B und identifi-
zieren A und B mit den zugrundeliegenden k-Vektorrdumen (V, g) und (W, h)

mit Skalarprodukten wie in Bemerkung (). Wegen Bemerkung
gibt es eine lineare Isometrie L: V' — W. Dann definieren wir F': A — B durch

F(a)=p+L(a—o).
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Diese Abbildung ist eine affine Isometrie, denn fiir alle a, b € A gilt
d(F(a), F(b)) = | F(a) = FO)ll, = llp + L(a+0) —p— L(b+ o),

6.61.

= [[L{a =)} = lla = bll, = dg(a,b) . T

BEMERKUNG. Die Euklidische Gruppe oder auch (Euklidische) Bewe-

gungsgruppe E(n,k) ist die Gruppe der affinen Isometrien von (k™, d), wobei d
die Standardmetrik sei. Fiir k = R schreiben wir kurz E(n) = E(n,R).

(1)

Nach Beispiel konnen wir jedes Element F' € E(n, k) schreiben
als
v w+ Av mit A € M, (k) .

Da F eine Isometrie ist, muss fiir alle v € k™ gelten, dass

|Av]| = ||F(v) = F(0)|| = d(F(v), F(0)) = d(v,0) = [Jv]| .
Mit Hilfe der Polarisationsformeln aus Bemerkung @)-() folgt
daraus (Au, Av) = (u,v) fir alle u, v € k", so dass A € U(n,k)
mit U(n,k) = O(n), U(n) beziehungsweise Sp(n), je nachdem ob k =
R, C oder H. Umgekehrt sieht man leicht, dass die obige Abbildung F
eine affine Isometrie, also eine Bewegung ist, wenn A € U(n,k) gilt.
Wir schreiben F' = (w, A) fiir die obige Abbildung F'. Wenn wir zwei
solche Abbildungen F' = (w,A) und G = (z, B) verketten, erhalten
wir

(FoG)(v) =w+ A(z + Bv) = (w+ Az) + ABv

also gilt (w, A) o (z, B) = (w+ Ax, AB). Somit werden die Matrizen in
den zweiten Eintrdgen der Paare multipliziert, wiahrend die Vektoren
im ersten Eintrag erst addiert werden, nachdem der zweite Vektor von
links mit der Matrix aus dem ersten Paar multipliziert wurde.

Das heifit, als Menge gilt E(n,k) = k™ x U(n,k), aber fiir die
Verkniipfung o wird die Wirkung von U(n,k) auf k™ benutzt. Man
nennt daher F(n,k) das semidirekte Produkt von k™ und U(n,k) und
schreibt entsprechend

E(n)=R"xO(n),
E(n,C)=C"xU(n)

und E(n,H) =H" x Sp(n) .

Fiir den Fall k = R oder C koénnen wir auch die Untergruppen
SE(n) =R" x SO(n) C E(n)
und SE(n,C) =C" x SU(n) C E(n,C)

betrachten. Dann ist SE(n) die Gruppe der orientierungserhaltenden
Bewegungen.

Wir wollen jetzt eine moglichst geometrische Beschreibung von affinen Iso-
metrien geben. Zusammen mit den Normalformen fiir Isometrien auf Folge-
rung konnen wir hieraus leicht eine Normalform fiir affine Isometrien her-

leiten.
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6.62. SATZ. Es sei (A,d) ein affiner Raum tber einem endlich-dimensio-
nalen k-Vektorraum (V,g) mit Skalarprodukt. Es sei F: A — A eine affine
Isometrie tiber einer linearen Isometrie L. Dann ezistiert ein Punkt o € A und
ein Vektor x aus dem Figenraum U von L zum Eigenwert 1, so dass

Fa)=o0o+xz+ L(a—o) .

Der Vektor x € U ist eindeutig durch A bestimmt. Der Punkt o kann beliebig
gewdhlt werden aus einem affinen, F-invarianten Unterraum B C A tber U,
auf dem F durch Addition von x wirkt.

Wir nennen B die Achsenmenge von F', und alle parallel affinen Geraden
der Form
{a—i—:z:.r‘re]k}CB

mit a € B heiflen Achsen von F.

BeEweis. Wir wiahlen zunéchst einen beliebigen Punkt als Ursprung, identi-
fizieren A mit V wie in Bemerkung|6.56] (2) und schreiben F(v) = y+L(v) wie in
Beispiel . Essei U C V der Eigenraum zum Eigenwert 1 und W C V das
orthogonale Komplement von U. Wie im Beweis von Satz sind U und W
invariant unter L, und L|y = idy.

Wir schreiben y = (x,z) € U ® W = V. Die Abbildung idw —L|w ist
invertierbar, denn 1 ist kein Eigenwert mehr von L|y. Wir bestimmen ¢ € W
so, dass ¢ — L(q) = z. Dann setzen wir o = (p,q) € U ® W = A fiir ein
beliebiges p € U. Fiir alle v = (u,w) € U @ W =V folgt

(*) Flo+wv)=(z,2) + Llp+u,q+w) = (z+p+uz+Lq) + L(w))
=(z+p+uqg+Lw)) =0+ (z,0) + L(v) .

Wir wéhlen also o als unseren neuen Ursprung und haben die gesuchte Darstel-
lung von F' gefunden.

Da F eine affine Abbildung iiber L ist, ist L durch F' eindeutig bestimmt.
Wir betrachten o’ = o+ (p’, ¢') als neuen Ursprung und v = (u, w) mit p’, u € U
sowie ¢/, w € W. Dann betrachten wir den Vektor

' =F( +v)—0 — L(v)

=F(o+ (@ +u,qd +w)) —o—(p,q) - L(u,w)

= (p/+u+x—p' —u, L(¢ +w) — ¢ —L(w)) = (x,L(q') —q') .
Dann gilt

L(a') = (2, (Lo L)(¢') = L(¢") = (2, L(¢") = ¢') =2’
genau dann, wenn
(idw —Llw) o (idw —L|w)(¢") = 0 .

Nach Konstruktion ist idy —L|w invertierbar, also gilt das genau dann,

wenn ¢’ = 0, das heifit, wenn 2’ = z ist und o € B. Damit ist die Eindeu-
tigkeitsaussage bewiesen. ([l
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‘Wir wollen mit Hilfe dieses Satzes Normalformen von Isometrien verstehen

6.63. BEISPIEL. Es sei A ein zweidimensionaler reeller Euklidischer Raum
iiber einem zweidimensionalen Euklidischen Vektorraum (V, g) und F eine affine
Isometrie von A iiber eine linearen Isometrie L von V. Es sei wieder U der
Figenraum von L zum Eigenwert 1. Wir stellen L wie in Folgerung dar
und unterscheiden folgende Fille.

(1) Es sei F' orientierungserhaltend.

(a) Essei L =idy, dannist U =V, und B = A ist die Achsenmenge.
Falls x = 0 ist, ist F' = id4 die Identitdt, ansonsten ist F'(a) =
a + x eine Verschiebunyg.

(b) Ansonsten ist L eine Drehung, also ist U = {0} und daher z = 0.
Die Achsenmenge B besteht aus einem einzigen Punkt o, und F
ist eine Drehung um o.

(2) Wenn F' nicht orientierungserhaltend ist, sind die Eigenrdume zu den
FEigenwerten +1 nach Bemerkung jeweils eindimensional, also
ist die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist I’ die Spiegelung
an dieser Geraden, ansonsten eine Gleitspiegelung.

6.64. BEISPIEL. Sei A jetzt ein dreidimensionaler reeller Euklidischer Raum
und V', F', L und U C V wie oben.

(1) Es sei F' orientierungserhaltend.

(a) Es sei L =idy, dann ist U = V, und wie oben ist F' entweder die
Identitdt oder eine Verschiebung.

(b) Ansonsten ist L eine Drehung, und U ist eindimensional. Also ist
die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist F' eine Drehung
um die Gerade B, ansonsten eine Schraubung.

(2) Wenn F' orientierungsumkehrend ist, ist der Eigenraum von L zum

Eigenwert 1 mindestens eindimensional.

(a) Wenn L einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1
hat, ist die Achsenmenge B eine Ebene. In diesem Fall ist F eine
Spiegelung an B, falls x = 0, ansonsten eine Gleitspiegelung.

(b) Wenn L in der Darstellung aus Folgerung durch einen Ei-
genwert —1 und einen Drehblock beschrieben wird, erhalten wir
eine Drehspiegelung. Die Achsenmenge enthilt nur einen Punkt o.
Dabei wird zunéchst an einer Ebene durch o gespiegelt, anschlie-
Bend um die Gerade durch o senrecht zu dieser Ebene gedreht.

(c) Einen Spezialfall davon erhalten wir, wenn der Eigenwert —1 Mul-
tiplizitdt 3 hat. In diesem Fall enthélt die Achsenmenge ebenfalls
nur einen Punkt o, und F ist eine Punktspiegelung an o.

6.6. Bilinearformen und quadratische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Hermitesche Sesquilinearformen, die
nicht notwendig positiv definit sind. Ein Beispiel dafiir ist die Lorentz-Metrik
in der speziellen Relativitétstheorie.
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6.65. DEFINITION. Es sei S eine Hermitesche Sesquilinearform auf einem
k-Vektorraum V. Der Ausartungsraum oder Kern von V ist definiert als

ker S ={veV|S(w,v)=0firalleweV}.

Seine Dimension heifit auch die Nullitit no(S) von S. Wenn ny(S) = 0 gilt,
heifit S nicht ausgeartet, sonst ausgeartet.

Ein Unterraum U C V heifit positiv (negativ) beziiglich S, wenn S|y =
Sluxu positiv (negativ) definit ist. Er heifit maximal positiv (mazimal negativ),
wenn kein Unterraum W C V mit U G W positiv (negativ) ist. Wir bezeichnen
die Dimension eines maximalen positiven (negativen) Unterraums mit ny(.5),
dann heifit n_(S) auch der Index von S.

Wir werden spéter sehen, dass n4(S) und n_(S) nicht von der Wahl des
maximalen Unterraums abhéngen, und dass dimV = n(S) + n_(S) + ng(S).

6.66. BEISPIEL. Das Lorentz-Produkt auf k"t ist die Hermitesche Sesqui-
linearform zur Matrix

-1 0 - 0

0 1

: .0

0o --- 0 1
wobei man die Standardbasisvektoren der Einfachheit halber mit eg, ..., e,
durchnummeriert. Ein Vektor v € k™ heiit zeitartig, wenn S(v,v) < 0 (Bei-
spiel: ep), raumartig, wenn S(v,v) > 0 (Beispiel: e1, ..., e,), und lichtartig,

wenn S(v,v) = 0 (Beispiel:. eg £+ ¢; mit ¢ > 1). Man beachte, dass S nicht
ausgeartet ist, und dennoch Vektoren mit S(v,v) = 0 existieren kénnen.

Das Lorentz-Produkt hat Index 1, denn der von eg erzeugte Unterraum
ist maximal negativ, und es kann keinen negativen Unterraum der Dimensi-
on > 2 geben: Seien v, w € k™! linear unabhingig, dann gibt es eine Line-
arkombination v . r + w . s # 0, deren nullte Koordinate verschwindet, also
folgt S(v.r+w.s,v.r+w.s)>0.

6.67. SATZ (Sylvesterscher Tragheitssatz). Es sei S eine Hermitesche Ses-
quilinearform auf einem endlich-dimensionalen k- Vektorraum V', dann existiert
eine Basis, beztiglich der S durch eine Gramsche Matriz der Form

1 0
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dargestellt wird. Die Anzahlen der Eintrige 1, —1 und 0 sind gerade n(S),
n_(S) und ng(S).

Man nennt das Tripel (ny,n_,ng) auch die Signatur der Hermiteschen Ses-
quilinearform. Wenn S nicht ausgeartet ist, heifit das Paar (n4,n_) oder auch
die Differenz ny —n_ die Signatur von S. Die Signatur (n4,n_,ng) bildet eine
vollstdndige Invariante fiir k-Vektorrdume mit Hermitescher Sesquilinearform.
Sei A die obige Matrix, dann ist k™ mit S(z,y) = x* Ay die zugehorige Normal-
form.

BeEweis. Die Existenz der Basis B lésst sich auf zweierlei Weisen zeigen.
Zunichst, indem man ein beliebiges Skalarprodukt g auf V' wéihlt und dann
Folgerung [6.45] anwendet. Anschlieflend ersetzt man die Basisvektoren v; #

ker S durch e; = v; . ﬁ (beachte, dass S(v;,v;) € R). Beziiglich dieser

Basis hat die Gramsche Matrix von S die gewiinschte Gestalt. Dieser Beweis
ist nicht konstruktiv, da Satz [6.40] und die anschlieBenden Folgerungen nicht
konstruktiv sind.

Alternativ wéhlt man zunéchst eine Basis e,,—ny+1, . . . , €, von ker S mit dem
GauB-Verfahren und fixiert ein Komplement W C V vom Kern. Dann wihlt
man eine Basis vy, ..., vp—p, von W. Als nédchstes konstruieren wir induktiv
Vektoren ey, ..., e,_pn, mit einem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren.

Seien dazu ey, ..., ep,—1 bereits konstruiert und S(eq, v,) = 0 fiir alle ¢ < p
und alle p < r < n —ng. Falls S(vp,v,) = 0, existiert r > p mit S(vp,v,) # 0,
da vy ¢ ker S. Fiir t € k betrachte den Vektor v, 4+ v,t, dann gilt

S(vp + vrt, vp + vpt) = 2Re(S(vp, v,) ) + [t S(vp,v,) -
Fiir hinreichend kleine ¢ # 0 ist 2[S(vy,vr) t| > [t2S(vy, v,)|. Wenn wir also
fiir ¢ ein kleines reelles Vielfaches von S(vp,v,) wéhlen, folgt
S(vp +vpt,vp +0pt) #0 .
Wir ersetzen v, durch v,+wv,t, dann gilt nach wie vor S(eq, v,) = 0 fiir alle ¢ < p.

Da S(vp,vp) € R\ {0}, konnen wir jetzt

1
ep = Vp . ————
vV S (vp, vp)]
definieren. Anschliessend machen wir die Vektoren vpy1, ..., vp—p, orthogonal

zu ey beziiglich S, indem wir v, fiir alle » > p durch
v —ep . S(ep, ep) Slep,vr)
——
=+1
ersetzen. Falls p < n — ng, ersetzen wir p durch p + 1 und machen weiter.
Zum Schluss sortieren wir die Basisvektoren so um, dass die Diagonalein-

trage in der gewiinschten Reihenfolge dastehen. Wir erhalten eine Diagonalma-
trix A wie in (¥). Die Eindeutigkeit von ng = ng(S) = dimker S ist klar.
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Zur Eindeutigkeit von ny sei U C V ein positiver Unterraum. Falls ny <
dim U, finden wir aus Dimensionsgriinden einen Vektor v € Vi = (e1,...,¢en,)
mit S(u,v) = 0 fiir alle u € U, also v € UL NV, insbesondere U & (v) positiv
und U daher nicht maximal positiv.

Sei umgekehrt dimU > n,, dann betrachte V_ & Vo = (en,41,---,€n).
Aus Dimensionsgriinden existiert v € U N (V_ & Vp), also gilt S(u,u) < 0,
und U ist nicht positiv. Also hat ein maximaler positiver Unterraum gerade
die Dimension ny = n4(S). Analog hat ein maximaler negativer Unterraum
Dimension n_ = n_(5). O

6.68. BEMERKUNG. Es sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit einer
Hermiteschen Sesquilinearform S. Nach Sylvesters Trigheitssatz diirfen
wir V' = k™ annehmen, wobei S durch die obige Diagonalmatrix (ED gegeben
wird. Es sei p = n4(S) und ¢ = n_(S). Wir interessieren uns fiir die Unter-
gruppe der Automorphismengruppe GL(n, k), die die Form S erhalten, also

G={FeGL(nk)|F*S=S}.

(1) Falls p 4+ g = n gilt, ist S nicht ausgeartet. In diesem Fall heifit die
entsprechende Gruppe U(p, ¢; k), beziehungsweise

O(p,q) =U(p,¢; R) ,
Ulp,q) =U(p,¢;C)
und Sp(p,q) =U(p,q¢; H) .

Im Falle k = R oder C haben wir Determinanten zur Verfiigung und
definieren

SO(p,q) = O(p,q) N SL(n,R)
und SU(p,q) = U(p,q) N SL(n,C) .

Es besteht eine gewisse formale Analogie zu den Gruppen aus Bemer-
kung beispielsweise gilt

cosht sinht
50(1,1) = { (sinht cosht) ‘t < R} ’

50(2) = { (C?W —SW> ‘teR} |
sin @ coS
Fiir diese Gruppen ist jedoch das Analogon zu Folgerung [6.50] im
Allgemeinen nicht mehr richtig. Dazu betrachten wir fiir 0 # ¢ € R die

Matrix
(14t t
A—< " 1_ti>€M2((C).

Man rechnet nach, dass

L(1 0y, (1 0
o D46 )
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so dass A € U(1,1). Es gilt sogar det A = (1 — ti)(1 + ti) — t* = 1,
also A € SU(1,1). Das charakteristische Polynom von A ist

xa(X)=X2-2X+1=(X-1)?,

aber da A # Es, ist der 1-Eigenraum nicht zweidimensional, und somit
ist A nicht diagonalisierbar.

(2) Sei jetzt S ausgeartet. Dann haben Elemente F' der obigen Gruppe G
die Blockgestalt

F= <é g) € M (k)

mit A € U(p,q;k), C € My, piq(k) beliebig, und D € GL(ng, k).
Das liegt daran, dass F'(kerS) C kerS gelten muss, wéhrend sich
umgekehrt das Skalarprodukt S(F(v), F'(w)) nicht &ndert, wenn man
zu F'(v) oder F(w) beliebige Elemente des Kerns hinzuaddiert.

Wir lassen in der Definition von Sesquilinearformen die Konjugation weg
und erhalten den Begriff der Bilinearform. Im Moment kénnen wir jeden belie-
bigen Korper k zulassen.

6.69. DEFINITION. Es sei k ein Koérper und V ein k-Vektorraum. Eine Abbil-

dung B: V xV — k heifit Bilinearform, wenn fiir alle u, v € V die Abbildungen
- B(u,-): V —-k mit v~ B(u,v) und
(BL) B(-,v): V —-k mit uw~ B(u,v)

linear sind. Eine Bilinearform heifit symmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt
(B2) B(v,u) = B(u,v) € k.

6.70. BEMERKUNG. Wegen Bemerkung sind Bilinearformen {iber
nicht kommutativen Schiefkérpern nicht sinnvoll definiert. Daher haben wir
oben nur Koérper zugelassen.

(1) Uber R sind Hermitesche Sesquilinearformen und symmetrische Bili-
nearformen das gleiche. Insbesondere beschreibt der Triigheitssatz [6.67|
von Sylvester alle reellen symmetrischen Bilinearformen

(2) Jede symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen C-Vektor-
raum wird beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Matrix der Ge-

stalt
1 0

0 0
dargestellt. Die Anzahl der Nullen auf der Diagonalen ist gera-
de no(B) = dimker B, dabei ist ker B analog zu Definition de-
finiert.
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Zum Beweis gehen wir analog vor wie im zweiten Beweis des
Triigheitssatzes [6.67} Beim Normieren ersetzen wir allerdings einen
Vektor v, mit B(vy, vp) # 0 durch

1

Cp —mVp. —F——
! g B(vp, vp)

)

so dass jetzt stets B(ep,ep) = 1 gilt.
(3) Da H nicht kommutativ ist, kénnen wir keine Bilinearformen iiber H
definieren.

6.71. DEFINITION. Es sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum. Eine Ab-
bildung q: V — k heilt quadratische Funktion, wenn eine symmetrische Biline-
arform B auf V, eine Linearform a € V* und eine Konstante ¢ € k existieren,
so dass

q(v) = B(v,v) + a(v) +c.

Wir nennen q nicht ausgeartet, wenn B nicht ausgeartet ist. Die Nullstellen-
menge () einer quadratischen Funktion heiflit auch Quadrik oder Hyperfliche
zweiten Grades.

FEine quadratische Funktion ¢ ist so etwas wie ein Polynom vom Grad <
2 in einer Variablen aus dem Vektorraum V, und die Quadrik Q = ¢~!(0)
ist ihre Nullstellenmenge. In der Analysis lernt man im Fall k = R, dass die
Nullstellenmenge eine glatte Hyperfliche ist, wenn 0 ein reguldrer Wert von ¢
ist. Man beachte, dass es entartete Félle gibt, in denen @ nicht glatt oder noch
nicht einmal eine Hyperfliche ist, siehe Beispiele [6.74] [6.75] In diesen Féllen
ist 0 kein regulérer Wert von q.

Im Folgenden miissen wir durch 2 teilen kénnen, daher erinnern wir uns an
die Charakteristik x(k) eines Korpers aus Definition

6.72. SATZ. Es sei k ein Korper der Charakteristik x (k) # 2, es sei V' ein
k- Vektorraum und q quadratische Funktion auf V. Dann existiert eine inver-
tierbare affine Abbildung F: V — V', eine symmetrische Bilinearform B aufV,
ein Komplement W von U = ker B, eine Linearform o € U* und ¢ € k, so dass

(go F)(u+w) = Blw,w) +a(u) +¢  fir alleu € ker S und w e W .

BEWEIS. Sei ¢(v) = B(v,v)+(v)+b0 fiir eine symmetrische Bilinearform B,
eine Linearform # € V* und eine Konstante b € k. Wir wihlen ein Komple-
ment W von U = ker B, so dass V = U®W. Wir definieren « € U* und v € W*
durch

Blu+w) = a(u) + y(w) fiir alle w € ker B und w € W .

Ahnlich wie in Proposition fassen wir By als linearen Isomorphis-
mus B: W — W* mit B(w) = B(w, -) auf. Dann existiert z = B~!(y) € W
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mit 2B(z,w) = y(w) = f(w) fir alle w € W. Es sei F': V. — V die Verschie-
bung F(v) =v — 2. Fir v =u+ w mit u € U und w € W gilt dann
(o F)(v) =B(w—z,w—2)+ a(u) +y(w—2x)+b
= B(w,w) + a(u) — 2B(z,w) + y(w) + b+ B(z,z) — v(x)
= B(w,w) + a(u) + ¢
mit ¢ = b+ B(z,x) — v(x). O

Im Beweis haben wir als affine Abbildung also nur eine Verschiebung
gewdhlt, um eine quadratische Ergédnzung durchzufithren. Im Falle k = R oder C
und V = k" wiirden wir zusétzlich noch einen linearen Isomorphismus dazu-
schalten, so dass die Form B auf k™ durch eine der speziellen Formen aus

Bemerkung oder dargestellt wird, und so dass entweder a = 0
oder o = gy, gilt.

Um die Gestalt von Q = ¢~!'(0) € V im Falle k = R darzustellen, neh-
men wir an, dass B tatsichlich durch die Matrix @ wie im Tragheitssatz m
von Sylvester dargestellt wird und die Signatur durch das Tripel (n4,n_,ng)
gegeben ist. Aulerdem definieren wir noch folgende Mengen:

VT = (€1, -y eny)

V7™ = (enit1s--r€n—ng) 5

S+:{’U€V+‘B(’U,’U):1},

S_:{UEV_‘B(’U,U):—l},
und U' = (en—ngt1s---r€n-1) »

dann sind ST, S~ gerade die ,,Einheitssphiren® im positiven beziehungsweise
im negativen Unterraum, und U’ = ker aw C U = ker B falls o # 0.

6.73. FOLGERUNG. Es sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum,
es sei B eine symmetrische Bilinearform auf V, und W = VT oV~ CV ein
Komplement von U = ker S. Fs seien o € U*, ¢ € R und

q(u,w) = B(w,w) + a(u) + ¢ fiir alle uw € ker S und w e W .
Dann hat Q = ¢~ 1(0) eine der folgenden Gestalten.
(1) Falls a =0, gilt Q =U x Q', und
(a) fallsc=0 ...
(i) und ny =0 oder n— =0, ist Q' = {0},
(ii) und ny, n— > 1, ist Q" ein Doppelkegel
Q = {(v+r,v_r) ‘ vy €ST,v_€87, undOSreR} :
(b) fallsc>0 ...

(i) und n_ =0, ist Q' =0,
(i) und n_ # 0, wird Q" durch V* x S~ parametrisiert, wobei

@ = { (v /e ¥ Blomin) | v € V* undv_ € 57
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(¢) falls ¢ < 0 hat Q" eine entsprechende Gestalt wie in (1.b), aber
mit den Rollen von VT und V™~ wvertauscht.
(2) Fallsa # 0: Q = ker axI', dabei ist T der Graph der nicht-ausgearteten
quadratischen Funktion
w+— —(B(w,w) + ¢)

tiber W =V, ®V_.

BEwEIS. Man iiberzeugt sich, dass die Fallunterscheidung in der Folgerung
vollstéindig ist. Es reicht also, Fall fiir Fall zu betrachten. Wir betrachten auf V+

die Norm |jvy|| = /£B (v, vy).

Im Fall (1) héngt ¢(u,w) nicht von u ab, also sei
Q’:{wEW‘q(O,w):O},
dann gilt (u,w) € @ genau dann, wenn w € @', also gilt Q@ = U x Q'. Ab sofort
betrachten wir also nur noch die nicht-ausgeartete quadratische Form
¢ (w) = qlw(w) = B(w,w) + ¢
auf W.
Im Fall (1.a) ist ¢ = 0. Falls (1.a.i) mit n_ = 0 vorliegt, folgt B(w,w) > 0,

und ¢'(w) = B(w,w) = 0 gilt genau dann, wenn w = 0 (B|w xw ist also positiv
definit). Analoges gilt fiir —¢/, falls ny = 0 gilt.

Im Fall (1.a.ii) sei w = (vyr,v_r) € VI @V~ = W mit vy € ST und r > 0,
dann folgt
¢ (w) = Joil* r? = o-|* 2 =0,
da |Juy | = |lv_||* = 1 nach Annahme, also (vyr,v_r) € Q'. Sei umgekehrt w =
(wy,w_) €Q C VT @V~ dann folgt
0= q'(w) = fwp|* — fw-|*,

also diirfen wir r = ||wy|| = ||w—|| setzen. Falls w; = w_ = 0, diirfen wir vy €
ST beliebig wihlen; das geht, da S* # () falls no > 1. Andernfalls setzen
wir vy = wy £ € §* und erhalten w = (vir, v_r) wie oben.

Im Fall (1.b) ist ¢ > 0. Im Fall (1.b.i) folgt ¢'(w) > 0 fiir alle w € W,
also Q' = 0.

Im Fall (1.b.ii) gilt entsprechend w_ # 0 fiir alle w = (w4, w_) € Q’, und
es folgt

2 2
[ [ = llwe "+ ¢,

also erhalten wir fiir jeden Vektor v, € V* und jede Richtung v_ € V™~ eine
eindeutige Losung (vy,v_r) € Q' mit

r=ve o

Im Fall (1.c) ersetzen wir ¢’ durch —¢’ und machen wie in (1.b) weiter.
Dabei tauschen V' und V'~ ihre Rollen.
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Im Fall (2) gilt ny > 1, und wir diirfen wie oben gesagt annehmen, dass o =
e™. Fiir einen Vektor
v=(vy,v_,u,e,h) EVT OV U @ (en)
gilt also ¢(v) = 0 genau dann, wenn
h=—B(w,w) —c= [o-||* = Joi|* ¢

Fiir jede Wahl von (vi,v_,u') gibt es also genau eine Zahl h € R, so
dass (vy,v—,u';e,h) € @, und h hingt nicht von v’ € U’ = kera ab. Also
hat @ die angegebene Gestalt. O

6.74. BEISPIEL. Es sei Q C R? eine Quadrik. Es sei ¢: R? — R eine quadra-
tische Funktion in der obigen Normalform. Wir schreiben v = (x,7) € R%. Wir
geben im jeden einzelnen der Féille aus Folgerung die Gestalt von Q) an.

Im Fall (1.a.i) ist @ = {0} ein Punkt. Falls ng = 0, ist auch @ ein Punkt.
Andernfalls erhalten wir eine Gerade Q = Q' x R, falls ng = 1, oder den
gesamten R? = Q' x R2, falls ng = 2.

Im Fall (1.a.ii) folgt ny = n_ =1 und ng = 0. Die Quadrik @ besteht aus
den beiden Geraden y =z und y = —=x.

Im Fall (1.b.i) ist @ = Q' = 0.
Im Fall (1.b.ii) gibt es drei Moglichkeiten. Falls n_ = 2 und n_ = ng = 0,
ist
Q={(wy ek [’ +y’ =c}
ein Kreis. Falls n_ =1 =n4 und ng = 0, besteht

Q={(z,y) |y=+Vc+a?2}

aus den zwei Asten einer Hyperbel. Falls n_ = 1 = ng und n, = 0, besteht Q
nur aus den zwei Geraden y = +./¢, da S” nur aus den zwei Punkten +£1 € R
besteht.

Der Fall (1.c) liefert die gleichen geometrischen Figuren wie (1.b).

Im Fall (2) sei a(z,y) =y, so dass @ der Graph einer quadratischen Funk-
tion ¢’: R — R ist. Wir unterscheiden drei Fille. Falls ng = 2, ist ¢’ konstant,

und @ eine zur x-Achse parallele Grade. Falls ny =1 =ng und n_ = 0, ist
Q={(x.y) |y=—c—2*}
eine nach unten offene Parabel. Fall n_ = 1 = ng und ny = 0, ist Q) entspre-

chend eine nach oben offene Parabel.

Man nennt alle diese Figuren auch Kegelschnitte, da sich die meisten (alle
bis auf die leere Menge, den gesamten R? und die zwei parallelen Geraden)
als Schnitt eines Doppelkegels im R? mit einer Ebene darstellen lassen. Man
erhiilt umgekehrt jede Quadrik im R? aus einem der obigen Beispiele durch eine
invertierbare affine Abbildung. Wenn diese Abbildung keine affine Isometrie ist,
kann sich das dadurch bemerkbar machen, dass aus dem runden Kreis eine
Ellipse, aus der Hyperbel mit rechtem Winkel zwischen den Asymptoten eine
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Hyperbel mit einem anderen Asymptotenwinkel, aus der Einheitsparabel eine
Parabel anderer Gréfle, und aus zwei sich rechtwinklig schneidenden Geraden
zwei sich unter einem beliebigen Winkel # 0 schneidende Geraden werden.

6.75. BEISPIEL. Wir betrachten zum Schluss Quadriken im R3. Dabei listen
wir aber nur noch die verschiedenen auftretenden Formen und in Klammern die
Tripel (ny,n_,no) auf.

Im Fall (1.a.i) erhalten wir einen Punkt ((3,0,0) oder (0,3,0)), eine Gerade
((2,0,1) oder (0,2,1)), eine Ebene ((1,0,2) oder (0,1,2)) oder den gesamten R3
((0,0,3)).

Im Fall (1.a.ii) erhalten wir einen Doppelkegel ((2,1,0) oder (1,2,0)) oder
zwei sich schneidende Ebenen ((1,1,1)).

Im Fall (1.b.i) erhalten wir die leere Menge ((3,0,0), (2,0,1), (1,0,2)
oder (0,0,3)).

Im Fall (1.b.ii) erhalten wir eine Kugel ((0,3,0)) ein einschaliges Rotati-
onshyperboloid ((1,2,0)) einen Zylinder, also das Produkt aus einem Kreis und
einer Geraden ((0,2,1)), ein zweischaliges Rotationshyperboloid ((2,1,0)), das
Produkt aus einer Hyperbel und einer Geraden ((1,1,1)) oder zwei parallele
Ebenen ((0,1,2)).

Der Fall (1.c) liefert wieder die gleichen Flichen wie (1.b).

Im Fall (2) erhalten wir ein Rotationsparaboloid ((2,0,1) oder (0,2,1)), ein
hyperbolisches Paraboloid ((1,1,1)), ein Produkt aus einer Parabel und einer
Geraden ((1,0,2) oder (0,1,2)), oder eine Ebene ((0,0,3)).

Allgemeine Quadriken im R3 entstehen aus den obigen durch invertierbare
affine Abbildungen. Wenn wir nur affine Isometrien zulassen wollen, kénnen wir
die zugrundeliegende symmetrische Bilinearform B nicht auf die Normalform
aus dem Sylvesterschen Trigheitssatz [6.67] bringen, aber wegen Folgerung
immerhin auf Diagonalgestalt. Hieraus folgt zum Beispiel, das ein Ellipsoid
immer drei aufeinander senkrechte Hauptachsen hat, also bis auf eine affine
Isometrie von der folgenden Form ist:

Q:{(m‘,y,z)eRg‘ax2+by2+022:1} mit a, b, ¢ > 0.

Dieser geometrische Sachverhalt ist ein weiterer Grund, das Hauptergebnis aus
Abschnitt ,Hauptachsentransformation“ zu nennen.

6.7. Die Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende Problem. Wenn wir ein
liberbestimmtes lineares Gleichungssystem Az = b l6sen, also eines, das mehr
Gleichungen als Variablen enthilt, dann erhalten wir nur dann mindestens eine
Losung, wenn b € im A liegt. In der Praxis tritt oft der Fall ein, dass im A ein
echter affiner Unterraum des Raumes ist, in dem b lebt. Dann suchen wir ein z,
so dass Az moglichst nahe an b liegt. Dazu kénnen wir die Methode der kleinsten
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Quadrate benutzen, die gegen 1800 unabhéngig von Gaufl und etwas spéter von
Legendre gefunden wurde. Sie wurde dadurch bekannt, dass es Gaufl mit ihrer
Hilfe gelang, den Asteroiden Ceres aufgrund von gemessenen Bahndaten wieder
aufzuspiiren, nachdem er eine gewisse Zeit zu nahe an der Sonne stand, so dass
man ihn nicht beobachten konnte. Tatséichlich wurde das Gauf-Verfahren
nicht von Gauf} erfunden. Vermutlich wurde es dadurch bekannt, dass Gaufl mit
seiner Hilfe die linearen Gleichungssysteme systematisch gelost hat, die sich bei
der Methode der kleinsten Quadrate ergeben. Wie immer beschrinken wir uns
auf eine linear-algebraische Beschreibung der Methode und lassen numerische
Aspekte aufler Acht.

Esseik = R, C oder H, wobei k = H in der Praxis duflerst selten vorkommen
diirfte. Wir beginnen mit einem Gleichungssystem Az = b mit A € M, (k)
und b € k™, gesucht ist also x € k™. Wir wollen annehmen, dass im A eine echte
Teilmenge von k™ ist, so dass der Fall b ¢ im A eintreten kann. Wenn wir das
Gleichungssystem mit dem Gaufl-Verfahren l6sen, sehen wir, ob b € im A liegt,
das heifit, ob es (mindestens) eine Losung gibt.

Wir nehmen fiir den Moment an, dass das nicht der Fall ist. Es gilt al-
so b ¢ im A. In dieser Situation suchen wir nach Punkten y = Az € im A, so
dass ||y — b|| € (0,00) minimal wird. Hierbei sei || - || die Norm zum Standards-
kalarprodukt auf k. Da Quadrieren eine streng monotone Funktion auf (0, oco)
ist, diirfen wir ||y — b|| durch ||y — b||* = (y—b,y—b) ersetzen, was die folgenden
Rechnungen vereinfacht. Gesucht ist also yg = Az mit zg € k™, so dass

lyo — b||? = | Amo — b]|* < ||Az — b||*>  fiir alle 2 € k™ .

Wir setzen x = zg + 2’ und rechnen
1Az = b]]* — [|Azo - b])®
= (A(zo +a') — b, A(zo + ') — b) — (Awo — b, Az — b)
=2Re(Azg — b, Az') + HAx’H2
= 2Re(A*(Azg — b),2") + HAl‘/H2 .

Falls A*(Axo— b) = 0 gilt, ist der obige Ausdruck stets > 0, und wir haben ein
Minimum gefunden. Andernfalls kénnten wir einen kleinen Vektor a2’ € k™ so
bestimmen, dass die rechte Seite negativ wird, hitten also kein Minimum. Sollte
nun doch b € im A gegolten haben, so gibt es Losungen der Gleichung Azg = b,
und fiir diese gilt dann natiirlich auch A*(Azo —b) = 0.

Wir formulieren die obigen Uberlegungen allgemeiner fiir lineare Abbildun-
gen F': V. — W, wobei (V, g) und (W, h) Vektorrdume mit Skalarprodukt seien.

6.76. DEFINITION. Es seien (V,g) und (W, h) Vektorrdume mit Skalarpro-
dukt,b € Wund F: V — W sei linear. Wir nennen x € V eine Ndherungslosung
nach der Methode der kleinsten Quadrate fiir die Gleichung F'(x) = b, falls

(*) (F*F)(z) = F*(b) € V .

6.77. PROPOSITION. Seien V, W und F wie oben.
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(1) Die Abbildung F*F:V — V besitzt eine g-Orthonormalbasis aus Ei-
genvektoren. Alle Eigenwerte sind nichtnegativ.

(2) Es gilt ker(F*F) = ker F'.

(3) Es gilt im(F*F) = im F*.

(4) Das Gleichungssystem @ ist immer l0sbar. Es ist genau dann eindeu-
tig losbar, wenn F' injektiv ist.

(5) Wenn das Gleichungssystem F(x) = b ldsbar ist, hat es die gleiche
Lésungsmenge wie (ED

(6) Die Lisungsmenge von (@ hdngt nicht von der Wahl des Skalarpro-
duktes g auf V' ab.

Punkt @ ist nicht verwunderlich, da wir in der obigen Herleitung ein Mi-
nimierungsproblem in W = k™ gel6st haben, wozu wir nur das Skalarpro-
dukt h = (-, ) auf W = k™ verwendet haben. Aussage ist in der Pra-
xis ebenfalls wichtig. Sie besagt, dass die Methode der kleinsten Quadrate die
Losungsmenge nicht unnétig vergrofiert. Aufgrund unser Herleitung ist an-
schaulich klar, denn es muss auf dem affinen Unterraum im A einen Punkt
geben, der am néchsten zu b liegt, ndmlich das sogenannte Lot von b auf im A.

BEWEIS. Wir gehen vor wie im Beweis von Folgerung [6.47] Die Abbil-
dung F*F ist offensichtlich selbstadjungiert, also gibt es nach Folgerung [6.43
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Sei v normierter Eigenvektor zum
Eigenwert A\, dann folgt

A= vl - A=gv,v.A) = g(v, (F*F)(v)) = h(F(v),F(v)) > 0.

In ist klar, dass ker ' C ker(F*F) gilt. Fiir die Gegenrichtung folgern
wir aus der obigen Rechnung, dass fiir v € ker(F*F) bereits ||F(v)||, = 0,
also F'(v) = 0 gilt.

Zu ist klar, dass im(F*F) C im F* gilt. Fiir die Gegenrichtung verglei-
chen wir Dimensionen und erhalten

rg(F*F) =dimV — dimker(F*F) = dimV — dimker F = rg F' = rg F* .

Losbarkeit von (ED folgt aus . Falls F' injektiv ist, folgt die Eindeutigkeit
der Losung aus (2)), und wir erhalten (4]).

Sei vy Losung von F(v) = b, dann ist vy automatisch Losung von (). Jetzt
folgt aus , denn
(F*F)r=F"b <= z—xgcker(F'F)=kerF <= F(x)=0b.

Sei ¢ ein weiteres Skalarprodukt auf V. Wie im Beweis von Folge-
rung finden wir einen selbstadjungierten Endomorphismus G € EndV,
so dass ¢'(v,v") = g(Gv,?’) fiir alle v, v € V. Da ¢’ nicht ausgeartet ist, ist G
invertierbar. Die Adjungierte zu F beziiglich ¢’ ist G~'F*, denn fiir alle v € V,
we W gilt

h(w, F(v)) = g(F*(w),v) = g'((G_lF*)(w),v) .
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Da G~! invertierbar ist, folgt @ aus
F*(F(z)—b) =0 <= (G 'F*)(F(z)-b)=0. O

In der Praxis wird dieses Verfahren besonders hiufig in der folgenden Situa-
tion gebraucht. Wir nehmen dazu an, dass ein messbarer Wert y € k theoretisch
nur von gewissen Groflen x1, ..., xx abhingt. Dabei ist es an dieser Stelle nicht
wichtig, aus was fiir Mengen oder Riumen diese Grofien gewahlt werden diirfen.
Wir konnen daher einfach das Tupel x = (x4, ..., xy) betrachten. Wir nehmen
auBlerdem an, dass man die obige Abhéngigkeit theoretisch erklédren kann durch
einen Ansatz der Form

n
y:ZCJ 'fj(xla"ka)a
j=1

wobei die Parameter cy, ..., ¢, € k unbekannt sind. Wichtig ist nur, dass das
obige Modell linear von den c¢; abhéngt. Andernfalls ben6tigen wir komplizier-
tere Verfahren.

Um diese Parameter cq, ..., ¢, zu schéifczen, fithrt man moglichst viele Mes-
sungen durch. Dabei wihlt man Punkte (Y und misst den zugehérigen Wert y;
fir i =1, ..., m. Wir definieren eine Matrix A = (a;j)i; € Mm n(k) durch

Qi5 = fj (xgz), NN ,:L’l(;)) .
Ubrigens hindert uns nichts daran, an der gleichen Stelle 2 mehrfach zu messen,
das heif3t, die Punkte M .., 20" miissen nicht paarweise verschieden sein.
Wenn etwa () = z(®) gilt, hat das zur Folge, dass die i-te und die k-te Zeile
von A gleich sind.

Unter der Annahme, dass unser theoretischen Modell korrekt und alle Mes-
sungen exakt sind, erhalten wir ein lineares Gleichungssystem in den Parame-
tern c¢; ndmlich

n

Sagci=> ¢ £, a) = u
=1

J=1

fir alle i =1, ..., n. Wir fassen die Werte y; zu einem Vektor y € k™ und die
Parameter ¢; zu einem Vektor ¢ € k™ zusammen, und erhalten das Gleichungs-
system A -c=y.

In der Praxis sind Messungen nie ganz exakt, und oft ist auch das theo-
retische Modell selbst bereits eine vereinfachte Ndherung fiir das erwartete
realistische Modell. Wir kénnen also nicht mit einer eindeutigen Lésung rech-
nen, wenn m > n. Aber gerade um Messfehler auszugleichen, méchten wir auf
der anderen Seite weitaus mehr Messungen durchfiihren, als es Parameter zu
schiitzen gibt. Somit finden wir typischerweise keine exakte Losung ¢ € k™. Aber
wir konnen die Methode der kleinsten Quadrate einsetzen und stattdessen das
Gleichunggsystem A* Ac = A*y 16sen.
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6.78. BEISPIEL. Wir wollen den Benzinverbrauch y eines Autos auf einer
Strecke von 100km bei konstanter Geschwindigkeit x = v > 0 bestimmen. Der
absolute Benzinverbrauch entspricht einer verbrauchten Energie, also Arbeit,
und bekanntlich ist Arbeit das Produkt aus Kraft F' und Weg. Nachdem das
Auto seine Reisegeschwindigkeit erreicht hat, wird Kraft im Prinzip nur noch
benétigt, um Reibung zu iiberwinden. Dabei ist Reibung in einer laminaren
Stréomung proportional zu v, und in einer turbulenten Strémung proportional
zu v2. Hinzu kommen aber noch Eigenheiten des Motors. Beispielsweise ver-
braucht ein Motor im Stand bereits eine gewisse Menge Gas pro Zeit um am
Laufen zu bleiben. Da die Fahrzeit proportional zu v—! ist, machen wir insge-
samt folgenden Ansatz:

Yy = cov_l +c1 4+ cov + Cg’U2 .

Jetzt konnen wir ausreichend viele Messungen bei vorgegebenen Geschwindig-
keiten wvq, ..., v, durchfithren und die Parameter cg, ..., c3 mit der Methode
der kleinsten Quadrate bestimmen.

Eine andere interessante Kenngrofle ist der Verbrauch z pro Fahrzeit. Das
mag komisch aussehen, aber da die Zeit, die man zum Autofahren hat im Ge-
gensatz zur verfiigbaren Strecke eher Beschrankungen unterliegt, ist auch diese
Zahl wichtig. Offensichtlich gilt z = yv, also erhalten wir jetzt einen polyno-
mialen Ansatz

zZ=cyp+Cc1v+ 02v2 + 031)3 .

6.79. BEMERKUNG. Wir erhalten eine eindeutige Losung des Gleichungs-
systems @ in Definition wenn F': V — W injektiv ist, sieche Propositi-
on . Im Falle eines polynomialen Ansatzes wie im obigen Beispiel hat
die zugehorige Matrix A die Gestalt

53(1) coe 2l

A= )
0 n
wm xm

es handelt sich um eine Wronski-Matriz. Um ihren Rang zu bestimmen, nehmen
wir m > n an und betrachten eine quadratische Untermatrix und berechnen ihre
Determinante.

Aus den Ubungen kennen wir die Formel fiir die Wronski-Determinante

338 ceeal
det | + .. | = H (xj —x5) .
x% cee gt 0<i<j<n
Das heift, sobald es n verschiedene Werte unter den Zahlen x1, ..., x,, gibt,

finden wir eine invertierbare n x n-Untermatrix, und A hat den maximalen
Rang rg A = n. In diesem Fall ist A injektiv, und die Lésung von @ ist ein-
deutig.
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Anstatt die Methode der kleinsten Quadrate einzusetzen, konnten wir
auch ein Polynom vom Grad m — 1 bestimmen, das jeden der m Messwer-
te exakt liefert, vorausgesetzt, kein x; kommt zweimal vor. Die Hoffnung da-
bei wire, eine Kurve zu finden, die die Messwerte genauer liefert. In der
Numerik-Vorlesung lernen Sie, warum man das in der Praxis nicht macht:
Die resultierende Anndherung hingt sehr stark von den Messfehlern ab. Ty-
pischerweise oszilliert sie viel stirker, als man es theoretisch erkldren kann.
Und besonders dann, wenn man Messwerte an Stellen auflerhalb des Inter-
valls [min(z1,..., %), max(z1,. .., 2, )] vorhersagen méchte, bewirken kleine
Messfehler sehr starke Abweichungen.

6.80. BEMERKUNG. Es bleibt zu untersuchen, wie zuverlassig und realistisch
wir die Parameter ¢; mit der Methode der kleinsten Quadrate schitzen konnen.

(1) Es konnte sein, dass die Fehler in den Messungen systematisch sind,
beispielsweise durch einen ungiinstigen Versuchsaufbau verursacht wer-
den. Das wiirde unser Ergebnis verfilschen. Es konnte auch sein, dass
die Fehler zwar Erwartungswert 0 haben, aber nicht voneinander un-
abhingig sind. Auch in diesem Fall wiirden wir falsche Parameter
schétzen. Details dazu lernen Sie in einer Stochastik-Vorlesung.

(2) Konkreter kann es vorkommen, dass einzelne Messergebnisse viel
starker vom erwarteten Wert abweichen als andere (sogenannte ,, Aus-
reiffler”). Jeder Ausreifer verfilscht das Ergebnis deutlich. In der Praxis
ldsst man solche Messwerte daher manchmal weg.

(3) Mitunter ist es sinnvoll, bestimmte Messwerte stérker oder schwécher
als andere zu gewichten. Man spricht dann von ,,gewichteten kleinsten
Quadraten“. Wir erreichen das, indem wir auf dem Raum W = k™
der Messwerte das Standardskalarprodukt durch ein anderes Skalar-
produkt ersetzen. Das ist in unserem Ansatz in Definition [6.76] bereits
enthalten, da wir das Skalarprodukt h auf W frei wihlen diirfen. Im
Gegensatz zu Proposition @ héngt die Losungsmenge von (ED
durchaus vom Skalarprodukt A ab.



KAPITEL 7

Tensoren

In diesem Kapitel fithren wir Tensoren ein. Tensoren sind ,,multilineare®
Objekte. Beispielsweise bilden lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen V
und W Tensoren, denn sie kombinieren Elemente aus dem Dualraum von V
mit Elementen von W. Sesquilinearformen auf V kombinieren entsprechend
Elemente aus dem Dualraum V* und dem Antidualraum V. In beiden Féllen
haben wir diese Objekte durch Matrizen dargestellt, uns aber moglicherwei-
se gewundert, dass sich diese Matrizen anders verhalten, zum Beispiel unter
Basiswechseln.

Die Sprache der Tensoren erlaubt uns nicht nur, mehr als nur zwei Vek-
torrdume unter einen Hut zu bekommen, sondern vor allem, solche multilinearen
Objekte genauer zu beschreiben. So sind lineare Abbildungen in diesem Sinne
von einem anderen Typ als Bi- oder Sesquilinearformen. Tensoren sind unter
anderem wichtig in der algebraischen und der Differentialgeometrie. Auch in der
Physik gibt es viele Tensoren, etwa den Trégheitstensor, den Spannungstensor,
oder den Energie-Impulstensor der Relativitdtstheorie.

7.1. Das Tensorprodukt

Wir haben in Kapitel 4] multilineare Abbildungen kennengelernt. Das Ten-
sorprodukt ist zunéchst nur ein formales Konstrukt, das den Umgang mit mul-
tilinearen Abbildungen erleichter. Man kann beispielsweise aus einer multilinea-
ren Abbildung Vi x --- x V,, = W eine lineare Abbildung V1 ® --- @V, = W
machen.

Wir haben bereits in Bemerkung 4.5 gesehen, dass multilineare Abbildungen
nur iiber kommutativen Ringen sinnvoll sind. In diesem Kapitel sei daher R stets
ein kommutativer Ring mit Eins.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und M, N seien R-Moduln. Wir
betrachten zunéchst die Menge M x N der Paare (m,n) von Modulelemen-
ten. Diese Menge erzeugt einen freien Modul R *N) wie in Beispiel Ein
typisches Element von R *N) igt also eine Linearkombination der Form

k

Z(mi, TL,L) . Ty

i=1
mit m; € M, n; € N und r; € R fiir alle r € R.

231
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Fiir m, m" € M, n, n’ € N und r, v € R méchten wir gern identifizieren:

(mr +m/r',n) mit (m,n).r+ (m',n).7",

und (m,nr +n/v") mit (m,n).r+ (m,n).r".

Die Idee dabei ist, dass fiir eine bilineare Abbildung A beispielsweise A(m +
m',n) = A(m,n) + A(m’,n) gilt. Um diese Identifikationen so durchzufiihren,
dass am Ende wieder ein Modul dabei herauskommt, betrachten wir in R *N)
Elemente der Form

(mr+m/r" n)—(m,n).r—(m',n).r" und (m,nr+n'r')—(m,n).r—(m,n’).r" .

Indem wir den von ihnen geméf Definition [2.24] erzeugten Untermodul wie in
Definition herausteilen, erhalten wir schliefflich einen Modul, der erzeugt
wird von allen Paaren (m,n) € M x N, und in dem die obigen Relationen
gelten.

7.1. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und M, N
seien R-Moduln. Wir definieren das Tensorprodukt von M und N iiber R durch

M @p N = RMN /(1)
wobei die Menge T RM*N) yon Relationen definiert ist als
T= {(m—l—m’,n)—(m,n)—(m’,n) ‘ m,m’EM,neN}
U{(mr,n)—(m,n).r|m€M,n€N,r€R}
U{(m,n+n')—(m,n)—(m,n')|meMmnneN}
U{(m,nr)—(m,n).r|meMmneN,reR}.

Wir schreiben m ® n = [(m, n)] fiir das Bild von (m,n) in M ® N und erhalten
dadurch eine Abbildung

@: MxN— MepN .

Wir werden spéter meistens M ® N anstelle von M ®p N schreiben, aller-
dings gibt es Situationen, in denen es wichtig ist, den Ring R mit anzugeben.
Die direkte Summe M @ N ist ebenfalls ein R-Modul, der von den Paaren (m, n)
erzeugt wird. Wir werden unten sehen, dass die Moduln M, N im allgemeinen
verschieden sind.

7.2. BEMERKUNG. Es folgen einige elementare Eigenschaften.

(1) Aufgrund der Relationen in T' gelten im Tensorpordukt die wichtigen
Rechenregeln

(m+m)en=men+m @n, menm+n)=men+men
und (mr)@n=m®en).r=mae (nr)
fiir alle m, m’ € M, n,n’ € N und r € R.
(2) Wir haben oben gesehen, dass RM*N) von Paaren (m,n) erzeugt
wird. Dementsprechend wird M ® g N von Elementen der Form m® n

erzeugt. Uber einem iiberabzihlbaren Ring, beispielsweise iiber den
Koérpern R oder C, werden das sehr schnell sehr viele Elemente. Seien
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also (e;)ier und (f;)jes Erzeugendensysteme von M beziehungswei-
se IV, dann ist (e; @ f;) (i j)erx. ein Erzeugendensystem von M ®g N.
Dazu stellen wir ein typisches Element £ € M ® N dar als

P

{ = Z(mk ®nk) .TE

k=1
und schreiben weiter
mk:Zei.aik und nk:ij.bjk.,
i€l jeJ
wobei wie immer fast alle Koeffizienten a;x, bj € R null sind. Insgesamt
erhalten wir mit den obigen Rechenregeln die endliche Summe

<<Ze;ea’“> ? <j€Zij.bjk>> e

Z Z(ei ® fj) - (aikbjrrs)

1 i€l jeJ

14

D
D

k
k

p
=1
p

p
— Z (e ® fj) . Zaikbjm .
k=1

(i,5)eIxJ =

7.3. SATZ (universelle Eigenschaft des Tensorproduktes). Es sei R ein kom-
mutativer Ring mit Eins, und M, N seien R-Moduln.

(1) Die Abbildung ®: M x N — M ®pr N ist R-bilinear.

(2) Es sei L ein weiterer R-Modul und F: M x N — L eine bilineare
Abbildung. Dann existiert genau eine lineare Abbildung F: M ®p N —
L, so dass fiir alle m € M, n € N gilt, dass

(*) F(m,n)=F(m®n) € L.

Das heifit, in dem Diagramm

MxN—3-MerN

| _
3 F
E y

L

existiert zu jeder bilinearen Abbildung F' genau eine lineare Abbildung F, so
dass das Diagramm kommutiert, das heif3t, so dass F' = F o ®.

BEWEIS. Aussage folgt unmittelbar aus Bemerkung . Zu sei
eine bilineare Abbildung F': M x N — L gegeben. Da M ®r N = R(MXN)/T
von Elementen der Form [(m, n)] = m®n erzeugt wird, ist F' eindeutig durch (E[}
festgelegt.

(MxN)

Zur Existenz definieren wir zunéchst eine lineare Abbildung F:R —

L durch

F((mvn)) = F(m?n) )



234 7. TENSOREN

dabei benutzen wir die universelle Eigenschaft des freien Moduls RM*N),
Zu zeigen ist, dass die Abbildung F' eine lineare Abbildung F auf dem Quoti-
enten M @ N = R(Mx*N) /T induziert. Nach der universellen Eigenschaft
des Quotienten gilt das genau dann, wenn (T') C ker F gilt. Wir iiberpriifen das
fiir Relationen vom ersten Typ. Es gilt

F((mr—i—m'r',n) — (m,n).r—(m',n).1")
= F(mr +m'r',n) — F(m,n).r — F(m',n).r"=0€ L,

da F' bilinear ist. Genauso verfahren wir mit Relationen vom zweiten Typ. Also
ist I’ wohldefiniert, und nach Konstruktion gilt (ED, denn

F(m@n) = F((m,n)) = F(m,n)
fir alle m € M, n € N. Damit ist auch die Existenz von F' gezeigt. O

Vektorrdume zusammen mit der direkten Summe und dem Tensorprodukt
haben dhnliche Eigenschaften wie Mengen mit disjunkter Vereinigung und kar-
tesischem Produkt, oder wie natiirliche Zahlen mit Summe und Produkt.

7.4. FOLGERUNG. Es sei R ein kommutativer Ring, und L, M, N seien
R-Moduln. Dann existieren eindeutige Isomorphismen

(1) (LeM)eN=Le(MeN), ((¢,m),n) = (£, (m,n)) ,
(2) Me0=M, (m,0) — m,

(3) MeN2XNo M, (m,n) — (n,m),

(4) (LepM)®r N2 L®r(M®rN), leam)@n—L® (men),
(5) M®@rR=M, mer—m.r,

(6) M®rN=N®®rM, men—nm,

(7) Lep(M@®&N)Z(LrM)®d (LegN), (@ (m,n)— ({@m,len)
(8) und M®r0=0,

wobet jeweils f € L, me M, n e N undr € R sei.

Es gelten also Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze, und es gibt
neutrale Elemente 0 fiir die Addition (direkte Summe) und R fiir die Multiplika-
tion (Tensorprodukt). Allerdings gilt im Allgemeinen keine der Kiirzungsregeln.
Weder aus L & M =2 L @& N noch aus L@r M = L ®r N und L # 0 folgt al-
so M = N.

BEWEIS. Die meisten Isomorphismen ergeben sich durch geschicktes An-
wenden der universellen Eigenschaften und Eindeutigkeit folgt, da wir
jede Abbildung auf Erzeugern der jeweiligen Moduln festgelegt haben. Wir be-
weisen daher exemplarisch nur einzelne Punkte.

Zu (4)) benutzen wir, dass (L x M) x N =2 L x (M x N) = L x M x N. Wir
fixieren zunéchst n € N. Dann ist die Abbildung

LxM— L®r(M®gN) mit (L,m) — L (m®n)
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bilinear, und wir erhalten eine lineare Abbildung L ® g M — L ®r (M ®p N).
Jetzt lassen wir n € N variieren und erhalten eine bilineare Abbildung

(L®rM)x N — L®r (M ®r N) mit (@m,n)— L (Mmen).

Das liefert die gesuchte lineare Abbildung. Analog erhalten wir eine Abbildung
in die Gegenrichtung.

Um zu iiberpriifen, dass beide Abbildungen zueinander invers sind, iiberle-
gen wir uns, dass (L ®p M) @z N von Elementen

Die Abbildung in erhalten wir, weil die skalare Multiplikation (m,r) —
m . r bilinear ist. Als Umkehrabbildung wéhlen wir

M — M®rR mit mr—m®®1.
Diese Abbildungen sind zueinander invers, denn offensichtlich
m—ml—m.1l=m.

Umgekehrt liegen in der Menge T aus Definition die Relationen (mr,1) —
(m,1) .7 und (m,r) — (m,1).r, somit gilt

mremr—mrl=mel).r=mer.

SchlieBlich iiberlegen wir uns zu (8)), dass T' die Relation (m,0) — (m,0) .0
enthélt, da m .0 =0 = 0.0. Somit gilt fiir jeden Erzeuger m ® 0 von M ® 0,
dass

me0=(m®0).0=0. 0

7.5. FOLGERUNG (Eindeutigkeit des Tensorproduktes). Es sei R ein kom-
mutativer Ring mit Eins, und M, N seien R-Moduln. Es sei P ein R-Modul
und g: M x N — P eine bilineare Abbildung, so dass zu jedem R-Modul L
und jeder bilinearen Abbildung F': M x N — L eine eindeutige lineare Abbil-
dung F: P — L mit F = F o g existiert.

Dann gibt es eine eindeutige Abbildung g: M @ N — P, so dass g = go ®,
und g ist ein R-Modulisomorphismus.

Wir haben in Bemerkung [2.47) gesehen, warum es wichtig ist, dass der obige
Isomorphismus eindeutig ist: er erlaubt uns, zwei R-Moduln mit der univer-
sellen Eigenschaft des Tensorproduktes Element fiir Element miteinander zu
identifizieren. Das erlaubt es uns, mit den Elementen von P wie mit Objekten
der Form m ® n zu rechnen.

BEWwEIS. Wir gehen vor wie im Beweis von Folgerung und betrach-
ten die Diagramme

MxN—2sMopN M x N—2

I
\ ‘g und \
g Y ®

P
I _
|
A
P M ®gr N .
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Nach Satz existiert genau eine lineare Abbildung g, so dass das linke Dia-
gramm kommutiert, und unsere Annahme an P und ¢ impliziert, dass es auch
genau eine entsprechende lineare Abbildung ® im rechten Diagramm gibt.

Betrachte jetzt
MxN—2~MeopN MxN-2-p
\idll@og und \fiigo@
® g
M ®r N P

Beide Diagramme kommutieren mit beiden senkrechten Pfeilen. Aufgrund der
Findeutigkeitsaussage in Satz und der Voraussetzung an P und g beschrei-
ben beide Pfeile jeweils die gleiche Abbildung, das heifit, ® ist die zu g inverse
lineare Abbildung. 0

7.6. FOLGERUNG. Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und f;: M; —
N; seien lineare Abbildungen von R-Moduln firi=1, 2.
(1) Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung f1 ® fo: My &g My —
N1 ®gr Na, so dass fiir alle my € My und ms € Mo gilt, dass
(f1® f2)(m1 ®@ ma2) = fi1(m1) ® fa(ma) € N1 ® No .

(2) Es gilt id]w1 &® id]\/[2 = idM1®M2.
(3) Seien g;: L; — M; ebenfalls linear fiir i =1, 2, dann gilt

(ficg1)®(faog2) = (/1 ® f2) o (g1 @ g2) -

BeweEis. Betrachte das Diagramm

M1 X M2 £>]\41 ®M2
I

fleQi \ | 182
Y

N1 XNQ&N:[@NQ .

Man {iberpriift leicht, dass der diagonale Pfeil eine bilineare Abbildung M x
My — N1 ® N5 beschreibt mit

(m1,m2) — fi(mi1) ® fa(ma) .

Nach Satz[7.3]existiert eine eindeutige Abbildung f1 ® f2, so dass das Diagramm
kommutiert, und es folgt .

Die Aussagen und lassen sich am besten beweisen, indem man fiir
Erzeuger mi ®mo von M7 ® My beziehungsweise £1 @£ von L1 ® Lo nachrechnet,
dass

(idM1 ®idM2)(m1 ®ma) = my1 ® ma = ida, e, (M1 @ ma) |
((ficg1) ® (faog2))(lr @ L) = (f1(g1(f1))) ® (fa(g2(¢2)))
= ((f1® f2) o (91 ®g2)) (1 ® L) . U
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Besonders einfach lasst sich das Tensorprodukt freier Moduln bestimmen.
Da wir spéter meistens mit Vektorrdumen {iber Koérpern arbeiten, ist das fiir
uns der wichtigste Fall.

7.7. PROPOSITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und M, N
seien freie R-Moduln. Es seien (e;);er eine Basis von E und (f;)jes eine Basis
von F'. Dann ist (e; ® f;) i jyerxs eine Basis von M @g N. Insbesondere gilt fiir
endlich-dimensionale k- Vektorrdume V, W die Dimensionsformel

dim(V g W) =dimV - dim W .

Spétestens jetzt sehen wir, dass das Tensorprodukt sich von der direkten
Summe unterscheidet, denn fiir direkte Summen gilt dim(V & W) = dimV +
dim W. In der Tat stimmt V & W als Menge mit dem kartesischen Produkt
iiberein, wihrend im Allgemeinen

V®kW75{U®w|v€V,w€W}.

Wir nennen Elemente der Form v ® w € V@ W einfache Tensorprodukte (von
Elementen).

BeEwEIs. Wir haben uns in Bemerkung bereits iiberlegt, dass (e; ®
fi)G.jerxs ein Erzeugendensystem von M ®g N ist. Zum Beweis der linearen
Unabhéngigkeit gehen wir anders vor.

Es seien e': M — R und f/: N — R die zu den obigen Basen gehorigen
linearen Koordinatenfunktionen wie in Proposition das heifit, es gilt

ek <Z eiT‘i> =Tk und fe (Z f]SJ> = Sy .
icl jeJ
Somit liefert ¥ (m) die k-te Koordinate von m beziiglich unserer Basis. Beachte,

dass wir anstelle von &; wie in Bemerkung oder Proposition jetzt e
schreiben. Das hochgestellte ¢ ist hier ein Index, keine Potenz.

Es bezeichne i: R®r R = R die Abbildung aus Folgerung mit pu(r®

s) = rs, dann betrachten wir die linearen Abbildungen

po(ef® ff): Mor N — R mit m®@n—s e*(m)- ff(n) e R.
Sei jetzt (aij) (i jyerxs € RU*J) eine endliche Familie von Koeffizienten, so

dass
0= Z (ei®fj).aij.
(4,5)eIxJ
Dann erhalten wir fiir alle Paare (k, £) € I x.J mit Hilfe der obigen Abbildungen,
dass

0= (Mo(ek®fé))< Yo (e -az‘j) = > e f) i = ake -
(i,f)elxJ (i,f)elxJ

Somit miissen alle Koeffizienten a;; = 0 sein, und wir haben auch die lineare
Unabhéngigkeit gezeigt. ([l
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Tatséchlich folgt aus der Definition des Tensorproduktes im Allgemeinen
noch nicht, dass das Produkt zweier linear unabhéngiger Familien wieder eine
linear unabhéngige Familie liefert. Allerdings ldsst sich das {iber Kérpern immer
beweisen, indem man die gegebenen linear unabhingigen Systeme zu Basen
erweitert, und dann das obige Resultat anwendet.

7.2. Ridume von Abbildungen als Tensorprodukte

Wir erinnern uns an den zu M dualen Modul M* = Hompg(M, R) aus De-
finition Wenn M eine endliche Basis (eq, ..., ey) besitzt, dann bilden die
Koordinatenfunktionen (e!,...,e™) aus dem obigen Beweis eine Basis von M*
nach Proposition Fiir ein Element m € M sind somit e'(m) € R die
Koordinaten beziiglich der Basis (eq,...,ey), und es gilt

m
m = Ze,; .et(m) .
i=1

Fiir o« € M* sind entsprechend a(e;) die Koordinaten von « beziiglich der
dualen Basis (e!,...,e™), denn fiir alle m € M gilt

(St om =3 atey-tm = e -tm) ) =atm)

i=1 1=1 =1

hierbei haben wir M* wie gehabt als Linksmodul betrachtet. Da R kommu-
tativ ist, machen wir in Wirklichkeit keinen Unterschied zwischen Links- und
Rechtsmodul, vergleiche Bemerkung

In Proposition @, haben wir gesehen, dass Hompg(M, N) ein R-
Modul und isomorph zu NP ist, falls R kommutativ ist. Hier wollen wir eine
basisunabhéingige Version dieser Aussage beweisen.

7.8. PROPOSITION. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und M, N seien
R-Moduln.

(1) Es gibt eine eindeutige Abbildung evysn: Homp(M,N) ® M — N,
so dass evy N(F ® m) = F(m) € N fir alle F € Homg(M,N) und
alle m € M.

(2) Es gibt eine eindeutige Abbildung V: N @ M* — Hompg(M,N), so
dass ¥(n®@a)(m) =n.a(m) firalem e M,n € N und a € M* gilt.

(3) Wenn M eine endliche Basis besitzt, dann ist ¥ ein R-Moduliso-
morphismus.

Die Abbildungen evys n heilt Auswertungsabbildung. . Im Falle N = R
schreiben wir auch ey = e: M* — R fiir evys g, wobei wir R ®@ M™* = M* wie
in Folgerung identifizieren.
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Nach , kommutiert das Diagramm

idy ®enr

NOM* QM ——>NQ®R

q’@id]pjl i%

Homp(N, M) ® M ——= N

Dabei ist der rechte senkrechte Pfeil wieder der Isomorphismus aus Folge-

rung [74 (B).
BEWEIS. Nach Propsition ist Homp (M, N) ein R-Modul mit
(Fr+ F'vY(m) = F(m).r+ F'(r') .7/
fiir alle F, F' € Homg(M,N), r, v € R und m € M. Die Abbildung
Hom(M,N) x M — N mit (F,m) — F(m)

ist offensichtlich R-bilinear, also existiert die Abbildung evy; y: Hom(M, N)®
M — N in (1)).

Die Abbildung ¢: N x M* — Hompg(M, N) mit
P(n, )(m) =n.a(m)

fiir alle n € N, a € M* ist ebenfalls R-bilinear, denn fiir alle n, n’ € N, «,
o € M*, r € Rund alle m € M gilt

Y(n+n',a)(m)=n.a(m)+n" . a(m) = (Y(n,a)+ @, a))(m),
Y(nr,a)(m) =nr.a(m)=n.a(m).r = (¢(n a).r)(m),
Y(n,a+a)(m)=mn. ( )+n o/ (m) = ( (n,@) + ¥ (n,a)) (m) ,

¥(n,ar) =n = (¥(n, @) .7)(m) .

Also existiert die Abbildung ¥: N ® M* — Hompg(M, N) in (2).

Zu sei (e1,...,ep) eine endliche Basis von M. Dann wird die Umkehr-
abbildung zu ¥ gegeben durch

P
(*) Fr— ) Fle)®e¢
i=1
Denn fiir n € N und o € M* gilt wegen Bemerkung dann

p
Unea)— > T(nea)(e) e

i=1
p .
Zn oze2 =n®<

=1

M=

a(ei)-ei> =n®a.
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Umgekehrt seien F' € Hompg(M, N) und m beliebig. Wir berechnen

B[P e e )om = 3 w(Fe) o )om)
=1 =1
=S F(e) - m) = F(Yem) ) = Flm) . O
=1 =1

Anhand von () konnen wir die Umkehrung von ¥ mit der Abbildung &
aus Proposition vergleichen. Dort ordnet ®(F') einem Basiselement e; den
Wert F(e;) zu. Falls es nur endlich viele Basisvektoren gibt, konnen wir das
durch den Ausdruck (%) kodieren. Wir kénnen F(e;) aus diesem Ausdruck aus-
lesen, indem wir mir e; tensorieren und dann auswerten:

p 3 ~
(ZF(ej)®ej> ReeENOM MU NoR =5 N> Fe) .
j=1
Da die Konstruktion von ¥ keine Basisvektoren enthélt, ist unsere neue Kon-
struktion — wie versprochen — basisunabhéngig.

7.9. BEMERKUNG. Wir kombinieren die Propositionen [7.7] und um ein
bisschen mehr iiber Abbildungen und Darstellungen durch Matrizen sagen zu
konnen.

(1) Seien M und N Moduln mit endlichen Basen C' = (ci,...,cp) bezie-
hungsweise B = (b1,...,b;), und F': M — N sei eine lineare Abbil-
dung und A = (aij)ij = cFp € Myp(R) ihre darstellende Matrix.

Dann gilt
qa p '
F = W(ZZbi@)b] .aij> ,
i=1 j=1
das heiflt, die Matrixeintrége a;; sind gerade die Koordinaten beziiglich
der Basis (¢;®c"); j von N ® M*. Zur Kontrolle wenden wir den obigen
Ausdruck auf ¢; an und erhalten

i=1 k=1 i=1 k=1
q P q
= ZZbZ . bk(Cj) il = sz . aij = F(Cj) .
i=1 k=1 \“’: i=1
=Y

(2) Es ist wichtig zu verstehen, dass nicht alle Elemente eines Tensorpro-
duktes als einfaches Tensorprodukt zweier Elemente geschrieben wer-
den konnen. Sei dazu k ein Korper, V und W seien k-Vektorraume.
Sei k € N beliebig, und seien aq, ..., ar € V* und wy, wp € W. Wir
definieren eine Abbildung

k
F:\If<2wi®ai):V—>W.

=1



7.2. RAUME VON ABBILDUNGEN ALS TENSORPRODUKTE 241

Fiir alle v € V gilt

k
Fv) = Zwi.ai(v) € <w1,...,wk> ,
=1

somit im F' C (wy, ..., wy) und daher
rg FF =dimim F' < dim<w1,...,wk> <k.

(3) Tatséchlich konnen wir eine Abbildung F: V' — W immer als eine
Summe von rg I’ einfachen Tensorprodukten schreiben. Dazu wéhlen
wir Basen C' von V und B von W wie im Rangsatz [3.16] so dass

Fle) b; fallsi <rgk, und
c) =
' 0 sonst.

Sei wieder (c!,...,cP) die zu C duale Basis. Dann folgt

rg F

F:Zb@'@Ci.
=1

(4) Da rg F' < min(dim V, dim W), reicht zur Beschreibung einer linearen
Abbildung in W ® V* stets eine Summe aus min(dim V, dim W) vielen
einfachen Tensorprodukten.

Fiir Tensorprodukte V ® W beliebiger Vektorrdume kénnen wir
ausnutzen, dass (W*)* = W fiir endlich-dimensionale Vektorrdume
gilt. Also diirfen wir V@ W = Homy(W™*,V) schreiben. Wir se-
hen, dass es Elemente in V @ W gibt, die sich nur als Summe
von min(dim V, dim W) oder mehr einfachen Tensorprodukten schrei-
ben lassen.

Wir betrachten als néchstes Bi- und Sesquilinearformen.

7.10. BEMERKUNG. Es sei V' ein k-Vektorraum fiir k = R oder C, und es
sei V' der Antidualraum von V wie in Definition [6.24]

Wir definieren einen Vektorraum V mit der gleichen Grundmenge und der
gleichen Addition wie V, aber mit Skalarmultiplikation V' x k — V gegeben
durch

Vxk>(@wz)r—v.2€eV,

das geht, da k kommutativ ist (iitber H wiirden wir aus einem Rechtsvek-
torraum V' eine Linksvektorraum V' und umgekehrt machen). Offensichtlich

gilt V=V,
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Fiir eine Abbildung F' zwischen den Grundmengen zweier Vektorrdume V
und W gilt
F:V — W antilinear
F:V — W linear
F:V — W linear
F:V — W antilinear.

111

Insbesondere ist der Antidualraum V" gerade der Dualraum von V, was die
Notation erklért.

Mit Bemerkung sieht man, dass die Bi- und Sesquilinearformen
auf einem n-dimensionalen k-Vektorraum V' selbst jeweils einen k-Vektorraum
bilden, der isomorph ist zum Raum der n x n-Matrizen iiber k. Die Vektor-
raumstruktur ist gegeben durch

(B + B')(v,w) = B(v,w) + B'(v,w) und (B.r)(v,w) = B(v,w)-r € R

fiir alle Bi- beziehungsweise Sequilinearformen B, B’, alle r € k und alle v,
w € V. Wir wollen die Rdume der Bi- und der Sesquilinearformen jetzt als Ten-
sorprodukte darstellen. Dabei betrachten wir Bilinearformen iiber beliebigen
Korpern, Sesquilinearformen nur iiber (R und) C.

7.11. PROPOSITION. Es seien V', W endlich-dimensionale k- Vektorrdume.

(1) Es gibt natiirliche Vektorraumisomorphismen zwischen dem Raum der
bilinearen Abbildungen V- x W — k, dem Raum (V @ W)* und dem
Raum V* ® W*, so dass fir alle o € V*, € W* und alle v € V,
weW gilt

(a®pB)(v,w) = a(v) - Blw) .

(2) Es gibt natirliche Vektorraumisomorphismen zwischen dem Raum der
Bilinearformen auf V', dem Raum (V @ V)* und dem Raum V* ® V*,
so dass fir alle a, B € V* und alle v, w €'V gilt

(@ ®B)(v,w) = a(v) - Blw) .
(3) Es gibt natiirliche Vektorraumisomorphismus zwischen dem Raum der

Sesquilinearformen auf V, dem Raum (V @ V)* und dem Raum Ve
V*, so dass fiir alle o € V', B € V* und alle v, w € V gilt

(a ® B)(v,w) = a(v) - f(w) .
Wir sehen also, dass eine Gramsche Matrix einem Element in Vi v

entspricht, wiahrend die darstellende Matrix eines Endomorphismus nach Pro-
position [7.8| einem Element von V ® V* entspricht.

BEwEIs. Wir beweisen nur . Die anderen Aussagen folgen daraus fiir V' =
W beziehungsweise V = W.
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Sei B € (V ® W)*, dann kénnen wir B als bilineare Abbildung V' x W — k
auffassen auffassen mit B(v, w) = B(v®w) fiir alle v, w € V. Umgekehrt liefert
die universelle Eigenschaft [7.3] des Tensorproduktes zu jeder solchen bilinearen
Abbildung ein Element B € (V ® V)*. Diese Bijektion ist mit der Vektor-
raumstruktur vertréglich, also identifizieren wir (V' ® V)* mit dem Raum der
Bilinearformen auf V. Wir benutzen also B(v,w) und B(v ® w) synonym.

Seien jetzt o € V*, S € W* Nach Folgerung und Folgerung
erhalten wir eine Abbildung

Vow % ReoRr =5 R.

Da diese Abbildung in («, 5) € V*x W* bilinear ist, erhalten wir eine Abbildung
VW' — (VeoW)*
Firv eV, w e W gilt dann
V(a® f)(vew) =a)-Bw) .

Um eine Umkehrabbildung ®: (V@W)* — V*QW™ zu konstruieren, ben&ti-
gen wir Basen (eq,...,e,) von V., (f1,..., fry) von W und die dazu duale Ba-
sen (e!,...,e") von V* und (f',..., f™) von W. Sei B € (V ® W)* gegeben,

dann setzen wir
-3 ). Blew )

=1 j=1

Um zu sehen, dass diese Abbildung zu ¥ invers ist, rechnen wir
ZZ e ® 7). ez,fn)(v,w)
¢'(v) - f/(w) - Bles, f;)

. ij e ) B(v,w)

('@ ). U(a® B) (e f;)

U (D(B))(
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7.12. BEMERKUNG. Wir haben bei einigen Propositionen Wert darauf ge-
legt, dass R = k ein Kérper ist, und dass die beteiligten Moduln endliche Basen
haben.
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(1) Der Z-Modul Z/nZ ist endlich erzeugt, aber nicht frei. Man kann zei-
gen, dass Endyz(Z/nZ) = Z/nZ gilt, dabei wirkt [k] € Z/nZ durch
Multiplikation mit k, und umgekehrt entspricht F' € Endz(Z/nZ) dem
Element [F(1)] € Z/nZ. Auf der anderen Seite ist (Z/nZ)* = 0, siehe
Ubungen. Wegen Folgerung erhalten wir also

Endz(Z/nZ) = Z/nZ %0 = (Z/nZ) @ (Z/nZ)* .

(2) Wir betrachten jetzt den freien Modul kY der k-wertigen Folgen. Es
folgt idyw € Endy (kY), aber da Elemente von (kV) ®x (k™)* nach Be-
merkung endlichen Rang haben, folgt idyn ¢ Endy (kV).

(3) Aus dem gleichen Grund liisst sich das L2-Skalarprodukt auf dem
Raum C([0,1];R) der stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall
nicht als Element von C([0,1]; R)* ®r C([0, 1];R) schreiben.

Es folgen noch ein paar andere Anwendungen des Tensorproduktes, aber
nur als Kurzfassung.

7.13. BEMERKUNG. Der Raum der alternierenden Formen A¥ M* auf einem
R-Modul M aus Definition [.1] lisst sich stets als Untermodul eines Tensorpro-
duktes schreiben:

AFM* {aEM*®-~®M*
—_—
k Faktoren

a(my,...,mg) =0 fir alle my,...,mp € M
falls m; = my; fiir zwei Indizes 7 # j } .

Fiir £ = 2 und R = k ist das eine Ubung. Dabei geht man analog zu Propositi-
on [C.IT] vor.

7.14. BEMERKUNG. Der Raum der symmetrischen Formen Sym* M* auf
einem R-Modul M ist definiert als
Sym* M* =~ {aGM*®---®M*
—_—
k Faktoren
a(mi, ..., mg) = (M, ..., M1, Mip1, Mg, Mg .., M)

fiir alle Indizes i € {1,...,k — 1}} .

Der Fall k = 2 und R = k ist wieder eine Ubung. Falls M ein freier Modul

mit Basis (e,...,ey,) ist, ist Sym* M* isomorph zum Raum der homogenen

Polynome vom Grad k iiber R in den Variablen X; =e!, ..., X,, = €™

7.15. BEMERKUNG. Es sei V ein k-Vektorraum. Man konnte denken,

dass A2V* und Sym? V* zueinander komplementire Unterriume von (V ® V)*
sind. Das stimmt, falls die Charakteristik y(k) # 2 ist, sieche Definition In
diesem Fall sei B € (V @ V)*, dann gilt B = B’ + B” mit

B'(v,w) = % (B(v,w) + B(w,v)) € Sym?V* |
B"(v,w) = % (B(v,w) — B(w,v)) € ANV,

Dazu miissen wir aber durch 2 dividieren konnen.
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Falls y(K) = 2 ist, gilt stattdessen A2V* C Sym? V*, denn
B(v,w) + B(w,v) = B(v+w,v +w) — B(v,v) — B(w,w) =0
fir alle B € A?V* und alle v, w € V. Falls x(k) = 2, ist das dquivalent
zu B(v,w) = B(w,v).

Falls k& > 2, gilt dim A*V* + dim Sym* V* < (dim V*)*, so dass die Sum-
me AFV* 4 Sym”* V* stets ein echter Unterraum des k-fachen Tensorprodukts
von V mit sich ist.

Der Vollsténdigkeit stellen wir noch die Tensorprodukte von Homomorphis-
men aus Folgerung [7.6| als Matrizen dar.

7.16. DEFINITION. Es seien A = (ai;)i; € Mpq(k) und B = (bi;)i; €
M, (k) Matrizen. Das Kroneckerprodukt von A und B ist definiert als A® B =
C = (cmn)mm € Mprgs(k), mit

Cr(i—1)+k,s(j—1)+1 = @ij * Dke -
Die Indizes wie (i — 1) 4+ k ergeben sich aus der lexikographischen Ordnung

der Basisvektoren aus Proposition [7.7] siehe unten. Die Matrix hat also die
Gestalt

a11b11 - a11bis a1gb11 - a1gbis
a1B - aqu a11br1 - a11brs o a1gbr1 - aigbrs
A®Q B = =
aplB aqu ap1bi1 - ap1bis apgb11 -+ apgbis
apl.b'rl apl.brs apabri - apgbrs

Wir sehen, dass hier alle moglichen Produkte von je einem Matrixeintrag von A
mit einem von B auftauchen. Hieraus ldsst sich ablesen, dass tatséchlich

Homy (V @k X, W @, Y) = Homy (V, W) @, Hom(X,Y') .

Wir kénnten das aber auch mit den Propositionen und den Rechenre-
geln aus Folgerung erhalten, denn

Homy (V @ X, W @, V) 2= (W @, V*) @ (Y @k X*)
= (WenY) @ (Ve X") = (WerY) e (VerX)"
= Homy (V, W) ®x Hom(X,Y") .

Falls ¢ = r gilt, setzt sich auch das gewdhnliche Matrixprodukt aus De-
finition aus den Eintrigen a;; - byy zusammen. Wir erhalten eine lineare
Abbildung Mg 4s(k) — M, s(k), so dass A®@ B — A- B, das folgt wahlweise
direkt oder aus der universellen Eigenschaft Im Fall ¢ = r = 1 ist diese Ab-
bildung sogar ein Isomorphismus. Wir kénnen dann A als Vektor in W und B
als Element von X* auffassen. Dann stellt A® B: X — W eine Abbildung von
Rang 1 dar, vergleiche Bemerkung
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7.17. PROPOSITION. FEs seien W, Y, V, X Vektorrdume ber k mit Ba-
sen B = (€;)i=1,..p» F' = (f&)k=1,..r» G = (9j)j=1,..q und H = (hg)p=1,. 5. Es
seien w: V. — W und ¢: X — Y lineare Abbildungen mit darstellenden Ma-
trizen A = ppg € Mpq(k) beziehungsweise B = gy € M, 4(k), dann ist das
Kroneckerprodukt von A und B die darstellende Matrix von ¢ @1 beziiglich der
Basen

E®F:(61®f1,...,€1®fr;...;6p®f1,...,ep®fr) von WY
und G®H:(g1®h1,...,91®hs;...;gq®h1,...,gq®h3) von VX .

BEwEIS. Wir bezeichnen die Elemente der dualen Basen von F, ..., H wie
gehabt durch hochgestellte Indizes. Dann erhalten wir die Matrixkoeffizienten
von A und B, indem wir jeweils die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren
bestimmen, genauer

a5 = €i ((p(gj)) und bre = fk (w(hf)) :

Die Basen von W ® Y und V ® X haben wir in Proposition [7.7] angegeben.
Nach Proposition gilt (W RY)* =2 W*®Y*. Aus Folgerung folgt,
dass die duale Basis zu E® F von (W @ Y)* =2 W* @ Y* gegeben wird durch

('@ fl... @ f.. el f . P f),
denn wiederum nach Proposition handelt es sich um eine Basis, und
(" ® f2) (e ® fr) = €“(e:) ® f*(fx) = ai - bk = O(ap), (ik)
nach Folgerung

Das Element mit der Nummer m = r(i — 1) + k in E® F ist gerade ¢; ® f,
und das Element mit der Nummer n = s(j — 1) + £ ist gerade g; ® hy. Fiir die
darstellende Matrix C' = ggr(p ® ¥)ggn erhalten wir somit

Cmmn = Cr(i—1)+k,s(j—1)+£ = (el ® fk)((gp ® w>(g] ® hf))

=e'(¢(g;)) - f*(¥(he)) = azj - bpe . O
7.18. BEMERKUNG. Wir haben einen ungiiltigen ,,Beweis“ zum Satz
von Cayley-Hamilton kennengelernt. Mittlerweile kénnen wir zumindest ein
bisschen verstehen, was in diesem ,Beweis“ schiefgelaufen ist. Wenn man
niamlich A € M, (k) in den Ausdruck X -E, — A € M, (k[X]) einsetzt, muss man
jedes Vorkommen von X durch die Matrix A € M, (k) ersetzen. Gleichzeitig,
ersetzt man 1 € k durch die Eins E,, € M, (k) im Matrixring, also auch alle

Skalare a;; € k durch a;;E,. Insgesamt erhélt man den Ausdruck

AR E, —E,®A € My2(k) = M, (M,(k)) ,

wobei wieder ,,®* fiir das Kroneckerprodukt steht. Jetzt ist auf Anhieb noch
nicht einmal klar, was die Determinante hiervon sein soll, denn wir betrach-
ten jetzt eine n x m-Matrix iiber dem nichtkommutativen Ring M, (k). Bei
genauerem Hinsehen erkennt man, dass man eigentlich eine Matrix iiber dem
Unterring R C M,,(k) betrachtet, der von A erzeugt wird, und dieser Unterring
ist kommutativ. Dennoch gibt es keinen leicht ersichtlichen Grund, warum die
Determinante in diesem Unterring verschwinden sollte.
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7.3. Die Tensoralgebra

In diesem Abschnitt betrachten wir mehrfache Tensorprodukte eines Vek-
torraums mit sich und seinem Dualraum. Die Uberlegungen aus dem letzten
Abschnitt helfen uns, diese Rdume besser zu verstehen. Rdume von diesem
Typ spielen eine grofie Rolle zum Beispiel in der Differentialgeometrie und der
Physik.

Allerdings beleuchten wir hier nur die rein algebraischen Aspekte von Ten-
soren. Sowohl in der Physik als auch in der Differentialgeometrie gibt es auch
wichtige geometrische und analytische Aspekt bei der Betrachtung von Tenso-
ren, den Sie zu gegebener Zeit kennenlernen werden.

7.19. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Wir definieren den Raum ’775
der (k,{)-Tensoren als

TWV=V® - QVRV'®---@V* .
k Faktoren ¢ Faktoren

Elemente von ’EfV heiflen auch k-fach kovariante, ¢-fach kontravariante Ten-
soren iiber V.

Man beachte, dass wir versuchen, Indizes fiir Elemente von V' immer unten
und Indizes fiir Elemente von V* immer oben zu schreiben.

7.20. BEMERKUNG. Wir setzen 7E)OV = k. Das mag auf den ersten Blick
komisch aussehen, aber k ist das ,,neutrale Element“ des Tensorproduktes nach

Folgerung .

AuBlerdem gilt offensichtlich 7PV = V und ToV! = V*. Mit Propositi-
on erhalten wir 7,V = EndV, und 732V beschreibt den Raum der
Bilinearformen auf V' nach Proposition

Im Allgemeinen kann man einen Tensor in 7766 als eine multilineare Abbil-
dung verstehen, die £ Vektoren aus V auf ein k-faches Tensorprodukt abbildet.
In den meisten Anwendungen ist £ = 0 oder 1. Beispielsweise ist das Kreuzpro-
dukt auf R3 aus Definition ein Element x € 7R3, denn es handelt sich
um eine bilineare Abbildung R? x R3 — R3,

7.21. BEMERKUNG. Es sei V ein k-Vektorraum. Wir betrachten die folgen-

den Operationen mit Tensoren

(1) Tensorprodukt. Wir betrachten die Abbildung ®@: TV x TV — Eejg
mit

M@ Quead®  -Rd)(W e - Ruef & & p9
U@ QUL RUW R - RuRd®---Radefle. ) a7

Diese Abbildung induziert einen Isomorphismus 7'V ®@ TV 2 7;415 .

Das funktioniert auch fiir k = ¢ = 0 oder p = ¢ = 0, wenn wir wie
oben 760V = k setzen.
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Umsortieren. Seien o € Si, 7 € Sy Permutationen, siehe Deﬁnition
Dann definieren eine Abbildung PIT,'V — T,'V durch

MRyl @ --®a
— V) @ B Uy @’V @ @a”®

Durch induktives Anwenden des Kommutativgesetzes @ sehen
wir, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist.

Kontraktion. Es sei 1 < a < kund 1 < b </, dann definieren wir eine
Abbildung %: TV — T}V durch

MR - Queadl®- - ®a

r—)(1;1@...@6&@...(g)vk@Oél@...@Oéb@...®0/>'Oéb(va)7

das heifit, wir wenden die b-te Form auf den a-ten Vektor an wie in der
Definition der Abbildung ey : V*®V — k. Man sagt, man kontrahiert
den a-ten kovarianten mit dem b-ten kontravarianten Faktor.

Einfiigen der Identitit. Sei V jetzt endlich-dimensional. Nach Propo-
sition entspricht idy ein eindeutiges Element von V ® V*. Um
es darzustellen, wihlen wir eine Basis (e, ..., e,) von V und die dazu

duale Basis (el,...,e") von V*. Dann gilt

idy :\I/(iei@)ei) ,
=1

denn fiir alle Vektoren v € V gilt

v ieié@ei (v):iei.ei(v):v:idv(v).
(ee)o-3

Seien 1 <a<k+1und1<b</,+1 Indizes, dann definieren wir

eine Abbildung 7}: 7V — T,.['V durch

MR - Quadl® - ®a

a b

Man sagt, man fiigt eine ,,Identitit“ an der a-kovarianten und der b-ten
kontravarianten Stelle ein.

Mit diesen vier Operationen kénnen wir alle wichtigen Tensoroperationen durch
Verketten erhalten. Um beispielsweise einen Endomorphismus F' € End V' auf
einen Vektor v € V anzuwenden, betrachten wir die Verkettung

1
TV X VTV x TV -5 TV 2 Py = v,
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Sei etwa F = Y w; ® o, dann wirkt die obige Verkettung auf (F,v) wegen
Proposition gerade als

. 1 .
(F,U)»&ZW@U@&Z ngi.az(v):F(v).
i i

Es sei jetzt (e1,...,e,) eine Basis von V, und (e!,...,e") die dazu duale
Basis von V*. Indem wir Proposition [7.7] anwenden, erhalten wir eine Basis
von EZV, némlich

X ... . JL ... Je
(en @ @e @t @ @), L e
Dabei laufen alle Indizes von 1 bis n, die Dimension von ’EfV ist somit n**¢.

Sei T € ’EfV, dann erhalten wir eine Basisdarstellung von 7" der Form

n n n n
(71) T=> > > > ey® Qe @@ %,
in=1  dp=lj1=1  j=1

7.22. DEFINITION. Wir nennen (tﬁ:’_:’_j’;)il7,,,7,-1673-1,,_,7]-2 die Koeffizienten von T

beziiglich der Basis £ = (ey,...,e,) von V und schreiben

E‘T — (til,...,’ik

j17---,je)il,...,ik,jl,“.,j[ :
7.23. BEMERKUNG. Man beachte, dass die Indizes i, die zu den kovarianten
Basisvektoren e;, gehoren, in ¢ oben und die Indizes j, zu den kontravarianten
Basisvektoren e’b unten geschrieben werden. Das hat zwei gute Griinde.

(1) Seien v € V, v € V*, dann gilt

v:Zei.ei(v) und a:Zei.a(ei) .
i i
Insbesondere steht im Koeffizient e!(v) von e; der Index bereits oben,
und der Koeffizient a(e;) von e’ steht bereits unten. Anders ausge-
driickt, miissen wir einen kontrvarianten Basisvektor e! auf das kova-
riante Element v anwenden, um seine Koeffizienten zu erhalten, und
umgekehrt.

(2) In Summen der obigen Form taucht jeder Index, iiber den summiert
wird, zweimal auf: einmal oben und einmal unten. In Gleichungen tre-
ten die Indizes, iiber die nicht summiert wird, auf beiden Seiten des
Gleichheitszeichens in gleicher Hohe auf. Das ist eine gute Faustre-
gel, die aber manchmal verletzt wird, beispielsweise wenn wir einen
Endomorphismus diagonalisieren. Dann erhalten wir Summanden der
Form e; ® e’ . \;. Diese Konvention nennt sich auch Ricci-Kalkiil.

In der Physik geht man soweit, Summationszeichen wegzulassen,
sobald der Summationsindex einmal oben und einmal unten auftaucht.
Da das aber immer wieder zu Unklarheiten fithren kann, rate ich von
dieser sogenannten Finsteinschen Summenkonvention ab.

7.24. BEMERKUNG. Wir geben einige bekannte Tensoren in Koordinaten
an. Es sei V' ein k-Vektorraum und E = (ey,...,e,) eine Basis von V.
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Wir fassen einen Endomorphismus F' € Endy V' als Element von 7'V
auf, siehe Proposition [7.8f Dann ist pF die darstellende Matrix aus
Folgerung [2.77] Wenn F' diagonalisierbar und E eine Basis aus Eigen-
vektoren ist, erhalten wir die einfachere Darstellung pF = (\;d7) ;.
Beachte, dass wir einen der Indizes hochgestellt haben.
Wir fassen ein Skalarprodukt g auf V' als Element von 7621/ auf, siehe
Proposition[7.11} Dann ist pg die Gramsche Matrix aus Definition[6.12]
Wenn FE eine g-Orthonormalbasis ist, erhalten wir die einfache Dar-
stellung pg = ((51']')1'7]‘.
Wir betrachten das Kreuzprodukt x: R? x R?® — R? als Element
von T?R3. Es sei jetzt E die Standardbasis des R3. Dann gilt px =
(55) mit

ko G —))(k—i)(k—J)
Eij = 5

_ {sign(% ? i) t, 7 und £ sind paarweise verschieden,

0 sonst.

Man nennt 55-“]- auch das alternierende Symbol oder auch Levi-Civita-
Symbol.

Wir betrachten das Spatprodukt vol auf R? aus Abschnitt als Ele-
ment von T7R3. dann gilt gvol = (1) ik, dabei ist g5 = 5% IS
{0, £1} wie oben.

Fiir beliebige Determinantenfunktionen w auf beliebigen Vektorraum-
en V mit Basis E wie oben gilt

EW = NEiy.iin )it,sin >

wobei A = w(ey,...,e,) € k. Dabei ist das alternierende Sym-
bol €, i, € {0,£1} analog zu definiert. Das folgt aus der Leibniz-
Formel da A™V* nach Proposition eindimensional ist.

7.25. BEMERKUNG. Wir stellen die Operationen aus Bemerkung[7.21]in der

obigen Basis E von V dar. Dazu seien S € TV und T € ’EfV mit

E‘S _ (Sil,...,ip

und gl = (til“”’i'C

jlv---’jq)i1,~~~7ip,j17~-~7jq jlv---vjf)i1,-~~7ik7j17~--,je )

Dann gilt

(1)
(2)

3)

(4)

E(S & T) = (5i17"'vip tip+1,-‘.,7,'p+k

J1se-5dq jq+17"'7jq+é)7;1r~~:7:p+k7j1a“~ajq+£’

S(PTT) = £ i
ag

]T—l(l)vmva—l(@ )

a
n .
E(EbT) _ <§ :tll,m, ? 7~~~,Zk1>
a - . - . )
Iy U nsdo—1 ) . . . .
i=1 """ 1 yensflo— 1,015 d0—1
b

BOAT) = (£ ittt g

JLyeJbseenJe4+1 Ulyeens Tl 1515005 J 041
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Die Begriindungen sind sich dhnlich. Daher erkldren wir exemplarisch. Es
gilt

n n n n
b b / ' L
EaT:{fa(Z“.ZZ”.Zeh@“.@eik@eﬁ®."®6M't;11""’zjlz>

i1=1 i=1j1=1  j,=1

n n n n
2 : 2 : b j i D1 yeeesl
— 6a(€il®...®eik®e]1®...®e~]£) t]lhdlz
11=1 ir=171=1 Je=1
n n n n
— E E ei1®“'®eia®”'®eik
i1=1 ir=171=1 Je=1
RN @@ @@ e (e,) Ak
K 9
n n n n -5
tasJp
— g g e’i1®“'®€ik,1
i1=1 tg—1=1j1=1 Je—1=1 n ,.Jl\
®631®...®63z71_§ tjl ; jkl.
Lyeees yeeesJl—1
i—1 ~—

b

Im letzten Schritt haben wir die Indizes i, mit ¢ > a in i.—1 und die Indizes jg4
mit d > b in jg_1 umbenannt. An die Stelle der notwendigerweise gleichen
Indizes 7, und jj ist der neue Index ¢ getreten.

Zu guter Letzt betrachten wir noch das Verhalten von Tensoren unter Ba-
siswechseln. Es seien E = (e1,...,e,) und F = (f1,..., f,) Basen von V. Es
sei A = pidr die Basiswechselmatrix wir in Bemerkung Wir schreiben
jetzt A = (a’}); ;, so dass

(72) fj = Zei . aij .
1=1

Ein Vektor v € V habe die Basisdarstellungen

n n

; 4

v:E ei.x:E iy
i=1 j=1

Dann folgt

n

n
v:ijy]:Zel(aijj), alSO xZ:Zaljy]
7=l irj

=1

durch Koeffizientenvergleich. Da 2’ = €‘(v) und 3/ = f7(v), schlieBen wir, dass
n
G- dl
j=1

Es bezeichne jetzt (a;%);; die Inverse von A, so dass

(7.3) fi= i:ei it
j=1
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Jetzt steht die Basiswechselmatrix A~! wieder rechts. Um A~! und A ausein-
anderzuhalten, schreiben wir mal den unteren, mal den oberen Index zuerst.

7.26. PROPOSITION. Es seien E = (e1,...,en) und F' = (f1,..., fn) Basen
von V, und es sei A = gidp = (a'j);; die Basiswechselmatriz und AL =
(a;i9);; ihre Inverse. Es sei T € TV mit Koeffizienten

T — ($1t o ‘ und T = (gP1r+Pk .
E (]17 7]2)11,...,lk,]1,...,jg F ( q1,---59¢ )pl,...,pk,ql,...,qg
Dann gilt
n
117 ik (2 U 7 i I Qe . oP1se-5Pk
TTS D DD DD DET) SYCHETCSITIC IR S

p1=1 pr=1q1=1 qe=1

Somit transformieren kovariante Koeffizienten mit der Basismatrix und kon-
travariante Koeffizienten mit ihrer Inversen. Fiir Physiker ist das das Haupt-
merkmal, um kovariante von kontravarianten Faktoren im Tensorprodukt aus-
einanderzuhalten. Wir kénnen umgekehrt g1 aus g7 erhalten, indem wir A
durch A~1 ersetzen. Die Koeffizienten a’',, - - - a'*,, -aj, 9'- - - a;j, % sind iibrigens
gerade die Koeffizienten des iterierten Kroneckerprodukts

AR AA ' - @ A™!

k Faktoren ¢ Faktoren

Bewers. Wir miissen nur (7.2) und (7.3) in die Darstellung von 7' zur
Basis F' analog zu (7.1]) einsetzen und Koeffizienten vergleichen. O

7.4. Die Dehn-Invariante

Der bekannte Gottinger Mathematiker David Hilbert hat am 8.8.1900 eine
Liste von 23 aus seiner Sicht wichtigen offenen Problemen beim Internationalen
Mathematiker-Kongress in Paris vorgestellt. In diesem Abschnitt betrachten
wir Hilberts drittes Problem. Hilberts Schiiler Max Dehn konnte es noch im
selben Jahr l6sen.

7.27. DEFINITION. Ein Halbraum in einem reellen Vektorraum V ist eine
Teilmenge der Form
H = {v eV ‘ a(v) < r}
dabei ist & € V*\ {0} und r € R. Wir nennen
E:{UGV‘OJ(’U):T’}
die Randhyperebene von H (Randebene, falls dim V' = 3).
Ein Polytop P in V ist ein endlicher Durchschnitt von Halbrdumen. Wir

nennen P beschrankt, wenn zu jedem o € V* \ {0} ein r € R existiert, so
dass a(x) < r fir alle x € P.

Sei P = HiN---NHy ein Polyeder, seien E, ..., En die Randhyperebenen
der Halbrdume Hy, ..., Hy, und sei I C {1,..., N} eine Teilmenge. Falls
F=Pn()\E

i€l
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nicht leer ist, heifit F; eine Seite von P Die Dimension von FT ist die maximale
Zahl k € N, so dass es Punkte xq, ..., xx € FT gibt, fir die die Vektoren x1 — g,
..., T — xo € V linear unabhéngig sind.

FEin beschrinktes Polytop kann sich also in keiner Richtung beliebig weit
ausdehnen. Die Dimension einer Seite ist gerade die Dimension des von ihr auf-
gespannten affinen Unterraums, siehe Definition Bei einem Polyeder im R3
nennt man die zweidimensionalen Seiten auch ,,Flichen®, die eindimensionalen
Seiten heiflen ,, Kanten*, und die null-dimensionalen Seiten heiflen ,,Ecken*. Die
obige Definition stimmt insoweit mit unser Anschauung iiberein. Auflerdem
gilt P = Fj, und somit hat auch P eine Dimension.

Man beachte, dass P nach Konstruktion immer konvex ist, das heifft, mit
zwel Punkten pg, p1 € P liegt auch die Strecke von pg nach p; ganz in P.
Ein zweidimensionales Polytop heifit (konvexes) Polygon, ein dreidimensionales
Polytop heiit (konvexer) Polyeder.

Wir kénnen ein Polytop zerschneiden. Dazu fixieren wir « € V* und r € R
und schreiben

P=PUP
mit PlzPﬂ{xEV‘a(x)Sr},
Po=Pn{zeV|a) >r}.
Die Schnitthyperebene ist die affine Hyperebene E = {x € V | a(z) = r}.
Falls P sowohl Punkte z mit a(x) < r als auch Punkte y mit a(y) < r
enthélt, dann sind P; und P» wieder Polytope der gleichen Dimension. Sei-
en umgekehrt P, und P, zwei Polytope der gleichen Dimension, die aus P

durch Schneiden an E entstanden sind, so sagen wir, dass wir P; und P, zu P
zusammensetzen koénnen.

Wir wollen Polyeder im (R3, (,)) mit dem Standardskalarprodukt betrach-
ten, so dass wir Langen, Winkel und Volumina messen kénnen. Wir wissen zwar
nicht genau, wie man Volumina im Allgemeinen misst, die Voriiberlegungen in
Abschnitt reichen hier aber vollig aus. Wir nehmen an, dass P C R3 ein
beschriankter Polyeder ist, also insbesondere dreidimensional. Wenn wir P an
einer Hyperebene E schneiden, so dass die beiden Stiicke P; und P, wieder
dreidimensional sind, dann sollte fiir jeden verniinftigen Volumenbegriff gelten,
dass

vol(P) = vol(Py) + vol(P,) .

Wir nennen zwei Polyeder P, Q € R?  kongruent“ (deckungsgleich), wenn es
eine Isometrie g gibt mit g(P) = Q. Dabei bedeutet Isometrie hier, dass es A €
O(3) und v € R3 gibt mit g(x) = Az + v fiir alle z € R3. In diesem Fall sollte
selbstversténdlich auch vol(P) = vol(Q) gelten.

7.28. FRAGE (Hilberts drittes Problem). Gegeben seien zwei beschrinkte
Polyeder P, Q € R3 von gleichem Volumen. Kann man P und Q entlang von
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Ebenen in gleich viele Stiicke
P=PU---UP und Q=0Q1U---UQg

zerschneiden, so dass P; zu Q; kongruent ist fir alle 1%

Dehns Antwort auf diese Frage lautet ,,Nein“. Ubrigens éndert sich die Ant-
wort nicht, wenn man erlaubt, die Polyeder zuerst durch deckungsgleiche Stiicke
zu vergroflern und dann erst zu zerschneiden. Im Falle konvexer Polygone lautet
die Antwort auf die entsprechende Frage iibrigens ,,Ja“. Je zwei Polygone mit
gleichem Flédcheninhalt lassen sich in deckungsgleiche Stiicke zerschneiden.

Dehn konstruiert eine Invariante, die sich beim Zerschneiden, Bewegen der
Stiicke und erneuten Zusammensetzen nicht dndert. Dann braucht er nur zwei
Polyeder mit gleichem Volumen anzugeben, fiir die diese Invariante verschiedene
Werte annimmt. Wir wollen diese Invariante jetzt beschreiben. Dazu betrachten
wir etwas genauer, was beim Zerschneiden P = P; U P, mit den Kanten von P,
P; und P, passiert.

Eine Kante eines Polyeders ist eindeutig festgelegt durch ihre beiden End-
punkte pg, p1 € P, oder durch die beiden Flachen Fy, Fi von P, die sich in
ihr schneiden. Nach Lemma kénnen wir die zugehorigen Halbrdume auch
darstellen als

H;, = {x€R3 ‘ (x,v4) Sr} ,

und wir kénnen Vektoren vy und v; € R? der Linge 1 wihlen. Dann heifit v;
auch der dulere Normaleneinheitsvektor an die Fléiche F;

7.29. DEFINITION. Es sei K eine Kante eines beschriankten Polyeders P C
R3. Es seien pg, p1 ihre Endpunkte, dann heiit /(K) = |[p1 — pol|| die Lénge
von K. Es seien Fj, F; die zwei Flachen von P, die sich in K schneiden, mit
duBeren Normalenvektoren v, v € R3. Dann ist der Diederwinkel der Kante K
definiert als

w(K) = L(Fy, F1) =7 — £L(vy,v1) = arccos(— (v, v1)) .

Dieder (Sprich ,,Di-Eder*) bedeutet ,, Zweiflach*, gemeint ist also der Winkel
zwischen den zwei Flachen Fy und Fj. Anschaulich gesprochen kénnen wir den
Diederwinkel messen, indem wir senkrecht zur Kante schneiden und den Winkel
zwischen den Flichen von P in der Schnittebene betrachten. In der Definition
haben wir ausgenutzt, dass cos(m — ) = — cos~ fiir alle Winkel ~.

7.30. BEMERKUNG. Wir ordnen jetzt jeder Kante K von P das
Paar (¢(K),w(K)) zu, und erhalten so eine ungeordnete Familie von Paaren
in R x (0,7). Wir analysieren, was beim Zerschneiden von P entlang einer
Ebene F mit dieser Familie passiert.

(1) Falls eine Kante ganz auf einer Seite der Ebene FE liegt, kommt eine
entsprechende Kante entweder in P; oder in P» vor:

(((K), w(K))  ~  ((K),w(K)) .



7.4. DIE DEHN-INVARIANTE 255

(2) Falls eine Kante von P die Ebene E in einem Punkt schneidet, er-
halten wir neue Kanten K; von P; und Ky von P, mit dem gleichen
Diederwinkel, und die Léngen addieren sich zur alten Lénge:

(L(K1) + (), w(K))  ~ (((EK1), w(K)) und (((K2), w(K)) .

(3) Falls eine Kante von P ganz in F liegt, erhalten wir zwei neue Kan-
ten K von P; und Ky von P; der gleichen Lénge, und die Diederwinkel
addieren sich:

(((K), w(Ky) + w(Ky))  ~ (U(K), w(Ky)) und ((K), w(K3)) -

(4) Nachdem wir alle Kanten von P untersucht haben, betrachten wir den
Schnitt von E mit einer Fliche F' von P. Aus dem Nichts entstehen
hier zwei Kanten K7 von P; und K5 von P, der gleichen Lénge, deren
Diederwinkel sich zu 7 addieren:

0 ~ (UK),w(K))und (((K),m™—w(K)).

Jetzt haben wir alle Kanten von P, P; und P erfasst.

Die Operationen ([2)) und erinnern uns an die Additivitdt des Tensorpro-

dukts in Bemerkung , wenn wir ,und“ als ,+“ lesen. Auch scheint
etwas mit Additivitéit zu tun haben, wenn wir den Winkel 7 mit 0 identifizieren.

Auf der anderen Seite scheint nichts der Multiplikativitit des Tensorpro-
duktes zu entsprechen. Nur Multiplikation mit ganzen Zahlen lésst sich hinein-
und wieder herausziehen, etwa gilt

(lw).2=lw)+ (l,w) =L+ Lw)=(20,w) .

Also interpretieren wir die Paare (¢, w) als Tensoren, und zwar in einem Tensor-
produkt iiber den ganzen Zahlen Z, nicht, wie man vielleicht erwarten wiirde,
iiber R.

7.31. DEFINITION. Es sei P C R? ein dreidimensionales beschrinktes Poly-
eder. Wir definieren die Dehn-Invariante D(P) € R ®z (R/7R) durch

D(P)= > UK)®[w(K)].
K Kante von P

Fiir eine endliche Familie von Polyedern addieren wir die Dehn-Invarianten der
einzelnen Polyeder zur Dehn-Invariante der Familie auf.

Tatséchlich sind wir gezwungen, nicht iiber R zu arbeiten, denn R/#Z ist
kein R-Vektorraum, sondern nur ein Z-Modul.

7.32. BEMERKUNG. Wenn alle Diederwinkel eines Polyeders P in 7Q liegen,
gilt D(P) = 0. Um das zu sehen, iiberlegen wir uns, dass

£®<§w) = (?)@(Sn) = (Clle) ® (prr) = <§€>®7r:0.

Dabei haben wir zunéchst einen Faktor ¢ € Z von links nach rechts, dann
einen Faktor p € Z von rechts nach links bewegt. Insgesamt verhilt sich das
Tensorprodukt iiber Z hier tatsichlich wie ein Tensorprodukt {iber  — auch
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wenn R/7Z gar kein Q-Vektorraum ist. In der Tat sind R ®g R/7Z und R ®q
R/7Q als Z-Moduln isomorph.

Ein Beispiel fiir die obige Uberlegung ist der Quader. All seine Diederwinkel
sind rechte Winkel, also Z. Somit gilt fiir Quader @, insbesondere fiir Wiirfel,

5
dass D(Q) = 0.
Umgekehrt kann man zeigen, dass ¢ @ w # 0 gilt, wenn w ¢ 7Q.

7.33. SATZ (Dehn). (1) Die Dehn-Invariante dndert sich nicht beim
Zerschneiden oder Zusammensetzen von Polyedern. Sie ist invariant
unter Buklidischen Isometrien.

(2) Es gibt Polyeder mit gleichem Volumen, aber unterschiedlichen Dehn-
Invarianten.

Ubrigens hat Dehn diesen Satz formuliert ohne das Konzept des Tensorpro-
duktes, das es damals noch nicht gab.

BEWEIS. Der Beweis von folgt aus Bemerkung und den Eigen-
schaften des Tensorproduktes, siche Bemerkung[7.2] Isometrieinvarianz gilt, da
Isometrien Liangen und Diederwinkel von Kanten erhalten.

Zu betrachten wir einen regulidren Tetraeder T mit Kantenlidnge 1. Sei h
die Hohe in einem der sechs gleichseitgen Dreiecke. Da der Schwerpunkt eines
gleichseitigen Dreiecks % von jeder Seite des Dreicks entfernt ist, finden wir
den Diederwinkel in einem Dreick mit Hypothenuse h und Ankathete % Somit
erhalten wir fiir die Diederwinkel den Wert arc cos %, und dieser ist irrational.
Insgesamt folgt

1
D(T)=6® [arccosg] #0eR®z7Z.

Auf der anderen Seite gibt es einen Wiirfel W mit dem gleichen Volumen
und D(W) = 0 nach obiger Bemerkung. O

7.34. BEMERKUNG. Wir wollen uns kurz veranschaulichen, wie ,,grof}* der
Raum R ®z R/7Z = R ®g R/7Q ist. Zundchst einmal haben R und R/7Q
iiber Q iiberabzéhlbare Dimension. Wegen Proposition [7.7] gilt das auch fiir ihr
Tensorprodukt.

Wir kénnen aber R ®g R/7Q auch als R-Vektorraum auffassen, mit r - ({ ®
w) = (rf) @ w fir alle r € R. In diesem Fall wihlen wir eine iiberabzéhlbare
Q-Basis (ei)ier von R so, dass m = e;, einer der Basisvektoren ist. Es sei Iy =
I\ {ip}, dann ist (1®e;)ey, eine nach wie vor iiberabzidhlbare R-Basis von R®z
R/7Z = R ®q R/7Q.

Somit konnen wir die Dehn-Invariante D auch als eine iiberabzihlbare Fa-
milie von R-wertigen Invarianten D; auffassen, so dass

D(P)=) Di(P)®e;i c Rz R/7Z .

i€lp
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Also ist das Volumen nur eine von sehr vielen R-wertigen Invarianten, die gleich
sein miissen, damit man ein Polyder in ein anderes durch Zerschneiden und
Zusammensetzen iiberfithren kann.

Allerdings sieht man auch, dass sich die Diederwinkel in (0, ) stetig &ndern,
wenn man ein Polyeder P; in Abhéngigkeit von einem Parameter ¢ deformiert.
In der obigen Darstellung wiren die einzelnen Invarianten D;(P;) jedoch nicht
stetig. Daher scheint es sinnvoller, die Dehn-Invariante als eine einzelne Invari-
ante mit Werten in dem mysteridsen Raum R ®z R/7Z zu betrachten.

Ohne Beweis vervollstéandigen wir das Bild.

7.35. SATZ (Sydler). Zwei dreidimensionale Poyeder im R3 lassen sich ge-
nau dann entlang von Ebenen in gleich viele Stiicke

P=PU---UP. und Q=QiU---UQy

zerschneiden, so dass P; zu Q; kongruent ist fir alle i, wenn vol(P) = vol(Q) €

R und D(P) = D(Q) e R® R/7Z.
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Lot, 227

Méchtigkeit,

Matrix, [70]
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adjungierte,
Basiswechsel-, [77], [78} [T19]
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Block-, 14

darstellende
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Diagonal-,
Dreh-,
Dreiecks-, 24 167
Einheits-, [73
Elementar-, [06] [I01]
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Hermitesche, [183
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invertierbare, [7]} [L0T} [I17]
Jordan-, [T67]
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positiv semidefinite,
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selbstadjungierte,
symmetrische,
transponierte, [56]
Wronski-,
Maximum, [T32]
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endliche,
Index-, [46]
Lésungs-, [04]
unendliche,
Metrik

affine, [271]
diskrete, 212]

Euklidische, [27]]
Hermitesche, [I77
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frei erzeugter, [50,
freier, @
Links-, [73]
Null-,
Quotienten-, [62
Rechts-, [{5
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komplexe,
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multiplikativ, 25]
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nilpotent, [755
Norm, [T8]]
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Euklidische,
Skalarprodukt,

Normalform, 93] [[02] 28] 20§
allgemeine, [T65]
Hermitesche Sequilinearform, 21§
Jordan-, [67} [T69HITY
lineare Abbildung, O3]
normale Endomorphismen, 209
singulére Werte, 205
zyklische, m

Nullitt,

Nullmodul,

Nullstelle,

Nullteiler, 2] [[32]

nullteilerfrei,

Ordnung, [77] 4]
Nullstelle,
Orientierung, 29
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orthogonal,

Paar, [j]
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Parallelotop, [29] [L03] [I90]
Peano-Axiome, [J]
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Primzahl,
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Dehn, Dreh-,
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verallgemeinerte, (163
Homomorphie-,
Hurwitz-Kriterium, [188
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Leibniz-Formel,
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Jordan-,
Picard-Lindelsff, [[71]
Primfaktorzerlegung, [I51]
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Spektral-
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selbstadjungierte Operatoren, [204]
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Basisergiinzungs-, [82] [85]
Sydler,
Sylvester-Kriterium, [188
Sylvesterscher Triigheits-,
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scherungsinvariant,
Schiefkorper,
Schraubung,
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senkrecht,
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Signatur, 218
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Sobolev-, [I80]
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grofiter gemeinsamer, [14]

teilerfremd, [I52]
Teilmenge, [5
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Tensor,
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Téagheitstensor,
Transposition, @
trigonalisierbar, [167]
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Umkehrabbildung, [§
undendlichdimensional,
unendlichdimensional, [34]
Ungleichung
Cauchy-Schwarz-,
Dreiecks-,
Untermodul,
komplementérer, [6]
Unterraum, [6]]
affiner,
invarianter, [T24] [T45] [T56HI65|
komplementérer, [67]
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Ursprung, 211]

Vektor
Null-,

Vektorraum, [{5]
antidualer,
dualer,
Euklidischer,
Quotienten-, [62
unitérer, [77
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quaternionisch-,
Unter-,
Vereinigung, [3
Verkettung, [
Verkniipfungen,

Verschiebung, [34] 216]
Vielfachheit
algebraische,
geometrische, [L63] [166]
Volumen,
Vorzeichen

Permutation, [10§

Wert
singulérer, 205H207]
Wertebereich, [¢
Winkel,
Dieder-,
wohldefiniert, [TH]

Zahlen
ganze, [7§
komplexe,
Polardarstellung,
natiirliche,
rationale,
reelle,
Zeilenstufenform, [97 [09HI02|
strenge, [97 101}, [102]
Zeilenumformung
elementare, 07} 0§
Zentrum, [T4]]

Zerlegung
Fitting, [156]
Jordan-Chevalley,
zyklisch,
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