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Einfiihrung

Bevor wir mit dem eigentlichen Stoff der Vorlesung beginnen, mochte ich Thnen ein paar Bei-
spiele geben, zum einen Aussagen, die sich in der Sprache der Topologie formulieren lassen, zum
anderen Aussagen aus anderen Gebieten der Mathematik, die sich aber topologisch beweisen lassen.
Nicht alle diese Beispiele werden in der Vorlesung tatséchlich auftreten, weil sie zum Teil etwas mehr
Hintergrundwissen brauchen — sei es topologisch, sei es aus einem anderen Gebiet der Mathematik
— als wir in dieser Vorlesung lernen kénnen.

0.1. BEISPIEL. Sei
B"={zeR"||z] <1}
die (offene) Einheitskreisscheibe, und sei
D'={zeR"||z|<1}
ihr Abschluss.

Der Brouwersche Fixpunktsatz besagt:

0.2. SATZ (Brouwer). Jede stetige Abbildung f: D™ — D™ der abgeschlossenen FEinheitskreis-
scheibe auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Das heif3t, es existiert zg € D™ mit

f(@o) =0 .
Hierbei bedeutet stetig das gleiche wie in der Analysis.
Vergleichen Sie diesen Satz mit dem Fixpunktsatz von Banach:

0.3. SAaTz (Banach). Sei X ein vollstindiger normierter Vektorraum, und sei F': X — X eine
Abbildung zu der ein A < 1 existiert, so dass

[F(z) = F(y)l < Al —y] (*)
fiir alle x, y € X. Dann hat F einen eindeutigen Fixpunkt.

Wir vergleichen die Sétze von Banach und Brouwer.

(1) Der Satz von Banach ist insofern allgemeiner, als das er fiir mehr Réume funktioniert, denn
der Satz von Brouwer gilt nur fiir gewisse Teilmengen des R"™. Er ist schérfer, denn er liefert
einen eindeutigen Fixpunkt. Aulerdem liefert der Beweis ein Verfahren zur approximativen
Bestimmung des Fixpunkts.

(2) Der Satz von Brouwer ist insofern allgemeiner, als er mehr Abbildungen zuldsst. Wir
konnten nédmlich den Satz von Brouwer auch fiir Abbildungen F: R™ — R"™ formulie-
ren, so dass F(D™) C D". Aus dem Banachschen Satz folgt ja unter anderem, dass der
Einheitskreis um den Fixpunkt in sich abgebildet wird. Auf der anderen Seite kann eine
Abbildung den Einheitskreis in sich abbilden, ohne dass sie die Lipschitz-Bedingung (*)
erfiillt. Der Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes sagt uns allerdings nicht, wie wir den
Fixpunkt auffinden kénnen.



Die Sétze sind also verschieden. Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein ,, metrischer* Satz, wihrend
der Brouwersche Fixpunktsatz ein ,,topologischer* Satz ist.

0.4. BEISPIEL. Unter der n-dimensionale Einheitssphére verstehen wir die Menge
§"={zeR™ ||z =1} .
Fin Einheitsvektorfeld auf der S™ ist eine stetige Abbildung V: S™ — R", so dass
[V(z))]=1 und V(z) L.
0.5. SATZ (vom Igel). Sein gerade, dann existiert kein stetiges Finheitsvektorfeld auf S™.

Mit anderen Worten: ein gerade-dimensionaler Igel ohne Glatzpunkt ldsst sich nicht kdmmen
(Igel lassen sich sowieso nicht kimmen — sie stellen ihre Stacheln auf, wenn man’s versucht).
Auf der anderen Seite existiert solch ein Vektorfeld immer, wenn n ungerade ist. In diesem Fall

identifizieren wir R"*1 22 C™2 und setzen einfach V (z) = iz.

0.6. BEISPIEL. Das folgende Beispiel ist mit dem zweiten verwandt, auch wenn man das nicht auf
den ersten Blick erkennen kann. Sei A eine Algebra iiber R, d.h., A ist ein reeller Vektorraum, und
es existiert eine R-bilineare Multiplikationsabbildung %: A x A — A. Diese muss weder assoziativ
noch kommutativ sein.

Wir nennen A eine Divisionsalgebra, wenn zu jedem a € A\ 0 ein a’ € A existiert, so dass

a *(axb)=(bxa)xa =b
fiir alle b € A gilt.

0.7. SATZ (Kervaire, Milnor). Die einzigen endlich-dimensionalen Divisionsalgebren tiber R
sind R, C, H (die Quaternionen) und Ca (die Oktaven).

Diesen Satz werden wir in der Vorlesung sicherlich nicht beweisen. Genau wie beim Fundamen-
talsatz der Algebra handelt es sich hier um einen rein algebraischen Satz, der sich aber nur mit
analytischen / topologischen Methoden beweisen lisst. Die Liste der algebraischen Resultate, die
mit topologischen Methoden bewiesen werden, wird immer langer.



KAPITEL 1

Kapitel 1 — Grundbegriffe

Wir lernen in diesem Kapitel den Begriff des topologischen Raumes und der stetigen Abbildun-
gen kennen. Auflerdem definieren wir noch zahlreiche Eigenschaften von topologischen Rdumen und
Abbildungen, und beweisen ein paar kleine Sitze, die wir in spédteren Kapiteln benttigen werden.
Einiges sollte aus Analysis bekannt sein — zumindest im metrischen Fall.

1.1. Metrische Riume

Wir erinnern uns kurz an die Definition von metrischen Rdumen und stetigen Abbildungen im
Sinne der Analysis. Wenn wir von einer Definition ,,im Sinne der Analysis“ sprechen, meinen wir
damit eine Definition, die mit , fiir alle £ > 0 existiert ... “ beginnt.

1.1. DEFINITION. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer Ab-
bildung d: X x X — [0, o0], die
(1) positiv ist, das heift, d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(2) symmetrisch ist, das heiit, d(z,y) = d(y,z), und
(3) die Dreiecksungleichung d(x,y) + d(y, z) > d(z, z) erfiillt,
jeweils fiir alle x, y, z € X.

1.2. BEISPIEL. Es folgen einige einfache Beispiele von Metriken.
(1) Z, Q, R und C, jeweils mit d(z,y) = |y — z|.
(2) Jeder normierte Vektorraum (V| - ||) ist metrisch mit d(z,y) = ||y — z||.
(3) Jede Menge M trégt eine Metrik

0 falls x =y, und
d pr—
(z,9) {1 sonst.

(4) Jede Teilmenge Y eines metrischen Raumes (X, d) ist wieder ein metrischer Raum mit der
induzierten Metrik d|y = d|y xy-

Weitere Beispiele folgen in den Ubungen [1.102| und [1.104l

Sei (X, d) ein metrischer Raum, € > 0 und = € X. Der e-Ball um x ist die Menge
B.(z)={2 € X |d(x,2") <e}.
1.3. DEFINITION. Seien (X,d), (Y,d') metrische Rdume. Eine Abbildung F: (X,d) — (Y,d')
heifit stetig am Punkt x € X, falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
F(Bs(x)) C Bo(F(x)) .
F heifit stetig, wenn F' an allen Punkten x € X stetig ist.

Das ist genau die Definition, die Sie aus Analysis kennen. Wir erinnern uns an eine weitere
Definition. Im folgenden bezeichne PX die Potenzmenge von X. Da wir es in der Topologie hiufig
mit Mengen von Mengen — wie der Potenzmenge — zu tun haben, verwenden wir fiir solche
Mengen kalligraphische Buchstaben, um sie zum Beispiel von Punktmengen zu unterscheiden.
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1.4. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X heift offen in X, wenn
zu jedem z € U ein € > 0 existiert, so dass B.(z) C U. Die Gesamtheit aller offenen Mengen Oy C
PX heifit die metrische Topologie. Sei x € X, dann heifit eine beliebige Teilmenge V' C X eine
Umgebung von x, wenn es eine offene Menge U gibt mit z € U C V.

1.5. BEMERKUNG. Die Offenheit einer Menge U héngt ab vom umgebenden Raum X und der
gewihlten Metrik d. So ist etwa die Menge [—m, 7] N Q offen in Q, aber nicht in R.

1.6. BEMERKUNG. Zu Definition [L.4] A4quivalent ist die folgende Charakterisierung offener und
abgeschlossener Mengen in metrischen Rdumen. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abge-
schlossen, wenn fiir jede Folge (a;); in A, die in (X,d) im Sinne der Analysis konvergiert, der
Grenzwert lim;_,~ a; in A liegt. Eine Teilmenge U C X ist offen, wenn X \ U abgeschlossen ist.

Zur Erinnerung: zwei Normen || - || und || - || auf einem Vektorraum V heiBen dquivalent, wenn
es Konstanten 0 < ¢, C < oo gibt, so dass

c|lvll < [loll" < C o]l

fir alle v. Sei V= R"™ endlich dimensional, dann sind alle Normen &quivalent. Auf unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen gibt es hingegen viele paarweise indquivalente Normen, und entspre-
chend viele verschiedene Topologien.

1.7. BEMERKUNG. Zwei Normen auf einem R- oder C-Vektorraum induzieren genau dann die
gleiche Topologie, wenn sie dquivalent sind.

BEGRUNDUNG. Seien |- || und || - ||" dquivalent. Aus

1 1
d@,y) =lly—zll < = lly—2|"= - d'(x,y)

folgt Bl (x) C B(x), wobei B/ (z) einen Ball beziiglich d’ bezeichne. Somit enthilt jeder metrische
Ball beziiglich d’ einen metrischen Ball beziiglich d’. Die umgekehrte Behauptung zeigt man genauso.
Hieraus folgt die Gleichheit der Topologien.

Wir nehmen jetzt an, dass || - || und || - ||’ die gleiche Topologie induzieren. Bélle B,(x) C V sind
offen, denn fiir jeden Punkt y € B, (z) folgt B,_j,—y(y) C B.(x) aus der Dreiecksungleichung.
Insbesondere ist B1(0) C V offen. Da |||’ die gleiche Topologie induziert, existiert r > 0, so dass
der || -||-Ball B.(0) vom Radius r um 0 in Bj(0) enthalten ist. Aus ||z|" < r folgt also ||z| < 1,
und mit ¢ = % erhalten wir daraus

¢ [loll < [lolf
fiir alle v € V. Die andere Ungleichung folgt entsprechend. ([l

Wir wollen jetzt zeigen, wie man Stetigkeit auch definieren kann, wenn man nicht die Metrik
kennt, sondern nur ihre offenen Mengen.

1.8. SATz. Seien (X,d) und (Y,d') metrische Riume. Eine Abbildung F: (X,d) — (Y,d') ist
genau dann stetig, wenn die Urbilder aller offenen Teilmengen von Y in X wiederum offen sind.

Zusammen mit Bemerkung folgt, dass die Stetigkeit einer Abbildung F': (V,d) — (W, d’)
zwischen zwei normierten Vektorriumen nur von den Aquivalenzklassen der Normen d und d’
abhingt. Dieses Faktum ist aus Analysis bekannt.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass F stetig ist im Sinne von Definition Sei V C Y offen, und
sei z € F~1(V) C X beliebig. Da V offen ist, existiert ein ¢ > 0, so dass B.(F(z)) C V. Aufgrund
der Stetigkeit von F existiert ein 6 > 0, so dass F(Bs(z)) C B:(F(z)) C V gilt, insbesondere
folgt Bs(z) C F~1(V). Da z beliebig war, ist also F~(V) offen in X.

4



Wir nehmen jetzt an, dass Urbilder offener Mengen offen sind. Seien jetzt x € X und ¢ > 0
beliebig vorgegeben. Da der Ball B.(F(z)) in Y offen ist, ist auch U = F~!(B.(F(z))) offen in X,
und natiirlich liegt = in U. Also existiert ein § > 0, so dass Bs(x) C U gilt. Es folgt F(Bs(z)) C
B.(F(z)). Da x und ¢ beliebig waren, ist F' also stetig im Sinne von Definition O

1.2. Topologische Riume

Wir erinnern uns an die Defition topologischer Raume und stetiger Abbildungen aus der Ana-
lysis.

1.9. BEMERKUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Oy die von d definierte Topologie
auf X.

(1) Die leere Menge ) und X selbst sind nach Definition offen, gehoren also zu O.

(2) seien Uy, ..., Uy offen, und sei z € Uy N---NUy. Da die U; offen sind, existieren &; > 0, so
dass B, (x) C U;. Sei € = min(ey,...,ex), dann ist € > 0, und es gilt B:(x) C Uy N---NU.
Da x beliebig war, ist Uy N --- N Uy also wieder offen.

(3) Sei U C Oy eine beliebig grosse Ansammlung offener Mengen. Sei

velJu=J U,
ved
dann existiert also ein U € U, so dass z € U. Da U offen ist, existiert € > 0, so dass B:(z) C

U C JU. Da z beliebig war, ist (JU also wieder offen.

Wir benutzen diese drei Beobachtungen iiber O4, um den allgemeinen Begriff einer Topologie
zu definieren.

1.10. DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge O der Potenz-
menge PX mit folgenden Eigenschaften.

(1) Die leere Menge () und X selbst liegen in O.
(2) Seien Uy, ..., Uy € O, dann liegt auch Uy N---N U, € O.
(3) Sei U C O, dann liegt auch JU in O.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, Q) aus einer Menge X und einer Topologie O auf X.

1.11. BEISPIEL. Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann definiert 04 nach Bemerkung eine
Topologie auf X. Umgekehrt heifit eine Topologie O auf X metrisierbar, wenn es eine Metrik d
auf X gibt, so dass O = Q4. Die meisten topologischen Rédume, denen wir spéiter begegnen, wer-
den metrisierbar sein. Dennoch gibt es interessante und wichtige topologische Raume, die nicht
metrisierbar sind.

1.12. BEISPIEL. Sei X eine beliebige Menge. Wir definieren zwei “triviale“ Topologien auf X.
(1) Sei Os = PX, dann ist jede Teilmenge von X offen beziiglich Q5. Wir nennen Oj die
diskrete Topologie auf X. Die diskrete Topologie wird von der Metrik aus Beispiel
induziert.
(2) Das andere Extrem ist Ox = {0, X} C PX. Diese Topologie heiit Klumpentopologie
(indiskrete Topologie). Diese Topologie ist nur metrisierbar, wenn X hochstens einen Punkt
enthélt, wie wir spéter sehen werden.

Die Topologie ist die Menge aller offenen Teilmengen. Wir definieren entsprechend die Begriffe
,Umgebung“ und ,,abgeschlossene Menge* wie gehabt.

1.13. DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U C X heifit offen
beziiglich O, falls U € O. Sei x € X und V C X mit x € V, dann heifit V' eine Umgebung von x
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beziiglich O, falls es eine offene Menge U € O gibt, so dass x € U C V gilt. Sei A C X, dann
heifit A abgeschlossen beziiglich O, falls das Komplement X \ A offen ist.

1.14. DEFINITION. Sei (X, Q) topologischer Raum, und sei ¥ C X eine beliebige Teilmenge.
Das Innere Y von Y ist die grofite offene Teilmenge von X, die ganz in Y enthalten ist. Der
Abschluss Y von Y ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthilt. Der Rand
von Y ist die Menge Y =Y \ Y.

1.15. BEMERKUNG. Sei (X, Q) topologischer Raum, und sei Y C X eine beliebige Teilmenge.

Es gilt
Y = U U und Y = ﬂ A.
Ueo X\A€O
Uucy ADY

Die erste Menge ist offen nach Definition (@3). Fiir die zweite zeigt man analog, dass das
Komplement abgeschlossen ist. Ausserdem ist

X\YV=X\Y, (X\YV)°=X\Y, ud 9X\Y)=9Y .

1.16. BEISPIEL. Das Innere und der Abschluss einer Menge hingen vom umgebenden Raum
und seiner Topologie ab. Sei V = [—m, 7] N Q, dann gilt

inQ: V=V, V=V, oV =0,
und in R : V=0, V=[-mn], oV = [—m, 7] .

Falls es klar ist, von welcher Topologie O auf X wir reden, lassen wir den Zusatz ,,beziiglich O
in der Regel weg. Wir haben in Satz[1.8|ein ,,topologisches* Kriterium fiir die Stetigkeit von Abbil-
dungen zwischen metrischen Rdumen kennengelernt. Wir erheben dieses Kriterium zur Definition.

1.17. DEFINITION. Eine Abbildung F': (X,Ox) — (Y,Oy) zwischen topologischen R&umen
heiflt stetig genau dann, wenn Urbilder offener Mengen offen sind, wenn also F~1(U) € Ox fiir
alle U € Oy. Es bezeichne C(X,Y) die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y.

Wenn eine stetige Abbildung F: (X, Ox) — (Y, Oy) bijektiv ist und F~1: (Y,0y) — (X,Ox)
ebenfalls stetig ist, heifit ' ein Homdomorphismus.

1.18. BEISPIEL. (1) Nach Satz sind Abbildungen zwischen metrischen Rdumen genau
dann im topologischen Sinne stetig, wenn sie im metrischen Sinne stetig sind.
(2) Seien (X,Ox), (Y,Oy) topologische Rédume, und sei yo ein Punkt in Y. Die konstante
Abbildung F: (X,0x) — (Y,0Oy) mit F(x) = yo fiir alle x € X ist immer stetig, denn
fiir jede offene Menge U C Y gilt

FUU) = e Ox fallsyg ¢ U, und
X eOx fallsyoeU

1.19. BEMERKUNG. Seien (X, Ox), (Y,Oy), (Z,0z) topologische Rdume.

(1) Die Identitédt idx: (X,0x) — (X,0x) auf X mit idx(z) = z fir alle z € X ist immer

stetig, denn fiir alle U € Ox gilt
idy'(U)=U € Ox .

(2) Seien F': (X,0x) — (Y,0y) und G: (Y,0Oy) — (Z,0%) stetige Abbildungen, dann ist
auch GoF: (X,0x) — (Z,0yz) stetig. Sei namlich U C Z offen in Z, dann ist G~1(U) offen
in Y, und somit ist ! (G~1(U)) offen in X. Da also (GoF)™(U) = F~}(G~}(U)) € Ox
fir alle U € Oy, ist G o F stetig.
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0 1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt 4. Schritt

ABBILDUNG 1. Eine flachenfiillende Kurve

Mit einer Klasse bezeichnen wir eine beliebige Ansammlung von Mengen. Manche Klassen sind
Mengen, alle anderen nennt man echte Klassen. Ein Beispiel fiir eine echte Klasse ist die Klasse
aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Da Elemente von Klassen selbst blol Mengen und
keine echten Klassen sind, erhalten wir hier kein Paradoxon.

1.20. DEFINITION. Eine Kategorie C besteht aus

(1) einer Klasse von Objekten obj(C),

(2) zu je zwei Objekten X, Y € obj(C) einer Menge home(X,Y) von Morphismen,

(3) je einem ausgezeichneten Morphismus idx € home¢ (X, X) fiir jedes Objekt X € obj(C),
und

(4) zu je drei Objekten X, Y, Z € obj(C) einer Verkettung

o: home(Y, Z) x home(X,Y) — home (X, Z) mit (f,g) =~ gof,

so dass die folgenden zwei Axiome gelten.
Identitit. Seien X, Y € obj(C) und f € hom¢(X,Y), dann gilt

f=foidxy=idyo f.
Assoziativitit. Seien X, Y, Z, W € obj(C) und f € hom¢(X,Y), g € home (Y, Z), h € home(Z, W),
dann gilt
ho(gof)=(hog)of.
1.21. BEISpIEL. Es folgen einige typische Beispiele von Kategorien.

(1) Die Kategorie Set hat als Objekte alle Mengen, und als Morphismen alle Abbildungen
zwischen Mengen.

(2) Die Kategorie Grp hat als Objekte alle Gruppen, und als Morphismen alle Gruppenhomo-
morphismen.

(3) Sei k ein Koérper, dann hat die Kategorie Vecy als Objekte alle k-Vektorrdume, und als
Morphismen alle k-linearen Abbildungen.

(4) Die Kategorie Top hat als Objekte alle topologischen Rdume, und als Morphismen alle
stetigen Abbildungen, siche Bemerkung

In jedem dieser Beispiele ist die Identitdt die Identitdt der zugrundeliegenden Menge, und die
Komposition die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Schliellich wollen wir an ein pathologisches Beispiel erinnnern, das uns zeigt, dass stetige Ab-
bildungen mitunter unerwartete Eigenschaften an den Tag legen.

1.22. BEISPIEL. Es gibt stetige, surjektive Abbildungen vom Einheitsintervall I = [0,1] in
die Menge I x I C R2. Zum Beispiel kann man zwei Kopien der Kochschen Schneeflockenkurve
aneinandersetzten, sieche Abbildung |1} Die entstehende Kurve ~ ist stetig, sogar %—Héldersch. In
jedem Schritt ;41 wird jede Strecke der Kurve «; durch vier Strecken der halben Lénge ersetzt.
Man iiberzeugt sich, dass die Folge (7;); gleichméfig konvergiert. Den Bildpunkt +(¢) kann man
durch Intervallschachtelung bestimmen.



Wir kénnen auch verschiedene Topologien auf ein und demselben Raum vergleichen.

1.23. DEFINITION. Seien O und O’ zwei Topologien auf einer Menge X. Dann ist O’ feiner
als O und O gréber als @', wenn O C O'.

1.24. BEMERKUNG. Eine Topologie O’ auf X ist nach Definition m genau dann feiner als O,
wenn die Identitit idx: (X,0) — (X, O) stetig ist. Mit Bemerkung folgt: Sei die Abbil-
dung F: (X,0x) — (Y, Oy) stetig, sei O feiner als oder gleich Ox, und sei O} grober als oder
gleich Oy, dann ist auch F': (X, 0%) — (Y, 0% ) stetig.

1.25. BEISPIEL. Sei X = R", sei Oy die metrische Topologie zur Standardmetrik, und sei Oy
die Topologie zur franzosischen Eisenbahnmetrik. Dann ist die diskrete Topologie O5 = P(R"™) aus
Beispiel feiner als Oy, die Topologie Oy ist feiner als O4, und Oy ist wiederum feiner als
die Klumpentopologie O = {0, R} aus Beispiel @.

1.3. Trennungseigenschaften

Wir untersuchen die Frage, ob es in einem topologischen Raum genug offene Mengen gibt, so
dass man vorgegebene Punkte oder Teilmengen voneinander ,,trennen“ kann.

Wir beantworten diese Frage zunéchst fiir metrische Rdume. Sei dazu I = ([0, 1], Oy) das reelle
Einheitsintervall, wie iiblich versehen mit der metrischen Topologie.

1.26. SATZ. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt beziiglich Oy:

(1) einpunktige Teilmengen von X sind abgeschlossen;

(2) seien Ag, Ay C X abgeschlossen und disjunkt, dann existieren disjunkte offene Mengen Uy,
Ui € O mit Ag C Uy und Ay C Ui;

(3) seien Ay, A1 C X abgeschlossen und disjunkt, dann gibt es eine stetige Funktion f: X — I
mit Ag = f~H{0} und Ay = f~1{1}.

BEWEIS. Zu (1). Zu zeigen ist die Offenheit von X \ {x} fiir ein beliebiges x € X. Sei dazu x #
y € X, dann folgt
Bd(ac,y) (y) cX \ {ZL‘} :
Also ist X \ {z} offen nach
(3) — (2). Wihle f wie in (3). Da f stetig ist, sind die Mengen Uy = f~1([0,3)) und U; =
f‘l((%, 1]) disjunkt und offen in Xﬂo, %) und (%, 1} disjunkt und offen in I sind.
Punkt (3) lassen wir als Ubung O O

1.27. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, O) hat die Trennungseigenschaft oder erfiillt
das Trennungsaziom

(TO) wenn es zu je zwei Punkten = # y in X eine offene Menge U € O gibt mit z € U, y ¢ U
oder x ¢ U,y e U,

(T1) wenn alle einpunktigen Mengen {z} fiir € X abgeschlossen sind,

(T2) oder ist ein Hausdorff-Raum, wenn es zu je zwei Punkten = # y in X disjunkte offene
Mengen U, V € O mit x € U und y € V gibt,

(T3) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und jedem Punkt x € X \ A disjunkte
offene Mengen U, V € O mit A C U und x € V gibt,

(T3a) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und jedem Punkt x € X \ A eine

stetige Funktion f: (X,0) — I mit f(A) C {0} und f(z) =1 gibt,

(T4) wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X disjunkte offene
Mengen U, V € O mit A C U und B C V gibt.
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ABBILDUNG 2. Ein nicht Hausdorffscher Raum

Ein topologischer Raum heif}t regulir, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3) erfiillt, vollstindig
regulir, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3a) erfiillt, und normal, wenn er die Eigenschaf-
ten (T1) und (T4) erfiillt.

Die fiir uns zunéchst wichtigste Trennungseigenschaft ist ,,hausdorffsch“. Bemerkung und
Beispiel sollen das verdeutlichen.

1.28. BEMERKUNG. Sei (X, O) ein topologischer Raum.

(1) Wenn (X, Q) hausdorffsch ist, dann hat jede Folge in X hochstens einen Grenzwert. Das
heifit, zu jeder Folge (z;); gibt es hochstens einen Punkt x € X, so dass fiir jede Umge-
bung U von z fast alle Folgenglieder x; in U liegen. Denn wére y € X \ {z} ein weiterer
Grenzwert, so konnte man x und y durch disjunkte offene Umgebungen U und V trennen,
und fast alle Folgenglieder miissten in U NV = () liegen.

(2) Wenn sich zwei Punkte z, y € X nicht durch disjunkte offene Umgebungen trennen lassen,
gilt f(z) = f(y) fiir jede stetige Funktion f: X — R. Denn wére f(z) # f(y), so konnte
man f(z) und f(y) in R durch disjunkte offene Intervalle I, J C R trennen. Aber dann
trennten f~1(I) und f~1(J) bereits x und y.

1.29. BEISPIEL. Betrachte den Raum X = (—1,0) U {04+,0_} U (0,1) mit der folgenden Topo-
logie O. Eine Teilmenge U C X sei offen, wenn zu jedem Punkt z € U \ {04,0_} ein g, > 0
mit (z — eg,x + &) C U \ {04,0_} existiert, und falls 0_ € U oder 04 € U, ein gg > 0
mit (—eg,0) U (0,e9) C U existiert, siche Abbildung |2 Man iiberzeugt sich leicht, dass (X, Q) die
Trennungseigenschaften (T0) und (T1) erfiillt. Die Hausdorfl-Eigenschaft (T2) ist jedoch verletzt,
da der Schnitt je zweier Umgebungen von 04 und 0_ eine kleine Menge der Form (—¢,0) U (0,¢)
mit € > 0 enthélt. Als Beispiel fiir eine Folge mit zwei Grenzwerten betrachten wir

1 1

nh—>ngon+220+ und nh—>nolon+2:o_

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Topologie ist das Lemma von Urysohn, wonach jeder (T4)-Raum
,viele stetige Funktionen® tragt.

1.30. LEMMA (Urysohn). Sei (X, O) ein (T4)-Raum. Dann existiert zu je zwei abgeschlossenen,
disjunkten Teilmengen A, B C X eine stetige Funktion f: X — I mit fla =0 und f|lp = 1.

BEWEIS. Sei
D = { a2k

a,keN,OSang}

die Menge der dyadischen Zahlen im Einheitsintervall /. Wir wollen induktiv zu allen d € D eine
offene Menge U, konstruieren, so dass A C Uy C Uy C X\ Bfiiralled,d € Dmitd < d'. Firt e I
definieren wir dann offene Mengen

= U U,

deDn[o,4]

und wiederum gilt U; C Uy fiir alle t, t' € I mit ¢t < ¢/, da zwischen ¢ und ' noch beliebig viele
dyadische Zahlen liegen.



Mit U; = 0 fiir t < 0 und U; = X fiir t > 1 definieren wir
flz)=inf{teR|zecU}el01].

Aus A C Uy Cc Uy C X\ B folgt sofort f|l4 =0 und f|p = 1. Um Stetigkeit zu zeigen, betrachten
wir fiir ¢ € I und x € X mit f(z) = ¢ sowie ¢ > 0 das Intervall (t —e,t+¢)NI. Sei0 < § < ¢, dann
folgt
z € Upss \Ut_g C fﬁl(t —e,t+ 5) s

also ist f stetig.

Nun zur Konstruktion der Familie (Ug)aep- Zu (T4) dquivalent ist die folgende Aussage: sei A C
Y C X, A abgeschlossen und Y offen, dann existiert eine offene Menge U, so dass ACU CU CY.

Wir wéhlen also zunéchst Uy € O mit A C Uy C Uy € X \ B, und U; € O mit Uy C Uy C
U; C X \ B. Seien jetzt alle Uy mit Nenner 2% bestimmt, dann wihlen wir Uia41)2-+-1 induktiv
so, dass

Uasfk C U(2a+1) 2—k—1 C U(2a+1) 2—k—1 C U(a+1) 2k D

1.31. BEMERKUNG. Urysohn’s Lemma ist nicht ganz so stark wie Satz (3), denn dort
galt sogar f~1(0) = A und f~!(1) = B. Wenn nimlich f~1(0) = A gilt, dann kénnen wir die
abgeschlossene Menge A als Durchschnitt abzéhlbar vieler offener Mengen schreiben, etwa

~ 1
A= “Ho,—).
s [0, n)
n=1
Und das muss in allgemeinen (T4)-Réumen nicht gelten.

1.32. BEMERKUNG. Aus Satz [[.26] und den obigen Definitionen ergeben sich die folgenden
Implikationen.

metrisierbar = normal — vollstar.l.dlg — regulir — hausdorffsch = (T1) =(T0)
reguldr (T2)
(T4) (T3a) = (T3)

Aus metrisierbar folgt normal wegen Satz [[.26] Die drei vertikalen Pfeile beruhen direkt auf den
Definitionen. Aus (T3a) folgt (T3) wie (2) aus (3)) in Satz genauso folgt regulér aus vollstandig
reguldr. Um aus regulér hausdorffsch zu folgern, ersetzen wir die abgeschlossene Menge in (T3)
durch einen Punkt, der nach (T1) abgeschlossen ist. Aus normal folgt vollsténdig regulér mit (T1)
und Urysohns Lemma Aus hausdorffsch folgt (T1) wie im Beweis von (D), und (T1)-
Raume sind offensich

tlich (TO).
In den Ubungen |1.111H1.113| wird deutlich, dass in der Tat die Eigenschaften (T3), (T3a)

und (T4) ohne (T1) wenig Aussagekraft besitzen.

1.4. Basen und Abzihlbarkeitseigenschaften

Um eine Topologie O zu definieren, ist es hiufig unbequem, alle offenen Mengen anzugeben.
Stattdessen sucht man mdoglichst kleine Teilmengen U von O, so dass O selbst die grobste Topologie
ist, fiir die alle Mengen in U offen sind. So wird man auf die Begriffe ,Basis* und , Subbassis*
gefiithrt. Fiir spitere Uberlegungen ist es oft hilfreich zu wissen, dass manche topologischen Riume
eine , kleine* — sprich abzéhlbare — Basis besitzen.
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1.33. DEFINITION. Sei (X,O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O heifit Basis
von O, wenn

O:{UL{‘UCB}:{UUi

i€l

I Menge, U; € U fiir alle ¢ € I} .

Eine Teilmenge & C O heifit Subbasis von O, wenn die Menge
{Ulﬂ“'ﬂUk ‘ keN, Uy, ...,UkES}
eine Basis von O bildet.

Mit anderen Worten: B ist eine Basis, wenn sich jede offene Menge als (beliebige) Vereinigung
von Elementen aus B schreiben lisst. S ist eine Subbasis, wenn sich jede offene Menge als (beliebige)
Vereinigung von Durchschnitten je endlich vieler Elemente aus & schreiben lédsst. Insbesondere ist
jede Basis auch eine Subbasis.

1.34. BEISPIEL. Es folgen Basen und Subbasen fiir einige uns wohlbekannte Topologien.

(1) Sei X eine Menge. Die einpunktigen Teilmengen von X bilden eine Basis der diskreten
Topologie Oy auf X. Die Menge {X } bildet eine Basis der Klumpentopologie Ok, und die
leere Menge bildet eine Subbasis, denn (0 = X € PX.

(2) Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann bildet die Menge B aller metrischen Bélle mit ra-
tionalem Radius eine Basis der metrischen Topologie O4. Sei ndmlich U € O,;. Nach
Definition existiert zu jedem x € U ein Radius 0 < r; € Q so dass By, (z) C U. Also
gilt

U=|]J B, uwd {B,(x)|zcU}CB.
zelU
Dariiberhinaus ist eine Teilmenge V' C X genau dann eine Umgebung von z € X, wenn
sie einen der abzéhlbar vielen offene Bille B, (x) mit 0 < r € Q enthilt.

(3) Sei X = R™ mit der Standard-Topologie versehen. Dann bildet die Menge aller metrischen
Bélle mit rationalem Radius um Mittelpunkte mit rationalen Koordinaten bereits eine
Basis der metrischen Topologie. Diese Basis ist abzéhlbar, wihrend O selbst {iberabzéhlbar
ist.

Die letzten beiden Beispiele sollen als Motivation fiir die folgende Definition dienen.

1.35. DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Dann hat (X, Q) die Abzihlbarkeits-
eigenschaft oder erfiillt das Abzdhlbarkeitsaziom

(A1) wenn jeder Punkt z € X eine abzidhlbare Menge U, C PX von Umgebungen besitzt, so
dass V C X genau dann eine Umgebung von x ist, wenn es ein U € U, mit U C V gibt,
und

(A2) wenn O eine abzéhlbare Basis besitzt.

Eine Teilmenge U, C O wie in (A1) heifit auch Umgebungsbasis. Aus (A2) folgt (Al), denn
sei B eine abzéhlbare Basis von X und x € X, dann ist
U, ={UeB|zeU}

eine abzdhlbare Umgebungsbasis von z. Das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom ldsst sich benutzen, um
topologische Argumente induktiv iiber kleine Mengen zu fithren. Das erste Abzihlbarkeitsaxiom
wird h#iufig benotigt, um topologische Begriffe iiber Folgen zu erkléren, so wie im folgenden Satz.

1.36. SAaTz. Sei (X, Q) ein topologischer Raum mit der Abzihlbarkeitseigenschaft (A1). Dann
ist eine Menge A C X genau dann abgeschlossen, wenn sie folgenabgeschlossen ist, das heifst, wenn
jede Folge (a;)ien in A, die in X konvergiert, ihre Grenzwerte in A annimmt.
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Beachte, dass der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig sein muss, wenn der Raum nicht Haus-
dorff (T2) ist.

BEWEIS. Sei A abgeschlossen, und sei (a;);ey € X eine Folge mit Grenzwert x € X \ A. Wir
wollen zeigen, dass dann nicht alle a; in A liegen kénnen. Da X \ A eine offene Umgebung von a
ist, existiert ein iy > 0, so dass a; ¢ A fiir alle i > ij.

Sei umgekehrt A nicht abgeschlossen, das heifit, es gibt einen Punkt 2 ¢ A, so dass jede Um-
gebung V von z die Menge A schneidet. Da (A1) gilt, kénnen wir eine abzéhlbare Umgebungsba-
sis (V;)sen von x wéhlen. Da endliche Durchschnitte offener Mengen offen sind, sind endliche Durch-
schnitte von Umgebungen von x wiederum Umgebungen von x, und wir setzen U; = Vi N ---N V.
Dann ist (U;);en eine Umgebungsbasis mit der Eigenschaft, dass U; C U, fiir alle j > i. Sei (a;)ien
eine Folge mit a; € ANU;. Eine Teilmenge V' C X ist Umgebung von = genau dann, wenn es ein i
gibt mit U; C V fiir alle i > ig. Es folgt a; € V fiir alle i > 3. Daraus folgt, dass = ein Grenzwert
unserer Folge a; ist. O

1.37. BEMERKUNG. Fiir allgemeine metrisierbare Rédume gilt nur (A1), siche Beispiel .
Es gilt aber der erste Metrisationssatz von Urysohn: Wenn (X,O) die zweite Abzdhlbarkeits-
eigenschaft (A2) hat, dann ist (X, O) genau dann metrisierbar, wenn (X, O) regulér ist, also (T1)
und (T3) erfiillt. Man beachte, dass (X, O) nach Satz dann sogar normal ist.

Die allgemeinen Metrisationssitze von Bing und Nagata-Smirnov geben ein genaues topologi-
sches Aquivalent zur Metrisierbarkeit, sind aber leider nicht ganz so einfach zu formulieren.

Wir kénnen eine Subbasis oder Basis aber auch dazu verwenden, eine Topologie zu definieren.

1.38. SATZ. Sei X eine Menge, und seien B, S C PX beliebig.
(1) Wenn fiir je endlich viele By, ..., By, € B mit k > 0 eine Untermenge U C B existiert, so
dass BiN---N By = JU, dann existiert eine eindeutige Topologie Op auf X mit Basis B.
Wir nennen Og die durch die Basis B definierte Topologie.
(2) Es existiert eine eindeutige Topologie Os auf X mit Subbasis S. Sei Ox eine beliebige
Topologie auf X mitS C Ox, dann gilt Os C Ox. Wir nennen Og die durch die Subbasis S
definierte Topologie.

Insbesondere ist Og die kleinste oder grobste Topologie auf X, beziiglich der alle Mengen der
Subbasis & offen sind.

BewEIs. Zu (). Die Menge O = {JU | U C B} enthélt § = (J0 und erfiillt Axiom
in Definition Nach Voraussetzung gilt X = (0 C O, somit ist auch Axiom erfiillt. Um
Axiom zu zeigen, seien Uy, ..., U C B, dann folgt

(Um)m---m(Uuk): U Upne---NU;.

U els, ..., Ug€Uy

Nach Voraussetzung gilt U; N --- N Uy € O fiir alle Terme auf der rechten Seite, und da Axiom (3)
gilt, auch fiir deren Vereinigung. Also ist O eine Topologie.

Man sieht leicht, dass jede Topologie ', die B enthilt, alle offenen Mengen aus O enthalten
muss, also folgt O C O'. Wire umgekehrt U € O’ \ O, dann liesse U sich nicht als Vereinigung
von Elementen aus O schreiben, B wire dann also keine Basis von O'. Also ist O = O die einzige
Topologie mit Basis B.

Zu setze

B={Uin---NU, | k>0,Uy,..., U, €S},
dann erfiillt B die Voraussetzung von und definiert eine Topologie Op mit Subbasis S. Wie
unter ldsst sich zeigen, dass das die einzige Topologie auf X mit Subbasis § ist; in der Tat
enthilt jede Topologie Ox mit S C Ox bereits Og. O
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1.5. Konstruktionen topologischer Riume

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus bekannten topologischen Rdumen neue topologi-
sche Rdume gewinnen kann.

Sei (X;)ier eine Familie von Mengen, dann bezeichne [[, X; die disjunkte Vereinigung dieser
Mengen, und ¢;: X; — [[; X; sei die Inklusion der Menge X; in die disjunkte Vereinigung. Da die
Mengen X; nicht immer paarweise disjunkt sind, miissen wir die disjunkte Vereinigung beliebiger
Mengen erst konstruieren, zum Beispiel wie folgt:

HXZ = U{Z} xX; C Ix UXl und LZ(CL‘Z) = (’L,l‘z) .
icl iel iel
1.39. DEFINITION. Sei (X, O;);er eine Familie topologischer Raume. Die topologische Summe
der X; ist definiert als

H X“O (H Xz,0u> mit O, = {

Wenn wir X; mit der Teilmenge ¢;(X;) C [[, X; identifizieren, dann ist U C [ [, X; genau dann
offen, wenn U N X fiir alle 7 € I in X; offen ist.
Wir iiberpriifen, dass Oy eine Topologie ist. Dazu nutzen wir elementare Eigenschaften der
Urbild-Abbildung L;l aus, namlich
G0 =0e0;,  HX)=X;€0;,

)

SN U AU = U) NN G Uy € 0 und L;1<UZ/{> = ') eo;s
veu

_1(U) € O, fiir alleiel} )

fir Uy, ..., U, € Ound U C O.

1.40. SaTz. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Rdume.

(1) Die Topologie Oy ist die feinste Topologie auf der disjunkten Vereinigung [[, X, fir die
alle Abbildungen v;: X; — [, X; stetig sind.

(2) Die Topologie O ist die einzige Topologie O auf [[, X;, so dass eine beliebige Abbildung F
von ([, Xi, O) in einen beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) genau dann stetig ist, wenn
alle Abbildungen F o v;: (X;,0;) — (Z,0z) stetig sind.

(3) Der Raum (1], X;,0u) zusammen mit den Abbildungen (v;: X; — 1], Xi)z'el ist ein Ko-
produkt der Riume (X;, O;)icr in der Kategorie Top, das heifit, zu jedem Objekt (Z,Oz)
und jeder Familie von Morphismen (Fy: (X;, 0;) = (Z, OZ))ieI existiert genau ein Mor-
phismus F: [], X; = Z, so dass F; = F o ; fir allei e 1.

1.41. BEMERKUNG. Die charakteristische Eigenschaft der topologischen Summe wird durch
das linke kommutative Diagramm veranschaulicht.

(X5, 00— (2,0y) (X0, —1 (2,04)
[ / l (1.42)
- F
(I1, X, 0) (Y, Oy)

Ein Raum (Y, Oy) mit stetigen Abbildungen ¢;: X; — Y ist genau dann ein Koprodukt im Sinne
von Satz [1.40] (3), wenn zu jedem Raum (Z, Oz) mit stetigen Abbildungen F;: X; — Z genau eine
stetige Abbildung F' wie im rechten Diagramm existiert.
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Wie bei vielen universellen Konstruktionen folgt, dass das Koprodukt bis auf eindeutige Iso-
morphie eindeutig bestimmt ist durch (3). Wenn also ein anderer Raum (Y, Oy) mit Abbildun-
gen (n;: X; — Y); die Koprodukteigenschaft erfiillt, dann gibt es genau einen Hom&omorphis-
mus G: [[, X; = Y mit n; = G oy, fiir alle 4. Dazu betrachten wir die folgenden vier Diagramme.

(Xi,0;) —— (Y, 0y) (X, 0) —— (I X 0)
Lz[ /’/ﬂ mi /’/
. a T H
(11, Xi, 0) (Y, Oy)
(X’Lv o ) (H Xi, O) (Xla O ) (K OY)
Jj id //’7 l id -7
L i -
-7 Hoq " GoH
(11, Xi, 0) (Y,Oy)

Die ersten beiden Diagramme zeigen die Existenz eindeutiger Abbildungen G und H, die letzten
zwei Diagramme zeigen, dass H = G~ ', so dass G in der Tat ein Homéomorphismus ist. Da dieser
Homo6omorphismus stets eindeutig ist, kann man mit seiner Hilfe je zwei verschiedene Modelle fiir
das Koprodukt miteinander identifizieren.

BEWEIS des Satzes Zu sei O eine beliebige Topologie auf [[; X;. Es sind genau dann
alle Inklusionsabbildungen ¢;: X; — [, X; stetig, wenn

L) e o, fiir alle U € O und alle i €

gilt, wenn also O C Oy.
Zu seien (Z,0z) und F: (][, Xi,0u) — (Z,0z) wie im Satz vorgegeben. Wenn F stetig
ist, sind alle Abbildungen F' o ¢; stetig, da ¢; nach stetig ist.
Seien jetzt alle Abbildungen F o ¢; stetig, und sei U C Z offen, dann ist
Li_l(F_l(U)) = (Fo Li)fl(U) €0,

offen in Xj; fiir alle ¢ € I. Nach Definition gilt F~1(U) € Oy, also ist F stetig.

Zur Eindeutigkeit sei O eine weitere Topologie auf [ [, X; mit der in (2) geforderten Eigenschaft.
Fiir alle topologischen Réume (Z, Oz) ist also jede Abbildung F': [[, X; — Z genau dann stetig,
wenn Foy; fiir alle i € I stetig ist. Wir wihlen Z = [ [, X; mit verschiedenen Topologien und F' = id

und schlieflen wie folgt. Da
id: ([[x:.0) - ([[x:0)
stetig ist, sind alle
ti =1ido¢;: (X;,O0;) (HX,,O)
stetig, und nach ist O grober als O. Da nach alle
idou: (Xi,0;) (HXZ, (’)U>
stetig sind, ist auch

id: (]_[ X;,0) (]_[ X, (’)U>

stetig. Also ist O ist nach Bemerkung-femer als Op. Insgesamt folgt also O = O, wie behauptet.
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Zu seien f;: X; — Z stetig. Die einzige Abbildung f: [[, X; = Z mit f o = f; fiir alle ¢
wird gegeben durch
fli i) = fi(wi)

und f ist stetig nach . O
Als néchstes wollen wir Unterrdume topologischer Rdume betrachten.

1.43. DEFINITION. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, und sei Y C X. Die Unterraumtopologie
(auch Relativ-, Spur- oder induzierte Topologie) Oy ist definiert durch

Oy ={YNU|U€eOx}.
Man iiberlegt sich, dass Oy eine Topologie ist, denn
D=YnNOe Oy, Y=YNXeOy,

YnUu)N---nYNU,)=YNUN---NUp) €Oy  und Uonu)y=yn{Ju
veud
firalle Uy, ..., U, € Ox und U C Ox.
Auch die Unterraumtopologie wird durch eine Eigenschaft charakterisiert.

1.44. Satz. Sei (X,Ox) ein topologischer Raum und sei Y C X wversehen mit der Unterraum-
topologie Oy . Dann gilt:
(1) Oy ist die grébste Topologie auf' Y, fir die die Inklusion v:Y — X stetig ist.
(2) Oy ist die einzige Topologie, fiir die eine Abbildung F' von einem beliebigen topologischen
Raum (Z,0z) nach Y genau dann stetig ist, wenn die Abbildung 1o F: Z — X stetig ist.

BewEIS. Da (.~ }(U) =UNY gilt, folgt bereits aus der Definition von Oy.
u sei zunéchst (Z,Oz) ein beliebiger topologischer Raum, und sei F': Z — Y eine Abbil-
dung. Fiir eine offene Menge V =U NY € Oy gilt
FWV)=F1(NU) = (o F)'(U),

also ist F' genau dann stetig beziiglich Oy, wenn ¢ o F stetig ist beziiglich Ox.

Um zu zeigen, dass Oy die einzige Topologie mit dieser Eigenschaft ist, wihlen wir eine beliebige
Topologie O auf Y, die die in geforderte Figenschaft besitzt. Wir machen weiter wie im Beweis
von Satz Da id: (Y,0) — (Y,0) stetig ist, ist auch ¢ = toid: (Y,0) — (X,Ox) stetig,
und nach ist O feiner als Oy. Umgekehrt ist ¢ = toid: (Y,0y) — (X, Ox) stetig, also ist
auch id: (Y, Oy) — (Y, O) stetig, und O ist grober als Oy nach Bemerkung Also stimmen O
und Oy tiberein. O

1.45. DEFINITION. Seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Raume. Eine Einbettung von X
nach Y ist eine injektive Abbildung F': X < Y, so dass die induzierte Abbildung von (X,Ox)
nach F'(X) C Y mit der Unterraumtopologie ein Homéomorphismus ist.

Wir betrachten jetzt die Produkttopologie. Dazu bezeichnen wir mit
HXi ={ (@i)ier | mi € X; }
i

das kartesische Produkt einer Familie (X;);c; von topologischen Riumen {iiber einer beliebigen
Indexmenge I, und mit m;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente.

1.46. DEFINITION. Sei (Xj;, O;);er eine Familie topologischer Réume. Das topologische Produkt
der X; ist definiert als
H XZaO (HX’MOH) )
Z
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wobei On erzeugt wird von der Subbasis

Sh = U{ﬂ'i_l(Ui) ‘ U, € Oi} .
el
Da wir Opn iiber mit Hilfe einer Subbasis erklart haben, wissen wir aus Satz dass On eine
Topologie ist. Ein endlicher Durchschnitt von Mengen aus S hat die Gestalt

HUZ- = ﬂﬂ';l(UZ’) mit U; € O; fiir alle 1 € I und U; = X; fiir fast alle¢ € I .

iel iel
Mit anderen Worten: eine Teilmenge U C [, X; ist genau dann offen, wenn jeder Punkt z eine
Umgebung der obigen Form hat. Auch hier haben wir wieder eine universelle Eigenschaft.

1.47. Satz. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Rdaume.

(1) Die Topologie Or ist die grobste Topologie auf [ [, X;, fir die alle Abbildungen m;: [, Xi —
X, stetig sind.

(2) Die Topologie Or ist die einzige Topologie O auf dem kartesischen Produkt [[; X;, so dass
eine Abbildung G von einem beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) in das Produkt ][, X;
genau dann stetig ist, wenn die Abbildungen m; o G fiir alle i € I stetig sind.

(3) Der Raum ([, Xi,0n) zusammen mit den Abbildungen (m;: [[, Xi — Xi)ier ist ein
Produkt in der Kategorie Top, das heifit, zu jedem topologischen Raum (Z,0z) und
jeder Familie stetiger Abbildungen (G;: Z — X;)ieq existiert genau eine stetige Abbil-
dung G: Z =Y, so dass G; = m; 0 G fiir alle i € I.

1.48. BEMERKUNG. Die charakterisierende Eigenschaft (2) des Produkts wird durch das linke
Diagramm veranschaulicht.

(1, Xi, 0) (Y, Oy)
P S (1.49)
(Z,07z) . (X, 05) (Z, OZ)/ o (Xi,04)

Ein Raum (Y, Oy) mit stetigen Abbildungen 7;: ¥ — X; ist genau dann ein Produkt im Sinne
von Satz , wenn fiir alle (Z, Oz) mit stetigen Abbildungen G;: Z — X; genau eine stetige
Abbildung G wie im rechten Diagramm existiert.

Das Produkt ist ebenfalls bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt. Da sich die
beiden Diagramme in (1.42)) und (1.49) jeweils nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden, sagt
man, die beiden Konstruktionen in den Definitionen und seien zueinander dual. Daher
rithrt die Wahl der Bezeichnungen und der Symbole , [ [“ und ,,[]*.

Man beachte, dass (geeignet formulierte) universelle Eigenschaften wie in Satz oder
Satz zwar die Eindeutigkeit der beschriebenen Objekte (bis auf eindeutige Isomorphis-
men) garantieren kénnen, aber nicht die Existenz. Man muss also fiir jede Kategorie (wie Set, Top
oder Vecy) erst beweisen, dass sie Produkte und Koprodukte enthélt.

BEWEIS von Satz [[L47l Die Subbasis S enthélt genau die Urbilder der offenen Teilmengen
von X; unter den Abbildungen ;. Also sind alle 7; beziiglich einer Topologie O auf [[;.; X; genau
dann stetig, wenn O C O, und es folgt Behauptung .

Zu sei G stetig. Dann sind auch die Abbildungen 7; o G stetig nach .

Seien umgekehrt alle Abbildungen ; o G stetig. Da die Abbildung G~': P(I], X;) — PZ mit
Vereinigungen und Durchschnitten vertauscht, folgt Stetigkeit von G bereits, wenn G=1(U) € Oy
nur fiir alle U € Sq gilt. Aber

G_l (7T'_1(UZ')) = (71’2' o G)_lUi € OZ

7
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wegen Stetigkeit der Abbildungen 7; o G.

Der Beweis der Eindeutigkeit ist vollig analog zu den Beweisen der Satze und .
Behauptung folgt wie in Satz aus der entsprechenden Eigenschaft des kartesischen
Produkts und ([2)). O

1.50. BEMERKUNG. Eine andere natiirliche Topologie auf [[, X; ist die Boz-Topologie Op mit

Basis
Bo = { [Tv:
el
Wenn die Indexmenge I unendlich ist und unendlich viele X; nicht die Klumpentopologie tragen,
ist Og echt feiner als On. Diese Topologie hat leider nicht so schéne Eigenschaften wie On, obwohl

sie auf den ersten Blick einfacher aussieht.

Uie(’)iﬁiralleieI}.

Wir sagen, dass eine topologische Eigenschaft F (wie etwa eine Trennungs- oder Abzihlbarkeits-
eigenschaft) unter einer Konstruktion (wie etwa dem Produkt, der disjunkten Vereinigung oder der
Unterraumkonstruktion) vererbt wird, wenn immer dann, wenn alle zugrundeliegenden Topologien
die Eigenschaft E haben, auch die neu konstruierte Topologie diese Eigenschaft hat.

1.51. SATZ. (1) Die Trennungseigenschaften (T0) — (T4) und (T3a) und die Abzihlbar-
keitseigenschaft (A1) werden unter der disjunkten Vereinigung vererbt, die Eigenschaft
(A2) wird vererbt, wenn die Indexmenge hichstens abzihlbar ist.

(2) Es werden (T0) — (T3), (T3a), (A1) und (A2) unter Unterraumbildung vererbt.
(3) Es werden (T0) — (T3), (T3a) unter Produkten vererbt. Die Abzdihlbarkeitseigenschaften
(A1) und (A2) werden vererbt, wenn die Indexmenge hichstens abzihlbar ist.

BEWEIS. Zu kann man die in den Trennungsaxiomen (T0) — (T4) gesuchten offenen Men-
gen U und V' C JJ,.; X; konstruieren, in dem man fiir alle i € I offene Teilmengen iU,
17 H(V) € X; angibt. Analog konstruiert man die in (T3a) gesuchte Funktion, indem man stetige
Funktionen auf jedem X; definiert und diese mit der universellen Eigenschaft aus Satz
auf [[;c; X zusammensetzt.

Sei x = vj(x;) € 1j(X;) C [1;e; Xi, und sei i C P(X;) eine abzihlbare Umgebungsbasis von x;
in X, dann ist ¢;(U) C P(]];c; Xi) eine abzdhlbare Umgebungsbasis von z in der disjunkten
Vereinigung, also wird (A1) vererbt. Wenn I abzdhlbar ist und B; C O; eine abz#éhlbare Basis
von O; fiir alle ¢ € I, dann ist

U Ui (Bl) C Ou
i€l
eine abzéhlbare Basis der disjunkten Vereinigung.

Zu betrachten wir nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome lassen sich analog
beweisen. Sei also A C Y abgeschlossen in der Unterraumtopologie auf Y C X. Dann lésst sich Y\ A
zu einer offenen Teilmenge von X fortsetzen, deren Komplement B in X abgeschlossen ist mit A =
YNB.SeiyeY\AC X\ B. Wir nehmen an, dass (T3) in X gilt und finden disjunkte offene
Mengen U, V C X mit y € U, B C V. Dann sind Y NU und Y NV in Y offen und disjunkt und
trennen y und A. Zu (T3a) betrachte A, B und y wie oben. Wenn es eine Funktion f: X — [0, 1]
mit B C f~1(0) und f(y) = 1 gibt, dann ist f|, stetig nach Satz und trennt y und A in Y.

Sei U, abzahlbare Umgebungsbasis von z € Y C X in X, dann ist

{YNU|Uely} CPY)
eine abzéhlbare Umgebungsbasis von z in Y. Genauso iibertrigt sich (A2) von X auf den Unter-
raum Y.

Zu (3) betrachten wir wieder nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome funktionieren
analog. Ein Raum (Y, O,) erfiillt (T3) genau dann, wenn es zu jeder Umgebung U von y € Y eine
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abgeschlossene Umgebung A mit y € A C U gibt. Denn wenn (T3) gilt und U Umgebung von y
ist, dann ist auch das Innere U Umgebung von y. Wir trennen B =Y\ U von y durch disjunkte
offene Mengen V, W C X. Dann ist Y \ V' abgeschlossene Umgebung, day € W C Y \ V, und es
gilt Y\ V C U=Y \ B C U. Die Umkehrung gilt analog.

Sei also ¢ = (z;)ier € HZ-GI X; und sei U Umgebung von z. Nach Definition und der
Konstruktion im Beweis von Satz existieren U;, € O;,,...,U;, € O;, mit

zem (Uy)N---nm (Uy) CU (*)
Nach unserer obigen Uberlegung existieren abgeschlossene Umgebungen A;; C Ui von x5, und

_I(Al‘j) n--- ﬂﬂ'i_kl(Aik) cU

1
ist eine abgeschlossene Umgebung von z in [[;.; X;. Also gilt (T3).

Zu (T3a) sei x € [[;c; X; wie oben und B C [[;; X; abgeschlossen. Setze U = [[,; Xi \ B.
Dann existieren U;,, ..., U; wie in (*). Also gibt es Funktionen

ik
fz'j : Xz'j — [0, 1] mit fij ’Xij\Uij: 0 und fij (.%'z]) =1.
Dann sind die f;; o 7;; nach Satz stetig, und
f=min(fi, omi,..., fi, 07y HXi — [0, 1]

i€l

T,

ist als Minimum endlich vieler stetiger Funktionen wieder stetig mit f(z) = 1 und
BC X\ (m ' (Uy)n---nm H(Us)) € f7H0)

Sei schliefillich I hochstens abzihlbar und B; eine abzihlbare Basis von ;. Dann erhalten wir

eine abzahlbare Subbasis
S=|Jr'B;

iel
von On, denn jedes Element 7, 1(U ) von Sn lisst sich als Vereinigung von Elementen aus S schrei-
ben. Dann ist aber auch die Basis

B = {Ulﬂ“'ﬂUk | k € Ny und Ul,...,UkES}
von On abzéhlbar. Also wird (A2) und analog auch (A1) unter abzidhlbaren Produkten vererbt. [

Normalitidt wird unter Produkten und Unterrdumen nicht vererbt, also auch nicht (T4). Die
Gegenbeispiele konnen keine metrischen Réume sein, da sich Metriken auf Unterrdume und endliche
Produkte iibertragen lassen (Ubungen , womit diese nach Satz wieder normal sind.
Dann diirfen unsere Rdume auch (A2) nicht erfiillen, da sie sonst nach Bemerkung metrisierbar
wéren. Wir besprechen diese Gegenbeispiele daher nicht hier, sondern verweisen auf [Q].

1.6. Kompaktheit

Wir erinnern uns, dass abgeschlossene Intervalle I C R viele schone Eigenschaften haben: stetige
Funktionen f: I — R besitzen auf I ein Maximum und ein Minimum, und jede Folge (x;); in I
hat mindestens einen Haufungspunkt. Der Grund dafiir ist der Satz von Heine-Borel, nach dem
abgeschlossene Intervalle kompakt sind.

Wir lernen drei mégliche Definitionen von Kompaktheitheit kennen. Eine offene Uberdeckung
eines topologischen Raumes (X, Q) ist eine Teilmenge & C O mit JU = X. Ein Punkt z € X
ist Hiufungspunkt einer Folge (x;);cn, wenn fiir alle n € N in jeder Umgebung von z ein z; liegt
mit ¢ > n. Insbesondere sind Grenzwerte von Teilfolgen immer H&aufungspunkte.

1.52. DEFINITION. Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Dann heifit X
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(1) quasikompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung U eine endliche Teiliiberdeckung gibt,
das heifit, eine Menge Uy C U mit JUy = X,

(2) kompakt, wenn er Hausdorffsch und quasikompakt ist,

(3) abzihlbar kompakt, wenn X Hausdorffsch ist und es zu jeder abzihlbaren offenen Uber-
deckung (U;);en eine endliche Teiliiberdeckung gibt, das heifit, X = Uf\i o U; fiirein N € N,
und

(4) folgenkompakt, wenn X Hausdorffsch ist und jede Folge x; € X eine konvergente Teilfolge
besitzt.

In der Literatur wird teilweise die Hausdorff-Eigenschaft in f nicht verlangt. Wir halten
uns hier an [Q].
1.53. BEMERKUNG. Es folgen einige wohlbekannte Eigenschaften kompakter Mengen.
(1) Abgeschlossene Unterrdume eines (abzidhlbar / folgen-) kompakten Raumes sind wieder

(abzdhlbar / folgen-) kompakt. Denn sei etwa X kompakt, A C X abgeschlossen und V
eine offene Uberdeckung von A, dann existiert i C Ox mit

V={UnA|UeclU}.

Dann ist aber /U{ X \ A} offene Uberdeckung von X, und eine endliche Teiliiberdeckung ¢4’
liefert uns auch eine endliche Teiliiberdeckung von A, nidmlich

{UnAlUecU}.
(2) Es sei (X,Ox) (abzéhlbar / folgen-) kompakt, (Y, Oy) ein Hausdorff-Raum und F: X —

Y stetig, dann ist das Bild im ' C Y, versehen mit der Unterraumtopologie, wieder

(abzihlbar / folgen-) kompakt (Ubung .

(3) Sei (X,0) (abzdhlbar / folgen-) kompakt, und sei f: X — R stetig, dann ist f beschriankt
und nimmt sein Maximum an. Dazu kombinieren wir mit den Sétzen und
unten.

(4) Jeder kompakte Raum ist normal (Ubung .

(5) Sei (X,Ox) ein Hausdorff-Raum, und sei Y C (X, Ox) kompakt in der Unterraumtopo-
logie, dann ist Y C X abgeschlossen.

1.54. SATZ. Sei (X, Q) ein Hausdorff-Raum.

(1) Wenn X kompakt oder folgenkompakt ist, ist X auch abzihlbar kompakt.

(2) Esist X genau dann abzihlbar kompakt, wenn jede Folge in X einen Héaufungspunkt besitzt.
(3) Wenn X abzdhlbar kompakt ist und (A1) erfillt, ist X folgenkompakt.

(4) Wenn X abzdhlbar kompakt ist und (A2) erfillt, dann ist X kompakt.

Die Punkte (2) und zeigen wieder einmal, dass man mit Folgen vorsichtig umgehen muss,
wenn das erste Abzdhlbarkeitsaxiom verletzt ist. Wir fassen den obigen Satz in einem Diagramm
zusammen.

(A2) (A1)
kompakt <= abzdhlbar kompakt —= folgenkompakt
N P
Wir betrachten im Folgenden vor allem kompakte Réume. In der Analysis ist hingegen der Begriff

der Folgenkompaktheit wichtiger.

BeEwEIS VON SATz [L54] In (1) ist nur zu zeigen, dass jeder folgenkompakte Raum auch abzihl-
bar kompakt ist, die andere Aussage ist klar. Sei also (U;);cn eine abzéhlbare offene Uberdeckung.
Wir nehmen an, dass es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Wir diirfen auflerdem annehmen, dass

i—1
Ui ¢ |JU;

j=0
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fiir alle ¢ € N gilt, andernfalls lassen wir U; weg und gehen zu einer kleineren Teiliiberdeckung iiber.
Wir wéhlen also eine Folge (z;);en mit
i—1
x; € U; \ U U j -
§=0
Sei x € X ein Haufungspunkt (z.B. der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge), dann gilt x € Uj,
fiir ein 79 € N, also liegen unendlich viele Folgenglieder in U;,, im Widerspruch zur Konstruktion.

Zu zeigen wir, dass jede Folge (x;);cn in einem abzidhlbar kompakten Raum X einen Héu-
fungspunkt besitzt, die Riickrichtung folgt wie in (I). Sei A, = {z; | i > n} # 0, dann ist (), oy An
die Menge aller Haufungspunkte. Wenn wir annehmen, dass (z;);en keinen Haufungspunkt besitzt,
sei U, = X \ A, dann ist (U, )nen eine abzihlbare offene Uberdeckung von X mit U, C U, fiir
alle m, n € N mit m < n. Es folgt, dass X = |J;_, U; = U, fiir ein n € N, im Widerspruch
zu A, # 0.

Zu (3]) wihle nach (2) einen Haufungspunkt = der Folge (z;);en. Wenn (A1) erfiillt ist, existiert
eine abzéhlbare Umgebungsbasis (V;);en von z, und wie im Beweis von Satz diirfen wir anneh-
men, dass V; C V; fiir alle 4, j € N mit ¢ < j. Um eine Teilfolge mit Grenzwert z zu konstruieren,
setzen wir igp = 1 und wéhlen induktiv 7; > i;_1 fiir j > 1 so, dass zi; € Vj. Aus V; C V; fiir
alle i < j folgt =, € Vj fiir alle k > j, also konvergiert (z;,);jen gegen .

Fiir nehmen wir an, dass & C O eine beliebige offene Uberdeckung ist, und dass (V;);en
eine abzéhlbare Basis von O ist. Wenn wir eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von U konstruieren
konnen, folgt die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung aus der Annahme, dass X abzéhlbar
kompakt ist. Wir wihlen jetzt zu jedem i € N eine Menge U; € U U {0}, so dass V; C Uj, falls eine
Menge U € U mit V; C U existiert, und U; = @) sonst. Da U eine Uberdeckung von X war, muss
dann auch (U;);en eine Uberdeckung sein, denn jeder Punkt o € X ist in einem U € U enthalten,
und es existiert also ein ¢ mit « C V; C U. Elimination aller Indizes ¢ mit U; = @ liefert eine
hochstens abzéahlbare Teilitberdeckung von X, nach Voraussetzung existiert also auch eine endliche
Teiliiberdeckung. O

Es folgen einige weitere Sétze aus Analysis 11, die wir nicht noch einmal beweisen wollen.

1.55. SaTz. Fiir einen metrischen Raum sind die Begriffe kompakt, abzdihlbar kompakt und
folgenkompakt dquivalent.

1.56. SATZ (Heine-Borel). Fine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrdinkt ist.

1.57. SATZ (Lebesgue). Sei K C R™ kompakt und sei U eine offene Uberdeckung von K. Dann
existiert € > 0, so dass fiir alle x € K ein U € U mit B:(x) N K C U existiert.

Den folgenden Satz wollen wir ebenfalls nicht beweisen.

1.58. SATZ (Tychonoff). Sei (X;, O;)ier eine Familie topologischer Riume, dann ist der Pro-
duktraum [[;c;(Xi, O;) genau dann kompakt, wenn alle Riume (X;, O;) kompakt sind.

Man beachte, dass die Box-Topologie aus Bemerkung diese Figenschaft offensichtlich nicht
besitzt.
Schliefflich fithren wir noch den Begriff der lokalen Kompaktheit ein.

1.59. DEFINITION. Ein topologischer Raum heif3t lokalkompakt, wenn er Hausdorffsch ist und
jeder Punkt in X eine kompakte Umgebung besitzt.

1.60. BEISPIEL. Die Rdume R und R"™ sind lokalkompakt, Q@ und Q™ jedoch nicht.
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Wir benutzen Kompaktheit, um eine interessante und wichtige Topologie auf der Menge C'(X,Y)
aller stetigen Abbildungen von X nach Y einzufiihren.

1.61. DEFINITION. Seien (X,Ox), (Y,Oy) topologische Raume, dann ist die kompakt-offene
Topologie Oy, auf C(X,Y') definiert als die Topologie zur Subbasis

Sko = {Skv | K C X kompakt und U C Y offen}
mit Sxy = {F € C(X,Y) | K Cc F7}(U)}.

Wenn der Definitionsbereich lokalkompakt ist, gibt es genug kompakte Mengen, um eine inter-
essante Topologie zu erhalten. Seien X, Y, Z Mengen, dann gibt es eine Bijektion

Abb(X x Y, Z) = Abb(X, Abb(Y, Z)) , Fr— f=(z— F(z, ) € Abb(Y, Z)) .
Die Abbildungen f und F' heiflen zueinander adjungiert.
1.62. SATz (Exponentialgesetz). Es seien (X,0x), (Y,Oy) und (Z,Oz) topologische Riume,
f: X = C(Y,Z) eine beliebige Abbildung, und F': X XY — Z dazu adjungiert.
(1) Wenn F stetig ist, ist f: (X,0x) = (C(Y, Z), Oxo) ebenfalls stetig, wir erhalten also eine
injektive Abbildung
a: C(X xY,2) - C(X,C(Y, 2)) .

(2) Die Abbildung « ist stetig.

(3) Sei (Y,Oy) lokalkompakt. Dann ist « eine Bijektion.

(4) Es sei (X,Ox) Hausdorff und (Y, Oy) lokalkompakt. Dann ist o ein Homéomorphismus.

(5) Sei (X, Ox) lokalkompakt. Die kompakt-offene Topologie ist auf C(X,Y) die grébste Topo-
logie, fir die die Auswertungsabbildung

ev: X xC(X,Y)—=Y mit ev(z,g) = g(x)
stetig ist.

Wenn wir VX anstelle von (C(X,Y), Oy,) schreiben, lieBt sich (@) als ZX*Y = (ZY)X daher der
Name ,, Exponentialgesetz“. Die Eigenschaft ist eine Moglichkeit, die kompakt-offene Topologie
zu charaktierisieren.

Die zahlreichen verschiedenen Bedingungen in f sind hésslich. Geht man aber zur Un-
terkategorie der kompakt erzeugten schwachen Hausdorff-Riume {iber, so existiert eine Topologie
auf C(X,Y), fir die f ohne weitere Voraussetzungen gelten. Wir lernen spéter weitere Moti-
vation fiir diese Unterkategorie kennen.

BEWEIS. Zu sei F': X XY — Z stetig. Zu zeigen ist, dass
1 (Skp)={r € X | F(x,y) €U fiir alle y € K}

fiir alle kompakten K C Y und alle offenen U C Z in X offen ist. Sei dazu z € f~1(Sk ).
Da F~'(U) ¢ X x Y in der Produkttopologie offen ist und (x,y) € F~1(U) fiir alle y € K,
existieren V,, C X und W, C Y offen mit

(z,y) €V, x W, c F71(U).
Die offenen Mengen (Wy),cxk tiberdecken K, also gibt es endlich viele yi, ...,y € K, so dass
KCcW,, U---uW,, .

Dann ist
V=V,n---nV, cX
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offen mit z € V', und es gilt

k k
VxKcl|Jvxw,clJV, xw, cFY(U),
i=1 i=1
also V C f~1(Sk ). Somit ist f~1(Sk ) C X offen, und f ist stetig.

Zu reicht es, fiir Subbasismengen Sk w (also K C X kompakt, W C C(Y, Z) offen) zu
zeigen, dass o~ '(Skw), denn a~! ist mit endlichen Durchschnitten vertriglich. Aus dem gleichen
Grund reicht es, fiir W Subbasismengen einzusetzen, denn fiir . C Y kompakt und U, V C Z offen
gilt

SL,UOV = {f Y - Z ‘ f(L) C U und f(L) C V} = SL,UQSL,V .
Die Stetigkeit von « folgt, denn fiir alle K C X und L C Y kompakt und U C Z offen ist auch die
folgende Menge offen:
a”t (SK7SL,U) = SKXL,U C C(X xY, 7).

Zu sei jetzt f: X — C(Y,Z) stetig. Es sei U C Z offen und (z,y) € F~(U). Nach Voraus-

setzung ist f(x): Y — Z stetig, also ist

(f2)'(U)={yeY | Flz,y) e U} C Y
offen. Da Y lokalkompakt ist, hat y eine kompakte Umgebung K, und K ist normal nach Be-
merkung (), erfiillt also insbesondere (T3). Wie im Beweis von Satz besitzt y eine
abgeschlossene Umgebung A C K N (f(x))~1(U). Nach Bemerkung ist A dann auch kom-
pakt. Da f stetig ist, ist

V=f"(Sav)

eine offene Umgebung von z in X. Daraus folgt aber, dass V x A C F~}(U) eine Umgebung
von (z,y) in X x Y ist. Also ist F~(U) offen und F daher stetig.

Zu zeigen wir, dass Mengen der Form Sk 1, 7 eine Subbasis von C(X x Y, Z) bilden. Dann
folgt die Offenheit von o mit dem gleichen Argument wie in . Sei dazu M C X x Y kompakt
und U C Z offen, und sei F' € Sy . Es reicht, endlich viele Kompakta K; C X und L; C Y, 7 =1,
..., n zu konstruieren, so dass

F e mSKiXLi,U C SM,U .
Da X und Y Hausdorff sind, sind die Bilder Mx C X, My C Y der Projektionen von M C X xY
nach Bemerkung wieder kompakt. Daher finden wir zu jedem Punkt (z,y) € M kompakte
Umgebungen K, L,, so dass K, x L, C Ffl(U), also F' € SK,chy,U gilt. Wegen Kompaktheit
von M reichen endlich viele der Produkte K, x L, aus, um M zu iiberdecken. Daraus ergibt sich
die obige Behauptung.
Zu betrachte die Identitét
id: (C(X,Y),0) — (C(X,Y),0) .
Sie induziert gerade die Abbildung
ev: (C(X,Y),0) x (X,0x) — (Y,0Oy) .

Also ist ev nach , und Bemerkung genau dann stetig, wenn O feiner als Oy, ist. O

1.63. BEMERKUNG. Es sei jetzt (Y, d) ein metrischer Raum.

(1) Eine Folge (f;); in C(X,Y) konvergiert genau dann in der kompakt-offenen Topologie
gegen f € C(X,Y), wenn (f;); gleichmdfsig auf Kompakta gegen f konvergiert (oder kurz:
kompakt konvergiert), das heifit, wenn es zu jedem Kompaktum K C X und jedem £ > 0
ein n € N mit

d(fi(z), f(x)) <e
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fiir alle # € K und alle i > n (Ubung .

(2) Sei X lokalkompakt, dann ist Konvergenz in der kompakt-offenen Topologie wegen
dquivalent zur lokal gleichméfligen Konvergenz, das heifit, jeder Punkt x € X hat eine
Umgebung, auf der die Folge gleichméfig konvergiert.

(3) Wenn X sogar kompakt ist, ist Konvergenz in der kompakt-offenen Topologie dquivalent
zur gleichméfigen Konvergenz.

Um gleichméflige Konvergenz topologisch zu definieren, wenn X nicht kompakt ist, brauchen wir
eine stirkere Struktur als nur eine Topologie auf dem Raum Y.

1.7. Zusammenhang

Wir definieren den Begriff des zusammenhéngenden Raumes. Fiir viele Anwendungen bendtigen
wir den etwas stédrkeren Begriff des Wegzusammenhangs.

1.64. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit

(1) zusammenhdngend, wenn es keine zwei nichtleeren offenen Mengen U, V' € O gibt mit U U
V=Xund UNV =0, und

(2) wegzusammenhdngend, wenn zu je zwei x, y € X ein Weg v von x nach y, das heiflt, eine
stetige Abbildung v: [0,1] — X mit v(0) = z und (1) = y, existiert.

Bedingung kann man &dquivalent mit abgeschlossenen Mengen formulieren.

1.65. BEMERKUNG. (1) Ein topologischer Raum (X, Ox) ist genau dann zusammenhén-

gend, wenn () und X die einzigen Mengen sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

(2) Es trage Y = {0,1} die diskrete Topologie. Ein topologischer Raum (X, Ox) ist genau
dann zusammenhingend, wenn es keine stetige surjektive Abbildung F': X — Y gibt.

1.66. BEISPIEL. Jedes Intervall I C R ist zusammenhingend. Sei etwa [ = U UV mit U,
V' C (a,b) nichtleer, offen und abgeschlossen. Wir fixieren v € U und v € V, 0.B.d.A. sei u < v.
Setze x = inf(V N[u,v]), dann enthilt jede Umgebung von = sowohl Punkte von V' als auch von U.
Es folgt

reVnU=vVnuU,
da sowohl U als auch V abgeschlossen sind, im Widerspruch zu U NV = ().

1.67. SATZ. (1) Das Bild eines (weg-) zusammenhingenden Raumes unter einer stetigen
Abbildung ist wieder (weg-) zusammenhdingend.
(2) Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhdingend.

BEWEIS. Sei F': X — Y stetig. Wenn im F' C Y nicht zusammenhéngend ist, dann gibt es
nichtleere, offene Teilmengen U, V C im F mit im F' = UUV. Dann sind auch F~1(U) und F~(V)
nicht leer, offen mit X = F~1(U) U F~1(V). Also ist auch X nicht zusammenhzngend.

Sei X wegzusammenhéngend und F(z), F(y) zwei beliebige Punkte in im F'. Sei v: [0,1] — X
ein Weg von x nach y, dann ist F' oy ein Weg von F'(z) nach F(y) in im F. Also ist auch im F'
wegzusammenhéngend, und es folgt .

Zu nehmen wir an, dass es nichtleere, offene und abgeschlossene Teilmengen U, V C X
mit X = U UV gibt. Wihle x € U und y € V. Dann kann es keinen Weg v von z nach y geben,
denn ansonsten wére

[0,1] =71 (U) Uy~ }(V)
mit v~ 1(U), v~1(V) nichtleer, offen im Widerspruch zu Beispiel O
1.68. DEFINITION. Sei (X, Oyx) ein topologischer Raum, und sei z € X.
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(1) Die Vereinigung aller zusammenhéngenden Unterrdume von X, die x enthalten, heifit die
Zusammenhangskomponente K (x) von .

(2) Die Menge aller Punkte y, die sich mit « durch einen stetigen Weg «: [0,1] — X verbinden
lassen, heifit die Wegzusammenhangskomponente von x.

(3) Der Raum X heifit total unzusammenhdingend, wenn {x} die Zusammenhangskomponente
von z ist fiir alle z € X.

1.69. BEMERKUNG. (1) Zusammenhangskomponenten sind immer abgeschlossen, Wegzu-
sammenhangskomponenten jedoch nicht notwendigerweise, siche Ubung
(2) Seien z, y € X, dann gilt entweder K(z) = K(y) oder K(z) N K(y) = 0, analoges gilt fiir
Wegzusammenhangskomponenten.
(3) Aus Beispiel [1.66| folgt, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes z in K ()
enthalten ist.
(4) Fiir alle z € X gilt

K(z) C ﬂ{ VcX ‘ x €V, V ist offen und abgeschlossen} .
Gleichheit muss nicht gelten.

1.70. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heiit lokal (weg-) zusammenhdingend, wenn
zu jedem Punkt x und jeder Umgebung U von x eine (weg-) zusammenhéngende Umgebung V' C U
von z existiert.

1.71. BEMERKUNG. Es gibt lokal zusammenhéngende, nicht zusammenhéngende topologische
Réaume, und auch zusammenhéngende, nicht lokal zusammenhéngende topologische Raume. Wir
werden spéter in der Regel mit lokal wegzusammenhéngenden Rdumen arbeiten.

1.8. Quotienten und Verklebung

In Absatz hatten wir bereits einige Konstruktionen topologischer Rdume vorgestellt. Jetzt
wollen wir beliebige Vereinigungen und Quotienten topologischer Rdume betrachten, und auch
mehrere Rdume zu einem neuen verkleben.

1.72. BEMERKUNG. Es sei (X, O;);cs eine Familie topologischer Rdume und X eine Menge.

(1) Gegeben Abbildungen f;: X — X; fiir alle i € I, existiert stets eine eindeutige grobste To-
pologie O auf X fiir die alle f; stetig sind. Diese Topologie O heifit die von den f; induzierte
Topologie oder auch Initialtopologie. Beispiele sind die Unterraumtopologie (Satz ),
die Produkttopologie (Satz (1)) sowie die Klumpentopologie, falls I = (.

(2) Seien umgekehrt Abbildungen f;: X; — X fiir alle i € I gegeben, dann existiert stets eine
eindeutige feinste Topologie O auf X, fiir die alle f; stetig sind. Diese Topologie heifit die
von den f; koinduzierte Topologie oder Finaltopologie. Beispiele sind die Summentopologie
(Satz ), sowie die diskrete Topologie, falls I = (.

Die Existenz und Eindeutigkeit ist in jedem Fall zu zeigen, die Argumente sind immer &hnlich denen
in den Beweisen der Sitze [1.40] [1.44] und [1.47] Die Begriffe , Initialtopologie“ und ,,Finaltopologie®
stammen daher, dass man eine Topologie am ,,Beginn® beziechungsweise ,,Ende“ der betrachteten
,Pfeile”, also der Abbildungen f;, definiert.

Im Folgenden betrachten wir einige Finaltopologien. Die Quotiententopologie ist dual zur Un-
terraumtopologie. Anstelle einer injektiven Abbildung ¢: Y < X in einen gegebenen topologi-
schen Raum betrachten wir also eine surjektive Abbildung 7: X — Y von einem gegebenen
Raum (X,Ox) auf eine Menge Y. Dabei kénnen wir ¥ als Quotienten ¥ = X/ ~ nach einer
Aquivalenzrelation ~ auffassen, wobei

T~y = (x) =m(y) .
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1.73. DEFINITION. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum und 7: X — Y eine surjektive
Abbildung. Dann definieren wir die Quotiententopologie oder Identifizierungstopologie auf Y durch

Oy ={UcY|r YU)eOx}.

Ahnlich wie bei der Summentopologie iiberlegt man sich, dass Oy tatséchlich eine Topologie
ist. Die Quotiententopologie wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert.

1.74. SATzZ. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum und w: X — Y eine surjektive Abbildung.
(1) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf Y, fir die m: X — 'Y stetig ist.
(2) Die Quotiententopologie ist die einzige Topologie auf Y, fir die eine Abbildung f von'Y
in einen beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) genau dann stetig ist, wenn fomw: X — Z
stetig 1st.

1.75. BEMERKUNG. Um zu sehen, dass Unterraumtopologie und Quotiententopologie zueinan-
der dual sind, vergleichen wir die zugehorigen Diagramme.

(X,0x) (X,0x)
Lo fom
(7,07) — (Y,0y) (Y.0y) —— (£.02)

Das linke Diagramm beschreibt die Situation aus Satz ([2), das rechte die aus Satz @.

BEWEIS von Satz [[L74 Damit 7: X — Y stetig ist, diirfen hochstens Teilmengen U C Y
mit 77! (U) € Ox offen sein, also gilt ().
Zu kopieren wir den Beweis von Satz und drehen alle Pfeile um. O

1.76. BEMERKUNG. Sei p: (X,0x) — Y surjektiv, und Oy sei die Quotiententopologie. Wir
untersuchen, welche topologischen Eigenschaften sich von X auf Y vererben.

(1) Wenn X quasikompakt ist, dann ist auch Y quasikompakt, da Y = p(X). Wenn X kompakt
und Y Hausdorffsch ist, dann ist Y auch kompakt, vgl. Ubung

(2) Wenn X (weg-) zusammenhéngend ist, dann ist auch Y (weg-) zusammenhéngend. Dies
folgt wiederum aus der Stetigkeit von p und Satz .

(3) Trennungseigenschaften vererben sich im allgemeinen nicht von X auf Y, wie die Ubun-
gen [1.131] und [1.133] zeigen. Insbesondere vererbt sich auch Kompaktheit nicht automa-
tisch.

(4) Auch Abzahlbarkeitseigenschaften vererben sich nicht immer, siehe Bemerkung|1.90] unten.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen an die Aquivalenzrelation ~ beziehungsweise die Abbil-
dung 7: X — X/ ~ lassen sich einzelne Trennungsaxiome von X auf den Quotienten iibertragen.
Diese Sétze helfen uns aber bei den Spezialfillen, die wir als n#chstes betrachten wollen, nicht
weiter, daher lassen wir sie hier weg.

Als néchstes wollen wir die Summen- und die Quotiententopologie benutzen, um zwei weitere
universelle Konstruktionen zu erkliren. Wir benotigen beide spéter bei der Konstruktion von CW-
Komplexen.

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rédume, sei V' C Y eine Teilmenge, und seien f: V — X
eine zunéchst beliebige Abbildung. Wir betrachten die Menge

XUpY =(XUY)/ ~,

wobei ~ die von y ~ f(y) fiir alle y € V erzeugte Aquivalenzrelation ist. Hierbei erzeugt jede
Teilmenge S C M x M eine Aquivalenzrelation R auf M, so dass aRb genau dann gilt, wenn es
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eine Kette a = ag, a1, ..., ay = b von Elementen von M mit (a;—1,a;) € S oder (a;,a;—1) € S
fir alle s =1, ..., k gibt. Die Punkte in V werden in unserem Fall entlang der Abbildung f an X
»angeklebt“. Die Quotiententopologie auf X Uy Y heifit hier auch , Verklebungstopologie®. Man
beachte: die kanonische Abbildung i: X < X U; Y ist injektiv, die Abbildung j: Y — X Uy Y im
allgemeinen jedoch nicht.

Ein wichtiger Spezialfall besteht darin, dass f stetig ist. In diesem Fall erfiillt W = X U; Y die
universelle Eigenschaft eines Pushouts.

1.77. FOLGERUNG. Seien (X, Ox), (Y, Oy) topologische Riume, V- CY und f: V — X stetig.
Der Raum X UyY trage die Identifizierungstopologie zur Abbildung m: XY — XU;Y. Sei (Z,0z)
ein weiterer topologischer Raum und g: X — Z und h: 'Y — Z stetig.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung k: X Uy Y — Z mit g = koi und h = ko j,
wenn go f =hly: V — Z, und k ist in diesem Fall eindeutig.
(2) In diesem Fall ist k stetig.

j -

(Y, Oy) — (W, Ow)

Y
(V,0v) — (X, 0x)

(1.78)

BEWEIS. Zu existiert stets genau eine Abbildung
k:XUY - Z mit klx =g und kly=nh,

da die disjunkte Vereinigung ein Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist. Damit k existiert,
muss k mit der Aquivalenzrelation ~ vertriglich sein. Das ist dquivalent zu

(9o N)y) =k(f(y) =k(y) =h(y) firalleyeV.
Sei nun k: X Uy Y — Z eine Abbildung mit g = koi und h = ko j, dann gilt (ko7)|x =g
und (ko)|y = h, und es folgt k = k o m wegen Satz ([3). Da 7 surjektiv ist, ergibt sich daraus
die Eindeutigkeit von k.

Zu folgern wir nach Satz , dass k stetig ist. Da k = ko, folgt aus Satz die
Stetigkeit von k. O

Sei jetzt (X;, O;)ien eine gerichtete Familie topologischer Rédume, das heifit, es existieren (be-
liebige) Abbildungen fi;: X; — X fiir alle ¢ < j mit
Wir betrachten den Kolimes

@&:H&/N, (1.79)
€N
wobei
X;2Dx;~ T € Xj = fzk(xz) = fjk(a:j) fiir ein k > i, J.

Die schwache Topologie auf lim__, X; ist die von den natiirlichen Abbildungen g;: X; — lim__, X;
koinduzierte Topologie.

Ein wichtiger Spezialfall besteht darin, dass alle f;; stetig sind.
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1.80. FOLGERUNG. Seien (X;, O;)ien topologische Riume und fij: X; — X; stetige Abbildun-
gen mit fy, = fir o fi; fir allei < j < k. Sei liLnXi mit der Identifizierungstopologie zur Ab-
bildung [[;en Xi — hngi versehen. Sei (Z,0z) ein weiterer topologischer Raum und (h;: X; —
Z)ien stetige Abbildungen.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung ¢: E}HX@' — Z mit h; = £og; fir allei € N,
wenn hjo fj; = hi: X; — Z fiir alle i € N gilt, und £ ist in diesem Fall eindeutig.
(2) In dieser Situation ist { stetig.

Also erfiillt W = lim X; die universelle Eigenschaft eines Kolimes.
H

ho (Z,Oz)

(X0, Op) J’)l(XlaOI) — ¢ (1.81)

& ‘
g0 (W7 OW)

BEWEIS. Dieser Beweis ist vollig analog zum Beweis von Folgerung O

In Wirklichkeit ist die Kolimes-Konstruktion wesentlich allgemeiner und umfasst die universel-
len Eigenschaften in den Diagrammen ([1.78) und (1.81]) als Spezialflle.

1.9. CW-Komplexe und topologische Mannigfaltigkeiten

Wir beschreiben jetzt zwei wichtige Klassen topologischer Rdume. Die Grundidee bei beiden
Konstruktionen besteht darin, Rdume zu konstruieren, die sich in einem gewissen Sinne dhnlich
verhalten wie R” mit der Standardbasis.

1.82. DEFINITION. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n € N ist ein Hausdorft-
Raum M mit abzéhlbarer Basis, so dal jeder Punkt p € M eine Umgebung U C M besitzt, die
homoomorph zu R” ist.

1.83. BEISPIEL. Die folgenden Réume sind Mannigfaltigkeiten.

(1) Der Raum R™ ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(2) Die Sphire S™ C R™! ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Hierzu betrachtet man
die stereographischen Projektion vom Nord- und Siidpol (0,...,0,+1) aus auf den Unter-
raum R" x {0}.

(3) Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Hierzu reicht
es zu zeigen, dass offene Teilmengen des R" lokal homéomorph zu R™ sind. Betrachte dazu
die Abbildung

1

Bo(z) 3R  mit oy ——
r—ly — x|

(y—x).
(4) Sei M C R™ eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, dann ist M, versehen mit der
Unterraumtopologie, eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

1.84. BEMERKUNG. (1) Wir verlangen die Hausdorff-Eigenschaft (T2), um den Raum aus
Beispiel und dhnliche Konstrukte auszuschliessen. Wir verlangen abzéhlbare Ba-
sen (A2), damit unsere Mannigfaltigkeiten nicht zu gro8 werden, betrachte dazu etwa
das Produkt aus dem Intervall (0,1) mit einer {iberabzdhlbaren, diskreten Menge. Man
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3)

beachte, dass (Al) und (T1) automatisch erfiillt sind, da jeder Punkt eine Umgebung
homd6omorph zu R" besitzt.

Mannigfaltigkeiten erfiillen (T3), sind also regulér, daher nach dem ersten Metrisationssatz
von Urysohn metrisierbar (siehe Bemerkung , also insbesondere sogar normal. Sei
etwa A C M abgeschlossen und p € M \ A, dann wéhlen wir eine zu R"™ hom&omorphe
Umgebung U C M von p und betrachten p C R™ und ANU C R". Dann existiert r > 0,
so dass D,(p) N (ANU) = 0 in R™. Da M hausdorffsch und D, (p) kompakt ist, ist das
Bild K von D,(p) unter der Inklusion U < M kompakt und insbesondere abgeschlossen
nach Bemerkung und . Daher trennen die offenen Mengen K und M \ K den
Punkt p von der Menge A.

Wir werden spéter sehen, dass die Dimension eine lokale Invariante ist: eine offene Teil-
menge des R™ ist zu einer offenen Teilmenge des R™ genau dann isomorph, wenn n = m
gilt. Wir verlangen, dass eine Mannigfaltigkeit nur aus Komponenten einer festgelegten
Dimension besteht.

Mit dieser Definition ldsst sich zeigen, dass man jede Mannigfaltigkeit in den R einbetten
kann, wenn N hinreichend grof§ gewéhlt wurde.

Der Begriff der Mannigfaltigkeit ist jedoch fiir viele Zwecke zu speziell. Die folgende induktive
Konstruktion liefert hingegen (iiberraschenderweise) eine Klasse von topologischen Rédumen, die fiir
viele Zwecke allgemein genug ist. Als Referenz verweisen wir auf den Anhang von [HJ.

Wir bezeichnen mit D™ = D;(0) C R™ den abgeschlossenen n-dimensionalen Einheitsball, und
mit 9D™ = S™! seinen Rand. Hier wie auch im folgenden bezieht sich ein hochgestellter Index
immer auf eine Art Dimension und bezeichnet insbesondere nicht etwa einen Exponenten.

(1)
(2)

Wir beginnen mit einem diskreten topologischen Raum X°, dem 0-Geriist oder 0-Skelett,
dessen Punkte wir auch 0-Zellen nennen.
Sei das n — 1-Geriist X"~ ! bereits induktiv konstruiert, sei 1™ eine beliebige Indexmenge,
und sei

(#f: 0D = X" 1) ..,
eine Familie stetiger Abbildungen. Definiere die natiirliche Abbildung

" = U(p?: H@D" — xn1 mit (U go?) (1,x2) = it (x) .

Dann konstruieren wir das n-Geriist X,,, indem wir #I™-viele Kopien von D" mit X"~!
entlang der Abbildung ¢™ verkleben wie in Folgerung

xt = (I p*) ugn x7"
ieln
Somit erhalten wir auf die X™ die Quotiententopologie beziiglich einer Projektionsabbil-
dung

(X" UL D™, O0) T (X7,0x0) . (1.85)
Wir kénnen entweder nach endlich vielen Schritten aufhéren mit X = X", oder diesen
Prozess fiir alle n € Ny fortsetzen, in diesem Fall setzen wir
X =lim X"
—>

wie in Folgerung und erhalten wiederum eine Quotiententopologie beziiglich

IT (x™0x0) — (X,0x) .

neNy
Als Menge ist X die aufsteigende Vereinigung der Réume X° c X' C ...
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In X gehort zu jedem i € I" eine charakteristische Abbildung
Q' D" - X" = X,

die die Verklebeabbildung ¢} : Sn—b 5 X" fortsetzt, und 7| pn ist ein Homoomorphismus
von B™ auf sein Bild e} = ®7(B").

Aus den Definitionen der Verklebungstopologie folgt induktiv, dass eine Teilmenge UNX"™ genau
dann in X" offen ist, wenn alle (®)~1(U) C D7 offen sind fiir alle j < n und i € I’. Fiir n = 0
ist das klar, da X© die diskrete Topologie trigt. Im Induktionsschritt ist U N X" genau dann offen,
wenn das fir UNX""! und (7)1 (V) fiir alle i € I" gilt, also genau dann, wenn (®7)~1(U) c D’
offen sind fiir alle j < n und i € I7.

Nach Definition der Kolimes-Topologie ist U C X offen, wenn U N X" in X" offen ist fiir
alle n, wenn also alle (®7)~1(U) offen sind. In der obigen Argumentation kénnen wir ,,offen* iiberall
durch ,abgeschlossen ersetzen. Insgesamt kénnen wir also X als einen grofien Quotienten schreiben
beziiglich der Vereinigung aller charakteristischen Abbildungen

UnENO Uie[" (I)?

[new, Hiern (D", Opn) (X,0x) . (1.86)
Nach Definition sind dann die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(1) Die Menge X trigt die CW-Topologie Ocw .

(2) Eine Teilmenge U C X ist genau dann offen, wenn (®7)~1(U) C D" in der iiblichen
Topologie offen ist fiir alle n € Ny und alle ¢ € I™.

(3) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn (®7)"!1(A) C D" in der
iiblichen Topologie abgeschlossen ist fiir alle n € Ny und alle ¢ € I"™.

Die tibliche Topologie auf D™ ist hier einfach die Unterraum-Topologie zu D™ C R™.

1.87. DEFINITION. Ein so konstruierter topologischer Raum X heifit Zellkomplex oder C'W-
Komplex. Die Teilmenge X" C X heifit n-Geriist (n-Skelett) von X. Die Abbildungen

pp: S s XM e X

heilen Verklebeabbildungen, die
O D" — X" — X

charakteristische Abbildungen. Man nennt e = ®F(B") eine (offene) n-Zelle und e} = ®7'(D")
eine abgeschlossene n-Zelle von X.

Die Buchstaben ,,CW* stehen fiir closure finite, weak topology, siche unten.

1.88. BEISPIEL. Die folgenden Raume sind CW-Komplexe:

X=5" mit X0 =... = X" =pt, Xt=...=8";

oder mit X =9 fir j <n, Xt=...=8";
X =R mit X°=17, Xl=...=R;
X =R? mit  X° =172, X'=ZxRURXZ, X?2=...=R?,
X =R" mit X°=2", X"=...=R";

b

Das erste Beispiel zeigt, dass ein gegebener topologischer Raum auf (viele) verschiedene Weisen als
CW-Komplex geschrieben werden kann.
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Wir geben exemplarisch charakteristische Funktionen fiir die ersten zwei CW-Strukturen auf S™
an. Fiir die erste wihlen wir ®°({0}) = e,11 € S C R*"! und

, v
sin(7 |v]) —

" (v) = (o) |v] € S" c R"™=R'gR.
— cos( |v])

Fiir die zweite CW-Stuktur setzen wir beispielsweise

(Y
()= [+ /T-[o]2] € S x{0}=8"NR* c R"*MZR GROR"™
0

fiir alle j < n und alle v € DJ.
Wir wollen jetzt einige grundlegende Fakten iiber CW-Komplexe zusammenstellen.

1.89. BEMERKUNG. Sei X = lim__, X" ein CW-Komplex, dann ist die Verklebungstopologie
auf X™ gleich der von X induzierten Unterraumtopologie fiir alle n. Es reicht zu zeigen, dass
Teilmengen A C X" als Teilmengen von X™ genau dann abgeschlossen sind, wenn sie als Teilmengen
von X abgeschlossen sind. Nach Definition der Quotiententopologie heifit das

(@)~ (A) € D™ abgeschlossen fiir alle m < n und alle i € I™
= (®7)~1(A) € D™ abgeschlossen fiir alle m € Ny und alle i € I™ .

Die Richtung ,<“ ist klar. Zu ,=* schlieBen wir durch Induktion iiber m: Wenn A c X™!
abgeschlossen ist, dann ist

(7)1 A) = (¢ 7H(4) < s"TtcD™

abgeschlossen in S™ 1 wegen der Stetigkeit der Verklebeabbildungen ¢, und in D™, da S™ 1 C
D™ abgeschlossen ist. Also ist A in X™ ebenfalls abgeschlossen, und damit auch in X. Somit
tragt X™ die von X = lim__, X™ induzierte Unterraumtopologie.

1.90. BEMERKUNG. C'W-Komplexe erfiillen nicht automatisch das erste Abzahlbarkeitsaxiom
(A1) und sind daher auch nicht immer metrisierbar, siche Beispiel . Als Beispiel betrachten
wir einen C'W-Komplex mit 0-Skelett

X0 =NU{+}.
Wir wihlen I' = N und definieren Verklebefunktionen
ol {-1,1} - X° mit ol(=1) =« und ol1)=n.

Unser CW-Komplex X = X! sieht also aus wie ein Stern mit abzihlbar vielen Zacken. Aquivalent
schreiben wir
X =(-L1xN)/~,

wobei (—1,m) ~ (—1,n) fir alle m, n € N, wihrend alle anderen Punkte nur zu sich selbst
dquivalent sind. Da der Raum [—1, 1] xN sogar das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom (A2) erfiillt, erhalten
wir auch ein Gegenbeispiel zu Bemerkung . Im Beweis unten werden wir auch sehen, dass
die CW-Topologie auf X echt feiner ist als die metrische Topologie, bei der wir X als Vereinigung
radialer Strecken in einem Vektorraum mit der franzésischen Eisenbahnmetrik aus Ubung
auffassen; dazu wéhlen wir etwa Uy, = By, (*).

Es sei (Up)nen eine Folge von Umgebungen von * in X. Mit Hilfe eines Diagonalarguments
konstruieren wir eine offene Umgebung V' von * in X, so dass kein U,, ganz in V enthalten ist.
Damit zeigen wir, dass * keine abzihlbare Umgebungsbasis besitzt, dass (A1) also verletzt ist.
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Nach Definition der Quotiententopologie reicht es,

(@) '(V) C [-1,1]
fiir alle n als offene Umgebung von —1 = (®L)~!(%) anzugeben. Da [—1, 1] insbesondere (T3) erfiillt,
finden wir (wie im Beweis von Satz ([3)) eine offene Umgebung V,, von —1 in [—1, 1] mit

Vi C ((27,)71(Un))"
Fiir die offene Menge

V=)o) cX

neN

gilt offensichtlich U,, ¢ V fiir alle n wie gewiinscht, denn

(@)~ (Un) £ (@5)" (V) -
1.91. SATz. CW-Komplezxe sind normal.

BEWEIS. Sei X = lim_, X" ein CW-Komplex. Zu zeigen ist, dass (T1) und (T4) gelten,
und (T1) ist dquivalent dazu, dass Punkte in X abgeschlossen sind.
Sei also z € X. Da X =lim__, X", existiert genau ein ng € Ny mit x € X™0 \X"Ofl. Da

xmo\xmo~t =TT €
7 9
1€I™0
liegt x in genau einer Zelle e?o". Wir betrachten X™ als Quotienten wie in (1.85]), dann ist das
Urbild {z} gerade ein Punkt in einer Kopie von D™ und somit abgeschlossen in X ™ nach Definition
der Quotiententopologie.

Wie in Bemerkung folgt aus der Stetigkeit der Verklebeabbildungen induktiv, dass {z}
in X™ abgeschlossen ist fiir alle n > ng. Jetzt konnen wir aus der Definition der Quotiententopologie
in (|1.86)) darauf schlieBen, dass {x} C X abgeschlossen ist. Da z € X beliebig war, gilt also (T1).

Wir zeigen jetzt, dass auch (T4) erfiillt ist. Dazu seien A, B C X abgeschlossen. Wir konstru-
ieren induktiv offenen Mengen U™, V" C X" mit

AnX"cu", BNX"CV"™ und U"NV™"=10. (*)
Fiir n = 0 kénnen wir U° = AN XY und V° = BN X° wihlen. Danach wihlen wir in jedem weiteren
Schritt fiir n > 0 offene Mengen U™ und V" C X", die (ED erfiillen sowie
Urnxvt=u"! ud vinxtl=ynt, (*¥*)
Aus der Definition der schwachen Topologie und @, @ folgt, dass die Mengen
v=JUv" md v=[]JV"
n&eNp neNg

in X offen sind mit A C U, B C V und UNV = (), womit (T4) vorbehaltlich der Konstruktion
der U™, V" bewiesen ist.

Um U und V" aus U"! und V"~ ! zu konstruieren, kénnen wir U™ N e fiir jede Zelle e €
X"\ X" ! einzeln konstruieren. Wir betrachten dazu die Mengen

AP = (9]) 71 (4), B! = (1) (B) c D,
und M} = (o)UY NP = () U c opr=s5"",

dabei sind A} und B} abgeschlossen. Sei d die euklidische Metrik auf D™ C R™. Nach dem Satz
von Heine-Borel ist D™ kompakt, also auch alle abgeschlossenen Teilmengen. Da

MM’N B =N'NA} =0,
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folgt aus der Kompaktheit von A?, B, M und N7, dass

n 1 : 1 : n n n n
& =3 mln{mgﬁn ylean" d(z,y), a:lel}\f;" yg}fn d(z,y), 1} =3 min{d(M}*, B}"),d(A}", N]*),1} > 0.

Wir erhalten also offene Teilmengen P/, Q7 C D™ der Gestalt

7

P-"—{xeD”

i6]\414”und |x>1—5”}

|z '

EENi”und \x|>1—5?}

]

7

und Q”:{xED”

mit
PSSt =M, QENS" =N, und P'OB}=QINA}=P'NQ} =1

Schliesslich benutzen wir die Normalitdt der offenen Kreisscheibe B™, um offene Mengen R}, T* C
B"™ zu konstruieren, so dass

R} D A} NnB",
T > BN B", und

RPNQTUB?,

0=
0=T"NnP'URY.

Da
(PPURP)NOD™ = (7)) ' (U™ und  (QFUTH) NAD™ = (oF) (V™ 1),
konnen wir jetzt U™ und V" so definieren, dass
(@) '(U")=PURy  und  (®])N(V") = QP UTY
fiir alle 7 offen ist und @ und @ erfiillt. O

1.92. DEFINITION. Ein Unterkomplex Y eines CW-Komplexes X ist ein abgeschlossener Unter-
raum, der aus einer Vereinigung von Zellen von X besteht. Ein CW-Komplex heifit endlich, wenn
er aus endlich vielen Zellen besteht.

Da einzelne n-Zellen e}’ fiir n > 0 selbst nicht abgeschlossen sind, gehoren auch alle Zellen, die
vom Rand von €} getroffen werden, mit zum Unterkomplex. Insbesondere sind Unterkomplexe selbst
wieder CW-Komplexe, und man kann sich wie in Bemerkung iiberzeugen, dass die Unterraum-
topologie eines Unterkomplexes Y C X mit seiner CW-Komplex-Topologie iibereinstimmt, indem
man induktiv die CW-Topologie auf Y mit der Unterraumtopologie von Y™ C X™ vergleicht.

Um einem moglichen Missverstindnis vorzubeugen, weisen wir darauf hin, dass der Abschluss
einer Zelle e} nicht notwendigerweise ein Unterkomplex von X ist, genausowenig ihr Rand Oe' C
Xn"=1 (obwohl das in vielen Beispielen durchaus so sein wird).

1.93. SAaTz. Ein Unterraum A eines CW-Komplexes X ist genau dann kompakt, wenn er abge-
schlossenen und in einem endlichen Unterkomplex von X enthalten ist.

BEWEIS. ,<=": Jede abgeschlossene Zelle e]' = ®?'(D") ist als Bild einer kompakten Menge in
einem Hausdorff-Raum kompakt, sieche Bemerkung . Ein endlicher Unterkomplex ist eine
endliche Vereinigung abgeschlossener Zellen, und daher immer noch kompakt. Eine abgeschlossene
Teilmenge eines endlichen Unterkomplexes ist auch in X abgeschlossen und daher nach Bemer-
kung [1.53 - . 1)) kompakt.

,—": Sei K C X kompakt, dann ist K abgeschlossen nach Bemerkung . Fiir die andere
Richtung zeigen wir als néchstes, dass eine kompakte Teilmenge K C X hochstens endlich viele
offene Zellen treffen kann. Falls das nicht der Fall sein sollte, wihlen wir abzéahlbar unendlich viele
Punkte z; € K mit j € Ny, die in paarweise verschiedenen Zellen liegen. Durch Induktion iiber n
wie im Beweis von Satz konstruieren wir offene Mengen U' C X™ mit z; € U}' falls z; € X",
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und U} = () sonst. Hierbei ist U}' das Bild eines kleinen Balles in B", falls x; € e} liegt, und

ansonsten wéahlen wir Uj’-1 so, dass
(@)~ (Up) = {x e D" é—' € (gp?)‘l(U]’?*l) und |z| >1—¢f }

fiir ein hinreichend kleines €' > 0. Anschliessend setzen wir U; = {J,, U}

Die Menge Uy = X \ {z1,x2,...} ist ebenfalls offen, da man zu z¢ € Uy analog zur Kon-
struktion der U; eine offene Umgebung von zg in Uy finden kann. Dann wird K iiberdeckt von den
offenen Mengen (Uj;)jen,, es existiert jedoch keine endliche Teiliiberdeckung, da x; jeweils nur in U;
enthalten ist, Widerspruch. Also kann K nur endlich viele offene Zellen treffen.

Es bleibt zu zeigen, dass der Abschluss jeder einzelnen Zelle e’ in einem endlichen Unterkomplex
enthalten ist. Wir beweisen das durch Induktion {iber n. Der Rand del* = ¢(S™ 1) einer Zelle e? ist
ein kompakter Unterraum von X"~ ! und trifft daher nur endlich viele offene Zellen der Dimension <
n, von denen jede nach Induktion in einem endlichen Unterkomplex enthalten ist. Durch Ankleben
von e} an die endliche Vereinigung dieser endlichen Unterkomplexe erhélt man einen endlichen
Komplex, der €}' und damit auch e enthélt. ]

Aus der Kompaktheit von D™ folgt also insbesondere, dass das Bild @ von ®7 nur endlich
viele Zellen trifft (daher ,closure finite*). Mit , weak topology“ ist die im dritten Schritt auf X
definierte Topologie gemeint, bzw. die durch definierte Quotiententopologie. Dadurch lassen
sich CW-Komplexe sogar charakterisieren.

1.94. SATZ (ohne Beweis, siehe [H]). Sei X ein Hausdorff-Raum und (®F: D™ — X)pen,icin
fir jedes n eine Familie stetiger Abbildungen. Dann sind die Abbildungen ®7' genau dann die cha-
rakteristischen Abbildungen eines CW-Komplezes auf X, wenn

(1) die Einschrinkungen ®F|pn allesamt Homdéomorphismen auf ihre Bilder €' sind, und X
als Menge die disjunkte Vereinigung aller e} ist,

(2) die Bilder der ®F|spn jeweils nur endlich viele Zellen treffen,

(3) und eine Menge A C X genau dann abgeschlossen ist, wenn (®7)~1(A) C D™ fiir alle n
und alle i € I™ abgeschlossen ist.

Der Vollstandigkeit halber definieren wir eine besondere Klasse von stetigen Abbildungen zwi-
schen CW-Komplexen, die besonders schén mit der CW-Struktur vertraglich ist.

1.95. DEFINITION. Seien X und Y zwei CW-Komplexe. Eine stetige Abbildung F: X — Y
heifit zelluldr, wenn F(X™) C Y™ fiir alle n € Ny gilt.

Das folgende technische Resultat wird spéter noch benétigt.

1.96. PROPOSITION. Es sei X ein CW-Komplex und Y lokalkompakt, dann ist die Produktto-
pologie auf X XY gerade die Quotiententopologie zur Abbildung

U,, U; ®7 xidy
e

]_[neNO Hie[" D" xY XxY.

BEWEIS. Es bezeichne O die Produkt- und O_, die Quotiententopologie auf X x Y. Aus der
Stetigkeit von

mx o (P xidy)=® ompn: D" XY — X

und my o (P} x idy) = 7wy D" xY —Y
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folgt mit den charakteristischen Eigenschaften aus Satz und Satz auch die Stetigkeit

von
P xidy: D" xY — (X xY,0n)
und idxxy: (X xY,0.) — (X xY,0n) .
Fiir einen beliebigen topologischen Raum folgt aus Satz und , dass
F:(XxY,0n) — Z
genau dann stetig ist, wenn die zugehorige Abbildung
fi X — (C(Y, 2), O)
stetig ist. Aber das ist nach Satz aquivalent zur Stetigkeit von
fodl: D" — (C(Y,Z), Oxo)
fiir alle n € Ny, ¢ € I"™, also wiederum mit Satz zur Stetigkeit von
Fo(®!xidy): D"xY — Z.
Nach Definition der Quotiententopologie sind fiir Z = (X x Y, O_,) alle Abbildungen
O xidy: D" xY — (X xY,0.,)
stetig, also nach dem obigen auch
idxxy: (X xY,0n) — (X xY,0.,). O

1.97. BEMERKUNG. Es ist wichtig, dass Y lokalkompakt ist in der obigen Proposition. Seien
etwa X und Y zwei beliebige CW-Komplexe mit charakteristischen Abbildungen ®}' und W7 Dann
erhalten wir eine CW-Struktur auf der Menge X x Y mit charakteristischen Abbildungen

n m

pm T prx D 2y X x Y.
Dann ist die CW-Topologie auf X x Y im allgemeinen feiner als die Produkt-Topologie.

Mit Hinblick auf eine Anwendung im n#chsten Kapitel wollen wir uns iiberlegen, dass CW-
Komplexe lokal zusammenziehbar sind.

1.98. DEFINITION. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn es eine stetige
Abbildung H: X x [0,1] — X und einen Punkt 2o € X gibt, so dass
H(z,0) =2 und H(z,1)=x9

fir alle z € X gilt.
Ein topologischer Raum X heifit lokal zusammenziehbar, wenn jede Umgebung U eines Punk-
tes z eine Umgebung V' von z enthélt, die sich auf z zusammenziehen l&sst.

1.99. BEMERKUNG. (1) Zum Beispiel ist B™ zusammenziehbar mit
zg=0 und H(z,t)=(1—-t)z e B" fiir alle z € B" und alle ¢t € [0,1] .

(2) Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal homéomorph zu R™, und daher ebenfalls lo-
kal zusammenziehbar. Sei etwa U eine beliebige Umgebung von = € M, und sei V eine
zu R” homomorphe Umgebung von x. Dann ist U NV zu einer offenen Teilmenge des R™
homd6omorph, enthélt also einen zusammenziehbaren Ball um z.

(3) Jeder zusammenziehbare Raum X ist wegzusammenhingend, denn fiir alle z € X ist ¢t —
H(z,t) ein Weg von x zum festen Punkt xg.

1.100. SATz. CW-Kompleze sind lokal zusammenziehbar.
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BEWEIS. Sei X ein CW-Komplex, sei zg € eZJO C Xm0\ X"~ ynd sei U C X eine Umgebung
von xg. Sei V™ C U N X™ das Bild eines kleines Balles in B™ unter der charakteristischen
Abbildung ®;°, beziehungsweise VO = {z0} fiir den Fall dass ng = 0 und # € X°. Dann konstruieren
wir induktiv offene Mengen V" C U N X™ mit V" N X"~ ! = V"L fiir alle n > ng, wobei wieder
x

e () (V) und ] > 1 ey} c (@)~ ()

n_l ny __ T n
(@) (V)—{ eD ’

fir ein hinreichend kleines €]' € (0,1). Anschliessend setzen wir V = [J V™.

Wir kénnen jetzt eine Abbildung H wie in Definition [I.98) definieren, indem wir — begin-
nend mit der ,hochsten“ Dimension — Punkte innerhalb einer Zelle auf ihren Rand projizie-
ren. Da Zellen beliebig hohe Dimension haben kénnen, miissen wir vorsichtig sein. Wir definieren
zundchst H™: V" x [0,1] — V™ fiir n > ng durch

@ (o) = 22 ()
|z
fiir alle z € V™ N el Hier nutzen wir aus, dass e < 1, also |z| > 0 fiir alle x € (®7)~1(V").
Offensichtlich gilt also
H"(V",1) C Vvl ound  H™(z,t) =z fiir alle z € V7L

Auflerdem definieren wir H™: V" x [0,1] — V™ durch
H™ ($20(2), ) = B0 ((1 )+t (@;;0)‘1(:50)) .
Wir schreiben P* = H(-,1): V™ — V"~ ! und definieren H: V x [0,1] — V fiir € V" durch

H(z, 1) T fir 0 <t <2mo—"~1 yund
T - ’ ’ ’ ’ ’
’ H™ (P" oo PP (), 20 7m0t — 1) fiir 20~ —1 < ¢ < 2m07m

Dann ist H die gewiinschte Abbildung. Fiir die Stetigkeit von H reicht nach Proposition [1.96[ und
Satz @), dass H(®?(-), -): D" x [0,1] — X fiir alle n € Ny und alle i € I" stetig ist. Wir
schreiben [0, 1] als CW-Komplex mit den 1-Zellen

[07 1] = [07 2n0—n—1] U [2”0_71'_1, 2710—71] J---u [2_1, 20]

und benétigen mit dem gleichen Argument nur die Stetigkeit von H(®!(-), -) auf dem Produkt
von D™ mit den einzelnen Teilintervallen, aber die folgt direkt aus der Konstruktion der H™ und H.
Man beachte, dass wir trotz beliebig hoher ,, Kontraktionsgeschwindigkeiten* nahe ¢ = 0 aufgrund
der Quotiententopologie auf X keine Probleme mit der Stetigkeit bei ¢ = 0 bekommen. g

1.101. FOLGERUNG (aus Satz[1.100)). Sei X ein CW-Komplex, dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) X ist zusammenhdingend.
(2) X ist wegzusammenhdingend.
(3) X! ist zusammenhdingend.
(4) X! ist wegzusammenhingend.

BEWEIS. (1) = (2). Sei « € X, und sei Z, die Wegzusammenhangskomponente von z. Da X
lokal zusammenziehbar ist, folgt:

(1) Z, ist offen, denn alle z € Z, haben eine zusammenziehbare Umgebung U. Sei H: U X
[0,1] — U die Kontraktion, dann ist ¢t — H(z,t) ein Weg von y nach z € U. Also kann
jeder Punkt z € U mit y, also auch mit z verbunden werden.
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(2) Z, ist abgeschlossen, denn sei y € Z,, und sei U eine zusammenziehbare Umgebung von ,
dann gibt es einen Punkt in U N Z,, der sowohl mit = als auch mit y durch einen Weg
verbunden werden kann, also kann auch z mit y durch einen Weg verbunden werden.

Somit ist Z, offen, abgeschlossen und nicht leer. Wenn X zusammenhéngend ist, folgt X = Z,,
somit ist X auch wegzusammenhéngend.

Da jeder wegzusammenhédngende Raum nach zusammenhéngend ist, folgt also (1) <=
(2). Da X! selbst ein CW-Komplex ist, folgt auch (3) <= (4).

(1) = (3). Wir nehmen an, dass X! nicht zusammenh#ngend sei. Dann existiert eine offene und
abgeschlossene Menge () # A # X' mit offenem und abgeschlossenen Komplement () # B! # X1,
und A" und B" sind sogar Unterkomplexe, da abgeschlossene Zellen zusammenhéingend sind.

Wir zeigen induktiv, dass X™ nicht zusammenhéngend ist, indem wir nichtleere abgeschlossene
Mengen A™ und B™ mit

At xmt=4rt  prax"l=pB"! und X"=A"UDB" (*)

angeben. Betrachte dazu ¢P': S"~1 = 9D" — X"~! fiir i € I". Da S"~! zusammenhéingend ist
fiir n > 2, ist auch ¢?(S"!) zusammenhingend, und somit gilt entweder del* = p?(S"~1) C AL
oder Qe C B!, Wir kénnen jetzt Unterkomplexe () # A", B™ C X™ definieren durch
Ar=A"""y |J & wd B"=B"'u |J e,
iel™ ieln
dercAnT! dercB™!
und es gilt (*). Ausserdem sind A", B™ als Unterkomplexe abgeschlossen. Schliesslich folgt

X=AUB wmit A=|[]J A" wd B= ] B",
n&€Np neNg
und A und B sind beide abgeschlossen und nicht leer, also ist auch X nicht zusammenhéingend.
(4) = (2). Sei jetzt X! wegzusammenhiingend, und sei z € X°. Wir zeigen induktiv, dass X"
auch wegzusammenhéngend ist. Sei also y € X", dann suchen wir einen Weg von y nach . Falls y €
X", sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig.
Ansonsten ist y = ®7(yo) mit yo € D™. Wir wihlen zg € S"1 = D" und erhalten einen Weg

s ®F((1—s)yo + s20)

von y nach z = ®?'(z) € X "=l und somit auch einen Weg von y nach x nach Induktionsvoraus-
setzung. Damit ist X" dann auch wegzusammenhéngend.

Seien schliesslich z, y € X beliebig, dann existiert ein N > 0 mit z, y € X, und somit lassen
sich z, y durch einen Weg in XV C X verbinden. O

1.10. Ubungen zu Kapitel 1
Ubungen zu Abschnitt .

1.102. UBUNG. Die Metrik der franzdsischen Eisenbahnen. Sei (V|| -||) ein normierter Vektor-
raum. Man setze
ly — || falls z und y kollinear, und
dy(z,y) =

[l + [ly]l  sonst.
Zeigen Sie:

(1) (V,dy) ist ein metrischer Raum.
(2) Sei dyp(x,y) = ||y — x| die iibliche Metrik. Die Identitat idy : (V,dy) — (V. d,) ist stetig,
nicht jedoch idy : (V,d,) — (V,dy).
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1.103. UBUNG. Seien (X, d), (Y, d') metrische Riume und « € (0, 1]. Eine Abbildung F: X — Y
heifit a-Holdersch, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle x, y € X gilt:

d'(F(z),F(y)) < Cd(z,y)* .

1-Holdersche Abbildungen heissen auch Lipschitzsch. Zeigen Sie, dass jede a-Holdersche Abbildung
stetig ist.

1.104. UBUNG. Sei p eine Primzahl. Jede rationale Zahl g # 0 lisst sich eindeutig schreiben als
— T a

q=Dp B )

mit 7, a, b € Z, b > 0, so dass p, a und b paarweise teilerfremd sind. In diesem Fall definieren wir
die p-adische Bewertung von g durch [/¢||, = p~" und [|0[|, = 0. Dadurch wird die p-adische Metrik

dp(z,y) = lly — |,
auf Q indugziert.
(1) Zeigen Sie, dass d,, wirklich eine Metrik ist, also die Axiome (1)—(3) aus Definition

erfiillt.
(2) Zeigen Sie, dass eine verschirfte Dreiecksungleichung gilt:

dp(x’z) S max{dp(aj,y),dp(y,z)} )

und ,,<“ kann nur auftreten, wenn dy,(z,y) = dp(y, 2) gilt.

(3) Folgern Sie daraus: Fiir alle z, y € (Q,d,) und alle ¢, § > 0 seien Bs(x) und B.(y)
metrische Bélle beziiglich d),, dann sind Bs(x) und B:(y) entweder disjunkt, oder einer der
beiden Bille enthélt den anderen.

1.105. UBUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei (;);cn, eine Folge in X. Zeigen Sie:
die Folge z; konvergiert genau dann gegen = € X, wenn es zu jeder Umgebung U von x in X
ein ng € Ny gibt, so dass x; € U fiir alle i > ng.

1.106. UBUNG. Seien (X,d) und (Y, d’) metrische Riume, und sei z € X. Zeigen Sie: eine Ab-
bildung F': (X,d) — (Y,d’) ist genau dann stetig am Punkt z, wenn die Urbilder aller Umgebungen
von F(z) in Y wiederum Umgebungen von x sind.

Ubungen zu Abschnitt .
1.107. UBUNG. Sei X eine beliebige Menge, und sei
O ={UC X | X\U ist eine endliche Menge } U{0} C PX.
Zeigen Sie, dass O eine Topologie auf X definiert. Diese Topologie heifit auch die koendliche Topo-
logie.

1.108. UBUNG. Die folgende Konstruktion ist wichtig in der algebraischen Geometrie. Wir
nennen eine Teilmenge A C C" Zariski-abgeschlossen, wenn es eine Menge P C Clzy,..., 2z, von
Polynomen gibt, so dass

A:{zeC"{p(z):OfﬁrallepeP}. (*)

Eine Menge U C C™ hei3t Zariski-offen, wenn C™\ U Zariski-abgeschlossen ist. Zeigen Sie, dass die
Menge Oy aller Zariski-offenen Teilmengen eine Topologie bildet. Diese Topologie heifit auch die
Zariski- Topologie.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass es dquivalent (und etwas einfacher) ist, zu zeigen: (1) ) und C™
sind Zariski-abgeschlossen; (2) wenn A, ..., Ay Zariski-abgeschlossen sind, dann auch A;U---U Ay
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(betrachten Sie hierzu geeigenete Produkte der definierenden Polynome); (3) wenn alle A € A C
PC™ Zariski-abgeschlossen sind, dann auch

A=) 4.

Bemerkung: Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass man fiir jedes A nur jeweils endlich viele
Polynome braucht, um A wie in (*) zu definieren.

1.109. UBUNG. Seien X und Y beliebige Mengen. Zeigen Sie:

(1) Sei O5 = PX die diskrete Topologie, und sei Ox = {0, Y} die Klumpentopologie. Dann
sind fiir jeden beliebigen topologischen Raum (Z,O) alle Abbildungen F': (X,0Os) —
(Z,0) und alle Abbildungen G: (Z,0) — (Y, Ok) stetig.

(2) Seien Oy, Oy beliebige Topologien auf X und Y. Falls fiir jeden beliebigen topologischen
Raum (Z, Q) alle Abbildungen F': (X,Ox) — (Z,0) und alle Abbildungen G: (Z,0) —
(Y, Oy ) stetig sind, dann ist Ox = Oy die diskrete und Oy = Ok die Klumpentopologie.

Ubungen zu Abschnitt .

1.110. UBUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und seien A, Ap und A; abgeschlossene Teil-
mengen von X, und Ag und A; seien disjunkt. Zeigen Sie:
(1) die Funktion d4: X — R mit da(z) = inf,e 4 d(a, z) ist stetig;
(2) es gilt da(x) = 0 genau dann, wenn x € A;
(3) die Funktion f = dga,/(da, + da,) hat die in Satz geforderten Eigenschaften.

1.111. UBUNG. Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und sei Oy die Klum-
pentopologie auf X. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X, O)?

1.112. UBUNG. Es sei X eine unendliche Menge mit der koendlichen Topologie © aus Aufga-
be |1.107, Welche Trennungseigenschaften besitzt (X, 0)?

1.113. UBunG. Eine Teilmenge U C N heiBe offen beziiglich der Ordnungstopologie O, wenn
aus m € U auch n € U fiir alle n > m folgt.

(1) Uberpriifen Sie, dass O~ die Axiome einer Topologie erfiillt.
(2) Welche Trennungseigenschaften hat (N, O.)?

1.114. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) die Zariski-Topologie auf C" ist fiir kein n > 1 hausdorffsch, erfiillt aber (7°1).
(2) Jedes Polynom p € C[zy, ..., z,] definiert eine stetige Abbildung p: (C",Oz) — (C,Oy).
(3) Versuchen Sie zu erkldren, warum (2) nicht Bemerkung widerspricht.

Hinweis: Um (1) zu beweisen, iiberlegen Sie sich, dass fiir alle Polynome p gilt:

(1) wenn p(z) # 0, dann existiert ein kleiner metrischer Ball B.(x), auf dem p nirgends
verschwindet.
(2) wenn p auf einem kleinen metrischen Ball verschwindet, dann verschwindet es auf ganz C".

Ubungen zu Abschnitt .
1.115. UBUNG. Betrachte den Raum X = [0, 1]? mit

|y2 — y1| falls 1 = x2, und
d((z1,91) (22, 92)) = {1 falls oy 2 1,

(1) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X ist.
(2) Welche Abzahlbarkeitseigenschaften erfullt (X, O4)?
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Ubungen zu Abschnitt .

1.116. UBUNG. Betrachten Sie den obigen Raum X = [0, 1]2.

(1) Geben Sie einen Homéomorphismus X — [];c(15[0, 1] an.

(2) Geben Sie einen Homoomorphismus zu einem nichttrivialen topologischen Produkt an.
1.117. UBUNG. Sei (X,dx) ein metrischer Raum mit Topologie Oy, , und sei Y C X versehen

mit der induzierten Metrik dy = d|yxy. Zeigen Sie, dass die von Oy, induzierte Unterraumtopo-
logie Oy mit der metrischen Topologie Oy, iibereinstimmt.

1.118. UBUNG. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume, dann definieren wir eine Metrik dy xy
auf dem kartesischen Produkt X x Y durch
dxxy ((z1,11), (22, y2)) = max{dx (z1,22),dy (y1,y2) } .

Zeigen Sie, dass die von Oy, und Oy, induzierte Produkttopologie mit der metrischen Topolo-
gie Oy, lbereinstimmt.

1.119. UBUNG. Sei k ein beliebiger Korper. Es seien V; Vektorrdume iiber k fiir i € I. Wir
betrachten die direkte Summe und das
@V} = {(xi)ier | ;i € V; fiir alle i € I, fast alle z; = 0}
i€l
C Vi = A{(x)ics | wi € Vi fiir alle i € I} .
i€l
Zeigen Sie:

(1) Die direkte Summe ist ein Koprodukt in Vecy.
(2) Das direkte Produkt ist ein Produkt in Vecy.

(3) Fiir die Dualrdume gilt
(Dv) =11v"
icl icl

1.120. UBUNG. Wir versehen R, R? und alle Unterrdume mit der Standardtopologie. Welche
der folgenden Abbildungen sind Einbettungen:

F:(0,1) — R? F(t) = (cos2mt,sin27t) , (a)
G:[0,1) — R? G(t) = (cos2mt, sin 27t) . (b)
H:Z R Hn) = {?/n :O;SE ! ()

1.121. UBUNG. Sei (X, Oi)ier eine iiberabziahlbare Familie topologischer Raume mit #X; > 1
fiir alle ¢ € I. Zeigen Sie: dann besitzt [[,(X;, O;) nicht die erste Abzéhlbarkeitseigenschaft.

Ubungen zu Abschnitt .

1.122. UBUNG. Seien (X, 0), (Y, ©) Hausdorff-Riume, X sei kompakt, und sei F: X — Y eine
stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass dann auch F(X) C Y, versehen mit der Unterraumtopologie,
kompakt ist.

1.123. UBUNG. Zeigen Sie: kompakte Riume sind normal, erfiillen also insbesondere (T4). Dazu
zeigt am besten zuerst, dass kompakte Raume (T3) erfiillen.
Hinweis: Per Definitionem sind kompakte Raume Hausdorffsch.
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1.124. UBUNG. Zeigen Sie: Wenn (Y, d) metrischer Raum und (f;: X — Y'); eine Folge stetiger
Funktionen ist, dann konvergiert (f;); genau dann in der kompakt-offenen Topologie gegen f €
C(X,Y), wenn (f;) gleichméBig auf Kompakta gegen f konvergiert.

Ubungen zu Abschnitt .
1.125. UBUNG. Sei

Xz{(:c,sini) x#O}U({O}x[—l,l]) Cc R?

versehen mit der von Op2 induzierten Unterraumtopologie.
(1) Skizzieren Sie X.
(2) Zeigen Sie, dass X zusammenhéingend ist.
(3) Bestimmen Sie die Wegzusammenhangskomponenten von X.

1.126. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Der Raum der rationalen Zahlen Q ist total unzusammenhéngend sowohl beziiglich der
metrischen Topologie als auch beziiglich der p-adischen Topologien fiir alle Primzahlen p.
(2) Der Raum (C", Oy) ist zusammenhéngend.

1.127. UBUNG. Sei (X;, O;);cs eine beliebige Familie topologischer Riume und X = [L(X:, 0)
ihr Produkt. Zeigen Sie, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes (z;);er € X das
Produkt der Wegzusammenhangskomponenten der Punkte x; € X; ist. Insbesondere ist X genau
dann wegzusammenhéngend, wenn alle X; wegzusammenhéngend sind.

Ubungen zu Abschnitt .
1.128. UBUNG. Fiihren Sie den Beweis von Satz aus.

1.129. UBUNG. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, sei V C Y, und sei f: V — X
stetig beziiglich der Unterraumtopologie auf V. Zeigen Sie:

ie Topologie Ox ist genau die von der Verklebungstopologie auf X C X Uy Y induzierte

(1) die Topologie Ox ist g di der Verklebung logie auf X € X U; Y induzi
Unterraumtopologie;

(2) wenn V abgeschlossen ist und X und Y beide (T1) erfiillen, dann gilt (T1) auch fir XUsY.

1.130. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Sei X ein topologischer Raum und A in X abgeschlossen. Dann ist eine Teilmenge B von
A genau dann in X abgeschlossen, wenn sie in A abgeschlossen ist.

(2) Sei X = A; U...U Ag Vereinigung abgeschlossener Teilmengen, dann ist B in X genau
dann abgeschlossen, wenn alle B N A; in A; abgeschlossen sind.

(3) Das Argument in funktioniert fiir eine beliebige lokal endliche Vereinigung: sei X =
Uicr Ai, so dass alle A; in X abgeschlossen sind, und so dass jeder Punkt eine Umgebung
U besitzt mit U N A; = ( fiir fast alle . Dann ist B in X genau dann abgeschlossen, wenn
alle BN A; abgeschlossen sind.

(4) Sei X wie in Teil (2]) beziehungsweise wie in Teil . Seien f; : A; — Y stetige Abbildungen
mit fia,n4; = fjla;na,, dann gibt es genau eine Abbildung f: X — Y mit fi4, = fi, und
f ist stetig.

1.131. UBUNG. Sei S c C der komplexe Einheitskreis, und sei z = e ¢ St ¢ C. Wir
betrachten auf S' die von z ~ zx erzeugte Aquivalenzrelation, das heifit,  ~ y genau dann,

wenn z/y = z* fiir ein k € Z. Bestimmen Sie die Quotiententopologie auf S'/ ~, unterscheiden Sie
die Fille ¢ € 27Q und ¢ ¢ 27Q.
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1.132. UBUNG. Betrachten Sie auf R? die Aquivalenzrelation
T , .
(x1,22) ~ (y1,92) <=  (y1,92) = (rxl, 72> fir ein r e R* =R\ {0} .

(1) Skizzieren Sie die Aquivalenzklassen im R2.
(2) Skizzieren Sie X = R?/ ~.
(3) Beschreiben Sie die Quotiententopologie auf X, z.B., indem Sie eine Basis angeben.

1.133. UBUNG. Betrachten Sie die in Aufgabe [1.132| definierte Aquivalenzrelation ~ auf R2. Sei
wie vorhin X =R?/ ~, und sei ¥ := (R?\ {(0,0)})/ ~.
(1) Welche der Trennungseigenschaften (T0), (T1), (T3), (T4) erfiillt X7
(2) Zeigen Sie, dass Y zum Raum aus Beispiel homoéomorph ist.
(3) Welche Trennungseigenschaften erfiillt Y7

1.134. UBUNG. Sei (X,Ox) ein normaler topologischer Raum, sei f: X — Y eine surjektive
Abbildung, und sei Oy die Quotiententopologie auf Y. Zeigen Sie:
(1) wenn Urbilder f~!({y}) von Punkten in Y abgeschlossen sind in X, gilt (T1) fiir (Y, Oy);
(2) wenn f abgeschlossen ist, das heifit, wenn f(A) C Y abgeschlossen ist fiir alle abgeschlos-
senen A C X, dann gilt (T4) fur (Y, Oy).
Wir haben also ein einfaches Kriterium dafiir, wann Quotienten normaler Rdume wiederum normal
sind.

Ubungen zu Abschnitt .

1.135. UBUNG. Seien (X,0x), (Y,Oy) und (Z,0y) topologische Riume mit stetigen Abbil-
dungen

(X,0x) —L— (V,0y) —2— (2,0).
(1) Falls Oy die von g und Oy induzierte Topologie ist, und Ox die von f und Oy induzierte
Topologie ist, dann ist Ox auch gleich der von g o f und Oz induzierten Topologie.
(2) Falls Oy die von f und Ox koinduzierte Topologie ist, und Oz die von g und Oy ko-

induzierte Topologie ist, dann ist Oz auch gleich der von g o f und Ox koinduzierten
Topologie.

1.136. UBUNG. Sei k = R, C oder H ein (Schief-)Kérper, und sei k = 1, 2 oder 4 = dimg k,

dann sei
(kP", Oxpn) = (K" \{(0,...,0)}) / ~,

wobei (zg,...,xn) ~ (Yo, S ,Yn) genau dann, wenn es ein z € k* =k \ {0} gibt, so dass y; = zx;
fiir allei = 0, ..., n. Die Aquivalenzklasse von (x, ..., x,) wird auch als [zg : - - - : 2, geschrieben.
Zeigen Sie, dass kP", versehen mit der Quotiententopologie, eine kn-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie dazu, dass kP™ die Eigenschaften (T2) und (A2) besitzt, und
konstruieren Sie Homoomorphismen von U; = {[xg : - - : @] | #; # 0} C kP™ nach k™ = R"¥,

1.137. UBUNG. Zeigen Sie, dass kP™ homéomorph zum Unterraum
{[wo: - :@m:0:-:0] | (2o,...,2m) €K™\ {(0,...,0)} } C kP"

ist fiir alle 0 < m < n, und dass diese Unterrdume gerade die abgeschlossenen Zellen eines CW-
Komplexes mit je einer Zelle der Dimension 0, k, ..., kn bilden. Versuchen Sie insbesondere,
charakteristische Abbildungen ®*7: D* — kP™ anzugeben, und iiberpriifen Sie, dass die oben
definierte Topologie mit der Topologie des so definierten CW-Komplexes {ibereinstimmt.
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1.138. UBUNG. Wir definieren
kP> = IiLnkP” .

Sei k> der Vektorraum der endlichen k-wertigen Folgen, und sei
Q= (k>*\{0}) / ~ mit ,,~“ wie oben.

Zeigen Sie:
(1) die natiirliche Abbildung F': kP> — @ ist bijektiv;
(2) sei || || eine Norm auf k> und sei Og die dazugehorige Quotiententopologie auf (), dann

ist F' stetig;
(3) (Zusatzaufgabe) die Umkehrabbildung F~1! ist fiir keine Norm || - || auf k> stetig.

1.139. UBUNG. Es seien X, Y zwei CW-Komplexe, dann bezeichne On die Produkttopologie
auf X x Y und Ocw die Topologie zur CW-Struktur aus Bemerkung [1.97]

(1) Zeigen Sie, dass Ocwy stets feiner ist als On.
(2) Folgern Sie aus Proposition dass Ocw = On falls X und Y lokal kompakt sind.
(3) Funktioniert das Argument in (2) auch, wenn nur einer der Réume lokal kompakt ist?
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KAPITEL 2

Fundamentalgruppe und Uberlagerungen

Wir behandeln in diesem Kapitel die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. Diese
Gruppe ldsst sich fiir geeignete topologische Rdume X auf zweierlei Art definieren:

(1) Als Gruppe 71 (X, o) der Homotopieklassen von Wegen ~: [0, 1] — X mit festem Anfangs-
und Endpunkt v(0) = (1) = o € X, oder
(2) Als Gruppe I', die auf einem einfach zusammenhéngenden Raum X operiert, mit X =
X/T.
2.1. BEISPIEL. Sei X = C* =C\ {0} und sei p = 1.

(1) Wir beschrénken uns im folgenden auf stiickweise glatte Wege. Sei «v: [0, 1] — X ein Weg
mit v(0) = v(1) = 1, dann erhalten wir die Umlaufzahl

1 1[5
o= b [ L0,
2mi )y 2z 2mi Jo (1)

In der Tat kann man zeigen, dass je zwei Wege in C* mit Anfangs- und Endpunkt p = 1
und der gleichen Umlaufzahl um 0 in C* (mit festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten)
homotop sind. Also ist 71 (C*, 1) = Z.

(2) Betrachte die (leicht modifizierte) Exponentialabbildung C — C* mit z — €2™#, dann gilt

20 — 2z e e 7.

Wir kénnen also C* als Quotient des einfach zusammenhéngenden Raumes C nach der
Gruppe I' = Z schreiben; dabei operiert Z auf C durch Addition, geometrisch also durch
Verschiebungen.

Wir wollen ab sofort unter einem Raum immer einen topologischen Raum verstehen, und un-
ter einer Abbildung, einer Funktion oder einem Weg immer eine stetige Abbildung, eine stetige
Funktion, oder einen stetigen Weg.

2.1. Homotopien und Homotopiedquivalenz

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Homotopie von Abbildungen ein. Homotopien
sind Wege im Raum der Abbildungen. Indem wir statt stetiger Abbildungen Aquivalenzklassen
homotoper stetiger Abbildungen betrachten, konnen wir den Begriff des Homéomorphismus durch
den wesentlich groberen Begriff der Homotopiedquivalenz ersetzen. Im Rest dieser Vorlesung lernen
wir Methoden kennen, um nicht homotope Abbildungen oder nicht homotopiefiquivalente Raume
voneinander zu unterscheiden.

Ab sofort geben wir die Topologien nicht mehr an, wenn es nicht unbedingt nétig ist. Falls nicht
anders angegeben, seien Abbildungen zwischen topologischen Rdumen immer stetig.

2.2. DEFINITION. Seien X, Y topologische Rdume. Zwei Abbildungen fy, fi: X — Y heiflen
homotop, kurz fo ~ f1, wenn es eine beziiglich der Produkttopologie stetige Abbildung H: X X
[0,1] — Y mit H(z,t) = fi(z) fiir t € {0,1} gibt. Dann heit H eine Homotopie zwischen fo
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und fi, und wir schreiben H; = H(o,t): X =2 X x {t} = Y fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Menge aller zu f
homotopen Abbildungen heifit die (freie) Homotopieklasse von f und wird mit [f] bezeichnet.

2.3. BEMERKUNG. (1) Homotopie ist eine Aquivalenzrelation (Ubung[2.74)), und ihre Aqui-
valenzklassen sind gerade Homotopieklassen.
(2) Homotopie ist vertriaglich mit Hintereinanderschalten von Abbildungen:

(f()Nf1:Y—>Z und gof\/gl:X—>Y) — (foogo)fv(flogl):X—)Z.

2.4. DEFINITION. Seien X, Y topologische Rdume. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit
Homotopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung ¢g: Y — X gibt, so dass

gof~idx: X - X und fog~idy:Y =Y.
In diesem Fall heiflen X und Y homotopiedquivalent, und g heifit ein Homotopieinverses zu f .

2.5. BEISPIEL. Ein Raum X ist genau dann zum einpunktigen Raum Y = {*} homotopieiqui-
valent, wenn er zusammenziehbar ist. Sei dazu f: X — Y die offensichtliche Abbildung, und
sei g: Y — X gegeben mit g(x) = xg € X. Dann ist f o g = idy, und eine Homotopie zwischen id x
und g o f ist gerade eine Abbildung H: X x [0,1] — X wie in Definition [1.98]

2.6. BEMERKUNG. (1) Jeder Homéomorphismus f ist insbesondere eine Homotopiedqui-
valenz mit g = f~1.
(2) Homotopiesiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation (Ubung .
(3) Betrachte die Homotopie-Kategorie HTop mit

obj(HTop) = { topologische Riume } ,
homy; 76, (X,Y) = { stetige Abbildungen }/ ~ .

Die Identitdt auf X im Sinne von Definition ist die Homotopieklasse der Abbil-
dung id x . Die Verkettung von Homotopieklassen ist nach Bemerkung wohldefiniert.
Ein Morphismus f: X — Y in einer Kategorie C heifit invertierbar oder Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus g: Y — X (ein Inverses) gibt, so dass

gof:idX und fog:idy.

Beispiele sind Bijektionen in Set, Gruppenisomorphismen in Grp, lineare Isomorphismen in Vec,
und natiirlich Homéomorphismen in 7op. Nach obiger Definition sind Homotopieéiquivalenzen ge-
rade die Isomorphismen in H7op.

Algebraische Topologie versucht als erstes Ziel, gewisse Klassen von Rédumen bis auf Homotopie-
Aquivalenz zu unterscheiden.

Oftmals ist freie Homotopie ein etwas zu grober Begriff. Beispielsweise ist ein Weg v: [0,1] — X
immer homotop zur konstanten Abbildung auf seinen Anfangspunkt.

2.7. DEFINITION. Ein Paar topologischer Rdume, kurz Paar, besteht aus einem topologischen
Raum X und einer beliebigen Teilmenge A C X. Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) von Paaren
ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit f(A) C B. Ein punktierter (topologischer) Raum (X, xq)
ist ein Paar (X, {zo}) mit 29 € X. Der Punkt z heiit auch Basispunkt. Eine punktierte Abbil-
dung f: (X,z0) = (Y, yo) ist eine Abbildung der entsprechenden Paare, es gilt also f(zg) = yo.

2.8. DEFINITION. Es seien (X, A) und (Y, B) Paare. Zwei Abbildungen f, g: (X,A) — (Y, B)
heiflen homotop relativ zu A, wenn es eine Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen fund g: X — Y
gibt mit

H(a,t) = f(a) = g(a) fir alle a € A und alle ¢t € [0,1] .
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Wir sprechen manchmal von Homotopien relativ zu A, ohne eine Teilmenge B C Y festzulegen.
In diesem Fall konnen wir formal jede beliebige Teilmenge f(A) C B C Y zulassen. Diese spielt
aber keine weitere Rolle.

Der Weg ~v: [0,1] — C* mit v(t) = €* ist in C* frei homotop zu einem konstanten Weg
vermoge

H(t, 8) — 627”'(173)1‘/ '

Wir werden aber bald sehen, dass «y nicht relativ zu {0, 1} (also relativ zu den Endpunkten) homotop
zum konstanten Weg ist.

2.9. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an die kompakt-offene Topologie aus Definition

(1) Wie in Satz gehort zu jeder Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen f, g: X — Y ein
stetiger Weg h: [0,1] — (C(X,Y), Ok) von f nach g mit

(h(s))(x) = Hs(x) = H(z,5)

fir alle x € X, s € [0,1]. Wenn X lokal kompakt ist, liefert jeder solche Weg umgekehrt
eine Homotopie. In diesem Fall sind Wegzusammenhangskomponenten in C(X,Y’) also
gerade Homotopieklassen von Abbildungen von X nach Y.

(2) Sei jetzt A C X eine beliebige Teilmenge und f: X — Y eine stetige Abbildung, dann
betrachte die Teilmenge

Cra(X,Y) ={g e C(X,Y) [gla=fa} CCX,Y),

dann liefert eine Homotopie relativ zu A einen Weg in Cy4(X,Y) wie oben. Wenn X
lokal kompakt ist, gehort wie oben zu jedem Weg in C4(X,Y) eine relative Homotopie.
Das folgt aus , indem man Cf, A(X,Y) mit der Unterraumtopologie versieht und deren
charakterisierende Eigenschaft ausnutzt.

Zum Schluss geben wir ein Beispiel, dass Homotopiedquivalenzen mitunter nicht so offensichtlich
sind, wie sie erscheinen.

2.10. DEFINITION. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit Retrakt von X, wenn
es eine stetige Abbildung f: X — A mit f|a = ida gibt. Sie heifit Deformationsretrakt, wenn
zusétzlich to f: X — X homotop zur Identitat idx ist, und starker Deformationsretrakt, wenn die
Homotopie zwischen ¢ o f und idx sogar relativ zu A gewihlt werden kann.

2.11. BEISPIEL. (1) Jede einpunktige Menge {p} C X ist Retrakt von X, aber nur dann
Deformationsretrakt, wenn X zusammenziehbar ist. Beispielsweise ist {1} € C* kein De-
formationsretrakt (Beweis spéter).

(2) Der Einheitskreis S C C* ist ein starker Deformationsretrakt von C* mit

f(z)= é und H(z,s) =

Er ist aber kein Retrakt von ganz C (Beweis spéter).

z

e

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass man sich nicht jede Deformationsretraktion vorstellen
kann.

2.12. BEISPIEL. Bings ,,Haus mit zwei Zimmern“ kann man basteln, indem man zwei leere Dosen
mit den Unterseiten aneinanderklebt. Dann bohrt man von jeder Seite durch einen Deckel und die
gemeinsamen Unterseiten je ein Loch am Rand, und klebt je einen passenden Zylinder zwischen ein
Deckel- und ein Unterseitenloch so ein, dass dieser auf seiner vollen Lange den jeweiligen Dosenrand
beriihrt (Abbildung (1} linkes Bild). Man kann jetzt durch das Loch in der einen Dose in das
»,Zimmer® in der anderen Dose gelangen und umgekehrt.
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ABBILDUNG 1. Bings Haus mit zwei Rdumen

Man iiberzeugt sich, dass Bings Haus ein starker Deformationsretrakt einer vollen Dose ist
(Abbildung [1} rechtes Bild), genau wie ein Punkt in der Dose. Da Homotopiedquivalenz transitiv
ist, ist Bings Haus zusammenziehbar. Die zugehorige Deformationsretraktion kann man sich aber
kaum vorstellen.

2.2. Die Fundamentalgruppe

Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes misst, wieviele Typen von nichtzusam-
menziehbaren Schleifen es in einem topologischen Raum gibt. Beispielsweise ist ein Fahrrad dann
sicher an einem Gitter angeschlossen, wenn das Fahrradschloss sowohl im umgebenden Raum ohne
Gitter, als auch im umgebenden Raum ohne Fahrrad nicht zusammenziehbar ist. Wir definieren
hier die Fundamentalgruppe und geben erste Eigenschaften an. Fiir Anwendungen benttigen wir
einige Techniken, die wir in den nichsten Abschnitten kennenlernen werden.

2.13. DEFINITION. Es sei (X, z) ein punktierter topologischer Raum. Eine Schleife in (X, ) ist
ein Weg von x nach z, also eine Abbildung v: [0,1] — X mit v(0) = v(1) = . Seien 71, v zwei
Schleifen in (X, z), dann ist ihre Verkettung die Schleife v1vy2: [0, 1] — X mit

(m72)(t) = {

~v1(2t) falls 0 <t < % ,und

(2t —1) falls 3 <t <1.
Die Fundamentalgruppe m (X, x) ist die Menge aller Schleifen in (X, z) modulo Homotopie relativ
zu {0, 1}.

Bei der Verkettung werden also beide Schleifen nacheinander mit doppelter Geschwindigkeit
durchlaufen. Wir benutzen Ubung um zu sehen, dass die Verkettung wieder stetig ist.

Homotopie relativ zu {0,1} bedeutet fiir Schleifen soviel wie Homotopie bei festgehaltenem
Anfangs- und Endpunkt. Insbesondere gilt fiir eine solche Homotopie zwischen ~g und =1, dass

H(0,s) =H(l,s) ==z fiir alle s € [0,1] ,und
H(t,s) = s(t) fiir alle ¢ € [0,1] und alle s € {0,1} .
2.14. SaTz. m (X, x) bildet mit der Verkettung eine Gruppe. Das neutrale Element und das
Inverse zu [y] € m (X, x) werden reprdsentiert durch e beziehungsweise 7: [0,1] — X, mit
e(t) == und () =v(1 —t) fir alle t € [0,1] .
BEWEIS. Hier ist einiges zu zeigen: zundchst die Wohldefiniertheit der Verkettung relativer
Homotopieklassen, dann die Gruppenaxiome.
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Seien H; und Hy: [0,1] x [0,1] — X relative Homotopien zwischen den Schleifen ap und oy
beziehungsweise zwischen 5y und 31. Wir verketten die Homotopien und erhalten

o H;(2t,s) falls 0 <t < 3, und
Hy(2t—1,s) fallsi<t<1.
Dann ist H eine Homotopie zwischen apfy und aq5; relativ zu {0, 1}, also ist die Verkettung mit

relativer Homotopie vertriglich, und damit als Verkniipfung auf 71 (X, z) wohldefiniert.
Zur Assoziativitdt iiberlegen wir uns, dass

1
(ny2)73) (1) = a4t —1) 1/4<t<1/2,

(4t) 0<t<1/4,
(
g(2t—1) 1/2<t<1;
(
(

-2

)

1(2t) 0<t<1/2,

(11(7273)) () = { 72(4t —2) 1/2<t<3/4,
v3(4t—3) 3/4<t<1.

2

Also konstruieren wir eine Homotopie zwischen (v172)7y3 und 71 (727y3) wie im folgenden Bild,
S 7
//—\ //—)

—_—
/| e VS

il

\t_//))—1
0 1 T %

also in Formeln als

Y1 (4t/(1+s)) 0<t<(1+s)/4,
H(s,t) = 72 (4t — (1 +5)) (1+s)/4<t<(2+5)/4,
3(1=4(1—-t)/(2—5)) (2+s)/4<t<1.
Um zu zeigen, dass [e] ein linksneutrales Element ist, konstruieren wir &hnlich wie oben eine relative

Homotopie zwischen ey und + fiir eine beliebige Schleife . SchlieBlich {iberpriifen wir, dass [y] nur
von [v] abhéngt und zu [y] linksinversiv ist. Dazu konstruieren wir eine Homotopie

Hit,s) = v(1 — 2st) fallsogtg%,und
’ v(1—2s(1—t)) falls $<t<1.

zwischen e und 7. Damit haben wir die Gruppenaxiome fiir 71 (X, z) nachgewiesen.
Insbesondere folgt, dass [e] das eindeutige, beidseitige neutrale Element und [7] das eindeutige,
beidseitige Inverse zu [7] ist. O

Wir werden spéiter etwas nachléissig sein und manchmal v statt [y] schreiben.

2.15. SATZ. Sei X ein Raum, x, y € X. Jede Homotopieklasse von Wegen von x nach y
induziert einen Isomorphismus von m (X,x) — m1(X,y). Insbesondere hingt der Isomorphietyp
der Gruppe m (X, x) nicht vom Basispunkt x ab, wenn X wegzusammenhdngend ist.

BEWEIS VON SATZz 215l Seia: [0,1] — X ein Weg von x nach y, dann betrachte die Abbildung
(X, x) 3 v+— aya € m(X,y) .
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Wie im obigen Beweis sieht man, dass [@ya] weder von der Klammerung noch von den relativen
Homotopieklassen von « und v abhéngt. Es handelt sich um einen Homomorphismus, da
(@710)(a2a) ~ (@m)(aa@)(y2a) ~ (@y1)e(yza) ~ (@71)(y2a) ~ a@(r172)a -
Der inverse Gruppenhomomorphismus wird analog von @ induziert, denn @ = « und
a(aya)a ~ (aa)y(aa) ~ eye ~ v . O

Man schreibt daher manchmal 71(X), wenn X wegzusammenhéingend ist und es nur auf den
Isomorphietyp der Gruppe 71 (X, z) ankommt, aber nicht auf die einzelnen Elemente.

2.16. BEMERKUNG. Fiir # = y gehort also zu jedem o € 71(X,z) ein Automorphismus
von 71(X, z). In diesem Fall handelt es sich um den inneren Automorphismus
¥ ayQ .
Dies zeigt: Wenn 71 (X, ) nicht kommutativ ist, kann man nicht von den Elementen von 71 (X)

sprechen, ohne einen Fuflpunkt zu fixieren.

2.17. BEMERKUNG. Es sei (X, z) ein punktierter topologischer Raum. Dann definieren wir den
Pfadraum PX, den freien Schleifenraum LX und den (punktierten) Schleifenraum Q(X,x) durch

PX = (C([0,1],X), Oko)
LX ={ye PX[7(0)=~(1)} c PX,
und QX,z) ={ye LX | v(0) =~(1) =z} C LX,
wobei LX und Q(X, z) die von PX induzierte Unterraumtopologie tragen.

(1) Da [0,1] kompakt ist, sind relative Homotopien von Schleifen in (X,z) nach Bemer-
kung gerade Wege in Q(X,z). Also entspricht 71 (X, x) gerade der Menge der
Wegzusammenhangskomponenten von Q(X, z), kurz

m1(X,x) = (X, z)) .
(2) Falls X wegzusammenhingend ist, hat LX gerade die Wegzusammenhangskomponenten
mo(LX) = mi (X, )™,

da wir nach Bemerkung die Elemente v und o~ 'ya identifizieren miissen. Hierbei
bezeichnet G*" die Abelisierung

G* = G/[G, ]

der Gruppe G, die dadurch entsteht, dass alle Kommutatoren [g, h] = ghg~*h~! mit dem
neutralen Element gleichgesetzt werden. Die Abelisierung ist der grofite abelsche Quotient
von G.

(3) Analog zu kann man héhere Homotopiegruppen induktiv fiir £ > 2 durch

(X, ) = m_1 (X, ), e4)

definieren. Dabei bezeichnet e, wie in Satz die konstante Schleife im Punkt z. Man
sieht hier aber beispielsweise nicht, dass alle (X, z) fiir £ > 2 abelsch sind.

So, wie man in einer Kategorie nicht nur Objekte betrachtet, sondern immer auch Morphismen,
betrachtet man nicht nur Kategorien fiir sich, sondern auch ,, Abbildungen* zwischen ihnen. Dabei
muss man vorsichtig sein, da Abbildungen im strengen Sinne nur zwischen Mengen, aber nicht
zwischen Klassen definiert sind.
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2.18. DEFINITION. Es seien A und B zwei Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F: A — B
ordnet jedem Objekt A € obj(.A) ein Objekt FA € obj(B) und jedem Morphismus F' € hom4(A4, B)
einen Morphismus FF € homg(FA, FB) zu, so dass

Fida =idryg , (1)
F(FoQG)=FFoFG (2)
fiir alle A, B,C € obj(A) und alle F' € hom4(B,C), G € homy4(A, B).

2.19. DEFINITION. Wir betrachten die Kategorien Top, (und H7op,) der punktierten topolo-
gischen Rdume und der (relativen Homotopieklassen von) stetigen Abbildungen mit

obj(Top,) = obj(HTop,) = { (X,z) | X € obj(Top) und z € X } ,
hom,, ((X,z),(Y,y)) = { F: X =Y | F € homp,(X,Y) und F(z) =y }
und - homyrey, ((X,2), (Y,y)) = homy, ((X,2),(Yoy)) / ~,

wobei ~ hier Homotopie relativ zum Basispunkt bezeichnet. Die Identitét auf (X, z) ist die (relative
Homotopieklasse der) Abbildung idx ., und die Verkettung ist die Hintereinanderausfiihrung.

2.20. BEISPIEL. Durch Vergessen der Basispunkte und Ubergang zu (relativen) Homotopieklas-
sen von Abbildungen erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Funktoren

Top, —— HTop,

| |

Top —— HTop
2.21. SATZ. Die Fundamentalgruppe ist ein Funktor
m1: Top, — Grp

von der Kategorie der punktierten topologischen Rdume in die Kategorie der Gruppen. Dabei
wird (X, z) auf m(X,z) und F: (X,2) — (Y,y) auf Fr, = mF: m(X,z) — m1(Y,y) abgebildet
mit

Fy]=[FeqlemYy)  firale[y] € m(X,z).
Dieser Funktor ist auch auf HTop, wohldefiniert.

BEWEIS. Sei F': (X,z) — (Y,y) eine stetige punktierte Abbildung. Als erstes zeigen wir,
dass m F' = F, ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist. Sei H eine relative Homoto-
pie zwischen 7o, 71: ([0,1],{0,1}) — (X, z), dann ist die Abbildung F o H: [0,1] x [0,1] — Y eine
relative Homotopie zwischen F o vg und F o ~y, also ist F, wohldefiniert.

Seien 71, 2 zwei Schleifen in (X, z). Dann folgt

(Fom)(Fov)=Fo(ny)

direkt aus Definition also ist F ein Gruppenhomomorphismus.
Als néchstes iiberpriifen wir, dass m; die beiden Eigenschaften aus Definition [2.1§ erfiillt.
Da idx o v = v, gilt offensichtlich , also

(idx)« = idTl'l(X,:L‘) .
Seien F': (Y,y) = (Z,2) und G: (X,z) — (Y,y) punktierte Abbildungen. Dann folgt (2)), da
(F oG] =[(FoG)on]=[Fo(Goy)] = F.G.[]) -
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Um zu zeigen, dass 71 auch auf H7op, wohldefiniert ist, miissen wir nur {iberpriifen, dass F
nur von der relativen Homotopieklasse von F' abhéingt. Sei also H: X x [0,1] — Y eine relative
Homotopie zwischen Fy und Fi: (X, z) — (Y,y), dann ist die Abbildung [0, 1] x [0,1] — Y mit

(t,8) = H(v(t),s)

eine relative Homotopie zwischen Fp,y und Fi,.7. U
Wir kénnen den Funktor 71 : Top, — Grp also in zwei Funktoren

Top, —— HTop, s Grp,
zerlegen, dabei ist der erste Funktor der gleiche wie in Beispiel
Wegen Bemerkung diirfen wir jedoch auf keinen Fall den Basispunkt vergessen, wir erhalten
also keinen Funktor Top — Grp. Spéter werden uns Homologie und Kohomologie solche Funktoren
(mit Werten in abelschen Gruppen) liefern.

2.22. FOLGERUNG. Seien (X, x), (Y,y) homotopiediquivalente Paare topologischer Riume, dann
ist T (X, z) isomorph zu m (Y, y).

BEWEIS. Sei F': (X,z) — (Y,y) homotopieinvers zu G: (Y,y) — (X, z), dann folgt aus Funk-
torialitat, dass
G* o) F* = idﬂ.l(x’x) und F* o G* = idﬂ.l(xy) .

Also sind F, und G, zueinander inverse Gruppenisomorphismen. O

Mit dem gleichen Argument sieht man, dass Funktoren stets Isomorphismen auf Isomorphismen

abbilden.

2.23. DEFINITION. Ein topologischer Raum heiflt einfach zusammenhdngend, wenn er wegzu-
sammenhéngend ist mit w1 (X) = {e}.

Hierbei haben wir ausgesnutzt, dass der Isomorphietyp von 71 (X, z) nach Satz nicht vom
Basispunkt x € X abhéngt. In Ubung lernen Sie andere Charakterisierungen einfach zusam-
menhéngender Rdume kennen.

2.24. BEISPIEL. (1) Der einpunktige Raum {x} ist einfach zusammenhéngend, da es nur
die konstante Schleife ¢ — * gibt.

(2) Sei X zusammenziehbar, dann ist X nach Beispiel zu {*} homotopiedquivalent, also

folgt m1(X) = {e}. Nach Bemerkung[1.99| (3] sind zusammenziehbare Réume insbesondere

wegzusammenhéngend, also ist X auch einfach zusammenhéngend.

2.3. Die Fundamentalgruppe der S*

In diesem Abschnitt rechnen wir unsere erste Fundamentalgruppe aus, und zwar ,,von Hand*.
Anschlielend beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz und den Satz von Borsuk-Ulam als
Anwendungen davon.

Wir fassen S! als Teilmenge von C (mit der Unterraumtopologie) auf. Um 71 (S, 1) zu berech-
nen, brauchen wir den Begriff der Uberlagerung.

2.25. DEFINITION. Eine Abbildung p: X — X heift Uberlagerung, wenn es zu jedem x € X
eine Umgebung U von x und eine Menge M mit diskreter Topologie gibt, so dass

UxM = pl(U) — X

l l l

U = U — X
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Wir nennen dann U gleichmifig tiberlagert. Eine Uberlagerung p: X — X heifit universell, wenn X
zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend ist.

2.26. BEISPIEL. Betrachte die modifizierte komplexe Exponentialabbildung p = €*™ : R —
S1 C C. Diese Abbildung ist eine Uberlagerung, denn jeder Punkt z = e>™% ¢ 51 hat eine
gleichmiBig iiberlagerte Umgebung S* \ {—z}, da

S Yo b D) =(30) ez

neL

Da R zusammenziehbar ist, ist p: R — S nach Definition eine universelle Uberlagerung.

2.27. SATZ (Homotopie-Liftungssatz). Sei p: X = X eine Uberlagerung, und seien F:Y X
und H:'Y x [0,1] — X stetig mit

H(-,0)=poF:Y - X,
dann existiert genau eine stetige Abbildung H:Y x [0,1] — X mit
poH=H und H(-,O) F:Y—>X.

X
x{O}[ . l

Y x [0,1]

Wir nennen H einen Lift der Homotopie H mit Startwert F'.

BEWEIS. Idee: Lokale Existenz und Eindeutigkeit liefern globale Existenz und Eindeutigkeit.

Zur lokalen Existenz von Lifts fixiere y € Y. Zu jedem s € [0, 1] existiert eine gleichméBig
iiberlagerte Umgebung Us von H(y,s) € X, ein offenes Teilintervall Iy C [0,1] mit s € I; und
eine offene Umgebung V5 C Y von y mit H(Vs x Ig) C Us. Endlich viele solche Intervalle I
iiberdecken [0, 1], da [0, 1] kompakt ist. Also existieren 0 = tg < t; < -+ < ¢, = 1, gleichmé&Big
iiberlagerte U; und Umgebungen V; von y mit

H(V; x [ti—1,t]) C U; .

Wir konstruieren induktiv Umgebungen W; von y und Lifts H von H |y, x(0,]- Setze dazu

zunéchst Wy =Y und Ho( ,0) = F. Sei jetzt eine offene Umgebung W;_1 von y und ein Lift H; 4
von H|yw,  x[o0_,) bereits konstruiert. Betrachte die stetige Abbildung

fi: Wiin'V; Hialotiy), p ' (U) =U; x M; —— M, ,

und sei m; = fi(y) € M;. Da M; die diskrete Topologie tréigt, ist {m;} C M; offen, also ist
Wi=ft(m) CcWieanV;

eine offene Umgebung von y. Fiir w € W; setze

~ H;_ w, s 0<s<t_1,

Hi(w,S): 7 1( ) N ~ > bi—1

(H(w,s),mi) ceU xM,CX t;_1<s<t.
Dann ist H; auf beiden Teilbereichen stetig und stimmt auf dem Durchschnitt iiberein, ist also
insgesamt stetig. Setze schlielich W, = W}, und erhalte einen Lift
Hy,: W, x[0,1] - X von Hlyw, x[0,1] -
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AuBerdem ist das die einzige mogliche Wahl von H;: W; x [0,t;] — X. Wenn die Eindeutigkeit
auf W;_1 x [0, t;—1] bereits induktiv gezeigt ist, erzwingen fiir alle y’ € W; Liftungseigenschaft sowie
die Stetigkeit der Abbildung

[ti—hti] M pil(Ui) = Ui X Mi  — Mz'

unsere Wahl von H (v, s) fiir s € [t;—1,t;], denn eine stetige Funktion in einen diskreten Raum ist
lokal konstant. _ _ _
Schliefllich ist H, = Hg: W, x [0,1] = Wy x [0,1] — X ein stetiger Lift von H|yw, [0,

mit H(y 0) = ( ') fiir alle y' € W,,. Seien y, 3’ gegeben, dann folgt

Hy|(WyﬁWy/)><[O,1] = Hy/|(WymWy,)x[o,1}

aus unser obigen lokalen Eindeutigkeitsiiberlegung. N N
Somit konnen wir alle lokalen Lifts Hy,: W, x [0,1] — X zu einer globalen Abbildung H

zusammensetzen. Die Stetigkeit von H folgt, da H nahe (y,s) mit I;Ty iibereinstimmt und ﬁy
nach Konstruktion bei (y, s) stetig ist. O

2.28. SATZ. Es gilt m1 (S, 1) & Z, wobei [idg1] der 1 € Z entspricht.

BEwEIS. Wir betrachten die Uberlagerung p = €*™" : R — S' aus Beispiel Wir fassen v €
71(S1,1) als Homotopie H von Abbildungen von Y = {*} nach S! mit H(x,s) = v(s) auf. Es
sei FI(x) = 0 € Z ein Lift von H(%,0) = 1, dann existiert nach Satz ein Lift 5(s) = f[(*, s),
und es folgt 7(1) € p~1(1) = Z.

Seien vy und v; relativ homotope Schleifen in (S!, 1) mit Lifts 9 und 7; : [0, 1] — R. Wir fassen
eine relative Homotopie H zwischen vy und ~; als Homotopie K s, t) = H(t,s) von der konstanten
Abbildung s — 1 zu sich selbst auf. Dann ldsst sich K nach Satz[2.27|zu einer Homotopie K liften,
wobei K (s,t) = 75(t) fiir s € {0,1} aufgrund der Eindeutigkeit der Llfts i Wir erhalten also eine
Homotopie H (t, s) K (s, t) zwischen 7o und 51. Da s — H(1, s) die konstante Abbildung H(1, s) =
1 € S! liftet, erhalten wir eine relative Homotopie zwischen Wegen, die bei 0 € R beginnen.
Insbesondere folgt 49(1) = 31(1) € Z. Also erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung

d: 1 (SH1) = Z mit O([y]) =4(1) € Z fiir 4 wie oben.
FEin Lift von ~;17y9 ist

31(20) 0<t<1/2,
Y2 =
(1) +422t —1) 1/2<t<1,

dabei nutzen wir aus, dass fiir jede Zahl n € Z die Abbildung ¢ — 4(t) +n ein Lift von + ist, wenn ¥
ein Lift ist, da

eQTri(’y(t)—i—n) _ e?mﬁ/(t) . 627rin _ ’y(t) 1.

Also ist @ ein Gruppenhomomorphismus. Man kann sich durch Nachrechnen iiberzeugen, dass ~y
dabei gerade auf die Umlaufzahl v, ) aus Beispiel abgebildet wird.

Zur Injektivitit seien 7o, 71 Schleifen in S' mit Lifts 9, 51, so dass H(0) = F1(0) = 0
und (1) = 91(1) = n € Z. Da R zusammenziehbar ist, ist R einfach zusammenhéngend. Ins-
besondere existiert eine relative Homotopie H zwischen ¢ und 41 (Ubung . Dann ist po H

eine relative Homotopie zwischen 7o und 1, also folgt [vyo] = [71].
Zur Surjektivitdt betrachte zu n € Z die Schleife ~,, mit Lift 7,, wobei
A (t) = e2rint und n(t) = nt . O
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ABBILDUNG 2. Die Retraktion im Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes

Wir kommen jetzt zu zwei Anwendungen; weitere folgen in den Ubungen und Zur
Motivation zunéchst der eindimensionale Fall des Brouwerschen Fixpunktsatzes.

2.29. BEMERKUNG. Jede stetige Funktion f: D! = [-1,1] — [~1,1] hat einen Fixpunkt. Be-
trachte dazu die Funktion
g: [-1,1] =R mit x—x— f(z).
Es gilt f(x) = x genau dann, wenn g(xz) = 0. Da g(—1) < 0 und ¢(1) > 0, folgt die Behauptung
aus dem Zwischenwertsatz.

2.30. BEMERKUNG. Sei ¥ C X, sei y € Y, und sei R: X — Y eine Retraktion, dann ist
der Homomorphismus m R: m(X,y) — m1(Y,y) surjektiv und me: m1(Y,y) — 71 (X, x) injektiv.
Zerlege dazu idy, (y,y) = midy als

R
7'[-1(}/7:y) .EL‘_) 7Tl()(’y) J‘l._) Wl(Y,y) .

Mit anderen Worten: eine Retraktion verhélt sich dhnlich wie eine Projektion in einem (semi-)
direkten Produkt von Gruppen, Ringen, Vektorrdumen etc.

2.31. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz, n = 2). Jede stetige Abbildung F': D*> — D? hat einen
Fixpunkt.

BEWEIS. Falls es keinen Fixpunkt gibt, konstruieren wir eine Retraktion R: D?> — 9D? = §!
wie in Abbildung [2} Da 71(D?,1) = 0 und m1(S!, 1) = Z, widerspricht das der obigen Bemerkung.
Zur Konstruktion der Retraktion beachten wir, dass min,cp2 d(F(x),z) > 0 wegen Kompakt-
keit von D?. Daher erhalten wir eine stetige Abbildung, indem wir die Strecke von F(z) nach x
iiber  hinaus fortsetzen, bis sie S! schneidet, und x den Schnittpunkt R(z) zuordnen. Falls z € S*,
ist x = R(x) dieser Schnittpunkt, also erhalten wir die gesuchte Retraktion. O

Der folgende Satz gilt analog fiir Abbildungen S™ — R, wird hier aber nur fiir n = 2 bewiesen.
2.32. SATZ (Borsuk-Ulam). Sei f: S? — R? stetig, dann existiert x € S? mit f(x) = f(—x).
BeEwEIs. Falls nicht, existiert eine Abbildung G: S? — S' ¢ R? = C mit

f(x) = f(=x)
G(z) = F—=—F—,
TR
und es folgt G(x) = —G(—x) auf ganz S2. Betrachte den Aquator
v:[0,1] = S? C R? mit ~y(t) = (?x?()%%)

Ohne Einschrinkung gelte G(v(0))

=1 € S!' ¢ C, anderfalls drehen wir S' C R? entsprechend.
Es sei ¢ = G o. Wir wollen G.[y] =

[g9] € mS! = Z bestimmen. Sei dazu §: [0,1] — R ein
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Lift von g: [0,1] — S! wie in Satz unter der Uberlagerung p: R — S! mit p(t) = €™ aus
Beispiel Aus
g(t+1/2) = G(—1(t)) = (G o)(t) = —g(t)
folgt
gt+1/2)—g(t)eZ+1/2,
da p~!(—1) = Z + 1/2. Da der obige Ausdruck stetig von ¢ abhéingt und Z + 1/2 diskret ist, ist er
konstant, und wir erhalten

§(1) — 5(0) = (3(1) — §(1/2)) + (31/2) - 5(0)) = 2(3(1/2) - §(0)) € 2Z+1.

~

_ Insbesondere wird der Aquator auf ein ungerades Element von mS' = Z abgebildet. Der
Aquator v ist aber null-homotop in S?. Sei H eine Homotopie von v zur konstanten Schleife,
dann ist G o H eine Homotopie von ¢ zur konstanten Schleife, was einen Widerspruch darstellt. [

Die Beweise der obigen Sétze sind nicht konstruktiv, das heift, sie liefern kein Verfahren, das
einen Punkt mit der gesuchten Eigenschaft findet. Das gleiche gilt fiir die beiden Anwendungen
in den Ubungen @ und auch dort sind die Beweise indirekt. Man beachte, dass es in
allen vier Problemen beliebig ,schlecht konditionierte“ Situationen gibt, in denen eine beliebig
kleine Variation der Ausgangsdaten (zum Beispiel Variation von F' um weniger als € > 0 in der
Supremumsnorm) beliebig groBe Anderungen des gesuchten Punktes bewirken konnen.

2.4. Der Satz von Seifert-van Kampen

Wir wollen als néichstes den Satz von Seifert-van Kampen beweisen, der es in vielen Fillen
ermoglicht, die Fundamentalgruppe eines zusammengesetzten Raumes aus den Fundamentalgrup-
pen seiner Bausteine zu rekonstruieren. Dazu beno6tigen wir ein paar Begriffe aus der Gruppentheo-
rie.

Sei (G;)ier eine beliebige Familie von Gruppen. Wir wollen zunéchst eine Gruppe konstruieren,
die alle Gruppen G enthilt, und in der keine ,,unnétigen“ Relationen gelten. Diese Gruppe soll das
,freie Produkt* der Gruppen G; heiflen. Wir werden sehen, dass das freie Produkt das Koprodukt
in der Kategorie Grp der Gruppen ist.

2.33. BEMERKUNG (Zur Erinnerung). Produkt [] und Summe @ von Gruppen; Abbildungen

In beiden Fillen kommutieren die Elemente verschiedener Gruppen, was eine zusétzliche Relation
darstellt, die wir hier umgehen wollen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Gruppen G; paarweise disjunkt sind, ansonsten
miissten wir die Elemente von G; als (i, g) ,,markieren®.

2.34. DEFINITION. Sei (G;);er eine Familie von Gruppen. Ein Wort w im Alphabet U;G; ist ein
Tupel g; ... gy der endlichen Linge {(w) = k > 0 von Buchstaben g; € G;, mit i; € I. Schreibe ()
fiir das leere Wort. Ein Wort heiflt gekiirzt oder reduziert, wenn

(1) kein Buchstabe ein neutrales Element e; € G; ist, und

(2) keine zwei aufeinanderfolgenden Buchstaben g;, gj+1 zur gleichen Gruppe G;;, = G
gehoren.

Tj+1
Ein Wort kiirzen oder reduzieren heif3t, so oft wie moglich einen der folgenden Schritte auszufiihren:
(1) Weglassen eines Einselementes e; € G; an einer beliebigen Stelle des Wortes,
wew” — ww”
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(2) Ersetzen zweier aufeinanderfolgender Buchstaben g;, g;4+1 € Gy, aus derselben Gruppe
durch ihr Produkt,

/ " / 1
w'gigjiw” = w'(gjgir)w” .
Zwei Worter heiflen dquivalent, wenn sie zum gleichen Wort reduziert werden kénnen.

2.35. PROPOSITION. Jedes Wort lisst sich auf genau eine Weise reduzieren.

BEWEIS. Die einzige mogliche Wahl beim Reduzieren besteht in der Reihenfolge, in der mogliche
Reduktionsschritte ausgefithrt werden. Falls diese Schritte an rdumlich getrennten Stellen im Wort
stattfinden, ist ihre Reihenfolge egal, beispielsweise sei 1 < i, 7+ 1 < j, j+ 1 < k, dann ist

w' gi gix1w” g gip w” ~w'(gigiv)w” (gjgie)w”
€G; EGj
unabhéngig von der Reihenfolge der Reduktionsschritte.

Nur wenn ein Element gleichzeitig auf zwei verschiedene Weisen reduziert werden kann, kann es
auf die Reihenfolge ankommen. Die moglichen Buchstabenketten, bei denen das vorkommen kann,
sind

w' ghkw” ~w' (gh)kw” ~ w' g(hk)w” ~ w' (ghk)w” ,
w' gew” ~w' (ge)w” ~w' gw” und w' eguw” ~w' (eg) w” ~w' gw”

mit g, h, k und e = ¢; € G| fiir ein ¢ € I. Hier sorgen die Rechenregeln fiir Gruppen dafiir, dass es
nicht auf die Reihenfolge der Reduktion ankommt. g

2.36. DEFINITION. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen. Das freie Produkt «;G; = [[; G;
der Gj; ist die Menge aller reduzierten Worter, die Multiplikation ist Hintereinanderschreiben und
anschlieBende Reduktion. Definiere Abbildungen ¢;: G; — [[, G; mit

L _ @ g=e€;,
9) {g 9 € Gj\{ej} .

2.37. PROPOSITION. Das freie Produkt ist eine Gruppe, und die Abbildungen v; sind Homomor-
phismen.

BEWEIS. Da es laut Beweis des Satzes nicht auf die Reihenfolge der Reduktionsschritte
ankommt, erhalten wir das Produkt dreier Worter durch Hintereinanderschreiben aller drei Worter
und anschliefendes Kiirzen; hieraus folgt Assoziativitdt der Multiplikation.

Das leere Wort ist offensichtlich neutrales Element, und fiir jedes Wort gilt

(gr-g0) =g 0"
Fiir alle € I und alle g € G; ist ¢;(g) gekiirzt, und offensichtlich ist ¢; ein Homomorphismus. O

2.38. BEISPIEL. (1) Freie Gruppen in einem Buchstaben Z.
(2) Freie Gruppen Fj, = Hle Z.
(3) Unendliche Diedergruppe Do = Zg % Zs (Isometriegruppe des metrischen Raumes Z C R),
die nichttrivialen Elemente der beiden Kopien von Zs sind zwei benachbarte Spiegelungen,
etwa an den Punkten 0 und 1/2.

2.39. SATZ. Das Produkt von Gruppen ist ein Produkt auf der Kategorie der Gruppen. Das freie
Produkt von Gruppen ist ein Koprodukt auf der Kategorie der Gruppen.
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BEWEIS. Sei (G;)ier eine Familie von Gruppen. Wie in Ubung [1.119|ist ihr Produkt

i€l

zusammen mit den Projektionen

pi: [[Gi=Gi,  pi((gi)ier) = g5 -
i€l

Elemente des Produktes werden komponentenweise verkniipft, das neutrale Element ist (e;);cs
mit e; € G; neutral, das Inverse von (g;)ier ist (g; Dier. Die Projektionen p; sind Gruppenhomo-
morphismen.

Sei H eine weitere Gruppe, und seien f;: H — G; Gruppenhomomorphismen. Zu zeigen ist
nach Bemerkung die universelle FEigenschaft des Produktes, wonach es genau einen Homomor-
phismus f: H — G mit f; = p; o f fiir alle ¢ € I gibt. Man sieht leicht, dass dann gerade

f(h) = (fi(h)ier € [[ Gi
el
folgt, und dass f tatséichlich ein Homomorphismus ist.

Nach Bemerkung [T.41] besagt die universelle Eigenschaft des Koproduktes, dass es zu jeder
Gruppe H und Homomorphismen f;: G; — H genau einen Homomorphismus f: %7 G; — H
mit f; = f oy fiir alle ¢ € I gibt. Da das freie Produkt von den einbuchstabigen Wortern erzeugt
wird, folgt

flgrgr) = fi(o1) - fir(gk) € H |

wobei g; € Gj; wie oben. Offensichtlich ist Kiirzen mit f vertréglich, da alle f; Homomorphismen
sind. Also ist f ebenfalls Homomorphismus. O

Im Satz von Seifert-van Kampen benétigen wir einen Quotienten des freien Produkts. Da man
Quotienten von Gruppen nur nach Normalteilern bilden kann, erinnern wir uns an die Definition
von Normalteilern.

Ein Normalteiler N einer Gruppe G ist eine Untergruppe mit der zusétzlichen Eigenschaft,
dass gng~' € N fiir alle g € G und alle n € N. Kerne von Gruppenhomomorphismen F: G — H
haben diese Eigenschaft, denn sei g € G, k € ker F', dann folgt

F(gkg™") = F(g) -E(fg-F(Q)‘1 =e€cH,

also gkg™' € ker .
Sei umgekehrt IV ein Normalteiler, dann definieren wir eine Gruppenstruktur auf dem Quoti-
enten

G/N ={gN | g € G} mit gN ={gn|ne N}
durch
(gN) - (hN) = g(hNh™') - (hN) = gh- N - N = (gh)N .
Die Normalteiler-Eigenschaft garantiert uns, dass dieses Produkt wohldefiniert ist. Die natiirliche
Abbildung G — G/N mit g — gN ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

2.40. DEFINITION. Es sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann ist der von M
erzeugte Normalteiler (M) von G der kleinste Normalteiler N C G, so dass M C N.

Man kann sich iiberzeugen, dass Durchschnitte von Normalteilern wieder Normalteiler sind, so
dass der Begriff des kleinsten Normalteilers in der obigen Definition sinnvoll ist. Alternativ dazu
geben wir (M) explizit an.
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2.41. BEMERKUNG. Es gilt
(M) = {glmitlgl_l"'gkmlflgk_l ‘ k Z O)glu"'7gk S G und my,...,mg € M} . (*)

Man iiberzeugt sich leicht, dass die rechte Seite eine Untergruppe von M beschreibt, und sogar
einen Normalteiler, da

glgmior - agmFle g™ = (gg0)mit(gorh) - (ggi)mi (ggr) "

Umgekehrt enthélt jeder Normalteiler, der M enthélt, auch alle Produkte von Elementen der
Form gm*!¢g™!, also ist die rechte Seite von @ tatsdchlich der kleinste Normalteiler, der M enthélt.

Wir formulieren und beweisen jetzt den weiter oben angekiindigten Satz.

2.42. SATZ (Seifert-van Kampen). Sei (X, x) ein punktierter Raum, und seild C O eine offene
Uberdeckung von X, so dass

(1) jede Menge U € U den Basispunkt x enthdlt, und
(2) jeder Durchschnitt U NV fir U, V € U wegzusammenhingend ist.

Dann ist die von den Homomorphismen tys: m1 (U, z) — 71 (X, x) induzierte natirliche Abbildung
p: [ m(U.2) — m(X,2)
veud
surjektiv. Falls dariberhinaus
(3) jeder Durchschnitt UNV MW fir U, V, W € U wegzusammenhdngend ist,
dann wird der Kern der Abbildung ¢ gegeben durch

ker p = ({ (wav—u)«] - (wnv—v)« UV el und [7] € m(U NV, z) }) : ()
Hier bezeichnen ¢;;: U — X und wyny—y: UNV — U die Inklusionsabbildungen.

BEWEIS. Wir schreiben wieder o fiir die Verkettung beliebiger Wege mit passenden Anfangs-
und Endpunkten wie im Beweis von Satz [2.15]

Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢ surjektiv ist, betrachten wir eine Schleife v: [0,1] — X
mit v(0) = v(1) = 2. Da (v~} (U))yeu eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [0, 1] ist,
existiert nach dem Satz [I.57] von Lebesgue ein n > 0, so dass jeder Weg

%) = (Vp=11)) <t+zn_1)

fiir 1 <4 < n ganz in einer der Mengen U; € U verlduft. Nach und gibt es Wege a; von x
nach () = 7i(1) = 741(0) in U; N U;11. Also schreiben wir v als Verkettung

v~ mar! areay !t an 1y, € imgp,
—_—— —— ——
EimLUl* €im LU €im vy, «
und es folgt Surjektivitit.
Wir bezeichnen die rechte Seite von (¥) mit N C [],;, m1(U,z). Sei v € m (U NV, z), dann ist
offensichtlich
le] = YA = (tonv—u)«] - (wavov)D] 7! € m(X,z),

TV
€im Ly« Eim Ly 4

woraus sich N C ker ¢ ergibt.

Sei umgekehrt v = 1 -- -~y fiir Schleifen +; in U; € U, dargestellt durch das entsprechende
Wort w € ker . Dann existiert eine Homotopie H: [0,1] x [0,1] — X von der trivialen Schleife
zu 7. Nach dem Satz von Lebesgue konnen wir das kompakte Einheitsquadrat [0, 1] x [0,1] so
in Waben zerlegen, dass jede Wabe W; C [0,1] x [0,1] von H ganz in eine der Mengen U; € U
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ABBILDUNG 3. Zerlegung des Einheitsquadrats in Waben

abgebildet wird. Nach finden wir zu jedem Eckpunkt (¢,s) einen Weg « von x nach H(t,s),
der ganz im Durchschnitt der (maximal drei) offenen Mengen U;, U;, Uy, € U zu den angrenzenden
Waben W;, W;, W), verlduft. Wir konnen jetzt jede Kante zwischen zwei Waben wie oben durch
eine Schleife ao/Bal_l beschreiben, die ganz im Durchschnitt der U;,U; € U zu den angrenzenden
Waben W;, W; verlduft.

Wir zerlegen die Homotopie H in eine Folge einzelner Homotopien H; relativ zu z, die jeweils
eine Wabe W, iiberstreichen, sieche Abbildung [3] Zu Beginn der Homotopie wird der betrachtete
Pfad beschrieben durch ein Wort aus Buchstaben der Form

C L UNU = U )« [avpBa] -+ € H m (U, x) ,
N——
o in UiﬂUj veu

dabei gehort U; hier stets zu einer Wabe W, ,,unterhalb“ des Pfades zu Beginn der Homotopie H;.
Fall die Kante 8 an die Wabe W; angrenzt, miissen wir als erstes diesen Buchstaben durch einen
Buchstaben in 71 (U;, ) ersetzen. Dazu beachten wir, dass

J— lf
Wi, 01010 = (00,00, 50w, -0, 400) 0 ) (W, s lole”)

Dieses Ersetzen entspricht also gerade der Multiplikation von links mit einem Element von N,
vergleiche Bemerkung

Wenn wir alle Buchstaben, die zu Kanten der Wabe W; gehoren, durch Buchstaben in 71 (U;, x)
ersetzt haben, konnen wir die Homotopie H; durchfiihren. Dabei wird ein Produkt von Schleifen
in U; durch ein in U; homotopes Produkt ersetzt. Nach Kiirzen verédndert sich das zugehorige Wort
im freien Produkt der 71 (U, z) also gar nicht.

Nach endlich vielen Schritten erreichen wir den urspriinglichen Weg v = 1 - - - v, wobei y aber
moglicherweise durch ein anderes Wort représentiert wird, falls ein oder mehrere ~; als Schleifen
in anderen Umgebungen geschrieben wurden. Nochmaliges Multiplizieren mit Elementen von N
behebt dieses Problem.

Da wir mit der trivialen Schleife, dargestellt durch das leere Wort, begonnen haben, haben wir
also w € ker ¢ insgesamt als Produkt von Elementen von N geschrieben, also folgt ker ¢ C N und
daher kerp = N. g

2.43. BEISPIEL. Die Ziffer ,,8“ ldsst sich als Vereinigung zweier Kreise schreiben. Sei ,,8“ = UUV/,
wobei U und V kleine offene Umgebungen der beiden Kreise seien, so dass die Kreise Deformations-
Retrakte von U und V sind. Wéhle x( als Schnittpunkt der beiden Kreise, dann liefert Seifert-van
Kampen, dass 71(,,8“, z¢) = Z * Z.
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2.44. BEISPIEL. Ohne die erste Voraussetzung a8t sich der Satz von Seifert-van Kampen
nicht formulieren. Es folgen zwei Beispiele, die zeigen, dass die anderen beiden Voraussetzungen
ebenfalls nétig sind.

(1) Betrachte X = S' C C als Vereinigung zweier zusammenziehbarer Mengen Uy = S\
{+i}. Beide Mengen haben triviale Fundamentalgruppe, also ist auch w1 (Uy, 1) (U—-, 1)
trivial. Auf der anderen Seite ist 7 (S!, 1) = Z nichttrivial, insbesondere ist die natiirliche
Abbildung 71 (Uy, 1) * m(U_,1) — 71(S*, 1) nicht surjektiv. Das liegt daran, dass UT N
U~ = 8\ {4, —i} nicht zusammenhiingend ist, also Voraussetzung verletzt ist.

(2) Betrachte Y = S'U[—1,1] C C, und setze U, = Y'\{z} fiir € {—4,0,4}. Dann sind die drei
Mengen U, jeweils homotopiedquivalent zu einem Kreis, haben also Fundamentalgruppe Z.
Der Durchschnitt je zweier dieser drei Mengen ist zusammenziehbar, also gilt N = {e}
und

(Y, 1) = (m (Ui, 1) xm (U3, 1)) /N = Z* 7,
denn Voraussetzung folgt aus Voraussetzung , solange wir nur zwei offene Mengen
betrachten.
Andererseits gilt

(m1(Ui, 1) w1 (Uo, 1) ¥ mi(U—4,1)) /N = Z+ L+ L,

und Z * Z x Z ¥ Z * Z, etwa haben beide Gruppen unterschiedliche Abelisierungen.
Da U; N Uy N U_; nicht wegzusammenhiéngend ist, ist Voraussetzung fir die Uber-
deckung {U;, Uy, U_;} verletzt.

2.45. BEMERKUNG. Der Spezialfall X = UUV im Satz von Seifert-van Kampen ist beson-
ders wichtig und etwas einfacher zu formulieren als der allgemeine Fall. Da der Beweis aber nicht
einfacher wird, haben wir gleich den allgemeinen Fall betrachtet.

(1) Seien G, H, K Gruppenund a: K — G, b: K — H Gruppenhomomorphismen, so definiert
man das amalgamierte Produkt von G und H {iber K durch
Gxxk H=G*H | ({a(k)b(k)™' |ke K}).

Das amalgamierte Produkt erfiillt die universelle Eigenschaft eines Pushouts in der Kate-
gorie Grp, vergleiche Folgerung

b
K—H
Seien dazu i: G — G xx H und j: H — G xx H die natiirlichen Homomorphismen, sei L

eine Gruppe und seien g: G — L, h: H — L Homomorphismen mit goa =hob: K — L,
dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus

fiGxg H— Lmitg= foiund h= foj.

(2) Sei X = U UV topologischer Raum mit U, V offen. Dann trigt X die Quotientento-
pologie zur natiirlichen Abbildung U UV — X. Also ist X ebenfalls ein Pushout nach
Folgerung Dazu fasst man U NV als Teilmenge von V' auf und betrachtet die Inklu-
sion f: UNV < U (oder umgekehrt). Wenn wir einen Basispunkt 2 € U NV festlegen,
erhalten wir analog einen Pushout X = U Uyny V in der Kategorie Top, .
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(3) Der Satz von Seifert-van Kampen besagt, dass der Funktor 7y den Pushout in 7op , auf den
Pushout in Grp abbildet, falls U NV wegzusammenhéngend ist. Denn, wie schon gesagt,
reichen Voraussetzung und aus, solange man Uberdeckungen aus zwei Mengen
betrachtet.

(4) Man beachte: Ein beliebiger Funktor F: C — D muss den Pushout in C nicht auf den
in D abbilden, falls beide Pushouts existieren. Das zeigt bereits Beispiel . Im
allgemeinen erhilt man nur einen Morphismus vom Pushout der Bilder unter F in das
Bild des Pushouts unter F, siche Ubung

2.46. BEISPIEL. Die Sphire S"~! C R” ist offensichtlich wegzusammenhiingend fiir n > 2. Wir
betrachten S" = Uy UU_ C R*™ mit Uy = S™\ {(0,...,0,F1)} wie in Beispiel ([2). Die
stereographische Projektion liefert Hombéomorphismen U, = R™ = U_, also sind Uy zusammen-
ziehbar. SchlieBlich ist S?~! ein Deformationsretrakt von U, N U_. Mit = = (1,0,...,0) erhalten
wir fiir n > 2, dass

m(S", ) = m(Us, @) *7 v, nv_ o) MU=, @) = {e} %7 (gn-1.) {€} = {e},

also sind Sphéren einfach zusammenhéngend ab Dimension 2.

Man ist versucht, das obige Beispiel so zu begriinden, dass man jede Schleife in S™ fiir n > 2
von einem Punkt y € S™, der nicht getroffen wird, zum Basispunkt x , wegdriickt“. Beispiel
zeigt aber, dass man Schleifen konstruieren kann, die jeden Punkt in S™ treffen. Also braucht man
ein komplizierteres Argument.

2.47. BEISPIEL. Zur Vorbereitung auf die Ubungsaufgabe zu den Borromaéischen Ringen
geben wir drei weitere Beispiele. Dabei betrachten wir die Fundamentalgruppen von Komplementen
eines oder mehrerer Kreise im R3.

(1) Betrachte S* € R? x {0} C R3. Wir addieren einen Punkt im Unendlichen, indem wir U =
R3 \ S! via stereographischer Projektion in S3\ S! einbetten, hierbei wird S! zu einem
GroBkreis, und der fehlende Punkt in S® sei e = (0,0,0,1). Es sei V die obere Halbkugel,
dann ist S? ein Deformationsretrakt von U N V. Also gilt nach Satz mitx =UNV,
dass

mi(SP\ 81, 2) = m(R%\ ST, 2) #r, (52,0 (Vi 2) 2 (R\ S, )
Jetzt bilden wir $3\ S! durch stereographische Projektion an einem Punkt der S nach R?
ab und erhalten einen Homomorphismus $2 \ S* = R3\ ({(0,0)} x R). Aber S* ist ein
Deformationsretrakt davon, so dass schliefflich
m(R3\ Y =2 m(83\ S =2 m(R3\R) =2 m(SY) =7,
(2) Wir betrachten jetzt das Komplement zweier ,,unverlinkter” Kreise im Raum, genauer Y =
R3\ (S' x {—1,1}). Mit Beispiel und Seifert-van Kampen folgt
m1(Y) 2 71 ((R? x (=00, 1)\ (81 X {=1})) #ry (2 (-1,1)) T1((R® X (=1,00)) \ (ST x {1}))
=7 *{e} 7= Fy .
(3) Wir betrachten im Gegensatz dazu das Komplement zweier ,einfach verlinkter® Kreise
im R3, ndmlich
Z =R3\ ({(cos g,sinp,0) | ¢ € R} U{(0,cos? + 1,sin¢)p € R}) .
Wie in fligen wir einen Punkt im Unendlichen hinzu, dann hat Z die gleiche Funda-
mentalgruppe wie
52\ ({(cos p,5in9,0,0) | » € R} U{(0,0,cos ¢, siny) | ¢ € R}).
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Ein Deformationsretrakt hiervon ist der Clifford-Torus

{\}i(cosgo,sincp,cosw,sinw) ‘ 0,1 € ]R} ~ gl st

m(Z) =m(S") xm(S") =ZxZEm(Y).
Also kann die Fundamentalgruppe des Komplementes erkennen, ob man einen oder zwei Kreise
entfernt hat, und ob diese , verlinkt“ waren oder nicht. Auch fiir Knoten im R? ist die Fundamen-
talgruppe des Komplementes eine sehr méchtige Invariante. Allerdings kann man zwei auf verschie-
dene Weisen definierten Gruppen nicht immer ohne weiteres ansehen, ob sie isomorph sind oder
nicht. Daher ist die Fundamentalgruppe des Komplements keine gute Invariante, um verschiedene
Knoten voneinander zu unterscheiden.

Wir haben schon in der Ubung gesehen, dass die Fundamentalgruppe eines endlichen
Produktes punktierter Rdume gleich dem Produkt ihrer Fundamentalgruppen ist. Etwas dhnliches
wird fiir Koprodukte punktierter topologischer Rdume gelten.

so dass

2.48. DEFINITION. Das Bouquet oder Wedge-Produkt einer Familie (X;, x;);c; punktierter to-
pologischer Rédume ist der punktierte Raum

\/(Xiaxi) = (H Xi/ Na$0)

iel il

mit der Quotiententopologie, wobei die Aquivalenzrelation ,,~* erzeugt wird durch z; ~ x; fiir alle
Paare i, j € I, und z¢ = [z;] fiir alle i € I. Sei ¢;: (X, 2;) — (\/ieI(Xi,xi),xg) die natiirliche
Inklusion.

2.49. BEMERKUNG. Das Wedge-Produkt erfiillt die universelle Eigenschaft eines Koproduktes
in der Kategorie Top . Dazu sei (Y, y) ein weiterer punktierter Raum und seien f;: (X;, ;) = (Y, y)
punktierte Abbildungen, dann existiert zunéchst einmal genau eine stetige Abbildung f: [icr Xi —
Y mit f; = f: 7;, wobei z; hier die Inklusion von X; in die disjunkte Vereinigung bezeichne.

Sei q: [l;c; Xi = V,e;(Xi, ;) die Abbildung auf den Quotienten. Die Abbildung f bildet alle
Basispunkte x; auf y ab, also ist die induzierte Abbildung f: \/,.;(X;, z;) — (Y,y) wohldefiniert,
nach Satz stetig, und wegen der Eindeutigkeit von f = f o ¢ auch eindeutig.

2.50. FOLGERUNG. Sei (X;, z;)ier eine Familie gut punktierter topologischer Réiume, das heifit,
dass jeder Punkt z; eine zusammenziehbare offene Umgebung U; C X; besitzt. Dann gilt

T <\/(Xz‘,90i),x0> = [ m (Xi, ) .
il iel
Also bildet der Funktor m; unter entsprechenden Voraussetzungen auch Koprodukte in Top
auf Koprodukte in Grp ab.

BeEwEIS. Wir schreiben \/,_;(X;, z;) = U,;c; Vi mit
Vi = (Xj,{L‘j) V \/ (Ui, x;) .
iel\{j}
Da die U; zusammenziehbar sind, ist X; Deformationsretrakt von V;. Aulerdem ist
VinVi=\/(Ui,z)) =V;inVinV,
el
zusammenziehbar, falls mindestens zwei der Indizes j, k, £ € I verschieden sind. Aus dem Satz[2.42]

von Seifert-van Kampen folgt die Behauptung. O
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2.5. Die Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes

Wir berechnen die Fundamentalgruppen von C'W-Komplexen mit Hilfe des Satzes von Seifer-
van Kampen. Es wird sich zeigen, dass jede Schleife zu einer Schleife im 1-Geriist homotop ist,
und dass man bereits am 2-Geriist alle m6glichen Homotopien erkennen kann. Insgesamt gilt al-
so m (X, x0) = 71 (X2, 20) fiir wegzusammenhingende C'W-Komplexe mit 2o € X, wobei X! die
Erzeuger und X2 die Relationen in einer Prisentation von 71 (X, x¢) liefert. Umgekehrt taucht jede
Gruppe als Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes auf.

2.51. BEMERKUNG. Sei M eine Familie von Erzeugern von G, und sei R C *,,c3/Z eine Menge
von Relationen in der von den Elementen von M erzeugten freien Gruppe F. Dann sei N = (R)
der von den Relationen erzeugte Normalteiler von F'. Wir schreiben

G=F/N=(M|R),

diese Darstellung heiflt auch eine Prdsentation der Gruppe G. Jede Gruppe besitzt eine Présenta-
tion. Zum Beispiel kénnten wir M = G setzen, dann ist F' die Menge aller Worter in M (wobei wir
die Gruppenstruktur von G vergessen haben). Dann wéhlen wir R = ker(F' — (), wobei wir jedes
Wort in F' auf das entsprechende Produkt in G abbilden.

Zur Erinnerung: Ein CW-Komplex X ist die Vereinigung seiner n-Geriiste X", versehen mit
der schwachen Topologie. Dabei ist X© diskret, und man konstruiert induktiv

Xt=X""1u|Jep=X""ug [] D"
icln icIn
Unter einem mazimalen Baum in einem wegzusammenhingenden CW-Komplex verstehen wir
einen zusammenziehbaren Unterkomplex Y C X! mit X° C Y. Wir werden im Laufe des Beweises
des folgenden Satzes verstehen, dass ein maximaler Baum gleichzeitig ein maximaler zusammen-
ziehbarer Unterkomplex von X! ist.
2.52. SATZ. Sei X ein wegzusammenhingender CW-Komplex und xo € X°.
(1) Dann existiert J C I', so dass
Y=Xx0lJej
JjEJ
ewn mazimaler Baum in X ist.
(2) Fir J wie in qgilt
(XY, o) = H Z .
ieI\J
(3) Es sei [0] € m1(SY,1) &2 Z ein Erzeuger, dann gilt
m(X?, o) = m (X', 20)/({9Flo] | i € I7}) .
(4) Es gilt
m(X,20) = (X% 20) = ({[o] [ € '\ T} | {hlo] | i € 12}).

Dieser Satz ist zwar nicht einfach zu formulieren, und auch der Beweis ist kompliziert, da
der Satz von Seifert-van Kampen mit offenen Teilmengen arbeitet, wihrend die natiirlicherweise
auftretenden Unterkomplexe im Beweis abgeschlossen sind — ein Grofiteil des Beweises besteht
darin, dieses Problem zu umgehen. Dafiir 143t sich die Berechnung der Fundamentalgruppe eines
gegebenen CW-Komplexes mit Hilfe dieses Satzes auf rein algebraische Rechnungen mit Erzeugern
und Relationen zuriickfithren. Das werden wir in Folgerung und Beispiel ausnutzen.
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ABBILDUNG 4. Ziehe einen maximalen Baum zusammen

BEWEIS. Zu (1)) definieren wir eine Metrik d auf X° so, dass d(z,y) die Anzahl der Kanten e} C
X! angibt, die ein Weg von x nach 3 in X' mindestens durchlaufen muss. Die Axiome einer Metrik
lassen sich leicht iiberpriifen. Da X wegzusammenhéngend ist, ist nach Folgerung auch X!
wegzusammenhingend, so dass es stets Wege v: [0,1] — X! von  nach y gibt. Aus der Kompaktheit
von [0, 1] folgt mit Bemerkung und Satz dass d(z,y) < oo fiir alle z,y € X!

Wir konstruieren Y = ;2 Y% induktiv. Dazu sei Yy = {zo}. Gegeben Yj,_; fiir k > 1, so dass

YO, =Y nX={ze X% d, z) <k-1}

und Jp_q mit

Yo=Y, 0 | e,
Jj€Jk—1

finden wir von jedem - € X% mit d(x, z9) = k mindestens eine Kante €] , die 2 mit einem Punkt 2’ €
Y | mit d(2’, z9) = k—1 verbindet. Wir nehmen fiir jeden solchen Punkt genau eine entsprechende
Kante zu Y, _1 hinzu und erhalten Y. Man beachte, dass es von jedem Punkt = € Yko dann induktiv
genau einen kiirzesten Weg von x nach xg gibt, der iiber k£ Kanten fiihrt.

Um zu zeigen, dass {zo} Deformationsretrakt von Y und Y somit zusammenziehbar ist, kon-
struieren wir zunéchst Abbildungen Hy: Yj x [0, 1] — Y} relativ zu Yy _1 x [0, 1], so dass Hy(y,0) =y
und Hy(y,1) € Yy fiir alle y € Y. Dazu ziehen wir gleichzeitig alle Kanten E}z von z € Y2/Y? |

nach z’ € Y/,CO_1 auf ihren Endpunkt 2’ zusammen. Anschlieflend setzen wir alle H;, wie im Beweis
von Satz [1.100| zu einer Abbildung H: Y x [0,1] — Y zusammen mit

Hiy, s) = Yy fﬁrOSsSQ‘k,und
V)= Hy((rpgr o omp)(y),27¥s—1)  fiir 27F < s < 21K

fiir alle y € Y3 \ Yi—1, £ > 0, wobei rp, = H(-,1): Yy — Y;_1 die oben konstruierten Retraktionen
seien. Damit haben wir gezeigt, dass Y zusammenziehbar ist mit X° C Y, also in unserem Sinne
ein maximaler Baum. Auflerdem wiirde das Hinzunehmen jeder weiteren Kante zu Y einen Unter-
komplex von X! mit nichttrivialer Fundamentalgruppe liefern, so dass Y tatsichlich ein maximaler
zusammenziehbarer Unterkomplex ist.

Zu reicht es nach Folgerung zu zeigen, dass X! zu einem Bouquet von Kreisen homo-
topiedquivalent ist. Dazu definieren wir eine Abbildung

fr(Xt ) — \/ (1),
€I\ J

die ganz Y auf den Basispunkt und jede Kante e} mit i ¢ J homdomorph auf den entsprechenden
Kreis S* \ {1} rechts abbildet. Umgekehrt definieren wir

g: \/ (Sl,l)—>(X1,$0)
iel\J
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ABBILDUNG 6. Die Umgebung Uy von X!

so, dass jeder Kreis auf eine Schleife a;el3; abgebildet wird; dabei seien «;, 3; die kiirzesten Wege
von z( zu den Endpunkten a;, b; von e}, siche Abbildung

Die Abbildung go f: (X!, 29) — (X!, x¢) bildet ganz Y auf o und jede Kante e} auf die
Schleife ael3; ab. Wir kénnen die obige Homotopie H zu einer Homotopie zwischen id x1 und go f
ausdehnen, indem wir e} x {s} auf einen Weg von H (a;, s) iiber e} nach H(b;,s) abbilden.

Umgekehrt zieht fog: Viell\J(51’ 1) — \/iejl\J(Sla 1) jeweils das erste und das letzte Drittel
jedes Kreises auf den Basispunkt zusammen. Auch hier lisst sich eine Homotopie zur Identitéit ange-
ben. Also sind (X', ) und \/,, m ;(S', 1) homotopiediquivalent. Jetzt folgt (2) aus Folgerung
da 7 (S1,1) 2 Z.

Auch die Schritte und basieren auf dem Satz von Seifert-van Kampen. Um induktiv
von 71 (X", xg) zu 7y (X7, ) fiir n > 2 zu gelangen, vergroBern wir X™ zu X ', siche Abbildung
Dazu wéhlen wir fiir jedes ¢ € I™ einen Weg ~; von xy zum Bild z; des Basispunktes von S"~
unter der Verklebeabbildung ;. Wir verkleben I™ x [0,1] x [0, 1] wie folgt mit X™.

(1) Wir identifizieren alle Strecken {(7,0)} x [0, 1] miteinander und kleben [(7,0,0)] an den
Punkt z.

(2) Wir verkleben {i} x [0,1] x {0} entlang von ~;: [0,1] x {0} mit X"~!.

(3) Wir kleben {1} x [0,1] auf eine Strecke in e}’ vom Punkt x; ins Innere der Zelle bis zum
Radius 1/2.

Dann ist X" ein Deformationsretrakt von X ', indem wir jedes Quadrat {i} x [0,1] x [0, 1] auf das
Bild von {i} x ([0,1] x {0} U {1} x [0,1]) zusammenziehen.
Wir betrachten die folgenden offenen Teilmengen. Es sei
vo=X"\ {J o(Dis) .
ieln
wobei D{L/Q C D™ den abgeschlossenen Ball vom Radius % bezeichne, siehe Abbildung @ Dann
ist X" 1 ein Deformationsretrakt von Uy.
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{i}x[0,1]x(0,1]

ABBILDUNG 7. Der Raum U;

ABBILDUNG 8. Die Fundamentalgruppe von Uy N U;

Nach Satz existiert eine zusammenziehbare Umgebung von xg in X" NUj. Es sei Vy C X"
ihr Urbild unter der Retraktion 7., : X" X " dann ist V[ ebenfalls zusammenziehbar. Fiir ¢ € I"
setze

Ui = VU ({i} x [0,1] x (0, 1)) U .

Man iiberzeugt sich, dass U; ebenfalls zusammenziehbar ist, siehe Abbildung

Fiir ¢ # j € I" ist U; N U; = Vj zusammenziehbar, also insbesondere wegzusammenhéngend.
Auflerdem ist

UoNU; = Vo U ({i} x [0,1] x (0,1]) U ®7(B™ \ Dy)5)

wegzusammenhéingend mit Deformationsretrakt @?(Sg/;l). Analog sieht man, dass auch dreifache
Durchschnitte von U = {Up} U{U; | i € I" } wegzusammenhéngend sind.
Im Fall n = 2 folgt
71 (Uo NUs, o) 2 m (SN 27,
wobei ein Erzeuger [o] € m1(S!) auf eine Schleife abgebildet wird, die in Uy zu 7;(; © o )7; homotop
ist, siehe Abbildung . Behauptung folgt jetzt aus Satz da

771(X2,$0) = 7T1(Y2,l‘0) = (Wl(UU,CEQ) * H 7T1(UZ',.T[))> / ({['Yz(@z Oo’)ﬁi] | 1 E 12})

iern
= m(X1,m0) /| ({[ilpioo)y] | i€ I7}) .

Man beachte, dass die Erzeuger [yi(¢; o 0)7,;] nach Satz vom Weg ~; abhéingen. Da aber
verschiedene Wege zueinander konjugierte Erzeuger liefern, héngt der erzeugte Normalteiler nach
Bemerkung nicht von der Wahl von ~; ab.

Der Beweis von Behauptung beginnt damit, dass UyNU; ~ S™~! fiir n > 3 nach Beispiel
einfach zusammenhiingend ist und somit 71 (X™, zg) = 71 (X", 2¢) analog zur obigen Uberlegung.
Jetzt liefert die Inklusion ¢: X™ < X Isomorphismen der Fundamentalgruppen. Denn sei « eine
Schleife in X, dann verlduft v in einem Geriist X™ nach Satz also ist die Abbildung

Ly - 7T1(X2,$0) = ’/Tl(Xn,{L‘()) — ’/Tl(X,{L‘())
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surjektiv. Falls v nullhomotop ist, verlduft aus dem gleichen Grund eine Homotopie H zur trivialen
Schleife ganz in einem X" (wobei n jetzt grofer sein kann), also ist ¢, auch injektiv. Damit ist der
Satz bewiesen. O

2.53. FOLGERUNG. Sei G eine Gruppe, dann existiert ein CW-Komplex X mit m(X) = G.

BEWEIS. Sei G durch Erzeuger M C G und Relationen R gegeben. Wir konstruieren einen
CW-Komplex X. Sei X? = {zy} das 0-Skelett, bestehend aus einer 0-Zelle z.

Wir wihlen I' = M, das heift, fiir jeden Erzeuger m € M sei el eine 1-Zelle, deren zwei
Endpunkte notwendigerweise an g angeklebt sind. Dann ist {zo} € X' ein maximaler Baum, also
ist F' = m (X!, 20) die von den Schleifen {el | m € M} erzeugte freie Gruppe. Wir identifizieren
den zu el gehorigen Erzeuger mit m € M.

Wir wihlen I2 = R, und fiir jede Relation r» = my - --my, € R wihlen wir eine 2-Zelle €2, so dass
die Verklebeabbildung ?: S' — X! gerade das Element m - --mjy, € m1 (X", x0) repriisentiert.

Aus Satz [2.52] folgt jetzt

7r1(X2,x0):<M\R):G. ]
2.54. BEISPIEL. Wir betrachten Flichen, genauer, kompakte, zusammenhéngende topologische
Mannigfaltigkeiten der Dimension 2.

(1) Eine orientierbare Flache X, vom Geschlecht g > 0 lisst sich als CW-Komplex mit einer

Ecke {zo}, 29 Kanten ay,...,aq4, b1,...,b; und einer 2-Zelle schreiben. Die zugehorige
Verklebeabbildung <p2 entspreche der Schleife aibi@iby - - - agbgagby, und wir erhalten die
Présentation

m(Xg,20) = (ay,...,ag,by,.... by | arbray " - agbgay b, ") .

Fiir g = 0 erhalten wir die Sphire S2, fiir ¢ = 1 den Torus 7. Da die Relation ein Produkt
von Kommutatoren ist, erhalten wir die Abelisierung

m1(Xg, 20)™ = Z%9 .

(2) Eine nicht orientierbare Flache Y, vom Geschlecht g > 0 ldsst sich analog schreiben als
CW-Komplex mit einer Ecke {z¢}, g + 1 Kanten aq, ..., a, und einer 2-Zelle. Die Verkle-
beabbildung sei gegeben durch die Schleife a3 - - - ag, also gilt

m1(Yy, o) = (ag, ..., a4 | a%---aﬁ) .

Fiir g = 0 erhalten wir RP?, fiir ¢ = 1 die Kleinsche Flasche. In diesem Fall erhalten wir
die Abelisierung

T (Y, 20)™ = 29 /((2,...,2)) 2 29 © T2,

wobei die rechte Darstellung zu den Erzeugern aq,...,aqy und ag + --- + a4 gehort.

Wir sehen also, dass man die unterschiedlichen Flachen anhand ihrer Fundamentalgruppen unter-
scheiden kann.

2.6. Uberlagerungen

Wir betrachten Uberlagerungen X — X eines gegebenen topologischen Raumes X, und ver-
gleichen die Fundamentalgruppen von X und X miteinander.

Wir erinnern uns an die Definition von Uberlagerungen. Eine Uberlagerung heifit universell,
wenn sie zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend ist.
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2.55. BEISPIEL. In Beispiel hatten wir bereits eine universelle Uberlagerung p: R — St
kennengelernt. Andere zusammenhingende Uberlagerungen von S' C C sind von der Form
pp: St —» St mit z—s 2F
fiir 0 < k € Z. Es gilt
impe, =k7Z CZ=m(S41).
Wir werden spiter sehen, dass das bis auf Isomorphie alle zusammenhiingenden Uberlagerungen
der S* sind.

Unter einem Lift einer Abbildung F': ¥ — X in eine Uberlagerung p: X — X verstehen wir
eine Abbildung F:Y — X mit F' = po F. Wenn wir von punktierten Ridumen und Abbildun-
gen (Y, y0) — (X, ) « (X, Zo) sprechen, erwarten wir von einem Lift ebenfalls, dass er yo auf
abbildet.

Wir erinnern uns an den Homotopie-Liftungssatz [2.27] und insbesondere an den Beweis des
Satzes m Dort hatten wir fiir p: R — S! gesehen, dass wir jede Schleife in (X, xg) zu einem Weg
in X mit vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig liften kénnen, und dass relativ homotope Schleifen
zu relativ homotopen Wegen liften. Das dortige Argument iibertriigt sich auf alle Uberlagerungen.

2.56. SATZ. Sei p: ()?,ico) — (X, xq) eine Uberlagerung, dann ist die Abbildung
Dx: Wl()N(,i‘o) — m1(X, 7o)

injektiv, und fir v: [0,1] — X mit v(0) = (1) = zo liegt [y] genau dann im Bild von p., wenn =y
einen Lift 4: [0,1] = X mit 4(0) = J(1) = Zo besitzt.

BEWEIS. Sei 7: St — X eine Schleife, so dass v = p o 4 relativ zu Anfangs- und Endpunkt
nullhomotop ist. Dann ldsst sich die Nullhomotopie mit Satz zu einer relativen Nullhomotopie
von 7 liften. Also ist p. injektiv.

Eine Schleife v, deren Lift 4 mit Anfangspunkt ¥y wiederum eine Schleife ist, liegt im Bild
von py, da p.[y] = [po7q] = [7]. Sei umgekehrt ~y eine Schleife mit [y] € im(p,). Dann ist v homotop
zu einer Schleife der Form 4/ = p o 4'. Liften der Homotopie liefert eine Homotopie zwischen dem
Lift 4 von v mit 4(0) = Zp und 4/, also folgt (1) = 7'(1) = Zp. O

2.57. BEISPIEL. Die ,Acht* X = S'Vv S! hat sehr viele paarweise nicht isomorphe Uberlagerun-
gen, siche [H]. Wir werden sehen, dass das Bild im p, der Fundamentalgruppe 1 (X, Zo) in 7 (X, 0)
die Uberlagerung p: X ,Zo) — (X, ) bereits bis auf Isomorphie festlegt.

.
p/
g

Wir wollen allgemeiner fragen, wann sich eine Abbildung F': (Y,y0) — (X, zg) zu einer Abbil-
dung F': (Y, to) — (X, %) mit F = po F liften lisst.

Wir erinnern uns an den Begriff , lokal wegzusammenhéngend“ aus Definition [ Falls Y lokal
wegzusammenhéngend ist, sind alle Wegzusammenhangskomponenten sowohl oﬁen als auch abge-
schlossen. Also ist Y in diesem Fall genau dann wegzusammenhéingend, wenn Y zusammenh#ngend
ist.

2.58. SaTz (Liftungssatz). Sei p: ()Z',:Nco) — (X, o) eine Uberlagerung, und sei Y zusammen-
héingend und lokal wegzusammenhdngend. Dann lisst sich eine Abbildung F: (Y,y9) — (X, x0)
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genau dann zu einer Abbildung F - (Y,yo) — ()?,5:0) mit F =po F liften, wenn
im F, C imp, C m(X,p) . *)
In diesem Fall ist der Lift F durch ﬁ(yo) = g eindeutig bestimmd.

Falls Y nicht zusammenh#ngend ist, miissen wir den Lift auf jeder Wegzusammenhangskompo-
nente von Y einzeln konstruieren; eventuell benétigen wir dazu jeweils andere Basispunkte.

BEWEIS. Die Aussage ,,—“ ist klar, da aus der Existenz von F bereits
imF, = im(p* o ﬁ*) C im p,

folgt.

Sei umgekehrt @ erfiillt. Wir definieren einen Lift F wie folgt. Da Y wegzusammenhingend
ist, konnen wir zu jedem y € Y einen Pfad ¢ von yp nach y angeben, und dazu wie im Beweis von
Satz einen Lift 7 von 7 = F oo mit Anfangspunkt 7(0) = 2. Wir setzen F(y) = 7(1). Hieraus
folgt auch bereits die Eindeutigkeit von F.

Um zu zeigen, dass F wohldefiniert ist, wihlen wir einen weiteren Weg o’ von gy nach y und
konstruieren einen Lift 7 von 7 = F o ¢’ wie oben. Dann ist 77 € im F, C im p, nach (ED, also
existiert ein geschlossener Lift 7/7 nach Satz m Das heisst, ein Lift 7 von 7 startet bei 7/(1) und
fithrt zu Z9. Wegen der Eindeutigkeit des Lifts ist 7 = 7, und es folgt 7(1) = 7/(1), was zu zeigen
war.

Zur Stetigkeit von F sei y € Y, und sei U eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von = = F'(y)
in X. Dann existiert eine Umgebung Uc Xvoni=F (y), so dass p: U — U ein Homdomor-
phismus ist. Hierbei kénnen wir offensichtlich U so wéhlen, dass U als Umgebung von g beliebig
klein wird. Wegen Stetigkeit von F ist F~!(U) offen, und es existiert eine wegzusammenhiingende
Umgebung V C F~}(U) von y.

Sei o ein Weg von yy nach y. Sei 7 der Lift von 7 = F o ¢ wie oben, so dass also 7(1) = ﬁ(y)
Sei 4/ € V, und sei a ein Weg von y nach 3 in V. Da 8 = F o« in U verlduft, hat 8 einen
Lift 3 = (pl3)tofBin U. Dann ist 73 ein Lift von 78 = F o (ca), und es folgt

F/)=GFB)1)=p(1) el .

Also gilt F(V) € U, und da U beliebig klein gewéihlt werden kann folgt die Stetigkeit von F' bei y.
Da y beliebig war, ist F' stetig. O

2.59. BEMERKUNG. Der lokale Wegzusammenhang wurde nur eingesetzt, um die Stetigkeit
von F nachzuweisen, er ist aber nétig fiir die Existenz des Liftes, siehe Ubung Zur Eindeutigkeit
von F reicht Zusammenhang jedoch aus: Sei etwa p: (X, %) — (X, x) eine Uberlagerung, und sei Y
zusammenhéingend. Seien F, F': (Y,y0) — ()N(, Zo) Lifts von F. Dann ist die Menge

{yeY |Fy)=F(y}cY
offen, abgeschlossen und nicht leer, also stimmen die Lifts auf ganz Y iiberein.

FEine Gruppenwirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist ein Homomorphis-
mus von G in die Gruppe der Homéomorphismen von X. Unter Umsténden trigt der Quotient X /G,
dessen Punkte die Bahnen der G-Wirkung sind, wieder die Struktur eines topologischen Raumes,
so dass die kanonische Abbildung X — X/G eine Uberlagerung ist. Wir beschreiben zunichst diese
Konstruktion. Spéter iiberlegen wir uns, welche Uberlagerungen von Gruppenwirkungen kommen.
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2.60. DEFINITION. Eine (Gruppen-) Wirkung oder Operation einer Gruppe I' auf einem topolo-
gischen Raum X ist ein Gruppenhomomorphismus p von I' in die Gruppe Aut X der Homdomor-
phismen von X, schreibe p, oder kurz v: X — X fiir das Bild von vy € T.

Eine Bahn von p (oder auch kurz von I') ist eine Teilmenge der Form

pr(z) =Tz ={py(z) [y €T} C X
mit x € X. Der Quotient
X/I'={Tz|ze X} CPX
ist die Menge aller Bahnen. Es bezeichne
p: X — X/T mit p(x) =Tx
die Projektionsabbildung. Der Raum X/I' trage die Quotiententopologie unter p.

Es folgen zwei Bedingungen an Gruppenwirkungen, die sicherstellen, dass die Projektionsabbil-
dung eine Uberlagerung ist.

2.61. DEFINITION. Eine Gruppenwirkung von I' auf X heifit frei, wenn fiir alle x € X und
alle v € T' aus y(z) = z bereits v = e folgt. Sie heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn jeder
Punkt x € X eine Umgebung U in X besitzt, so dass y(U) NU = ( falls y(x) # .

Wenn T frei operiert, kann v(z) = x nur fiir das neutrale Element gelten.

2.62. BEISPIEL. Wir geben verschiedene Beispiele von Gruppenwirkungen.
(1) Essei X = R, T' = Z und v(x) = 2+7. Dann ist der Quotient R/Z homsomorph zu S' C C
wie in Beispiel via
L — ¥

Diese Wirkung ist frei und eigentlich diskontinuierlich. Wahle dazu als Umgebung von x €
R das Intervall U = (z — 3,2+ 1), dann gilt (zx+n—S,24+n+3)N(xz—3,2+3) =10
fur alle n € Z \ {0}. '

(2)Essei X =S cC, T =27, r = % € Q eingekiirzter Bruch und ~(z) = > . 2,
Elemente v € qZ C 7 wirken trivial, das heifit, es gilt v(z) = z fiir alle z € S'. Daher ist
diese Wirkung nicht frei. Sie ist aber eigentlich diskontinuierlich: zu z € S! wihle

. 1 1
U= 2mip | -
{6 : @€< 2q’2Q)}’

dann gilt U N p,(U) = 0 fiir alle n € Z \ ¢Z.
Die Faktorgruppe 7Z/qZ wirkt ebenfalls auf S'. Der Quotient ist homdomorph zu S*
via

(Z/qZ)z — 2% € ST,

und die Abbildung S' — S! ist dieselbe wie in Beispiel Diese Wirkung ist sowohl
frei als auch eigentlich diskontinuierlich.

(3) Es seien X, I' wie in (2)), aber r € R\ Q. Dann liegen alle Bahnen dicht in X. Da
jede offene Menge alle Bahnen schneidet, ist X/I' jetzt eine iiberabzidhlbare Menge mit
der Klumpentopologie. Die Wirkung ist zwar frei, aber nicht eigentlich diskontinuierlich.
Denn die Bahn von z € S* trifft jede noch so kleine Umgebung U: Zu jeder Umgebung U
von z € St existiert also n € Z \ {0} mit p,(z) € U, insbesondere U N p,,(U) # 0.

2.63. PROPOSITION. Es sei p eine freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung einer Grup-
pe I' auf X. Dann ist die Projektionsabbildung p: X — X/T" eine Uberlagerunyg.
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BEWEIS. Es sei y = 'z € X/T', und es sei U eine Umgebung von z wie in Definition Es
sei V =p(U) € X/T, dann folgt aus Definition dass

vy =UJrcx.
yel’

Wir diirfen U als offen annehmen. Dann sind alle v(U) offen, und A C p~!(V) ist genau dann offen,
wenn alle AN ~(U) offen sind. Also erhalten wir den gesuchten Homéomorphismus

p W)= [[r)=TxU,
yel’

das heifit, V' C X/T " ist gleichméfBig iiberlagert. Da das fiir alle y € X/T" funktioniert, folgt unsere
Behauptung. ]

2.64. BEMERKUNG. Der Raum X/T' triigt die Quotiententopologie. Nach Bemerkung ist
nicht klar, dass sich ,schone“ Eigenschaften von X auf den Quotienten vererben. Als Beispiel
betrachte den normalen Raum X = R?\ {(0,0)}. Hierauf operiert Z durch n (z,y) = (2"z,2 "y).
Da (0,0) ¢ X, ist diese Operation frei und eigentlich diskontinuierlich. Sei etwa (z,y) € X, dann
konnen wir als Umgebung U wie in Definition von z die Menge (2_1/21:, 21/2.’1,‘) x R wiéhlen,
falls 2 # 0, oder die Menge R x (271/2y,21/2y), falls y # 0.

Allerdings ist der Quotient nicht einmal Hausdorffsch. Die Punkte a = p(z,0) und b = p(0,y) €
X /T lassen sich nicht trennen, denn fiir noch so kleine Umgebungen U von a und V' von b gibt es
ein hinreichend grofles n € Z so dass

Usp(x,27"y) =p2 "z,y) e V.

2.65. DEFINITION. Eine Decktransformation einer Uberlagerung p: X — X ist ein Homdomor-
phismus F': X — X, so dass po I' = p. Eine zusammenhéngende Uberlagerung heiit normal, wenn
es zu je zwel To, Z1 € X mit p(Zo) = p(Z1) eine Decktransformation F' mit F(Zo) = %1 gibt.

Warnung: ,normal“ hat hier nichts mit (T1) und (T4) zu tun, sondern mit dem Begriff des
Normalteilers, siche Folgerung [2.68

2.66. BEMERKUNG. Die Decktransformationen einer gegebenen Uberlagerung p: X — X bilden
stets eine Gruppe I', die Decktransformationsgruppe. Sei X zusammenhéngend und lokal wegzu-
sammenhiingend. Da jede Decktransformation ein Lift j von p: X — X mit (Zg) = F(&0) = &
ist, operiert I' wegen der Eindeutigkeit der Lifte frei. Indem wir Urbilder gleichm#fig iiberlagerter
Umgebungen von Punkten in X betrachten, sehen wir, dass I' auch eigentlich diskontinuierlich
wirkt. Falls p: X — X normal ist, folgt X = X/I‘

Seien umgekehrt X, I' wie in Proposition [2.63] und X zusammenhingend und lokal wegzu-
sammenhiingend. Dann ist p: X — X/I" eine normale Uberlagerung, und T ist die Gruppe der
Decktransformationen. Hier benutzen wir wieder die Eindeutigkeit im Liftungssatz [2.58] um zu
zeigen, dass es keine weiteren Decktransformationen gibt.

2.67. BEISPIEL. Wir haben in Beispiel schon gesehen, dass die zusammenhingenden Uber-
lagerungen der S' in Beispiel normal sind. Das linke Bild in Beispiel besitzt keine Deck-
transformationen aufler der Identitét, ist also nicht normal. Fiir das rechte Bild erhalten wir eine
Decktransformationsgruppe I' 2 Z?2, also ist dieses Beispiel normal. Dreht man aber nur je einen
horizontalen und einen vertikalen Pfeil in dem Bild um, so erhilt man eine neue Uberlagerung ohne
nichttriviale Decktransformationen.
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2.68. FOLGERUNG (aus dem Liftungssatz . Es sei p: X — X eine zusammenhdngende,
lokal wegzusammenhingende Uberlagerung, seien xo € X und &g, ¥, € p~H(zo), und sei § ein Weg
in X von &g nach &1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Es existiert eine Decktransformation F: X — X mit F(ig) = i1.

(2) Es gilt p«(m1(X, Z0)) = ps(m (X, 21)) C m1 (X, w0).

(3) Fiir vy =po7 gilt [y]'pu(m1 (X, Z0))[7] = ps(m1 (X, Z0)).
Insbesondere ist p genau dann eine normale Uberlagerung, wenn im p, Normalteiler von (X, z0)
ist. In diesem Fall ist T' = w1 (X, xo)/im(p«) die Gruppe der Decktransformationen.

BEWEIS. Da Decktransformationen invertierbar sind und die Abbildung p liften, folgt die Aqui-

valenz von und (2) unmittelbar aus Satz m .
d

Wie im Satz [2.15| liefert & — 7oy einen Isomorphismus von 71 (X, Zo) mit 71 (X, Z1). Es folgt

pulm (X, 31)) = (7] ' pul(mi (X, 30)) ]

und daraus die Aquivalenz von und . Da sich je zwei Wege 71,72 von Zg nach Z; bis auf
Homotopie nur bis auf Verkettung mit der Schleife 497, am Punkt Zy unterscheiden, kommt es
nicht auf die Wahl von 7 an.

Wenn im p, ein Normalteiler ist, gilt , wegen (|1]) existieren alle Decktransformationen, und p
ist normal. Sei umgekehrt p normal, also gilt . Da es zwischen je zwei Punkten in p~!(zg) einen
Weg 7 gibt, folgt aus , dass im p, ein Normalteiler ist.

Um eine Wirkung von 71 (X, z9) auf X zu konstruieren, betrachten wir zu [y] € m (X, zo) die
nach dem Liftungssatz eindeutige Decktransformation pp,;: X — X, die den Basispunkt Z
auf den Endpunkt 5(1) des Lifts 4 von v mit 4(0) = Zo abbildet.

Wir miissen zeigen, dass p einen Gruppenhomomorphismus liefert. Sei dazu [y1] € 71 (X, z¢),
und sei 41 der Lift von 41 mit 41(0) = Zo. Dann folgt pf,,)(Z0) = F1(1). AuBerdem ist 7' = Pl 07 ein
Lift von v mit 4/(0) = 41(1), also ist die Verkettung 17 = 419" ein Lift von v1y mit 777(0) = Zo.
Es folgt

Pen) (P11 (F0)) = Py (F(1)) = 7'(1) = 37(1) = iy (Fo) -
Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Liftungssatz folgt p,) © PRy = Plyiq] Und wir erhalten
eine Gruppenwirkung.

Da nach Satz gerade die Elemente von im p, zu Schleifen in (X , %) liften, folgt ker p =
im p,, so dass die Gruppe I' = (X, z¢)/imp. frei und wegen Bemerkung auch eigentlich
diskontinuierlich auf X operiert, mit X = X JT. O

2.7. Die universelle Uberlagerung

Nach Satz bestimmt jede Uberlagerung p: ()~( , o) — (X, xp) eine Untergruppe im p, der
Fundamentalgruppe von (X, zg). Wir wollen zeigen, dass es fiir geeignete Raume X umgekehrt
zu jeder Untergruppe G C 71(X, z¢) bis auf Isomorphie genau eine zusammenhingende Uberla-
gerung p: ()~( ,Z0) — (X, zg) mit imp, = G gibt. Dazu erinnern wir uns, dass eine Uberlagerung
nach Definition [2.25] universell heifit, wenn sie zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend
ist. Eine universelle Uberlagerung p: R — S' haben wir in Beispiel bereits kennengelernt.

Wir werden spiter sehen, dass die universelle Uberlagerung von X jede zusammenhéingende
Uberlagerung von X iiberlagert, daher der Name. AuBerdem kann man jede beliebige (auch nicht
zusammenhiingende) Uberlagerung mit Hilfe der universellen Uberlagerung konstruieren.

2.69. DEFINITION. Ein topologischer Raum X heif3t semilokal einfach zusammenhdingend, wenn
jeder Punkt z € X eine Umgebung U besitzt, so dass im(m (U, z) — 71 (X, z)) = 0.
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2.70. SATZ. Jeder zusammenhdingende, lokal wegzusammenhingende und semilokal einfach zu-
sammenhdngende topologische Raum X mit xg € X hat eine universelle Uberlagerung.

2.71. BEMERKUNG. Die Voraussetzung ,semilokal einfach zusammenhéngend® wirkt technisch.
Tatséchlich ist sie notwendig, siehe I"Jbung Sei nimlich X — X eine universelle Uberlagerung,
sei U C X eine wegzusammenhéngende, gleichméfig iiberlagerte Umgebung von = € X, sei U
eine Zusammenhangskomponente von p~1(U), sei & € U und z = p(z). Dann folgt im(m (U, z) —
m1(X,z)) = {e} aus den folgenden kommutativen Diagrammen.

U—— X m(U,5) —— m(X,7) = {e}
p@z Jp — (P|ﬁ)*J(% p*l
U— X 7T1(U,$) E— 71'1(X,.%')

BEWEIS von Satz Angenommen, es gebe eine universelle Uberlagerung. Dann wissen wir
nach Satz dass eine Schleife v in X mit v(0) = (1) = z¢ genau dann zu einer Schleife in
der universellen Uberlagerung liftet, wenn sie in X nullhomotop ist. Wie immer folgt, dass zwei
Wege o, ¢’ von zp nach x € X genau dann Lifts 6, ¢’ mit §(0) = 6'(0) = Zo und gleichem
Endpunkt & = &(1) = 6'(1) haben werden, wenn o und ¢’ homotop sind. Also definieren wir

X={0:001] > X|o0) =20} /~ und p(o]) =0(1),

wobei ,,~* hier Homotqpie relativ zu {0, 1} bezeichne.
Zur Topologie von X sei zunéchst U C X offen und x € U, dann hat x nach Voraussetzung eine
wegzusammenhéngende offene Umgebung V' C U mit im(m(V, z) — 71 (X, z)) = 0. Also bildet

B={V € Ox |V wegzusammenhéngend und im(mi(V,z) — m(X,z)) =0}

eine Basis von Oyx.
Fiir V € B und einen Weg o: [0,1] — X mit ¢(0) = zg und o(1) € V setze

U(V,0) = {[08]| 8 Weg in V mit (0) =o(1)} C X .
Dann ist die Abbildung
UV,0) —V mit [0f] — B(1) (*)
eine Bijektion, denn Surjektivitit folgt, da V wegzusammenhéngend ist, und Injektivitdt, da fiir
zwei Wege 3, 8’ mit gleichem Anfangspunkt x und gleichem Endpunkt die Schleife 5’ B~lin V ja
in X zusammenziehbar ist, somit also auch [o3] = [¢3] € X.

Wir definieren also eine Topologie auf X durch Angabe einer Basis
B = {UWV,0) } V € Bund ¢ Weg in X mit 6(0) =zo und (1) € V' } .

Aus (E[) folgt jetzt sofort die Stetigkeit von p und die Uberlagerungseigenschaft, da alle V € B
gleichméfig tiberlagert sind.

Es gilt im p, = 0, denn sei 4 eine Schleife in X, dann zerlegen wir [0, 1] in Teilintervalle [t;, t;11],
so dass jedes Teilintervall in eine der Mengen U(V;,0;) € B abgebildet wird. Wir erhalten eine
Nullhomotopie von v = po#, indem wir ausnutzen, dass 07|, 1,,,] ~ oi+1 gilt (Bild). Aus Satz

folgt 771()?, Zo) = 0 da offensichtlich im p, = 0. d

2.72. BEMERKUNG. Auf der soeben konstruierten universellen Uberlagerung p: X > X ope-
riert die Fundamentalgruppe (X, zg) durch [y] - [o] = [yo]. AuBlerdem folgt aus obigem Beweis,

dass X /71 (X, x0) = X. Beides erhalten wir aber auch direkt aus Folgerung da die Grup-
pe im p, = {e} trivial und insbesondere ein Normalteiler von 7 (X, zg) ist.
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Die universelle Uberlagergng erfiillt eine universelle Eigenschaft und ist daher bis auf eindeutige
Isomorphie von punktierten Uberlagerungen eindeutig bestimmt.

2.73. FOLGERUNG. Es sei (X, xo) zusammenhdingend und lokal wegzusammenhdingend, und es
sei p: (X,i0) = (X, xo) eine universelle Uberlagerung.
(1) Es sei q: (Y,y0) — (X,20) eine weitere Uberlagerung. Dann existiert genau eine Abbil-
dung r: (X,Z0) — (Y,y0) mit p = qor, und r ist ebenfalls eine universelle Uberlagerung
von Y.
(2) Sei insbesondere p': (X', &h) — (X, x0) eine weitere universelle Uberlagerung, dann exi-

stiert ein eindeutiger Homéomorphismus F: (X, o) — (X', &), so dass p=p' o F.

BEWEIS. Da X einfach zusammenhéngend ist, folgt die Existenz und Eindeutigkeit eines Lif-
tes r von p aus Satz da {e} = imp, C im g,. Um zu sehen, dass r eine Uberlagerung ist, withlen
wir zu y € Y eine wegzusammenhéngende Umgebung U von x = ¢(y), die sowohl von p als auch
von ¢ gleichmifig iiberlagert wird. Dann sind die Wegzusammenhangskomponenten von p~1(U)
und ¢~ 1(U) jeweils homdomorph zu U via p beziehungsweise q. Sei V' C Y die Wegzusammen-
hangskomponente von ¢~ !(U), die y enthilt. Da p = gor, und da stetige Abbildungen zusammen-
hiingende Mengen auf zusammenhingende Mengen abbilden, ist »~1(V) C p~!(U) eine disjunkte
Vereinigung von Wegzusammenhangskomponenten von p~!(U). Also ist r eine Uberlagerung von Y,
und da X einfach zusammenhiingend ist, sogar eine universelle.

Die zweite Aussage zeigt man mit dem iiblichen universellen Trick. O

Es seien X, X und Y wie oben. Aus Satz und Folgerung ergibt sich sofort, dass
Y = X/m(Y,y0) = X/ img, .

Auf diese Weise kann man eine Kategorie aller punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen
von (X, zg) konstruieren und zeigen, dass sie zur Kategorie aller Untergruppen von 71 (X, z¢) dqui-
valent ist. Dabei ist ein A quivalenz von Kategorien F: A — B ein Funktor, so dass
(1) zu jedem B € obj(B) ein A € obj(.A) mit FA = B existiert, das heifit, so dass F auf
Objekten bis auf Isomorphie surjektiv ist, und
(2) fiir alle A, C € obj(.A) die Abbildung F: hom4(A,C) — homp(FA, FB) eine Bijektion
ist, das heif3t, so dass F auf Morphismen bijektiv ist.
In unserem Fall betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade Untergruppen G, H, ...

von 71 (X, zg) und deren Morphismen gerade die Inklusionsabbildungen sind, also
{H — G} falls HC G, und
0 sonst.

hom(H,G) = {

Auflerdem betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade punktierte, zusammenhéngende
Uberlagerungen p: (Y,y0) — (X, x0), q: (Z,20) — (X,x0) von (X, x0), ..., und deren Morphis-
men F:p — ¢ gerade punktierte Uberlagerungen 7: (Y,40) — (Z, %) mit p = ¢ o r sind. Als
Funktoren erhalten wir zum einen die Zuordnung

(X, 20) D G+— X/G  und (H— G)+— (X/H - X /G mit Hz — Gx) ,
zum anderen die Zuordnung
pr— imp, C (X, x0) und (p—> q) — (Impye — imgy) ;

fiir eine Aquivalenz von Kategorien hitte es gereicht, nur einen dieser zwei Funktoren anzugeben.
Einen dhnlichen Sachverhalt lernt man in der Algebra kennen. Dort klassifizieren die Untergrup-

pen der Galois-Gruppe genau die Zwischenkorper in einer Galois-Korpererweiterung. Die Rolle der

universellen Uberlagerung spielt der algebraische Abschluss eines perfekten Korpers, siche unten.
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Allgemeiner kann man auch beweisen, dass die Kategorie aller Uberlagerungen édquivalent ist zur
Kategorie aller Gruppenwirkungen von 71 (X, zg) auf (diskreten) Mengen. Diese Kategorie umfasst
die Kategorie der Untergruppen von 71(X,xo), wobei man einer Untergruppe I' C 71 (X, xo) die
Menge der Rechtsnebenklassen M = 71 (X, z¢)/T" zuordnet. Um aus einer diskreten Menge M mit
71 (X, zo)-Wirkung eine Uberlagerung zu konstruieren, betrachtet man den Quotienten

X xp M = (X x M)/T,

wobei v auf X x M durch (&, m) = (v&,ym) wirkt. Die Bahnen der I-Wirkung auf M entsprechen
genau den Zusammenhangskomponenten der Uberlagerung X xp M. Die obige Zuordnung liBt
sich zu einem Funktor ausbauen, von dem man wieder zeigen kann, dass er eine Aquivalenz von
Kategorien liefert.

Zum Schluss dieses Kapitels geben wir ein ,, Wérterbuch“ zur Ubersetzung zwischen Sachver-
halten aus der Galois-Theorie und der Uberlagerungstheorie an.

Galois-Theorie Uberlagerungstheorie

Perfekter Korper K Zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender,
semilokal einfach zusammenhéngender,
punktierter topologischer Raum (X, xg)

Algebraische Erweiterung L O K Zusammenh&ngende, punktierte
Uberlagerung q: (Y,y0) — (X, x0)

Algebraischer Abschluss K Universelle Uberlagerung p: (X, Zo) = (X, o)

Absolute Galoisgruppe G = G (IN( /K) Fundamentalgruppe 1 (X, o)

abgeschlossene Untergruppe H C G Untergruppe I'" C m (X, xo)

Fixkorper von H Quotient (X /T, TEy) — (X, z0)

Normale Erweiterung L D K Normale Uberlagerung ¢: (Y, o) — (X, z0)

Relative Galoisgruppe G(L/K) Decktransformationsgruppe 71 (X, zo)/(im gx)

Die Parallelen sind klar erkennbar. Entscheidender Unterschied: alle ,,Pfeile* in der Kategorie
der algebraischen Erweiterungen verlaufen genau andersherum als in der Kategorie der punktierten
Uberlagerungen. Das liegt daran, dass die entsprechenden Aquivalenzen von Kategorien in der
Galois-Theorie kontravariante Funktoren sind. Wenn wir anstelle der topologischen Rdume X die
Algebra der stetigen Funktionen X — C betrachten, sind wir in einer &hnlichen Situation wie bei
den Korpern. Wie Sie umgekehrt im Falle von Zahlkérpern zu einer ,,geometrischen“ Beschreibung
kommen, lernen Sie in der arithmetischen Geometrie.

2.8. Ubungen zu Kapitel 2
Ubungen zu Abschnitt .

274 UBuNG. Sei (X, A) ein Paar und Y ein Raum. Zeigen Sie: Homotopie relativ zu A ist eine
Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen von X nach Y.

2.75. UBUNG. Seien X, Y, Z topologische Riume, und seien F: X — Y und G: Y — Z
Homotopiedquivalenzen, dh., es existieren Abbildungen P, Q mit PoF ~idx, FoP ~idy ~ QoG
und G o ) ~ idy. Konstruieren Sie Homotopien

(PoQ)o(GoF)~idx und (GoF)o(PoQ)~idy.
Insbesondere ist Homotopiediquivalenz eine Aquivalenzrelation.
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Ubungen zu Abschnitt .

2.76. UBUNG. Seien X, Y topologische Ridume, seien z € X und y € Y Punkte. Finden Sie
einen natiirlichen Gruppenisomorphismus

T (X XY, (z,y) 2m(X,z) x T (Y,y) .

2.77. UBUNG. Sei X ein topologischer Raum. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aus-
sagen, in dem Sie jeweils geeignete Homotopien angeben.
(1) Jede Abbildung S' — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung.
(2) Jede Abbildung F: S — X lisst sich zu einer Abbildung F: D?> — X mit Flyp2 = F
ausdehnen.
(3) Die Fundamentalgruppen w1 (X, z) sind fiir alle z € X trivial.
(4) Je zwei Wege zwischen zwei Punkten z, y € X sind homotop.

2.78. UBUNG. Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppe eines wegzusammenhingenden Raum-
es X genau dann abelsch ist, wenn fiir alle z, y € X der Isomorphismus

(X, 2) = m(X,y) . = ol
nicht vom Weg ~y von x nach y abhéngt.
2.79. UBUNG. (1) Sei o eine Verkniipfung auf einer Menge G und e € G. Dann sind &dqui-
valent:

(a) (G,o,e) ist eine Gruppe.
(b) Es gibt eine Kategorie G in der jeder Morphismus invertierbar ist (siche Bemer-
kung [2.6) mit obj(G) = {x}, homg(*,*) = G mit Verkniipfung o und id, = e.
(2) Seien G, H Gruppen, G, H Kategorien wie in und sei F': G — H eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:
(a) F ist ein Gruppenhomomorphismus.
(b) Es gibt einen Funktor F: G — H mit Fx = x und F = F': homg (%, *) — homy (x*, %).

Ubungen zu Abschnitt .

2.80. UBUNG. Seien T (Toast), S (Schinken) und A (Ananas) drei kompakte, paarweise dis-
junkte Teilmengen des R3. Zeigen Sie, dass es eine Schnittebene E C R3 gibt, die jede der drei
Teilmengen T', S und A in zwei Teile von gleichem Volumen zerlegt.

Hinweis: Zu jedem v € S? existiert (mindestens) ein d = d,, so dass die Hyperebene

{:1; ‘ (x,v) = d}

das gesamte Sandwich 7 U S U A in zwei gleichgrosse Teile teilt. Uberlegen Sie sich, dass die
Funktionen ¢, s und a: S? — R mit

tv)=vol{z €T | (z,v) <dy }
und s, a analog nicht von der Wahl von d, wie oben, sondern nur von v abhéngen, und in v stetig
sind. Folgern Sie dann die Behauptung mit dem Satz von Borsuk-Ulam.
2.81. UBUNG. Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra wie folgt. Sei P = 2™ +a12"" ! +

-+ 4 anz": C — C ein Polynom. Zeigen Sie: Fiir R > max{1,Y_" | |a;|} ist der Pfad
_ P(Rz)

|P(Rz2)|
in S! homotop zu 7o : S* — S',4(2) = 2™ Folgern Sie: P hat mindestens eine Nullstelle zy mit
|Zo| S R.

V:SI—>SI, z(2):
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Ubungen zu Abschnitt .

2.82. UBUNG. Seien G, H Gruppen. Zeigen Sie:
(1) Das Zentrum Z(Gx H) ={z € G+ H | zw = wz fiir alle w € G* H } von G * H ist die
triviale Gruppe {e} = {0} C G = H;
(2) alle Torsionselemente (Elemente w € G * H mit w’ = e fiir ein N > 0) sind von der
Form w = vgv™! oder w = vho™! mit v € G H und g € G bzw. h € H mit gV = e
bzw. hY = e.

2.83. UBUNG. Zeigen Sie mit Hilfe von Beispiel , dass die Borroméiischer_l. Ringe R1, Ro,
R3 C R3 sich im umgebenden R? nicht trennen lassen. Bestimmen Sie dazu die Aquivalenzklas-
se [y] € m (R3\ (R1 URy),7(0)) = Z x Z eines Weges v, der R parametrisiert.

&

1 .
X = U {n(coscp—{—l,smgo)‘goeR} c R?

n>1

2.84. UBUNG. Es sei

versehen mit der Unterraumtopologie. Zeigen Sie, dass X {iberabzdhlbare Fundamentalgruppe hat,
indem Sie fiir jede Z-wertige Folge {a, }nen eine Schleife angeben, die den Kreis mit Radius % genau
ap-mal umliuft.

2.85. UBUNG. Es sei G eine Gruppe. Fiir g,h € G schreibe [g,h] := ghg~'h™! € G. Dann
definiert man die Abelisierung von G als

G =G/ ({lg.h]g.heGY).

Es sei p: G — G2 die Projektion auf den Quotienten. Zeigen Sie:

(1) Die Gruppe G ist abelsch (kommutativ).

(2) Sei H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Homomorphismus, dann gibt es genau
einen Homomorphismus f: G® — H, so dass f = f o p.

2.86. UBUNG. Seien G, H Gruppen, p: G — G®®, q: H — H?*® wie in Aufgabe und
f: G — H ein Homomorphismus. Zeigen Sie:

(1) Es gibt genau einen Homomorphismus f2°: G2 — H? so dass go f = f* o p.

(2) Dadurch wird Abelisierung zu einem Funktor von der Kategorie aller Gruppen in die der
abelschen Gruppen.

(3) Folgern Sie, dass die freien Gruppen Fj und Fj fiir k¥ # [ nicht isomorph sind.

2.87. UBUNG. Es seien C, D zwei Kategorien, in denen es alle Produkte ,,x“, Koprodukte ,,LI
und Pushouts ,U“ gibt, und sei F: C — D ein Funktor. Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen
Eigenschaften Morphismen in D, und zwar

F(Ax B) — F(A) x F(B),
FA)UF(B)— F(AUB),
F(A) Uro) F(B) — F(AUc B),
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fiir alle Objekte A, B, C von C und Morphismen f: C — A, g: C — B.
Ubungen zu Abschnitt .

2.88. UBUNG. Man betrachte den Wiirfel [0,1]% und erzeuge X7, X2, indem man je zwei Seiten
geméfl der beiden Skizzen identifiziert. Finden Sie eine CW-Struktur fiir einen der Riume X;
mit je zwei 0-Zellen, vier 1-Zellen, drei 2-Zellen und einer 3-Zelle, und beweisen Sie entweder,
dass m(X1,2) = {£1,+i,+j,+k} zur Gruppe der ganzen Einheits-Quaternionen isomorph ist,
oder dass m(Xy,x) = Zg zyklisch von der Ordnung 8 ist.

L L

[ — [ —

X1 Xs

Anleitung: Féarben Sie in der Skizze jeweils die Ecken und die Kanten, die miteinander identifiziert
werden, gleich ein, und geben Sie den Kanten eine Richtung. Orientieren Sie sich dazu an den
Buchstaben auf den Seiten. Ein maximaler Baum besteht aus einer Kante zwischen den Ecken. Die
verbleibenden gerichteten Kanten liefern drei Erzeuger, die drei Flichen je eine Relation. Versuchen
Sie, die so erhaltene Prasentation soweit wie moglich zu vereinfachen.

2.89. UBUNG. (1) Geben Sie eine CW-Zerlegung von S™ C R"*1 an, so dass S"NRF*1x {0}
aus zwei k-Zellen besteht fiir alle 0 < k& < n.
(2) Die Gruppe Zy = {1,—1} operiert auf S™ durch Multiplikation. Zeigen Sie, dass der
Quotient S™/Zs genau der reell projektive Raum RP"™ aus Aufgabe ist.
(3) Berechnen Sie m(RP™,[1:0:---:0]) fir n > 2.

2.90. UBUNG. Seien X1, Xy = S* x S zwei Tori. Erzeugen Sie X, indem Sie X; und X5 entlang
eines Kreises S x {1} miteinander verkleben.

(1) Finden Sie eine CW-Struktur auf X und berechnen Sie so 71(X).
(2) Stellen Sie X als topologisches Produkt aus zwei bekannten Rdumen dar, und berechnen
Sie so m(X).

Ubungen zu Abschnitt .

2.91. UBUNG. Seien p: X - X, pr1: X; — X7 und D2 Xy = X, Uberlagerungen. Zeigen Sie:
(1) sei A C X eine Unterraum und A = p~'A C X, dann ist ply: A — A eine Uberlagerung;
(2) die natiirliche Abbildung p; X pa: X1 X Xo — X1 X Xy ist eine Uberlagerung.

2.92. UBUNG. Sei p: X — X eine Uberlagerung, wobei X zusammenhéingend sei. Zeigen Sie:
(1) die Mengen p~*({z}) C X sind fiir alle 2 € X gleichméchtig;
(2) der Raum X ist genau dann kompakt, wenn X kompakt ist und p~!({zo}) endlich ist fiir
ein g € X.

2.93. UBUNG. Wir betrachten den topologischen Raum
YVi={(2+sinT)e*™ | p e (0,1] }U[L,3] CC.
(1) Skizzieren Sie Y, und zeigen Sie, dass m1(Y") = 0.
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(2) Beweisen Sie, dass die Radialprojektion F': Y — S' € C dennoch keinen Lift F:Y >R
zuléisst.

Ubungen zu Abschnitt .

2.94. UBUNG. Sei X C R? die Vereinigung aller Kreise um (%,O) mit Radius % mit n € N
wie in Ubung und X trage die vom R? induzierte Unterraumtopologie. Skizzieren Sie X und
zeigen Sie, dass X keine einfach zusammenhéingende Uberlagerung besitzt.

2.95. UBUNG. Uberlagerungstheorie benétigt keine Trennungseigenschaften. Sei X = ((=1,1)x
{1,—1})/ ~ der Thnen wohlbekannte, nicht Hausdorffsche Raum aus Beispiel wobei die Aqui-
valenzrelation ,,~* erzeugt werde von (t,1) ~ (¢,—1) fiir alle ¢ # 0.

(1) Zeigen Sie, dass X zusammenhéngend und lokal zusammenziehbar ist.
(2) Bestimmen Sie die universelle Uberlagerung von X.
(3) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.

2.96. UBUNG. Bestimmen Sie wie in Folgerungeinen CW-Komplex mit Fundamentalgruppe
isomorph zur unendlichen Diedergruppe, préasentiert durch
(a,b | a®,b%) = (Z./2Z) * (Z./27.),
und seine universelle Uberlagerung. Sie diirfen Beispiel zu Hilfe nehmen.
2.97. UBUNG. Bestimmen Sie alle zusammenhingenden punktierten Uberlagerungen der beiden

Réume X; und X, aus Ubung bis auf punktierte Uberlagerungs-Homéomorphismen, und geben
Sie gegebenenfalls die Gruppe der Decktransformationen an.

2.98. UBUNG. Verkleben Sie die acht Seiten des unten skizzierten Polytopes wie angegeben,
und zeigen Sie, dass der entstehende topologische Raum X die Fundamentalgruppe

m(X,xo)g{(l‘fi)

1

a,b,ceZ}

besitzt. Finden Sie eine universelle Uberlagerung. Wie kann man eine Uberlagerung von X kon-

struieren, die nicht normal ist?
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KAPITEL 3

Homologie

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass die Fundamentalgruppe eines Raumes es uns
ermdglicht, einige interessante Sétze wie den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen. Andere
Sétze wie den Brouwerschen Fixpunktsatz konnten wir nur fiir kleine Dimensionen beweisen. Fiir
eine Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen kénnten wir analog zur Fundamentalgruppe die
hoheren Homotopiegruppen aus Bemerkung betrachten. Da diese jedoch sehr schwer zu
handhaben sind, fithren wir statt dessen Homologiegruppen ein.

Dazu listen wir zunéchst die Eilenberg-Steenrod-Axiome fiir die (reduzierte) Homologie auf. Wir
werden sehen, dass diese Axiome die Homologiegruppen von CW-Komplexen bereits vollstindig
bestimmen. Unter der Annahme, dass Homologiegruppen mit den geforderten Eigenschaften exi-
stieren, kénnen wir erste Anwendungen betrachten.

Anschlieflend konstruieren wir die (unreduzierte) singulire Homologie, und zeigen, dass die
zugehorigen reduzierten Homologiegruppen die Eilenberg-Steenrod-Axiome erfiillen. Gleichzeitig
erhalten wir eine gewisse geometrische Anschauung fiir die Homologiegruppen.

3.1. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome

Wir fithren ein paar algebraische Grundbegriffe ein und geben anschliefend die Axiome fiir
reduzierte Homologie an.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1p € R. Indem wir in der Definition
eines Vektorraums den Grundkorper durch den Ring R ersetzen, erhalten wir den Begriff eines
unitdren R-Moduls.

3.1. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann besteht ein wunitirer R-
Modul (M,+,-) aus einer abelschen Gruppe (M, +) und einer Multiplikation -: R x M — M, so
dass fiir alle r, s € R und alle m, n € M gilt:

r-(s-m)=(rs) -m,
(r+s)-m=r-m+s-m,
r-(m+n)=r-m+r-n,
1l-m=m.
Eine Abbildung f - M — N zwischen unitdren R-Modulen heifit R-linear, wenn fiir alle r, s € R
und alle m, n € M gilt:

fr-m+s-n)=r-f(m)+s-f(n).

Wir werden den Punkt fiir die Multiplikation spiter weglassen. Im folgenden seien Ringe stets
kommutative Ringe mit Eins, und Moduln seien stets unitér.

3.2. BEMERKUNG. Die unitdren R-Moduln und die R-linearen Abbildungen bilden eine Kate-
gorie Modgr mit der iiblichen Verkettung von Abbildungen.

Der triviale Modul oder Nullmodul 0 = {0} spielt eine gewisse Sonderrolle. Es gibt von jedem R-
Modul M je genau eine R-lineare Abbildung 0 — M (mit 0 — 0) und M — 0.
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3.3. BEISPIEL. Wir schauen uns die Kategorie Modg in zwei wichtigen Spezialfillen an. Mehr
werden wir in diesem Kapitel nicht brauchen.

(1) Sei k ein Korper, dann sind die unitidren k-Moduln genau die k-Vektorrdume, und die k-
linearen Abbildungen sind dieselben wie in der linearen Algebra. Daher identifizieren wir
die Kategorien Modj und Vecy miteinander.

(2) Jede abelsche Gruppe (G,+) mit neutralem Element O trégt eine eindeutige Z-Modul-
struktur, fiir n € Z und g € G gegeben durch

g+...+g faHSTl>0,
1
n—ma.
n-g=20 falls n = 0, und
(—g)+--+(—g) falls —n>0.
(fn;Cmal

Man zeigt induktiv, dass fiir jeden Homomorphismus f: G — H abelscher Gruppen gilt,
dass

f(n-g)=n-f(g),

somit sind die linearen Abbildungen genau die Gruppenhomomorphismen, und wir iden-
tifizieren Mody mit der Kategorie der abelschen Gruppen.

Wie bei Vektorraumen oder Gruppen betrachtet man auch Untermoduln und Quotienten. Spezi-
elle Untermoduln sind der Kern und das Bild R-linearer Abbildungen. Sei f: M — N eine R-lineare
Abbildung, dann ist der Kokern coker f = N/im f ein Quotient von N.

Um spéter interessante Aussagen iiber R-Moduln machen zu kénnen, benttigen wir noch den
Begriff der exakten Sequenz.

3.4. DEFINITION. Eine Sequenz unitidrer R-Moduln ist eine Familie (f;: M; — M;_1);cz von
R-linearen Abbildungen zwischen unitéren R-Moduln. Eine Sequenzabbildung von (f;: M; — M;_1)
nach (g;: N; — N;_1) vom Grad d € Z ist eine Familie R-linearer Abbildungen (k;: M; — Niiq4)icz,
so dass das Diagramm

L— M4 (——fl—- M; (—éil—- Miy1 — ...

kifll /ﬂJ/ kiJrll

Gi+d Gi+d+1
. —— Nitg—1 ——— Niya $—— Nijay1 <—— ...

kommutiert, das heifit, es gilt k;_1 o f; = g;14 0 k; fiir alle ¢ € Z.

Eine Sequenz (f;: M; — M;_1) heifit exakt an der Stelle M;, wenn ker f; = im f;11 C M; gilt.
Sie heifit (lange) exakte Sequenz, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Eine kurze exakte Sequenz ist
eine exakte Sequenz der Form

0 A A A" < 0.

Im folgenden seien Sequenzen stets Sequenzen unitdrer R-Moduln, wobei R nach wie vor ein
kommutativer Ring mit Eins sei. Kurze exakte Sequenzen denken wir uns nach links und rechts
fortgesetzt durch Nullmoduln. Wir werden Diagramme zu Sequenzen teils wie oben mit Pfeilen von
rechts nach links darsellen, teils aber auch die Richtung der Pfeile umdrehen:

_ Mi fis1 M, fi

Mi—l _— ...

3.5. BEMERKUNG. Wenn in einer exakten Sequenz das Nullmodul auftaucht, dann erlaubt es
Riickschliisse iiber die benachbarten Moduln und Abbildungen, siche Ubung |3.128
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3.6. BEISPIEL. Es folgen Beispiele exakter Sequenzen.

(1) Es sei k ein Korper und r, s > 0, dann ist die Sequenz

0 km —t s ks Py ks s 0

r +— (z,0)

(z,y) —
fir x € k", y € k® exakt. Allgemeiner konnen wir direkte Summen unitdrer R-Moduln wie
iiblich definieren und erhalten kurze exakte Sequenzen

0 M2 MoN s N 0.
Wenn eine kurze exakte Sequenz zu einer von diesem Typ isomorph ist, sagen wir, dass
sie spaltet.
(2) Fiir £ > 0 erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen, also von Z-
Moduln, namlich

k-

0 Z Z L z2/k —— 0.

Diese Sequenz spaltet nicht, da sich Z nicht als direkte Summe schreiben ldsst.
(3) Nach Ubung [3.128 erhalten wir zu jeder R-linearen Abbildung f: M — N eine exakte
Sequenz

f

0 —— ker f M

Nachdem wir Kategorien und Funktoren bereits kennengelernt haben, bendtigen wir noch
natiirliche Transformationen.

N coker f —— 0.

3.7. DEFINITION. Es seien C, D zwei Kategorien und F, G: C — D zwei Funktoren. Eine natiirli-
che Transformation T : F — G ordnet jedem A € objC einen Morphismus 7 A € homp(FA,GA)
zu, so dass fiir alle f € hom¢ (A, B) das folgende Diagramm in der Kategorie D kommutiert.

FA 2L FB

| 7o

GA BLZEN GB
3.8. BEISPIEL. Wir betrachten die Kategorie der Gruppen C = D = Grp, den Identitéts-
funktor Zd und den Abelisierungsfunktor Ab aus Ubung 2 85L Dann ist die Projektionsabbil-
dung pg = p: G — G = G/[G, G] natiirlich nach Ubung [2.86| (1)), denn wir erhalten das folgende

kommutative Diagramm.

G—f——>H

o [

Gab feb Hab
Wir erinnern uns an den Begriff eines Paares topologischer Riume aus Definition

3.9. DEFINITION. Ein gutes Paar ist ein Paar (X, A) topologischer Rdume, wobei () # A in X ab-
geschlossen und Deformationsretrakt einer offenen Umgebung ist. Wenn A = {x} ist, heiit (X, zg)
auch gut punktierter Raum.

Den Begriff des gut punktierten Raumes haben wir in Folgerung bereits benutzt.
3.10. BEISPIEL. Es folgen Beispiele guter und nicht guter Paare.
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(1) Da Mannigfaltigkeiten und CW-Komplexe lokal zusammenziehbar sind, ist jeder ihrer
Punkte ein guter Basispunkt.

(2) Sei X ein CW-Komplex und A C X ein Unterkomplex, dann heiit (X, A) ein CW-Paar.
CW-Paare sind gut. Zur Begriindung konstruiert man wie im Beweis des Satzes
induktiv offene Umgebungen V" C X™ von A" = X" N A und Homotopien H": V" x
[0,1] — V" zwischen der Identitét idy» und einer Retraktion P*: V™ — V"*=1U A", Dann
zeigt man, dass A ein Deformationsrektrakt der offenen Umgebung V' = |J,, V" ist, indem
man fiir n > 1 auf dem Teilintervall 277, 2'~"] C [0,1] die Homotopie H" o P"*! o ...
durchfiihrt.

(3) Essei X ={0}U{ L |neN\{0}} c[0,1] versehen mit der Unterraumtopologie, dann
ist (X, 0) nicht gut punktiert, denn 0 hat in X keine zusammenhéngenden Umgebungen.

(4) Sei X wie oben, dann ist (][0, 1], X) kein gutes Paar, denn jede offene Umgebung U von X
in [0,1] enthélt ein Intervall I = [0,e) oder I = [0, 1] als Zusammenhangskomponente.
Da X NI nicht zusammenhéngend ist, ist X N I kein Deformationsretrakt von I.

3.11. DEFINITION. Es sei (X, A) ein Paar topologischer Riume, dann ist der Quotient X/A
von X nach der Teilmenge A der Raum X/ ~ mit der Quotiententopologie, wobei die Aquiva-
lenzrelation ~ erzeugt wird von a ~ b fiir alle a, b € A. Als Basispunkt wahlen wir den Punkt A

in X/A.

Zu jedem Paar (X, A) erhalten wir eine Inklusionsabbildung ¢t: A — X und eine Projekti-
on p: X — X/A. Abstrakt gesehen haben wir drei Funktoren von der Kategorie der Paare in die
Kategorie Top, die ein Paar (X, A) auf A, X beziehungsweise X/A abbilden, und ¢ und p sind
natiirliche Transformation zwischen je zwei dieser Funktoren: Sei f: X — Y stetig mit f(A) C B,
und sei f: X/A — Y/B davon induziert, dann kommutiert das Diagramm

A—-5Xx L5 x/4
f|Al fl fl
B Y s Y/B.

3.12. DEFINITION. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine verallgemeinerte reduzierte
Homologietheorie (h., 8.) iiber R besteht aus einer Familie von Funktoren

iL. = (iLn 7-0]9 — MOdR)

und einer Familie natiirlicher Transformationen 8 = (8, )nez mit 9,(X, A): hy(X/A) = hy_1(A)
fiir alle guten Paare (X, A), die die folgenden Eilenberg-Steenrod-Azxiome erfiillen.

nez’

(1) Homotopieinvarianz. Wenn f, g: X — Y homotope Abbildungen sind, gilt
hnf = hng: hn(X) — hp(Y) fir allen € Z .
(2) Homologiesequenz. Fiir jedes gute Paar (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:

Ot R(A) I (X)) P R (XJA) <O R (A)

(3) Summenaxiom. Sei (X;,x;);er eine Familie gut punktierter Rdume, dann induzieren fiir
alle n € Z die Inklusionsabbildungen ¢;: X; — \/z’e (X, z;) einen Isomorphismus

D hnii: D) ﬁn<\/(Xi,mi)> |

iel iel iel
Man nennt (iL., 8.) eine reduzierte Homologietheorie mit Koeffizienten M € Modg, wenn zusétzlich
das folgende Axiom gilt.
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(4) Dimensionsaxiom.

() = M fiir n =0, und
" 10 sonst.

In der Literatur gibt es viele Varianten dieser Axiome, die im wesentlichen &quivalent sind.
Beispielsweise beschrénkt sich Hatcher [H| auf CW-Komplexe.

Wir kénnen hy, wegen Axiom auch als Funktor auf der Homotopiekategorie H7op aus Be-
merkung auffassen. Analog zu Folgerung haben homotopiedquivalente Rdume also
isomorphe Homologien.

Der Verbindungshomomorphismus oder die Randabbildung 0, im Axiom ist eine natiirli-
che Transformation zwischen den zwei Funktoren von der Kategorie der guten Paare nach Modg,
die (X, A) auf h,, (X/A) beziechungsweise auf h,_;(A) abbilden. Sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbil-
dung zwischen guten Paaren, dann erhalten wir also ein kommutatives Diagramm

D Bp(A) s R (X)) P R (XA) —2 R (A) ——

ﬁn(fu)l flnfl wj Enfl(fml

S ha(B) s R (V) P Ra(Y/B) —2 by i(B) —— ...
Dabei ergibt sich die Kommutativitit der zwei linken Quadrate aus der Natiirlichkeit von ¢ und p
(siehe oben) und der Funktorialitét von h,, wihrend die Kommutativitit des rechten Quadrats aus

der Natiirlichkeit von 0, folgt. Spéter schreiben wir meistens nur ﬁ. anstelle von (iL., 8.).

3.13. BEISPIEL. Wir betrachten das Paar (X, A), bestehend aus dem einpunktigen Raum X =
A = {x} = X/A, mit den natiirlichen Abbildungen ¢ = p = idx. Nach Axiom ist die Sequenz

hnp=id
S

hn(4) 22T B (x) i (X/A)

bei hy,(X) exakt, also folgt
hn(X) = im(id) = ker(id) = 0 C h,(X) ,

das heift, ﬁn({*}) = 0 fiir alle n € Z und fiir jede verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie.
Wegen der Homotopieinvarianz folgt aus Beispiel dass h,(X) = 0 fiir alle n € Z, wenn X
zusammengziehbar ist.

Man beachte, dass die Eilenberg-Steenrod-Axiome keine Aussage iiber die reduzierte Homo-
logie der leeren Menge machen. Auflerdem spricht Axiom nur iiber gute Paare. Fiir beliebige
Paare (Y, X) und allgemeiner Abbildungen f: X — Y ersetzt man den Quotienten durch eine
allgemeinere Konstruktion, sieche Ubung

3.2. Die Homologie der Sphiren

Wir benutzen die Eilenberg-Steenrod-Axiome, um die Homologien Bk(S ™) aus den Koeffizienten
zu berechnen. Anschliefend geben wir einige erste Anwendungen — alles unter der Annahme, dass es
Homologietheorien mit nicht-trivialen Koeffizienten gibt. Im folgenden sei R stets ein kommutativer
Ring mit Eins.

3.14. SATZ. Es sei he eine verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie und k, n € Z mitn > 1.
Dann qilt

i (S™) 22 hp—n(S°) .
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Falls he eine reduzierte Homologietheorie iiber R mit Koeffizienten in M € Modg ist, gilt insbe-
sondere

hy(S™) =

~ M falls k =n, und
0 sonst.

BEwEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.

Im Induktionsschnitt betrachten wir das Paar (D", S™~1). Wir erhalten einen Homdomorphis-
mus ®": D"/S""1 — S™ wie in der ersten CW-Struktur auf S™ im Beispiel Axiom in
Definition liefert uns eine lange exakte Sequenz

L ilk<bn> E— Bk(bn/sn—l) L) Bk,l(S"_l) E— ilkfl(ﬁn_
~—— | — —_———

=0 =hy, (S™) =hi_n(S0) =0

1)—>...

Dabei haben wir ausgenutzt, dass D' zusammenziehbar ist, und daher hy, (ﬁn) & 0 fiir alle £ nach
Beispiel Wie in den Ubungen folgt, dass 0 in der obigen Sequenz ein Isomorphismus ist, und
unsere Behauptung folgt durch Induktion.

Wenn he eine »echte“ reduzierte Homologietheorie mit Koeflizienten M ist, folgt die zweite
Behauptung aus der ersten und dem Dimensionsaxiom . O

Jetzt wird auch der Name ,,Dimensionsaxiom® klar: eine reduzierte Homologietheorie mit Ko-
effizienten M 22 0 ,sieht“ die Dimension der Sphéren S™. Insbesondere folgt aus der Homotopie-
invarianz von ha, dass S nicht homotopieiquivalent zu S™ ist fiir m % n. Aulerdem ist S™
fiir kein n > 0 zusammenziehbar. Wir kénnen jetzt bereits eine erste Anwendung unserer Theorie

geben.

3.15. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Fiir n > 0 hat jede stetige Abbildung F: D" — D"
einen Fixpunkt.

BeEweIs. Fiir n = 0 gilt D’ =~ {x}, also ist * automatisch Fixpunkt. Es sei also n > 1. Wie
im Beweis des Satzes nehmen wir an, dass F' keinen Fixpunkt habe, und konstruieren eine
Retraktion r: D" — 9D" = S* 1. Sei 1: S 1 — D" die Inklusion, und sei il. eine reduzierte
Homologietheorie iiber R mit Koeffizienten M 2 0. Aus Funktorialitit folgt

id;l (Sn-1) = ’flnflidsnfl = iLnfl’F o ilnflLZ ﬁnil(sn—l) — anl(ﬁn) — anfl(Sn_l)

n—1
im Widerspruch zu ﬁn_l(Snfl) =~ M %0 und Bn_l(ﬁn) =~ 0. O

Wir betrachten jetzt stetige Abbildungen f: S™ — S™. Sei zunéichst he ecine reduzierte Homo-
logietheorie tiber Z mit Koeffizienten Z, so dass hn(S”N) = Z. Dem Einselement 1 € Z entspricht
ein Erzeuger a € h,(S™), das heif}t, alle Elemente b € h,,(S™) sind von der Form b = k - a, jeweils
fiir ein eindeutiges k € Z. Insbesondere existiert ein eindeutiges d € Z, so dass

hof(a) =d-a € h,(S™) .
Da hyf eine Z-lineare Abbildung ist, folgt
haf(k-a)=k-hyf(a) = d(ka)

firalleb=k-a € iLn(S”) Wir haben soeben auch gesehen, dass der Raum Endyz Z der Z-Modul-
Endomorphismen von Z kanonisch isomorph zu Z ist. Analog gilt Endgk =2 k, wie wir aus der
linearen Algebra wissen.

3.16. DEFINITION. Es sei hq eine reduzierte Homologietheorie mit Koeffizienten Z und f: S™ —
S™ stetig, dann heiBit die Zahl d = deg f € Z mit h,f(b) = deg f - b fiir alle b € h,(S™) der
Abbildungsgrad von f.
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Wir sehen am Ende dieses Abschnitts, dass diese Definition nicht von der Wahl von e abhéngt.

3.17. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften des Abbildungsgrades.
(1) Es gilt degidgn = 1.
(2) Jede konstante Abbildung fy ldsst sich schreiben als Verkettung
S"— {x} — 5",

also folgt deg fo = 0 aus Beispiel Falls f: S™ — S™ nicht surjektiv ist, ersetzen
wir {*} oben durch den zusammenziehbaren Raum S™ \ {xo} = R" fiir ein g € S™ \im f,
und erhalten wieder deg f = 0.

(3) Seien f, g: S™ — S™ zwei Abbildungen, dann folgt deg(f o g) = deg f - deg g = deg(go f),
da

n(f 0 9)(B) = (hnf) o (hng)(b) = deg f - deg g - b

(4) Aus der Homotopieinvarianz folgt, dass homotope Abbildungen den gleichen Ab-
bildungsgrad haben. Wir zitieren ohne Beweis den folgenden Satz, wonach auch die Um-
kehrung gilt.

3.18. SATZ (Hopf). Zwei Abbildungen f, g: S™ — S™ sind genau dann homotop, wenn deg f =
degg € Z.

Nach obiger Bemerkung kann man Abbildungen von S™ in sich durch Hintereinander-
schaltung ,,multiplizieren“. Wir wollen jetzt sehen, wie man Abbildungen ,,addiert*.
Wir zerlegen S™ C R™! in eine rechte und eine linke Halbkugel
St ={zxecS" CcR"™ | £z, >0},

so dass sich beide im Aquator $"~! = S7NS™ schneiden. Die Paare (S%, 5"~ 1) und (5", S"~1) sind
homgomorph zum Paar (D", S"~!) aus dem Beweis von Satz Wir erhalten also Hom6omor-
phismen

pe: ST/ 58" und p: ST/STT o STV ST
Der Vollstandigkeit halber stellen wir die Abbildung p mit Hilfe der Formel

sing-cosp - (1 —xpy1) sin(2¢) - cos(2¢) - (1 — zp41)
sinp - 2/ — sin(2¢p) - 2’ € Sggn(cow)/sm_l cSsS"tv.st
1—sin?p- (1 —2n41) 1 —sin?(2¢) - (1 — Tpy1)
fiir ¢ € [0, 7] und (:vfjrl) € S"~1 ¢ {0} x R™ dar. Dabei parametrisiert fiir festes ¢ € (0,7) der

durch ( xfil) beschriebene Aquator eine , Kleinkugel“ durch den Basispunkt e, ;.

Tn+1

™

Fiir ¢ = 7 erhélt man den Aquator S"~! selbst, der unter p auf den Basispunkt von S\ S™ abge-
bildet wird, ansonsten landet man je nach Vorzeichen von cos ¢ in einem der beiden Summanden.
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Seien jetzt f, g: (S™, ent1) — (X, o) stetige, punktierte Abbildungen, dann erhalten wir nach
Bemerkung eine Abbildung fV g: S™ vV .S™ — X. Wir definieren eine neue Abbildung

f+g=(fVgop: S" = X

wie im folgenden Bild.

51/5"71
ST !
p
_— — fvyg X
g
SE/S” 1

3.19. LEMMA. Flir jede verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie he gilt
hi(f +9) = haf + hrg: hi(S™) = hi(X) .
Dabei addieren wir R-lineare Abbildungen punktweise, also
(Prf + hig) (b) = i f(b) + hig(b) € hi(X) .
BEWEIS. Nach dem Summenaxiom induzieren die Inklusionsabbildungen ¢4 eine Identifikation

hi(S™) ® hye(S™) 2 (S vV S™) mit (b, bo) v e (D) + By (b-)

Die Abbildung f V g erfiillt (f Vg)otry = fund (f g) ot =g: 8" — X. Daraus folgt
hie(f V g) b+7 = hi((f 1) (by) = hy f(by)
und g (f V 9)(0,b-) = hi((f ) (bo) = hyg(bo)

also gilt insgesamt
hie(f V g) (b, o) = by f(bs) + hypg(b—) € hy(X) .
Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass
hip(b) = (b,0) € hy(S™) @ hy(S™) .
Betrachte die Quotientenabbildungen
qe: STV ST — ST,

die den zweiten beziehungsweise ersten Summanden im Wedge-Produkt auf den Basispunkt und den
anderen Summanden identisch auf S™ abbilden. Dann folgt ¢y oty = ¢g_o¢t_ =idgn, und gy o1 =
q— o ¢4+ sind konstant. Daraus schlieflen wir, dass

hrge(by,b_)=by  und  hpg_(by,b_) =b_ € hy(S™) .

Zum Beweis der Behauptung reicht es also zu zeigen, dass idgr homotop zu gt o p: S™ — S”
ist, denn dann folgt

hiep() = (hi(q+ 0 p)(b), hy(q— o p) (D)) = (b, D) .
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Eine Homotopie idgn ~ ¢4 o p wird in geeigneten Koordinaten etwa durch

sin((1+ 8)) - cos((1 + 8)¢) - (1 = 241)

sin ¢ - cgsgp . (1/— $n+1) sin((l 4 s)cp) ! fiir 0 < 1L+s’ und
singp -z — 1—sin®((1+s)p) - (1— )
1—sin?¢- (1 —2n41) sin”((1+s)e Tntl
En+t1 fir > 75,
fiir p € [0, 7], (xf;l) € S"1 c {0} x R" und s € [0, 1] gegeben. O

3.20. BEMERKUNG. Die Notation “f + ¢g“ legt nahe, dass man mit punktierten Abbildungen
von (S™, en41) in einen festen punktierten Raum (X, zo) rechnen kann. Bis auf Homotopie ist das
tatséchlich moglich. Fiir n = 1 erhalten wir die Fundamentalgruppe (X, zg), fir n > 2 die
hoéheren Homotopiegruppen aus Bemerkung . Diese sind fiir n > 2 sogar abelsch, was die
Notation ,,+“ rechtfertigt.

Wenn man auf den Basispunkt verzichtet, erhélt man fiir n = 1 die abelisierte Fundamental-
gruppe 1 (X, z0)?P, und fiir n > 2 einen Quotienten von 7, (X, zo).

3.21. BEMERKUNG. Wir erhalten weitere Eigenschaften des Abbildungsgrades.

(5) Seien f, g: S™ — S™ stetig, dann folgt deg(f + g) = deg f + degg.
(6) Es sei f =1id und g die Spiegelung x; — —x;. Dann ist f + g nullhomotop via

sin [2¢| cos [2¢|(1 — zp41)
sin |22’ fiir ¢ ¢ (—%37 %5)
cossinp(l — xp41) 1 - sin? 2] (1 — Zns1)
cos px’ —
1 —cos? (1 — zpy1) sin(7s) cos(ms)(1 — Zp41)
sin(rms)z’ fiir p € [—%37 %s]
1 —sin?(7s)(1 — 2p41)

fir p € [-Z2,%], (,%,) € "' C {0} x R"! x R und s € [0,1]. Diese Homotopie ist

Tn+4+1

dhnlich zur Homotopie 7y ~ e im Beweis von Satz [2.14]

@H |

s=0 s= %

(7) Jede lineare Isometrie g € O(n+1) lisst sich als Produkt von héchstens n+1 Spiegelungen
schreiben. Es folgt degg = detg € {1, —1}. Die Antipodenabbildung —id, hat also den
Abbildungsgrad (—1)"*! = deg(—id).

(8) Falls f: S™ — S™ keine Fixpunkte hat, ist f zur Antipodenabbildung homotop. Dazu
konstruieren wir eine Homotopie H: S™ x [0,1] — S™, so dass H(x, s) den GroBkreisbogen
von f(x) nach —z mit konstanter Geschwindigkeit durchléuft. Insbesondere folgt deg f =
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(—1)"*1. Wenn n gerade ist, schliefen wir, dass keine Gruppe mit mehr als zwei Elementen
frei auf S™ wirken kann.

Wir wollen diese Bemerkung anwenden, um den Satz vom Igel zu beweisen. Unter einem Vektor-
feld auf S™ C R™! verstehen wir eine Abbildung V': S™ — R""! mit (x, V(x)) = 0 fiir alle x € S™.
Ein Punkt = € S™ heifit Nullstelle von V', wenn V(z) = 0.

3.22. SATZ (vom Igel). Die Sphire S™ trigt genau dann Vektorfelder ohne Nullstellen, wenn n
ungerade ist.

V(x)
V()]

BEWEIS. Es sei V ein Vektorfeld ohne Nullstellen. Indem wir V' (x) durch
wir |V] =1 auf ganz S™ annehmen. Dann liefert

ersetzen, diirfen

(x,s) — cos(ms) - « + sin(7s) - V(z)
fiir s € [0, 1] eine Homotopie von der Identitdt zur Antipodenabbildung. Es folgt
(—1)"*" = deg(—id) = deg(id) = 1,

also ist n ungerade.
Sei umgekehrt n ungerade, dann liefert V(z) = iz ein Vektorfeld ohne Nullstellen auf S™ C
R CME D
Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch ein Resultat an, dass wir im néchsten Abschnitt
benutzen kénnen.

3.23. FOLGERUNG (aus Satz . Es sei he eine verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie
und f: S™ — S™ stetig, dann wirkt hyf auf h,(S™) durch Multiplikation mit deg f.

Insbesondere liefert also jede reduzierte Homologietheorie he mit Koeffizienten Z den gleichen
Abbildungsgrad in Definition [3.16]

BEWEIS. Wegen Funktorialitdt stimmt die Aussage fiir f; = id, und aus Lemma folgt sie
mit dem Trick aus Bemerkung @ auch fiir eine Abbildung f_; mit deg f_1 = —1. Wir setzen
induktiv fgy1 = fq+ f1 fird > 1 und f;_1 = fq+ f-1 fiir d < —1, und erhalten nach Lemma [3.19
fiir alle d € Z eine Abbildung fy mit deg fy = d. Induktiv folgt

hifa(b) =d-b=deg fq-b

fiir alle b € hy(S™). Nach dem Satz ist jede stetige Abbildung f: S™ — S™ zu fy mit d = deg f
homotop, also folgt die Behauptung. ]

3.3. Zelluldre Homologie

In diesem Abschnitt sehen wir, wie sich die reduzierte Homologie eines punktierten CW-
Komplexes auf algebraische Weise als Homologie eines Kettenkomplexes berechnen ldsst. Dazu
benutzen wir den Abbildungsgrad aus dem vorangegangenen Abschnitt, insbesondere bendtigen
wir Satz und Folgerung Als Konsequenz berechnen wir die Homologien der projektiven
Réume iiber R, C und H. Am Ende des Abschnitts sehen wir, wie man die reduzierte Homologie
eines CW-Komplexes auch ohne Wahl eines Basispunktes bestimmen kann.

Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen. Im folgenden sei he stets eine reduzierte Ho-
mologietheorie iiber R mit Koeffizienten M = ho(S°) € Modg. Wir fixieren Homdomorphis-
men D" /S"~! 22 §” und benutzen die Isomorphismen

On: hn(S™) = by (S™71)
aus dem Beweis von Satz um induktiv b, (S™) mit ho(S°) = M zu identifizieren.

88



Sei X = lim_, X" ein CW-Komplex, mit den Indexmengen I™ fiir die n-Zellen. Wir fixieren
einen Basispunkt xg = e?o € X0 mit ig € I°, setzen

I fiir n > 0,
J' =< I\ {ig} fiir n =0, und
0 fiir n < 0,

und schreiben
MEI" = @ M und Z aie? = (a;)iegn € MO"
ieJn ieJn

Es seien @ die charakteristischen Abbildungen von X fiir ¢ € I". Fiir n > 0 fassen wir ®}
als Abbildung von Paaren (D", S"1) — (X", X»~!) auf und bezeichnen die induzierte punktierte
Abbildung auf den Quotienten mit 5? : 8" — X" /X" ! Fiir n = 0 fixieren wir einen Punkt von S°
als Basispunkt. Fiir i € I bezeichne 5? : % = X0 die punktierte Abbildung, die den anderen Punkt
von SO auf € € X9\ {z¢} abbildet. Der Einfachheit halber sei im Folgenden stets X" = {0} fiir
allen < 0, so dass X°/X 1 = X% und X"/ X" ! = {z0} fiir n <0.

3.24. LEMMA. Wir erhalten Isomorphismen

MO =~ (X7 /X" mit ae; — an@?(ai) fiir alle n, (1)
Ogﬁk(Xn/X”—l) fiirk #n, (2)

O%Ek(X") firk>n, (3)

und  hy(X) = hy(X™) firn >k . (4)

BeEweEIs. Die Behauptungen und sind klar fiir n < 0, da X™/X""! dann zusammen-
ziehbar ist. Fiir n = 0 schreiben wir
xX0=1\/s°

1€J0
mit gemeinsamem Basispunkt xg, und erhalten

hi(X0/X 1) = hi(X°) = @D b (S°) =
ieJO
aus dem Summenaxiom und dem Dimensionsaxiom aus Definition

Fiir n > 0 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

[Ticsn (D, 5771) Uiem® 0 4

| !

n V
Vien S

ieJn o7 Xn/Xn_l ’
und die Abbildung \/, (TDZ” ist ein Hom6omorphismus. Die Behauptungen und folgen jetzt
wieder aus dem Summenaxiom und aus Satz [3.14l
Punkt ist klar fiir n < 0 und ergibt sich fiir n > 0 induktiv aus der langen exakten Sequenz
des Paares (X™, X"~ 1) aus Axiom (2)) fiir k& > n, da

s (XY —— (X)) —— hp (XX ——
D D e
0 g}'Lk(Sn)@J"gO

M fir k= 0, und
0 fiir k£ # 0.
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Behauptung folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, X"), wenn wir zeigen
konnen, dass hi(X/X,,) = 0 fiir alle k¥ < n, denn fiir £ < n erhalten wir dann

e e (X/X0) 2 (X)) —— Bn(X) —— h(X/Xn) —— ..
—_———

=0 =0

Der Raum Y = X/X" ist wieder ein CW-Komplex mit Y* = ... = Y = {*} und mit
charakteristischen Abbildungen p o @I fiir m > n und 7 € I"™, wobei p: X — Y die Projektion auf
den Quotienten bezeichne. Fiir k < n gilt also hy(Y?) = -+ = hp(Y™) = 0. Fiir m > n folgt aus

der langen exakten Sequenz

s (YY) —— (Y —— R (Y)Y ——
—_—— —_————
~0 )
des Paares (Y™, Y™ 1) mit (2) induktiv, dass hy(Y™) 2 0 fiir alle m € Z. Damir haben wir (4]
bewiesen, falls X = X™ endlich dimensional ist.
Im allgemeinen Fall betrachten wir den Raum

Z—Uym 00) C Y x [0, 00)

als CW-Komplex mit Zellen der Form €] x{a} und e[ x (a, a+1). Da [0, 00) lokal kompakt ist, ist das
nach Ubung moglich. Der Raum Y ist offensichtlich ein Deformationsretrakt von Y x [0, co).
Zunéchst ist S™7" x [0, 00) U D™ X [m, 00) ein starker Deformationsretrakt von D™ x [0, 00); dazu
betrachten wir etwa die Zentralprojektion vom Punkt (0,...,0,—1) € R™ x R aus. Mit Hilfe der
charakteristischen Abbildungen verkleben wir diese Projektionen zu einer Abbildung

P™: Y™ x [0,00)UZ — Y™ 1 x[0,00)UZ.

Essei H™: (Y™ x [0,00) U Z) x [0,1] = Y™ x [0,00) U Z eine Homotopie von id nach P™ relativ
zu Y1 x [0,00) U Z. Wie im Beweis von Satz erhalten wir eine Retraktion P = P"*1 o
P"*20 ... von Y x [0,00) auf Z und eine Homotople H von id nach P, indem wir auf dem
Teilintervall [27™,21=™] C [0, 1] die Homotopie H™ o P™*! o ... ausfiihren.

ACZCY x]0,00)

Als néchstes betrachten wir den Unterkomplex

o)

A=¥"x[0,00)U |J Y™ x{m})cz

m=n+1
90



Der Quotient A/(Y? x [0,00)) ist homdomorph zum unendlichen Wedge-Produkt

V oy \/ (Y x{m}).
m=n+1 m=n+1

Da Y x [0, 00) zusammenziehbar ist, liefert die lange exakte Sequenz des Paares (A, Y x [0, 00)),
zusammen mit dem Summenaxiom, dass

hu(A) = h ( \/ Ym>g é h(Y™) 220

m=n+1 m=n-+1

fiir alle £ < n, denn alle Y sind endlich-dimensionale CW-Komplexe mit Y™ = x.
Wir betrachten zum Schluss das CW-Paar (Z, A). Der Quotient Z/A ist homdomorph zu
[ee]
V(™ fmm e+ )Y x {mym 4+ 1O Y0 x fm,m 4+ 1)) |
m=n+1

und jeder einzelne Summand ist ein endlich-dimensionaler CW-Komplex mit Zellen der Dimensi-
on > n+ 1. Wie oben folgt hi(Z/A) = 0 fiir alle £ < n. Die lange exakte Sequenz des Paares (Z, A)
enthilt die Abschnitte

fiir alle £ < n. Also folgt
hi(X/X™) = hy(Y) = hy(Z) =0
fiir alle £ < n, und Behauptung ist auch im allgemeinen Fall bewiesen. ]

Nach obigem Lemma enthilt die lange exakte Sequenz des Paares (X1, X™) fiir alle n einen
Ausschnitt der Form

Pt (X™) — Bt (XY s T (X7 /X 24 (XY — B (XYY — o (X1 X7
R

=0 ~proInt =0, (X) =0

Wir definieren dSW = ﬁn,lp"_l 0 0™ und setzen solche Ausschnitte zu einem grofien kommutativen
Diagramm

0

e

X)

0 — P
o
\ /

o (X™)

Ont1 \ / -
dCW

. *>i7fn+1(Xn+1/X”) %En(Xn/Xn ny " n 1 Xn 1/Xn 2)4)

A/ﬁnHP”H % ‘/n 1p" !

i (X71) By (X0

e
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zusammen. Indem wir die Exaktheit der Diagonalen ausnutzen, erhalten wir eine Kette natiirlicher
Isomorphismen

iLn(X) ~h, (X”)/ im o™ t! da h," ! surjektiv ist,
= im iznp"/ im(~np" o 8”“) da hp,p" injektiv ist,
= ker 0" /im dn+1 da im h,p" = ker 9",
= kerd$"W /im d$Yy da hp_1p" "t injektiv ist.

Der Quotient auf der rechten Seite ist wohldefiniert, da im dSXVI C ker dSW, oder #quivalent

dCW o dn+1 _ En_lpn—l ° (671 o Bnpn) o an—i—l —-0.

Mit unser Definition X™ = {z¢} fir n < 0 funktioniert dieses Argument fiir alle n € Z. Das
motiviert die folgende Definition.

3.25. DEFINITION. Ein (Ketten-) Komplex (C,, ds) iiber R ist eine Sequenz (dy,: Cp, = Cp—1)nez
unitérer R-Moduln, so dass

dpodpi1 =0: Cppr — Chq
fiir alle n € Z. Man definiert R-Moduln Z,,(Ce,ds), B, (Cs,ds) C Cy, und H,(Ce, ds) durch
Zn(Co,de) = kerd, , B, (Ce,de) = imdy4+1 und H, (Co,de) = Z(Co,de)/Bp(Ce,ds) -

Elemente von C,, Z,,(Ce,ds) und B, (C,,ds) heiflen n-Ketten, n-Zykel beziechungsweise n-Rinder
des Komplexes. Der Modul H,,(Cl, de) heifit die n-te Homologie des Komplexes, und seine Elemen-
te n-te Homologieklassen.

Eine Kettenabbildung fo: (Ce,de) — (CL,d,) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Homologien bezeichnet man mit

Hyfo = fi: Hn(cn do) — Hn—l—a(C:?d/o) :
Man iiberlegt sich leicht, dass sich jede Kettenabbildung fe: (Ce, ds) — (C,, d,) zu Abbildungen
Zn(Coyde) = Znia(CL,dl) und B (Ce,de) — Bpia(Cl,dl)

einschrianken ldsst, so dass die Abbildung f, tatséchlich wohldefiniert ist. Die Kettenkomplexe
iiber R bilden eine Kategorie Chr mit den Kettenabbildungen als Morphismen, und die n-te Ho-
mologie ist ein Funktor H,: Chgr — Modpg.

Wir verwenden im Folgenden Kleinbuchstaben A fiir (reduzierte) Homologietheorien im Sinne
der Eilenberg-Steenrod-Axiome und Grobuchstaben fiir die Homologie von Kettenkomplexen.

Nach unseren obigen Uberlegungen ist izk(X ) zur Homologie eines Kettenkomplexes CEW. dSW)
isomorph. Wir identifizieren CSW(X; M) = h,(X™/X"~1) mit M®/" wie in Lemma [3.24] h Als
niichstes suchen wir eine explizite Formel fiir den Randoperator dSW: M®/" — M/
betrachten dazu fiir j € J" die Projektionsabbildung

3!
gr: Xn/Xml —— X”/(X”*1 v U e?) L) g
ieJ"\{j} -
Ahnlich wie im Beweis von Lemma gilt
OB — idgn falls e =j € J", und
konstant falls ¢ £ j |
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und fiir Y, 0 azel € M = h, (X7/X"1) folgt

Zal —Z nq]oq))(ai):ajEM.

icJn 1eJn

Wir betrachten die Verklebeabbildungen (7 = ®%|gn-1: S"~! — X"~ und erhalten ein kom-
mutatives Diagramm

F) ﬁn71fﬁ

B (S™) — hpo1(S™Y) Pp—1(S™1)

il,@;ll En_w;ll - ﬁ
~ Ap_1p™™ 1t =
B (X7 XYy Oy (XY 2 (X X2
firi e J*, j € J* ! und f}; = q;” op" Loyl Sn—1 5 §n~1 Dabei kommutiert das linke Quadrat
wegen deir Natiirlichkeit von On, und das rechte nach Definition von fJi. Nach Folgerung @
operiert hp—1fj; auf M = h,,_1(S"1) durch Multiplikation mit dem Abbildungsgrad, also

ho-1f]s = d; = deg f}: € Z C Endg M .

Dabei identifizieren wir deg f7; € Z mit dem Bild in R unter dem natiirlichen Homomorphismus Z —
R mit 1 +— 1.
Insgesamt wird der zellulire Randoperator dS"W fiir n > 2 also durch die Matrix

dCW (d?Z)J i € MJnfl Jn (Z) C hOmR(MEBJ” M®Jn71)

beschrieben. Man beachte, dass S"~1 kompakt ist und ¢? nach Bemerkung - und Satz
daher nur endlich viele Zellen e}~ U trifft, so dass a;e} € M = 1m(h ;') auf eine endliche L1—

nearkombination, also ein Element der direkten Summe M®7/"" abgeblldet wird. Man beachte,
dass die reduzierte Homologietheorie iL. in dieser Beschreibung des reduzierten zelluldren Ketten-
komplexes iiberhaupt nicht mehr auftaucht. Hierzu bendtigen wir wieder Folgerung [3.23] wonach
der Abbildungsgrad nicht von der Wahl einer reduzierten Homologietheorie mit Koeffizienten Z
abhingt.

3.26. DEFINITION. Es sei X ein CW-Komplex und M € Modg. Der reduzierte zellulire Ket-
tenkomplez von X mit Koeffizienten M ist definiert als (CSW(X;M),dS"W) mit CSW = M®/"

und
dgw Z ae; = Z Z deg(q;?—l opn o f ) a;e Z Z dn a; - 6

eJn jeJn—lieJn jeJn—lieJn
Die Homologie HSW(X; M) = Ho(CSW(X; M),dSW) dieses Komplexes heift die reduzierte zel-

luldre Homologie von X mit Koeffizienten in M.

Wir erinnern uns an die Definition [1.95] zellulérer Abbildungen zwischen CW-Komplexen. Die
CW-Komplexe mit den zelluldren Apblldungen bilden eine Kategorie CW.

Es sei Y ein CW-Komplex mit h,(Y"/Y""1) = M®K", Eine zellulire Abbildung f: X — Y
induziert Abbildungen f: X"/X"~1 — Y™ /Y"1 also auch Abbildungen fon = hn fre Mo
MOK" fiir alle n. Mit einem #hnlichen Argument wie oben sieht man, dass

fng Z aje] = Z Z deg(gy o f" 06?) ajey
jean jeJn keKn
wobei gi: Y/Y"" 1 — S" jetzt die Projektion auf Sphére zur Zelle e von Y bezeichne.
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Die Familie f;;w ist eine Kettenabbildung vom Grad 0, da das Diagramm

(X7 /X1y Oy o (xnly Py (XL X2

fbnfnl ilnflfnflj/ ;lnflfnflj/
(YR Y=ty Oy f (vl B R (YRl YR
kommutiert. Wir bezeichnen die induzierten Abbildungen mit
POV = BN o YW (X M) = HYW (Y M)
3.27. SAaTZ. Sei M € Modgr undn € Z.

(1) Die n-te reduzierte zellulire Homologie mit Koeffizienten M ist ein Funktor HEW (- M):
CW — Modg. _

(2) Fliir jede reduzierte Homologietheorie hy, mit Koeffizienten M existiert ein natiirlicher Iso-
morphismus hy|cyy — HSW (-5 M).

Da wir zur Definition des reduzierten zelluldren Kettenkomplexes einen Basispunkt zg wéhlen
mussten, sicht es zunichst so aus, als wiirde HSW(X; M) von dieser Wahl abhiéngen. In Bemer-
kung geben wir eine andere Konstruktion an, die natiirlich isomorphe Homologien liefert
und keinen Basispunkt benéttigt.

~ BewEIs. Wir haben zu jeder zelluldren Abbildung f: X — Y eine induzierte Abbildung fEW.
HSW(X:; M) — HSW(Y; M) konstruiert. Funktorialitit folgt, da hyid, = h,id = id und

(f og)*CW = }Nln(f °g), = }Nln(fn o Gn) = }Nlnfn o }Nlngn = f*CW OQSW :
Wir haben oben Isomorphismen
h(X) — hp(X™) /im Opp1 — im hpp™ / im (hpp™ 0 Opy1) = ker dp/ im dpy = HSWY (X5 M)

konstruiert, die alle von natiirlichen Abbildungen zwischen Homologiemoduln induziert werden.
Also ist auch der zusammengesetzte Isomorphismus h,(X) — HSW(X;M) natiirlich, und es

folgt . O

3.28. BEMERKUNG. Wir kénnen uns zellulire Homologie vereinfacht wie folgt vorstellen. Jede
n-Zelle ist ein n-dimensionales Objekt in X mit einem (n — 1)-dimensionalen Rand, und Ketten ¢ €
CEW(X; M) sind M-Linearkombinationen davon. Den Rand d$W ¢ einer solchen Kette ¢ schreiben
wir wieder als M-Linearkombination von (n — 1)-Zellen, dabei héngen die Vorzeichen von einer Art
,Orientierung” auf dem Rand ab, sieche Bemerkung [3.21] zum Abbildungsgrad. Wenn also der Rand
von ¢ eine bestimmte Zelle a-mal ,richtig herum“ und b-mal ,falsch herum® trifft, dann kommt
diese Zelle (a — b)-mal in dSWVc¢ vor.

Ketten ¢ mit Rand dgwc = 0 heiflen Zykel. Wir stellen sie uns als ,,geschlossene“ n-dimensionale
Objekte in X vor. Jeder Zykel reprisentiert ein ,Loch® in X™. Wenn dieses Loch in X"*! von
einer Kette b € Cgﬂ (X; M) ,gestopft* wird, das heifit, wenn ¢ = dgivlb, vergessen wir es. Alle
anderen Loécher bleiben nach Lemma dann auch in X | ungestopft“. Somit diirfen wir
uns HSW(X; M) als Menge der Linearkombinationen von Léchern in X vorstellen. Wir werden
diese Vorstellung im néchsten Abschnitt als Motivation zur Konstruktion der simplizialen singulédren
Homologie fiir beliebige topologische Rdume heranziehen.

Ein Beispiel ist das Loch in der Mitte der n-Sphire S™ C R™*!, das sich nach den Sitzen
und dadurch manifestiert, dass HSW(S™) = M. Allerdings sehen wir dieses Loch erst ,mit
blofem Auge“, wenn wir S™ in den R"*! einbetten, wihrend die Homologie es immer findet.
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3.29. BEISPIEL. Die reduzierte zellulére Homologie ldsst sich besonders einfach berechnen, wenn
der zelluldre Randoperator dSW fiir alle n € Z verschwindet. Das passiert etwa dann, wenn X keine
Zellen in aufeinanderfolgenden Dimensionen hat. Ein Beispiel sind die komplex und quaternionisch
projektiven Réume aus den Ubungen [1.136| und [1.137], siche Ubung

3.30. BEISPIEL. Wir betrachten jetzt den reell projektiven Raum X = RP™ mit der CW-
Struktur aus Ubung [1.137 Dann existiert genau eine Zelle €* in jeder Dimension 0 < k < n, und
die Verklebeabbildung ist gerade die Projektion

of: sl X —RrpPFL =gl 1)

Dabei wird der Aquator S¥~2 gerade auf den Unterkomplex X*~2 = RP*~2 abgebildet. Ahnlich wie
bei der Konstruktion der ,,Summe* stetiger Abbildungen erhalten wir das kommutative Diagramm

Skz—l Sk—l/sk—Q ~ Skz—l vV Sk—l

“| | [

R Pk-1 ! Rpkfl/RPkfl o Gk—1

1

k. §k=1 _ §k=1 dqurch die Einschrénkung von ¢* 1o

Also gilt ¢* Lo = gpli—i—(p ; hierbei werden ¢
©F auf je eine der beiden Halbkugeln induziert. Da o = @ﬁ o (—id) nach Konstruktion, folgt

2 falls k gerade ist, und

di" = deg(q" T o) = £(1+ (-1)F) = {o sonst

Wir kénnen die Verklebeabbildungen so wéhlen, dass das obige Vorzeichen stets ,,+“ ist.
Wir wihlen Z € Mody als Koeffizienten. Fiir gerade n und erhalten wir in den Graden 0 bis n
den reduzierten zelluldren Kettenkomplex

0

0 7 2

7 2 2

fiir ungerade n hingegen

0 Z Z

und daher
7)27 falls k ungerade und 0 < k < n,
HSW(RPYZ) = Z falls k = n ungerade, und
0 sonst.

Hier taucht gelegentlich der Modul Z/27 auf. Im Sinne von Bemerkung beschreibt das Ele-
ment 0 # ¢ € H,SW(RP”) >~ 7,/27 ein ,,Loch“ in RP*, das in RP**! nicht gestopft wird; erst das
zweimal umlaufene Loch 2¢ tritt als Rand einer (k 4 1)-Kette auf.

3.31. DEFINITION. Es sei k ein Korper, he eine reduzierte Homologietheorie mit Koeffizienten k
und X ein topologischer Raum, dann heifien die Dimensionen by, (X;k) = dimy hx(X) € No U {oo}
der Homologie-Vektorrdume von X die (reduzierten) Betti-Zahlen von X iiber k. Falls alle Betti-
Zahlen endlich sind und fast alle verschwinden, ist die Fuler-Zahl oder Euler-Charakteristik von X
definiert als

—1+Z kak

Die Betti-Zahlen von X héngen im allgemeinen von der gewéhlten reduzierten Homologietheo-
rie he ab. Nach Satz héngen sie nur von k ab, genauer von seiner Charakteristik, wenn X
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ein CW-Komplex ist. Aber selbst fir CW-Komplexe kénnen verschiedene Korper unterschiedli-
che Betti-Zahlen liefern, sieche Ubung [3.136, Die Euler-Zahl hiéingt zumindest fiir kompakte CW-
Komplexe nicht von k ab, wie der folgende Satz zeigt. Dazu beachten wir, dass CW-Komplexe nach
Satz genau dann kompakt sind, wenn sie insgesamt nur aus endlich vielen Zellen bestehen.

3.32. SATZ. Sei k ein Korper und X = X™ ein CW-Komplex mit endlich vielen Zellen in jeder
Dimension k und &,(X) = #J* < co. Fiir alle m gilt

D (=D R (X) =) (D)™ FhR(X k) (1)
k=0 k=0
Em(X) > b (X, k) | (2)
X(X) =1+ (-D)*&(X)  falls X kompakt ist. (3)
k

BEWEIS. Man leitet aus den Dimensionsformeln fiir k-Vektorraume ab. Sei etwa U C V ein
Untervektorraum und f: V — W linear, dann gilt

dimg U + dimg(V/U) = dimy V' und dimy V' = dimy ker f + dimy im f .

Die Ungleichungen und die Gleichung folgen aus , siehe Ubung ([l

3.33. BEISPIEL. Fiir die 2-Sphire erhalten wir x(5?) = 2, da die iibliche CW-Struktur nur aus
einer 0- und einer 2-Zelle besteht. Die Oberfliche eines konvexen Polyeders im R? liefert eine andere
CW-Struktur X auf S? mit e = 1 + &o(X) = #I° ,Ecken“, k = ¢;(X) ,,Kanten“ und f = &(X)
,Flachen“. Wir erhalten den Eulerschen Polyedersatz

2=e+f—k.

3.34. BEMERKUNG. Um Verwirrung zu vermeiden, bezeichnen wir den Randoperator im re-
duzierten zelluliren Kettenkomplex jetzt mit dSW. In der Konstruktion von (C’?W(X s M), d?w)
spielt der Basispunkt zq = € eine Sonderrolle. Wir betrachten daher zwei weitere verwandte

i0
Kettenkomplexe.

(1) Der (unreduzierte) zellulire Kettenkomplex (CEW(X;M),dSW) ist definiert als COW (X
M) = M®" mit I" = § fiir n < 0 und

AW , Zze]” Z]e]n 1 d iQi€; ol fiir n # 1,
n Z aze = d 0 0 £is -1
Dien 2jeo d; az(e ep) firn=1.

Er hingt nicht von der Wahl von iy ab, siche Ubung und unterscheidet sich nur
in ng und d?w vom reduzierten zelluldren Kettenkomplex. Seine Homologie heifit (un-
reduzierte) zellulire Homologie HEW (X; M) mit Koeffizienten M.

(2) Der augmentierte zellulire Kettenkomplex (CSW(X; M), dS"W) unterscheidet sich vom un-
reduzierten zelluldren Kettenkomplex nur durch

CNV(X;M)=M und JgWZaieg:Zai.

i€I0 ielo

ielm

Die Abbildung ng heifit Augmentierung und wird mit € bezeichnet.

Fiir die zugehorigen Homologien erhélt man natiirliche Isomorphismen
HY(X; M) = HSW(X; M) = HSWV(X; M) fiir alle n # 0.
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Fiir n = 0 erhiilt man einen natiirlichen Isomorphismus HSW(X; M) = HSW(X; M) und eine
natiirliche kurze exakte Sequenz

0— ASY(X; M) — HSW(X; M) — M — 0.

Die Sequenz spaltet (siehe Beispiel ) erst nach Wahl eines Basispunktes 29 € X°, der Isomor-
phismus HSW(X; M) = M @ I:I(?W(X ; M) ist daher nicht natiirlich (er wird aber natiirlich, wenn
man beide Seiten als Funktoren auf der Kategorie CW der punktierten C'W-Komplexe betrach-
tet). Da der augmentierte Kettenkomplex die gleiche Homologie wie der reduzierte Kettenkomplex
liefert, aber keine Basispunkte bendétigt, definiert man die reduzierte zelluldre Homologie spéter
lieber als die Homologie des augmentierten Kettenkomplexes.

3.4. Singulire Homologie

In diesem Abschnitt definieren wir den singulidren simplizialen Kettenkomplex eines topolo-
gischen Raumes und betrachten seine Homologiegruppen. Dabei konstruieren wir zunéchst eine
unreduzierte Homologietheorie wie in Bemerkung . Spéter betrachten wir auch den aug-
mentierten Kettenkomplex wie in , um reduzierte singuldre Homologie zu definieren.

Ein k-Simplex ist das Analogon eines Dreiecks in Dimension k. Also ist ein 0-Simplex ein Punkt,
ein 1-Simplex ein Intervall, ein 2-Simplex ein Dreieck, ein 3-Simplex ein Tetraeder, und so weiter.
Dabei werden wir uns immer die Reihenfolge der Eckpunkte merken. Unter dem k-dimensionalen
Standardsimplex verstehen wir die Teilmenge

AF = {t: (to, ..., ty) € RFH1

k
tOv"wthOaZtizl}a
=0

versehen mit der Unterraumtopologie. Die Ecken sind gerade die Vektoren eg,...,e; der Stan-
dardbasis. Jede Abbildung der Ecken von AF auf die Ecken von A’ lisst sich eindeutig zu einer
affinen Abbildung A* — A’ fortsetzen. Uns interessieren speziell die Abbildungen ¢;: AF~1 — AF
fir 0 <¢ < k mit

Li(toy -y tk—1) = (toy - tim1,0,t5, ... tg—1) € AR

Bei diesen Abbildungen wird also gerade die i-te Ecke e; ausgelassen. Das Bild im ¢; C A* heifit auch
die i-te Seite von AF. Unter dem Rand von AF verstehen wir die Menge dAF = im g U - - - Uim ¢j.

€1

Al A?

€0 €1

3.35. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum. Ein singuldrer k-Simplex in X ist eine
stetige Abbildung o: A¥ — X. Wir schreiben Sj,(X) = C(A*, X) und definieren die Seitenabbil-
dungen 9;: Sip(X) — Sk—1(X) fir 0 <1i <k durch

Sijo=cou: APl 5 X
Dann heifit §;0 die i-te Seite von o.

Wir nennen die Simplizes ,,singulér®, da wir nicht fordern, dass ¢ in irgendeinem Sinne ,,regulér
(beispielsweise eine Einbettung) ist.
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3.36. BEMERKUNG. Fiir 0 < i < j < k gilt offenbar
(1 0 1) (tos - - - s thes) = ti(to, - tj1,0,t5, ... tp_2)
= (o, s ti1,0,th oo b1, 0,85, tps)
=tj41(to, -, ti=1,0,t5, ... tg—2) = (tj41 0 i) (to, - - -, te—2) ,

denn auf der rechten Seite fligen wir im zweiten Schritt eine 0 vor der Koordinate ¢; ein, die
mittlerweile aber an der (j 4 1)-ten Stelle steht. Nach Definition folgt daraus

0j0;0 =0 01;0Lj =0 0Ljy10L; = 0;0j410

fiir alle o € Sg(X) und alle 0 < i < j < k. Indem wir oben ¢ durch j und j durch ¢ — 1 ersetzen,
folgt analog fiir 0 < j < k < k, dass

53-51-0 = 51',15]‘0' .
Eine Folge von Mengen (Mj)ken, mit Abbildungen d;: My — Mj,_; fiir alle 0 < i < k, so dass

506 — 000 fir0<i<j<k, und
T 0i—100; fir0<j<i<k,

heilt semisimpliziale Menge. Also bilden die Sk(X) und die ¢; aus Definition eine solche
semisimpliziale Menge. Auflerdem liefert jede stetige Abbildung f: X — Y eine Folge von Abbil-
dungen Sk f: Sp(X) — Sk(Y) mit o — f oo, so dass

(0;0Skf)(o) = fooou = (Sk_1f08)(0).

Wir haben also einen Funktor S, von der Kategorie Top in die Kategorie der semisimplizialen
Mengen definiert.

Zur Motivation der folgenden Definition orientieren wir die affine Hyperebene

k
D ti= 1}
=0

durch Angabe einer Basis (e; — eg, ..., e, — eg) der parallelen linearen Hyperebene LF. Auf dem
affinen Unterraum HF C H”, der die i-te Seite im¢; von AF enthilt, liefert die Linearisierung

HF = {t: (to, ..., t) € RFH

(Ableitung) di; die Basis (e —eg, . . ., €i — €0y ex—ep) des zugehorigen linearen Unterraums LY C
RF*1 wobei das Dach hier ,, Weglassen“ bedeutet. Wenn das Voranstellen eines auswirts weisenden
Vektors e; — e; mit j # i eine positiv orientierte Basis von Lf ergibt, nennen wir im¢; positiv
orientiert, ansonsten negativ orientiert. Man iiberzeugt sich, dass im ¢; genau dann positiv orientiert
ist, wenn i gerade ist, wenn also (—1)" = +1 gilt.

e1—eo (D)

_l’_

€0
N
?

ep—e1 €0 + €1

Die folgende Konstruktion funktioniert analog fiir alle semisimplizialen Mengen, wir betrachten
sie hier aber nur fiir S¢(X). Im Folgenden sei stets R ein kommutativer Ring mit Eins und M €
Modpg ein unitdrer R-Modul.



3.37. DEFINITION. Der (simpliziale) singuldire Kettenkomplex (Co(X;M),ds) eines topologi-
schen Raumes X iiber R mit Koeflizienten M ist definiert durch

Cr(X; M) = @ M-O':{ Z My - O

mye € M, fast alle m, = O}
o€ (X) oeS(k)

fiir £ > 0 und Cy(X; M) = 0 fiir k£ < 0, mit dem simplizialen Randoperator
k k

O Z ma-a:Z(—l)i Z mg-éiazz:(—l)i Z Mg - (0 0;) € Cr_1(X; M)

O’ESk(X) 1=0 cESK(X) =0 oceSK(X)
fir £ > 1 und 0 = 0 fiir £ < 0. Sei f: X — Y, dann definieren wir fu: Co(X; M) — Co(Y; M)
durch
far Y moro= > me-Spf(o)= Y m-(foo)e Cru(Y;M).

a’ESk(X) UGSk(X) O’GSk(X)

Die Homologie des obigen Kettenkomplexes heifit (simpliziale) singulire Homologie He(X; M)
von X mit Koeffizienten M, und die von f4x induzierte Abbildung bezeichnen wir mit

fe=Hof: Hi(X; M) — Ho(Y; M) .

Falls R = M = Z, schreibt man auch kurz He(X) fiir He(X;Z) und spricht von den (simpli-
zialen, singuldren) Homologiegruppen von X, denn nach Beispiel sind Z-Moduln ja nichts
weiter als abelsche Gruppen.

3.38. PROPOSITION. Die obige Konstruktion liefert Funktoren
Co(-;M): Top — Chg und Hy(-;M): Top — Modp .

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass Co(X; M) ein Kettenkomplex ist, das heifit, dass 0y 0011 =0

fiir alle k € Z. Da 9y = 0_1 = - -- = 0, diirfen wir £ > 1 annehmen. Mit Bemerkung [3.36] berechnen
wir
k+1i—1 k+1 k
O © O (m - o) = (=) m- 800+ > Y (1) m - §;60
i=0 j=0 1=0 j=i
k+1j—1 k&
- (=)™ m-6ido+> > (-1)m- 565,10
j=11i=0 =0 j=i
= Z (—1)i+j+1m . 51‘(5]‘4_10' + Z (—1)i+jm . (51‘(5]‘_;,_10 =0.
0<i<j<k 0<i<j<k

Die Abbildungen fx sind Kettenabbildungen, denn

k

(O 0 far)(m-0) = (=1)'m-(fooou)=(far100)(m-0).

=0
Auflerdem ist idy = id und
(fog)ur(m-o)=m-(fogoo)=(farogur)(m- o),

also ist Co(-; M) ein Funktor.
Da das Bilden der Homologie eines Kettenkomplexes ein Funktor ist, ist Hy(-; M) = Hy o
Co(-;M): Top — Modpg ebenfalls ein Funktor fir alle k. O
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3.39. BEISPIEL. Der einzige Raum, fiir den wir He(X; M) direkt anhand der Definition aus-
rechnen werden, ist der einpunktige Raum X = {x}. Offenbar gilt Si(X) = {0} fiir alle &k > 0,
wobei o), : A*¥ — X den konstanten Simplex bezeichnen. Es folgt §;05, = o1 und

k
' —1 falls k de ist, und
Ok (moy) = Z(_l)lmak_l _ )mog—1 lalls k gerade ist, un
=0 0 sonst .
Also erhalten wir den unreduzierten Komplex

Fiir k£ > 0 gerade ist kerdy, = imdy, = imdy1q1 = 0, fiir £ > 0 ungerade gilt ker dy, = imdg1 = M,
also erhalten wir
M fiir k=0, und

0 sonst .

Hyp({*}; M) = {

Spéter werden wir sehen, dass dieses Ergebnis dem Dimensionsaxiom fiir die reduzierte
Homologie entspricht.

3.5. Eigenschaften der singuliren Homologie

In diesem Abschnitt beweisen wir Aussagen, die zu den Eilenberg-Steenrod-Axiomen (O~
analog sind. Mit ihrer Hilfe zeigen wir spéter, dass die reduzierte singuldre Homologie eine
reduzierte Homologietheorie im Sinne dieser Axiome ist.

Das folgende Resultat wird das Summenaxiom implizieren. Wir schreiben einen topologi-
schen Raum X als disjunkte Vereinigung seiner Wegzusammenhangskomponenten. Man beachte,
dass X im allgemeinen nicht die Summentopologie tréigt.

3.40. SATZ. Sei X ein topologischer Raum, und sei (X;);c; die Familie seiner Wegzusammen-
hangskomponenten.
(1) Dann induzieren die Inklusionen v;: X; — X natirliche Isomorphismen
Hy(X; M) = @D Ho(Xi; M) .
i€l
(2) Es gilt
Hy(X; M) =M.
icl

BEWEIS. Da A* zusammenhiingend ist, verlduft jeder Simplex o € Si.(X) ganz in einer Weg-

zusammenhangskomponente X; von X nach Satz . Jede Seite von A* liegt dann ebenfalls
in X;. Es folgt

Se(X)=JSu(Xi), (Co(X;M),0s) = P(Ca(Xi; M),0,) und  Ho(X; M) = @D Ho(Xi3 M) ,
il icl icl
da 0 auf jedem Summand separat operiert, also gilt .

Zu reicht es nach , nur wegzusammenhéngende topologische Rdume zu betrachten. Sei
also X wegzusammenhingend und nicht leer, dann ist So(X) genau die Menge der Punkte von X.
Wir identifizieren 1-Simplizes o: A' — X mit Wegen ~: [0,1] — X via

v(t) =0o(1—t,t) und o(to,t1) =~(t1) ,
so dass 6oy = 0(0,1) = v(1) und §1y = o(1,0) = (0).
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Wie in Bemerkung gibt es eine Augmentierung

e: Co(X; M) = M mit Y omare Y meeM.
2€So(X) 2€Sp(X)

Fiir jeden Weg ~ folgt
e(d(mm)) = e(my(1) —my(0)) =0,
also induziert ¢ eine Abbildung e,: Ho(X; M) = Co(X;M)/im0; — M, denn da 9y = 0 gilt,

erhalten wir Zy(X; M) = ker 9y = Cy(X; M). Sei jetzt ¢ = Zfil mix; € Co(X; M), sei xg € X fest,
und sei 7; ein Weg von xg nach x;, dann folgt

N N
c=>Y (midvi +mizg) =e(c)mo+ 0 Z miyi
i=1 =1

also ist e, der gesuchte Isomorphismus. O
Als néchstes definieren wir die singuldre Homologie eines Paares, um eine lange exakte Sequenz

in Analogie zum Axiom zu erhalten. Sei also (X, A) ein beliebiges Paar topologischer
Réume. Die Inklusionsabbildung ¢: A — X induziert eine injektive Kettenabbildung

vt (Co(A; M), 0s) — (Co(X; M), D) -

Also erhalten wir auf den Quotienten Cj(X;M)/C)(A; M) wohldefinierte Randoperatoren 9,
da Ketten in Ck(A; M) auf Ketten in Cy_1(A; M) abgebildet werden. AuBerdem induziert jede
Abbildung f: (X, A) — (Y, B) eine wohldefinierte Kettenabbildung f: Cp(X; M)/Cy(A; M) —
C(Y; M)/Cy(B; M).

3.41. DEFINITION. Die singulire Homologie des Paares (X, A) iiber R mit Koeffizienten M,
auch relative Homologie genannt, ist definiert als

Ho(X,A; M) = Ho(Co(X;M)/Co(A, M), 0,) ,

und fiir jede Abbildung f: (X, A) — (Y, B) von Paaren schreiben wir die induzierten Abbildungen
als

farr Hi (X, A; M) — Hy(Y, B; M) .

3.42. BEMERKUNG. Wie im Beweis von Proposition [3.38| erhalten wir einen Funktor C von
der Kategorie der Paare in die Kategorie Chp, und damit auch eine Folge von Funktoren Hj in die
Kategorie Modp.

3.43. SATZ. Zu jedem Paar (X, A) topologischer Riume existiert eine lange exakte Sequenz
0,
C—— Hp(X, A M) «—— Hp(X; M) —— Hp(A; M) «—— Hp (X, A M) —— ...
Die Randabbildung (der Verbindungshomomorphismus) 0 ist natiirlich.

Natiirlichkeit bedeutet hier das gleiche wie bei den Eilenberg-Steenrod-Axiomen in Definiti-
on lo. 12

BEWEIS. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Lemma, angewandt auf die
kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 «—— Co(X;M)/Ce(A; M) +—— Co(X;M) «—— Co(A;M) «—— 0. O
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3.44. LEMMA (Schlangenlemma). Es seien (Ce,ds), (Cl,d,) und (C],d)) Kettenkompleze, und
es seien fo: Cl — Cy und go: Co — CL Kettenabbildungen vom Grad 0, so dass die folgen kurzen

Sequenzen exakt sind:

0 ¢, «= ¢, I cr 0
Dann existieren natirliche Verbindungshomomorphismen Oy : Hy(C.,dL,) — Hy_1(Cl,d)), so dass
die folgende lange Sequenz exakt ist.

e Hy(CL L) <E— Hy(Coyda) <L Hy(CF ) & Hy (O L) —

Natiirlichkeit bedeutet hier, dass ein kommutatives Diagramm

0 O <2 ¢, I v 0
z;l e.l e’,/l
0« D, ¢+ D, < pr 0

aus kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen zu einem kommutativen Diagramm der Ho-
mologiemoduln fiihrt.

e Hy(CLidl) <2 Hy(Cade) <L Hy(Cr dl) <2 Hy (O L) ——

e;kl é*kl f;’kl Ei(’ﬂrl)l
. +—— Hi(D,,d,) <]*—k Hy(D,,d,) <Z*—k Hy (DY, d)) & Hye (DL, dy) +—— ...

BEWEIS. Der Beweis wird mittels ,,Diagrammjagd“ gefithrt. Dazu zeichnen wir ein grofies kom-
mutatives Diagramm mit bestimmten Eigenschaften, starten an einer bestimmten Stelle mit einem
bestimmten Element und konstruieren sukzessive Bilder und Urbilder, bis wir an einer anderen Stel-
le im Diagramm ein anderes Element mit bestimmten Eigenschaften finden. In unserem konkreten
Fall hat das kommutative Diagramm exakte Zeilen, und die Spalten sind Kettenkomplexe.

gk+1

Clé:+1 «—— Ckt1
(i‘Jid;H—l _____ dppr -~ -

0 C’/€ 9k Ck fr i I/C/ L .
g ‘}d;@ ______ d - M
00— Cry 2 Cr—1 L, 012/712; 0

(i‘ -------- dg—1-777~ jd;ﬁ’il

Die gestrichelten Pfeile deuten die Verbindungshomomorphismen an, die wir jetzt konstruieren
wollen. Die Form dieser Pfeile gibt dem Lemma seinen Namen.

Zur Konstruktion von 0: Hi(C.,d,) — Hp_1(C.,dJ) reprisentieren wir [a] € Hy(C},d,) =
kerd), /imd;_, durch einen Zykel a € kerd), C C}. Wegen der Surjektivitit von gy existiert b € Cy
mit gi(b) = a. Es folgt di(b) € ker gx_1, da

Gr—1(di (b)) = di.(gr(b)) = dj(a) = 0.
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Wegen der Exaktheit bei Cj_; folgt di(b) € im fr_1. Wegen der Injektivitdt von fr_1 existiert
genau ein ¢ € C}/_; mit fr_1(c) = dp(b). Wir definieren
Ocla) = [c] € Hp_1(Cl,d)) .

Zur Wohldefiniertheit von 0 sind drei Dinge zu priifen: Das Element ¢ muss ein Zykel sein, und
seine Homologieklasse [c] darf weder von der Wahl von a € [a] noch von der Wahl von b € g; '(a)
abhingen.

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass

fr—a(di_1(c)) = dr—1(fr-1(c)) = dp—1(dx(b)) =0 .
Da fi_o injektiv ist, folgt daraus dj/_,(c) =0, also ist ¢ € Zy_1(Cl, dy) =kerd]_;.

9k+1

q «———r
T T
iy | 1
+ 9k v fr
a¢————ph<------ 4P
-
Id;e Idk Lyl
k-1 fr—1 $
0 | % < | ¢
‘|:dk1 Idg—l
fr—2
0——0

Nun zur Wahl von b. Es sei b’ € C}, ein weiteres Urbild von a, so dass b’ — b € ker g, = im f.
Also wéhlen wir p € C}, so dass b’ = b+ fi(p). Es folgt
de (V) = dp(b) + di(fx(P)) = fe-1(c) + fe—1(di(p)) = fe-1(c)

fir ¢ = ¢+ d}(p). Insbesondere liegen ¢ und ¢ in der gleichen Homologieklasse. Also ist Jj|a]
unabhéingig von der Wahl von b.

SchlieBlich ersetzen wir a € [a] durch a' = a+dy41(q) fiir ein ¢ € €} . Wegen der Surjektivitét
von gi+1 finden wir ¢ € Ciqq mit gry1(r) = ¢. Also gilt

a' = a+ dpg1(grs1(r) = gr(b) + gr(drs1(r)) = g (b + dig1(r)) = gr(b)
mit b’ = b+ dgy1(r). Aber dann gilt
dp (V') = di(b+ diy1(r)) = di(b) = fr—1(c)

das heifit, der Zykel ¢ und damit auch die Homologieklasse 0[a] = [c] hidngen nicht von der Wahl
des Reprisentanten a von [a] ab.

Nun zur Natiirlichkeit von 0. Seien £, : C, — D, le: Co — Dq und ¢, : C — D! Kettenabbil-
dungen wie im Diagramm im Anschluss an das Lemma, und a € ker dj. wie oben. Wir wéhlen b € Cj,
und ¢ € C}_, wie oben, so dass dx[a] = [¢]. Um 0k (¢, [a]) zu konstruieren, wihlen wir ¢ (a) € ¢, [a],
dann gilt

Jk(Ce(b)) = €, (gr (b)) = £ (a)
und entsprechend
ik—1(lg—1(¢)) = le—1(fr-1(c)) = Le—1(dy (b)) = di(x (D)) ,
so dass unsere obige Definition also
O (L la]) = [0y ()] = €y lc] = £ 1)(Orlal)
liefert. Somit ist O eine natiirliche Transformation.

103



Es bleibt die Exaktheit der langen Homologiesequenz zu zeigen. Wir fithren hier exemplarisch
Exaktheit an der Stelle Hy(C%,d,) vor, die anderen Stellen lassen wir als Ubung [3.141

Zu zeigen ist also ker Oy = im g C Hy(CY},d,). Zunichst ist ker 9 D im gg. dquivalent zu Jf o
g = 0. Es sei [e] € Hy(Ce,ds) reprisentiert durch e € kerdy und [a] = gg«[e] reprisentiert
durch a = gi(e). Wir kénnen also b = e wihlen und erhalten insbesondere

di(b) =0 = fr_1(0),

so dass Ji[a] = 0. Es folgt ker 9y D im gp..
Sei umgekehrt [a] € ker 0y, dann wéhlen wir wieder b € Cj, und ¢ € C}/_; wie oben. Da [c] =
Okla] = 0, existiert p € C} mit ¢ = d/p. Dann gilt

ge(b— fe(p)) =gr(d) =a  und  di(b— fu(p)) = fr—1(c) — fu—1(dgp) = 0.

Also haben wir einen Zykel e = b — fi(p) € ker di, mit gi(e) = a, also [a] = g.«x[e] gefunden, und es
folgt ker Oy C im gy. O

Als néchstes wollen wir die Homotopieinvarianz der Homologie beweisen. Dazu formulieren wir
erst einen analogen algebraischen Begriff fiir Kettenkomplexe und -abbildungen. Danach tiberlegen
wir uns, dass jede Homotopie H von Abbildungen f, g: X — Y eine Kettenhomotopie h zwi-
schen fyu und gg: Co(X; M) — Co(Y; M) induziert, so dass schlieBlich f, = g.: Ho(X; M) —
H,(Y;M).

3.45. DEFINITION. Es seien (C,, de) und (D, ds) Kettenkomplexe iiber R und f, g: (C, de) —
(De, de) Kettenabbildungen vom Grad a. Eine Kettenhomotopie zwischen f und g ist eine R-lineare
Abbildung he: Ce — D vom Grad a + 1, so dass

9k — fr = hi—1 0 di + ditq1 © hi: Cp = Diya
fir alle k. Zwei Kettenabbildungen heiflen kettenhomotop, wenn eine Kettenhomotopie zwischen
ihnen existiert.

Man beachte, dass Kettenhomotopien normalerweise keine Kettenabbildungen sind.

3.46. PROPOSITION. Kettenhomotope Abbildungen induzieren gleiche Abbildungen zwischen den
Homologiemoduln.

BEWEIS. Es sei f, g, h wie in Definition und es sei a € ker dj, dann folgt

gr(a) — fi(a) = hi—1 (dya) +di+q+1(hi(a)) € imdyiayr ,
—
=0
und daher gilt
gk*[a] — fk*[a] =0¢€ Hk+a(D.,d.) . O

3.47. BEMERKUNG. Wir konnen jetzt analog zu Abschnitt zeigen, dass Kettenhomotopie
eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kettenabbildungen zwischen zwei Komplexen definiert.
Diese Aquivalenzrelation ist mit der Verkettung von Kettenabbildungen vertriglich, und wir kénnen
eine Kategorie HChpr der Kettenkomplexe iiber R mit Kettenabbildungen bis auf Kettenhomotopie
definieren. Nach Proposition faktorisieren die Homologie-Funktoren

Hy:Chr — HChr — Modg .

Isomorphismen in HChpr werden durch Kettenabbildungen fo: (Ce,de) — (De,ds) reprisentiert,
fiir die ein Kettenhomotopieinverses ge: (De,des) — (Ce,ds) existiert, das heiit ge o fo ~ idc,
und fe 0 ge ~ idp,. Solche Abbildungen nennen wir Kettenhomotopiedquivalenzen.
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Wir wollen jetzt aus einer Homotopie H: X x [0,1] — Y eine Kettenhomotopie h: Co(X; M) —
Co(Y'; M) konstruieren. Sei zunichst o: A¥ — X ein singuliires k-Simplex, dann ist aufgrund der
universellen Eigenschaft des Produkts die Abbildung o x id: A* x [0,1] — X x [0,1]
stetig, und wir erhalten ,singulire Prismen“ H o (o x id): AF x [0,1] — Y. Indem wir AF x [0,1]
geeignet in Simplizes zerlegen, konnen wir mo € Ci(X; M) eine (k+1)-Kette h(mo) in Cyyq(Y; M)
zuordnen. Betrachte dazu affine Abbildungen 7Ft!: AFL — AF % [0,1] fiir 0 < i < k, die die
Ecken e, ...,epp1 von AR C RFF2 quf (eg,0), ..., (:,0), (e, 1), ..., (er, 1) € AF x [0,1] ¢ RFF2
abbilden.

3.48. BEMERKUNG. Zu (k 4+ 1) Punkten vg,...,v; € R" fiir k, n beliebig existiert genau eine
affine Abbildung f: A¥ — R™ mit f(e;) = v; fiir alle i = 0, ..., k. Sie wird gegeben durch

k
f(t07"'atk) = Ztlvz .
1=0

Man nennt die Zahlen (%o, ...,%;) auch die baryzentrischen Koordinaten des affinen Simplexes f.
Aufgrund der Eindeutigkeit ist insbesondere f o ¢;: AF=1 _ R™ die Abbildung, die eg, ..., ex_1
auf vg,...,0;,...,v; abbildet.

+ (60,1) + (6171) (60,1) (62:1)

(e1,1

@
S + 4 Uax

(e0,0) \/ (e2,0)
(6170)

- (6070)
(6170)
Aus dieser Bemerkung ergibt sich folgende Formel fiir die Seiten
(ﬂ'ZkJrl (¢] Lj)(to, e ,tk) = TFerl(to, e ,tjfl, O,tj, N ,tk)

des affinen (k + 1)-Simplexes 7T,f-€+11 AR AR % [0,1). Fiir j < i ist 7rf+1 o ¢; der Simplex
mit den Ecken (eg,0),..., m, ..., (e,0),(e;,1),...,(ex, 1), und das entspricht gerade (¢; x id) o
7f o AP — AF x [0,1]. Fiir j > i + 1 gilt entsprechend Wf“ otj = (1j-1 x id) o 7. SchlieBlich
haben Wf“ o ¢; und Wffll o ¢; die gleichen Ecken, namlich (eg,0),...,(ei—1,0), (e, 1),..., (ex, 1).
Indem wir in der letzten Uberlegung i und j durch i + 1 ersetzen, erhalten wir umgekehrt eine

Formel fiir Ter o tjy+1. Wir fassen zusammen:
(1 xid)ork | fiirj<i,
k41 o
ka1 T, Ol fir j =1,
ool = k41 L
Til1 ©litl fir j =74+ 1,und

(tjo1 xid)orl fiirj>i+1.

3.49. SATZ. Jede Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen stetigen Abbildungen f, g: X — Y
induziert eine Kettenhomotopie h: Co(X; M) — Co(Y; M) zwischen fyu und gy: Co(X; M) —
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Cu(Y'; M) mit

k
h(mo) = Z (H o (0 x id) o 7)) € Cpyr (Y M) (1)
1=0

fir alle m € M und o € Sk(X). Fir homotope Abbildungen f und g: X — 'Y folgt insbesondere

BEwEIS. Mit Hilfe unserer Voriiberlegungen berechnen wir
k k41
(Ok+1 0 h)(mo) ZZ H_]Tn (Ho(oxid)o k+10L])
=0 j=0
koi—1
Z D™ m - (H o ((0 01j) xid) o7l ;)
=1 5=0
k+1
—I—Z Z D*m - (Ho ((00tj_1)0id) o k)
=0 j=142
k k
—|—Zm (Ho(oxid)o 10Li)—Zm‘(Ho(axid)owfj_rlloLiH)
=0 =0
k=1 i
=— (=1)"™"m - (H o ((001j) x id) o 7})
i=0 j=0
k-1 k
- (=)™ m - (H o ((0 0j) x id) o 7F)
1=0 j=i+1

j=
m-(Ho (o xid)omitt o) —m- (Ho (o xid) Oﬂ'llf:-ﬁ O lpt1)
‘(hk—lof%)ﬁna)%*g#kﬁna)"f#kUnU)a

was zu zeigen war.
Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass 7r§+1 oty und Wgﬂ o 1,11 gerade die affinen
Simplizes mit den Ecken (eg,1),..., (ex, 1) beziehungsweise (eg,0),..., (ex,0) in A* x [0,1] sind,

und dass H(z,1) = g(x) und H(z,0) = f(x) fiir alle z € X, so dass

Ho(oxid)omittowy=goo und Ho(ax1d)o7r,lziloLk+1 foo.
Damit ist bewiesen, und folgt aus Proposition O

Wir haben das Analogon zur Homotopieinvarianz bewiesen. Unter einer Homotopie
zwischen Abbildungen f und g: (X, A) — (Y, B) von Paaren verstehen wir eine Homotopie H: X X
[0,1] = Y zwischen f und g, so dass

H(Ax[0,1)) C B.

Im Gegensatz zur Definition der relativen Homotopie fordern wir also nicht, dass H(a,t) =
f(a) = g(a) unabhéngig von ¢ gilt.

3.50. FOLGERUNG. Homotope Abbildungen f, g: (X, A) — (Y, B) von Paaren induzieren
fe =g He(X,A; M) — Ho(Y,B; M) .
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BEWEIS. Es sei mo € Ci(A; M) mit m € M und o € S;(A). Nach Konstruktion von he im
obigen Beweis folgt hy(mo) € Cii1(B; M). Also induziert h eine Abbildung

hy: Cp(X, A; M) = Cy(X; M) /Cr(A, M)
= Cpa (Y, B; M) = Cpa (Y; M) /Cppa (B; M)
Da he: Co(X; M) — Co(Y; M) eine Kettenhomotopie ist, folgt
hig—100k + Okp10h =Gy — fyr - O

Zum Schluss dieses Abschnitts zeigen wir, dass die singulire Homologie invariant unter Aus-
schneidung ist. Das bedeutet, dass He(X, A; M) = Ho(X \ B, A\ B; M) gilt, falls B C A. Der
entscheidende Schritt besteht darin, alle Homologieklassen in (X, A) durch Ketten zu représen-
tieren, deren Simplizes entweder ganz in A liegen oder aber B nicht treffen. Zu diesem Zweck
fithren wir jetzt die baryzentrische Unterteilung ein, eine Technik, die es erlaubt, die Simplizes in
einer Kette durch kleinere Simplizes zu ersetzen. Dabei verbindet man induktiv den Schwerpunkt
(das Baryzentrum) eines affinen Simplexes mit der baryzentrischen Unterteilung seines Randes und
achtet dabei auf die Orientierung der entstehenden neuen, kleineren Simplizes.

€3

+ . €1

€1

Wir konstruieren die baryzentrische Unterteilung in mehreren einzelnen Schritten.

(1) Es sei p € R und o: A¥ — R" ein affiner Simplex mit den Ecken vy, ...,v; € R" wie in
Bemerkung Der Kegel von o mit Spitze p ist der affine (k + 1)-Simplex c,o: AR —
R* mit den Ecken p, vo, ..., v;. Es folgt

do(cpo) =0 und dit1(cpo) = cp(0i0) .

(2) Der Kegel einer Kette affiner Simplizes mit Spitze p ist gegeben durch

cpz-a:Zma-(cpo).

Aus folgt

ak+1(cpzma -o) Zma o+ ZZ 1)+, - (ep(6:0))

=0 o
also kurz
Ogt10¢p =1d —cpo O .
(3) Wir definieren die baryzentrische Unterteilung eines affinen Simplexes o: AF — R™ durch
Induktion iiber k. Fiir £ = 0 und m € M sei So(mo) = mo. Fir k > 1 sei p = k%rl(vo +

-+ + vk ) der Schwerpunkt von o, wobei vy, ..., v € R™ wieder die Ecken von o seien. Wir
definieren induktiv

Sk(mo) = (¢p 0 Sk—1 0 O)(mo) .
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Da 9y = S_1 = 0, erhalten wir dy o Sy = 0 = S_1 0 9y, und damit induktiv

Op oSy =0r0cpoSg100, =5k 100k —cpodg_108,100
=S 100k —cpoSk200, 100k =S, 100,
also ist S, eine Kettenabbildung auf Ketten affiner Simplizes.

(4) Wir konstruieren eine Kettenhomotopie T, zwischen der Identitét und der baryzentrischen
Unterteilung S, induktiv. Fiir £ = 0 setzen wir Ty = 0 und erhalten

OroTy+T_1009=0=5y—id

Fiir k£ > 1 sei p wieder der Schwerpunkt von o und Ty (mo) = —cp(mo + (T—1 0 Ox)(mo)).
Dann folgt mit und , dass

(8k+1 ol + 1Ty 10 8k)(m0)
= (Tk,1 00 — (8]{,1 o Cp)(id +T)_q0 6k))(ma)
= (Tk,1 o0 + Cp O O —id + Cp © OpoTp_100,—Tp_10 8k)(ma)
= (cpo O —id — ¢y 0 Tj_9 0 Dp—1 0 O + ¢p © Sk_1 0 O, —¢p © O ) (Mo)
~—_——
=5,
= (S —id)(mo) .
Also ist T, die gesuchte Kettenhomotopie zwischen id und S.

(5) Sei jetzt o: A¥ — X ein singulédrer k-Simplex in X. Da ein singulirer Simplex in X keinen
Schwerpunkt hat und wir in X auch keine Kegel bilden kénnen, schreiben wir 0 = g oid s
und diirfen m - o als o4 (m - idax) auffassen. Dabei ist idas: AF — REFL ein affiner
Simplex wie oben. Wir definieren die baryzentrische Unterteilung S, und die Kettenho-
motopien To: Co(X; M) — Co(X; M) durch

Sk(mo) = our(Sk(m -idar)) und Tr(mo) = op (1) (Ti(m - idax)) -
Man iiberzeugt sich, dass diese Definitionen fiir affine Simplizes in R™ mit den obigen
iibereinstimmen. Aus und folgt dann wieder
8k o Sk = Sk,1 o 8k und 8k+1 o Tk + Tk,1 ] 8k = Sk —id.

(6) Die baryzentrische Unterteilung S, und die obige Kettenhomotopie T, sind natiirliche
Transformationen Co(-; M) — Co(-; M) vom Grad 0 beziehungsweise 1, das heifit, fiir
jede stetige Abbildung f: X — Y und alle £ kommutieren die Diagramme

fak Fuk

CulX; M) 5 oy M) CuXs M) S cuy M)
s.l S.l und T.l T.l
Cu(X; M) 55 (v M) Cop1 (X M) 250 (v M) |

Die obigen Bilder zeigen, dass die Teilsimplizes der baryzentrischen Verfeinerung zwar kleiner

als der urspriingliche Simplex sind, aber eine andere Form bekommen. Das folgende Lemma zeigt,
dass die Simplizes unabhéngig von ihrer Form gleichméflig kleiner werden. Mit dem Durchmes-
ser eines affinen Simplexes o meinen wir den maximalen euklidischen Abstand zweier Punkte im
Kompaktum imo.

3.51. LEMMA. Seio: AF — R™ ein affiner k-Simplex mit k > 1, dann ist der Durchmesser aller

Simplizes in Spo hdchstens der %—fach@ Durchmesser von o.
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BEWEIS. In einem affinen Simplex ist der Durchmesser stets der Abstand zweier bestimmter
Ecken. Sei ¢’ ein Simplex der baryzentrischen Unterteilung. Falls der Durchmesser von ¢’ durch
zwel Punkte in Jo realisiert wird, folgt unsere Behauptung induktiv, da

k—1 k
Tk kAl
Ansonsten wird der Abstand realisiert durch eine Strecke vom Mittelpunkt von ¢ zu einem
Punkt auf do. Seien (to,...,t;) die baryzentrischen Koordinaten dieses Punktes. Wir beweisen das

Lemma, indem wir zeigen, dass sich die Strecke iiber den Schwerpunkt hinaus um % innnerhalb

von ¢ verldngern lédsst, denn dann ist das %—fache des Durchmessers von ¢’ nicht gréfler als der

Durchmesser von o. Der Endpunkt der Verlangerung in baryzentrischen Koordinaten ist

k+1/ 1 1 —l(t ) = 1—ty  1—tg
A k+1 " k+1 A 0y---5tk) — E Tk )

und da 0 <1 —t; < k, liegt dieser Punkt in o. O

3.52. SATZ (Ausschneidung). Es seien A, B C X Teilmengen mit B C A. Dann induziert die
Inklusion v: X \ B — X einen Isomorphismus

Lt Ho (X \ B,A\ B; M) — Hy(X,A; M) .

BEWEIS. Zur Surjektivitdt von ¢, betrachten wir eine Klasse in Hy (X, A; M), représentiert
durch einen relativen k-Zykel

z = Z me -0 mod Ck(A; M) .
UESk(X)
Fiir jeden Simplex o: AF — X mit m, # 0 betrachte die offene Uberdeckung
AP =1 (AU H(X\B).

Nach dem Satz Von Lebesgue existiert € > 0, so dass jede Teilmenge von AF mit Durchmesser <
€ in einer der beiden Teilmengen enthalten ist. Nach Lemma gilt das insbesondere fiir alle
Simplizes der N-ten baryzentrischen Unterteilung von o fiir N hinreichend gro8.

Da nur endlich viele m, # 0 vorkommen, gibt es ein N, so dass alle Simplizes in S ,iV z je entweder

ganz in X \ B oder ganz in A liegen. Wir schreiben
SNz=2 42" € Cp(X \ B; M) U Cp(A; M) ,
und aus den obigen Eigenschaften und folgt
dz = d(SNz) — d2" = SN (dz) — d2" = —d2" € Cr_1(A; M) C Ch_1(A; M) .
Also ist 2" ein Zykel im relativen Komplex Co(X, A; M), und die Surjektivitit von ¢, folgt aus
[2] = [Skz] = = [SN2] = [¢/ + 2] = w.[Z]] € Ho(X, A; M) .

Fiir die Injektivitét sei z ein relativer Zykel in Cx(X \ B, A\ B; M) mit [z] € kert,. Also
existiert w € C(X; M) und 2" € Cr(A; M) mit

z=dpw+ 2" € Cp(X; M) .
Wie oben existiert N hinreichend groB, so dass Sp,,w = w' + w” mit w' € Co(X \ B;M) C
Co(X \ B; M) und w” € Co(A; M) C Co(A; M). Somit gilt
SNz — dpsw’ = SY 2" + djqw” € Cr(A\ B; M) € Ci(A\ B; M) ,
und wir schlieffen, dass
(2] = (5] = [dkerw') = [0] € Hu(X \ B, A\ B; M) . O
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3.53. FOLGERUNG (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es seien A, B C X Teilmengen mit AUB= X,
dann existiert eine natiirliche exakte Sequenz

o Hy(X; M) +— Hy(A; M) @ Hy(B; M) «— Hy(AN B; M) &5 Hy ) (X M) +— ...
BEWEIS. Wir wenden Ubung [3.142| auf das folgende kommutative Diagramm an.

e Hy(A AN B; M) «— Hy(A; M) «— Hy(ANB, M) % Hy (A, AN B; M) «— ...

I l 1 I

0
L Huy(X,B;M) +— Hy(X;M)+— Hy(B;M) <2 Hp(X,B;M) +— ...

Die Zeilen in diesem Diagramm sind exakt nach Satz und das Diagramm kommutiert wegen
der dort behaupteten Natiirlichkeit der Verbindungshomomorphismen. Die Isomorphie der relativen
Homologiegruppen folgt aus dem Ausschneidungssatz [3.52] O

3.6. Reduzierte und Unreduzierte Homologietheorien

Im letzten Abschnitt haben wir Eigenschaften der singuldren Homologie gezeigt, die wir zur
axiomatischen Charakterisierung einer unreduzierten Homologietheorie analog zu Definition [3.12
heranziehen kénnen. In diesem Abschnitt wollen wir die reduzierte Homologie so definieren, dass wir
die Eilenberg-Steenrod-Axiome aus den besagten Eigenschaften der unreduzierten Homologietheorie
ableiten konnen.

Es sei X ein topologischer Raum, dann existiert eine eindeutige Abbildung px: X — {x}.

3.54. DEFINITION. Die reduzierte singulire Homologie eines Raumes X # () mit Koeffizienten
in M iiber R ist definiert als

Ho(X; M) = ker(pxs: Ho(X; M) — Ho({x}; M)) C Ho(X; M) .
Fiir eine stetige Abbildung f: X — Y definieren wir
f* = f*|kerpx*: ﬁ.(X,M) — ﬁo(Y; M) .

Zur Definition von f, iiberlegen wir uns, dass prof=px: X = {*}. Sei nun ¢ € kerpx. =
ker(py. o f«), dann folgt fi(c) € ker(py+), also ist f, wohldefiniert.

3.55. BEMERKUNG. Wir betrachten die obige Konstruktion etwas genauer, geben alternative
Konstruktionen an, und zeigen, wie man aus der reduzierten Homologie die unreduzierte Homologie
zuriickgewinnen kann.

(1) Nach Beispiel gilt Hi({+}; M) =0 fiir k£ # 0 und Ho({+}; M) = M. Es folgt
Hy(X; M) = H(X; M) fir k#0.
Wir wihlen zg € X # () und betrachten die Abbildung ¢: {*} — X mit * — (. Aus px o
L = idy,y folgt
Pxx0 0 txo = idpr
also ist px«o surjektiv und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0 —— Ho(X; M) —— Ho(X; M) 2% M 0.
Die Abbildung ¢ ist injektiv und spaltet diese Sequenz. Insbesondere erhalten wir einen
Isomorphismus

Ho(X; M) — Ho(X;M)® M mit e (c— (tx0 0 px+0)(€)s Pxx0(€)); -
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Wihrend die obige kurze exakte Sequenz natiirlich ist, hangt die Spaltung von der Wahl
eines Punktes zp € X ab (genauer: von seiner Wegzusammenhangskomponente) und ist
daher nicht natiirlich.

(2) Es sei wieder zp € X # (), dann folgt aus der langen exakten Homologiesequenz aus
Satz dass Hyp(X,zo; M) = Hi(X; M) fiir k # 0, und wir erhalten die kurze exakte
Sequenz

LxQ

0 — Ho({mo}; M) = Ho(X; M) — Ho(X,z0; M) — 0.
Aus dieser Sequenz und Punkt folgt
Ho(X,z0; M) = Ho(X; M)/ im 1.0 = Ho(X; M) .

Dieser Isomorphismus hingt nur von der Wahl von zy (genauer: von der zugehorigen
Wegzusammenhangskomponente) ab.

(3) Sei jetzt *+ ¢ X, dann bezeichnet X das Paar (X U {*},*). Mit dem Ausschneidungs-
satz angewandt auf A = B = {x} C X U {x}, und Punkt erhdlt man

Ho(X; M) = Ho(X U {#}, % M) = Ho(X4; M) .
Spéter werden wir noch sehen, dass
Ho(X, A; M) = Hy(X/A; M)

fiir gute Paare gilt. Fiir beliebige Paare behilft man sich wie in Ubung

(4) Wir kénnen die reduzierte singuldre Homologie auch direkt aus dem singulidren Kettenkom-
plex gewinnen. Wie im Beweis von Satz benutzen wir Sp(X) = X und definieren
eine Augmentierung ¢: Co(X; M) — M durch

6Zmz-x:ZmIGM.

zeX zeX

Dann betrachten wir den augmentierten singuldren Kettenkomplex (C.(X s M), 5.) von X

analog zu Bemerkung mit

- X; M) fi -1

CulX: M) = Cr(X; M) ?rk# , und
M fir k=-1,
O furk#0,-1,

und Op =<¢e fiir k=0, und
0 firk=-1.

Die Augmentierung ¢ hiangt eng mit der Abbildung px zusammen, denn es gilt

pX*me'IE:me'*:&‘(me-l‘)-*,

reX zeX zeX
und es folgt
He(X; M) = Hy(Co(X; M), D) -
Um die letzte Aussage in Punkt oben zu zeigen, bendtigen wir ein weiteres Lemma aus der
homologischen Algebra.
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3.56. LEMMA (Fiinfer-Lemma). Es sei

A B e D E .
L L
y A B ol D' , B

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen.

(1) Wenn b, d surjektiv sind und e injektiv ist, dann ist ¢ surjektiv.

(2) Wenn b, d injektiv sind und a surjektiv ist, dann ist ¢ injektiv.

(3) Wenn b, d Isomorphismen sind, a surjektiv und e injektiv ist, dann ist ¢ ein Isomorphis-
mus.

BEWEIS. Man beweist und mit Diagrammjagd. Es folgt . O

3.57. SATZ. Fir jedes gute Paar (X, A) induziert die Projektion X — X /A einen natiirlichen
Isomorphismus

q: Ho(X,A; M) — Hy(X/A; M) .

BEWEIS. Es sei U Umgebung von A, so dass A Deformationsretrakt von U ist. Dann induziert
die Inklusion aufgrund der Homotopieinvarianz aus Satz [3.49] einen Isomorphismus

Hy(A; M) —s Hy(U; M) .
Wir wenden das Fiinferlemma auf die Homologiesequenzen aus Satz [3.43] an und erhalten
c4— Hy (X5 M) «— Hp 1 (A; M) «— Hp(X,A; M) «— Hp(X; M) «— Hp(A; M) «— ...
| | | | =
e Hy (X3 M) «— Hy (U M) +— Hy(X,U; M) «— Hy(X; M) +— Hy(U; M) —— ... |
so dass die Inklusion (X, A) — (X, U) von Paaren einen Isomorphismus
Ho(X,A; M) =5 Hy(X,U; M)

induziert. Analog ist U/A zusammenziehbar auf den Punkt a = A/A, und mit dem gleichen Argu-
ment wie oben erhalten wir einen Isomorphismus

Ho(X/A,a; M) — Hy(X/A,U/A; M) .

Da A abgeschlossen und U Umgebung von A ist, gilt A C U , und der Ausschneidungssatz |3.52
liefert schlielich das kommutative Diagramm

Ho (X, A M) =  HJ(X,U;M) <+ Ho(X\ AU\ A; M)
Ho(X/A; M) = Ho(X/A, a5 M) = Ho(X/A,U/A; M) <— Ho((X/A)\ {a}, (U/A) \ {a}; M) .
Somit ist die natiirliche Abbildung He(X, A; M) — He(X/A; M) ein Isomorphismus. O

Wir kénnen jetzt zeigen, dass die reduzierte singulére Homologie die Eilenberg-Steenrod-Axiome
erfiillt. Dabei werden wir die Isomorphismen aus Bemerkung und Satz benutzen.

3.58. SATZ. Reduzierte singuldre Homologie iiber R mit Koeffizienten M ist eine reduzierte
Homologietheorie iber R mit Koeffizienten M.
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BeweEeis. Wir haben bereits gesehen, dass f* = filkerpy, gilt. Daraus folgt die Funktorialitét
der reduzierten Homologie. Seien f, g: X — Y homotop. Aus der Homotopieinvarianz der unredu-
zierten Homologie aus Satz (3.49| m folgt die Homotopieinvarianz m . ) der reduzierten Homologie:

f* = f*’kerpx* = g*|kerpx* = G« -

Zur Konstruktion der langen exakten Homologiesequenz betrachten wir die langen exakten
Sequenzen der Paare (X, A) und ({x},*) als Kettenkomplexe mit trivialer Homologie. Aus dem
Ausschneidungssatz mit A = B = {x} folgt

Hy({*}, ;M) = Ho(0,0; M) =0 .

Da die Homologiesequenzen natiirlich sind, liefert die Abblldung (X, A) — ({*},*) von Paaren eine
Kettenabbildung, und diese ist nach Bemerkung - surjektiv. Also erhalten wir eine kurze
exakte Sequenz von Komplexen

0 —— Hy(A; M) —— Hy(AM) 2 H{xhM) — 0
id

0 —— Hy(X; M) —— Hy(X;M) 2 H({+x};M) —— 0

0 —— Hy(X, A M) -2 Hy(X, A M) —— 0

Ok Ok

0 —— Hp_((A;M) —— Hp_(AM) 22 Hy (({x};M) —— 0

Nach dem Schlangenlemma [3.44] erhalten wir eine lange exakte Homologiesequenz, in der die Ho-
mologiemoduln der zweiten und der dritten Spalte verschwinden, da diese Spalten nach Satz |3.43
exakt sind. Nach Ubung verschwinden dann auch die Homologiemoduln der ersten Spalte,
also ist die erste Spalte ebenfalls eine exakte Sequenz.

Fiir gute Paare ersetzen wir in dieser langen exakten Homologiesquenz den Modul He (X, A; M)
durch H,(X/A; M), und erhalten

Lx(k—1)

ce—— Hy_(X; M) «—— Hj,_1(A; M) %Hk(X A; M) —— Hp(X; M) ——

\ ql"/
By, qxk

Hyp(X/A; M)

Nach Konstruktion von ¢ in Satz erhalten wir zwischen Hy,(X; M) und Hj,(X/A; M) in der Tat
die Abbﬂdung Py ZUT naturhchen PrOJektlon p: X — X/A, und da ¢ natiirlich ist, gilt das dann

auch fiir 9, = 9}, o ¢~ *. Damit haben wir das Axiom m . von der Homologiesequenz bewiesen.
Indem wir jeden Raum X; einer Familie (X;);cs in Wegzusammenhangskomponenten zerlegen,
erhalten wir mit Satz [3.40] einen Isomorphismus

D He(Xi; M) = H, <|_| X;: M)

el el
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Mit dem Fiinferlemma erhalten wir einen entsprechenden Isomorphismus fiir Paare:
L @iEI kal(Ai; M) — ®i61 Hk(Xz, Ai; M) — @ie] Hk(Xza M) — ...

I l I
L Hk_1<|_|iAi;M) — Hk<|_|iXi,|_|Z.Ai;M) — Hk<|_|iXZ-;M> — .

Seien jetzt (X;,z;) gut punktierte Réume, dann liefert Satz dass

@ ﬁk(X“ M) = @ Hk(Xi, i, M) i) Hk <|_| Xi, |_|{.’L'Z}, M)
i€l icl iel el
il il il
Jetzt ist auch das Summenaxiom iiberpriift.
Schliefllich betrachten wir den Raum S° = {p,,p_}. Der Ausschneidungssatz liefert

M fir k=0, und

Hie(S° M) = Hi({p4,p-}.p—; M) = Hp({ps}; M) = {0 fir % 0

nach Beispiel Es folgt das Dimensionsaxiom , und somit ist H, eine reduzierte Homologie-
theorie. 0

Mit anderen Worten gehort zu jeder unreduzierten Homologietheorie mit den Eigenschaften
aus Abschnitt [3.5] stets genau eine reduzierte Homologietheorie, zwischen denen man wie in Be-
merkung hin- und herwechseln kann. Auflerdem erinnern wir uns an Abschnitt wonach
Homologietheorien fiir CW-Komplexe durch die Koeflizienten M € Modg bereits eindeutig festge-
legt sind.

Wir fassen die im Beweis von Satz benutzten Eigenschaften der unreduzierten singuléren
Homologie noch einmal in einer Definition zusammen. Analog zu Satz l&sst sich zu jeder
unreduzierten Homologietheorie he eine reduzierte Homologietheorie iL. konstruieren, so dass fiir
alle guten Paare

he(X, A) = ha(X/A4)
gilt. Die unreduzierte CW-Homologie haben wir bereits in Bemerkung betrachtet.

Es bezeichne Pair die Kategorie der Paare topologischer Rdume, mit Morphismen wie in Defi-

nition Fiir das Paar (X, () schreiben wir kurz X.

3.59. DEFINITION. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine verallgemeinerte (unreduzierte)
Homologietheorie (h., 8.) iiber R besteht aus einer Familie von Funktoren

he = (hn: Pair — ./\/lodR)

und einer Familie natiirlicher Transformationen 0 = (09 )nez mit 0, (X, A): hyp(X, A) — hp—1(A)
fiir alle Paare (X, A), die die folgenden Filenberg-Steenrod-Aziome erfiillen.

(1) Homotopieinvarianz. Wenn f, g: (X, A) — (Y, B) homotope Abbildungen sind, gilt
hof = hng: hn(X, A) = ho(Y,B)  fiir allen € Z .

nez’

(2) Homologiesequenz. Fiir jedes Paar (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:

2 i (A) s b (X)L By (X, A) <2 b (A)

hAn_1t
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(3) Ausschneidung. Fiir jedes Paar (X, A) und jede Teilmenge B C X mit AUB = X induziert
fiir alle n € Z die Inklusionsabbildung ¢: (B, AN B) — (X, A) einen Isomorphismus
It ho(B, AN B) 5 hy(X, A) .

(4) Summenaziom. Sei (X;);er eine Familie von Réumen, dann induzieren fiir alle n € Z die
Inklusionsabbildungen ¢;: X; — Hie ; X; einen Isomorphismus

B tnei: P hn(Xi) = b <H Xi) .

iel iel iel
Man nennt (h.,@.) eine (unreduzierte) Homologietheorie mit Koeffizienten M € Modg, wenn
zusétzlich das folgende Axiom gilt.
(5) Dimensionsaxiom.
M fiir n =0, und
0  sonst.

hn({}) = {

3.60. BEISPIEL. Sei R wie immer und M ein R-Modul. Die singulére Homologie mit Koeffizien-
ten in M aus Definition bildet eine unreduzierte Homologietheorie. Die obigen Axiome haben

wir in Folgerung den Sitzen [3.40] [3.43] und [3.52] und Beispiel nachgewiesen.

3.7. Homologie und Fundamentalgruppe

In diesem kurzen Abschnitt zeigen wir, wie sich die erste Homologie H'(X;Z) eines topolo-
gischen Raumes aus der Fundamentalgruppe errechnen lidsst. Wir schreiben im folgenden stets
kurz Hy(X) fiir die k-te (unreduzierte) singuldre Homologie Hy(X;Z) von X iiber Z mit Koeffizi-
enten Z, und Hy (X, A) fir H,(X, A;Z). Genauso schreiben wir kurz C(X), Zi(X), Br(X), wenn
wir mit Koeffizienten Z rechnen.

Wie im Beweis von Satz identifizieren wir das Einheitsintervall I = [0, 1] mit dem Stan-
dardsimplex A!, und somit Wege v: I — X mit singuliren 1-Simplizes o: A — X. Aus Satz
folgt

Hy(1,00) = Hy(1/01) = H\(S") = Z,
und Hi(1,0I) wird erzeugt von der Klasse [id;] des Simplex id;: I — I mit Rand in 9I. Aus
Bemerkung und Satz erhalten wir auflerdem

Hy (X, {z0}) = Hi(X/{zo}) = Hi(X) = Hi(X) .
3.61. DEFINITION. Es sei (X, z¢) ein punktierter topologischer Raum. Dann ist der Hurewicz-
Homomorphismus die Abbildung
o (X 20) = Hy(X) mit () = 1ids] € Hy (X, {w0}) = Hi(X) .
Nach der Konstruktion von 7, in Definition gilt
Yelidf] = [y oids] = [7] € Hi(X),

wenn wir v: I — X als 1-Simplex auffassen.

Auflerdem erinnern wir uns an die Abelisierung aus Bemerkung . Nach Ubung
ist die Abelisierung ein Funktor von der Kategorie Grp der Gruppen in die Kategorie Mody, der
abelschen Gruppen (sieche Beispiel ), und nach Beispiel ist die Projektion G — G?" eine
natiirliche Transformation.

3.62. PROPOSITION. FEs sei (X,xg) ein topologischer Raum. Dann induziert der Hurewicz-
Homomorphismus einen natiirlichen Homomorphismus

p: Wl(X,xo)ab — Hi(X) .
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BEWEIS. Zunéchst hingt v.[id;] € Hi(X,z0) = H;(X) wegen der Homotopieinvarianz aus
Folgerung nur von der Homotopieklasse des Weges « ab. Somit ist ¢: m (X, z9) — H1(X)
wohldefiniert.

Schliefllich ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Denn seien «y, §: I — X Schleifen, dann defi-
niere o: A? — X durch

o =00 e
Indem wir Wege und 1-Simplizes in X identifizieren, folgt
020 =7y, Oyo =06 und 010 =76 .
In Hi(X) gilt somit
e([vd]) = [010] = [Bvo] + [020] — lo] = ([Y]) + ¢([4]) -

Also ist ¢ ein Homomorphismus. Es bezeichne e die konstante Schleife im Punkt xg, und es sei 7
der riickwérts durchlaufene Weg ~. Dann folgt insbesondere

p(e) =0 und (7)) =] ™) = —e(1]) -

~ Da Hi(X ) als Z-Modul nach Beispiel eine abelsche Gruppe ist, ldsst sich ¢ nach
Ubung als Verkettung

o: (X, z0) — Wl(X,xo)ab — Hy(X)

schreiben. Man sieht leicht, dass die induzierte Abbildung ¢: m (X, z0)** — H;(X) dann ebenfalls
natiirlich ist.
Zur Natiirlichkeit sei F': (X, z9) — (Y, y0) eine punktierte Abbildung. Dann folgt

p(Fx7]) = o([F 0n]) = Fu(:[id1]) = Fe(Y])

also kommutiert das Diagramm
(X, 20)™ = T (Y, y0)™
ol |°
H(X) -2 my) . O

Man beachte, dass der Funktor 73" auf wegzusammenhiingenden Riumen unabhingig vom
Basispunkt definiert ist, sieche Bemerkung [2.16]

3.63. SATz (Hurewicz). Es sei X wegzusammenhingend. Dann ist o: 71(X,20)*® — Hy(X)
fiir g € X beliebig ein natirlicher Isomorphismus.

BEWEIS. Wir schreiben nach wie vor [y] fiir die Klasse einer Schleife in (X, z0)*. Die Ver-
kniipfung schreiben wir additiv, also [vd] = [y] + [4].
Zur Surjektivitdt von ¢ sei

N
a= Zniai € Z1(X)
i=1

eine geschlossene Kette mit n; € Z. Zu jedem Endpunkt p eines der Simplizes o; wéhlen wir einen
Pfad 7, von xg nach p. Da a geschlossen ist, gilt

N
> ni(800s — oi(e0)) =0,
i—1
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und es folgt

N N
a = 1i(Yor(eo) + 0 = Vou(er) = D Mi(Voy(e0)0Tos(ery)  mod Bi(X) .
i—1 i=1

Jeder Weg 7y, (¢0)0iVo,(c,) 18t eine Schleife in (X, ), und da ¢ ein Homomorphismus ist, folgt
N

[a] = SO(Z n; [’Ygi(EO)Ui’Ygi(el)]> cime.

=1

Zur Injektivitdt sei v eine Schleife in (X, z¢) mit [y] = v.[id;] € ker . Also existiert eine Kette
N
b= Zniai € CQ(X)
i=1

mit n; € Z und 0;: A2 — X, so dass Ob = . Wie im ersten Teil des Beweises verbinden wir zo mit
jedem Eckpunkt p eines der Simplizes o; mit einem Weg 7, : I — X. Anschlieend konstruieren wir
neue Simplizes o}: A? — X, die alle Ecken auf zy abbilden, wie im folgenden Bild.

Dabei passiert mit den Rand-1-Simplizes der o; das gleiche wie im ersten Teil des Beweises, sie
werden zu Schleifen am Punkt xg verlangert. Betrachte die Kette

N
/ /
b = E n;o; .
i=1

Aus 0b = ~ folgt O = +' mit 7' = eye, wobei e die konstante Schleife im Punkt 0 bezeichne.
Wie im Beweis der Homomorphieeigenschaft in Proposition liefert ein 2-Simplex ¢’ mit
Ecken in x( eine Relation

[800/] + [820/] = [810/] € 7T1(X, l’o)ab .
Aus OV =+ € C1(X) und [y/] = [7] in (X, 20)*" folgt also

N
M =01 = ni([800]] - (0] + [B20]]) =0 € m1(X,29)* .
i=1

Also ist ¢ auch injektiv, und somit ein Isomorphismus. ([l

3.64. BEISPIEL. Wir haben in Beispiel die abelisierten Fundamentalgruppen der kompakten
Flachen bestimmt. Es folgt

(1) Sei X, eine zusammenhéngende orientierbare Fliche vom Geschlecht g, dann gilt
Hi(X,) = 7% .
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(2) Sei Y, eine zusammenhéngende, nicht orientierbare Flache vom Geschlecht g, dann gilt
H\(Yy) =279 ®7Z/27 .
Also kann man kompakte, zusammenh#ngende Flichen mit Hilfe ihrer Homologien unterscheiden.

Aus den Sétzen und ergibt sich die folgende Beschreibung von H;(X).

3.65. FOLGERUNG. Sei X ein topologischer Raum, sei (X;)ier die Familie seiner Wegzusam-
menhangskomponenten, und set x; € X; fir alle i € I. Dann induzieren die Inklusionsabbildun-
gen ti: X; — X einen natirlichen Isomorphismus

P mi(Xi,2:)™ = Hi(X) .
iel
3.8. Ein universelles Koeffizienten-Theorem

In diesem Abschnitt sehen wir, wie man singuldre Homologie Hq(X; M) mit Koeffizienten M €
Modpr auf He(X; R) zuriickfithrt. Besonders wichtig ist der Fall R = Z, den wir uns entsprechend
genauer anschauen. Anschliefend benutzen wir #hnliche Methoden, um He(X xY; R) aus He(X; R)
und He(Y'; R) zu rekonstruieren. Wir beginnen mit einigen Konstruktionen aus der Algebra.

3.66. DEFINITION. Es sei E eine Menge. Der freie Modul mit Erzeugermenge E ist definiert als

<E>R:@R-e:{2re-e

ecE eck

re € R, fast alle r, = 0} .

Sei F' C ( E') R eine Teilmenge, dann bezeichne ( E' | F') den Quotienten von ( E') nach dem kleinsten
Untermodul, der F' enthélt. Falls M = (E | F'), nennen wir ( E | F')g eine Prdsentation von M
mit Frzeugern E und Relationen F'.

Eine analoge Konstruktion fiir Gruppen haben wir in Beispiel und Bemerkung ken-
nengelernt. Nach Definition [3.37] gilt

Ch(X;R) = (Sp(X)).

Da 1 € R, existiert eine Inklusion i: £ — ( E)r von Mengen mit e — 1 -e und eine R-lineare
Projektion p: (E)r — (E | F)r. Wir kénnen jetzt die universellen Eigenschaften von freien
Moduln und von Présentationen formulieren.

3.67. PROPOSITION. Es sei E eine Menge und F C ( E)r eine Teilmenge.

(1) Zu jedem Modul M € Modg und jeder Abbildung f: E — M von Mengen existiert genau
eine R-lineare Abbildung f: (E)r — M, so dass f = f oi als Abbildung von Mengen.
Durch diese Eigenschaft ist ( E)g bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmit.

(2) Zu jedem Modul M € Modg und jeder R-linearen Abbildung g: (E)r — M mit F C kerg
existiert genau eine Abbildung g: (E | F')r mit g = gop. Durch diese Figenschaft ist ( E |
F)r bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmdt.

BEWEIS. In ist f wegen f = f o4 durch
H(Zree)=Srs
eck ecly

festgelegt, und die Existenz folgt, da die direkte Summe ein Koprodukt ist, sieche Ubung|1.119| Die
Abbildung g in (2) ist ebenfalls klar. Die Eindeutigkeit von ( E')g und ( E' | F') g bis auf eindeutige
Isomorphie folgt wie immer aus der universellen Eigenschaft. O
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Im Beweis des universellen Koeffiziententheorems benttigen wir Moduln iiber Hauptidealringen.
Zur Erinnerung: ein Hauptidealring ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins, bei dem
jedes Ideal von einem einzigen Ringelement erzeugt wird. Die wichtigsten Beispiele sind die ganzen
Zahlen Z, beliebige Korper k, sowie Polynomringe k[X] iiber Kérpern.

3.68. DEFINITION. Es sei M ein Modul iiber einem Hauptidealring R. Wir definieren den
Rang rgg M € Ng U {oo} als die maximale Zahl k, so dass M einen zu RF isomorphen Unter-
modul enthélt. Auflerdem ist der Torsions-Untermodul Torg M definiert durch

Torr M ={a € M | es gibt r € R\ {0} mit ra =0} .
Man nennt M torsionsfrei, wenn Torg M = 0.

3.69. BEISPIEL. Es sei R = Z.

(1) Fiir M = Z* gilt rgy; Z* = k und Tory Z* = 0.

(2) Sei k > 1 und M = Z/kZ, dann gilt rg; M = 0 und Tory M = M. Sowohl Rang als
auch Torsions-Untermodul héingen vom zugrundeliegenden Ring ab: fiir £ = p prim ist M
ein k = 7Z/pZ-Vektorraum mit rgy = dimg M = 1 und Tory M = 0.

(3) Es sei jetzt M = Q, dann ist M unendlich erzeugt, aber je zwei Elemente sind linear
abhéngig. Es folgt rg; Q = 1 und Torz Q = 0.

(4) Der Modul M = Q/Z ist unendlich erzeugt mit rg; M = 0 und Tory M = M.

Wir listen einige wichtige Eigenschaften von Moduln iiber Hauptidealringen auf, die wir spéter
benutzen kénnen.

3.70. BEMERKUNG. Es sei R ein Hauptidealring.

(1) Es sei N C M Untermodul eines freien Moduls M, dann ist NV ebenfalls frei, das heift, es
gibt eine Teilmenge £ C N mit N = (F)g. Dieses Faktum gilt insbesondere auch, wenn M
nicht endlich erzeugt ist.

(2) Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M existieren j € N und a1, ...,a; € R, so dass

M= ReM @ Torgk M mit  TorgM = (R/a1R) @ - ® (R/ajR) .

Man kann erreichen, dass jedes a; das nichste Element a; teilt, also a;|a;41 fiir alle 1 <
i < j. Dann sind j und ay,...,a; bis auf Multiplikation mit einer Einheit in R eindeutig
durch M bestimmt. Die a; heilen invariante Faktoren.

(3) Insbesondere sind endlich erzeugte R-Moduln genau dann frei, wenn sie torsionsfrei sind.
Fiir unendlich erzeugte Moduln ist das falsch, siehe Beispiel .

(4) Es sei F': R™ — R™ eine R-lineare Abbildung, dann existieren Basen von R™ und R™,
beziiglich derer F' durch eine Matrix der Form

ail 0

€ Myn(R)

)

0 0

beschrieben wird. Man kann die Basen so wéhlen, dass aj;|a;+1+1 fiir 1 <14 < j. In diesem
Fall sind die a; € R/{0} wieder jeweils bis auf Multiplikation mit einer Einheit in R
eindeutig bestimmt.

Als néchstes fithren wir das Tensor- und das Torsionsprodukt von R-Moduln ein. Sei R zunichst
wieder ein kommutativer Ring mit Eins.
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3.71. DEFINITION. Es seien M, N € Modg. Das Tensorprodukt M ®pr N ist der von allen
Paaren (m,n) € M x N erzeugte R-Modul mit den Relationen

(m1,n) + (ma,n) = (m1 +me,n) ,
(m,n1) 4+ (m,n2) = (m,n1 + na) ,

r(m,n) = (rm,n) = (m,rn)

fir alle m,mq,mg € M, n,ny,n2 € N und r € R. Wir schreiben m @ n € M ®@p N fir die
Aquivalenzklasse von (m,n) € M x N.

Die Relationen in der obigen Definition stellen sicher, dass die natiirliche Abbildung ®: M X
N — M ®g N mit (m,n) — m ® n bilinear iiber R ist.

3.72. PROPOSITION (Universelle Eigenschaft des Tensorproduktes). Es seien M, N, A und B €
Modpg.

(1) Dann existiert zu jeder R-bilinearen Abbildung b: M x N — A genau eine R-lineare Ab-
bildung b: M ®pr N — A, so dass das Diagramm

MxN—"-4

o|
)

M@RN

kommutiert. Durch diese Figenschaft ist das Tensorprodukt bis auf eindeutige Isomorphis-
men eindeutig bestimmdt.

(2) Zu zwei linearen Abbildungen f: M — A und g: N — B existiert insbesondere eine lineare
Abbildung f @ g: M @r N — A®r B mit (f ®@ g)(m®n) = f(m)®@g(n). Sind h: A — C
und k: B — B ebenfalls linear, dann folgt (h®k)o(f®g) = (ho f)®@(kog): M ®r N —
C®grD.

BEWEIS. Da M ®gN von den Produkten m®n mit m € M, n € N erzeugt wird, ist b eindeutig
festgelegt durch

k k

i=1 i=1

Da b bilinear ist, ist diese Konstruktion von b mit den Relationen aus Definition vertréglich.
AuBerdem ist b offensichtlich R-linear.

Sei P € Modg und p: M x N — P bilinear, so dass zu jedem A € Modr und jeder bilinearen
Abbildung b: M x N — A eine eindeutige R-lineare Abbildung &’: P — A mit b = b’ op existiert. Wie
in Bemerkung[T.41]findet man einen eindeutigen Isomorphismus f: P = M ®gr N, so dass ® = fop.

Zu ([2)) seien f und g linear sind. Da die natiirliche Abbildung Ax B — A®pg B mit (a,b) — a®b
bilinear ist, ist auch die Abbildung M x N — A ®pr B mit (m,n) — f(m) ® f(n) bilinear. Also
existiert eine eindeutige Abbildung f® g: M @g N - A®p B mit (f® g)(m®n) = f(m)® g(n).

Die letzte Behauptung iiberpriift man, indem man beide Abbildungen auf Elementen der
Form m ® n vergleicht. O
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3.73. BEMERKUNG. Fiir das Tensorprodukt gelten folgende Rechenregeln, die wir hier aber
nicht beweisen wollen. Seien M, N, P und N; € Modg fiir alle ¢ € I, dann gilt

M®p0=0 ud MerR=M, (1)
M®R(N®Rp)g(M®RN)®RP, (2)
M@rN=N®grM, 3)
Mor@Ni=PMerN; . (4)
el icl
Wegen gelten und analog mit vertauschten Argumenten.
3.74. BEISPIEL. Wir geben einige Beispiele von Tensorprodukten.
(1) Fiir freie Moduln gilt

(E)r@r(F)r= PR e)@r(R-f)=(ExF)g

eckE
feFr

nach obiger Bemerkung. Da alle Vektorrdume iiber einem Korper k eine Basis haben, also
frei sind, reicht das, um das Tensorprodukt auf Vecy = Modj zu verstehen.
(2) Sei M € Modr und E eine Menge, dann folgt

Mer(E)r=EMer(R-e)=M-e.
eel ecl

Insbesondere ist der singuldre Kettenkomplex in Definition gegeben durch
Cr(X; M) = (Sk(X) )r @r M = Cp(X;R) @ M .
(3) Wir betrachten den Spezialfall R = Z. Aus Bemerkung folgt bereits
Q77 =17 und Z Q7 Z/mZ =7/mZ .

Seien jetzt m,n > 1, und sei 1 Erzeuger von Z/mZ und Z/nZ, dann ist 1 ® 1 Erzeuger
von M = (Z/mZ) ®yz (Z/nZ). Es existieren a, b € Z, so dass ggt(m,n) = am+ bn, also gilt

ggt(m,n)-1®@1=a-(ml)®@1+b-1®(nl)=0.
Auf der anderen Seite existiert eine bilineare Abbildung
Z/mZ x ZJnZ — 7] ggt(m,n)Z  mit (c-1,d-1)=cd-1.
Also folgt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts und obiger Rechnung, dass
(Z)mZ) @z (Z/nZ) =7/ ggt(m,n)Z .
Analog gilt fiir Hauptidealringe R und a,b € R\ {0}, dass
(R/aR) ®gr (R/bR) = R/ ggt(a,b)R .

(4) Das Tensorprodukt hiingt vom zugrundeliegenden Ring R ab. Aus C = R? iiber R folgt

beispielsweise
CocrR? % R*~CerC.
Um das Torsionsprodukt einzufithren, brauchen wir den Begriff der Auflésung eines Moduls.
Dabei beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf freie Auflésungen.
3.75. DEFINITION. Es sei M ein Modul iiber einem Ring R. Eine freie Auflosung von M ist eine
exakte Sequenz der Form
04— M < My My« ...,
so dass die R-Moduln My, My, ... frei sind.
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Aquivalent dazu ist (M,, ) ein freier Kettenkomplex iiber R mit
M fir ¢ =0, und

0 sonst .

Hi(M.,(?.) = {

3.76. BEMERKUNG. Freie Auflésungen existieren immer. Dazu setzt man etwa My = (M) und
erhélt nach Proposition eine eindeutige Abbildung €: My — M mit fy(m) = m. Anschliefend
definiert man analog induktiv M, = (ker 9;) r und 0;41: M;11 — ker 9; C M; wie oben.

3.77. BEISPIEL. Von R hingt ab, wie kompliziert freie Auflésungen werden kénnen und miissen.

(1) Sei R = k ein Korper, dann ist M ein Vektorraum und daher frei. Als freie Auflosung
wéahlen wir

O(—M&M(—O.

(2) Sei R ein Hauptidealring. Wir finden My und e: My — M surjektiv, etwa wie in Bemer-
kung Nach Bemerkung ist My = kere frei, und wir erhalten

04— M < My <&~ My «—0.

(3) Sei R =7Z/47 und M = 7 /27, dann erhalten wir eine unendlich lange freie Auflésung der
Form
04— M+« R R&E ...

In diesem Fall existiert keine freie Auflésung endlicher Lange.

3.78. LEMMA. Es sei R ein Ring, es sei f: M — M’ linear, und (M,,ds), (M],0.) freie
Auflosungen. Dann existieren R-lineare Abbildungen f;, so dass das Diagramm

0 M o My <2 My
l f l fo l f1
/ A
0 M' «—— M} «—— M|

kommutiert, und jede andere Wahl f, solcher Abbildungen ist kettenhomotop zu f,.

Mit anderen Worten gibt es zu jeder Abbildung f: M = Hy(M,,ds) — M' = Hy(M,,d,) eine
Kettenabbildung f, mit f.g = f, und diese ist bis auf Kettenhomotopie eindeutig. Insbesondere
sind je zwei freie Auflésungen eines gegebenen Moduls M kettenhomotopieéiquivalent.

BEWEIS. Wir setzen f_; = f, 0_1,0" 1 =0, 0y = ¢, 0, = €', und gehen induktiv vor. Da M; frei
ist, finden wir eine Teilmenge E; C M; mit M; = (E;)r. Wir definieren f;, indem wir fiir alle e € E;
ein fij(e) € M/ auswihlen, so dass

9;(fi(e)) = (fi-109)(e) ,
und dann geméifl Proposition auf M, = (E;)g fortsetzen. Da imd, = kerd]_,, finden
wir fi(e) genau dann, wenn die rechte Seite geschlossen ist. Aber das ist nach Induktionsvorausset-
zung der Fall, denn
0i_1(fi-100;)(e) = (fi—200i—109;)(e) = 0.
Damit ist die Existenz der f; gezeigt.

Seien jetzt f;, f! wie oben gegeben mit f_; = f/; = f. Wir wollen induktiv eine Kettenhomo-
topie h;: M; — M, zwischen f, und f; konstruieren, und starten mit h_; = 0: M — M. Dann
gilt bereits

f’_l—f_1:0:860h_1 .
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Sei h;_1 bereits konstruiert und e € E; C M; wie oben. Gesucht ist also h;(e) € MZ’ 11 mit

i1 (hi(e)) = fie) — fi(e) = hi—1(9i(e)) -

Wegen der Exaktheit von (M,,d,) finden wir h;(e) genau dann, wenn die obige rechte Seite ge-
schlossen ist. Das ist der Fall, denn

9;(fi(e) = file) = hi—1(8i(e))) = (fi_1 — fi-1 = 0i 0 hi—1)(8i(e)) = (hi—2 0 0i-1)(8i(e)) =0 .
Also existiert die gesuchte Kettenhomotopie h. ([l

3.79. DEFINITION. Es seien M, N € Modg, und es sei (M,,0,) eine freie Auflgsung von R.
Dann sind die Torsionsprodukte TorlR(M ,N) von M und N iiber R definiert durch

TOI“ZR(M, N) = Hi(MO QR N, Oe ®idN) S MOdR .

Hierbei sind 0; ®idy: M; @ N — M;_1 ®g N fiir i > 1 die Abbildungen aus Proposition [3.72]
Insbesondere gilt (0; ®@idy) 0 (0j4+1 ®idy) = (0;00;+1) ®idy = 0, also erhilt man tatséchlich einen
Kettenkomplex

0 Myop N &9 ppon N e— ...

Man beachte, dass M ®g N hier nicht mehr auftritt.

3.80. BEMERKUNG. Wir sammeln elementare Eigenschaften der Torsionsprodukte.

(1) Es seien M, M’ /N € Modg, und (M,,ds), (M,,d,) freie Auflssungen. Sei f: M — M’
linear, dann wéhle fo: M, — M, wie in Lemma m Tensorieren mit N liefert

0 —— MopN &YW ppopN &8 yvrop N e—

lf@idz\r lfo@idN J{fl@idN

' ®id N 6:11 ®idn

O(—M’@RN%M()@RN M{@RN%

Nach Proposition erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen,
also Abbildungen

Torl(f,idy) = (fo ®idy)s: TorF(M,N) — Torf(M', N) .
Da alle Wahlen von f, zueinander kettenhomotop sind und daher kettenhomotope Ket-
tenabbildungen f, ® idy liefern, hiingt Tor®(f,idy) nicht von der Wahl der f, ab.
(2) Wir betrachten den Spezialfall M = M’ und f =idp;: M — M’ und erhalten
Torl(f,idy): Hi(Ms @r N, s ® idy) — H;(M, ®g N, 0, @idy) .
Fiir g = idpy;: M’ — M erhalten wir umgekehrt
Tor{*(g,idy): Hi(My ®g N,0, ® idy) — Hi(Ms ®p N,0s ® idy) .
Nach Lemma [3.78| sind ge © fo und f, 0 ge jeweils kettenhomotop zu idys, beziehungswei-

se idy; . Tensorieren mit idy &ndert daran nichts, also sind Tor(f,idy) und Torf(g,idy)

zueinander inverse Isomorphismen. Es folgt mit , dass Tor®( -, N) ein bis auf eindeutige
Isomorphismen eindeutig bestimmter Funktor von Modg in sich ist.

(3) Nach Ubung [3.150|ist die Sequenz

0 — M@RN e®id N MO SR N 01 ®id v ]\41 ®RN

exakt, und daher gilt
Torf(M,N) = (My ® N)/im(8; ® idy) = (Mp ® N)/ ker(e @ idy) = M Qp N .
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(4) Wir gehen wie in Ubung [3.146| vor und tensorieren eine freie Auflosung (M,,ds) von M
mit einer kurzen exakten Sequenz

0+— N'"«— N« N +—0.

Dies liefert eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen, und daher eine lange exakte
Sequenz

0+ M@rN"<+— M®&rN <+ M@gr N +— Torf(M,N") «+— Torf(M,N) +— ...

Man sieht hieran, dass Tensorieren mit einem festen Modul M die Exaktheit kurzer Se-
quenzen nicht erhélt, sobald Tor{%(M ,N") # 0. Man sagt dazu, dass das Tensorprodukt
rechtsexakt ist (wobei man Sequenzen anders als hier von links nach rechts schreibt), und
nennt Tor*(M, ) = L;(M ®p -) den zugehérigen linksderivierten Funktor.

(5) Die Torsionsprodukte TorZ sind mit direkten Summen vertriiglich. Sei etwa (Mg, 82) eine
freie Auflssung von M?, dann ist (@ M, @D 9:) eine freie Auflssung von M = @@ M.
Aus Bemerkung folgt, dass der Komplex in Definition in eine direkte Sum-
me (P Ml ® N, P 0, ®idy) zerfillt, also

Tork (@ MY, N) =@ Torf (M, N) .

icl icl
Analog behandelt man den Fall N = P N°.

(6) Die Torsionsprodukte Tor®(M, N) sind kommutativ, was aber aufgrund der asymmetri-
schen Definition nicht ganz so leicht zu zeigen ist.

3.81. BEISPIEL. Die Komplexitédt der Torsionsprodukte héngt vom Ring R und den Moduln M
und N ab.

(1) Sei M frei, dann ist 0 <— M < 0 bereits eine freie Auflssung, und auBer Tor§ (M, N) =
M ®p N verschwinden alle Torsionsprodukte. Das passiert insbesondere, wenn R =k ein
Korper ist.

(2) Sei N = (E)g frei, dann zerlegt sich der Komplex (M, ® N,0s ® idy) in eine direkte
Summe von Komplexen der Form (M, - e,8,), und wir erhalten wieder Tor?(M, N) = 0
fiir ¢ > 0.

(3) Sei R ein Hauptidealring, M € Modg, und

0(—M0<8—1M1%0

eine freie Auflésung wie in Beispiel . Dann folgt TorzR(M ,N) = 0 fir alle ¢ >
2. Um Torf(M, N) fiir endlich erzeugte Moduln zu berechnen, reicht es wegen Bemer-
kung [3.70] (2) und den Punkten (L) und (2)) oben, den Fall M = R/aR und N = R/bR zu
betrachten.

Wir wihlen die Auflésung

0¢— M+~ R<ER+—0
und erhalten den Komplex
0+— R/bR <~ R/bR +— 0.

Wie in Aufgabe gilt -1 € ker(-a) C R/bR genau dann, wenn es y € R gibt
mit ax = by. Aquivalent dazu gilt
b
ggt(a, b)
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und es folgt

b
ggt(a,b)
Insgesamt folgt fiir endlich erzeugte R-Moduln, dass

Torf{(M, N) = Torp M @ Torg N,

daher der Name ,, Torsionsprodukt®. Wenn einer der Faktoren nicht endlich erzeugt ist,
muss das nicht mehr stimmen, siehe Ubung [3.152 und .

Wenn R ein Hauptidealring ist, schreiben wir spéter nur Torg fiir Tor{%. Da das Torsionspro-
dukt stets zwei Argumente braucht, kénnen wir es vom Torsionsuntermodul aus Definition [3.68
unterscheiden.

Nach dieser langen Vorbereitung kénnen wir jetzt den universellen Koeffizientensatz beweisen.
Wir erinnern uns an den Begriff der spaltenden Sequenz aus Beispiel . Um eine Sequenz der
Form

Torf(R/aR, R/bR) = ker(-a) = R/bR = R/ ggt(a,b)R = (R/aR) @ (R/bR) .

04— M'¢<Z M« M« 0
zu spalten, reicht es, ein Rechtsinverses j zu g oder ein Linksinverses p zu ¢ anzugeben, danach erhilt
man M = imi@®im j beziehungsweise M = ker p @ ker q. Wir nennen eine Spaltung natirlich, wenn
man j oder p natiirlich wéhlen kann.

3.82. SATZ (Universelle Koeffizienten, Homologie). Sei R ein Hauptidealring und M € Modg.
Dann existiert eine natiirliche exakte Sequenz

0 — Hy(X;R)®@r M — Hy(X; M) — Torg(Hk—1(X;R),M) — 0
fiir alle X € Top und alle k € N. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natiirliche Weise.
BEwEIS. Wir betrachten den singulidren Kettenkomplex Co = Co(X; R) von X und erhalten

fiir jedes k eine kurze exakte Sequenz
04— By & Cp &5 Z 0. (1)

Als Untermodul von Co = (Se¢(X))r sind B, und Z, nach Bemerkung ebenfalls frei.
Indem wir fiir freie Erzeuger von Bj_1 Urbilder unter d; in C) wéihlen, konnen wir eine Abbil-
dung s: By—1 — Cj mit 0y o s = idp, , konstruieren, und die Sequenz spaltet. Tensorieren
mit M liefert also eine kurze exakte Sequenz

00— B, 1M <+— B, 1 p M P Z,, QR M +— Z;, Qp M +— 0

=CrQrM

Wir fassen das als kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen mit Differential 0 ® idys auf,
wobel Jo| By = 0e|Zp = 0. Das Schlangenlemma liefert eine lange exakte Sequenz

O ®idpr )«
it By @p M M g M) Zp 9p M —— By op M —— ... (2)
Eine kurze Diagrammjagd im Diagramm

0 ®id
0+— Br,®rM Mck+1®RM — Zk+1®RM<—O

lO J{ak+1®idM lO

0 B, ®rM +— CpopM &9 7 90 M 0
zeigt, dass der Verbindungshomomorphismus von der Inklusion ji: By — Zj induziert wird:
Je®idpy: By Qp M — Zi, Qp M .
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Jetzt kénnen wir die Exaktheit von bei Hy(X; M) umschreiben als kurze exakte Sequenz
0 «— ker(jx—1 ®idps) «— Hy(X; M) «— coker(jx ®idps) «— 0.
Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0 «— Hy(X;R) «— Zy < By, «— 0 (3)
als freie Auflosung des Moduls Hy(X; R). Aus Definition und Bemerkung folgt
Torp(Hi(X; R), M) = Tor{ (Hp(X; R), M) = ker(jx ® idps) ,
Hy(X; R) ®g M = Tor{(Hy,(X; R), M) = coker(jj, ® ida) -

Damit ist die Sequenz im universellen Koeffiziententheorem exakt.

Da die Sequenz nur natiirliche Transformationen enthilt, iiberzeugt man sich leicht, dass
die Sequenz im Satz auch natiirlich ist.

Wir konstruieren eine Spaltung mit Hilfe der (nicht natiirlichen) Abbildung s: Bx_1 — Cj
mit d; o s = idp, ,. Wie in der Konstruktion des Verbindungshomomorphismus in folgt

(O ®idpr) o (s ®idy) = (ik—1 ® idpr) © (Jr—1 @ idnr)
insbesondere (s ® idys)(ker(jx—1 ® idas)) C ker(9x ® idps). Also induziert s ® idys eine Abbildung
(s ®@idpr): ker(jr—1 ®idpyr) — Hip(X; M),
die die Sequenz im Satz spaltet. ]

Im Beweis haben wir ausgenutzt, dass B, frei ist, da R ein Hauptidealring ist. In der Tat ist
die universelle Koeflizientensequenz iiber beliebigen Ringen nicht immer exakt, siche Ubung|3.151

3.83. BEISPIEL. Wir betrachten den reell projektiven Raum RP™ aus Beispiel Fiir die
unreduzierte Homologie folgt

Z falls k=10,

Z falls k = d

Hk(RPn) ~ HEW(RPn,Z) ~ alls n ungerade ,
Z/27 falls k ungerade und 0 < k <n ,
0 sonst .

Wir betrachten M = Z/27Z € Mody. Fiir k = 0 erhalten wir immer
0 —Z®z M — Ho(RP"; M) — Torg(0,M) — 0,
————’
~
also folgt H°(RP™; M) = M. Fiir alle ungeraden k € (0,n) ist Hyy1(RP") = 0 und Hy_1(RP") ist
zumindest torsionsfrei. Also betrachten wir
0 —— Z/2Z®; M —— Hp(RP",M) —— 0
0 —— Hi 1 (RP"; M) —— Torg(Z/2Z,M) —— 0

und erhalten in beiden Fillen den Modul M. Fiir ungerade n ist aulerdem H,,(RP™; M) = M wie
im Fall £ = 0. Insgesamt gilt also

M fir0<k<n,und

Hy(RP™; M) = {0 sonst

genau wie Ubung .
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3.84. BEMERKUNG. Im Beweis von Satz haben wir nur ausgenutzt, dass es einen freien
Kettenkomplex (Cs, ds) gibt, dessen Homologie gerade H,o(X) liefert, und dass sein Tensorprodukt
mit M einen Komplex (Co @ M, 0e ® idps) mit Homologie He(X; M) ergibt. Mit dem gleichen
Beweis erhalten wir daher analoge kurze exakte Sequenzen fiir die Homologie von Paaren und fiir
die singuldre reduzierte Homologie.

0— Hy(X,A;R) ®@r M — Hp(X,A; M) — Torg(Hg—1(X,A;R), M) — 0, (1)
0 — Hp(X;R) ®r M — Hy(X; M) — Torg(Hy_1(X;R),M) = 0. (2)
Auch der zelluliire Kettenkomplex (CEW (X; R), dSW) besteht aus freien R-Moduln, und wir erhal-
ten eine kurze exakte Sequenz
0— HSW(X;R)@pr M — HZWY(X; M) — Torg(HZY (X; R), M) = 0, (3)
und analog fiir die Komplexe aus Bemerkung

Im nichsten Beispiel nutzen wir aus, dass die universelle Koeffizientensequenz auch fiir die
zellulare Hohomologie gilt, die wir leichter ausrechnen kénnen.

3.85. BEISPIEL. In diesem Beispiel beschéftigen wir uns auch mit der Natiirlichkeit der univer-
sellen Koeffizientensequenz. Es sei M;' der Moore-Raum aus Ubung [3.145, mit

~ o~ |ZJ/KZ firi=mn ,und
HZCW(MR) - {O sonst .

Das n-Skelett von M;" ist hom6omorph zu S™, mit Quotient M;'/S™ = S+l Es sei F: M — Sntl
die Quotientenabbildung. Wir erhalten die reduzierten zellularen Kettenkomplexe

0 M 8”;1 M < 0
l Fymt1) l:idM l
0 M 0

mit Koeffizienten M fiir M]' in der oberen und fiir S+l in der unteren Zeile.
Der Einfachheit halber sei k = p prim und M = Z/pZ. Die universelle Koeffizientensequenz ist
natiirlich, also erhalten wir in Grad n + 1 ein kommutatives Diagramm
—_— —_— ~ —_—
0 —— AWM @M —2s HSW (M M) —— Torg(ASY (M), M) —— 0

Ol F*("+1>l:idM lo

0 —— FISX‘{(S”“)@ZM _— ﬁgﬂ(S”“;M) —_— TorZ(ﬁSW(S”“),M) — 0,
= —_—— 0 ~———
~M ~M =0

da Fly(n41) = idpy. Beide Sequenzen spalten auf eindeutige Weise wie im folgenden Diagramm.

id M

0 M < M
| [ ]
M Sy 0

Keines der beiden Quadrate kommutiert, das heifit, die Spaltung in Satz ist nicht natiirlich.
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3.86. BEMERKUNG. Also liefert Satz zwar eine Zerlegung von He(X; M) als direkte Sum-
me, sagt aber nicht genug tiber Abbildungen Fi: He(X; M) — Ho(Y; M) aus. Als Blockmatrix
geschrieben erhalten wir nur

F,, @pridy * H,(X;R)®r M H,(Y;R)®@r M
: D — D
0 TorR(F*(n,l), idas) Torp(Hpn—1(X;R), M) Torg(H,—1(Y; R), M)

Die linke Spalte wird durch das linke Quadrat im Diagramm
0 —— Hk(X; R) QrM —— Hk(X; M) —_— TOI‘R(kal(X; R), M) — 0

F*k®idjwl l lTOI”R(F*(k—l)JdM)

0 —— Hk(Y,R) Qr M —— Hk(Y7M) —_— TOI'R(kal(Y;R),M) — 0

festgelegt, wonach Hy(X; R) ® g M C Hy(X; M) von F, ® idy auf Hi(Y; R) g M C Hy(Y; M)
abgebildet wird. Die untere Zeile der obigen Matrix kommt vom rechten Quadrat im Diagramm,
wonach das Bild in Torg(Hy_1(Y; R), M) nur von Torg(Hy_1(X; R), M) bestimmt wird. Uber die
rechte obere Ecke erhalten wir keine Aussage. Also legt der Funktor He( - ; R) den Funktor He(-; M)
nur auf Objekten bis auf Isomorphie eindeutig fest, auf Morphismen jedoch nicht.

3.9. Homologie von Produktriumen

In diesem Kapitel beweisen wir die Kiinneth-Formel, die die Homologie eines topologischen
Produktes mit dem Tensor- und dem Torsionsprodukt der Homologien der Faktoren in Beziehung
setzt. Die Kiinneth-Formel hat die gleiche Struktur wie die universelle Koeffizientensequenz aus
Satz Eine gute Referenz fiir diesen Abschnitt ist das Buch von Spanier [S].

3.87. DEFINITION. Es seien (C,, ) und (C}, d,) zwei Kettenkomplexe iiber R, dann definieren
wir ihr Tensor- und ihr Torsionsprodukt durch

(Co®rCNk= P Ca®rC, und  Torg(C,C')y = @ Torg(Ca,Cp)
a+b=k a+b=k
mit den Randabbildungen
02d)= P G.®ide + (=1)"de, ® 9)
a+b=k

Torp(9,d)k = @ (Torg(da,idey) + (=1)* Torp(ide,, 9)) -
a+b=k

Die Vorzeichen sind so gew&hlt, dass
(0®0)o(0®d )k
— @ ((—1)“*1(10100_1 ® ) 0 (0a @idey) + (9a @idey_ ) o ((—1)*(idc, ® 8{,))) =0.
a+b=k+1

Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz. Dabei fassen wir He(X; R) und He(Y;R) als
Kettenkomplexe mit trivialem Randoperator 0, = 0 auf.

3.88. SATZ (topologische Kiinneth-Formel). FEs seien X, Y topologische Rédume und R ein
Hauptidealring. Dann existiert eine natirliche exakte Sequenz

0= (H(X:R) @g H(Y; )y — Hy(X x Y3 R) = (Torg(H(X; R), H(Y'; R)))g_1 — 0
fiir alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natirliche Weise.
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Wir verallgemeinern diesen Satz spéter auch fiir Paare topologischer Raume, auflerdem kénnen
wir gewisse Koeffizienten zulassen. Der Beweis besteht aus zwei Schritten. Zun#chst zeigen wir
analog zu Satz dass die Homologie eines Tensorproduktes von Komplexen in einer kurzen
exakten Sequenz mit Tensor- und Torsionsprodukt der Homologien der Faktoren steht. Anschlieend
beweisen wir den Satz von Eilenberg-Zilber, wonach der singulidre Kettenkomplex eines Produktes
kettenhomotopiedquivalent zum Tensorprodukt der singuldren Kettenkomplexe der Faktoren ist.

3.89. SATZ (algebraische Kiinneth-Formel). Es seien (Ce,ds) und (C,,d,) zwei Kettenkompleze
iiber einem Hauptidealring R, und C} sei frei fir alle b € Z. Dann existiert eine natirliche kurze
exakte Sequenz

0 — (H(C4,04) ®r H(CL,0,))k == Hi((Co,06) ®R (C1,0L))
— Torg(H(Ce,s), H(CL,0.))k—1 — 0
fiir alle k, mit p([c]@[]) = [e®]. Wenn auch C,, fiir alle a € 7 frei ist, spaltet die obige Sequenz,

aber nicht auf natirliche Weise.

BeEwEIs. Wir kopieren den Beweis von Satz[3.82] Es bezeichnen Z, und B, die Unterkomplexe
der Zykel und Rénder von (C},d,), jeweils mit trivialem Randoperator. Nach Voraussetzung und
Bemerkung sind alle Z}, und Bj, C C}, frei. Wir erhalten spaltende kurze exakte Sequenzen

a/
0— 2, —Cp, 5B, ,—0 (1)

+(ido®0")
—

und 0— (C® Z/)k — (C@ C,)k (C® B,)k,1 — 0,

etwa, indem wir ein Rechtsinverses s;: Bj,_; — C). zu ), konstruieren. Das Vorzeichen von (id¢ ®
)k hingt wie in Definition vom Grad in C, ab. Das Schlangenlemma liefert die lange
exakte Sequenz

oo = H((Co, 0s) @R (Z,,0)) — Hi((Ce, 0s) @R (C4,05))

s Hy 1 ((Co, 80) @5 (BL,0)) S8 1 ((Co, 00) @R (Z0,0)) —> ...

Wie im Beweis von Satz iiberpriift man, dass die Inklusion j,: B, — Z. den Verbindungsho-
morphismus induziert.

Da die Komplexe Z, und B, keinen Randoperator haben und frei sind, folgt mit Satz oder
direkt wie in Bemerkung , dass

H((Co,00) ®R (Z,,0)) = (H(Cs,00) ®R Z, )i
und Hi((Ce,0s) ®Rr (BL,O)) = (H(Ce,00) @R Bi)k .

Wir erhalten also eine kurze exakte Sequenz

1

0 — coker(id (e, 0,) @ )k — Hi((Co,8a) @R (Cy, 8,)) — ker(idp (e, 0,) @ J)k-1 — 0.
Indem wir die freie Auflésung
0 «— Hy(Cl8,) — Z, & Bl «—0
betrachten, schlieffen wir, dass
coker(id (¢, 0,) ® 7))k = (H(Ce, 06) @r H(Cy,d4))k
und ker(idg(c,,0,) ® J)k—1 = Torgr(H (Cs, ), H(CL,0))k-1 -

Damit ist die Exaktheit der Sequenz in der Proposition bewiesen. Man iiberzeugt sich, dass die
Abbildung u die obige Gestalt hat.
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Wenn C, und C’, frei sind, spaltet und die analoge Sequenz fiir Cy. Also finden wir Linksin-
verse pe: Co — Zo und pl,: C, — Z, zu den Inklusionen Z, — C4 beziehungsweise Z, — C,. Dann
ist (p ® p')e ein Linksinverses zu pu, falls wir zeigen koénnen, dass p auf He((Ce, ds) ®@p (C.,d.))
wohldefiniert ist. Aber das ist der Fall, denn

(pRP)0c®C' +CRIC') € Be®Zy+ Ze @ B, € ker(Ze @ Z, — He @ HY) .
Also spaltet in die Sequenz in diesem Fall, und die Proposition ist bewiesen. O

Um zu verstehen, warum die Spaltung nicht immer natiirlich ist, ersetzen wir Beispiel [3.85] den
Modul M = 7Z/pZ durch den freien Komplex

(CL,0,) = (0 +— Z 2 Z +— 0)

mit Hi(C,,0,) = M fiir k = 0 und 0 sonst. Damit erhalten wir das gleiche Diagramm fiir die
Homologie-Moduln wie im Beispiel.

Als néchstes miissen wir zeigen, dass die Komplexe Co(X X Y; R) und Co(X;R) ®r Co(Y; R)
kettenhomotopiedquivalent sind. Die entsprechenden Kettenabbildungen lassen sich mit etwas Miihe
von Hand konstruieren. Einfacher geht es mit der Methode der azyklischen Modelle.

3.90. DEFINITION. Es sei C eine Kategorie und M objC eine Menge von Objekten.
(1) Ein Funktor F: C — Modg heift frei mit Modellen M, wenn Familien (M;);cr und (m;)ier
mit M; € M und m; € F(M;) fiir alle i € I existieren, so dass
f(X) = ({ff(mz) | 1€ I,f € homc(Mi,X)})R

fiir alle Objekte X von C gilt. In diesem Fall heifit (m; € F(M;));cr eine Basis von F.
(2) Ein Funktor F,: C — Chpg hei3t frei mit Modellen M, wenn alle Fj.: C — Modp frei mit

Modellen M sind. Wir nennen F, frei mit azyklischen Modellen M, wenn Fj(X) = 0 fiir

alle Objekte X und alle £ < 0, und wenn Hy(F,(M)) = 0 fiir alle M € M und alle k # 0.

3.91. BrispiEL. Wir betrachten zwei Beispiele dieser recht allgemeinen Konstruktion.
(1) Essei C = Top und M = { A¥ | k > 0} C obj Top. Der singuliire Kettenfunktor Cy ist frei,
dazu wihlen wir als Basis von Cy das Element idxr € Ci(A*; R), denn
Ci(X5 R) = (Sk(X))r = ({opsidar | o € COAN X)) n
Aulerdem gilt C(X; R) fiir alle £ < 0 und
Hj(Co(A%; R),04) = Hj(%; R) = 0

fiir alle j # 0, also ist Cy( -; R) ein freier Funktor mit azyklischen Modellen { A* | k > 0}.

(2) Es sei C die Kategorie mit nur einem Objekt * und einem Morphismus id.. Ein Funk-
tor F: C — Chpg ist also nur ein Kettenkomplex (M,,ds) = Fox. Er ist frei mit Model-
len {+}, wenn alle Mj, frei sind, als Basis wéhle je eine Basis (my;)ics, von My = Fjx.
Er ist frei mit azyklischen Modellen {*} genau dann, wenn (M,, d,) eine freie Auflésung
von Hy(M,, ds) € Modp, ist.

3.92. BEMERKUNG. Es sei F: C — Modpg ein freier Funktor mit Modellen M und Basis (m; €
FM;)ier. Sei jetzt g € home(X,Y) ein Morphismus, dann erhalten wir die Wirkung von Fg auf
Basiselemente F f(m;) € F(X) fir f € home(M;, X) und ¢ € I durch

Fg(Ff(ms)) = F(go f)(mi) € F(Y),
also bildet Fg¢ Basiselemente auf Basiselemente ab. Im obigen Beispiel erhalten wir gerade
9#k(0) = gyr(oyridar) = (g0 o)yridar = goo
wie in Definition B.371
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3.93. SATZ (Azyklische Modelle). Es seien Fo, Fo: C — Chpr zwei freie Funktoren mit azykli-
schen Modellen M C objC. Es sei f: Hyo Fe — Hy o F, eine natiirliche Transformation. Dann
existiert eine natirliche Kettenabbildung fo: Fo — Fi mit fso = Hofe = f, und je zwei solche
natirlichen Kettenabbildungen sind auf natirliche Weise kettenhomotop.

Insbesondere legt f = Hyfe damit eindeutige natiirliche Transformationen Hy fo fiir alle £ > 1
fest, die nicht von der Wahl der Kettenabbildung f, abhéngen.

Im Beispiel reduziert sich dieser Satz auf das Lemma itber Abbildungen zwischen
freien Auflosungen. In der Tat ist der Beweis dieses Satzes eine Verallgemeinerung des obigen
Beweises.

BEWEIS. Wir definieren zwei neue Funktoren Fo, F'o: C — Chp, indem wir fiir alle X € objC
den Komplex Fo(X) durch HpFe(X) augmentieren:

Dann sind Fo(M), F'o(M) fiir alle Modelle M € M azyklisch, sogar in Grad 0.

Wir konstruieren induktiv natiirliche Transformationen fi: Fj — F'j, so dass insgesamt eine
natiirliche Kettenabbildung f,: Fe — F'e entsteht. Dabei ist f_; = f bereits vorgegeben. Fiir k >
0 ist Fj = Fy frei, also gilt

Fir(X) = ({ Fra(mp;) | i € I und a € home(My, X) }) .

wobei (mkl € Fk(Mk,i))ieIk eine Basis von Fj, ist. Es reicht also, fi x: Fi(X) — F(X) auf den
genannten Basiselementen festzulegen. Nun soll fi aber natiirlich sein, das heifit, fiir jedes ¢ € I
und jedes a € home (M, ;, X) soll das linke Quadrat im Diagramm

FeMy; 22 Fox 2 By

fk,M,ml J/fk,X lfk,Y
, Fia , Fr.9 ,
FpMp; —— FL X —— F.Y

kommutieren, also reicht es, mﬂm = fr, M,”(mlm) S F,’ngyi festzulegen. Wir erhalten dann wohlde-
finierte R-lineare Abbildungen fj x mit

frx (Fra(my)) = Fra(my;) .
Insgesamt erhalten wir eine natiirliche Transformation fi, denn fiir g € home(X,Y") folgt
(Frg © frx)(Fra(mis)) = Fi(g 0 a)(frnr, , (mii)) = (fry © Frg)(Fra(ma;))

fiir alle Basiselemente wie im obigen Diagramm, also F,g o fr x = fiy © Fig.
Wir nehmen an, dass fr_; bereits konstruiert ist, und zwar natiirlich, und so, dass

10 from1 = fr—200k—1: Foe1 = Fn -
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Fiir £ — 1 = —1 gilt das bereits, hier beginnt also unsere Induktion.

8k—l 8k
Fr—oMy; —— Fr1 My ; —— Fir. My,

|
Jfk&Mk_ Jfkl,]\/]k_ | S, My,
1 K2 | 1
/ B / O /
Fr—oMyi ——— Fp My ——— F My

+

Fir my,; € FjMy,; suchen wir ein Bild m?m € Fi My ;, so dass
Ny = fro—1,0m,, (Opmip) -
Nach Voraussetzung ist ?,Mk,i azyklisch, also finden wir mﬁm, da
10 fr100k = fro00k_ 100, =0: Fp = Fj_o .

Also erhalten wir eine natiirliche Transformation f; mit fi ar, , (M) = m;“ wie oben.

Im folgenden Diagramm kommutieren die Quadrate rechts und links wegen der Natiirlichkeit
von fi und fr_1. Die Quadrate oben und unten kommutieren, da F und F’ Funktoren sind. Das
vordere Quadrat kommutiert nach Wahl von mﬁm = f, My.i (my;) dann, wenn wir oben rechts my, ;
einsetzen.

0,
Fr1X — Fr X

fk_la/ o ]—'ka/
Fr—1 My ; Fi My ; Fix
fre—1,x L// fkv*Mki
fk71,MkZ_ I,c—lX a/ ]_—’ng

%
/.7:1;_1(1 /’Flga
! !
Fro1 My e F My ;

k

Daraus folgt

(O © fu.x)(Fra(mp;)) = (0 o Fra)(my, ;) = (Fi_1a 0 dy)(my ;)
= Fr10(fre—1,0, (Okmp i) = fro1,x ((Fe—1a 0 O) (M) = (fr—1,x © Op)(Fralme;)) ,
somit gilt
O o fox = fe—1,x 00k Fr, — Fr_q -
Also erhalten wir am Ende eine natiirliche Kettenabbildung f, wie behauptet. Weglassen von f_;
liefert die gesuchte natiirliche Kettenabbildung f, mit Hyfe = f.

Zur Eindeutigkeit sei f': C — Chpg eine weitere natiirliche Kettenabbildung mit Hyf, = f.
Gesucht ist also eine natiirliche Kettenhomotopie he mit hy: F, — F, 41~ Wir gehen wie oben

71 Fo, F'e iiber und starten mit h_1 = 0: HoFe — F).



Sei induktiv hg_q bereits konstruiert, so dass
St — fom1 = 0 0 hj—1 + hig—2 0 Oy .

Fiir my; € FyMy,; suchen wir nj ; € Fp i My; mit
D1y = (o — fr — P10 O) (mps) € FiMp .
Da ?,Mkﬂ- azyklisch ist, finden wir solch ein ngm., denn es gilt

Oo(fr—fe—he—100k) = (fl_1— fkm1 — O 0 hk_1) 00k = ht_200k_100,=0.

Mit den gleichen Argumenten wie oben konstruieren wir ein natiirliches hy: Fj, — F | und iiber-
priifen, dass es fiir alle Objekte X die Kettenhomotopiebedingung in Grad k erfiillt. Insgesamt
erhalten wir he, und Weglassen von h_; = 0 liefert die gesuchte natiirliche Kettenhomotopie he. [J

3.94. BEMERKUNG. Im obigen Beweis haben wir nicht alle Voraussetzungen ausgenutzt. In
Wirklichkeit reicht es, wenn

(1) der Funktor F, frei ist mit Modellen M,
(2) fiir alle k¥ < 0 der Funktor Fj;, = 0 verschwindet, und
(3) die Modelle M € M nur HxF,M = 0 fiir k # 0 erfiillen.

Da wir in den Anwendungen iiblicherweise natiirliche Transformation sowohl von F, nach F, als
auch umgekehrt von F, nach F, suchen, gewinnen wir nichts, wenn wir die iiberfliissigen Voraus-
setzungen weglassen.

Der folgende Satz ist eine schone Anwendung der Methode der azyklischen Modelle:

3.95. SaTz (Eilenberg-Zilber). Es seien X, Y topologische Riume, dann sind Ce(X X Y; R)
und Co(X; R) ®r Co(Y'; R) natiirlich kettenhomotopiedquivalent.

BEWEIS. Wir betrachten die Kategorie C = Top x Top mit
objC = obj Top x obj Top und home((U, X), (V,Y)) = hom, (U, V) x homr,, (X,Y)
fiir alle U, V, X und Y € obj Top. Als Modelle wéhlen wir
M ={(A* A |k, 0 >0} cobjC.

Wir betrachten zuerst den Funktor Fo = Ce(- X -;R): C — Chpg. Ein singuldres Simplex o €
Sk(X xY) hat die Form

J(t) = (Ux<t),0y(t)) = (Ux,ay) o 5Ak: Ak - X xY s
hierbei ist I+ die Diagonalabbildung
San: AF 5 AR AP mit Sak(t) = (1) .
Also ist F, frei mit Basis dax € Cp(AF x AF; R) = Fp(AF, AF), und (AF, A*) € M. Offensichtlich
gilt Fr(X,Y) = Cx(X xY;R) =0 fiir k£ < 0, und
Hj(Fo(A", A") = Hj(AF x A% R) = Hj(x; R) = 0

fiir alle j # 0. Also ist F sogar frei mit azyklischen Modellen.

Unser zweiter Funktor ist F, = Co(-; R)®rCe(-; R). Da Co(X; R) und Cy(Y'; R) frei sind nach

Beispiel , ist Co(X; R) ®r Cp(Y; R) frei mit Basis (0 xxidae ® oygidas)oyes, (x).0y €S, (V)-
Als Basis fiir Fj, erhalten wir dementsprechend

(idae @ idab)arp— ~ mit  idae ®@idas € Co(A%; R) @ Cy(A% R) = FL(AY, Ab) .
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Also ist auch F. frei mit Modellen M. Fiir k < 0 ist
FUX,Y)= P Cu(X;R) @R Cy(Y;R) =0.
a+b=~k

Fiir unsere Modelle (A*, A?) gilt
Fi(AF,A%) = (C(A% R) ©r C(A% R))

j )
und die algebraische Kiinneth-Formel liefert die kurze exakte Sequenz
0 — (H(A* R) g H(A% R)); — H;(Fu(AF, AY) — Torg(H(AF; R), H(A%; R));—1 — 0.

Das Torsionsprodukt verschwindet immer, da die Homologiemoduln von AF ~ s ~ A’ stets frei
sind, und das Tensorprodukt H,(A*; R) ® g Hy(AY; R) verschwindet aufler fiir a = b = j = 0, also
ist auch F, frei mit azyklischen Modellen.

Sowohl Hy(X x Y; R) als auch Ho(X; R) ®r Ho(Y; R) sind frei erzeugt von dem Produkt der
Mengen der Wegzusammenhangskomponenten von X und Y, siehe Satz Also finden wir einen
natiirlichen Isomorphismus f: HyoF, — HpoF, mit Inversem g. Wir kénnen f und g auch explizit
angeben; wie im Beweis des Satzes iiber azyklische Modelle miissen wir dazu nur fy und gg
auf einer Basis von Fy beziehungsweise F) angeben. Wir setzen

fo(Bp0) = idpo @idpo € FHAY,AY)  und  go(idpo @ idpo) = dp0 € Fo(A%, A?) .

Um zu priifen, dass fo und go Réander auf Rénder abbilden, reicht wegen Natiirlichkeit wieder aus,
zu priifen, dass

fo(D10a1) = 01(10 ® idar +ida1 ® 11) € Co(AL; R) @ Co(AY; R)
g0(0(idp1 @ idpo)) = 01 (idar x idpao) € C1(A! x A% R) |
g0(0(idpo @ ida1)) = 0y (idpo x ida1) € C1 (A% x AL R) |

wie in den folgenden Bildern.

idAl X1
N

. idAI XidAo . .
LodeAl 1 Al —— ldA()deAl
Al

Al

Wir wenden Satz auf f und g an und erhalten natiirliche Kettenabbildungen fo: Fo — F,
und ge: F, — Fe. Da

H()(g.of.) :gof:ing]-'. :Hoid]-‘. und Ho(f.og.) :fog:idHo]:‘ :Hoid]:‘ y

ist ge © fo zu idr, und fe 0 ge zu id].-; natiirlich kettenhomotop. Also sind f, und g, natiirliche
Kettenhomotopieiquivalenzen. ]

BEWEIS DER TOPOLOGISCHEN KUNNETH-FORMEL [3.88 Der Komplex Co(X X Y'; R) ist nach
Satz natiirlich kettenhomotopiedquivalent zu Ce(X; R)@rCe(Y; R). Also folgt die topologische
Kiinneth-Formel aus der algebraischen in Satz Da die Komplexe Co(X; R) und C,o(Y'; R) beide
frei sind, spaltet die Sequenz, wenn auch nicht auf natiirliche Weise. O
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3.96. BEISPIEL. Die natiirlichen Transformationen f, und g, im Beweis des Satzes [3.95] von
Eilenberg-Zilber lassen sich auf verschiedene Weisen explizit auf Basiselementen angeben. Wir be-
trachten hier eine spezielle Moglichkeit, fo: Co(+ X -5 R) — Co(-; R) ®r Co( - ; R) zu konstruieren.
Fiir alle 0 < 7 < k konstruieren wir zwei affine Abbildungen U//w‘: A — AF und a,’;i: AF=t 5 AF
mit

oy.i(to, ... ti) = (to,...,t;,0,...,0) und oy i(to, - te—i) = (0,...,0,t0, ..., th—q) .

Dann existiert eine natiirliche Transformation f wie im Beweis von Satz [3.95] mit
k k
frar(@ar) =) oi; @ 0f; € P Co(A% R) @r Co(AN R) .
i=0 i=0
Wir iiberlassen es als Ubung, zu priifen, dass dadurch ein geeignetes f, festgelegt wird.

3.97. BEMERKUNG. Das topologische Produkt ist bis auf natiirliche Homéomorphismen kom-
mutativ und assoziativ. Das gleiche gilt fiir das Tensorprodukt von Komplexen bis auf natiirliche
Isomorphismen. Man kann zeigen, dass die beiden folgenden Diagramme bis auf natiirliche Ketten-
homotopien kommutieren.

1R

Cu((X X Y) x Z; R) Cu(X x (Y x 2); R)
1/ -
Co(X XY R) ®p Co(Z; R) Co(X; R) ®r Co(Y X Z; R)
foid\_ s,
(C.(X,R) ®R Co(YvR)) ®R C.(Z; R) = Co(XaR) ®R (C.(Y,R) ®R C.(Z; R))
Cuo(X X Y: R) = Cu(Y % X;R)
‘| |»

Cu(X:R) ®p Co(Y; R) — Cu(Y; R) @ Co(X: R)

Dabei werden (p, und e gegeben durch
pirjrr((a®b)®c)=a@(bec) und Y (a®b) = (-)7bea
fir alle 4, j,k € Ng und a € C;(X; R), b€ C;(Y; R) und ¢ € Cr(Z; R).

Bevor wir den Satz von Eilenberg-Zilber und die Kiinneth-Formel auf Paare und auf reduzierte
Homologie verallgemeinern, fithren wir den folgenden praktischen Begriff ein.

3.98. DEFINITION. Eine Kettenabbildung fe: (Ce,ds) — (C.,0.) heiit Quasiisomorphismus,
wenn die induzierte Abbildung

furt Hi(Co, 0s) — Hi(Cy, 0,)
fiir alle £ € Z ein Isomorphismus ist.

3.99. BEMERKUNG. (1) Jede Kettenhomotopiedquivalenz ist ein Quasiisomorphismus.

(2) Jede Kettenabbildung zwischen azyklischen Komplexen ist ein Quasiisomorphismus.

(3) Seien F,, F,: C — Chp freie Funktoren mit azyklischen Modellen, und sei fo: Fo — F,
ein natiirlicher Quasiisomorphismus. Dann hat Hj f, ein natiirliches Inverses g: HoF, —
HyF,, und Satz liefert eine natiirliche Fortsetzung ge: Fe — JF. von g zu einem Ket-
tenhomotopieinversen go von f,, also ist f, in diesem Fall eine Kettenhomotopieiquivalenz.
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(4) Es seien (Ae,0s) C (Ce,06) und (4, d,) C (Cy, d,) Unterkomplexe und fo: Co — C eine
Kettenabbildung mit fe(As) C A,. Es sei f,: Co/Ae — C,/A, die auf den Quotienten
induzierte Abbildung. Das Schlangenlemma [3.44] liefert ein kommutatives Diagramm

.~ Hyy(Ae, 80) — Hy(Ca,8a) — Hi(Co/Ae,80) 25 Hy_1(Aa,80) —> ...

|ta. |~ |7 |10

a/
. — Hyp(AL,0L) — Hy(CL,0.) — Hyp(CL/AL,0L) — Hy_1(AL,0L) — ...

Aus dem Fiinferlemma [3.56] folgt: _
Wenn zwei der drei Kettenabbildungen fo, fe|4, und f, Quasiisomorphismen sind,
dann auch die dritte.

Als néchstes wollen wir zwei Varianten vom Satz von Eilenberg-Zilber angeben: eine fiir Paare,
und eine fiir die reduzierte Homologie. Den Begriff des guten Paares hatten wir in Definition [3.9
kennengelernt.

3.100. FOLGERUNG (Eilenberg-Zilber fiir Paare). Es seien (X, A) und (Y, B) Paare, so dass
jeweils entweder (X, A) gut oder A C X offen ist und (Y, B) gut oder B C'Y offen ist. Dann gibt
es einen natirlichen Quasiisomorphismus

Co(X,A; R) @R Co(Y,B;R) — Co(X XY, AXxY UX x B;R) .
Wie in Satz ergibt sich mit Satz daraus eine natiirliche, kurze exakte Sequenz

0— (H(X,A;R)®r H(Y,B;R)), — Hp(X XY, AxY UX x B;R)
— Torg(H (X, A; R), H(Y,B;R)), , —0.
Wie immer spaltet diese Sequenz, aber nicht auf natiirliche Weise.

BeEwEIs. Der Einfachheit halber schreiben wir den Koeffizientenring R nicht mehr mit. Wir
beginnen mit dem Fall, dass A C X und B C Y beide offen sind. Betrachte die Unterkomplexe

Ce(AXxB) C Co(AXY)+Ce(X xB) C Co(AxYUXxXxB) C Co(XXxY).

Wir beweisen zuniichst eine Mayer-Vietoris-Sequenz fiir den Raum A x Y U X x B. Wenn A C X
offen ist, ist auch

AXY=(AxYUXXxB)NAXY CAxYUX xB

offen nach den Definitionen und der Produkt- und der Unterraumtopologie. Wenn B C Y
ebenfalls offen ist, erhalten wir nach Folgerung die Mayer-Vietoris-Sequenz

oo — Hp(AX B) — H(AXY)® Hpy(X x B) — Hy(AxYUX x B) — ... (1)

Falls (X, A) gut ist, sei U C X eine offene Umgebung von A in X und h: U x [0,1] — U eine
Deformationsretraktion, also hg = h(-,0) = idy, imh; = A und hy|4 = id4 fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann
ist analog wie oben A x Y abgeschlossen in A x Y U X x B, und A x Y UU x B ist eine offene
Umgebung von A x Y. Die Abbildung

h x idy [(axyurxB)x[0,1]
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ist eine Deformationsretraktion von A X Y UU x B auf A x Y.

Analog verfahren wir, wenn (Y, B) ein gutes Paar ist; dazu sei V' C Y die entsprechende
Umgebung von B. Schliefflich ist dann auch A x B Deformationsretrakt von

(AxVUUXxB)=(AxYUUxB)N(AxVUX x B).
Somit erhalten wir die Sequenz (1)) aus der Mayer-Vietoris-Sequenz fiir die Vereinigung
(AxYUXXxB)=(AxYUUxB)U(AxVUX x B),

indem wir die obigen offenen Mengen durch ihre jeweiligen Deformationsretrakte ersetzen.
Die kurze exakte Sequenz

00— Ce(AXB) — Ce(AXY)BCoe(X X B) — Coe(AXY)+Co(X xB) — 0

liefert mit dem Schlangenlemma |[3.44] eine lange exakte Sequenz

.~ Hy(AX B) — Hy(AXY)® Hy(X x B) — Hy(Co(AXY) + Co(X x B)) —> ...

H H -

. —> He(AX B) — Ho(AXY)® He(X X B) — H,(AXxYUX x B) — ...

In der unteren Zeile steht die Mayer-Vietoris-Sequenz , und mit der Abbildung i, erhalten wir
ein kommutatives Diagramm. Aus dem Fiinferlemma folgt, dass

lo: Coa(AXY)+ Co(X x B) — Ce(Ax Y UX x B)

ein Quasiisomorphismus ist. Wir fassen beide Seiten als Unterkomplexe von Ce(X x Y) auf und
erhalten mit Bemerkung (), dass die natiirliche Abbildung

Co(X X Y;R) N Co(X X Y;R)
CoAXY;R) +Co(X xB;R)  Co(AxYUX x B)

1

Do Coe(X XY, AXYUX x B)

ein Quasiisomorphismus ist.
Aus dem Satz von Eilenberg-Zilber erhalten wir eine natiirliche Kettenhomotopiedquivalenz

Jo: Co(X)RCe(Y) — Co(X xXY).
Aufgrund der Natiirlichkeit von ge erhalten wir durch Einschrénkung
Go: Co(A) @ Ce(Y) — Co(A X Y)
und Go: Co(X) @ Co(B) — Co(X x B) .

Da beide wieder wegen Natiirlichkeit auf dem Durchschnitt Co(A)®C,(B) iibereinstimmen, erhalten
wir auch

Go: Cu(A) @ Co(Y) + Cu(X) @ Co(B) — Co(A X Y) + Co(X x B).
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Analog erhalten wir f, jeweils in der umgekehrten Richtung. Da auch die Kettenhomotopien zwi-
schen f, 0 go beziehungsweise g, 0 fo und der jeweiligen Identitét natiirlich sind, sind ge und fo zwi-
schen je zwei ,,passenden* Komplexen zueinander kettenhomotopieinvers. Mit Bemerkung
erhalten wir einen wohldefinierten Quasiisomorphismus
CCe(X) _ Co(Y) Co(X) @ Co(Y) Co(X xY)
9 CoA) © Ca(B)  Cua(A) @ Ca(Y) + Ca(X) @ Ca(B)  ColAXY) + Ca(X x B

Wir verketten g und p, und erhalten den gesuchten Quasiisomorphismus

De0Ge: Co(X,A) @Ce(Y,B) — Co( X xY,AXxY UX X B). O

~

Wir betrachten das Bouquet oder Wedge-Produkt aus Definition [2.48] als Teilmenge
(X,zo) V (Y,yo) Z{ao} xYUX x{zo} C X xY .
3.101. DEFINITION. Das Smash-Produkt zweier punktierter Rdume ist definiert als Quotient
(X, 20) A (Y,90) = (X x ¥)/((X.20) V (Y,90)) -

Zo

Y XVY

Yo XAY

X

3.102. BEMERKUNG. Wie in Definition wéhlen wir den Punkt A/A als Basispunkt des
Quotienten X/A und schreiben ihn nicht mit. Insbesondere hat ein Smash-Produkt X AY die
Klasse des Wedge-Produktes X VY C X x Y als Basispunkt. Man iiberpriift leicht, dass unter der
Abbildung X xY — (X/A) A (Y/B) genau die Teilmenge A x Y U X x B auf den Basispunkt
abgebildet wird. Mit Hilfe der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie aus Satz
lasst sich zeigen, dass die Raume

(X/A) N (Y/B) und (X xY)/(AxYUX x B)
natiirlich homéomorph sind.

3.103. BEISPIEL. Es gilt S™ A S™ =2 §™+". Dazu schreiben wir S¥ = [0, 1]¥/9(]0, 1]%) fiir alle k
mit
0([0,1%) = { (z1,...,z) € [0,1]* | z; € {0,1} fiir mindestens ein i } .
Dann gilt
(9[0,1]™ x [0,1]™) U ([0, 1]™ x 8([0,1]™)) = O([0,1]™™) .

Jetzt folgt unsere Behauptung aus der obigen Bemerkung.
Nach Definition ist ein Raum (X, zg) gut punktiert, wenn das Paar (X, {zo}) gut ist.

3.104. FOLGERUNG (Kiinneth-Formel fiir reduzierte Homologie). Es seien (X, zg), (Y,yo) gut
punktierte topologische Rdume und R ein Hauptidealring. Dann existiert eine natiirliche exakte
Sequenz

0— (H(X;R)®@r H(Y;R)), — Hp(X NY; R) — Torg(H(X;R),H(Y;R)), , — 0
fiir alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natirliche Weise.
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BEwEILs. Wir miissen nur zeigen, dass

Ho(X NY;R) 2 Ho(X xY,XVY;R), (1)
dann folgt unsere Behauptung aus Bemerkung , wonach

Ho(X;R) = Ho(X {zmo}; R) |
der algebraischen Kiinneth-Formel und der relativen Fassung [3.100] des Satzes von Eilenberg-
Zilber fiir die Paare (X, z¢) und (Y,yp). Leider kénnen wir nicht unmittelbar aus Satz [3.57]
folgern, wonach

ﬁ.(X/A; R) = Ho(X, A R)
fiir gute Paare (X, a), da das Paar (X x Y, X VY') moglicherweise nicht gut ist.

Wir gehen analog zum Beweis von Satz vor. Auflerdem lassen wir die Koeffizienten R
fiir die Dauer des Beweises wieder weg. Da (X, z) und (Y,yo) gut punktiert sind, finden wir
offene Umgebungen U von zgp und V von yp mit Deformationsretraktionen h: U x [0,1] — U
auf zo und k: V x [0,1] = V auf yo. Wir erhalten Deformationsretraktionen h x id, von U x Y
auf {zo} xY und idx x k von X xV auf X x {yp}. Den Raum U x V ziehen wir mit h x idy zunéchst
auf {zo} x V und dann mit idy,, x k weiter auf den Punkt (2o, yo) zusammen. Wir vergleichen die
Mayer-Vietoris-Sequenzen

s Hy(UxV) —— Hy(UxY)®H (X xV) —— Hy(UxYUX xV) —> ...

und schlieffen mit dem Fiinferlemma, dass
H(UXxYUX X V)X Hy(XVY).

Wenn wir das Fiinferlemma nochmals wie in Bemerkung auf die Homologiesequenzen der
Paare (X x Y, X VY) - (X xY,U x Y UX x V) anwenden, erhalten wir einen natiirlichen
Isomorphismus

Ho(X xY,XVY)2 H(X xY,UxYUX x V).

Wir konnen das obige Argument auch im Smash-Produkt X A'Y durchfithren, indem wir den
Teilraum X V'Y zu einem Punkt zg identifizieren. Dazu betrachten wir das Diagramm

Uxyx[0,1] 2% pxy

l l

U AY) % [0,1] %% Ay

Nach der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie aus Satz |1.74] ist h x id, stetig.
Da h x id, auf den Punkt zyp = {xo} A Y zusammenzieht, ist U A'Y zusammenziehbar. Genauso
sind auch X AV und U AV zusammenziehbar. Aus der Mayer-Vietoris-Sequenz folgt, dass

Ho(UAY UX AV) 2 Hy(x) .

Mit dem gleichen Argument wie oben und Bemerkung erhalten wir einen natiirlichen
Isomorphismus

Ho (X AY) HyX AY,{z}) 2 H (X AY,UNYUXAV).
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Wie im Beweis von Satz [3.57| benutzen wir im letzten Schritt zweimal Ausschneidung (Satz
siehe auch Axiom (E ), und erhalten zusammen mit dem obigen

Ho(X xY,XVY) Ho(X AY)
H(XxY,UxYUX x V) H(XAY,UAYUXAV)

Tg Tg

Hy (X xY\XVY, (UxYUXXV)\XVY)=—Ho(XAY \ {20}, (UANYUXAV)\{20})
Daraus folgt die Behauptung . O

Zum Schluss dieses Abschnittes zeigen wir, wie sich aus einer gegebenen reduzierten Homolo-
gietheorie andere, auch verallgemeinerte reduzierte Homologietheorien konstruieren lassen.

3.105. LEMMA. Sei he eine verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie iiber R, sei (K, ko) ein
gut punktierter topologischer Raum und n € Z. Dann definiert

(X7x0) = iLO-‘rn((Xv 1‘0) A (Kv ko))

eine verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie iber R auf der Kategorie der gut punktierten
topologischen Rdume.

BEWEIS. Wir beweisen das Lemma hier nur fiir den Fall, dass he = H,( - ; M) die reduzierte sin-
guldre Homologie mit Koeffizienten M € Modp, ist, da wir einzelne Ergebnisse benutzen wollen, die
wir nur in diesem Kontext bewiesen haben. Der Beweis lisst sich aber auf beliebige verallgemeinerte
reduzierte Homologietheorien iibertragen.

Man sieht leicht, dass die Axiome — in Definition erhalten bleiben, wenn man die
Grade aller Homologiemoduln um ein festes n € Z verschiebt. Wir diirfen daher n = 0 setzen.
Auflerdem wollen wir die Koeffizienten und die Basispunkte auch diesmal nicht mitschreiben.

Um zu sehen, dass man einen Funktor erhélt, betrachten wir fiir eine Abbildung f: X — Y gut
punktierter Rdume die R-lineare Abbildung

H,(f Nidg): H(X ANK) — Hy (Y ANK) .
Seien f, g: X — Y homotop relativ zum Basispunkt, dann gilt das auch fiir die Abbildungen fAidk,
gNidg: XAK — YAK (Ubung). Aufgrund der Homotopieinvarianz von H, ist unser neuer Funktor
also auch homotopieinvariant.

Es sei (X, A) ein gutes Paar und a € A ein guter Basispunkt. Wir betrachten jetzt die lange
exakte Sequenz aus Aufgabe fiir das Tripel

XVK C B=AxKUXVK C XxK.
Es gilt
(XxK)/B=(XXxK)/AxKUXVK)Z(XANK)/(ANK)=Z (X/AANK

und
B/(XVK)=(AxKUXVK)/(XVK)Z2(AxK)/(AVK)2ANK .
Zusammen mit aus dem vorigen Beweis erhalten wir ein kommutatives Diagramm

L — HW(AANK) — Hy(XAK) — H(X/A)AK) 2 B ((ANK) — ...

- - - 5

. — Hy(B,XVEK) — Hy(X x K, XV K) — Hy(X x K,B) 2 Hy(B,XVEK) — ...
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Da die untere Sequenz exakt ist, ist es auch die obere. Aulerdem sind alle Abbildungen natiirlich,
also auch der Verbindungshomomorphismus 0y in der oberen Sequenz. 3
Schliefllich folgt das Summenaxiom aus dem entsprechenden Resultat fiir H,, denn

\/ (X A K) = (\/X) ANK

i€l iel
siche Ubung. Also erfiillt Ho(- A K) die Eilenberg-Steenrod-Axiome (T)) — (B)) aus Definition
und ist daher eine verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie. O

3.106. BEISPIEL. Wir betrachten zwei Spezialfille.
(1) Fiir n > 0 und K = S™ gilt nach Folgerung [3.104} dass

Hi(X; M) = Hyyn(X A S™ M)

wir erhalten also wieder die gewdhnliche singulére Homologie.
(2) Fiir n, k > 0 sei K = M}* der Moore-Raum aus Aufgabe [3.145 Fiir X = S° folgt

Z/kZ fir j=0,

Hj1n(S° N M} Z) = Hyy (M]3 Z) = {0
sonst ,

also ist Heyn(- A MJ) eine reduzierte Homologietheorie mit Koeffizienten Z/kZ. Aus

Satz folgt

Hjn(X A M} Z) = Hyj(X;Z/KZ) (*)
zumindest fiir alle CW-Komplexe X. Wir kénnen also das universelle Koeffiziententheo-
rem fir M = Z/kZ aus der reduzierten Kiinneth-Formel folgern — zumindest
fir CW-Komplexe.

Alternativ kann man M;' als Abbildungskegel C'f einer Abbildung f: S™ — S™ vom
Grad deg f = k schreiben, siche Ubung Mit einem #hnlichen Argument wie im
Beweis von Lemma erhilt man eine lange exakte Sequenz

~ L~ . 0;
o H (X AS™) A H (X AS™) — Hyn (X AMP) s

Ein Vergleich mit der Bockstein-Sequenz aus Aufgabe [3.146| beweist (]f[) fiir alle gut punk-
tierten Rdume X.

3.107. BEMERKUNG. Nach Lemma darf man fragen, ob es eine (verallgemeinerte) redu-
zierte ,,Ur“~-Homologietheorie he gibt, so dass alle anderen verallgemeinerten reduzierten Homolo-
gietheorien von der Gestalt lNL.+n(~ A K) sind fiir geeignete n € Z und gut punktierte Rdume K.
Nach dem Brownschen Darstellungssatz geht das tatséchlich, zumindest auf der Kategorie der
CW-Komplexe. Dabei sind hy = m}, die sogenannten stabilen Homotopiegruppen

TR (X) = lm g (S A X) 2 mopa(SH2 A X))

wobei 7, (X) die n-te hohere Homotopiegruppe ist, siche Bemerkungen und Dass man
fiir festes K > 0 nur n > k 4 2 betrachten muss, ist eine Konsequenz aus dem Freudenthalschen
Einhéngungssatz.

Allerdings reicht ein fester , Koeffizientenraum* K, nicht aus, denn verallgemeinerte Homolo-
gietheorien kénnen in beliebig negativen Graden nichttrviale Homologie-Moduln produzieren, und
diese sieht man erst fiir entsprechend grofie Zahlen n. Man betrachtet daher Folgen von R&um-
en (K, )nez und spricht vom , Koeffizientenspektrum®. Man erhélt verallgemeinerte Kohomologie-
theorien der Form

lm 70 (X A K
—
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und jede verallgemeinerte Homologietheorie auf CW-Komplexen lésst sich so darstellen. Um fiir
alle topologischen Raume eine solche Darstellung zu erhalten, muss man das Summenaxiom durch
Invarianz unter direkten Limiten ersetzen.

Fiir ,,echte“ Homologietheorien betrachten man Eilenberg-McLane-Raume K (M, n) mit

{M falls k = n , und

Wk(K(M’ n)) = 0 sonst

anstelle der Sphiren und Moore-Riume aus dem obigen Beispiel. Beispiele sind K(Z,1) = S?
und K(Z,2) = CP. Der Brownsche Darstellungssatz besagt nun, dass

Hy(X: M) = lim i (X A K (M)
zumindest fiir alle CW-Komplexe X.

3.10. Simpliziale Approximation und Anwendungen

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man Abbildungen zwischen simplizialen Komplexen durch
homotope simpliziale Abbildungen approximiert und wie man beliebige CW-Komplexe durch ho-
motopiedquivalente simpliziale Komplexe ersetzt. Als Anwendungen beweisen wir den Satz [3.18
von Hopf {iber Homotopieklassen von Selbstabbildungen von Sphéren, sowie den Lefschetzschen
Fixpunktsatz iiber Selbstabbildungen von CW-Komplexen.

Wir beginnen mit dem Begriff des Simplizialkomplexes. Ein Simplizialkomplex ist ein sehr
spezieller CW-Komplex. Wir beschreiben seine Struktur hier auf kombinatorische Weise. Dabei
besteht eine gewisse Analogie zu den semisimplizialen Mengen aus Abschnitt

Wir beginnen mit einer Tragermenge M von Punkten. Ein kombinatorischer Simplizialkomplex
ist eine Teilmenge S C PM, so dass
(1) alle einpunktigen Mengen zu S gehoren,

(2) alle o € S endlich sind, und
(3) mit o € S auch alle Teilmengen von o in S liegen.
Fir £ > 0 setzen wir
Sk={oceS|#o=k+1},
dann erhalten wir M als bijektive Kopie von S° zuriick.

Aus dem kombinatorischen Simplizialkomplex basteln wir einen CW-Komplex X, siehe die
Schritte — in Abschnitt

(1) Als 0-Skelett withlen wir M = S mit der diskreten Topologie.

(2) Sei das (k — 1)-Geriist X*~! bereits konstruiert, dann kleben wir zu jedem o € S* eine
Zelle von der Form des Standardsimplexes A* so ein, dass die k + 1 Seiten affin auf
die (k — 1)-Simplizes zu den k-elementigen Teilmengen von o abgebildet werden.

(3) Zum Schluss versehen wir X = (., X ¥ mit der Quotiententopologie, siche Folgerung|1.80

3.108. DEFINITION. Auf diese Weise konstruierte CW-Komplexe heiflen Simplizialkomplexe.

3.109. BEMERKUNG. Wir geben eine dquivalente Beschreibung an, siehe Satz und [H,
Section 2.1]. Ein Simplizialkomplex ist ein Raum X mit einer Familie S von Abbildungen o: AF —
X, wobei k von o abhéngt, so dass

(1) alle o Einbettungen sind, sieche Definition und X = Uae g(imo)°,

(2) jede Einschrinkung von o auf eine Seite von A* wieder eine der Abbildungen aus S ist,
(3) jedes o € S durch Angabe seiner Eckpunkte in X eindeutig bestimmt ist, und

(4) U C X genau dann offen ist, wenn o1 (U) C AF fiir alle o € S offen ist.

Wegen kommen wir von der obigen Beschreibung zuriick zur kombinatorischen Beschreibung.
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3.110. BEMERKUNG. Wir konnen einen kombinatorischen Simplizialkomplex S zu einer semi-
simplizialen Menge machen, indem wir die Ecken aller Simplizes in S in kompatibler Weise an-
ordnen. Am einfachsten geht das, indem wir eine totale Ordnung auf M einfiihren, die wir dann
auf alle Teilmengen o C M, o € S*, vererben. Dann erhalten wir Randoperatoren o;: S¥ — Sk—1
fiir 0 < i < k, wobei 0;0 die k-elementige Teilmenge von o ist, in der genau das i-te Element fehlt.
Dann gelten die gleichen Relationen wie in Bemerkung also ist S jetzt eine semisimpliziale
Menge.

Wir kénnen den zelluldren Kettenkomplex fiir den CW-Komplex |S| mit Koeffizienten M €
Modpg, aufstellen und erhalten analog zu Definition den Komplex ((S®)r ®r M, ds) mit

k
Or(mo) = (=1)'m(8;0) .
i=0
Wir haben bereits bei der Konstruktion des CW-Komplexes X = |S| von affinen Abbildungen
gesprochen. Damit ist folgendes gemeint. Es sei A C V eine Teilmenge eines affinen Unterraums V' C
R™ fiir ein n > 0, zum Beispiel A = A*¥ C R¥*!. Eine Abbildung f: A — X heifit affin, wenn ihr Bild
ganz in einer Zelle o(AF) enthalten ist und die Abbildung o= o f: A — A* affin ist. Hierbei haben

wir o mit der charakteristischen Abbildung der entsprechenden Zelle identifiziert und ausgenutzt,
dass 0: A¥ — X eine Einbettung ist, siche Bemerkung [3.109 .

3.111. DEFINITION. Es seien X = |S|, Y = |T'| zwei Simplizialkomplexe und f: X — Y eine

Abbildung. Dann heifit f simplizial, wenn zu jedem Simplex o € S* ein Simplex 7 € T existiert,
so dass f die Zelle o(A¥) affin und surjektiv auf 7(Af) abbildet.

Es folgt unmittelbar, dass 7 eindeutig durch ¢ und f bestimmt ist und ¢ < k gilt. Seien M
und N die Tragermengen von S und 7T, dann erhélt man folgende kombinatorische Beschreibung.
Eine kombinatorische simpliziale Abbildung ist eine Abbildung f: M — N, so dass f(o) € T
fir alle 0 € S. Nach Bemerkung ergibt sich dadurch fiir jedes o eine eindeutige affine
Abbildung von im ¢ nach im 7 fiir 7 = f(o) C N.

3.112. BEISPIEL. Das folgende Bild zeigt eine simpliziale Abbildung von einem Ikosaeder auf
ein Tetraeder

Dabei werden die schwarzen Simplizes auf einzelne Eckpunkte zusammengezogen, graue Simpli-
zes affin auf Kanten abgebildet, und weifle Simplizes bijektiv auf Fléchen des Tetraeders abgebildet.

3.113. BEMERKUNG. Simplizialkomplexe tragen natiirliche Metriken. Beispielsweise kann man
auf jedes einzelne Simplex die Abstandsfunktion des Standardsimplexes iibertragen. Anschlieend
setzt man diese Metrik als Wegemetrik auf ganz X fort. Dabei ist die Wegemetrik die maximale
Abstandsfunktion, die sich auf jedem einzelnen Simplex zur vorher gewéhlten Metrik einschrankt.
Sie heiit Wegemetrik, da man zunéchst die Lénge eines Weges als Summe der Léngen der Teilstiicke
in einzelnen Simplizes definiert, und dann den Abstand zweier Punkte x, y als Infimum iiber die
Lénge aller Wege von = nach y definiert.

Ahnlich wie in Abschnitt konnen wir auch Simplizialkomplexe baryzentrisch unterteilen.
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3.114. DEFINITION. Es sei S ein Simplizialkomplex. Die baryzentrische Unterteilung von S ist
der Simplizialkomplex T" mit Tragermenge .S und

Tk:{{a(),...70'k}CS‘go;..,;ak}‘

Am einfachsten sieht man das durch Induktion iiber die Dimension des Trégersimplexes ¢ in S.
Wir wihlen ein beliebiges & — 1 Simplex 7" in der baryzentrischen Unterteilung einer Seite von o
(auch 7" = () ist erlaubt), bilden den Kegel, in dem wir den Mittelpunkt von o (mit o bezeichnet)

als ersten Eckpunkt zu 7 hinzunehmen, und erhalten 7 = (o, 75, ..., 7;,_;) mit 0 G 7.

Fiir den CW-Komplex zu S bedeutet das, dass wir jede Zelle 0(A¥) C X baryzentrisch unter-
teilen. Lemma [3.51] garantiert, dass wir alle Zellen nach hinreichend h#ufiger Unterteilung beliebig
klein machen konnen, beispielsweise beziiglich der Wegemetrik auf dem urspriinglichen Komplex.

3.115. DEFINITION. Es sei S ein Simplizialkomplex und o € S. Wir definieren den offenen
Stern st o und den abgeschlossenen Stern St o von ¢ durch

sto = U (imo)° und Sto = U imo .

TES TES
oCT oCT

3.116. BEMERKUNG. Es seien py,...,pr € So Ecken, also 0-Simplizes von S. Dann gilt

st{po,...,pr} falls {po,...,pr} €5, und

stpoMN...st =
po Pr {@ sonst .

Unter einem endlichen Simplizialkomplex verstehen wir einen Simplizialkomplex S mit end-
lichem 0-Geriist S, dquivalent dazu ist der gesamte kombinatorische Komplex endlich. Wegen
Satz ist das genau dann der Fall, wenn der zugehérige CW-Komplex X = |S| kompakt ist.

3.117. SATZ (Simpliziale Approximation von Abbildungen). Es sei T ein simplizialer Komplez,
versehen mit der Wegemetrik d, es sei S ein endlicher simplizialer Komplex, und f: |S| — |T)|
stetig. Sei € > 0, dann existiert eine zu f homotope simpliziale Abbildung g von einer iterierten
baryzentrischen Unterteilung von S in eine baryzentrische Unterteilung von T, so dass

d(f(x),9(x)) <e fir alle x € |9]
beziiglich der Wegemetrik zu T

BEWEIS. Da |S| nach Voraussetzung kompakt ist, ist f(|S|) nach Bemerkung [1.53] (2)) ebenfalls
kompakt und trifft daher nach Satz nur endlich viele offene Simplizes von 7. Die maximale
Dimension NN eines solchen Simplexes ist endlich. Also kénnen wir nach Lemma durch iterierte
baryzentrische Unterteilung erreichen, dass alle Simplizes des neuen Komplexes 7" im Bild von f
Durchmesser kleiner als € haben.

Wir betrachten jetzt die offene Uberdeckung

U={f"(stq)lg €T}

von |S|. Beziiglich der Wegemetrik auf |S| sei p die Lebesgue-Zahl von U geméfl des Satzes [1.57]
Durch iterierte baryzentrische Unterteilung von S erhalten wir einen Komplex S’, dessen Simplizes
in der Wegemetrik auf |S| allesamt Durchmesser kleiner als £ haben.

Insbesondere haben alle abgeschlossenen Sterne von S’ Durchmesser kleiner als p. Daher exi-
stiert zu jedem p € S’° mindestens eine ¢ € 77, so dass

Stp C fl(stq) .
Wir setzen g(p) = q.
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Sei jetzt o = {po, ..., px} ein k-Simplex von S’. Es folgt
imo C Stp; € f1(st(p;))

fir i =0,...,k, insbesondere ist
k k
0= () (elat) = 17 slati) )
i=0 i=0

Nach Bemerkung [3.116] existiert das Simplex

T ={9po),...,g(pr)} € T"

mit £ < k, und wir setzen g auf im o zu einer affinen Abbildung nach im 7 fort.

Es sei jetzt © € |K| ein beliebiger Punkt, dann liegt = im Inneren eines k-Simplexes o =
{po,...,pr} € S%. Da imo nach st7 = st(g(po)) N --- Nst(g(px)) abgebildet wird, liegt f(x) in
einem Simplex (im7')° mit 7 C 7. Nach Konstruktion ist diam(im 7’) < e, also folgt

d(f(x),g(x)) < diam(im7’) < ¢,

wie verlangt. AuBerdem konnen wir f(z) innerhalb von 7 geradlinig auf g(x) deformieren. Auf
diese Weise erhalten wir eine Homotopie zwischen f und g. ]

3.118. BEMERKUNG. Wenn wir den Abstand zwischen f und g nicht beschrinken, brauchen
wir L nicht zu unterteilen. Auf eine Unterteilung von K koénnen wir hingegen im Allgemeinen
nicht verzichten: es gibt unendlich viele paarweise nicht homotope Abbildungen f: S™ — S™, siehe
Lemma, und den Beweis von Folgerung Auf der anderen Seite gibt es nur endlich viele
simpliziale Abbildungen zwischen zwei festen endlichen Simplizialkomplexen.

BEWEIS DES SATZES vON HoPF. Wir wissen bereits aus Bemerkung|[3.17] (4)), dass homo-
tope Abbildungen von S™ auf sich selbst den gleichen Abbildungsgrad haben. Aulerdem wissen wir
aus Lemma dass der Abbildungsgrad additiv ist unter der Summe f+ ¢ = (f V g)op von Ab-
bildungen f, g: S™ — S™ aus Abschnitt Schliellich haben wir in Bemerkung gesehen,
dass lineare Isometrien f, g € O(n+ 1) der S™ den Abbildungsgrad deg f = det f € {1, —1} haben.
Da O(n + 1) genau zwei Zusammenhangskomponenten hat, sind alle linearen Isometrien mit der
gleichen Determinante zueinander homotop, und f + g ist nullhomotop nach Bemerkung @,
wenn det f + det g = 0. Nach all diesen Voriiberlegungen miissen wir nur noch zeigen, dass jede
stetige Abbildung f: S™ — S™ zu einer iterierten Summe linearer Abbildungen homotop ist.

Dazu identifizieren wir S™ mit einem homdéomorphen Simplizialkomplex T, beispielsweise mit
dem Rand OA™! des Standardsimplexes A", bestehend aus (n + 2) Seitensimplizes A”. Mit dem
simplizialen Approximationssatz [3.117] erhalten wir eine iterierte baryzentrische Unterteilung S
von T und eine zu f homotope simpliziale Abbildung, die wir nach wie vor mit f: |S| = S™ —
|T'| = S™ bezeichnen wollen.

Wir withlen einen Punkt yo € S™ im Inneren eines n-Simplexes 7 von T. Es sei 29 € f~1(yo).
Da f simplizial ist, liegt x¢ im Inneren eines Simplexes o € S, das surjektiv auf 7 abgebildet wird.
Dann ist o ein n-Simplex, und f|in, » ist ein affiner Homdomorphismus von im o nach im 7.

Es sei D C S™ eine offene Kreisscheibe um g, so dass D C (im7)% Nach dem Obigen be-
steht f~1(D) aus einer disjunkten Vereinigung von affin verzerrten Kreisscheiben, also Ellipsoiden,
im Inneren einzelner n-Simplizes von S. Da S immer noch ein endlicher Simplizialkomplex ist, gibt
es davon nur endlich viele.

Als néchstes sei g: S™ — S™ eine Abbildung, die x¢ auf den Nordpol und ganz S™ \ D auf den
Siidpol abbildet, etwa
cos"F -eg+sin T2 -y fir0 <o <r, und

g(cosp - eg+sinp-y') = {
—e€p sonst ,
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falls xp = eg bereits der Nordpol ist und r € (0,7) der Durchmesser der Kreisscheibe. Dann ist ¢
homotop zu idgn, etwa indem man r stetig zu w vergroflert. Insbesondere ist g o f: S™ — S"
homotop zu f.

Das Urbild (go f)71(S™\ {—eo}) = f~1(D) besteht aus endlich vielen Zusammenhangskompo-
nenten D1,..., Dy C S™, auf den f in geeigneten Koordinaten wie eine affine Bijektion aussieht.
Der Rest S™ \ (D1 U---U Dy) wird konstant auf den Siidpol —ey abgebildet. Wir kénnen ¢ o f
durch eine homotope Abbildung ersetzen, die sich als ,Summe®“ von Abbildungen g;: S™ — S"
fir 4 = 1,..., N schreiben lassen. Das heifit, wir haben eine Abbildung p: S™ — \/Z]\i1 S™ wie in
Abschnitt so dass

fr~qof~(g1V--Vgn)op: S"— S".
Indem wir p und alle g; entsprechend deformieren, kénnen wir erreichen, dass p die i-te Scheibe D;
bijektiv auf D C S™ im i-ten Summanden des Bouquets abbildet, und dass g;|p: D — D wie die

Einschrankung einer linearen Isometrie aussieht, die wir wieder mit g; bezeichnen wollen. Nach wie
vor gilt also
fr~(@VveVgn)op~(..(g1+g2)+...)+gn.

Somit ist f zu einer iterierten Summe linearer Isometrien homotop. Diese Summe kénnen wir
vereinfachen, indem wir zeigen, dass die Summe bis auf Homotopie assoziativ ist, und anschlieend
benachbarte g;, gi+1 mit det g; + det g;11 = 0 weghomotopieren. Dann bleibt am Ende eine |deg f|-
fache Summe entweder der Identitét idg» oder einer festen Spiegelung der S™ iibrig. Insbesondere
sind zwei Abbildungen mit dem gleichen Abbildungsgrad zur gleichen Referenzabbildung, und damit
auch untereinander homotop. O

Fiir den obigen Beweis haben wir nur ausgenutzt, dass der simpliziale Approximationssatz die
Ausgangsabbildung f zu einer geometrisch einfacheren Abbildung homotopiert. In der nichsten
Anwendung benutzen wir simpliziale Approximation, um etwas iiber die Wirkung einer Abbildung
auf die Homologie auszusagen.

Dazu brauchen wir den Begriff der Spur. Es sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeug-
ter R-Modul. Es bezeichne Torp M den Torsionsuntermodul, siche Definition [3.68] dann ist der freie
Anteil M = M/ Torg M = R9" ein endlich erzeugter freier Modul. Es sei f € Endg M ein Modul-
endomorphismus. Zu jedem m € Torg M gibt es r € R\ {0} mit rm = 0, und es folgt 0 = f(rm) =
rf(m), so dass f(m) € Torg M. Also induziert f eine wohldefinierte Abbildung f € Endg M.
Indem wir eine Basis von M wiihlen, erhalten wir eine Matrix (f,;)i; € Miga(R), die f darstellt.

3.119. DEFINITION. Es sei M € Modg ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptideal-

ring R, und es sei (f;;)i; eine Matrixdarstellung des von f € Endg M induzierten Endomorphis-
mus f von M/ Torg M. Dann definieren wir die Spur von f durch

rg M

trr(f) = Z fii € R.
i=1

3.120. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften der Spur

(1) Es sei k der Quotientenkorper von R, beispielsweise sei k = Q fiir R = Z. Dann haben wir
einen natiirlichen Isomorphismus

M®Rk§M®Rk,
denn sei rm = 0 fiir ein r # 0, dann folgt
1
m®1:(rm)®;:0
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wie in Aufgabe [3.152 . Die gewéhlte Basis (mi,...,my) mit n = rg M liefert eine
Basis (m; ®1,... s My, ® 1) von M ®@prk, und die induzierte Abbildung f ® idx wird durch
die gleiche Matrix (f;;)i; wie f dargestellt. Es folgt

tI‘R<f) = tl“]k(f &® idk) e RCk.

(2) Seien f: M — N, g: N — M lineare Abbildungen zwischen endlich erzeugten R-Moduln.
Aus und Uberlegungen aus der linearen Algebra folgt

trR(f o g) = trk((f X ldk) o (g %) ldk)) = trk((g X ld]k) o (f X ldk)) = tI‘R(g o f) .

Hieraus folgt insbesondere die Invarianz unter Basiswechseln, das heifit, die Spur héngt
nicht von der Wahl der Basis in Definition [3.119 ab.
(3) Es sei jetzt

0 —— M M M 0
lf/ lf lf"
0 —— M M M 0

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen aus endlich erzeugten R-Moduln. Wie

in Aufgabe (3.152 folgt Torr(M’' k) = 0, und mit Bemerkung folgt, dass das
Diagramm

0 —— M@k —— M ®rk —— M"®@rk —— 0
lf’@idu« lf@idk lf”@id]k
0 —— M @prk —— M@pk —— M"@rk —— 0

nach wie vor exakte Zeilen hat. Wenn wir die Sequenz spalten, kénnen wir f ® idy als

Blockmatrix
1 f/ ® idy *
f®1d”<< 0 feidg
darstellen, und erhalten daher

trr(f) = tre(f @ idy) = tr(f @ idy) + tr(f” @ idy) = trr(f') + trr(f") .

Der Ubergang zum Korper k vereinfacht und sehr. Allerdings ist trotzdem wichtig zu wissen,
dass trg(f) Werte in R annimmt.

In der folgenden Definition fassen wir die Homologie eines Raumes wieder als Kettenkomplex
mit trivialem Differential auf. Ein Kettenkomplex (C,,0s) heifle endlich erzeugt, wenn @, ., Ck
endlich erzeugt ist.

3.121. DEFINITION. Es sei (C,,ds) ein endlich erzeugter Kettenkomplex iiber einem Haupt-
idealring R und fo: (Ce,0s) — (Ce, 0s) ein Ketten-Endomorphismus. Dann definieren wir

trr(fe) = > (=" trr(fi) -

kEZ

Insbesondere definieren wir fiir einen topologischen Raum X, fiir den Ho(X; R) endlich erzeugt ist,
die Lefschetz-Zahl einer stetigen Abbildung F': X — X durch

TR(F) =trr(Fi: Ho(X;R) - He(X; R)) .
Wir schreiben kurz 7(F) = 74(F) € Z.
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3.122. LEMMA. FEs sei (Co,0s) ein endlich erzeugter Kettenkomplex tiber einem Hauptideal-
ring R und fo: (Ce,0s) — (Ce,0s) ein Ketten-Endomorphismus. Dann gilt

trr(fo) = trr(fe: He(Co, Do) — Ho(Ce, D)) -

BEWEIS. Da f, eine Ketten-Abbildung ist, wirkt f, auch auf den Unterkomplexen Z, der Zykel
und B, der Rinder. Da die Sequenz

0—>Zk—>Ckﬁ>Bk_1—>0
exakt ist, folgt mit Bemerkung [3.120 , dass
trr(fr) = trr(frlz,) + trr(fe-1lB,_,) -

Aufgrund der alternierenden Summe in Definition [3.121] erhalten wir

trr(fe) = trr(felz,) — trr(fe|B,) -
Ein analoges Argument fiir die exakte Sequenz
0 — By — Zj, — Hp(Ce,0s) — 0

liefert
trr(fs) = trr(felz,) — trr(felB.) = trr(fe) . O

3.123. BEMERKUNG. Somit verhélt sich die Spur &hnlich wie die alternierende Summe der
Dimensionen in Satz[3.32} In der Tat erhalten fiir f, = id¢, auch gerade

trr(ide,) = > (=1)*rg(Cy) € R,
kEZ
also das Bild dieser Summe unter der Abbildung Z — R. Sei also f: X — X homotop zur Identitét,
dann ist 7(f) gerade das Bild der Eulerzahl y(X) unter der Abbildung Z — R.

Fiir eine allgemeine zelluldre oder simpliziale Abbildung f: S — S sei fu die induzierte
Abbildung auf C,(S,;Z). Dann wirkt fu beziiglich beliebiger Koeffizienten R durch fy ® idg
auf Ce(Se; R) = Co(Se; Z)®yz R. Also ist Tr(f) gerade das Bild der ganzzahligen Lefschetz-Zahl 7( f)
in R. Trotzdem kann es unter Umstédnden sinnvoll sein, mit beliebigen Koeffizienten zu arbeiten,
beispielsweise, weil sich die Lefschetz-Zahl mit Koeffizienten R leichter bestimmen l&sst.

3.124. SATZz (Lefschetzscher Fixpunktsatz). Es sei X Retrakt eines endlichen Simplizialkom-
plexes und f: X — X stetig, so dass 7(f) # 0. Dann hat f einen Fizpunkt.

BEWEIS. Es sei S ein endlicher Simplizialkomplex und r: S — X die Retraktionsabbildung,
also gilt r|x = idx, siehe Definition Jeder Fixpunkt x € X von f ist auch Fixpunkt der
Abbildung io for, wobei i: X — S die Inklusion sei, denn alle drei Abbildungen halten z fest. Sei
umgekehrt p € S ein Fixpunkt von io f or, dann liegt p im Bild X von i, also folgt (p) = p, daher
ist p auch ein Fixpunkt. Die Abbildungen ¢ o f o7 und f haben also dieselbe Fixpunktmenge.

Aus idx = 7 o4 folgt ry 0dx = idp,(x), also ist Ho(X) ein direkter Summand von He(.S)
im(i,) @ ker(rx), wobei Ho(X) = im(i,). Beziiglich dieser Zerlegung wirkt (i o f o), durch

)

also haben io for und f auch die gleiche Lefschetzzahl. Daher reicht es, stetige Abbildungen f: S —
S zu betrachten.

Da S endlich ist, ist |S| kompakt. Wir versehen |S| mit der Wegemetrik, dann nimmt die stetige
Funktion

~

p = d(p, f(p))
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ihr Minimum an. Wenn wir annehmen, dass f keine Fixpunkte hat, folgt d(p, f(p)) > € fiir eine > 0.
Wir wollen zeigen, dass dann 7r(f) = 0 folgt.

Dazu finden wir mit Satz [3.117] eine simpliziale Approximation g von der n-fachen baryzentri-
schen Unterteilung 7" von S in die m-fache baryzentrische Unterteilung 7" von S mit d( f(p), g(p)) <
s fiir alle p € |5, es folgt insbesondere

d(p,g(p)) > % fir alle  pelS] .

Wir diirfen annehmen, dass n > m, und dass die Simplizes in 7" Durchmesser kleiner als § haben.

Wir betrachten 7' und 7" als CW-Strukturen auf |S| und bezeichnen die zugehorigen Ketten-
komplexe mit CEW(T,) und CSW(TY). Die Homologie dieser Komplexe ist natiirlich zu H,(|S))
isomorph.

Die Identitét idjg: 7" — T ist zelluldr und induziert eine Abbildung p: CEW(TL) — CSW(T,),
die in etwa der Iteration der Verfeinerungsabbildung aus Punkt der Konstruktion der baryzen-
trischen Unterteilung in Abschnitt entspricht. Insbesondere enthilt fiir jedes Simplex o € T’
die Kette p(c) nur Simplizes 7 mit im 7 C im ¢. Wir erhalten eine Abbildung po gy4: CSW(T,) —
CEW(T,), und da ¢ zu f homotop ist, folgt mit Lemma dass

r(f) = 7(g) = tralpo gz) .
Es sei 7 € Ty mit im7 C imo C |S] fiir ein Simplex o € T}, und es sei p € im 7 eine Ecke von 7.
Aus
d(p,g(p)) > g > diam(im o)

folgt, dass das Bildsimplex g(7) € T, zu imo disjunkt ist. Also enthilt die Kette p o g(7) kein
Simplex der Verfeinerung von o, insbesondere auch nicht das Simplex 7. Daher stehen in der
Matrixdarstellung von p o g4 nur Nullen in der Diagonale, und der Satz folgt, da dann

TrR(f) =trr(pogy) =0. O

Genau wie der Fixpunktsatz [2.31] von Brouwer ist auch der Lefschetzsche Fixpunktsatz
nicht konstruktiv, das heifft, man kann nicht vorhersagen, wo der Fixpunkt liegt, den es unter
Umsténden geben muss. Da die Lefschetz-Zahl eine Homotopieinvariante ist, erkennt der Fixpunkt-
satz nur Abbildungen, die nicht zu fixpunktfreien Abbildungen homotop sind.

3.125. BEISPIEL. Fiir einfache topologische Raume ist der Fixpunktsatz erstaunlich genau.
Wenn es eine Bedingung gibt, unter der 7(f) = 0 gilt, dann finden wir eine fixpunktfreie Abbildung,
die diese Bedingung erfiillt.

(1) Es sei X = D™ der abgeschlossene Einheitsball. Wir kénnen D™ als simplizialen Komplex
oder als Retrakt eines einzigen hinreichend groflen Simplexes betrachten. Da D" zusam-
menziehbar ist, ist jede Abbildung f homotop zur Identitéit id, und es folgt

7(f) = 7(id) = tr(id«| gy (pmy) = 1.
Also hat f einen Fixpunkt, und wir haben einen neuen Beweis fiir den Brouwerschen
Fixpunktsatz gefunden.

Auflerdem sehen wir, dass Kompaktheit von X nétig ist. Denn es gibt Abbildun-
gen f: D" — D" mit f(D”) C lo?”, deren Fixpunkt in 9D™ liegt, beispielsweise eine
zentrische Streckung mit Streckfaktor A € (0,1) und Zentrum auf dem Rand.

(2) Es sei X = S™. Fiir eine stetige Abbildung f: S™ — S™ gilt

7(f) = tr(felmosmy) + (D) tr(fulm, (smy) = 1+ (=1)" deg f .

Nach Bemerkung ist jede fixpunktfreie Abbildung homotop zur Antipodenabbil-
dung g = —id mit degg = (—1)"*!, also 7(g) = 0. Nach dem Satz von Hopf bestimt
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der Abbildungsgrad die Homotopieklasse, also folgt 7(f) # 0 fur alle Abbildungen, die
nicht zur Antipodenabbildung homotop sind.

(3) Es sei X = RP™, n ungerade, und es sei p: S™ — RP" die natiirliche Projektion. Zu
jeder stetigen Abbildung f: RP"™ — RP"™ existiert nach dem Liftungssatz eine Abbil-
dung f: S™ — S™ wie im Diagramm

sn L, gn

n| E

rPr —L, P
Man iiberlegt sich, etwa mit zelluldren Methoden, dass 0 # p.: Z = H,(S") — Z
H,(RPn). Daraus folgt, dass f, auf H,(RP™) = Z durch deg f wirkt, und daher 7(f) =

7(f). Es gibt fixpunktfreie Abbildungen f: RP™ — RP", etwa

(xo:- - rmp)=> (@1 1@t =Tt Tp—1) s

denn aus —x9;41 = Axg; und zo; = Axg;yq fiir allei =0, ..., "T_l folgt A2 = —1, was in R
keine Losung hat.

(4) Sei jetzt X = RP™ mit n gerade, dann ist Hi(RP™) endlich fiir & > 0, trigt also nicht zur
Lefschetzzahl bei. Es folgt

T(f) = tr(f*|H0(RP")) =1 )
also gibt es keine fixpunktfreien Abbildungen f: RP™ — RP™ fiir gerade n.
Fiir die folgenden Beispiele benutzen wir die Kohomologiealgebra von X, siehe Abschnitt

3.126. BEMERKUNG. Es sei nach wie vor He(X) endlich erzeugt. Aus dem universellen Koeffi-
ziententheorem und Beispiel folgt, dass der freie Anteil von H*(X) dann dual zum freien
Anteil von Hy(X) ist. Da das Transponierte einer Matrix die gleiche Spur wie die Matrix selbst
hat, erhalten wir

() =Y (=D tr(fl i) = DD  te((fel o x)™) = D (=DFtr(f* | ey -
k=0 k=0 k=0

3.127. BEISPIEL. In den folgenden Beispielen benutzen wir die Kohomologiealgebra, um die
Lefschetzzahl zu bestimmen.
(1) Essei X = CP", dann gilt H*(CP") = Z[a]/(a™*!) nach Satz fﬁr einen Erzeuger a €
H?(CP™). Sei f: CP™ — CP" stetig, dann existiert d € Z, so dass fia = da. Fiir k =
0,...,n folgt
f(0h) = (fua)t = (d-a)f = d" - aF |
Also ergibt sich die Lefschetzzahl von f als

Ny 1—at!
T(f):Zd =14
k=0

und die Nullstellen sind genau die (n + 1)-ten Einheitswurzeln aufler 1.

Fiir n gerade gibt es keine Losung d € Z, also hat jede Abbildung f: CP™ — CP" fiir
gerade n einen Fixpunkt.

Fiir ungerade n ist d = —1 die einzige ganzzahlige Losung. In der Tat gibt es eine
fixpunktfreie Abbildung

flzo: izn)=(-Z1:Z0: 1 —Zn:Zn-1) ,
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denn aus —Z9; 11 = 229; und Zo; = 229,41 fiir allei =0,..., ”T_l folgt A\ = |2 = —1, was
nicht moéglich ist. Fiir holomorphe Abbildungen f: CP™ — CP" gilt allerdings stets d > 0,
also gibt es keine holomorphe, fixpunktfreie Abbildung f: CP™ — CP".

Genauso kann man den Fall X = HP" (und auch X = RP", allerdings mit Koeffizien-
ten Z/27Z) behandeln. Allerdings gibt es keine Abbildungen f: HP™ — HP" fiir n > 2, fiir
die f, auf H*(HP™) durch -1 wirkt (was wir hier aber noch nicht beweisen kénnen), also hat
jede Abbildung f: HP™ — HP™ fiir n > 2 einen Fixpunkt. Die obige Konstruktion funk-
tioniert nicht iiber H, denn —overlineg = A - w und w = Aq gilt beispielsweise fiir ¢ = 1,
w=kund A = j € H. Mit HP' = §* haben wir uns ja bereits in Beispiel
beschiftigt.

Als letztes betrachten wir X = 7" = R"/Z" mit

H*(T™) = A*HY(T") = A*Z"
nach Aufgabe 3 von Blatt 9. Es sei f: T™ — T" stetig, dann wirkt f, auf H'(T") = Z"
durch eine Matrix A € M,,(Z). Dann erhalten wir

Flaeany =AFAY mit tr(f*|grn)) = ok(A") = or(A)

wobei oy, die k-te elementarsymmetrische Funktion in den Eigenwerten von A ist. Also gilt

n
7(f) =D (=D or(A) = xa(1) = det(A — E,) ,
k=0
wobei x4 das charakteristische Polynom von A ist und E, € M, (Z) die Einheitsmatrix.
Also verschwindet 7(f) genau dann, wenn A den Eigenwert 1 hat.
Wir wollen zu einer Matrix A € M,(Z) mit Eigenwert 1 eine fixpunktfreie Abbil-
dung f:T"™ — T™ konstruieren. Dazu betrachten wir das Diagramm

R —L 5 Rn

| E
™ L

und setzen

flx)=Ax+b
fiir alle z € R™ und b € R™ fest. Die zugehorigen Abbildungen f fiir verschiedene b sind

offensichtlich homotop. Um f, auf H;(T™) = m1(T™) zu bestimmen, setzen wir b = 0 und
betrachten die Schleifen ;: [0, 1] — 7™ mit Lifts

Y0 [0,1] = R, Fi(t) =t e
fir ¢ = 1,...,n. Deren Homotopieklassen bilden eine Basis von 71 (7T™) = Z". Es folgt
Fevi(t) = A yi(t) =t - Ae;
also gibt A gerade die Wirkung von f, auf m1(7"), und wegen der Natiirlichkeitsaussage
im Satz von Hurewicz auch auf H;(T™) an.

Ein Punkt p(z) € T" mit € R™ ist genau dann ein Fixpunkt von f mit beliebigem b €
R"™, wenn es einen Vektor v € Z"™ mit

Az +b=zs+v<—= (A—-E))x=v—-0»

gibt. Wenn det(A — E,,) = 0 gilt, ist im(A — E,,) ein echter Unterraum des R", also finden
wir b € R™, so dass
im(A—E,)N(Z"—-b)=0.
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In diesem Fall operiert f fixpunktfrei.
Ubrigens bestimmt die Wirkung auf H;(7") die Homotopieklasse, denn sei g: T" —
T™ eine Abbildung mit g, = A auf H(T") = m(T"), dann konstruieren wir einen
Lift g: R® — R™ mit dem Liftungssatz Wie oben folgt
glx+v)=gx)+A-v

fiir alle x € R™ und alle v € Z", indem wir die Schleife ¢t — p(z + tv) in T™ betrachten.
Wir erhalten eine Z™-periodische Homotopie h: R™ x [0, 1] — R™ mit

h(z,t) = (1—1t)- f(x) +t-§(z)

die eine Homotopie h zwischen f und g induziert.

3.11. Ubungen zu Kapitel 3
Ubungen zu Abschnitt .

3.128. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Die Sequenz 0 — A LB 9y ¢ st genau dann bei A und B exakt, wenn f einen
Isomorphismus A = ker ¢ induziert.

(2) Die Sequenz A Iy B 50— 0 st genau dann bei B und C exakt, wenn g einen
Isomorphismus coker f = C' induziert.

Was folgt fiir A und f in den exakten Sequenzen 0 — A — 0 beziehungsweise 0 — A N
B — 07

3.129. UBUNG. Sei (X, A) ein Paar, A C X abgeschlossen.

(1) Zeigen Sie, dass X/A normal ist, wenn X normal ist.
(2) Finden Sie Bedingungen an das Paar (X, A), so dass X das Trennungsaxiom (T2) bezie-
hungsweise (T3) erfiillt, X/A jedoch nicht.

3.130. UBUNG. Es seien A, BC X mit C = ANB # ( und X = AU B, und die Paare (4,C),
(B,C), (X,A), (X,B) und (X, C) seien gut. Zeigen Sie, dass die kanonischen Abbildungen

A/C — X/B, B/C — X/A und (A/C)Vv (B/C)— X/C
Homo6omorphismen sind.

3.131. UBUNG. Es sei f: X — Y stetig Z =Y U (X x [0,1])/ ~, wobei ~ erzeugt wird durch
(x,1) ~ f(x) €Y, und Cf = Z/(X x {0}). Zeigen Sie:

(1) Das Paar (Z, X x {0}) ist gut.
(2) Der Raum Y ist ein Deformationsretrakt von Z. )
(3) Fiir jede verallgemeinerte reduzierte Homologietheorie h, existiert eine lange exakte Se-
quenz
- 3 - - -
D (X)L h(Y) —— R(CF) —— B (X) —— -
Hinweis: Ersetzen Sie f durch die Inklusion X x {0} — Z.
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Ubungen zu Abschnitt .

3.132. UBUNG. Es sein >0 und f: S™ — S™ stetig. Zeigen Sie:
(1) Dann ist auch die Abbildung

0 firz =0

—n-+1 —n-+1 ’

D — D x»—>{|x|.f<|;) fiir 2 2 0,

stetig und induziert eine stetige Abbildung f : S*Tt — 7+l = Enﬂ/ S™.

(2) Es gilt deg f = deg f.

3.133. UBUNG. Bestimmen Sie alle Abbildungen f : S° — 89 und geben Sie zu jeder den
Abbildungsgrad an.

3.134. UBUNG. Zeigen Sie, dass die “Addition” von punktierten Abbildungen f,g : (S',1) —
(X, z0) in Lemma der Verkettung von Schleifen in Definition entspricht. Folgern Sie, dass
deg : 71 (S',1) — Z gerade der Isomorphismus aus Satz ist.

3.135. UBUNG. Es sei n > 1.
(1) Zeigen Sie mit Bemerkung dass zu jeder stetigen Abbildung f : S?" — S?7" ein
x € §? mit f(x) = x oder f(x) = —x existiert.
(2) Uberlegen Sie sich, dass RP?" = $?"/T", wobei die Gruppe I' = {—1,1} durch (—1)(x) =
—x operiert.
(3) Folgern Sie aus und , dass jede stetige Abbildung g : RP?" — RP?" einen Fixpunkt
hat.

Ubungen zu Abschnitt .

3.136. UBuna. Berechnen Sie mit Hilfe der Uberlegungen aus dem Beispiel der Vorlesung
fiir alle k und alle n jeweils HY'W (RP™; k)

(1) fiir einen Korper k der Charakteristik x(k) # 2, zum Beispiel k = Q,
(2) fiir einen Korper k der Charakteristik x(k) = 2, zum Beispiel k = Z/2Z.

3.137. UBUNG. Es sei k ein Kérper und X ein CW-Komplex mit héchstens endlich vielen
Zellen in jeder Dimension, also #.J" < oo fiir alle n. Beweisen Sie Satz Benutzen Sie dazu die
Dimensionsformeln aus der linearen Algebra.

3.138. UBUNG. (1) Zeigen Sie, dass ﬁEW(X; M) = M#7* gilt, wenn der CW-Komplex X
keine Zellen der Dimension £ — 1 und k + 1 besitzt.
(2) Berechnen Sie dann HZW(CP™; M) und HPW (HP™; M) mit Hilfe von Teil und Auf-

gabe |1.137]

3.139. UBUNG. Es sei (X, zg) ein punktierter CW-Komplex. Konstruieren Sie Isomorphismen

7Y (X M) = HOV (X M) fir alle n,
HOW(X; M) = HSV(X; M) fir n # 0, und

HSW (X M) = HSWV(X; M) & M.
Berechnen Sie auierdem HSW (0); M) und FSW(@; M) fiir alle n.
Hinweis: Betrachten Sie die natiirlichen Projektionen é.cw —» CSW 6’.CW

3.140. UBUNG. Es sei Chp die Kategorie der Kettenkomplexe und -abbildungen iiber R, sieche
Definition [3.25 Zeigen Sie:
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(1) Jede Kettenabbildung f : (Ce, ds) — (C.,d,) vom Grad a induziert Abbildungen
Zfi: Zy(Ca,de) — Zi1a(Cl, dy),
Bfy; : Bi(Ce,ds) — Bita(Co.da),
foe = Hfr - He(Co, da) — Hiia(Cy, da).

(2) Es sei a = 0. Dann sind Zy, By, und Hy: Chr — Modp fiir alle k Funktoren.
Ubungen zu Abschnitt .
3.141. UBUNG. Beweisen Sie mittels Diagrammjagd die Exaktheit der Sequenz
- —— Hp(X,A) —— Hp(X) —— Hp(4A) —— Hpn1(X,A) —— -+
aus dem Schlangenlemma an einer der fehlenden Stellen.

3.142. UBUNG. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm
Tk

Ak Bk Ik Ck Ak+1 — -
[ [

Uk Jk I
Ak < Dk < Ek Ak+1 — -

so dass die Zeilen exakte Sequenzen sind. Zeigen Sie mittels Diagrammjagd, dass dann die Sequenz

o N ol
Dy T —Jk By, ® B, (9x,hr) Ch frolky1

an einer Stelle Ihrer Wahl exakt ist.

Dpsy —— -

3.143. UBUNG. Es sei X = AU B ein topologischer Raum, so dass die Paare (4, AN B) und
(X, B) gut sind. Nach Ubung |3 gilt X/B = A/AN B. Sei h, eine verallgemeinerte reduzierte
Homologietheorie.

(1) Konstruieren Sie aus den langen exakten Sequenzen der Paare (A, AN B) und (X, B) mit
Ubung [3.142 eine exakte Sequenz der Form

4 Ty (X) 4 T (A) @ hyp(B) < (AN B) ¢ g1 (X) < -+
(2) Folgern Sie, dass das Summenaxiom fiir das Wedge-Produkt zweier (und damit endlich

vieler) gut punktierter Rdume bereits aus den ersten zwei Eilenberg-Steenrod-Axiomen
folgt.

Ubungen zu Abschnitt .

3.144. UBuNG. Wir wollen den Satz von Hurewicz fiir CW-Komplexe beweisen. Zeigen Sie
dazu:
(1) Sei X ein zusammenhiingender CW-Komplex, siehe Folgerung|1.101} Sei Y = X°U U ejl- C
Jj€J
X! ein maximaler Baum wie in Satz (1). Folgern Sie dann aus der Sequenz des Paares
(X1Y), dass

H(XY)~H(X'/Y)~ @ Z
i€ \J
(2) Fiir i € Iy sei 2 : S' — X'/Y von der Verklebeabbildung induziert. Sei [e¢] € H?(D?, S1)
ein Erzeuger. Folgern Sie aus den Sequenzen der Paare (X2,Y) und (X?/Y, X'/Y), dass

Hi(X?) >~ H(X?/Y) = Hi(X'/Y)/({#}]e] | i € I}).
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(3) Schlielen Sie mit Satz und Lemma dass
Hl(X) == 7T1(X, l‘o)ab.
Ubungen zu Abschnitt .

3.145. UBUNG. Sei X = Dnt! Uy, S™ der topologische Raum, den man durch Verkleben der
Zelle D™ an die n-Sphére mit einer Abbildung ¢ : S — S™ vom Grad deg(p) = k # 0 erhiilt.

Berechnen Sie:
(1) He(X) := Ho(X;7Z),

(2) Ho(X;Z/aZ), fiir alle a € N, a > 1.
3.146. UBUNG. Sei X ein topologischer Raum und sei
00— M —M-—M"—0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Zeigen Sie mit Hilfe des Schlangenlemmas die Existenz
einer langen exakten Homologie-Sequenz

o — Hy(X; M) — Hy(X; M) — Hy(X; M") — H; 1(X; M) — - -
3.147. UBUNG. Zeigen Sie, dass Hy (D", S°) ~ Z, und dass ein Erzeuger von Hy(D', S°) durch
idp1 gegeben ist, wobei wir D' mit A! affin identifizieren.
3.148. UBUNG. Sei BC A C X.
(1) Zeigen Sie, dass die kurze Sequenz von Komplexen

0 — Co(A)/Cu(B) — Co(X)/Co(B) —> Cu(X)/Ca(A) — 0

exakt ist.
(2) Zeigen Sie mit Hilfe des Schlangenlemmas die Existenz einer langen exakten Homologie-
Sequenz

L 25 H(A, B) — Hi(X, B) — Hy(X, A) 2% Hy (A, B) —> - .
(Hierbei sind die Pfeile H;(A, B) — H;(X, B) und H;(X, B) — H;(X, A) jeweils durch
die Inklusion induziert.)
(3) Uberlegen Sie sich, dass Ae := je—1 © Js, WObei
j.,l : H.,l(A) — H.,l(A,B)
und
Oe : Ho(X,A) — He_1(A)
der Verbindungshomomorphismus fiir das Paar (X, A) ist.

3.149. UBUNG. Beweisen Sie mindestens eine der vier Aussagen in Bemerkung m

3.150. UBUNG. Es seien f : Ag — A; und f : By — By surjektive Morphismen von unitéiren
R-Moduln.

(1) Zeigen Sie, dass f ® g : Ao ®g By — A1 ®pg B surjektiv ist.

(2) Sei D C Ap ®pr By der Untermodul erzeugt von allen a ® b, wobei a € ker f oder b € ker g.
Dann existiert eine wohldefinierte bilineare Abbildung Ay x By — (Ao ® By)/D, die (a’,b')
auf [a ® b] mit f(a) = a’ und f(b) = abbildet.

(3) Sei A -+ A" — A” — 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln und sei B € Modg. Dann ist
auch die folgende Sequenz exakt

AoprB - A @rB -+ A" @r B — 0.
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3.151. UBUNG. Sei X der Moore-Raum aus Aufgabe [3.145 mit k = 2, sei R = Z/4Z und
M = Z/27. Berechnen Sie Ho(X; R), He(X; M) und zeigen Sie, dass

0= Hpy1(X;R) ®p M — Hyyy(X; M) — Torg(Hn(X; R), M) — 0

nicht exakt ist.

k
3.152. UBUNG. Sei M = ngM@@(Z/aiZ), mit a; € N, a; > 1, ein endlich erzeugter Z-Modul.

Zeigen Sie =
M ®zQ=Q8M, (1)
Tor%(M, Q)=0, (2)
M ©7(Q/Z) = (Q/z)® ", (3)
Tor?(M,Q/Z) = Tory M . (4)

3.153. UBUNG. Sei R ein Hauptidealring und M, N € Modg. Nach Beispiel hat jeder
Modul M iiber einem Hauptidealring R eine freie Auflésung

0+— M <— My <+— M; < 0.

Benutzen Sie Bemerkung und die obige freie Auflésung, um zu zeigen, dass Torg(M, N) ~
Torg(N, M).

3.154. UBUNG. Sei X ein topologischer Raum, so dass H, (X;Z) fiir alle n endlich erzeugt ist

und fiir fast alle n verschwindet. Die Eulercharakteristik von X ist wie folgt definiert

X(X) =D (~1)"rg Ho(X; Z),
n
Zeigen Sie mit Hilfe des universellen Koeffiziententheorems, dass

X(X) = (=1)" dim Ho(X; F),

n

fir F' = 7Z/pZ, p prim, bzw. F = Q, siche Definition |3.31}

3.155. UBUNG. Sei X ein topologischer Raum mit Ho(X;Z) endlich erzeugt. Es sei ﬁ[n(X; Q) =
0 und H,(X;Z/pZ) = 0 fiir alle p prim und alle n € N. Zeigen Sie

Hy(X; M) =0

fiir jeden Z-Modul M und alle n € N. (Tipp: Benutzen Sie das universelle Koeffiziententheorem
und zeigen Sie die Aussage zuerst fiir M = 7Z.)

Ubungen zu Abschnitt .

3.156. UBUNG. Essei T" = St x -+ x S' der n-dimensionale Torus. Beweisen Sie durch Induk-
—_

n—mal
tion iiber n, dass

Hy(T™; R) = R(),

3.157. UBUNG. Es seien M, M* zwei Moore-Réume wie in Aufgabe |3.145 Berechnen Sie
Ho(M]* x M*;Z) mit Hilfe der Kiinneth-Formel.
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3.158. UBUNG. Zeigen Sie, dass die Ketten fy, ax(0ax) € Co(A¥; R)®RCy(AF; R) in Beispiel 3.96
eine natiirliche Kettenabbildung

fo:Co( X ;R) — Co( - ;R) @R Ce( - ; R)
definieren.

3.159. UBUNG. Losen Sie eine der folgenden Teilaufgaben:
(1) Zeigen Sie, dass
Yo : (Co(X;R) @R Co(Y;R)) ®p Co(Z; R) — Co(X; R) @R (Co(Y; R) @ Co(Z; R))

einen natiirlichen Kettenhomomorphismus definiert und dass das erste Diagramm in Be-
merkung bis auf natiirliche Kettenhomotopie kommutiert.

(2) Zeigen Sie, dass

Y : Ce(X;R) @ Co(Y;R) — Co(Y; R) ®r Co(X; R)
einen natiirlichen Kettenhomomorphismus definiert und dass das zweite Diagramm in
Bemerkung [3.97] bis auf natiirliche Kettenhomotopie kommutiert.
Dabei werden ¢, und e gegeben durch

Yitj+k((a®b) ®c) =a® (b® c) und Yirjla@b) = (-1)"b®a
fiir alle 4, j,k € Ng und a € C;(X; R), b€ C;(Y; R) und ¢ € Cr(Z; R).
3.160. UBUNG. Es seien f : X — Z, g : Y — W stetige punktierte Abbildungen zwischen

punktierten Rdumen. Dann existiert eine stetige punktierte Abbildung fAg: X AY — Z AW, so

dass das Diagramm
XxY — ZxW

{ 4
XANY — ZAW

kommutiert. Sind fp, fi und gg, g1 als punktierte Abbildungen homotop, dann sind das auch
JoAgound fi Agr.

3.161. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Das Wedge-Produkt (X, zo) V (Yo, yo) ist homdomorph zum Unterraum X x {yo}U{zo} x
YCXxY
(2) Fiir beliebige Indexmengen I gilt

(\/(Xl,l'z)) A (Y, yo) = \/ ((Xuxz) A (Y, yo))
i€l i€l

3.162. UBUNG. Es sei p : X — X eine zweiblittrige Uberlagerung. Aus dem Liftungssatz
folgt, dass jedes singulire Simplex o : AF — X genau zwei Urbilder unter p#  Sp(X) = Skp(X)
hat. Wir definieren p' : Cy(X;Z/2Z) — Cy(X;7Z/27) durch

p!a = Z 0.
5epy' (o)
(1) Zeigen Sie, dass die Transfersequenz
0 — Cu(X:Z/27) s CW(X;72)22) 255 Cu(X:2,/27) — 0
exakt ist, und geben Sie die zugehorige lange exakte Homologiesequenz an.
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(2) Betrachten Sie p: S — RP"™ wie in Aufgabe und berechnen Sie Hi(RP™;Z/27)
aus He(S™;7Z/2Z) durch Induktion iiber k. Benutzen Sie, dass Ho(RP";Z/27) = 7/27
nach Satz [3.400

3.163. UBUNG. Es sei f : S" — S™ ungerade, das heifit, f(—x) = f(z) fiir alle z € S™.
Insbesondere induziert f eine Abbildung f : RP™ — RP"™. Zeigen Sie:

(1) Die Abbildungen f und f induzieren eine Kettenabbildung von der langen exakten Sequenz

aus Aufgabe [3.162] in sich. B
(2) Beweisen Sie durch Induktion iiber k, dass alle Abbildungen fi. , f1, Isomorphismen sind.

(3) Der Abbildungsgrad degf aus Definition ist ungerade ist.
(4) Forlgern Sie daraus den Satz von Borsuk-Ulam: fiir jede Abbildung g : S™ — R"™ existiert
ein x € S" mit g(x) = g(—x).
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KAPITEL 4

Kohomologie

Kohomologie ist ein dualer Begriff zur Homologie. Wir stellen zunéchst die Axiome vor und
konstruieren dann singuldre Kohomologie. Am Anfang verlauft die Theorie im wesentlichen parallel
zu den Abschnitten [3.1] — [3.6] des letzten Kapitels.

Anschlieflend beweisen wir ein universelles Koeffiziententheorem fiir die Kohomologie, wonach
sich Kohomologie fast, aber nicht vollstéindig, aus der entsprechenden Homologietheorie rekonstru-
ieren lésst. Dazu gehen wir &hnlich wie in Abschnitt vor.

Im Gegensatz zur Homologie trigt die Kohomologie eines Raumes in natiirlicher Weise die
Struktur eines graduierten Ringes. Zur Definition der Multiplikation, des sogenannten Cup-Pro-
duktes, ziehen wir Methoden aus Abschnitt mit heran.

Die Homologie eines Raumes mit umgekehrter Graduierung lésst sich mit Hilfe des Cap-
Produktes als Modul iiber dem Homologiering darstellen. Fiir orientierbare topologische Man-
nigfaltigkeiten besagt Poincaré-Dualitdt, dass Homologie und Kohomologie mit entgegengesetzter
Graduierung isomorph sind.

4.1. Singulidre Kohomologie

In diesem Abschnitt stellen wir Axiome fiir verallgemeinerte Kohomologietheorien auf, konstru-
ieren die singuldre Kohomologie, und zeigen, dass sie die Axiome erfiillt.

Der Hauptunterschied zwischen Homologie und Kohomologie besteht darin, dass Kohomologie
,Pfeile umdreht*. Wir fithren dazu einen neuen Begriff ein.

4.1. DEFINITION. Es seien C und D zwei Kategorien. Ein kontravarianter Funktor F:C — D
ordnet jedem Objekt A € obj(C) ein Objekt FA € obj(D) und jedem Morphismus f € hom¢(A, B)
einen Morphismus Ff € homp(FB, FA) zu, so dass

Fidg =idra , (1)
F(fog)=FgoFf (2)
fiir alle A, B,C € 0bj(C) und alle f € hom¢(B,C), g € hom¢(A, B).

Im Gegensatz dazu heiflien Funktoren wie in Definition kovariant. Gegeniiber Definition [2.18
hat sich also nur die Richtung des Morphismus FF' gedndert. Entsprechend wurde Bedingung
so abgedndert, dass die Verkniipfung wohldefiniert bleibt.

4.2. BEISPIEL. Es sei C = D = Vecy die Kategorie der Vektorrdume iiber einem Korper k. Dua-
lisieren ist ein typischer kontravarianter Funktor, der jedem Vektorraum V den Dualraum V* =
Homy (V, k) zuordnet. Zu jeder linearen Abbildung f € Homy(V, W) erhalten wir die duale Abbil-
dung f*: Homy(W*, V*) durch Zuriickholen, das heif}t:

ffB=Bof:V —k fiir alle 6: W —k.
Wir wollen auch natiirliche Transformationen zwischen kontravarianten Funktoren betrachten.

4.3. DEFINITION. Es seien C, D zwei Kategorien und F, G: C — D zwei kontravariante Funkto-
ren. Eine natirliche Transformation T : F — G ordnet jedem A € objC einen Morphismus 7T A €
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homp(FA,GA) zu, so dass fiir alle f € home(A, B) das folgende Diagramm in der Kategorie D
kommutiert.

FA <L FB

74| |75

GA <21 gB

SchlieBlich erinnern wir uns an das direkte Produkt von Vektorrdumen aus Ubung|1.119, Analog
definieren wir das direkte Produkt von Moduln (Mf;);cr iiber R durch

[124: = {(mi)icr | mi € M; fiw alle i € T}
i€l
mit der naheliegenden R-Modulstruktur. Wir schreiben nach wie vor
(mi)ier =Y mi € [[ M
il il
und weisen darauf hin, dass im Gegensatz zur direkten Summe hier beliebig viele Summanden
ungleich 0 sein diirfen. Wie in Ubung |1.119 zeigt man, dass das direkte Produkt ein Produkt auf
der Kategorie Modgr im Sinne von Bemerkung definiert.
Wir kénnen jetzt die Axiome einer reduzierten (verallgemeinerten) Kohomologietheorie ange-

ben, indem wir in Definition [3.12] alle Pfeile umdrehen und die direkte Summe durch ein direktes
Produkt ersetzen.

4.4. DEFINITION. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine verallgemeinerte reduzierte Ko-
homologietheorie (h‘, (5‘) iiber R besteht aus einer Familie von kontravarianten Funktoren

h® = (h™: Top — MOdR)neZ ,

und einer Familie natiirlicher Transformationen 0® = (6™)pez mit 6™(X, A): h"(A) — h"T1(X/A)
fiir alle guten Paare (X, A), die die folgenden Filenberg-Steenrod-Axiome erfiillen.

(1) Homotopieinvarianz. Wenn f, g: X — Y homotope Abbildungen sind, gilt
hf =h"g: B(Y) — h"(X) fir allen e Z .
(2) Kohomologiesequenz. Fiir jedes gute Paar (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:

C O Gn(x/A) R heexy M mea) 2 fetrxya) M

(3) Summenaziom. Sei (X;,z;);cr eine Familie gut punktierter Rdume, dann induzieren fiir
alle n € Z die Inklusionsabbildungen ¢;: X; — \/,c;(X;, z;) einen Isomorphismus

iel el el
Man nennt (fz', 5') eine reduzierte Kohomologietheorie mit Koeffizienten M € Modg, wenn zusétz-
lich das folgende Axiom gilt.
(4) Dimensionsaxiom.
M  fiir n =0, und
0  sonst.

h™(S%) = {

4.5. BEISPIEL. Aus den Axiomen koénnen wir fiir manche Rdume bereits die Kohomologiemoduln
beziiglich einer beliebigen verallgemeinerten Kohomologietheorie h* bestimmen.
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(1) Fiir das Paar (x, ) liefert Axiom die Kohomologiesequenz

~ Tk ~ Tk ~
C oy RR(e) ey pR(y P Rk
=idzk () =idgk (a)

und daher A* (%) = 0 fiir alle k£ wie in Beispiel Wegen der Homotopieinvarianz ver-
schwindet h¥(X) fiir alle zusammenziehbaren Réume X.

(2) Wie in Satz betrachte das gute Paar (D", S"~1) mit D"/S"~! = §". Aus der Homo-
logiesequenz und folgt

7k n 7k(aon—1 s* Tk+1/qQn 7 k+1 n
s BT s RS 2 RR(ST) s REH(D)
H_,O_/ = T

Durch Induktion iiber n erhalten wir
AF(S™) = hF (8% fiiralle k € Z .

(3) Wir kénnen die Argumente aus Abschnitt tibertragen und erhalten fiir jede stetige
Abbildung f: S™ — S", dass h¥f: h¥(S™) — R¥(S™) durch Multiplikation mit deg f
wirkt.

Diesem Gedankengang weiter folgend erhalten wir schliellich ein Analogon von Satz und
konnen ,,echte“ Kohomologietheorien, die dem Dimensionsaxiom geniigen, auf der Kategorie
der CW-Komplexe analog zur zellularen Homologie beschreiben. Das wollen wir hier aber nicht
weiter ausfithren.

Wir wollen jetzt analog zu Beispiel Kettenkomplexe dualisieren, um damit spéter singulére
Kohomologie beschreiben zu konnen. Zunéchst einmal betrachten wir Kokettenkomplexe in volliger
Analogie zu Definition und definieren auch gleich Kokettenhomotopien und Quasiisomorphis-
men.

4.6. DEFINITION. Ein Kokettenkomplex (C®,d®) iiber R ist eine Sequenz (d": C™ — C"1), oz
unitdrer R-Moduln, so dass

d*od" ' =0:C" — "
fiir alle n € Z. Man definiert R-Moduln Z"(C*,d®), B"(C*®,d*) C C™ und H"(C*,d*) durch
Z"(C*,d%) = kerd" B"(C*,d*) =imd"! und H"(C*,d*) = Z"(C*,d*)/B"(C*,d®%) .

Elemente von C",Z"(C*,d*) und B"(C*®,d®) heiflen n-Koketten, n-Kozykel beziehungsweise n-
Kordinder des Komplexes. Der Modul H™(C*®,d®) heifit die n-te Kohomologie des Komplexes, und
seine Elemente n-te Kohomologieklassen.

Eine Kokettenabbildung f*: (C*,d*) — (C',d’®) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Kohomologien bezeichnet man mit

ano — f*: Hn(C.,d.) N Hn+a(C/o7d/o) .
Eine Kokettenabbildung f*® heifit Quasiisomorphismus, wenn die induzierte Abbildung H" f® = f*
fiir alle n € Z ein Isomorphismus ist.
Es seien f, g: (C*,d*) — (C'*,d'*) Kokettenabbildungen vom Grad a. Eine Kokettenhomotopie
zwischen f und g ist eine R-lineare Abbildung h®: C* — D*® vom Grad a — 1, so dass
gk: - fk _ hk’-i-l o dk’ + dk-‘ra—l o hk: Ck: N Dk-i-a
fiir alle k. Zwei Kokettenabbildungen heiflen kokettenhomotop, wenn eine Kokettenhomotopie zwi-

schen ihnen existiert.
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Wie in Abschnitt iiberlegt man sich, dass H¥(C® d®) und H¥f* = f*: H*(C*,d*) —
H*+a(C*, d*) tatsichlich wohldefiniert sind. AuBerdem gilt analog zu Proposition dass homo-
tope Kokettenabbildungen die gleichen Abbildungen auf der Kohomologie induzieren.

Wir konnen jetzt duale Kokettenkomplexe definieren. Im Gegensatz zu Beispiel bilden wir

dabei nicht unbedingt in den Ring R, sondern in einen beliebigen Koeffizientenmodul M € Modg
ab.

4.7. DEFINITION. Es sei (C,,ds) ein Kettenkomplex iiber R und M € Modg. Dann definieren
wir den zu (C,,ds) dualen Kokettenkomplex mit Koeffizienten M durch

(Homp(Ce, M),d*)  mit  d*=dj,;: Hompg(Cy, M) — Homp(Cky1, M) .

Sei fo: (Ce,ds) — (C},d,) eine Kettenabbildung vom Grad a, dann definieren wir die duale Koket-
tenabbildung vom Grad —a

f*: (Homg(C,, M),d"*) — (Hompg(Cs, M), d*)
durch

f¥ = fi_,: Homp(C), M) — Homp(Cy—q, M) .
Sei schlieflich he: (Ce,ds) — (C4,d,) eine Kettenhomotopie zwischen Kettenabbildungen f, und g
vom Grad a, dann ist h® mit

h* =h;_, 1 Hompg(Ch, M) — Hompg(Ch_q_1, M)
die duale Kokettenhomotopie zwischen f® und g°.
4.8. BEMERKUNG. Es sei

(E)R:@R-e:{Zre-e

eck eeE

re € R, fast alle r, =0 }

ein freier Modul mit Erzeugermenge F.

(1) Dann iiberlegt man sich leicht, dass

Hom((E) M) = M = [[ 3" ={ Eme-e* [me e v |
eclk eeE

mit e*(f) = 1 falls e = f und 0 fiir alle anderen f € E. Dann ist die Paarung oder

Auswertung
<Zme-e*> (Zree) = Zme-re eM
ecE

ecE
eine endliche Summe und daher wohldefiniert.

(2) Sei f: (E)r — (B)g eine R-lineare Abbildung, dann wird f eindeutig beschrieben durch
die ,Matrixeintrége“ ap. € R mit

f(e)zzabe‘b>
beB
wobei fiir festes e fast alle ap. verschwinden. Die duale Abbildung f*: MB — M¥ erfiillt

(f5(m-0%))(e) = m - (0% o f)(e) = ape - m = (apemn - €7)(e) ,

so dass also
f*<zmb'b*> = Z(Zabemb> et
beB ecE “beB
Man sieht zum einen, dass man fiir festes e eine endliche Summe iiber b erhélt, da fast

alle ap. verschwinden, und somit einen wohldefinierten Koeffizienten von e*. Zum anderen
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konnen fiir festes b beliebig viele ap. ungleich 0 sein, so dass die rechte Summe {iber e
unendlich werden kann, selbst wenn nur endlich viele der my, nicht verschwinden.
(3) Mit dhnlichen Uberlegungen sieht man auch, dass

Homp (@ M;, N) = [ [ Hompg(M;, N)
i€l el
fiir beliebige R-Moduln M; und N.

Nach diesen Uberlegungen kénnen wir die (unreduzierte) singuléire Kohomologie mit Koeffizien-
ten M € Modp, einfithren. Wir erinnern uns an die Definition [3:37] des singuléren Kettenkomplexes.

4.9. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum und M € Modg, dann definieren wir den
singuliren Kokettenkomplex (C*(X;M),0°) als den zu (Ce(X; R),ds) dualen Kokettenkomplex
mit Koeffizienten M. Fiir eine stetige Abbildung f: X — Y definieren wir f#: (C*(Y;M),5*) —
(C*(X; M), %) als die zu fy duale Kokettenabbildung.

Die Kohomologie H®*(X; M) von (C*(X; M), 6®) heiit singulire Kohomologie von X mit Koef-
fizienten M, und die von f: X — Y induzierte Abbildung bezeichnen wir mit

f*=Hf*: H*(Y; M) — H*(X; M) .
4.10. BEMERKUNG. Wir geben eine etwas konkretere Beschreibung.
(1) Fiir alle k gilt
CH(X; M) = Homp(Cy(X; R), M) = Homp((Sk(X))r, M) = M5
(2) Der simpliziale Korand-Operator ist gegeben durch
k+1 .
5k< Z Mgy - U*> = z:(—l)Z Z Mg - 0;0" € MSk+1(X) ,
Uesk(X) =0 o'esk(X)

dabei ist 6™ die Summe iiber alle 7%, so dass o die i-te Seite von 7 € Si11(X) ist, siche
Definition Im allgemeinen ist 6;c™* also eine unendliche Summe.
(3) Sei f: X — Y stetig, dann ist

f#( Z mU'U*>: Z mey - *U*a
€S, (Y) aeSE(Y)

wobei f*o* eine Summe iiber alle 7%, so dass 7 € Si(X) auf o abgebildet wird.
(4) Wir betrachten jetzt ein Paar (X, A) und setzen

C*(X, A; M) = Hompg (Cy(X; R)/Cr(A; R), M)
= {f € Homp(Ck(X; R), M) | flowar) = 0} — MSHEONSK(A)

Wir wollen iiberpriifen, dass singulére Kohomologie eine unreduzierte Kohomologietheorie ist.
In Analogie zu Definition [£.4] drehen wir in der Defintion [3.59] einer reduzierten Homologietheorie
alle Pfeile um und erhalten folgendes Axiomensystem.

4.11. DEFINITION. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine verallgemeinerte (unreduzierte)
Kohomologietheorie (h', 6') iiber R besteht aus einer Familie von Funktoren

h® = (h": Pair — ./\/lodR)

und einer Familie natiirlicher Transformationen §® = (6"),cz mit 6"(X, A): h"(A) — h"TH(X, A)
fiir alle Paare (X, A), die die folgenden Filenberg-Steenrod-Aziome erfiillen.

nez’
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(1) Homotopieinvarianz. Wenn f, g: (X, A) — (Y, B) homotope Abbildungen sind, gilt
r"f=h"g: \"(Y,B) — h"(X, A) firalleneZ.
(2) Kohomologiesequenz. Fiir jedes Paar (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:

C 2 pmx, A) P prx) M Ay 2 pnti(X A)

(3) Ausschneidung. Fiir jedes Paar (X, A) und jede Teilmenge B C X mit AUB = X induziert
fiir alle n € Z die Inklusionsabbildung ¢: (B, AN B) — (X, A) einen Isomorphismus

h'v: h(X,A) — h™(B,ANB).

(4) Summenaziom. Sei (X;)ier eine Familie von Réumen, dann induzieren fiir alle n € Z die
Inklusionsabbildungen ¢;: X; — Hz‘e 1 X; einen Isomorphismus

[7m: ne (]_[ XZ) = [ x) .

iel el iel

hn+1p

Man nennt (h®,8®) eine (unreduzierte) Kohomologietheorie mit Koeffizienten M € Modg, wenn
zusétzlich das folgende Axiom gilt.

(5) Dimensionsaxiom.
M  fiir n =0, und
0  sonst.

W () = {

4.12. Satz. Die singulire Kohomologie mit Koeffizienten M € Modgr ist eine unreduzierte
Kohomologietheorie tiiber R mit Koeffizienten M.

BEWEIS. Zu zeigen sind die Eilenberg-Steenrod-Axiome aus der obigen Definition.

Nach Ubung 2 von Blatt 6 ist das Dualisieren von Kettenkomplexen ein Funktor. Nach Pro-
position ist Co( -, -; R) ein Funktor, also auch C*(-, -; M). Das Bilden der Kohomologie ist
ebenfalls ein Funktor, also ist insgesamt H®( -, -; M) ein kontravarianter Funktor auf der Kategorie
der Paare.

Nach Satzliefern homotope Abbildungen f, g: (X, A) — (Y, B) kettenhomotope Abbildun-
gen fyu, g4 Co(X, A; R) — Co(Y, B; R). Ebenfalls nach Ubung... sind dann f#, g% : C*(Y, B; M) —
C*(X,A; M) kokettenhomotop und induzieren daher wie in Proposition die gleiche Abbil-
dung f* =g¢*: H*(Y,B; M) — H*(X, A; M). Es folgt Homotopieinvarianz

Es sei jetzt (X, A) ein Paar von Rédumen. Nach Bemerkung erhalten wir eine kurze exakte
Sequenz von Kokettenkomplexen

#
0 —— C(X, A M) -2 oo (X; M) —Z C*(A; M) —— 0

0 — MS.(X)\S.(A) N MS.(X) N MS.(A) — 50
Das Schlangenlemma liefert die gesuchte lange exakte Sequenz . Da die obige kurze exakte
Sequenz natiirlich ist im Paar (X, A), ist auch die lange exakte Kohomologiesequenz natiirlich,
insbesondere auch die Verbindungshomomorphismen 6¥: H*(A; M) — H*1(X, A; M).

Wir erinnern uns jetzt an die baryzentrische Unterteilung, die wir in Abschnitt in sechs
Schritten — @ konstruiert hatten. Insbesondere hatten wir eine Kettenabbildung S, und eine
Kettenhomotopie Ty zwischen id und Se: Co(X; R) — Co(X; R) angegeben. AnschlieBend hatten
wir gesehen, dass fiir jede offene Uberdeckung U von M und jedes singulére Simplex o: AF — X
eine Zahl n existiert, so dass jedes Simplex der Kette S;'o € Cy(X; R) ganz in einer der offenen
Mengen von U enthalten ist.
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Um den folgenden Beweis zu vereinfachen, geben wir jetzt eine Kettenabbildung p: Ce(X; R) —
Ce(X; R), so dass fiir alle singulidren Simplizes o jedes Simplex der Kette p(o) ganz in einer offenen
Menge von U enthalten ist. Dazu miissen wir verschiedene Simplizes unterschiedlich oft unterteilen.

Sei m(o) so gewihlt, dass die Kette SZL(U)J nur Simplizes enthilt, die jeweils ganz in einer offenen
Menge von U liegen.
Definiere jetzt Do: Ck(X; R) — Ci41(X; R) durch

Dro= > (TkoSi)(o),
0<i<m(o)
dann gilt zunéchst

01 Do = > ((Sk A= Te108y) 0 s,@) (0)

0<i<m(o)

=5/ o)~ — S (Thor0Si ) (Bro) .

0<i<m(o)

Da S} eine Kettenabbildung ist, liegen auch alle Seiten von Simplizes von S,T(U) (o) ganz in
offenen Mengen von Y. Fiir Randsimplizes ;o von o folgt daher m(d;0) < m(o). Mit Hilfe der
obigen Gleichung erhalten wir also

k
(Ok4+1Dk + Dg—10k)(0) = S;T(U)(U) - Z(—l)j Z (Th105}_1)(3j0) —0 .
=0

J m(djo)<i<m(o)

=pi (o)
Da die Kettenhomotopie T;_1 Simplizes nicht vergrolert, schlieBen wir, dass auch alle Simplizes
der Kette pi(o) jeweils ganz in offenen Mengen von U enthalten sind. Aulerdem ist pe via Do zur
Identitéit kettenhomotop.
Um das Ausschneidungsaxiom zu beweisen, betrachten wir die Uberdeckung U = {A, B}
von X und konstruieren p, und Do wie oben. Wir haben eine natiirliche Einschriankungsabbildung
7 CH(X, A, M) — CF(B,ANB; M) .

In umgekehrter Richtung erhalten wir die Abbildung

C*(B, AN B; M) —s C*(B, An B; M) 25 C*(X, A: M) .

Man iiberzeugt sich, dass beide Abbildungen zueinander kokettenhomotopieinvers sind und erhlt
den gesuchten Isomorphismus

S HN X, A M) — H*(B,ANB;M) .

Sei jetzt (X, A) = [[;c;(Xi, A;) eine disjunkte Vereinigung von Paaren. Aus Bemerkung
und Satz folgt wie im Beweis von Satz dass

C*(X,A; M) = Hompg (EB Co(Xi, Ai; R), M)
iel
= [ [ Homg(Cu(Xi, Ai; R), M) = [] C* (X, A M)
il i€l
und wir erhalten das Summenaxiom aus
H*(X, A; M) = [ H* (X, Ai; M) .
iel
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Zum Dimensionsaxiom dualisieren wir den Komplex C,(*; R) aus Beispiel und erhalten

0— M- MY S —

Dieser Komplex hat die Kohomologie

M fir k=0, und
0 sonst .

H*(x; M) = {

4.13. BEMERKUNG. Wir konnen auch den Beweis von Satz dualisieren. Sei dazu (X;)ier
die Familie der Wegzusammenhangskomponenten eines topologischen Raumes X.

(1) Dann induzieren die Inklusionen ¢;: X; — X natiirliche Isomorphismen
H*(X; M) = [[H* (X M) .
el
(2) Insbesondere gilt
HOOXGM) = [[M=M".
il
4.14. BEMERKUNG. Der Vollstdandigkeit halber konstruieren wir noch die reduzierte singuldre
Kohomologie.
(1) Es sei X # 0 und px: X — {x} die konstante Abbildung. Dual zu Definition setzen
wir H¥(X; M) = coker(pi¥). Fiir k > 1 folgt H*(X; M) = H*(X; M), da H*(x; M) = 0.
Fiir kK = 0 erhalten wir eine kurze exakte Sequenz
0— M 25 HO(X; M) — HY(X; M) —0.
(2) Esseizg € X,und ¢: {*} — X bilde * auf 2g ab. Dap : Xor = id,, spaltet .*: H(X; M) —
M die obige Sequenz, und wir erhalten

0— M <~ HOX; M) «— HO(X; M) «+— 0,

und daher H*(X; M) = H*(X,zo; M). Dieser Isomorphismus héngt von der Wegzusam-
menhangskomponente von xg in X ab.
(3) Umgekehrt sei Xy = X U {*} wie in Bemerkung (3). Mit Ausschneidung folgt

H*(X; M) = H* (X, {x}; M) = H*(X;; M) .

Jetzt konnen wir die unreduzierte Kohomologie aus der reduzierten rekonstruieren, und
umgekehrt.
(4) Auf dem Niveau von Koketten bildet p% die konstante Abbildung * — m € M auf

die konstante Abbildung X — {m} C M ab. Somit ist H*(X; M) die Kohomologie des
augmentierten Kokettenkomplexes

00— M55 00 M) 5 el X M) —s
wobei e(m)(p) = m fiir alle m € M und p € Sp(X) = X.
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4.2. Universelle Koeffizienten-Theoreme

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie sich die singulire Kohomologie H®*(X; M) aus der singuliren
Homologie Hq(X; R) rekonstruieren lisst. Dazu gehen wir analog zu Abschnitt Vor. Anschlielend
geben wir ohne Beweis zwel weitere universelle Koeffizienten-Theoreme an.

Als erstes definieren wir das Erweiterungsprodukt Ext. Dazu erinnern wir uns an den Begriff der
freien Auflésung aus Definition[3.75|und an das Lemma[3.78] wonach freie Auflésungen modulo Ket-
tenhomotopie eindeutig und natiirlich sind. Erweiterungsprodukte ,,ergdnzen“ den Hom-Funktor in
der gleichen Weise, wie Torsionsprodukte das Tensorprodukt ergénzen.

4.15. DEFINITION. Seien M, N € Modgr und

0<—M<—M0<8—1M1<—...

eine freie Auflosung. Die Erweiterungsprodukte von M und N sind definiert als die Kohomologie-
moduln des dualen Kokettenkomplexes,

Exth, = H*(Homp (M., N), ;1) € Modg .

Man beachte, dass M selbst im dualen Kokettenkomplex nicht mehr auftaucht:

8*
0— HOHIR(Mo,N> —4 HOHIR(MI,N) — ...
4.16. BEMERKUNG. Wir zeigen zunéchst, dass die Erweiterungsprodukte wohldefiniert sind und
liberlegen uns erste Eigenschaften, siehe Bemerkung (3.80)

(1) Es sei f: M — M’ ein Morphismus, dann liefert Lemma Morphismen fj,: M}, — M|,
fiir freie Auflosungen (M, ds) von M und (M, d,) von M’, und f, ist bis auf Kettenho-
motopie eindeutig durch f bestimmt. Dualisieren liefert eine Kokettenabbildung

8*
0 —— Homp(My, N) —2— Homp(M;, N) ——
|5 |5
0 —— Homp(M|},N) —— Homp(M{,N) —— ...,

und fJ ist wieder eindeutig bis auf Kokettenhomotopie. Also erhalten wir eindeutige Ab-
bildungen

Exth(f, N): Exth(M', N) — Exth (M, N) |

wobei aber Ext%,(M’, N), Ext} (M, N) noch von den freien Auflsungen abhingen kénnten.
(2) Seien jetzt (M, ds) und (M., d,) zwei freie Auflssungen von M € Modg. Indem wir
auf f =idy;: M — M in beiden Richtungen anwenden, sehen wir, dass Ext]f%(M ,N') bis
auf eindeutige Isomorphismen nicht von der Wahl der freien Auflésung von M abhéngt.
Also liefert jeder Modul N € Modg eine Familie von kontravarianten Funktoren

Ext’f%( -, N): Modr — Modp, .
(3) Nach Ubung 1 von Blatt 6 gilt
ker(97) = { a: My — N | afimo, =0} = Homp(M,N) ,

also gilt Ext% (M, N) = Hompg(M, N), und dieser Isomorphismus ist natiirlich, siehe Be-
merkung @).
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(4) Fiir festes M € Modg ist Ext’ (M, -) ein kovarianter Funktor. Denn sei g: N — N’ linear,
dann erhalten wir eine Kokettenabbildung

a*
0 —— Hom(My, N) —— Hom(M;,N) —— ...

al - |
o*
0 —— Hom(My, N') —— Hom(M;,N') —— ...

mit g.a = g o a € Hom(Mj, N') fir « € Hom(Mj, N). Also induziert g eine Familie von
Abbildungen Ext¥ (M, g): Exth (M, N) — Exth (M, N').

(5) Der Funktor aus (4) erhilt direkte Summen: sei N = @,.; N;, dann folgt Hom (M}, N) =
@, Hom(Mj,, N;), und es gilt

Ext (M, &y Ni) = @ Exth(M, ;) .
iel iel
(6) Aus Bemerkung folgt
Hom<€B M, N) = [ Hom(M”, N) fixr M = P M,
iel iel icl
und Auflésungen (M.(i), 8@) von M;. Also erhalten wir
Exth (@ M;, N) = [[ Exth(M;, N) .
iel iel

Also macht der Funktor Ext’f%( -, N) aus direkten Summen direkte Produkte.
(7) Zu den Erweiterungsprodukten gibt es zwei typische lange exakte Sequenzen. Sei zunéchst

(2

0—N S N-L N0

eine kurze exakte Sequenz. Da alle My = (Fj)r frei sind, erhalten wir kurze exakte
Sequenzen
0— HOmR(Mk,N/) — HOmR(Mk,N) — HOmR(Mk,N//) —0
~N/E ~NE ~N"E

von Kokettenkomplexen, und das Schlangenlemma liefert die lange exakte Sequenz
0 — Homp (M, N') —s Homp(M, N) — Homp(M, N") - ExtL(M, N') — ...,

zum Vergleich sieche Ubung 4 von Blatt 6.
(8) Sei jetzt

0+ M <L M M+ 0
eine kurze exakte Sequenz, dann liefert Ubung 3 von Blatt 7 eine kurze exakte Sequenz
von freien Auflésungen. Nach Ubung 1 von Blatt 6 erhalten wir eine kurze exakte Sequenz

0 — Homp(M/, N) L5 Homp (M., N) - Homp (M., N) — 0
Das Schlangenlemma liefert jetzt
0 — Homp(M", N) —s Homp(M, N) —s Homp(M’, N) —*5 Exth (M, N) — ...

Man nennt Ext}, wegen (7)) und auch die rechtsderivierten Funktoren zum linksexakten
Funktor Homp, kurz Exty, = R Hom$.
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4.17. BEISPIEL. Wir haben einige wichtige Eigenschaften der Funktoren Ext¥, fiir beliebige Rin-
ge gesammelt. Jetzt wollen wir uns auf Hauptidealringe spezialisieren und einige Homg- und Ext -
Moduln explizit ausrechnen.

(1) Es sei M = R, dann wihlen wir als freie Auflosung My = R, M), = 0 fiir £ > 1. Ein
Morphismus a: R — N ist bestimmt durch a(1) € N, und jedes Element von N kann
auftreten. Also erhalten wir

Homg(R,N)=N und  Exth(R,N)=0 firk>1.
(2) Wegen Bemerkung und (4) oben erhalten wir fiir freie Moduln M = (E)g, dass

Homp((E)g, N) = [[e- N =N*
ecE

sowie Exth((E)r, N) = 0 fiir k > 1. Falls R = k ein Kérper ist, sind alle Moduln frei, und
es gilt Extulz =0 fiir alle k£ > 1.

(3) Nach Bemerkung hat jeder Modul M iiber einem Hauptidealring R eine Auflésung
der Form My < M, so dass Ext% = 0 fiir alle £ > 2. Daher schreiben wir in Zukunft
einfach Extp fiir Ext}%, wenn R ein Hauptidealring ist.

(4) Nach Bemerkung ist jeder endlich erzeugte R-Modul M eine direkte Summe aus
einem freien Modul R™™ und endlich vielen Torsionsmoduln der Form R/a;R mit a; €
R/{0}. Fiir einen solchen Modul gilt nach Ubung 1 von Blatt 7, dass

Homp(R/aR,N) = Torr(R/aR, N) und Extr(R/aR,N) = (R/aR) ®r N .
(5) Fiir N = R erhilt man in insbesondere
Hompg(R/aR,R) =0 und Extr(R/aR,R) = R/aR .

Der Name Extr kommt daher, dass der Funktor Extg tiber Hauptidealringen gerade die Er-
weiterungen (Extensionen) zweier Moduln beschreibt.

4.18. DEFINITION. Es seien M, N € Modg, dann ist eine N-FErweiterung von M eine kurze
exakte Sequenz der Form
00— N-—F—M—0.

Zwei Erweiterungen heiflen isomorph, wenn es ein kommutatives Diagramm der folgenden Form
gibt:

0 s N Eo M 0
0 y N ol M 0.

Aufgrund des Fiinferlemmas ist die Abbildung Ey — F; im obigen Diagramm ein Iso-
morphismus. In den Ubungen sehen wir, dass Extr(M, N) genau die Isomorphieklassen von N-
Erweiterungen von M beschreibt.

4.19. BEISPIEL. Es gibt zwei Z-Erweiterungen von Z /27, ndmlich
0—72Z—Z2Z&7L)27 — 7./27. — 0

und
0—7Z 257 —7/27 — 0.
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Nach diesen Vorarbeiten kénnen wir jetzt ein universelles Koeffiziententheorem fiir die singulére
Kohomologie beweisen. Strenggenommen beweisen wir einen Satz iiber die Kohomologie von dualen
Kokettenkomplexen zu freien Kettenkomplexen. Daher gilt der folgende Satz beispielsweise auch
fiir die zelluléire Kohomologie. Analog dazu spricht der universelle Koeffizientensatz iiber das
Tensorprodukt eines freien Kettenkomplexes mit einem R-Modul, und gilt daher analog fiir die
zellulare Homologie.

4.20. SATZ (Universelle Koeffizienten fiir Kohomologie). FEs sei R ein Hauptidealring und M €
Modg. Fir alle k € Z ist die Sequenz

0 — BExtr(Hp_1(X;R), M) — H*(X; M) — Hompg(Hy(X;R), M) — 0
exakt, natirlich in X. Die Sequenz spaltet, aber nicht auf natiirliche Weise.

Anstelle von X diirfen wir auch ein Raumpaar (X, A) einsetzen. Der augmentierte Koketten-
komplex aus Bemerkung ist der duale Kokettenkomplex zum augmentierten Kettenkomplex
aus Bemerkung . Also gilt der obige Satz auch fiir die reduzierte singuldre Kohomologie.

BEWwEIS. Wir erinnern uns an die kurze exakte Sequenz
04— By1(X) < Cr(X) € Z4(X) — 0, (1)

wobei wir die Koeffizienten R der Kiirze halber weglassen. Wie im Beweis des Satzes sind alle
diese Moduln frei, und die Sequenz spaltet. Nach Ubung 1 von Blatt 6 ist dann auch die Sequenz

0 —s Homp(By_1(X); M) —% C*(X; M) 5 Homp(Z(X); M) «— 0 2)

exakt und spaltet. Wir fassen diese Sequenz als kurze exakte Sequenz von Kokettenkomplexen
auf, wobei das Differential 9 auf den beiden dufleren Komplexen verschwindet. Jetzt liefert das
Schlangenlemma [3.44] eine lange exakte Sequenz

... — Homp(Bj_1(X); M) — H¥(X; M) — Homp(Z(X); M) — ... . (3)

Anhand des Diagrammes

0 —— Hompg(By_1(X); M) o CHX;M) —— Hompg(Zp(X);M) —— 0
s s s

0 —— Hompg(Bk(X); M) S, CMY(X; M) —— Homp(Zg41(X); M) — 0

tiberpriifen wir, dass der Verbindungshomomorphismus in der Sequenz gerade durch die Inklusi-
on jo: Be(X) < Zo(X) induziert, also durch j;: Homp(Ze(X); M) — Homp(Be(X); M) gegeben
wird. Wie im Beweis von Satz erhalten wir daher die kurze exakte Sequenz

0 —» coker(j;_,) — H*(X; M) — ker(j;) — 0.
Wir betrachten jetzt die freie Auflosung
0 Hy(X) ¢ Zp(X) & By(X) <0
und folgern aus Definition und Bemerkung , dass
ker(j};) = Homp (Hg(X); M) und coker(jj;) = Extr(Hg(X); M) .

Damit haben wir die Exaktheit der Sequenz im Satz bewiesen. Da alle oben betrachteten Abbil-
dungen in X natiirlich sind, folgt auch die Natiirlichkeit der Sequenz.
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Um die Sequenz im Satz zu spalten, spalten wir durch pi: Cx(X) — Zk(X) mit pg o 1, =
idz, (x). Die duale Abbildung p;: Hompg(Z;(X); M) — C*(X; M) spaltet (2)), denn

U © Pk = idHom (2, (X);M) -
Sei jetzt a € ker j; C Hompg(Z,(X); M). Aus By(X) C Z,(X) folgt
(P*a)lB,(x) = By (x) = Jrx =10,
also auch 9y (p*a) = 0. Also induziert pj eine Abbildung
Hom g (Hy(X); M) = ker(j) —% ker(9},,) — H*(X; M) ,
die die Sequenz im Satz spaltet. O

4.21. BEISPIEL. Wir betrachten einige einfache Beispiele.

(1) Wir haben in Ho(S™; R) in Satz und H*(S™; M) in Beispiel mit Hilfe der
i

Axiome bestimmt. Mit Beispiel (1) finden wir die kurzen exakten Sequenzen
0 — Bxtgr(H,_1(S™ R), M) — H"(S™; M) — Hompg (H,(S™; R), M) — 0
————

=0 =R
5y
und
0 — Bxtgr(Hp_1(S™; R), M) — H*(S"; M) — Hompg(H(S™; R), M) — 0
=0 =0 =0
fiir k #£ n.

(2) Wir betrachten den komplex projektiven Raum CP". Da Hy(CP"; R) nach Ubung [3.138
fir alle k frei ist, schliefen wir wie oben, dass
M fir k=2i mit 0 <i <
Hk((CP”;M)%{ ir £ =2i mit 0 <¢ <m, und
0 sonst.

(3) Als néchstes betrachten wir den reell projektiven Raum RP", siche Beispiel Nach
Beispiel gilt
Homgz(Z/2Z,7) =0 und Extz(Z/2Z,7) = Z/27 .
Also erhalten wir

7)27 falls k gerade ist und 0 < k <n ,
HYRPY:Z)=!7Z falls k = n ungerade oder k = 0, und
0 sonst .

(4) Wir bleiben bei RP™ und betrachten Koeffizienten Z/2Z. Wir konnen entweder R = Z
betrachten und Ubung 1 von Blatt 7 benutzen, wonach

Homy(Z/27,7./27) = Toryz(Z/27,7)27) = 7] 27
und

Exty(Z/22,7./27) = (Z/27) ®@z (Z/27) = 7.]27 .
Dann erhalten wir

Z/27 falls0 <k <n, und

HYRP"72/27) = {
0 sonst .
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Alternativ betrachten wir R = k = Z/27Z und benutzen die Rechnung aus Beispiel
Da jetzt Hy(RP";Z/27) fiir alle k frei ist, erhalten wir das obige Ergebnis diesmal mit
dem Argument aus .

Man kann den universellen Koeffizienten-Satz [4.20] aber nicht nur benutzen, uns einzelne Koho-
mologiemoduln auszurechnen. Beispielsweise héitten wir das Ausschneidungsaxiom fiir die singulére
Kohomologie auch mit Hilfe von Satz[1.20]und dem Fiinferlemma[3.56] iiberpriifen kénnen, siehe [HJ.
Wir kénnen jetzt mit Hilfe des universellen Koeffiziententheorems eine duale Version zum Satz [3.63)
von Hurewicz beweisen. Es sei G eine Gruppe und M € Modg, dann bezeichne hom(G, M) die
Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach (M, +). Dabei handelt es sich wieder um einen R-
Modul, mit

(a+b)(g) =alg) +blg) und  (ra)(g) =r1-alg)
fiir alle a, b € hom(G, M), g € Gund r € R.

4.22. FOLGERUNG. Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum, xg € X und M €
Modyg. Dann gibt es einen natirlichen Isomorphismus

HY(X; M) = hom(m1 (X, z0), M) .
BEWEIS. Nach Satz ist Ho(X;7Z) = Z frei, so dass
Exty(Ho(X;Z),M) =0
nach Beispiel . Aus Satz folgt also
HY(X; M) = Homg(H(X;Z), M) .

Aus dem Satz und der universellen Eigenschaft der Abelisierung, siche Ubung , folgt,
dass

HY(X; M) = Homgz,(m (X, 20)*, M) = hom(m1 (X, x0), M) ,
wobei wir benutzt haben, dass Mody, gerade die Kategorie der abelschen Gruppen beschreibt, siehe
Beispiel . ]
4.23. BEMERKUNG. Mit etwas mehr Aufwand zeigt man fiir M € Modg, dass
Hi(X; M) 271y (X,20)" ®z M € Modg
und
HY(X; M) = hom(m (X, z0), M) € Modp, .
Es folgen ohne Beweis zwei weitere universelle Koeffiziententheoreme. Das erste beruht darauf,
dass fiir freie Moduln M die natiirliche Abbildung
w: Homp(M,R) @g N — Homp(M, N)

mit u(f®n)(m) = f(m)-n € N ein Isomorphismus ist, wenn mindestens M oder N endlich erzeugt
ist. Wenn M und N unendlich erzeugt sind, stimmt das nicht mehr, man erhé&lt nur Morphismen
von ,endlichem Rang® in Hompg(M, N). Beispielsweise ist idy; ¢ impu falls N = M unendlich
erzeugt ist.

4.24. SATZ (Universelle Koeffizienten). FEs sei R ein Hauptidealring, M € Modr und X ein
topologischer Raum. Wenn Hp(X; R) fir alle k endlich erzeugt ist oder wenn M endlich erzeugt
ist, ist fir alle k € 7 die Sequenz

0 — H¥(X;R)®p M — H*(X; M) — Torg(H*"'(X;R),M) — 0
exakt und natirlich. Sie spaltet, aber nicht auf natirliche Weise.
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BEWEISSKIZZE. Seien etwa alle Hy(X; R) endlich erzeugt. Dann ersetzen wir (Co(X; R), Ds)
durch einen kettenhomotopiedquivalenten Komplex (Cy,d,), so dass alle C} frei und endlich er-
zeugt sind, siehe Aufgabe 4 von Blatt 8. Nach Dualisieren sind dann auch die Kokettenkomple-
xe (C*(X;M),6%) und (Homp(C}, M), L) kokettenhomotopiedquivalent.

Nach Ubung 3 von Blatt 8 gilt

Homp(C), R) @ M 2 Homp(Cl, M) ,

also kénnen wir Ck(X; R) im Beweis von Satz durch Hompg(CY,, R) ersetzen, um die Exakt-
heit im obigen Satz zu beweisen. Fiir die Natiirlichkeit miissen wir uns noch iiberlegen, dass die
Konstruktion in Aufgabe 4 von Blatt 8 bis auf Homotopie funktoriell ist. O

Der zweite Satz beruht darauf, dass die natiirliche Abbildung
¢: M ®r N — Homp(Hompg(M, R), N)

mit p(m®@n)(a) =a(m)-n firm e M,n € N und a: M — R ein Isomorphismus ist, falls M frei
und endlich erzeugt ist. Falls M frei, aber unendlich erzeugt ist, liegen wieder nur Morphismen von
endlichem Rang im Bild von ¢. In Analogie zu Satz erhilt man das folgende Resultat.

4.25. SATZ (Universelle Koeffizienten). Es sei R ein Hauptidealring, M € Modr und X ein
topologischer Raum, so dass Hi(X; R) fiir alle k € Z endlich erzeugt ist. Dann ist fir alle k € Z
die Sequenz

0 — Bxtr(H*™(X; R), M) — Hp(X; M) — Hom(H*(X; R), M) — 0
exakt und natiirlich. Sie spaltet, aber nicht auf natiirliche Weise.

BEWEISSKIZZE. Wir ersetzen wieder (Ce(X;R),0s) durch einen kettenhomotopiesiquivalenten
Komplex (C},d,). Nach Ubung 3 von Blatt 8 gilt

Cj. ®r M = Hompg(Hompg(Cy, R), M) .

Also konnen wir im Beweis von Satz wieder Ci(X; R) durch Hompg(C}, R) ersetzen, und
erhalten einen Beweis fiir die Exaktheit im obigen Satz. U

4.3. Zellulire Kohomologie

Wir wollen im néchsten Abschnitt einige Aussagen iiber projektive Rdume beweisen. Am ein-
fachsten geht das mit Hilfe der zelluldren Kohomologie, die wir jetzt in Anlehnung an Abschnitt
kurz einfiihren wollen. Wir werden hier allerdings mit einer unreduzierten Kohomologietheorie h®
mit Koeffizienten M arbeiten.

Es sei also X =2 X" ein CW-Komplex mit Indexmengen I fiir die n-Zellen. Fiir ¢ € I™
sei wieder ®7: D" — X™ die charakteristische Abbildung und @7 = ®7|ypn: S~ — X! die
Einklebeabbildung. Wir schreiben X™ = () fiir n < 0 und bezeichnen die Abbildung (D", S"~!) —
(X", X"~ 1) wieder mit ®7. Aus den langen exakten Kohomologiesequenzen fiir die Paare (D™, S"~ 1)
und (5™, D™) schliefen wir Ausschneidung, dass

M firk=n

0 sonst.
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4.26. LEMMA. FEs ¢ibt natirliche Isomorphismen

R (X", X" = mit a ((h”@?)(a)) fir alle n (1)
el

RE(X™ X" =0 firk #n, (2)

RF(X™) =0 firk>n, (3)

und hF(X™) = hF(X) fiirn >k . (4)

BEWEIS. Falls h® = H*(-; M) die singuléire Kohomologie ist, folgen (I))— aus Lemma
mit dem universellen Koeffiziententheorem Fiir andere h® kopieren wir den Beweis von Lem-

ma mit den entsprechenden Anderungen. ]
Wie in Abschnitt betrachten wir das folgende kommutative Diagramm.
0 \
h™(X)
X"‘"“ / !

hn(X7)

. \ hny Xﬂ/‘
dn dn+1

. hn—l(Xn 17Xn 2 hn Xn7Xn—1) cw pnt1 (Xn-i-l,Xn) ..

\ e SN

h— 1 Xn 1 hn+1(Xn+1)
”/ \0 N

Wir erhalten eine Folge natiirlicher Isomorphismen
h™(X) 2 ker 6" = ker(6" o h"p,,)/ ker h'p, = ker dht / im 6™ ! 22 ker dbt) / im dhy,

Um den zelluldren Korandoperator besser zu verstehen, betrachten wir fiir i € I"*! und j € I" das
Diagramm

0

hn(Xn’Xn—l) h"pn hn(Xn) 4 ; hn+1(Xn+17Xn)

q;LT Thn@;b-!—l Tthrlq):_L-Fl
hn(Dn’ Sn—l) hn(sn) i ; hn-‘rl(Dn-i-l’ Sn) .

Hierbei ist ¢} die zusammengesetzte Abbildung

nen

AT "
hn(Dn’Snfl) EJ h" <Xn,Xn1 U Uk;é] eg) hn(Xn,anl) .

Um zu zeigen, dass die linke Abbildung invertierbar ist, ,,verdicken“ wir den Rand von D™ bezie-
hungsweise e} und benutzen dann das Ausschneidungsaxiom.
Schliefflich zeigt man fiir n > 1, dass

hTL(ng»l o) hnpn o q‘? — deg f;;+1: hn(Dn,Sn_l) ~ M — hn(Sn) ~ M
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dabei ist fj”fl: S™ — S wie in Abschnitt definiert, vergleiche dazu Definition Dazu
benétigt man das Pendant von Folgerung ir die Kohomologietheorie h®.
Da wir unreduziert arbeiten, finden wir, dass d%W adjungiert ist zum Randoperator

ef = oH (1) — @l (=1) fiir b {1,-1} — XY
Insgesamt ist dg.y;; dann dual zum unreduzierten zelluldiren Randoperator aus Bemerkung .

Sei schliefflich f: X — Y eine zelluldre Abbildung zwischen CW-Komplexen, dann erhalten wir
eine Kokettenabbildung fc#W: Ce (Y M) — Ctyyy (X; M) und eine induzierte Abbildung

fow: Hew (Y5 M) — Hewy (X5 M)
Der folgende Satz wird analog zu Satz bewiesen.

4.27. SATZ. Es set M € Modg.

(1) Der zellulire Kokettenkomplex (Cguy (X5 M), dey,) ist dual zum zelluldren Kokettenkom-
plex (CEW(X; R),dSWY), insbesondere ist die n-te zellulire Kohomologie mit Koeffizien-
ten M ein kontravarianter Funktor Hpy,: CW — Modpg.

(2) Fliir jede unreduzierte Kohomologietheorie h® mit Koeffizienten M existiert ein natiirlicher
Isomorphismus h®|cyy — Hewy (-3 M).

4.28. BEMERKUNG. Zu jeder reduzierten Kohomologietheorie konstruieren wir analog einen re-
duzierten zelluldren Kokettenkomplex, der dann dual ist zum reduzierten zelluldren Kettenkomplex
aus Definition [3.26

Alternativ kénnen wir den obigen unreduzierten Kokettenkomplex wie in Bemerkung (4)

augmentieren. Dieser Komplex ist dann dual zum augmentierten Komplex aus Bemerkung

4.29. BEMERKUNG. Wir haben gesehen, dass jede (Ko-) Homologietheorie auf der Kategorie
der CW-Komplexe in natiirlicher Weise durch (Ko-)Kettenkomplexe dargestellt wird. Insbesondere
gilt

(CTM(X: R),dd") @p M = (CY (X5 M), dJ™)
Homp((CJ" (X3 R), d0™), M) = (Cly (X5 M), dgyy) -
Das bedeutet, dass die universellen Koeffiziententheoreme und auf der Kategorie der
CW-Komplexe fiir alle (Ko-)Homologietheorien mit entsprechenden Koeffizienten gelten. Das folgt
entweder, indem man die Beweise fiir die zelluliren Komplexe wiederholt, oder indem man das
Problem mit den Natiirlichkeitsaussagen aus den Satzen (2)) und auf die singulére

Theorie zuriickfithrt. Genauso gelten auch die Satze und [4.25| fiir alle (Ko-)Homologietheorien
mit passenden Koeffizienten auf der Kategorie der CW-Komplexe.

4.4. Das Cup-Produkt

Im Gegensatz zur Homologie trégt die Kohomologie eine natiirliche Ringstruktur. Dabei wird
die Multiplikation durch das Cup-Produkt gegeben, das wir in diesem Abschnitt konstruieren.
Dazu erinnern wir uns an die Alexander-Whitney-Abbildung aus dem Satz von Eilenberg-Zilber
und definieren zunichst das dazu duale Kreuzprodukt. Anschliefend kénnen wir das Cup-Produkt
definieren, die wichtigsten Eigenschaften beweisen und einige Beispiele betrachten.

Wir haben im Satz von Eilenberg-Zilber gesehen, dass fiir zwei Rdume X und Y die
Komplexe Co(X XY; R) und Co(X; R)@rCe(Y; R) auf natiirliche Weise kettenhomotopieiquivalent
sind. Speziell heifit die Abbildung

fro = fo: Co(X XY R) — Co(X;R) ®r Co(Y; R)
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auch Alexander- Whitney-Abbildung. In Beispiel haben wir eine solche Alexander-Whitney-
Abbildung kennengelernt. Jede andere Alexander-Whitney-Abbildung ist wegen des Satzes
iiber azyklische Modelle zu e natiirlich kettenhomotop.

4.30. DEFINITION. Es seien X und Y topologische Réume und pie: Co(X XY R) — Co(X; R)®Rr
Co(Y; R) eine natiirliche Kettenhomotopieiiquivalenz. Das Kreuzprodukt ist die von pe induzierte
Abbildung

x: H*(X;R) ®r H*(Y;R) — H*(X x Y;R) .

4.31. BEMERKUNG. Es folgen elementare Uberlegungen zum Kreuzprodukt.
(1) Esseien a € C*(X; R) und 8 € C*(Y; R) Koketten, dann erhalten wir eine Kokette ax 3 €
C*Y(X x Y;R) durch

axf: CuX xY;R) 2 @@ GGR) 9 C(YV;R) “ RogrR=R,
itj=k+l
hierbei ist o ® 8 die lineare Abbildung nach Proposition ([2). Da p eine Kettenabbil-
dung ist, gilt die Leibniz- oder Produktregel

5k+€(04 X B) = (a® B) o tte 0 Optet1
=(@@B)e P (O @id+(-1)id®d;j11)op
i+j=k+0+1
= (00 Ok1) ® B) o p+ (=) (@ ® (B0 Dpy1)) o
= (") x B+ (—=1)Fa x (6°8) .

(2) Seien a, § Kozykel, dann folgt aus der obigen Produktregel, dass auch a x § ein Kozykel
ist. Seien auferdem y € C*~1(X: R) und € € C*~1(Y; R), dann folgt

(a+6"y) x (B+6Te) =ax B+ Ty x (B+6¢)) + (-1)FF L (a xe),

also ist die induzierte Abbildung auf der Kohomologie wohldefiniert.

(3) Sei schlielich v: Co(X XY R) = Co(X; R) ®rCe(Y'; R) eine weitere Alexander-Whitney-
Abbildung, dann sind x4 und v kettenhomotop. Also induzieren beide Abbildungen das
gleiche Kreuzprodukt auf der Kohomologie.

(4) Da die Alexander-Whitney-Abbildung natiirlich ist, gilt das auch fiir das Kreuzprodukt.
Seien also f: X — V und g: Y — W stetig, o € C*(V; R), g € C*(W; R), dann folgt

(fxg)(axB)=(a@B)opo(f xg)y=(a®p)o(fz®gy)on
=((ffa) @ (g"B)) on=(fTa) x (¢7B): Ca(X X Y;R) — R.
Im Gegensatz zur Situation bei Kettenkomplexen induziert das Dual der Alexander-Whitney-

Abbildung nicht automatisch eine Kokettenhomotopiedquivalenz zwischen C*(X; R) @ g C*(Y; R)
und C*(X x Y; R). Stattdessen gilt der Satz von Eilenberg-Zilber mit folgenden Einschrankungen.

4.32. SATz (Eilenberg-Zilber fiir Kokettenkomplexe). Es seien X, Y topologische Riume und
sei R ein Hauptidealring, so dass Hy(X; R) fir alle k endlich erzeugt ist. Dann sind die Koketten-
komplexe

C*(X xY;R) und C*(X;R)®rC*(X;R)
natiirlich kettenhomotopiedquivalent.
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BEWEIS. Wir ersetzen zunédchst Ce(X; R) durch einen kettenhomotopiedquivalenten freien Ket-
tenkomplex C,, so dass alle €}, endlich erzeugt sind, siche Aufgabe 4 von Blatt 8. Dann sind
auch C*(X; R) und Hompg(Cy; R) kettenhomotopiesiquivalent, und alle Hompg(Cj; R) sind frei und
endlich erzeugt. Mit Aufgabe 3 von Blatt 8 und Aufgabe 1 von Blatt 9 erhalten wir

Hompg(Cy; R) ®gr Hompg(Cy(Y; R), R)) = Homp(Cy,, Homg(C¢(Y; R), R))
& HOHlR(CY],C KRR CK(Y; R), R) .

Mit Satz erhalten wir eine Folge von Kettenhomotopieiquivalenzen, wobei wir C,, wieder
durch Co(X; R) ersetzen:

C*(X;R)®C*(Y; R) 2 Hompg(Ce(X; R) ®r Ce(Y; R), R)
>~ Homp(Co(X X Y;R),R) = C*(X x Y R) .

Fiir die Natiirlichkeit der ersten Abbildung brauchen wir wieder, dass die Konstruktion von CJ in
Aufgabe 4 von Blatt 8 bis auf Kettenhomotopie eindeutig ist. O

Mit der algebraischen Kiinneth-Formel aus Satz [3.89] erhalten wir eine topologische Kiinneth-
Formel fiir die Kohomologie.

4.33. SATz (Kiinneth-Formel, Kohomologie). Es seien X, Y topologische Riume und R ein
Hauptidealring, so dass Hi(X; R) fiir alle k endlich erzeugt ist. Dann ist die Sequenz

0 — (H(X;R)®r H(Y;R))* =5 H¥(X x Y;R) — (Torg(H(X;R), H(Y; R)))**! — 0
natirlich, exakt und spaltet, aber nicht auf natirliche Weise. O

Wir wollen als néchstes eine Ring- beziehungsweise Algebrenstruktur auf der Kohomologie
einfiihren. Dazu brauchen einige Begriffe.

4.34. DEFINITION. Ein (Z—)graduierter Ring besteht aus einer Familie A* = (A¥)ycz abelscher
Gruppen und einer Multiplikation auf A = @, ., A¥so dass (A, +, -) ein Ring ist und

r-se AFt fiir alle k,0 € Z,r € A¥ und s € A .
Ein graduierter Ring A® heifit graduiert kommutativ, wenn dariiberhinaus
s-r=(=D)kr.s fiir alle k,¢ € Z,r € A¥ und s € A*.

Ein graduierter Ring A® ist ein graduierter Ring mit Eins, wenn es ein Element 1 € A% mit 1-a =
a-1=a fir alle a € A® gibt.

Sei schlieBlich A ein graduierter Ring und R ein kommutativer Ring mit Eins, so dass AF €
Modp fiir alle k und so, dass die Multiplikation auf A® beziiglich R bilinear ist, dann heifit A® eine
graduierte/graduiert kommutative R-Algebra (mit Eins).

4.35. BEISPIEL. In der Differentialgeometrie bilden die Differentialformen auf einer glatten Man-
nigfaltigkeit M eine graduiert kommutative C>°(M )-Algebra Q°(M).

Es sei X wieder ein topologischer Raum. Dann betrachten wir die Diagonalabbildung
Ax: X — X x X mit Ax(x) = (z,x)

fiir alle x € X. Es seien 7, mo: X X X — X die kanonischen Projektionen. Die Diagonalabbildung
ist stetig nach Satz wegen der Stetigkeit der zusammengesetzten Abbildungen

idy: X 2% X x X ™% x|
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4.36. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum und R ein Ring. Dann ist das Cup-Produkt
auf H*(X; R) definiert durch

— =AY ox: H*(X;R)®r H*(X;R) — H*(X;R) .

4.37. BEMERKUNG. Wir kénnen die Alexander-Whitney-Abbildung aus Beispiel [3.96] zur Kon-
struktion des Kreuz-Produktes benutzen und erhalten fiir das Cup-Produkt auf Kokettenniveau
die Formel

k+2
(@ — B)(0) = (a x B)(Axe0) = > (a® B)(0] @ 07lyy) = (o)) - B(o]) € R
=0

fir alle o € C*(X;R), B € CY(X;R), 0 € Spy¢(X), wobei o, =00 O’;H_e’k die ,,Vorder-k-Seite*
und oy = oooy,, die ,Riick-(-Seite* des singuléren Simplexes o seien. Hatcher [H| benutzt diese
Formel als Definition.

4.38. LEMMA. FEs sei R ein kommutativer Ring mit Fins. Dann ist singuldre Kohomologie
mit Koeffizienten R ein homotopieinvarianter Funktor von der Kategorie Top in die Kategorie der
graduiert kommutativen R-Algebren mit Eins.

BEWEIS. Sei zunédchst X ein topologischer Raum. Das Cup-Produkt ist nach Konstruktion
eine R-bilineare Abbildung, die H*(X; R) ®g H*(X; R) nach H***(X; R) abbildet. Funktorialitit
und Homotopieinvarianz des graduierten R-Moduls H®(X; R) folgen aus Definition . Um
einen homotopieinvarianten Funktor in die Kategorie der R-Algebren zu erhalten, reicht es, zu
zeigen, dass das Cup-Produkt natiirlich ist. Dazu benutzen wir die Natiirlichkeit der Alexander-
Whitney-Abbildung, des Kreuzproduktes und der Diagonalabbildung. Sei etwa f: X — Y stetig,
dann kommutiert das Diagramm

also folgt
[Hla—B) = f"oAy(axpB)=(Ayo f)(axp)
= ((f x f)eAx)*(ax B) = Ax((f*a) x (f*B)) = (fe) — (f*B) -

Zur Assoziativitdt und Kommutativitdt benutzen wir Bemerkung siehe auch Ubung3.159
Nach dem ersten Diagramm gibt es eine natiirliche Kettenhomotopie zwischen den iterierten Ale-

xander-Whitney-Abbildungen
(e ®id) 0 pie ,  (Id @ fie) © fie: Co(X X X X X;R) — Co(X; R) @ Co(X; R) ®r Co(X; R) .

Also existiert eine Kokettenhomotopie h: C*(X; R)®rC®*(X; R)®rC*(X;R) — C*(X x X xX; R),
so dass

(axpB)xy—ax(Bxvy)=(0oh+hod)(a®b®c) e C*(X x X x X;R)
fiir alle «, B, v € C*(X; R). Da
(AXXidx)OAX:(idXXA)()OAX:X—>XXX><X
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die ,Raumdiagonale“ x +— (z,z, x) beschreibt, folgt mit der Natiirlichkeit des Kreuzproduktes aus

Bemerkung @), dass
(0 — B) — 7= Ak (A% (a x B) x 7) = (A% o (Ax x idx))((a x ) x )
= ((AX X ldx) o Ax)*((a X ,8) X ")/) = ((ldx X Ax) o Ax)*(a X (,8 X ’y))
=a— (f—7) € H(X;R)
fiir alle , 8, v € H*(X; R).

Es bezeichne t(z,y) = (y, z) die Vertauschung der Faktoren in X x X und 7 4¢(a®b) = (—1)¥ b
a fiir alle a € Ci(X; R), b € Cy(X; R) die Vertauschung der Faktoren in C*(X; R)®C*(X; R). Nach
dem zweiten Diagramm in Bemerkung [3.97] gibt es eine natiirliche Kettenhomotopie zwischen

PoOly, TeO e Co(X X X;R) — Co(X; R) ®r Co(X;R) .
Also existiert eine Kokettenhomotopie h: C*(X; R) ®r C*(X; R) — C*(X x X; R), so dass
axfB— (1) x a=(6h+hd)(a®p) c C*(X x X;R)
fiir alle « € C*(X; R), B € C*(X; R). Es folgt
o B = Alax B) = (~DHAR (B x a) = (-8 — a
fiir alle o« € H*(X; R), 8 € HY(X; R).

Wir betrachten das Element 1 € R = H?(x; R) nach Dimensionsaxiom (). Es bezeich-
ne px: X — {x} die konstante Abbildung, dann wollen wir zeigen, dass p%1 das Einselement
in H*(X; R) ist. Der singulidre Kettenkomplex C*®(x; R) aus Beispiel ist kettenhomotopieédqui-
valent zum Komplex

i — 00— R+—0¢—---.
AuBlerdem ist tx = (idx X px) o Ax: X — X x {*} ein Homdomorphismus, also erhalten wir ein
bis auf Kettenhomotopie kommutatives Diagramm

Co(X;R) X Co(X x {*};R)

o

| |-
Co(X;R)@r R —"— Co(X;R) @ Co(¥; R)
von Kettenhomotopiedquivalenzen. Daraus folgt
a— (pxl) =A% o (dx x px)*(ax1)=ix(ax]l)=a. O

In Zukunft schreiben wir 1 fiir p5 1. Tatséchlich bildet die Kokette p% 1 alle 0-Simplizes in X
auf 1 € R ab. Alternativ zum obigen Beweis kénnen wir mit der expliziten Formel aus Bemer-
kung nachrechnen, dass @ — 1 =1 — o = « fiir alle « € H*(X; R) gilt.

Nach Beispiel ist eine abelsche Gruppe bereits ein Z-Modul. Genauso ist ein graduierter
Ring bereits eine graduierte Z-Algebra. Daher nennen wir H*(X) = H*(X;Z) einfach den Koho-
mologiering. Am Anfang von Abschnitt haben wir verabredet, dass alle Ringe kommutativ seien
und eine Eins haben. Von dieser Verabredung nehmen wir Kohomologieringe hiermit explizit aus.

4.39. BEISPIEL. Fiir einige einfache topologische Rdume kénnen wir den Kohomologiering be-
reits bestimmen.

(1) Esgilt R = H®(x; R) mit r — r-1. Da das Cup-Produkt R-bilinear ist und die Einselemente
aufeinander abgebildet werden, gilt

(r-1)—(s-1)=rs-(1—1)=rs-1,
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also handelt es sich um einen R-Algebren-Isomorphismus. Genauso ist p% : R — H*(X; R)
ein Algebren-Isomorphismus, wenn X zusammenziehbar ist.

(2) Fiir wegzusammenhéngende Riume gilt H(X; R) = im(p%) nach Bemerkung @,
und im(p% ) ist ein Unterring von H®(X; R). Wir identifizieren H°(X; R) mit R. Diese
Identifikation ist mit der Modulstruktur auf H®(X; R) vertréglich, denn

(r-l)—wa=r-(1—a)=ra fir aller € Rund o € H*(X; R) .
(3) Es sei « € H"(S™; R) ein Erzeuger des Moduls H"(S™; R) = R € Modg. Es folgt
a—aecH™S:R) =0,
also o — a = 0. Wir erhalten einen Ringisomorphismus
H*(S™ R) = Z[a]/(a?) mit a€ H'(S™;R).
(4) Es seien n, k > 2 und M’ der Moore-Raum aus Aufgabe Dann gilt
H"(M}; R) = Torz(Z/kZ,R)  und  H"™'(M};R) = R/kR.

Fiir o € H"(M}; R) liegt o — a € H*"(M; R), es folgt « —a=0=a — =8 — B.
Fiir n = 1 hingegen muss o — o € H%(M}%; R) nicht verschwinden, siche dazu unten das
Beispiel M3 = RP2.

4.40. BEMERKUNG. Wir betrachten das Verhalten der Kohomologiealgebren unter disjunkten
Vereinigungen und Produkten.
(1) Es sei X = Uie ; X; die Zerlegung eines Raumes X in seine Wegzusammenhangskompo-
nenten, dann ist
X xX= U X; x X;
i,j€1
die entsprechende Zerlegung des Produktraumes X x X . Die Diagonalabbildung trifft dabei
nur Komponenten der Form X; x X;. Hieraus folgt mit Bemerkung dass

(H*(X;R),—) = [[(H*(Xi; R), ) ,
i€l

dabei werden zwei Familien von Kohomologieklassen komponentenweise multipliziert. Ei-
ne entsprechende Formel gilt nach dem Summenaxiom auch fiir die disjunkte
Vereinigung einer Familie topologischer Rdume.

(2) Es sei X = X; x X3 ein Produkt topologischer Rdume und p;: X — Xi, p2: X — X
die kanonischen Projektionsabbildungen. Nach Ubung 2(a) von Blatt 9 kénnen wir das
Kreuzprodukt aus Definition auch durch

ax = (pja) — (p3B)

fir alle « € C*(X1;R) und S € C®(Xa; R) beschreiben. Hatcher [H| benutzt das als
Definition.

(3) Es sei X = X x Xo ein Produkt topologischer Rdume. Wir nehmen an, dass die Voraus-
setzungen der Kiinneth—Formel erfiillt sind, das heift, es sei Hi(X;; R) endlich erzeugt
fiir alle k € Z fiir mindestens einen der beiden Rdume. Dann kénnen wir das Cup-Produkt
wie in Ubung 2(b) von Blatt 9 zumindest auf der Unteralgebra

H*(X1;R) ®p H*(X2; R) = im(x) C H*(X1 x X3; R)

beschreiben. Dazu fiihren wir unten das graduierte Tensorprodukt ein. Falls das Torsions-
produkt Torg(H®(X1; R), H*(X2; R)) verschwindet, beispielsweise weil R ein Koérper ist,
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oder weil alle H*(X;; R) frei sind fiir mindestens einen der beiden Réume, haben wir die
Kohomologiealgebra des Produktraumes bereits vollstdndig beschrieben.

4.41. DEFINITION. Es seien A®, B® zwei graduierte R-Algebren. Wir definieren das graduierte
Tensorprodukt A®* @ B® durch (A ®p B)* = (A ®g B)* wie in Definition und

(a®b)-(cod) = (=1 a-¢)@ (b-d)
firae A", be B*¥ ce AV, d € B.

Die Faustregel fiir den Vorzeichenfaktor lautet: ,Wenn man zwei Buchstaben x und y vom
Grad i beziehungsweise j in einer Formel vertauscht, dann erhiilt man den Vorzeichenfaktor (—1)¥.¢
Genauso erklirt sich der Vorzeichenfaktor in Definition[3.87} dort wird das Differential  vom Grad 1
mit einem Element vom Grad a vertauscht.

4.42. BEMERKUNG. Wir brauchen auch relative Varianten des Kreuz- und Cup-Produktes.

(1) Es seien A C X und B C Y Teilmengen. Wie in Folgerung [3.100| gibt es eine relative
Alexander-Whitney-Abbildung

p: Ce(X XY, AXxYUX X B;R) — Co(X,A;R) ®r Co(Y, B; R) .

Beispielsweise diirfen wir die Formel aus Beispiel verwenden. Damit erhalten wir ein
relatives Kreuzprodukt

x:C*(X,A;R)@r C*(Y,B;R) — C*(X xY,AxY UX X B;R) .
(2) Es seien jetzt A, B C X Teilmengen. Fiir die Diagonalabbildung Ax: X — X x X folgt
AY(AXx XUX xB) =AY (Ax X)UAV (X xB)=AUB.
Also erhalten wir ein relatives Cupprodukt
—:C*(X,A;R)®r C*(X,B;R) — C*(X,AUB;R) .

4.43. FOLGERUNG (Eilenberg-Zilber fiir Kokettenkomplexe, relativ). Es sei jeweils A C X
offen oder (X, A) sei ein gutes Paar, und B C'Y offen oder (Y, B) ein gutes Paar. Es sei R ein
Hauptidealring, so dass Hi(X, A; R) endlich erzeugt ist fir alle k € Z. Dann ist das Kreuzprodukt
ein natirlicher Quasiisomorphismus

x:C*(X,A;R)@rC*(Y,B;R) — C*(X xY,AxYUX X B;R) .

BEwEIS. Wir lassen die Koeffizienten R im Beweis aus Platzgriinden weg. Wie im Beweis von
Satz erhalten wir zunéchst eine natiirliche Kokettenhomotopiedquivalenz

C*(X,A) ®@r C*(Y,B) — Hompg(Co(X,A) ®p Co(Y,B),R) ,

dazu benutzen wir, dass Hy (X, A) fiir alle k& endlich erzeugt ist.
Der relative Satz von Eilenberg-Zilber aus Folgerung [3.100] liefert einen Quasiisomorphismus

Go: Co(X,A) @rCe(Y,B) — Co(X x Y, AXxY UX X B) .
Wir betrachten die Alexander-Whitney-Abbildung
te = fo: Co(X XY, AXY UX X B) — Co(X,A) ®r Ce(Y, B) .

Wie am Ende des Beweises der Folgerung |3.100] kann man mit Hilfe von Bemerkung
tiberpriifen, dass ge und e auf der Homologie zueinander invers sind.
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Wir wenden jetzt die Konstruktion im Beweis des universellen Koeffizientensatzes [4.20] auf die
obigen Kettenkomplexe an und erhalten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Spalten.

0 0

| !

EXtR(Hk_l(C.(X, A) KRR C.(Y, B)),R) EXtR(Hk_l(X XY AxYUX x B),R)

H*(Homp(Co(X, A) @ Co(Y, B),R)) —2— H*(X xY,AxY UX x B)

Hompg (u«,R)
—_—

~

Homp(Hy(Co(X, A) @5 Co(Y, B)), R) Homp(Hy(X xY,Ax Y UX x B),R)

0 0
Aus dem Fiinferlemma folgt, dass die mittlere Abbildung p* ein Isomorphismus ist. Insgesamt
erhalten wir einen Quasiisomorphismus

x: C*(X,A) ®p C*(Y, B) — Homp(Cu(X, A) @z Co(Y,B),R) = C* (X xY,AxYUX x B). O

Aus diesem Resultat lassen sich eine relative Kiinneth-Formel und eine reduzierte Kiinneth-
Formel fiir die Kohomologie ableiten, vergleiche Folgerung Wir geben diese Formeln hier
nicht an, statt dessen betrachten wir ein Beispiel.

4.44. BEISPIEL. Wir betrachten die Paare (I*,9(I%)) und (1% 0(I%)). Wie in Beispiel [3.103

erhalten wir
(1% < I, 0(1%) x TP U T* x a(I1%)) = (I*¢, a(1%1Y)) .

Nach dem relativen Satz von Eilenberg-Zilber aus Folgerung und der algebraischen Kiinneth-
Formel aus Satz erhalten wir die exakte Sequenz

0 — (H*(I*,0(I*) @ H*(I',0(I))" = H"(I*, o(1"t*))
—s Tor(H(I*, 0(1%)), H(I*,0(1)))""" — 0.

Da alle H(I*,0(I*); R) = R fiir i = k und 0 sonst fiir jeden Koeffizientenring R, liefert das
Kreuzprodukt einen Isomorphismus. Insbesondere erhalten wir einen Isomorphismus

x: HF(I* 0(1%), R) @ g HY(I,8(I"), R) — H*TY(I*¢ (1", R) .

=R ~R =R

Wir konnen jetzt die Kohomologieringe und -algebren der diversen projektiven Rdume angeben.

4.45. SATZ. Es sein >0,k = Z/2Z und R ein belicbiger Ring. Dann erhalten wir Algebreniso-
morphismen

H*(RP™;k) = k[a]/(a™) mit o € H'(RP™;k) , (1)
H*(CP™; R) = R[a]/(a™) mit o € H*(CP™;R) , (2)
H*(HP"™;R) = R[a]/(a™™)  mit a € HY(HP™; R) . (3)
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BeEwEIS. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen, also sei im Folgenden n > 1. Wir beweisen hier nur .
Die Beweise fiir und funktionieren analog, allerdings ersetzen wir R durch C beziehungswei-
se H und wahlen einen Erzeuger o in Grad 2 beziehungsweise 4. Dabei diirfen wir beliebige Ringe
zulassen, da der zellulire Kettenkomplex fiir CP™ und HP" gemif Ubung stets trivialen
Randoperator hat.

Wir betrachten den zelluliren Kettenkomplex von RP™ mit je einer Zelle RP¥ ¢ RP™ in
jeder Dimension k. Nach Beispiel und Ubung hat Cf v (RP™; k) trivialen Randoperator
fir k = Z/2Z. Fiir ¢ < k < n erhalten wir ein kommutatives Diagramm natiirlicher Isomorphismen

H*¥(RP",RP';k) —— HF(RPF RP':K)
H¥RP™k) ——  HFRP*Kk)

Wir wollen zeigen, dass o € H¥(RP™;k) = k das einzige von 0 verschiedene Element ist, wenn o €
H(RP™;k) = k der Erzeuger ist. Dazu nehmen wir induktiv an, dass das fiir k,£ > 1 bereits
gezeigt ist, und beweisen dann, dass 0 # ofT* € H*¢(RP™; k) fiir n > k + ¢. Nach dem Obigen
diirfen wir dazu annehmen, dass k + ¢ = n.

Als néchstes betrachten wir in homogenen Koordinaten die Unterrdume

RPFT = {(a:o seeeimp_1:0:---:0) ‘ (o, Th_1) ERk\{O}}
und
RP = {(0::0:mp:t2p) | (T, 2) € RTIN\ {0} } CRP™.
Wir konstruieren eine Deformationsretraktion von RP™ \ RP? auf RP*~1 durch
(o s+ tmp),t) = (xo:- i xp_q:tog: - :txy) € RP"

fiir (zo:---:2,) € RPP\RP* und t € [0, 1]. Indem wir die langen exakten Kohomologiesequenzen
der Paare (RP™,RP"\ RP’) und (RP",RP*~!) mit dem Fiinferlemma vergleichen, erhalten

wir Isomorphismen
H*(RP",RP"\ RP';k) — H*(RP",RP* k).

Schliefllich erhalten wir noch durch Ausschneidung einen Isomorphismus

H*(RP", RP™\ {};k) — H*(R",R"\ {+};Kk)
und wegen Homotopieinvarianz gilt schliellich
H*(R",R™\ {x}; k) — H*(I",0(I");K) .

Wir fassen die obigen Isomorphismen zu einem kommutativen Diagramm zusammen, wobei wir
die Koeffizienten k = Z/27Z aus Platzgriinden weglassen.

H¥(RP") +—— HFRP";RP*1) «+=— HFRP" RP"\RP') —— HF(I", 0(IF) x IY)

=| ~| «| |=

HF(RPY) «=— HFRPF RPF-1) «=— HFRPF RPF\ {x}) ——  HF(I*F 0(I%))
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Mithilfe der Natiirlichkeit des relativen Cup-Produktes und Aufgabe 2(a) von Blatt 9 erhalten wir
ein kommutatives Diagramm

H*(RP™) @y HY(RP™) = H"(RP™)

~ Tg

HF(RP™, RP"\ RPY) @ HY(RP",RP" \ RP¥) —— H"(RP",RP™\ {})

~ B

~—

HF (1™ 0(T%) x IY) @ HY (I, TF < 0(IY))  ———  H"(I",0(I"))

=~ | pI®p;

H*(I%, (%)) @, HY(IY,0(1%))

H™(I™,0(1I™))

HZJX

Nach Beispiel ist die untere waagerechte Abbildung ein Isomorphismus. Wenn wir also oben
rechts die Elemente 0 # o* € H¥(RP™, k) und 0 # of € H¥(RP";k) einsetzen, erhalten wir an jeder
Stelle des Diagramms das eindeutige von Null verschiedene Element, so dass schlussendlich o —
0 n
at=a" #£0.
Auf der anderen Seite folgt o = 0 fiir k > n, da H*(RP";k) = 0 fiir k > n, also gilt
n n
H*(RP"; k) = D) H*RP"; k) = (P (ab), = Kla] /(")
k=0 k=0

mit der vom Polynomring induzierten Multiplikation. O

4.46. BEMERKUNG. Wir betrachten noch einmal den reell projektiven Raum.

(1) Fiir den Beweis haben wir benutzt, dass der zelluldre Randoperator mit Koeffizienten Z /27
trivial ist. Das gilt fiir alle Koeffizientenringe R, auf denen Multiplikation mit 2 wie 0
operiert. In einem Ring R mit Eins ist das dquivalent dazu, dass 1 4+ 1 = 0 gilt. Beispiele
sind alle Korper der Charakteristik 2, sowie Polynomringe iiber solchen Korpern. Fiir alle
solche Ringe R gilt analog, dass

H*(RP™, R) = R[a]/(a™!)  mit o€ H(RP%R).

(2) Es sei o € H*T1(X; R) ein ungerades Element der Kohomologiealgebra eines beliebigen
Raumes X mit Koeffizientenring R, das heifit, « ist von ungeradem Grad. Da H*(X; R)
graduiert kommutativ ist, folgt

a— o= (—1)(%“)2(1 —a=-a—a,

also 2a — a = 0. Wenn 2 in R invertierbar ist, folgt daraus o = 0. Das gilt beispielsweise
in Korpern der Charakteristik ungleich 2, und in Polynomringen {iber solchen Ké&rpern.
In Z und in Z /27 ist 2 nicht invertierbar, also muss a — « nicht verschwinden. Satz
ist dafiir ein Beispiel.

Wir wollen jetzt zur spédteren Verwendung das Cup-Produkt mit Koeffizienten M € Modgr
einfiihren. Seien dazu

fo: Co(- X s R) — Co(-;R) ®r Co(-; R)
und Jo: Co(-;R)Rr Co(-; R) — Co(+ X +; R)
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die zueinander (bis auf natiirliche Kettenhomotopie) inversen Kettenhomotopiedquivalenzen aus
dem Satz [3.95] von Eilenberg-Zilber. Offensichtlich liefert Tensorieren mit M neue Funktoren

Co(- X -;R)Q@pr M = Co(- x -; M)
und  Co(;R) ®@r Co(-;R) @r M = Co(-; R) @ Co(-; M) .

Da Kettenhomotopie mit Tensorieren vertréglich ist, erhalten wir natiirliche Kettenhomotopiedqui-
valenzen

fo@idar: Co(- x 5 M) — Co( -5 R) @ Co(-; M)
und ge ®idpr: Co( -3 R) Qr Co(-; M) — Co(+ x -3 M) .

4.47. DEFINITION. Die natiirliche Kettenhomotopiedquivalenz pe = ge ® idps heifit Alezander-
Whitney-Abbildung mit Koeffizienten M. Die von e induzierte Abbildung

x: H*(X;R)®@r H*(Y; M) — H*(X xY; M)

heifit Kreuzprodukt mit Koeffizienten M, und wir definieren das Cupprodukt mit Koeffizienten M
durch
— =AY ox: H'(X;R)®@r H*(X; M) - H*(X; M) .

Wir wollen jetzt einen Modulbegriff fiir die graduierten Ringe und Algebren aus Definition 4.34
einfiihren.

4.48. DEFINITION. Es sei A® eine graduiert kommutative Algebra iiber einem kommutativen
Ring R mit Eins. Ein graduierter A*-Modul ist eine Familie B®* = (B¥)xez von R-Moduln, so
dass B = @, B* ein Modul iiber A = @, A" mit R-bilinearer Multiplikation ist und

a-be Bt firalle k.t € Z,ae A¥ und b e B .

Ein wnitdirer graduierter A®-Modul iiber einer graduierten R-Algebra A® mit Einselement 1 € A°
erfiillt auflerdem 1-b = b fiir alle b € B®.

Mit dem gleichen Beweis wie in Lemma konnen wir auch Kohomologie mit Koeffizienten
beschreiben. Die Moduleigenschaft entspricht dabei der Assoziativitdt im obigen Beweis.

4.49. FOLGERUNG. Fs sei R ein kommutativer Ring mit Fins und M € Modg ein unitirer R-
Modul. Dann bildet die singuldre Kohomologie mit Koeffizienten M in natirlicher Weise einen
unitdren graduierten Modul iber der singuldren Kohomologie mit Koeffizienten R.

4.50. BEMERKUNG. Wir kénnen jetzt das Cup-Produkt mit Abbildungen und exakten Sequen-
zen in Verbindung bringen.

(1) Die Alexander-Whitney-Abbildung pe ldsst sich auf Koketten natiirlich definieren, und

somit auch das Kreuz- und das Cupprodukt. Es sei jetzt a € Z¥(X; R) ein Kozykel, dann
ist die Abbildung m,: C*(X; M) — C*(X; M) mit

ma(b) = (=1)¥a —b  fiir alle £ € Z und b € CY(X; M)

eine Kokettenabbildung vom Grad k, denn aus der Leibniz-Regel in Bemerkung
folgt

S (ma (b)) = (=D)*(6%a) — b+ (=) HVg — (6D) = ma(6°) .
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(2)

Es sei I C R ein Ideal, also insbesondere ein R-Untermodul von R, und R/I der Quoti-
entenring. Sei a € Z*(X; R) ein Kozykel, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm
von Kokettenabbildungen

0o —— CYXx,I) —— CYX;R) —— COYX;R/I) —— 0
0 —— C*MYX;I) —— C*YX;R) —— C*(X;R/I) —— 0

mit exakten Zeilen. Es sei a = [a] € H¥(X; R). Mit der Natiirlichkeitsaussage im Schlan-
genlemma erhalten wir eine Sequenzabbildung vom Grad k der Form

. — HYX;I) — HYX;R) — HYX;R/I) R HAY(X;T) — ...

lma J/ma lma lma
k+e
L HM(XT) — HEH(X R) — HMY(XG R/T) S5 HRF (X T) —

Das rechte Quadrat kommutiert gerade wegen des Vorzeichenfaktors (—1)* in .
Es sei (X, A) ein Paar topologischer Rdume, dann kommutiert das Diagramm

x I (X, A)

ax | |ax

X x X 95 (X x X, X x A)

in der Kategorie der Paare. Fiir a € C*(X; R) und b € C*(X, A; R) erhalten wir
ma(j70) = (=1 (AL o (id x j)*)(a x b)
= (=1)*(7% 0 A)(a x b) = j*(mab) .

Wie in erhalten wir ein Diagramm von Kettenabbildungen mit kurzen exakten Zeilen,
# i
0 —— CYX,A;R) —L— CYX;R) —— CY4;R) —— 0

I [

0 —— CM(X, A R) —2 s CM(X:R) —s CYA;R) —— 0.
Daraus ergibt sich das kommutative Diagramm

. HMX,A;R) S HYX;R) S HYAR) -5 HY'(X,A;R) — ...

. BHMY(X, A R) L HRY(XG R) s HF(A; R) <5 HMPU(X, A R) — L

Wir erhalten ein entsprechendes Diagramm, wenn wir die Koeffizienten durch M ersetzen,
aber o = [a] € H*(X; R) beibehalten.

In der Praxis wird man in der Regel den Vorzeichenfaktor (—1)* bei der Definition von m, weg-
lassen und stattdessen sagen, dass m, mit Verbindungshomomorphismen graduiert kommutiert,

do(a—)= (-1 —)od.

Wir haben den Vorzeichenfaktor hier eingefiihrt, um das Schlangenlemma direkt anwenden zu
konnen.
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4.5. Poincaré-Dualitit

In diesem Abschnitt stellen wir eine weitere Beziehung zwischen Homologie und Kohomologie
her, allerdings nur fiir topologische Mannigfaltigkeiten. Zusammen mit den universellen Koeffizi-
enten-Theoremen erhalten wir sehr viel Information {iber den Kohomologiering kompakter, orien-
tierbarer Mannigfaltigkeiten. Zunéchst fithren wir noch das Capprodukt, Kohomologie mit kom-
paktem Trager und Orientierungen von Mannigfaltigkeiten ein.

Wir beginnen mit dem Capprodukt, wobei wir der Kiirze halber sofort eine relative Version mit
Koeffizienten angeben. Sei dazu wieder

te: Coa(X XY, AXY UX X B; M) — Co(X,A; R) @r Co(Y, B; M)
eine relative Alexander-Whitney-Abbildung mit Koeffizienten M € Modp.

4.51. DEFINITION. Es seien A C X und B C Y Teilmengen und M € Modg, dann definieren

wir das Schrdagprodukt /: He(X x Y, AXxY UX x B;M) x H*(X,A; R) — He(Y, B; R) durch
¢/a = (a®id)(uc) € R op H(Y, B; M)
fiir alle a € H*(X, A) und ¢ € Hyp (X x Y, AxYUX x B; M). Es seien jetzt A, B C X Teilmengen
und Ax: (X,AUB) — (X x X,A x X UX x B) die Diagonalabbildung, dann definieren wir
das Capprodukt —~: He(X, AU B; M) x H*(X,A; R) — He(X,B; M) fiir ¢ € Hp (X, AU B; M)
und a € H*(X, A; R) durch
c~a=(Ax-c)/a.
4.52. BEMERKUNG. Es folgen elementare Uberlegungen zum Capprodukt.

(1) Da die Alexander-Whitney-Abbildung und die Diagonalabbildung bereits auf (Ko-) Ketten
wirken, kénnen wir Schrig- und Capprodukt auf (Ko-) Kettenniveau definieren und wie in
Bemerkung iiberpriifen, dass beide Produkte auf der (Ko-) Homologie wohldefiniert
sind. Dabei gilt jetzt

(0@ id) (4 (Or0)) = (0 ®id) 0 (Fyy1 ® id + (~1)"id @ 8))) (0)
((8*a) ® id)(nge) + (—1)*0e((a @ id) (pgc))
fiir eine k-Kokette a und eine (k 4 ¢)-Kette c¢. Wir schlieflen daraus, dass
di(c/a) = (=1)*((Op4e¢) /a — ¢/ (6%a))
und analog fiir das Capprodukt
duc ~ a) = (~1)*(Dns0) ~ a—c ~ (*a)) .

Die Vorzeichen in diesen Formeln versteht man am besten, indem man sich vorstellt, dass 0
von rechts auf Ketten wirkt.

(2) Esseien f: X — V und g: Y — W stetig. Aus der Natiirlichkeit der Alexander-Whitney-
Abbildung folgt, dass

((f x g)xc)/a=(a®id)((no (f X g))«(c)) = ((a®id) o (f+ ® g«))(1xC)
= g:«(c/(fTa)) € Ho(W; M)
fiir c € Ho(X x Y; M) und a € H*(X; R). Fiir das Capprodukt gilt entsprechend
(fic) ~a= fulc ~ (f*a)) € Ho(V; M)

fir ¢ € Ho(X; M) und a € H*(V; R). Analoge Formeln gelten im relativen Fall. Da wir
beim Capprodukt simultan mit kovarianten und mit kontravarianten Funktoren arbeiten,
konnen wir keine angenehmere Formel fiir die Natiirlichkeit erwarten.
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(3) Wie in Beispiel und Bemerkung koénnen wir ein Capprodukt fiir a € C*(X; R)
und o € Si4¢(X) auch explizit als
o/a=a(o}) o) € Co(X;R)
angeben. Analoge Formeln gelten im relativen Fall sowie mit Koeflizienten. Danach kénnen
wir das Schriagprodukt definieren als
c/a = py-(c/pka)
fir a € H*(X;R), c € Ho(X X Y; M), wobel px: X XY — X und py: X xY — Y die
Produktprojektionen seien.

Analog zur Definition [£.4§| eines graduierten Linksmoduls definieren graduierte Rechtsmo-
duln (M*)gez
m-(a-b)y=(m-a)-b und m-a € M
fur alle m € My, a € A¥ und b € A.

4.53. LEMMA. Das Capprodukt macht die singuldre Homologie mit Koeffizienten M € Modg in
natirlicher Weise zu einem unitdren Rechtsmodul iber der Kohomologiealgebra mit Koeffizienten R.

BEwEIS. Wir betrachten hier nur absolute (Ko-)homologie. Analog kann man auch zeigen,
dass He(X,B; M) ein H*(X, A; R)-Modul ist, falls B=BU A, also A C B C X.

Wir betrachten also (M*)zez = (H_1(X; M))gez mit der umgekehrten Graduierung. Das Cap-
produkt respektiert diese Graduierung, denn

~: M"@p H¥(X;R) = H_(X; M) ®g H*(X;R) — H_p_o(X; M) = M* |

Um die Moduleigenschaft nachzuweisen, erinnern wir uns zunéchst an den Beweis der Assozia-
tivitéit des Cupproduktes in Lemma Aus der Natiirlichkeit der Alexander-Whitney-Abbildung
ergibt sich, dass

((te 0 Ax+) ®id) 0 pig 0 Ax+ = ((pte ®id) 0 pie) 0 ((Ax X idx)x 0 Ax+)
((id ® pe) 0 pre) o ((idx X Ax)s 0 Ax+)
(id ® (116 © Ax*)) © pte © Ax=
(X3 M) — Co(X5R) QR Co(X; R) @ Co (X5 M) .
Hieraus erhalten wir fiir ¢ € Ho(X; M) und a, b € H*(X; R), dass
e~ (a—b) = (((a®b) o s 0 Axs) ®id)((sta 0 Ax-)(e))
®b®1id) o ((ue 0 Ax+) ®1id) o e 0 Ax+)(c)
®b®id) o (id ® (te © Ax+)) 0 f1e © Ax=)(c)
(b®id) o (j1a 0 Ax-) 0 (a @ 1id) 0 (110 0 Ax-))(c)
—(c—a)—b,
also ist He(X; M) ein H*(X; R)-Rechtsmodul.
Wir betrachten jetzt die Abbildungen px: X — {*} und jx = (px xidx)oAx: X — {*} x X

mit jx(z) = (%,). Ahnlich wie im Beweis von Lemma erhalten wir mit Bemerkung (@,
dass

(
(
(

a
a

(
(
(
(

¢~ 1 =idx-((Ax-c)/(px1)) = ((px xidx)s 0 Ax~)(c)/1
= ((1®@id)ope 0 jx+)(c) = (1@id)(1l®c) =c,

wobei 1 € Cp(*; R) = R das neutrale Element bezeichne. Also ist He(X; M) ein unitdrer Modul.
Die Natiirlichkeit ergibt sich ebenfalls aus Bemerkung (. O
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4.54. BEMERKUNG. Hinter dem Cup- und dem Capprodukt steht ein und dieselbe Abbildung
tte © Axx: Co(X;R) — Co(X;R) ®r Co(X; R) .

Diese Abbildung ist ein koassoziatives, graduiert kokommutatives Koprodukt auf Ce(X; R), und die
Augmentierung : Cy(X; R) — R aus Bemerkung ist eine Koeins. Aus diesen Eigenschaften
ergeben sich alle Eigenschaften des Cup- und des Capproduktes in den Lemmata [£.38 und
Da die Homologie teilweise angenehmere Eigenschaften als die Kohomologie besitzt, konnte man
anstelle der Kohomologiealgebra die Homologie-Koalgebra betrachten. Sie ist allerdings weniger
anschaulich.

Es sei A C X eine Teilmenge. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir (X|A) fiir das
Paar (X, X \ A). Wegen des Ausschneidungsaxioms beziehungsweise gilt

Ho(X|A; M) = Ho(U|A; M) und H*(X|A; M) = H*(U|A; M)

fiir jede Umgebung U C X von A, daher sprechen wir auch von der lokalen Homologie beziehungs-
weise Kohomologie von X bei A. Wir schreiben (X|zo) fiir (X|{zo}) = (X, X \ {z0}).

4.55. BEISPIEL. Es sei N eine topologische Mannigfaltigkeit, siehe Definition und p € N.
Dann hat p eine Umgebung U = R™ in N. Wie oben folgt mit Ausschneidung, dass

M firk=n,

Hy(Nl|p; M) = Hy(R"|0; M) = Hy,(I",0(I"); M) = {
0 sonst .

Also erkennt lokale Homologie die Dimension einer Mannigfaltigkeit.

4.56. BEMERKUNG. (1) Jeder lineare Automorphismus g € GL(n,R) induziert eine Abbil-
dung g: (R™]0), und je nach dem Vorzeichen der Determinante ist g homotop zur Identitét
oder zur Spiegelung an einer Hyperebene. Wir betrachten das Diagramm

Hy(R"|0; R) +—— H,(D",S"R) —2— H,_1(5"';R)
Q*J/ g*l g*l
H,(R"0; R) +—— H,(D" 5" R) —2— H,_{(S""\;R)

fiir den Fall, dass g € O(n) eine Isometrie ist. Nach Bemerkung (7) wirkt g, wie der
Abbildungsgrad deg g = det g € {1, —1}.
(2) Es sei jetzt R =7 und o € H,(R"|0) = Z ein Erzeuger. Dann ist g genau dann orientie-

rungserhaltend, wenn g.(o) = o, und orientierungsumkehrend, wenn g.(0) = —o gilt. Wir
konnen also einen Erzeuger oy = o von H,(R"|0) als lokale Orientierung von R™ bei 0
auffassen.

(3) Es sei B, ein offener Ball von endlichem Radius 7 > 0 um 0. Indem man die langen exak-
ten Sequenzen der Paare (R"|0), (R"|z) und (R"|B,) vergleicht und Homotopieinvarianz
ausnutzt, erhéilt man Isomorphismen

HJ(R"(0) <— Ho(R"|B,) — Hy(R"|z)

fiir alle Punkte x € B;.. Indem man r hinreichend grofl wihlt, kann man jeden Punkt = €
R™ auf diese Weise erreichen. Eine lokale Orientierung oy € H,(R™|0) von R™ bei 0 legt
auf diese Weise lokale Orientierungen o, € H,(R"|z) von R™ an allen Punkten x € R"
fest.
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(4) Wir fixieren eine lokale Orientierung von R bei 0. Mit der relativen Kiinneth-Formel er-
halten wir induktiv lokale Orientierungen von R™ bei 0, denn die Sequenz

0 — Hi(R|0) @z Hy(R"0) — Hp1 (R"0) — Torz(Ha(R|0), He(R"[0))n — 0

ist exakt und der Torsionsterm verschwindet, da He(R|0) frei ist. Die so gewonnenen
lokalen Orientierungen og, o, fixieren wir fiir den Rest dieses Abschnitts.

4.57. DEFINITION. Eine Orientierung o einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit /N ist die Aus-
wahl einer lokalen Orientierung o, € H,, (N|p) fir alle p € N, so dass jeder Punkt p € N eine Um-
gebung U C N mit einem Hom6omorphismus ¢: U — R™ besitzt, mit @.oq = 0,5 € Hn(R"[p(q))
fir alle g € U.

Eine Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, wenn sie eine Orientierung besitzt.

4.58. BEMERKUNG. Sei wieder N eine Mannigfaltigkeit und
N = {0op € Hy(N|p) | p € N, 0, lokale Orientierung } .

Zup e N sei U C N eine offene Umgebung und ¢: U — R"™ ein Hom6omorphismus. Wir betrachten
die Teilmengen

Ui:{op‘peUundgo*op:iow(p)}CN,

wobei 0 = (0y)zern die Standard-Orientierung des R™ sei, und die Abbildungen ¢1: Uy — R”
mit p+(0p) = @(p). Wir versehen N mit der Topologie, die genau diese Mengen als Basis hat.
Dadurch wird N zu einer Mannigfaltigkeit und die Abbildung

m: N —> N mit m(op) =p
zu einer Uberlagerung, denn zu einer Menge U wie oben erhilt man eine lokale Trivialisierung
N U)=U, uU_=2U x {1,-1}.
Man nennt N die Orientierungsiberlagerung von N.

4.59. BEMERKUNG. Es sei jetzt R ein kommutativer Ring mit Eins. Das universelle Koeffizien-
tentheorem [3.82] gilt auch fiir relative Homologie, und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0 — Hy(N|p) ®z R —> Hy(N|p; R) — Torz(H, 1(N|p), R) — 0,

=0

da H,—1(N|p) = H,—1(R"|p) frei ist. Insbesondere gilt
Hy(N|p; R) = Hy(N|p) @z R = Hp(R"|p) @z R= R,

und wir nennen einen Erzeuger o, € H,(N|p;R) eine lokale R-Orientierung. Eine globale Ori-
entierung ist eine Familie (op),cn lokaler Orientierungen, so dass zu jedem p eine Umgebung U
von p in N, ein Homéomorphismus ¢: U — R™ und ein Erzeuger von R als R-Modul, also ein
invertierbares Element r € R* existiert, so dass

p:(0p) = 0p(p) @1 € Z®R R = Ho(R"|p(p); R)

fiir die Standard-Orientierung des R™. Wir unterscheiden zwei Fille.

(1) Essei 1 +1 =0 in R, zum Beispiel sei R = Z/27Z. Dann gilt r = —r fur alle r € R* wie
oben und daher o, ® r = (—o0,) ® r. Wir definieren eine R-Orientierung durch

0p = @5 (0p(p) ©7) € Ho(N|p; R) .
In diesem Fall ist jede Mannigfaltigkeit R-orientierbar.
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(2) Es sei 1 # —1. Wenn N orientierbar ist mit einer Orientierung (op)pen, dann ist
op @1 € Hn(N|p) ®z R = Hn(N|p; R)

eine R-Orientierung fiir alle r € R*. Sei umgekehrt N zusammenhingend und (og)pe N
eine R-Orientierung mit ¢.0p = 0, ® 7 fiir ein p € N mit ¢: U — R™ wie oben und
ein r € R*. Da r € R invertierbar ist, gibt es ein eindeutiges Element s € R mit r-s = 1.
Dann erhalten wir eine eindeutige Orientierung o von N mit

Ui(0g) ® 1 =5+ Y (0)
fir alle ¢ € V C N und alle Homéomorphismen : V. — R". Wenn N nicht zusam-
menhéngend ist, betrachten wir alle Zusammenhangskomponenten einzeln. Also ist eine
Mannigfaltigkeit in diesem Fall genau dann R-orientierbar, wenn sie orientierbar ist.

Um Kohomologie mit kompaktem Tréger definieren zu kénnen, benotigen wir den Begriff des
Kolimes oder direkten Limes. Einen Spezialfall hatten wir in Folgerung kennengelernt.

4.60. DEFINITION. Es sei I eine Menge mit einer Halbordnung <, so dass zu je zwei i, j € I
ein k € I mit i < k und j < k existiert. Dann besteht ein durch (I, <) gerichtetes System in
einer Kategorie C aus einer Familie (A;);c; von Objekten von C und einer Familie (fi;)i<; von
Morphismen f;;: A; — Aj, so dass fi; = ida, und fjr o fi; = fup fiir alle 4, j, k € I mit i < j < k.

Ein Objekt A von C mit einer Familie von Morphismen f;: A; — A heif3t direkter Limes oder
Kolimes des Systems (A;, fij), wenn die folgende universelle Figenschaft des Kolimes gilt.

(1) Fir alle i < j gilt fjo fij = fi: Ai = A.
(2) Fiir alle Objekte B und Familien g;: A; — B von Morphismen, so dass g;ofi; = ¢i: A; = B
fiir alle ¢ < j, existiert ein eindeutiger Morphismus g: A — B,sodass g =go fi: A; = B
fur alle ¢ € I.
Man sagt, C habe Kolimiten, wenn fiir jedes gerichtete System ein Kolimes in C existiert.

Um Fundamentalklassen nichtkompakter Mannigfaltigkeiten angeben zu kénnen, die wir wéh-
rend des Beweises der Poincaré-Dualitét brauchen, geben wir analog auch die Definition des (in-
versen) Limes an. Dazu drehen wir in der obigen Definition einfach alle Pfeile um.

4.61. DEFINITION. Es sei I eine Menge mit Halbordnung <, so dass zu je zwei ¢, j € [
ein k € I mit ¢ < k, j < k existiert. Dann besteht ein durch (I, <) indiziertes inverses System
in einer Kategorie C aus einer Familie (A4;);er von Objekten und einer Familie (fj;)i<; von Mor-
phismen f;;: A; — A;, so dass fi; =ida, und fi; o fj = fir fir alle 4, j, k € I mit 1 < j < k.

Ein Objekt A von C heifit inverser Limes oder kurz Limes des inversen Systems (A;, fi;), wenn
die folgende universelle Figenschaft des Limes gilt.

(1) Fiir alle ¢ Sj gﬂt fij o fj = fz A— 14Z

(2) Fiir alle Objekte B und Familien g;: B — A; von Morphismen, so dass f;jog; = ¢;: B — A;
fiir alle ¢ < j, existiert ein eindeutiger Morphismus g: B — A, so dass g; = fiog: B — A;
fur alle ¢ € I.
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Man sagt, C habe Limiten, wenn fiir jedes inverse System ein Limes in C existiert.

4.62.

(1)

BEMERKUNG. Wir sammeln elementare Eigenschaften dieser Konstruktion.

Es sei J C I eine Teilmenge, so dass fiir alle ¢ € I ein j € J mit ¢ < j existiert. Dann
existiert insbesondere zu j, k € J ein £ € J mit j < ¢, k < {. Insbesondere ist die
Einschrankung (A;);cs wieder ein gerichtetes System. Sei A ein Kolimes mit Abbildun-
gen fj: Aj — A fiir alle j € J, dann ist A auch ein Kolimes des urspriinglichen Systems,
wobei wir f; = f; o f;; fiir ein j € J mit 7 < j setzen. Die analoge Uberlegung funktioniert
auch fiir Limiten.

Im einfachsten Fall besteht J nur aus einem Element {jo} mit ¢ < jg fiir alle i € I,
dann ist A;, ein Kolimes.
Wenn eine Kategorie C direkte Summen hat und Objekte von C als Mengen dargestellt
werden koénnen, von denen gewisse Quotienten gebildet werden kénnen, dann kénnen wir
einen Kolimes eines gerichteten Systems (A;);c; angeben als

lim A = P 4i/ ~,
i€l
wobei a; ~ a; fiir a; € A;, a; € Aj, wenn es ein k € J mit ¢« < k, j < k gibt, so
dass fir(a;) = fjr(a;) € Ar. Wir erhalten Abbildungen A; — lim_, A;, indem wir ein
Element auf die Aquivalenzklasse von t;a; € ®i€ 7 A; abbilden.

Sei B ein weiteres Objekt mit Morphismen g¢;: A; — B wie in Definition , dann
erhalten wir eine eindeutige Abbildung g: €,.; A; — B nach der universellen Eigenschaft

des Koproduktes. Diese Abbildung ist konstant auf Aquivalenzklassen, wenn gj o fij = i
fir alle ¢ < j, induziert also wie gefordert eine eindeutige Abbildung

g: limA; = @Ai/w — Bmit g; =go f;firallei e I.
H
el
Wenn eine Kategorie C direkte Produkte hat und Objekte als Mengen dargestellt werden

konnen, von denen man gewisse Untermengen betrachten darf, dann kénnen wir analog
einen Limes eines inversen Systems (A;);c; angeben als

lenAz’ = { (ai)ier € HAz‘

iel

fij(aj) = a; fir alle ¢ < j } )

Dann induzieren die Projektionen 7;: [[,.; A — A Abbildungen f;: lim. A; — A;
mit (ai)iel — a;.

Sei B ein weiteres Objekt mit Morphismen g;: B — A; wie in Deﬁnition , dann
erhalten wir eine eindeutige Abbildung g: B — [[;c; 4; mit g; = m; o g nach der univer-
sellen Eigenschaft des Produktes, und die Bilder von g liegen in lim, A;, wenn f;;0g; = g;
fiir alle ¢ < j.
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(4)

Wie immer folgt aus den universellen Eigenschaften in den Definitionen und
dass Kolimiten und Limiten bis auf eindeutige Isomorphismen in C eindeutig sind.

Als Beispiel einer Menge mit Halbordnung betrachten wir die Menge K(X) aller kompakten
Teilmengen K eines lokalkompakten Hausdorff-Raumes X mit der Halbordnung C. Zu je zwei
kompakten Teilmengen K, L C X ist K U L wieder kompakt, und natiirlich gilt K ¢ K U L,
L C KU L. Als Beispiel eines durch (X)) gerichteten Systems betrachten wir die lokale Kohomo-
logie (H®(X|K; M))gex(x) mit Koeffizienten M € Modg. Falls K C L, existiert eine Abbildung

frr: HY(X|K;M)=H*(X,X\K;M) — H*(X,X\L;M)=H*(X|L; M),

und natiirlich gilt fx o fu x = fu,r fir kompakte Teilmengen H C K C L C X.

4.63. DEFINITION. Es sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Die Kohomologie mit kom-
paktem Triger mit Koeffizienten M € Modg ist der Kolimes

H2(X; M) = lim H* (X |K; M)

des gerichteten Systems (H®(X|K; M))gex(x)-

4.64. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften.

(1)

Wir betrachten analog den Komplex
C(X;M) = li_rr:C’(X\K;M) .

Nach Bemerkung wird jedes Element a € H?(X; M) induziert von einem Ele-
ment ax € H*(X|K; M) fir ein Kompaktum K € K(X), und dargestellt durch eine
Kokette ax € C*(X|K;M). Wenn a = 0 € H2(X; M), dann existiert ein Kompak-
tum L D K, so dass o, = fg,r(ax) =0 € H*(X|L; M). Also existiert b, € C*(X|L; M)
mit oby, = fKJJ(CLK) = ag. Es folgt

HZ(X; M) = H*(C2(X; M), 4) -

Insbesondere wird jede Klasse a € H?(X; M) durch eine Kokette ax € C*(X|K; M) =
C*(X,X \ K;M) reprasentiert, und ax verschwindet auf allen Simplizes, die K nicht
treffen. Man sagt, dass ax von der kompakten Menge K getragen wird. Daher der Name

,KKohomologie mit kompaktem Triger.
Wenn X kompakt ist, folgt aus Bemerkung , dass

HY(X;M) = H*(X|X; M) =H*(X; M),

also stimmt die kompakt getragene Kohomologie hier mit der gewohnlichen Kohomologie
iiberein.
Kohomologie mit kompaktem Tréger ist ein kovarianter Funktor auf der Kategorie der
lokalkompakten Hausdorff-Rdume mit den offenen Einbettungen als Morphismen. Eine
Einbettung i: X — Y heif}t offen, wenn imé C Y offen ist und X die Unterraumtopologie
tragt, siehe Definition Insbesondere sind Bilder offener Mengen unter f offen, das
heifit, das 7 eine sogenannte offene Abbildung ist.

Es sei also K C X kompakt und i: X — Y eine offene Einbettung. Wir wenden das
Ausschneidungsaxiom auf Y = X U (Y \ K) an und erhalten einen Isomorphismus

i HY(Y|K; M) — H*(X|K; M) .
Die Inversen dieser Morphismen liefern Abbildungen
gic: HY(X|K; M) — HY(Y|K; M) — H2(Y; M),
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4.65.

(2)

die mit den Abbildungen fr : H*(X|K; M) — H*(X|L; M) fir K C L kompatibel sind.
Also liefert die universelle Eigenschaft des Kolimes eine eindeutige Abbildung

i HY(X; M) — HY(Y; M) .
Man iiberzeugt sich leicht, dass iy o ji = (i o j); fiir die Verkettung offener Einbettungen
élelit'jetzt f:Y — X eigentlich, das heifit, f~'(K) C Y ist kompakt fiir alle K € K(X).
Dann erhalten wir mit den fx 7 kompatible Abbildungen

[ HYNX|KG M) — HY(Y[f7H(K); M)

und daher auch eine Abbildung

ffrHY (X M) — HX(Y; M) .

Fiir eigentliche Abbildung verhilt sich Kohomologie mit kompaktem Triger also wie ein
kontravarianter Funktor.
Kohomologie mit kompaktem Tréger ist nicht homotopieinvariant. Sei etwa X = R". Zu

jedem Kompaktum K C R™ existiert ein Radius r > 0, so dass K C B, (0), also folgt

H2 (R M) = lim H* (R"[ B, (0); M)

nach Bemerkung ([@). Fiir r < s gilt

- ~ — M k=
<Hk@yWB40xA4>4:>H*UW”BJO”A4)::{ .
0 sonst ,

also folgt
M fallsk=n,

Hf (R”; M) = {0 sonst

aber alle R” sind homotopiedquivalent.
Es sel axg € H*(X|K;R), 8 € H*(X;R), dann erhalten wir ax — 8 € H*(X|K;R).
Sei j: (X|L) — (X|K) fir K, L € K(X), K C L, dann folgt

Jlag — B) = (jTak) — (°8) = (Tak) — B ,
also erhalten wir ein Cupprodukt
—: H(X;R)®p H*(X; R) — HI(X;R) |
und wie in Lemma wird H?(X; R) dadurch zu einem H*(X; R)-Rechtsmodul.
BEMERKUNG. Wir betrachten auch die Homologie mit eigentlichem Trdger
Hy(X; R) = lim Hy(X|K; R) .
Sei ¢ € H,(X;R), dann existiert zu jedem Kompaktum K ein Element cx = c¢|g €

H (X |K;R), und fiir K C L ist cx = c¢p|K das Bild von ¢y, unter der natiirlichen Abbil-
dung

Ho(X|L;R) = Hy(X, X \ L;R) — H (X, X\ K:R) = Hy(X|K; R) .

Insbesondere erhalten wir Elemente ¢, € Hq(X|p; R) fiir alle xy = X.
Wenn X bereits kompakt ist, folgt wieder

H(X; M) = Ho(X; M) .
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(3) Es sei ¢ € H'(X;R) und a € H?(X; R) das Bild von ax € H*(X|K; R). Dann erhalten
wir
cx —~ag € H(X;R) .

Sei L C X kompakt mit KX C L, dann bezeichne j: (X|L) — (X|K) die natiirliche
Abbildung. Aus der Natiirlichkeit des Capproduktes in Bemerkung folgt

cx ~ ag = (jxcr) ~ ax = ji(cp ~ (j ak)) = e ~ ( ak)
Also erhalten wir ein wohldefiniertes Capprodukt
~: Hy(X;R) ®gr H}(X; R) — Ho(X;R) .

Dieses Capprodukt ist ein H®(X; R)-Modulhomomorphismus, denn wie in Lemma m
gilt fiir c € H{(X; R), a € H}(X; R) und g € H*(X; R), dass

c~(a—p)=(—a)—f.
—_———  ~—
€EH2(X;R)  He(X;R)
(4) Analog zu Bemerkung und erhalten wir Abbildungen
j't H(V;R) = Hy(U;R)  und  fu: H(X;R) = HL(Y;R),

wobei j: U — V eine offene Einbettung und f: X — Y eine eigentliche Abbildung ist.
(5) Wie in Bemerkung ist auch Homologie mit eigentlichem Trager nicht homotopie-
invariant. Als Beispiel betrachten wir wieder

H;(R™; M) = Hy(R"|B,(0)) =

—_— M fallsk=n,
0 sonst .

Die folgende Uberlegung ist im Beweis der Poincaré-Dualitéit sehr hilfreich. Da der Koeffizien-
tenring R keine Rolle spielt, lassen wir ihn weg.

4.66. PROPOSITION. FEs sei W = U UV ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, und U, V seien
offen. Es sei cyy = Hy(W) und cy € HL(U), ey € H,(V) und cynv € H,(UNV) die Bilder von cyy,
dann kommutiert das Diagramm

. — HYUNV) — HMU)® HMV) — HNUUV) -5 B UNV) — ..
lCUmVA CU“l@cvf\ J{CW’“ lCUmVA

s Hy n(UNV) — Hy o (U) @ Hy (V) — Hy p(UUV) =% Hy p(UNV) — ..

bis auf das Vorzeichen und hat exakte Zeilen.

BEWEIS. Die untere Zeile ist die Mayer-Vietoris-Sequenz aus Folgerung Um die obere Zeile
zu verstehen, seien zunéchst K C U und L C V kompakt. Wir wéhlen eine offene Uberdeckung U =
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{U\L, V\K, UNnV} von W.

P ———

"
>

4 =\
=H=U\L=UnVIi||V\K

~

-
=

Wir benutzen die baryzentrische Unterteilung wie im Beweis von Satz[£.12]und betrachten ab sofort
nur noch Ketten und Koketten zur Menge der feinen Simplizes

SY =S, (U\L)US,(V\K)US,(UNV).
Essei A=W\ K und B= W\ L, dann ist die Sequenz
0— Cy(W,A+ B) — C(W,A) & Cjy(W,B) — C;(W,ANB) — 0

exakt, dabei seien C (W, A + B) die Koketten, die auf SY(A) U SY(B) C SY (W) verschwinden.

» ﬁ Iy
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I - - unnEi
1 4! 7 - GEE
| y > A NE
7 AN rY NI
/Y \ N
\ 1 A Y
u X
F ¥ 1
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/ 7
\ /f—=* y
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TN S 2111
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Denn sei etwa h € Cf(W, AN B), dann konstruieren wir f € C(W, A) und g € C;(W) durch

_Jhlo) o¢SYA), _J)o o ¢ SY(A),
f(")_{o o€ SU(A) und g(g)_{—h(a) o€ SU(A) .

Fiir o € SY¥(A) N SY(B) = SY (AN B) ist g(o) = —h(o) =0, so dass g € C(W,B) und f — g = h.
Falls f — g = 0, verschwindet f = g auf SY(A) U SY¥(B), also gilt f = g € C(W, A + B). Die
Homologie des linken Komplexes passt nach dem Schlangenlemma in das Diagramm

. —— H*Y(CY(A) + Cn(B)) —— H*(CH(W; A+ B)) —— HMW) —— ...

d | H

L H*1(AU B) —% s HMW,AUB) —— HYW) — ...
Der linke Pfeil ist ein Isomorphismus wie im Beweis des Ausschneidungsaxioms in Satz Also
ist nach dem Fiinferlemma [3.56] auch der mittlere Pfeil ein Isomorphismus. Aus der obigen Sequenz
folgt also die Exaktheit der relativen Mayer-Vietoris-Sequenz in der oberen Zeile des Diagramms
in der Proposition.
Als nichstes sei cxur, = Y., 7o -0 € CYU(W|K U L) ein U-feiner relativer Zykel. Wir definieren

CKNL = E Ty O, CK = E Ty O und cr, = g Tg O .

c€SL(UNV) c€Se(U) c€Se(V)



Weil wir eine U-feine Kette gewihlt haben, reprisentieren cxny, cx und ¢y, die Bilder von Cgky,
in CY(W|KNL), C4Y(W|K) und C%(W|L). Wir schreiben kurz C = UNV\ K und D =UNV '\ L.

Mit einem dhnlichen Argument wie oben kénnen wir auflerdem erreichen, dass
dcknr € Cn1(C) + Cpmr (D) C Gy (A) + CFy(B)

so dass cxnr, € Zo(UNV,C + D) ein relativer Zykel ist.
Wir benutzen die U-Feinheit noch einmal, um uns zu iiberlegen, dass

CuW,A) = CuUIK),  Cu(W,B) =Cy(VIL),
und  Cp(W,A+B)=Cp(UNV,C+ D),
da beispielsweise ein Simplex, das K trifft, die Menge U = (U \ L) U (U N'V) nicht verldsst. Jetzt

erhalten wir ein Diagramm von (Ko-)Kettenkomplexen.

0— CEW,A+B) — CE(W,A)&CE(W,B) — CE(W,ANB) — 0

H H H

0— CE(UNV,C+ D) — CEUIK)® CE(VIL) — CLWI|KUL) — 0
(—l)k(kZH) lCKmLA (—l)k(k?H)’lCKA@CL’\ (_1)‘2*16(%1) lCKULA
0— CYU,UNV) — CY, (U)BCY (V) — CY (UUV) —0

Hierbei diirfen wir, wieder wegen U-Feinheit, den Komplex C¥(U) + C¥ (V) durch C¥(U U V)
ersetzen.

Um zu sehen, dass die Quadrate in der unteren Zeile kommutieren, betrachten wir exemplarisch
das Diagramm

Co(U|K) +—— Cu(W, 4) —1— Cy(W|K U L)

ch/\ lCK’\ j/cKULA
CUU) —— CUW) I CHW)
Nach der Natiirlichkeitsaussage in Bemerkung folgt fiir a € C(U|K), dass

cxor ~ (75 () ') = ju(exur ~ (@) = (juexur) ~ @ = cx Na
= (ixci) —~ a = ix(cx —~i*a) = j; Viu(cx —~ @) .
Damit kommutiert ein Summand im rechten unteren Quadrat. Analog wird Kommutativitdt im
Rest der unteren Reihe bewiesen.
Wenn wir jetzt noch zeigen, dass die betrachteten Capprodukte (Ko-)Kettenabbildungen sind,

folgt der Satz schliefilich aus der Natiirlichkeitsaussage im Schlangenlemma (3.44] Dabei diirfen wir
uns nicht daran storen, dass wir Ketten- und Kokettenkomplexe zueinander in Beziehung setzen.
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Wir kénnten beispielsweise wie in Lemma die Graduierung auf der Homologie umkehren. Da cx
ein relativer Zykel ist, folgt beispielsweise fiir a € C(U|K) mit Bemerkung (1), dass

(—1)" 50 ~ @) = (1) "5 (@) ~a—c~(50)) = (1)

eC¥(U\K)

(k+1)(k+2)
2

c~ (ba) .

Also ist das obige Diagramm Teil eines kommutativen Diagramms von Kettenabbildungen, und das
Schlangenlemma liefert ein Diagramm mit exakten Mayer-Vietoris-Sequenzen

. —— HYUNVIKNL) —— H*U|K)® H*(U|L) —— HYUUV|KUL) — ...

lCKmLA CKAlEBcLA J/CKUL"\

. — Hn_k(U N V) —_— Hn_k(U) D Hn_k(V) e Hn_k(U U V) —_ ...

das bis auf das Vorzeichen kommutiert.

Wir haben bereits in Bemerkung gesehen, dass Capprodukte mit (Ko-)Limiten ver-
traglich sind, so dass das Diagramm in der Proposition existiert und nach wie vor bis auf das
Vorzeichen kommutiert. Es bleibt zu zeigen, dass Exaktheit im Limes erhalten bleibt. Fiir die
Indexmenge schreiben wir kurz I = IC(U) x (V') mit

i=(K,L)<j=(K'I') <+ KCKuwdLcCL.

Fiir alle ¢ € I sei die Sequenz

k k
P; q; 5k
e HE DS gE 2 oglt S g

exakt. Im Kolimes erhalten wir sicherlich einen Komplex. Also brauchen wir nur Exaktheit zu
priifen. Sei etwa o € kerg®. Dann existiert ein i € I, so dass a durch o; € Hf représentiert
wird, und ein j € I mit i < j, so dass q]’?(aj) = 0, wobei aj = fj(a;). Also existiert 3; € H¥
mit pfﬁj = a;. Dann folgt p*B = o im Kolimes, und die Exaktheit bei H* ist gezeigt. Ein analoges
Argument funktioniert an allen Stellen, und so erhalten wir schliellich die Exaktheit der Mayer-
Vietoris-Sequenz mit kompakten Triagern. O

4.67. DEFINITION. Es sei N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (op)pen eine R-Orientie-
rung. Eine Fundamentalklasse von (N, 0) ist eine Klasse [N] € H/ (M; R) mit eigentlichem Tréger
mit [N] — o, unter der natiirlichen Abbildung H),(M; R) — H,(M|p; R) fiir alle p € N.

4.68. SATZ (Poincaré-Dualitit). Es sei N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer R-
Orientierung (0p)pen -

(1) Dann existiert eine eindeutige Fundamentalklasse [N] € H](N; R), und H.(N;R) =0 fir
alle k > n.
(2) Die Familie von Abbildungen

[N] ~: HF(N;R) — H,_(N; R)
fiir k € Z ist ein Isomorphismus von H®(N; R)-Moduln.

BewEIs. Wir beginnen mit N = R™ und einer R-Orientierung (0;),crn. Abgesehen von der
Existenz einer R-Orientierung kommt es im folgenden Beweis nicht auf den Koeffizientenring R
an, so dass wir Koeffizienten in der Notation weglassen. Mit Hilfe von Bemerkung und
Bemerkung erhalten wir eine eindeutige Fundamentalklasse [R"], denn

H(R") = Hy(R"[B:(0)) — Ha(R"[2) = R
fiir alle » > 0 und alle x € B,(0). Es folgt (1) fiir N = R™.
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Zu benutzen wir Bemerkung und das universelle Koeffiziententheorem , WO-
nach
HY!(R") ¢~ H"(R"|,) — Homp(H,(R"|s), R) = R,
da H,—1(R"|z) = 0. Es sei ap; € H"(R"|;) und a = fz(ay) € H}(R™). Es gilt
e © ARny0; = 0, ® 1 € H,(R"|z) @ Ho(R")
also erhalten wir mit Bemerkung , dass
[N] ~a=0; ~a; =ay(0,) 1€ HY(R")=ZR.

Weil wir fiir o, einen Erzeuger von H,(R"|,) = R gewéihlt hatten, ist [N] ~ ein Isomorphismus.
Nach den Bemerkungen (6) und brauchen wir uns um die H*(N)-Modulstruktur
keine Sorgen zu machen; es reicht zu zeigen, dass [N] —~ ein R-Modul-Isomorphismus ist.
Im néchsten Schritt betrachten wir offene Teilmengen

Ve=UhU---uU, CR"

wobei alle U; offen und konvex und somit zu R™ homéomorph seien. Fiir £ = 1 ist Poincaré-Dualitét
bereits gezeigt. Es sei also Poincaré-Dualitéit nach Induktion tiber ¢ fiir V,_; und

UgﬂVg_lI(UgﬁUl)U“-U(UgﬂUg_l)

bereits bewiesen, denn die Mengen U, N U; sind ebenfalls offen und konvex. Wie in Proposition
erhalten wir eine Mayer-Vietoris-Sequenz

o — H (U NVy_q) «— H,(Up) ® Hy,(Ve—1) «— H} (Vi) +— H}, 1 (UgNVi_q) — ...

=0

fiir die Homologie mit eigentlichem Tréger. Die Bilder der eindeutigen Fundamentalklassen [Uy]
und [Vp_1] stimmen auf (U, NV;_1) nach der Eindeutigkeitsaussage in der Induktionsvoraussetzung
iiberein, also existiert ein eindeutige Fundamentalklasse [V;] € H] (V7). Aulerdem stehen die hoher-
en H} (V;) zwischen Moduln, die nach Induktion verschwinden, so dass H} (V) = 0 fiir alle k > n.
Jetzt konnen wir die Induktion fortsetzen und erhalten .

Mit der gleichen Induktion folgt auch : Nach Proposition m gilt

L ——  HNU)®HE(Vie) —— HE(VY) —2= HMYUNVie) ——
[Uz]AlEB[Ve-l]ﬁ l[Vd’\ l[UmVe_ﬂA

s Hoy iy (U) ® Hy ok (Viet) —— Hop (Vi) —2— Hpop 1 (UeN Vi) —— .
Mit dem Fiinferlemma folgt, dass mit [Us] —~, [Vi—1] — und [U; N Vy—1] —~ auch [V —~ ein
Isomorphismus ist.

Als néchstes betrachten wir beliebige offene Teilmengen V' C R™. Da R™ eine abzihlbare Ba-
sis aus konvexen offenen Billen besitzt, konnen wir V als aufsteigende Vereinigung von Men-
gen V; = U U---UU; wie im vorigen Schritt schreiben. Jedes Kompaktum K C U ist wegen der
Uberdeckungseigenschaft bereits in einer der Mengen V; enthalten. Also gelten und mit dem
tiblichen Limes-Argument auch fiir V.

Im allerletzten Schritt wiederholen wir die vorigen Argumente fiir offene Teilmengen V' C N,
wobei wir , konvex* durch ,,hom&omorph zu einer Teilmenge des R"“ ersetzen. Dabei nutzen wir
im letzten Schritt aus, dass N eine abzéhlbare Basis besitzt. Also gelten und fiir alle
Mannigfaltigkeiten. g

4.69. BEMERKUNG. Wir ziehen einige einfache Schlussfolgerungen fiir zusammenhéngende, kom-
pakte n-dimensionale Mannigfaltigkeiten N. Dazu sei R ein Hauptidealring. Wir benutzen ohne
Beweis die Tatsache, dass He(N; R) und H*(N; R) endlich erzeugt sind.
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(1) Wenn N orientierbar ist, erhalten wir aus dem universellen Koeffiziententheorem und
Poincaré-Dualitét, dass

rg Hy(N; R) = rg H"(N; R) = rg H,_(N; R) = rg H"~*(N; R)
und  Torg Hy,(N; R) = Torg H**1(N; R) = Torg H,_1,_1(N; R) = Torg H" *(W; R) ,
diese Isomorphismen sind allerdings nicht natiirlich. Insbesondere gilt
Ho(N;R) = H°(N;R) = H,(N;R) = H"(N;R) = R
und Torgp H'(N;R) = Torg H, 1(N;R) = 0.

(2) Wenn N nicht orientierbar ist, betrachten wir Familien (a;)pen mit o, € Hp(N|p; R),
so dass fiir Karten ¢: U — R" jeweils p.qy, fiir alle p € U von dem gleichen Element
in H) (R"; R) herkommt. Mit dem gleichen Argument wie in Bemerkung [4.59| finden wir,
dass es genau fiir alle r € R mit r +r = 0 eine solche Familie (cy,) mit ap =recR=
H,,(N|p; R) gibt. Der Beweis von Satz “ [4.68] (1)) liefert dann

H,(N;R)=H,(N;R)=2{reR|r+r=0}.
Fiir R = Z/mZ erhalten wir

Z)27 fir gerade m, und
0 fiir ungerade m .

Hy(N,Z/mZ) = {
Nach dem universellen Koeffiziententheorem fiir die Homologie gilt
0 — Hyp(N,2Z)@z2/mZ —s Hy(N,Z/mZ) —s Torg(Hn_1(N,Z),Z/mZ) — 0.
=0
Daraus kénnen wir mit dem universellen Koeffiziententheorem [£.20] fiir die Kohomologie
schlieflen, dass

Torz(Hp_1(N,Z)) = Torz(H"(N, Z)) = H"(N,Z) = Z/2Z .
In beiden Fillen gilt auBerdem Hy(N, R) = H*(N, R) = 0 fiir alle £ > n und alle k < 0.

Fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten lohnt es sich, die Kohomologiealgebra H®(N; R) genauer
zu studieren. Wir betrachten zunichst das kommutative Diagramm

Co(N) 2 Oy (N x N) —F5 Cu(N) @ Co(N)

(idwn XPN)*J( J/idN*®pN*

Co(N x %) —E Co(N)® Co(x) —=— Co(N)
mit Koeffizienten R, wobei py: N — {*} wieder die konstante Abbildung bezeichnet. Analog zum
Beweis von Lemma ist die Verkettung gerade die Identitdt auf dem Komplex C(N). Fiir
alle « € H*(N; R) und b € Ho(N; R) folgt
pN+(b ~a) = (a®1)(tny+b) = a(b) € Ho(x;R) 2 R,

1)
dabei bezeichnet a(-) € Hompg(He(N; R), R) gerade das Bild von « unter der Abbildung im uni-
versellen Koeffiziententheorem [£.20
Wir betrachten das Schnittprodukt oder die Schnittform

H*(N; R) @p H " (N; R) = H'(N; R) —» Homg(Hn(N; R), R) 25 R .

Die Abbildung lésst sich auch schreiben als
a® fr— pn+([N] ~ (o~ B)) € Ho(x; R) = R .
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Der Name Schnittprodukt kommt von der dualen Paarung Hp(N;R) ® H,_;(N;R) — R, siche
Bemerkung [4.75]

4.70. FOLGERUNG. Fs sei N eine n-dimensionale kompakte, zusammenhdngende, orientierte
Mannigfaltigkeit mit Fundamentalklasse [N] und R ein Hauptidealring. Dann ist das Schnittprodukt
auf

(H*(N,R)/ Torg H*(N; R)) x (H"*(N,R)/ Torg H" *(N; R))

wohldefiniert und nicht ausgeartet. Es gilt

(@ — BN = (=1)"M(B — a)
fiir alle a € H*(N;R) und alle § € H" *(N; R). Das Schnittprodukt induziert kurze exakte Se-
quenzen
0 —» Torg H*(N; R) — H*(N;R) — Homp(H" *(N;R),R) — 0.

Man iiberzeugt sich leicht, dass das Torsionsuntermodul im Kern einer jeden linearen Abbildung
von einem R-Modul in den Ring R liegt. Das Besondere hier ist also zum einen, dass der Kern
keine weiteren Elemente enthélt, und zum anderen, dass sich jedes Element im dualen Modul als
Schnittprodukt mit einer Klasse darstellen lésst.

BEWEIS. Nach dem universellen Koeffiziententheorem erhalten wir eine natiirliche kurze
exakte Sequenz

0 — Extr(Hp_1(N; R), R) — H*(N; R) % Hompg(Hy(N;R),R) — 0,
wobei ¢ auf (Ko-)Kettenniveau gegeben wird durch
p(la])[b] = a(b) € R

fir o € Z¥(N; R) € Hompg(Ck(N; R), R) und b € Zy(N; R) C C(N; R).
Mit Hilfe der Poincaré-Dualitét erhalten wir eine surjektive Abbildung

H*(N; R) % Homp(H™ *(N;R),R)  mit  ¢(a)(8) = a([N] ~ 8) = (8 — a)[N].

Fiir alle 8 ¢ Torg(H"*(N; R)) finden wir ein Element A\ € Homg(H"*(N; R), R) mit \(3) #
0, also auch ein o € H¥(N; R) mit (o — 3)[M] = 0. Indem wir die Rollen von o und 3 vertauschen,
sehen wir, dass ker¢ C Torg(H*(N; R)). Die entgegengesetzte Inklusion ist klar, also folgt

Extp(Hp_1(N;R), R) = kery = Torg(H*(N; R)). O

4.71. BEISPIEL. Wir betrachten den Raum Y = $2v S84, Er hat die gleichen Kohomologiemoduln
wie X = CP?, ist aber nicht zu X homotopiedquivalent, da die Ringstruktur anders ist. In der Tat
ist Y zu keiner kompakten Mannigfaltigkeit N homotopiedquivalent.

Wire etwa IV eine zu X homotopiedquivalente orientierbare n-dimensionale kompakte Mannig-
faltigkeit, dann wire n = 4, da H*(X) = Z und H*(X) = 0 fiir k > 4. Aber fiir einen Erzeuger o
von H?(X) wire a — o = 0 im Widerspruch zu Folgerung [4.70)

Wiére N nicht orientierbar, so wire H"(N) = Z /27 nach Bemerkung ([2), aber kein Koho-
mologiemodul von Y hat 2-Torsion.

Auch iiber die Torsionsanteile orientierbarer Mannigfaltigkeiten kénnen wir Aussagen machen.
Seien etwa o € Torg(H*(N;R)), B € Torg(H'(N; R)) mit k + ¢ = n + 1. Reprisentiere a durch
eine Kokette o, dann folgt r - o = § fiir ein r € R. Wir bilden o und S ab auf

LN =Q/R.

r
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dabei sei @) der Quotientenkorper von R, also beispielsweise Q = Q falls R = Z. Die so erhaltene
bilineare Abbildung heifit auch Verschlingungsform (linking form) oder Verschlingungsprodukt

lk: Torg H*(N; R) @ Torg H" **Y(N;R) — R
4.72. LEMMA. Die Verschlingungsform ist eine wohldefinierte bilineare Abbildung, es gilt
k(B @) = —=(=1)*PE D k(a, B)
fiir alle o € Torg H*(N; R) und alle 8 € Torg H" **Y(N; R), und die induzierten Abbildungen
Torg H*(N; R) — Hompg(Torg H" *"1(N; R),Q/R)

sind bijektiv.

BEWEIS. Zur Wohldefiniertheit ersetzen wir zunéichst o durch o/ = o + §+/, dann ist

r-o =8(y+r-v),
und
LB () = (B =) €Q/R.

Sei jetzt 7' € ker §, dann ist r-a = 6(y+4'). Da 3 € Torg H" **1(N; R) = ker ¢ in Folgerung [4.70)
folgt B — ~")[N] = »([B])([7']) = 0. Also ist die Verschlingungsform wohldefiniert.
Zur Symmetrie sei r - a = 0, s- 5 = de, so dass

IK(B,0) = (57 = £)[N] = —(3y — &) ~ (-1} — 5e)[V]
_ _(_1)(k—l)—i—(k—l)(n—k—i—l)i((s6 — 7)[N] _ _(_1)(k—1)(n—k) lk(a,ﬁ) )

Es bleibt zu zeigen, dass die Verschlingungsform nicht ausgeartet ist. Dazu betrachten wir die
lange exakte Sequenz aus dem Beweis von Satz némlich

-k [
... — Homp(Zy_1,R)" — Homp(By_1,R) = H*(N; R) % Homg(Zy, R) — ... ,

wobei Co, Zo und B, die Ketten, Zykel und Rénder des Komplexes (Co(NV; R), 0s) bezeichnen. Es
sei a € Z¥(N; R) ein Kozykel, der ein Torsionselement in Torgr H¥(N; R) = ker ¢ reprisentiert.
Dann folgt a|z, = 0, also héngt a(c) nur von dc € Bi_1 ab, und wir erhalten eine wohldefinierte
Abbildung @ € Homp(Bg_1, R) mit

a(dc) = alc) .

Wenn man @ auf ganz Z,_1 fortsetzen kénnte, dann auch auf Cj_q, da die Sequenz

0— Zk,1 — Ck,1 i> Bk,Q — 0

als Sequenz freier Moduln spaltet. In diesem Fall wiire o = é@, also [a] = 0 € Torg H*(N; R). Also

erhalten wir
Hompg(Bg-1; R)

Homp(Zg-1; R)
Die oben konstruierte Kokette « setzt r-@ auf Cy_1 fort, das heifit, wir erhalten eine Fortsetzung
1 Hompg(Zk-1;Q)

Tfy HOmR(Zk_l;R) '

Da @ auf By_1 Werte in R annimmt, liefert das auch eine Abbildung

= Extp(Hg-1(N; R), R) .

%ry € Hompg(Hy—1(N; R),Q/R) ,
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die auf Torg Hx_1(N; R) von allen Wahlen unabhingig ist. Wire diese Abbildung %’y = 0, dann
wiire 27 eine Fortsetzung von @ mit Werten in R, also o = §( v) und [a] = 0 € H¥(N; R). Daher
ist die Abbildung

Torg H*(N; R) — Hompg(Torg Hy_1(N; R), Q/R)
injektiv. Zur Surjektivitéit setzen wir eine Abbildung Torg Hyx_1(N; R) — Q/R auf ganz Hy_1(N; R)
fort. Da Zj_; frei ist, konnen wir zu einer Abbildung @: Z;_; — @ liften mit @(By_1) C R. Also
erhalten wir als Urbild o = ;@ € ker ¢ = Torg H*(N; R). O

4.73. BEISPIEL. Besonders interessant sind Schnitt- und Verschlingungsform im mittleren Grad.
Sei also IV wieder eine kompakte, zusammenhéngende, orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Wir wihlen Koeffizienten Z, die wir nicht mitschreiben.

(1) Es sei n = 4k, dann ist das Schnittprodukt eine symmetrische, nicht ausgeartete Biline-
arform auf H?*(N)/ Torg H**(N) = 7>2+(M)_ Der Isomorphietyp der Schnittform ist eine
wichtige Invariante von M.

(2) Es sei n = 4k + 2, dann ist das Schnittprodukt antisymmetrisch, und daher isomorph zu
einer symplektischen Form, das heift, einer direkten Summe von Blécken der Form ((1) 7(1) )

(3) Es sei n = 4k — 1, dann ist das Verschlingungsprodukt eine symmetrische Q/Z-wertige
Bilinearform auf Tor H?*(N). Es spielt ebenfalls eine wichtige Rolle beim Studium von
Mannigfaltigkeiten.

4.74. BEISPIEL. Wir betrachten die projektiven Rdume aus Satz als Beispiele.

(1) Der komplex projektive Raum CP™ ldsst sich so orientieren, dass a”[CP"] = 1 fiir einen
Erzeuger a € H?(CP") des Kohomologieringes. Wenn n = 2k gerade ist, erhalten wir das
Schnittprodukt

(aF — oaF)CcP=1.

(2) Analog verfahren wir mit dem quaternionisch-projektiven Raum HP"™. Wenn n ungerade
ist, ist H2"(HP™) = 0, und die Schnittform ist trivial. Fiir gerade n sieht sie aus wie in ().

(3) Der reell projektive Raum RP™ ist nur orientierbar fiir n = 2k — 1 ungerade. In diesem
Fall erhalten wir die einzige mogliche, nicht ausgeartete Verschlingungsform

k(8,6 = 5 € Q/2

fir 1 < ¢ < k— 1, wobei 3 € H*(RP™) das nichttriviale Element sei, siche Ubung 1 von
Blatt 10. Fiir & = 2/ erhalten wir insbesondere 1k(3¢, 5¢) = %

4.75. BEMERKUNG. Wir geben noch eine geometrische Interpretation der dualen Bilinearformen
auf der Homologie. Sei NV wie oben eine kompakte, zusammenhéngende, orientierte, n-dimensionale
Mannigfaltigkeit.

(1) Essein = k+¢. Wir kénnen a € Hy(N) und b € Hy(N) durch Ketten aus glatten Simplizes
darstellen, die sich héchstens in ihrem Inneren transversal schneiden. Da jeder Simplex
orientiert ist, konnen wir jedem solchen Schnittpunkt ein Vorzeichen geben, je nachdem,
ob die Orientierungen zusammengenommen zur Orientierung von N passen oder nicht.
Das Schnittprodukt a - b € Z ist die mit Vorzeichen gewichtete Anzahl der Schnittpunkte.

(2) Essein =k + ¢+ 1. Wir stellen a € Hy(N) und b € Hy(N) durch disjunkte Ketten aus
glatten Simplizes dar. Es existiert r € Z, so dass a € Jc fiir eine glatte Kette ¢, die b
transversal schneidet. Wir definieren b - ¢ wie oben und erhalten

Ik(a, b) — %b ceqQ)L

Damit sich b und c¢ iiberhaupt schneiden kénnen, miissen die Zykel a und b ,ineinander
verschlungen® sein, daher der Name ,, Verschlingungsform®.
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