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Die Differentialgeometrie ist Geometrie mit Methoden der Analysis. Man erweitert den Begriff
der Differenzierbarkeit auf Mannigfaltigkeiten. In der Riemannschen Geometrie tragen Mannigfal-
tigkeiten zusétzlich Riemannsche Metriken. Fiir diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten existieren
verschiedene Kriimmungsgrofien. Weiterhin lassen sich Geodiitische (lokal kiirzeste Verbindungskur-
ven zwischen zwei Punkten) durch eine bestimmte Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrei-
ben. Dies fiihrt zu Fragestellungen nach Zusammenhingen zwischen Topologie der Kriimmung,
Mannigfaltigkeit und dem globalen Verhalten von Geodétischen. Ziel der Vorlesung ist es, die oben
genannten Begriffe einzufiihren, und ein paar dieser Zusammenhéinge herauszuarbeiten.

In der Vorlesung werden wir die beiden folgenden Themengebiete behandeln.

(1)

Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Wir definieren den Begriff der Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, und lernen verschiedene Kriimmungsbegriffe kennen. Auflerdem betrachten
wir Uberlagerungen und die Fundamentalgruppe. Danach erinnern wir uns an die Bo-
genldnge von Kurven auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten und betrachten Variationsfor-
meln fiir die Bogenlédnge. Dabei sehen wir, dass kiirzeste Kurven zwischen zwei Punkten
einer bestimmten Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen. Das fithrt uns auf den
Begriff der Geodétischen. Im Rest der Vorlesung betrachten wir das globale Verhalten von
Geodétischen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Zunichst benutzen wir Geodétische,
um Normalkoordinaten und Exponentialabbildung einzufiihren. Die Frage, ob Geodatische
global existieren, fithrt auf den Begriff der geodétischen Vollstandigkeit.
Vergleichssétze. Das globale Verhalten von Geodétischen auf einer vollstdndigen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit wird von ihrer Kriimmung bestimmt. Wir werden sehen, dass
Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Schnittkriimmung asphérisch sind, d.h., eine universelle
Uberlagerung besitzen, die diffeomorph zum R" ist. Auf der anderen Seite haben vollsténdi-
ge Mannigfaltigkeiten, deren Ricci-Kriimmung grofler als eine positive Konstante ist, stets
beschréinkten Durchmesser und endliche Fundamentalgruppe. Danach setzen wir das Vo-
lumenwachstum geodétischer Bélle in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit in Beziehung
zu ihrer Ricci-Kriimmung. Zum Schluss beweisen wir einige Ungleichungen fiir geodétische
Dreiecke in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.



KAPITEL 1

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst die grundlegenden Definitionen differenzierbarer und
Riemannscher Mannigfaltigkeiten ein. Anschlieflend lernen wir die zwei Variationsformeln fiir die
Bogenlinge und Geodétische kennen. Die geodétische Exponentialabbildung liefert uns nicht nur
geodétische Normalkoordinaten, sondern auch den Begriff der geodétischen Vollstandigkeit. Am
Ende dieses Kapitels geben wir noch einen Uberblick iiber die Fundamentalgruppe und Uberlage-
rungen von Mannigfaltigkeiten.

1.1. Mannigfaltigkeiten

DEFINITION. Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R",
wenn es zu jedem Punkt z € M eine Umgebung U von z, eine offene Teilmenge V' C R™ und
einen C*-Diffeomorphismus p: U — V mit

UNM = ' (VAR™ x {o}))
gibt. ¢ heifit Karte von M.

BEISPIEL. S™ C R"*! ist n-dimensionale C*° Untermannigfaltigkeit. Eine groBe Klasse von
Untermannigfaltigkeiten liefert der Satz vom reguldren Wert. Hierbei heifit y € R™ reguldrer Wert
von f: U C R* — R™ (U offen), falls Df(z) = f'(z): R® — R™ surjektiv ist Vo € f~1({y}).

SATZ. Es sei U C R"™ offen, k > 1 und yo € R™ ein requlirer Wert von f € C*(U,R™). Dann
ist f1({yo}) eine (n —m) dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

1.1. BEISPIEL. Gl(n,R), SL(n,R), O(n) und SO(n) sind C*° Untermannigfaltigkeiten des R,

Wir ersetzen jetzt den Begriff der Untermannigfaltigkeit durch das abstraktere Objekt der
Mannigfaltigkeit.

1.2. DEFINITION. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-Raum M mit abz&hl-
barer Basis, so dass jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U C M besitzt, die zu einer offenen
Teilmenge des R™ hom6omorph ist.

1.3. BEMERKUNG. Es folgen einige weitere Definitionen und Eigenschaften:

(1) Ein Hausdorff-Raum ist ein topologischer Raum, in dem je zwei verschiedene Punkte
disjunkte offene Umgebungen besitzen.

(2) Eine abzdihlbare Basis eines topologischen Raumes X ist eine abzéhlbare Menge B offe-
ner Teilmengen von X, so dass jede offene Menge als Vereinigung von Mengen U € B
geschrieben werden kann.

(3) Ein Homéomorphismus ¢:  — y von topologischen Rdumen ist eine stetige Abbildung,
fiir die eine stetige Umkehrabbildung existiert.

(4) Eine (n-dimensionale) Karte von M ist ein Homéomorphismus ¢: U¥ — V¥, wobei U¥ C
M und V¥ C R” offen seien. Eine Karte um p € M ist eine Karte p: U¥ — V¥ mit p € U¥.
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(5) Ein (n-dimensionaler) Atlas von M ist eine Menge A von Karten von M, so dass die
Definitionsbereiche der Karten ganz M {iberdecken. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist somit ein Hausdorfl-Raum mit abzihlbarer Basis, der einen n-dimensionalen Atlas
besitzt.

(6) Aus der ,Invarianz des Gebietes* folgt, dass die Dimension eine Invariante ist. Wenn ein
topologischer Raum einen m- und einen n-dimensionalen Atlas besitzt, folgt also m = n.

(7) Seien schlielich ¢, ¢ Karten in einem Atlas A, dann heifit die Abbildung

Yot pU?NUY) = (U NUY)

! eine offene Teilmenge des R" auf

1

ein Kartenwechsel im Atlas A. Man beachte, dass ¢op™
eine andere homoéomorph abbildet. Man kann also fragen, ob der Kartenwechsel ¢ o ¢~
ein C*-Diffeomorphismus ist.

1.4. DEFINITION. Sei k € NU{oo}, und sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ein C*-Atlas
auf M ist ein Atlas A auf M, dessen Kartenwechsel ¢ o ¢~ ! fiir alle ¢, 1 € A Ck-Diffeomorphismen
sind.

Ein C*-Atlas heifit mazimal, wenn er in keinem anderen C*-Atlas echt enthalten ist.

Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist ein Paar aus einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M und einem maximalen C*-Atlas von M. Eine C>°*-Mannigfaltigkeit heifit auch differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

1.5. BEMERKUNG. Man kann leicht zeigen, dass jeder Ck-Atlas A von M in genau einem maxi-
malen C*-Atlas A enthalten ist, ndmlich in

{ Y: UY — V¥ Karte von M } ¥ o o~ ! ist CF-Diffeomorphismus fiir alle ¢ € A} .

Es reicht also, einen beliebigen C*-Atlas auf M anzugeben. In der Praxis méchte man oft so wenig
Karten wie notig benutzen.

In diesem Sinne liefern zwei C*-Atlanten A und A’ von M die gleiche C*-Mannigfaltigkeit, wenn
sie in dem gleichen maximalen Atlas enthalten sind. Das gilt genau dann, wenn die Kartenwechsel 1o
¢! fiir alle p € A und ¢ € A’ C*-Diffeomorphismen sind.

1.6. BEISPIEL. (1) R™ ist n-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit fiir alle & mit Atlas {idgn}.
Genauso ist jede offene Teilmenge U C R" eine C*-Mannigfaltigkeit mit Atlas {idy}.
(2) Die n-dimensionale Kugel S” = {z € R"™ | |z| = 1} ist eine n-dimensionale C*-

Mannigfaltigkeit fiir alle k. Die stereographischen Projektionen an den Punkten +e,;
bilden einen Atlas {¢, ¢} mit

I I
1

1F zpp1
Tn41 In

O+ S \ {ien_H} — R" s

Die Umkehrabbildungen werden gegeben durch

2
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also erhalten wir als Kartenwechsel zum Beispiel
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Es ist jetzt leicht zu sehen, dass dieser und alle anderen Kartenwechsel C°°-Diffeomorphis-
men sind.

1.7. BEMERKUNG. (1) Sei 0 <1 <k, und sei (M, .A) eine C*-Mannigfaltigkeit, dann ist M
trivialerweise auch eine C'-Mannigfaltigkeit, wobei der maximale C*-Atlas automatisch zu
einem (im allgemeinen nicht maximalen) C!-Atlas wird.

(2) Die Umkehrung ist nicht trivial: sei 1 < I < k, und sei (M, .A) ein C'-Mannigfaltigkeit.
Nach einem Resultat von Whitney enthilt A einen CF-Atlas, ja sogar einen Atlas mit
reell analytischen Kartenwechseln, siehe [GKM], §1.1.1. Wir werden solche reell analy-
tischen Mannigfaltigkeiten jedoch nicht weiter betrachten, da C*°-Mannigfaltigkeiten fiir
alle folgenden Konstruktionen genau das richtige Mafl an Flexibilitit bieten.

(3) Nicht jede toplogische (also C°-)Mannigfaltigkeit M trigt einen C*-Atlas mit & > 1, und
wenn doch, kann es verschiedene, nicht diffeomorphe C*-Strukturen auf M geben, bei-
spielsweise 28 verschiedene solche Strukturen auf S”, oder iiberabzihlbar viele auf R?.

Wir wollen auch Untermannigfaltigkeiten betrachten.

1.8. DEFINITION. Sei (N, .A) eine n-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit. Eine m-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von N ist eine Teilmenge M C N, so dass zu jedem p € M eine Karte ¢ € A
mit

p: U¥ - VP CR" und MNU? = 1 (VN (R™ x {0}))

existiert. Eine solche Karte ¢ heifit Untermannigfaltigkeitskarte von M in N.

1.9. BEMERKUNG. (1) Jede C*-Untermannigfaltigkeit M von N ist selbst eine C*-Mannig-
faltigkeit. Dazu versehen wir M zunichst mit der Unterraumtopologie, dann erbt M die
Hausdorff-Eigenschaft und eine abzihlbare Basis von N. Als C*-Atlas wihlen wir

{oluenn: UPNM — V? N (R™ x {0}) C R™ | ¢ ist Untermannigfaltigkeitskarte } .

(2) Insbesondere ist jede C*-Untermannigfaltigkeit des R™ eine C¥-Mannigfaltigkeit. Die Um-
kehrung ist ein weiterer Satz von Whitney: jede m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit M
ist diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit des R™. Dabei kann n = 2m + 1 gewéhlt
werden (sogar n = 2m, falls M kompakt ist), siche [GKM], §1.1.6.

1.10. DEFINITION. Seien (M, A), (N, A’) zwei C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung F': M —
N heiflt Ck-differenzierbar, wenn sie stetig ist und die Abbildungen

F‘P7¢ — 1/] o F o 80_1|¢(U¢QF71U’¢)): QO(UW n F_I(Uw)) — Vw

fiir alle Karten ¢ € A und ¢ € A’ von der Klasse C* ist. Sie heifit C*-Diffeomorphismus, falls die
Umkehrabbildung existiert und ebenfalls C*-differenzierbar ist.

Sei I C R ein Intervall, dann heifit eine C*-differenzierbare Abbildung +: I — M auch eine C*-
Kurve in M. Eine C*-differenzierbare Abbildung f: M — R heifit auch eine C*-Funktion auf M.

In Zukunft werden wir statt (M, .A) einfach nur noch M schreiben. Wir schreiben C*¥(M, N) fiir
die Menge der C*-differenzierbaren Abbildungen von M nach N, und C*(M) = C¥(M,R) fiir den
Vektorraum der C*-differenzierbaren Funktionen auf M.

1.11. BEMERKUNG. Die C*-Mannigfaltigkeiten bilden die Objekte einer Kategorie, deren Mor-
phismen von M nach N gerade durch C¥(M, N) gegeben sind.

Der Raum C*(M) trigt eine Algebren-Struktur, gegeben durch punktweise Multiplikation von
Funktionen,

(f-9)®) = fp) 9p) .
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1.12. BEISPIEL. Fiir spiteren Gebrauch konstruieren wir sogenannte ,, Abschneidefunktionen®,
die nahe eines festen Punktes p € M konstant 1 sind und auflerhalb einer etwas gréfieren Umgebung
von M verschwinden.

Betrachte dazu zunéchst ¢ € C*°(R) mit

e~ fiir r > 0, und
I(r) = .
0 fir r <0.

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, und es gilt

d(r)>0 <= r>0.

Sei jetzt p € M, und sei ¢ Karte um p, 0.B.d.A. mit ¢(p) = 0. Wahle 0 < a < b so, dass By,(0) C
V¥, wobei
Bi(z)={yeR"||lz—y|<r}.
Der Uberblick bezeichnet den topologischen Abschluss, also By(0) = {y € R” | |y| < r}. Dann
definiere eine Abschneidefunktion p € C*°(M) durch

U6 — le(q)]) .
fiir ¢ € U¥, und
p(q) = ¢ b —le(g)]) + I(le(q)| — a)
0 sonst.
Es folgt
1 und 0.

Plo-m = Pl 15,0 =

Insbesondere ist der Trdger von p gerade
supp(p) == {q € M [ p(q) # 0} = o~ 'By(0) -

Als néchstes definieren wir das Tangentialbiindel. Zun#chst wollen wir Tangentialvektoren auf
drei verschiedene Arten darstellen und uns iiberlegen, dass wir jedesmal die gleichen Objekte er-
halten. Eine beliebige Karte ¢ schreiben wir als

s01

=11 |:U?—=V¥CR",
spn

dann heiBen die Funktionen ¢': U¥ — R die Koordinatenfunktionen von .

1.13. DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit & > 1, und sei p € M.
(1) Ein algebraischer Tangentialvektor in p ist eine R-lineare Abbildung 9: C¥(M) — R mit

O(f -9)=0f-g(p) + f(p)-9g  fiir alle f, g € C*(M).
(2) Ein physikalischer Tangentialvektor (v,), in p ordnet jeder Karte ¢ von M um p einen
Vektor v, € R™ zu, so dass

n .
. a(wl o ¢_1) .
i _ J
Uy = Z Ozd Yo
j=1
fiir alle Karten ¢, 9 um p und alle i =1, ..., n gilt.
(3) Ein geometrischer Tangentialvektor in p ist eine Aquivalenzklasse von Kurven v: I — M

mit 0 € I C R und v(0) = p unter der Aquivalenzrelation
ne~e = (o) (0) = (por2) (0)

fiir eine Karte ¢ von M um p.



In ist es egal, welche Karte ¢ wir wihlen, denn vy ~ 79 gilt fiir eine bestimmte Karte ¢
genau dann, wenn es fiir alle Karten um p gilt.

Die algebraische Definition ist sowohl die eleganteste als auch die am schwierigsten zu verste-
hende.

1.14. PROPOSITION. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, sei p € M, und sei ¢ eine Karte um p.
FEine Abbildung 0: C*°(M) — R ist genau dann ein algebraischer Tangentialvektor in p, wenn es
einen Vektor V€ R™ gibt, so dass

Of =Vop(foo™ ) =dyp(fop H(V).
Man beachte, dass diese Proposition falsch ist fiir C¥-Mannigfaltigkeiten mit k < oo ([GKMI],
§1.1.3).

BEWEIS. ,,<=“ ist klar.
Zu ,,=“ zunichst ein paar Voriiberlegungen. Aus der Produktregel folgt fiir die konstante
Funktion 1, dass
01=0(1-1)=01-141-01=201 = 01=0.
Wegen R-Linearitét folgt fiir die konstante Funktion p — r € R, dass
or=r-01=0. (1.1)

Sei nun f beliebig, und sei ¢ Karte um p. O.B.d.A. gelte ¢(p) = 0 und B1(0) C V¥. Dann
konstruieren wir zwei Abschneidefunktionen p1, p2 € C*°(M) wie in Beispiel mit

|

Pile-1B, (0) =1, suppp1 = ¢ ' B1(0) ,
4

p2lo-1p, =1 und supp p1 = ¢ B3 (0) .
5(0) 1
Es folgt, dass p1 = p1 - p2, also

dp1 = 0(p1- p2) = Op1 - p2(p) + p1(p) - Op2 = Op1 +0p2 = Ip2=0.

Da wir zu jeder Abschneidefunktion ps um p wie in Beispiel eine Abschneidefunktion p; um p
mit pa|supp(p) = 1 finden kénnen, gilt dp = 0 fiir jede Abschneidefunktion p um p und jeden
algebraischen Tangentialvektor 0 im Punkt p.

Insbesondere gilt

p-f)=plp)-0f +0p- f(p)=0f . (1.2)

Also hiingt 0f nur von dem Verhalten von f in einer kleinen Umgebung von p ab.

Sei jetzt ¢ eine Karte um p mit ¢(p) = 0, und sei p eine Abschneidefunktion mit supp(p) C U¥.
Wir definieren Funktionen f;: M — R mit supp f; C U%,

(Fo™)(0,...,0,4% ..., 4™) — (fo™H(0,...,0,4 T ... y")
Y
filg) = p(q) - _
A(f o Ny
oyt
fiir alle ¢ € U¥ und y = ¢(q) € V. Insbesondere gilt
_A(fop H(x)
filp) = T or
Man iiberzeugt sich leicht, dass f; von der Klasse C* ist (wire f € CF(M), so wire im allgemei-
nen f; € C*=1(M), und der Beweis briiche hier zusammen). Aus y' = ¢'(q) folgt

falls y; # 0, und

fiir y* = 0.

(1.3)

=0 '

p-f=1m) p+> ¢ fi
i=1
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auf ganz U¥.
Wir setzen die Funktionen pp’: U¥ — R auf ganz M fort. Aus (1.1), (1.2) und (I.3)) erhalten

wir jetzt

of =0(p* - f)=f(p)- 90>+ > _ (") - i)
=1

—1
( filw) + (pe)(0) ;) = ZW e
=0
—do(f (v, ,
mit
d(pp)
Ape™)

O

1.15. SATZ UND DEFINITION. Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k > 1, dann existiert eine
natirliche Bijektion zwischen den Mengen der physikalischen und der geometrischen Tangentialvek-
toren in p. Wir identifizieren beide Mengen und sprechen fortan nur noch vom Tangentialraum T, M
von M im Punkt p. Dieser Raum trigt eine natirliche Vektorraumstruktur aufgrund von Definiti-

Falls k = oo, so steht T, M in natiirlicher Bijektion mit der Menge der algebraischen Tangen-
tialvektoren in p, und wir identifizieren alle drei Mengen.

BEWEIS. Wir rekapitulieren hier die ,, Ubersetzungsvorschriften® zwischen den drei Begriffen,
da wir spater haufiger zwischen den verschiedenen Interpretationen hin- und herwechseln wollen.
Den formalen Beweis, dass die angegebenen Abbildungen jeweils wohldefinierte Bijektionen sind,
iiberlassen wir als Ubung.

Sei zunéchst 0 ein algebraischer Tangentialvektor in p, dann erhalten wir einen physikalischen
Tangentialvektor v in p durch die Zuordnung

v, = ¢ == 8(p- )

fiir eine geeignete Abschneidefunktion p. In der Tat kann man wie in Proposition [1.14] zeigen, dass

: - — (o) ‘
b= 9t o 1 o — e I
b =0 op  op) ; e L
Sei umgekehrt ¢ eine Karte von M um p, dann definieren wir Richtungsableitungen bei p durch
of \ _O(fop™")

Sei nun v = (v,), ein physikalischer Tangentialvektor, dann erhalten wir einen algebraischen Tan-
gentialvektor

5.—;1)@8@1.:0

Aufgrund der Transformationsvorschrift in Definition ist es egal, welche Karte ¢ wir zur
Konstruktion von 0 heranziehen.



Sei wieder v ein physikalischer Tangentialvektor. Wir wihlen eine Karte ¢ um p und erhalten
eine Kurve
Yo: (—€,6) = U?¥ mit Yo(t) = 1 (t - v,)
fiir ¢ > 0 hinreichend klein. Aufgrund der Transformationsvorschrift in Definition (2) sind
die Kurven 7, fiir alle Karten ¢ um p paarweise dquivalent im Sinne von Deﬁnition, wir
erhalten also einen geometrischen Tangentialvektor [v,].
Sei umgekehrt v eine Kurve mit v(0) = p, dann definiert

vp := (p 0 7) (0)
einen physikalischen Tangentialvektor in p unabhéngig von v € [v].
Sei wieder 7 eine Kurve mit «(0) = p, dann erhalten wir einen algebraischen Tangentialvektor 0
mit
Of =(fov)(0)
Fiir die umgekehrte Abbildung gehen wir den Umweg iiber physikalische Tangentialvektoren.
SchlieBlich zur Vektorraumstruktur: Die algebraischen Tangentialvektoren bilden einen Vektor-
raum mit den Verkniipfungen

(014 02)(f) =01f + Oof und (r-0)(f)=r-(9f) fir aller e R .

Analog bilden die physikalischen Tangentialvektoren einen Vektorraum mit

(v4+w)y = vy + wy, und (r-v)e=1-(vy) fiir alle r e R .
Die obigen Operationen sind vertréglich mit der Transformationsvorschrift in Definition
und den obigen Bijektionen. O

1.16. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit At-
las A. Die Vereinigung

TM = U T,M = {(p,v) |p€e M,veT,M}
peEM

trigt eine Topologie, so dass A = {dy | @ Karte von M} einen 2n-dimensionalen C*~'-Atlas
auf TM definiert, wobei

do: U% .= U T,M — V% .= V¥ x R" mit (p,v) — (¢(p),vy) -
peU®
Die Mannigfaltigkeit TM heifit das Tangentialbiindel von M, die C*~1-Abbildung
m: TM — M mit (p,v) = p
heif$t die (FuBBpunkt-) Projektion.

BEeEwEIS. Die Topologie auf T'M wird wie folgt definiert: Eine Teilmenge U C T'M heifit offen,
wenn dp(U N U%) c R?" fiir alle Karten ¢ € A offen ist. Man iiberpriift leicht, dass

(1) die angegebene Topologie Hausdorffsch ist,
(2) eine abzdhlbare Basis besitzt,
(3) und nicht vom Atlas A, sondern nur vom dazugehorigen maximalen Atlas abhéngt.

Die Kartenwechsel haben die Gestalt
(dy o (dp) ") (z,0) = (Yoo ") (@), de(P o ™ )(v)) .

Da 1) o o~ ! eine C*-Abbildung ist, ist d(v o ¢~ !) eine C¥~'-Abbildung, und das gleiche gilt dann
auch fiir di o (dp)~!. Somit haben wir einen C¥~1-Atlas fiir TM konstruiert. O
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Sei jetzt F: M — N eine C*-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltigkeiten mit k& > 1. Dann
induziert F' eine Abbildung dF': TM — T N. Wir geben drei Konstruktionen dieser Abbildung an.
Fiir p € M definieren wir zunéchst dpF': T, M — Tp(,)N.

(1) Falls k = oo und 0 € T, M ein algebraischer Tangentialvektor ist, dann definiere
(dpF(9))(f)=0(f o F) fir alle f € C°(N) .

(2) Sei ¢ Karte von M um p und ¢ Karte von N um F(p), und sei v € T,,M physikalischer
Tangentialvektor. In der Notation von Definition definiere

(dpF(v))y = dF?Y ) (vp) € Ty N -

(3) Sei schlieBlich «v: I — M eine Kurve mit 7(0) = p und [y] der dazugehérige geometrische
Tangentialvektor. Dann definiere

dpF([’Y]) =[Fon]e TF(p)N.

In den Konstruktionen und ist wieder Wohldefiniertheit zu beweisen. Insgesamt definieren
wir schliefflich

dF: TM — TN durch dF(p,v) = dpF(v) fiir alle (p,v) € TM .

1.17. SATZ UND DEFINITION. Sei F: M — N eine Ck-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltig-
keiten mit k > 1. Dann definieren die drei obigen Konstruktionen dieselbe faserweise lineare C*~1-
Abbildung dF: TM — TN, das Differential von F.

Die Zuordnung M — TM und F — dF definiert einen Funktor von der Kategorie der C*-
(C>®-) Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der C¥=1- (C>®-) Mannigfaltigkeiten.

BEWEIS. Man sieht leicht, dass die obigen drei Konstruktionen wohldefiniert und mit den Abbil-
dungen aus dem Beweis von Satz vertréglich sind. Hieraus folgt, dass f die gleiche Abbil-
dung d,F': T,M — Tp,) N fiir alle p € M, und damit auch die gleiche Abbildung dF': TM — TN
definieren.

Um zu zeigen, dass dF von der Klasse C*~1 ist betrachten wir beliebige Karten ¢ von M und 1)
von N. Nach Definition und obiger Konstruktion erhalten wir

AP (2, 0,) = (dip o dF o (dp) ") (2, v,) = (d¢ o dF) (p, v)
= (F#¥(xz),dF?" ,(vy))
mit z = ¢(p) und v, = dp(v). Somit ist dF' in den Karten dyp von T'M und di) von T'N durch die
Abbildung
AR dV = (Fe¥ dFev) . Ve - Yy
gegeben. Da F¥¥ von der Klasse C* ist, ist dF?¥ von der Klasse C¥~1, also ist dF eine CF~1-
Abbildung.
Funktorialitéit folgt aus
(1) didys = idgyy fiir alle Ck-Mannigfaltigkeiten M, und
(2) (Kettenregel) d(F o G) = dF o dG fiir alle C*-Mannigfaltigkeiten L, M, N und alle Abbil-
dungen F: M — N und G: L — M.

Diese Aussagen iiberlassen wir dem Leser als Ubung. g

1.18. DEFINITION. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit Tangentialbiindel 7: TM — M. Ein
(CF=L) Vektorfeld auf M ist eine C¥~!1-Abbildung X : M — TM, so dass 7 o X = idy;. Der Raum
aller Ck~1-Vektorfelder auf M wird mit X¥~1(M) oder mit T'(T M) bezeichnet.
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Mit anderen Worten: Ein Vektorfeld X ordnet jedem Punkt p € M einen Vektor X, € T,M

zu, denn (7o X)(p) = 7(X,) = p. Diese Abbildung ist von der Klasse C*~! im Sinne der Definitio-
nen [L.10/ und [.T6

1.19. BEISPIEL. (1) Sei ey, ..., e, die Standardbasis des R™. Dann erhalten wir Vektor-
felder ey, ..., e, auf der C*°-Mannigfaltigkeit R™. Fiir x € R" realisieren wir den Vek-
tor e;|, € T,R™ geometrisch durch die Kurve

t—x+t-¢,
physikalisch durch den Vektor
(€ilp)ia = €
in der Karte id: R® — R", und algebraisch durch die Richtungsableitung
of

(2) Sei ¢: U? — V¥ C R" eine Karte von M, dann ist U? C M eine n-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Im Beweis von Satz haben wir Vektorfelder 8%)1, cee % €
XF1(U%) definiert. In der Karte ¢ erhalten wir einfach

0 1 1 0
1.20. BEMERKUNG. (1) X*=1(M) ist ein reeller Vektorraum, da sich Vektorfelder mit Ska-

laren aus R multiplizieren und punktweise addieren lassen.
(2) XF=1(M) ist ein C*~1(M)-Modul, dabei sei
(fX)p=(f-X)p=Ff(p) - Xp € T,M
fiir alle f € CK~Y(M), X € X*~1(M) und alle p € M. Da C*(M) c Ck—1 (M), ist X*~1(M)
erst recht ein C¥(M)-Modul.
(3) Man kann Funktionen nach Vektorfeldern ableiten und erhilt eine Ableitung d: C*(M) x
XY (M) — CF1(M) mit
df(X):==X(f),  mit  dpf(X)=X,(f) €R

fir alle f € CF~1(M), X € ¥*~1(M) und alle p € M. Hierbei haben wir benutzt, dass
jeder (physikalische oder geometrische) Tangentialvektor wie im Beweis von Satz m
einen algebraischen Tangentialvektor, also eine Richtungsableitung definiert. Es gilt dann
die Produktregel

X(f-9)=X(f)-g+f-(X(g9) firalle f, g € C*(M) und alle X € ¥*" (M) .
(4) Die beiden Verkniipfungen aus ([2)) und héngen wie folgt zusammen:
(f-X)(g)=f-(X(g) firalle feC* (M), geCt(M)undalle X € X*1(M).
1.21. BEMERKUNG. Eine Derivation auf einer k-Algebra k ist eine K-lineare Abbildung
D:A— A
die eine Produktregel erfiillt:
D(f-g)=Df-g+ f-Dg fiir alle f, g€ A.

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, so kann man wie im Beweis von Satz zeigen, dass der C*° (M )-
Modul X*°(M) isomorph zum C*(M)-Modul der Derivationen auf C>°(M) ist vermdge Bemer-
kung . Wir erhalten also eine ,,algebraische* Beschreibung von Vektorfeldern.
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1.22. BEMERKUNG. Sei X € X*~1(M) ein Vektorfeld und ¢ eine Karte von M, dann erhalten
wir eine C*¥~1-Abbildung
mpn odpo X op i V¥ 5 VI = V¥ x R®
mit
T (x, (X@q(x))@) =: (J?,X(P(l‘)) )
Wir nennen X, : V¥ — R" das Vektorfeld X in den Koordinaten .

Seien Xé, ooy Xy V¥ = R die Komponenten der Funktion X, dann erhalten wir mit den
Vektorfeldern aus Beispiel @), dass

X = X C—
b =300 0)
Als CF=1(U¥)-Modul ist X¥~1(U¥) also frei mit der Basis %, . . Auf beliebigen C*-Mannig-

0
.y W
faltigkeiten ist X¥~1(M) im allgemeinen jedoch kein freier C*~'(M)-Modul.
Wir berechnen X, wie folgt:

n n

; : o' : A(p'op™t) ;
X!w(w:;(){;ow-w ij;(XéO@)-&Uj = X0,
also ‘ ‘
XL = (X|ue(g")) o™
und "
Xlpe = 3 Xpo(gh) - -2
=1 a(pz

Es gibt auch eine ,,geometrische* Beschreibung von Vektorfeldern mit Hilfe von Fliissen. Hierbei
16st man eine zum Vektorfeld X € X*~1(M) assoziierte gewohnliche Differentialgleichung auf M
und erhélt dadurch eine Schar von Integralkurven auf M, deren Geschwindigkeitsvektor an jeder
Stelle gleich X ist.

Wir wollen jetzt eine Lie-Algebren-Struktur auf X°°(M) einfiihren. Die Lie-Klammer ist spéter
wichtig bei der Definition des Levi-Civita-Zusammenhangs und bei der Definition des

Riemannschen Kriimmungstensors.

1.23. DEFINITION. Eine Lie-Klammer auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
[, ] VxV =V
mit den Eigenschaften
(1) Linearitdt: [au + bv, w] = alu, w] + b[v, w] fiir alle a, b € K und u, v, w € V;
(2) Antisymmetrie: [u,v] = —[v,u] fir alle v, w € V;
(3) Jacobi-Identitdt: fur alle u, v, w € V gilt
[u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,vﬂ =0.
Das Paar (V,[-, -]) heiBt dann eine Lie-Algebra.
Aus und folgt Bilinearitét.

1.24. BEISPIEL. Auf den Raum M, (K) der n x n-Matrizen tiber einem Korper k ist eine Lie-
Klammer definiert durch
[A,B] = AB— BA.
Die Jacobi-Identitét folgt aus der Assoziativitiat des Matrixproduktes. Eine analoge Definition funk-
tioniert auf jeder assoziativen Algebra.
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Die obige Lie-Klammer auf M, (k) ldsst sich auf einige interessante Unterrdume wie die Réu-
me o(n) C M, (R) der schiefsymmetrischen oder u(n) C M, (C) der antiselbstadjungierten Matrizen
einschrénken.

Wir beginnen mit einer ,algebraischen“ Beschreibung der Lie-Klammer auf Vektorfeldern.
Sei M eine glatte (also C*°-) Mannigfaltigkeit, und seien X, Y € X(M). Wir definieren den Operator

(X, Y]: C¥(M) —» C>*(M)  durch  [X,Y](f) = X(Y(f)) - Y(X(f))
fiir alle f € C*°(M). Aus der Produktregel in Bemerkung folgt
X YN g = ..
= (X, Y](f) -9+ f-([X,Y](9)) -

Nach Bemerkung ist [X,Y] wieder eine Derivation auf M, also ein Vektorfeld.

In Karten geben wir dieses Vektorfeld unten an. Wir wollen nun eine allgemeinere Beschreibung
der Lie-Klammer auf C*-Mannigfaltigkeiten geben. Wenn X ein Vektorfeld auf M ist, und F: M —
N differenzierbar, dann ist dF'(X) eine Abbildung M — T'N, aber kein Vektorfeld auf N. Daher
folgende Definition.

1.25. DEFINITION. Sei F': M — N eine C¥-Abbildung zwischen C¥-Mannigfaltigkeiten. Zwei
Vektorfelder X € X*~1(M) und Y € X*~ (V) heien F-verwandt, wenn das Diagramm

™ 2, TN

x| Iv
M 25 N,
kommutiert, d.h., wenn d,F'(Xp) = Yy, fiir alle p € M gilt.
1.26. BEISPIEL. Sei M eine Mannigfaltigkeit, sei ¢ eine Karte von M, und sei X € ¥*~1(M)
ein Vektorfeld auf M, dann erhalten wir eine Abbildung X,: V¥ — R™ wie in Bemerkung [1.22]

Wir fassen X, als Vektorfeld auf V¥ auf. Dann sind die Vektorfelder X |y auf U¥ und X, auf V%
p-verwandt. Oder noch etwas schoner: Die Vektorfelder X, und X sind ¢~ l-verwandt.

1.27. SATZ UND DEFINITION. Zu jeder C*-Mannigfaltigkeit mit k > 2 existiert eine Lie-Klam-
mer [-, -]: XFH (M) x XEF=Y(M) — XF=2(M) mit folgenden Figenschaften.

(1) Fir alle X, Y € X¥=Y(M) und alle Funktionen f € CK(M) gilt
[X,Y](f) = X(Y(f) = Y(X(f) € C**(M) .

(2) Set M = R"™ und seien X, Y Vektorfelder auf R™, aufgefasst als C*°-Abbildungen X,

Y:R" - R"*, dann gilt
[X,Y]=X(Y) - Y(X): R" 5 R",
(3) Sei F: M — N eine C*-Abbildung und X, Y € XF~1(M) seien F-verwandt zu V., W €
XFY(N), dann ist [X,Y] auch F-verwandt zu [V, W]. wobei X (Y) die komponentenweise

Ableitung von Y nach X bezeichne.
(4) Falls k > 3, so gilt die Jacobi-Identitit

(X, Y, Z)| + [V, [Z, X)] + [Z,[X, Y]] =0 € X*=3(M)  firalle X, Y, Z € X*"1(M) .

Falls k = oo, so bildet (X°°(M),[-, -]) eine Lie-Algebra. Wir nennen |-, -] auch im Fall £ < oo
eine Lie-Klammer auf X*~!(M), auch wenn die Werte im Algemeinen nicht wieder in X*~1(M)
liegen.
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BEwWEIS. Wenn wir [X,Y]: C¥(M) — C¥=2(M) durch definieren, erfiillt [X,Y] nach Vor-
iiberlegung eine Produktregel. Falls £k = oo, reicht das nach Bemerkung [1.21| aus, um zu zeigen,
dass [X, Y] wieder ein Vektorfeld ist.

Fiir C*-Vektorfelder X, Y auf U C R™ folgt aus der Produktregel und dem Satz von Schwarz
aus der Analysis II, dass

v - 5 (v 2 0 20) v (v 2)

i,j=1

== (X(Y) - Y(X))(f).

Also ist mit vertriglich.
Auflerdem iiberlegen wir uns, dass mit ([3) vertriglich ist, denn fiir f € CF(N) und X,
Y € X¥1(M) F-verwandt zu V, W folgt

(dEo[X,Y])(f) = [X,Y](fo F)=X(Y(foF)) - Y(X(foF))
= X((dFoY)(f)) = Y((dF o X)(f))
=X(W(f)oF) =Y (V(f)o F) =[V,W](f)o F.

Wir benutzen jetzt die ,,physikalische Darstellung® in Bemerkung und die Uberlegung in
Beispiel Wenn [X, Y] ein Vektorfeld ist, ist [X,Y] ¢~ !-verwandt zu

[X, Y], = [Xyp, Y] = Xop(Ye) — Yo(X) - ()
Damit ist [X,Y]|pe eindeutig bestimmt. Sei ¢ eine weitere Karte, dann ist Xo|,@enyv) ¥ o o1
verwandt zu Xy |y penyv), analoges gilt fiir Y, und Yy. Dann sind aber auch die Vektorfelder
[Xe, Yso]‘go(UmUﬂﬂ) und [Xy, Yw]\w(wmw)

o p~t-verwandt. Hieraus sieht man leicht, dass ein globales Vektorfeld [X, Y] existiert, welches in
jeder Karte ¢ von M durch [X,,Y,] dargestellt wird und erfiillt. Damit sind f bewiesen.

Mit folgt sofort, da
(X, [V, 2] + [V, [Z, X]| + [Z, [ X, YID(S)
= X(Y(2(f)) - X(Z(X¥ () - Y(Z(X(f) + 2V (X(f)) £---=0. O

Aus (*) erhalten wir auch eine explizite Formel fiir die Lie-Klammer in Karten. Aus X|ge =
S (XL o) 9 und Y entsprechend folgt

o
- i i 9
XYl = 3 ((Xe(00) = Yo(X0) o) - 5
i=1
n oY - 9XE G,
= X . £ _yi. £ e
uz:1<< 7 O] v 0l ) OQP) Op'

1.28. BEISPIEL. Sei ¢ eine Karte von M. Die Koordinatenvektorfelder %, R % sind -
verwandt mit den Standardbasisfeldern eq, ..., e, auf V¥ C R", nach der Konstruktion der 8i
in Beispiel ist das ein Spezialfall von Beispiel Da [e;, ej] = 0, folgt mit Satz (3,
dass

o 0
—, = | =0 X(U%).
[590“ dep? ] X
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Insbesondere konnen wir zweite Ableitungen beziiglich einer festen Karte ¢ fiir alle f auf M defi-
nieren durch
Ff 0 9f 9 of  P(foy!)
At 0pl Ot Opi  Opl Ot Oxt Oxd
Mit anderen Worten: die Ableitungen nach Koodinatenvektorfeldern zu einer festen Karte vertau-
schen. In diesem Sinne gilt ein ,,Satz von Schwarz“ auch auf Mannigfaltigkeiten.
Umgekehrt kann man zeigen: Seien X1, ..., X,, Vektorfelder auf M, deren Lie-Klammern auf
einer Umgebung U von p € M verschwinden, so dass X1 ,, ..., X, ) eine Basis von T, M bilden,

o .

dann existiert eine Karte ¢ mit U¥ C U, so dass X;|ye =

o)
Opt*
1.2. Riemannsche Metriken

In diesem Abschnitt definieren wir Riemannsche Metrik und leiten daraus den Riemannschen
Kriimmungstensor ab. Der Kriimmungstensor ist die entscheidende lokale Gréfle der Riemannschen
Geometrie. In spéteren Abschnitten werden wir uns globale Eigenschaften Riemannscher Mannig-
faltigkeiten ansehen; einige dieser Eigenschaften lassen bereits aus der Riemannschen Kriimmung
ableiten.

1.29. DEFINITION. Sei M eine C¥-Mannigfaltigkeit mit & > 1. Eine (C*~'-) Riemannsche Me-
trik g auf M ordnet jedem p € M ein Skalarprodukt g, auf dem Vektorraum 7,,M zu, so dass fiir
je zwei Vektorfelder X, Y € X*~1(M) die Funktion

g(X,Y)  mit  (9(X,Y))(p) = gp(Xp, Yp)
von der Klasse CF~! ist. Eine Riemannsche (C*-) Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g) aus einer
Ck-Mannigfaltigkeit und einer Riemannschen Metrik g auf M.
Eine Riemannsche Isometrie von (M,g) nach (N,h) ist ein Diffeomorphismus F: M — N
mit F*h = g, d.h., fiir alle p € M und alle v, w € T, M gilt
g(v,w) = (Fyh)(v,w) = h(dpF (v), dpF(w)) -
Sei ¢ eine Karte von M, dann heifit die Funktion ¢¥: V¥ — M, (R) mit

o 0
J

die Darstellung von g in der Karte ¢. Das Inverse der Matrix g5 = (g;';- (x))i,; wird mit (gfg (%))
bezeichnet.

Man iiberlegt sich leicht (etwa mit Hilfe von Abschneidefunktionen), dass die gé’} genau dann
fiir alle Karten ¢ von der Klasse C*~! sind, wenn ¢ selbst von der Klasse C*~1 ist.

1.30. BEISPIEL. Der n-dimensionale Euklidische Raum ist definiert als (R™, g®®¥) mit g¢'! =
(-, ) fir alle z € R".

Zur Konstruktion Riemannscher Metriken kénnen wir eine Partition der Eins verwenden. Sei
dazu A ein C*-Atlas auf M. Eine C*- Partition der Eins zum Atlas A ist eine Familie (p;);e; von C*-
Funktionen auf M mit folgenden Eigenschaften:

(1) Zu jedem i € I existiert eine Karte ¢; € A, so dass supp(p;) C U%:.
(2) Jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung, auf der fast alle p; verschwinden.
(3) Es gilt p; > 0 fiir alle ¢ € I auf ganz M und

ZPiZl-

il
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Wegen ist die Summe in endlich. Eine solche C*-Partition der Eins existiert auf jeder C*-
Mannigfaltigkeit, wobei k € NU {oo}.

Auf jeder Teilmenge V¥ C R" haben wir die Euklidische Metrik (-, -) aus Beispiel[1.30] Auf M
definieren wir g durch

gp(v’ w) = Z pi(p) <U<Pi ) w%)
iel
fiir alle p € M und v,w € T,M. Wegen ist jeder Summand wohldefiniert, wegen ([2]) ist die
Summe lokal endlich und daher g von der Klasse C¥~!, und wegen (3] ist gp positiv definit fiir alle p €
M. Also trigt jede C*-Mannigfaltigkeit mit & > 1 eine Riemannsche C*~!-Metrik, fiir dim M > 1
gibt es sogar iiberabzéhlbar viele verschiedene.

Weitere Riemannsche Mannigfaltigkeiten erhalten wir zum Beispiel als Riemannsche Unterman-
nigfaltigkeiten.

1.31. PROPOSITION. Sei M C N eine Ck-Untermannigfaltigkeit mit k > 1. Dann ist T,M ein
linearer Unterraum von T,N fiir alle p € M.

BEWEIS. Sei ¢: U? — V¥ eine Untermannigfaltigkeitskarte von M in N um p € M wie in
Definition Dann ist p|genp: UP N M — VP NR™ eine Karte von M. Vom ,physikalischen*
Standpunkt aus erhalten wir

M c T,N
dsO|U<PmMJ( ldsﬂ
R™ C R"™ .

0

1.32. DEFINITION. Sei M C N eine C*-Untermannigfaltigkeit der Riemannschen Mannigfaltig-
keit (N, g). Dann ist die induzierte Riemannsche Metrik g = g|rn auf M gegeben durch g, = g|r, 1
fiir alle p € M. Eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit von (N, g) ist ein Paar (M, g), wobei M C
N Untermannigfaltigkeit und g die induzierte Metrik ist.

Man iiberpriift leicht, dass ¢ dann wieder eine Riemannsche C*~1-Metrik ist.

Nach dem Satz von Whitney aus Bemerkung ist jede Mannigfaltigkeit diffeomorph zu
einer Untermannigfaltigkeit A/ C RY und trigt daher die induzierte Metrik. Wir erhalten also
einen weiteren Beweis fiir die Existenz Riemannscher Metriken auf M.

1.33. BEMERKUNG. Es gilt der Satz von Nash: Jede m-dimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit ist isometrisch zu einer Riemannschen Untermannigfaltigkeit des n-dimensionalen Fukli-
dischen Raumes, fiir n hinreichend groff. Dieser Satz ist weitaus schwieriger zu beweisen als der
analoge Satz von Whitney fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten aus Bemerkung

1.34. BEISPIEL. Die runde n-Sphdre ist die Riemannsche Untermannigfaltigkeit (S™, g*P") des
Euklidischen Raumes (R"1, g°8) mit $* ¢ R"! wie in Beispiel [1.6]

Um ¢*P" beziiglich der stereographischen Projektionen ¢4 auszudriicken, bilden wir zwei Vek-
toren v, w € R” mit Hilfe von d,(pL') nach Tp-1(yS™ C T,R" = R™"1 ab und berechnen dann
ihr Euklidisches Skalarprodukt. Wir haben diese Rechnung fiir den Fall n = 2 in der elementaren
Differentialgeometrie durchgefithrt. Das Ergebnis war

4

sphyo (4 ) = (v He(w)) = —5——
gz (v, w) = (d(px )2 (v), AL ) (w)) (22 +1)2

(v,w) .
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1.35. BEISPIEL. Auch der hyperbolische Raum aus der elementaren Differentialgeometrie hat
ein n-dimensionales Analogon. Das Poincarésche Ballmodell des n-dimensionalen hyperbolischen
Raumes hat die Gestalt (BJ(0), g™P), mit

4
hyp —
92" (0, w) = ————(v,w) .
: (1 —[a]7)?

Als néchstes betrachten wir den Levi-Civita-Zusammenhang einer Riemannschen Mannigfaltig-

keit.

1.36. DEFINITION. Sei M eine CF-Mannigfaltigkeit mit & > 2. Ein (C*~2-) Zusammenhang
auf T'M ist eine Abbildung

VxR 2(M) x PN M) = xF 2 (M) mit (X,Y) e~ VxY
mit folgenden Eigenschaften:
(1) C¥=2(M)-Linearitiit im ersten Argument:
VixigvZ = fVxZ +gVyZ  firalle X, Y € X*2(M), Z € X*'(M) und f, g € C* (M),
(2) R-Linearitét im zweiten Argument:
Vx(rY +s2) =rVxY +sVxZ  firalle X € ¥*2(M), Y, Ze ¥* Y (M) und alle r, s € R ,
(3) CF=1(M)-Derivativitit im zweiten Argument:
Vx(fY)=X(f)- Y+ fVxY  firalle X € ¥*2(M), Y € X*1(M) und alle f € C*~1(M) .
Ein Zusammenhang leitet also ein Vektorfeld nach einem anderen ab.

1.37. BEISPIEL. Sei U C R" offen, seien X, Y: U — R™ Vektorfelder auf U. Die komponenten-
weise Ableitung

VxY = X(Y)

definiert offensichtlich einen Zusammenhang auf TU = U x R”. Dieser Zusammenhang hat die
folgenden Eigenschaften:

XY]=X()-Y(X)  und X (gM(Y,2)) = ¢M(X(Y), 2) + 6NV, X(2)).
Leider lésst sich auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit nicht so einfach ein Zusammenhang

angeben wie auf dem R"™. Wir werden stattdessen die beiden obigen Eigenschaften benutzen, um
zumindest auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten einen eindeutigen Zusammenhang zu definieren.

1.38. DEFINITION. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit & > 2. Ein Zusammenhang V auf TM
heifit

(1) torsionsfrei, wenn
[(X,Y]=VxY —VyX € 3*"2(M)  fiir alle X, Y € X(M), und
(2) Riemannsch oder metrisch beziiglich einer Riemannschen Metrik g auf M, wenn
X(g(Y,2)) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) € CF2(M)  firalle X,Y, Z € X(M) .

Ein torsionsfreier, Riemannscher Zusammenhang beziiglich einer Riemannschen Metrik g heifit
Levi- Civita-Zusammenhang von (M, g).

Wir werden bald sehen, dass es auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit genau einen solchen
Levi-Civita-Zusammenhang gibt. Vorher benttigen wir jedoch noch ein wenig Technik. Wir verall-
gemeinern das Lemma von Riesz auf Vektorfelder.
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1.39. LEMMA. Sei (M,g) eine Riemannsche CF-Mannigfaltigkeit, und sei o: XF=1(M) —
CH(M) eine C*=1(M)-lineare Abbildung mit ¢ < k — 1. Dann existiert genau ein Vektorfeld X €
X4M), so dass

oY) =(X,Y)eClM)  firalleY e X* (M) .

BEWEIS. Sei ¢ eine Karte von M. Fiir jedes p € U¥ existiert eine Abschneidefunktion p €
CF(M) mit p(p) = 1 und mit Triger in U¥. Fiir alle Y € X*~1(M) folgt

(@(pY))(p) = p(p) ((Y))(p) = ((Y))(p) ,
also hingt a(Y)|pe nur von Y|pe ab. Aus Y =31 (Yo cp)ai% =37 Y(p)- % folgt

oY) s = a(ilww) 5 ) - iwwa( o)

=1

Da g, nicht ausgeartet ist, existiert nach dem Lemma von Riesz fiir alle p ein eindeutig be-
stimmter Vektor
)55
p) 0pilp’

) G0 () Y (") = ap(Y) |

Xg= 3 allewa( 5
ij—1

so dass

g = Y altewa( 5
ij k=1

und X} hingt C’-differenzierbar von p € U¥ ab.
Sei 1 eine weitere Karte, so folgt

(X? = XY Vyerpe =a(Y) —a(Y) =0  firalle Y € ¥~ (M),

also gilt X% = X% auf U¥NU¥, und wir erhalten ein globales Vektorfeld X € X‘(M) mit X |y = X¥
und

oY) =(X,Y)eCl(M) firalleY e X 1(M).
Aus dem gleichen Argument folgt auch die Eindeutigkeit von X. O
1.40. BEMERKUNG. Auch fiir die Lie-Klammer gelten Produktregeln, ndmlich
X Y]=FIX,Y]-Y(f)X und [X,fY]=X(/)Y + f[X)Y]
fiir alle f € C*~1(M) und alle X, Y € X*~1(M). Zum Beweis berechne etwa
(X, fY](h) = X(fY(h)) = fY(X(R))
=X(f)Y(h) + fX(Y(h) - fY(X(h) =X()Y + fIX,Y].

Indem man h = ', .., ©" wihlt, erhilt man die Komponenten von [X, fY] und X (f)-Y + f-
[X, Y] beziiglich einer Karte ¢, und damit Gleichheit der Vektorfelder.

1.41. SaTz. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann gibt es genau einen Levi-
Cwita- Zusammenhang V auf T M. Es gilt die Koszul-Formel

29(VxY, Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(%, X)) — Z(9(X,Y))
—I—g([X,Y],Z) - g(D/v Z]aX) —|—g([Z, X],Y) .
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BEWwWEIS. Wir beweisen zunéchst die Koszul-Formel. Dann folgern wir mit Lemma dass
fiir alle X, Y € X¥~1(M) genau ein Vektorfeld VxY € X¥=2(M) existiert, das die Koszul-Formel
erfiillt. Zum Schluss zeigen wir, dass (X,Y) — VxY tatséchlich einen Levi-Civita-Zusammenhang
definiert. Wegen der Koszul-Formel ist dieser aber auch eindeutig.

Die Koszul-Formel ergibt sich sofort als Summe der Gleichungen

9(VxY,Z) +g(Y,VxZ) = X(9(Y,2)) ,

9(VyZ,X)+g(Z,VyX) =Y (9(Z, X)),
—9(VzX,Y) - g(X,VzY)=-Z(9(X,Y)),
9(VxY,Z) - g(Vy X, Z) = g([X, ] Z),
—9(VyZ, X)+g(VzY, X) = —g([Y, Z], X)

und  g(VzX,Y) - 9(VxZ,Y) =yg([Z,X],Y),

die sich daraus ergeben, dass V Riemannsch und torsionsfrei sein soll. Man sieht leicht, dass das
Vektorfeld VxY — falls es existiert — durch die Koszulformel eindeutig bestimmt ist.
Wir beweisen C*~2-Linearitiit der Abbildung

Z—X(g(Y,2))+Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) + 9([X, Y], Z) — g([Y, Z], X) + 9([Z, X],Y) .
In der Tat gilt

X(g(Y, f2)+Y(9(fZ, X)) — fZ(9(X,Y)) + 9([X, Y], fZ) — g([Y, fZ] X)+9(f2,X],Y)
=X(f)gY.Z2)+ fX(9(Y,2)) +Y(f)9(Z,X)+ fY(9(Z, X)) — fZ(9(X.Y))
+f9((X. Y], Z2) =Y () 9(Z,X) — fg([Y,Z], X) — X(f) 9(Z, Y)+fg([Z X],Y)
= [ (X(9(Y,2) +Y(9(Z, X)) - Z(g(X,Y)) + g([X, Y], Z) — g([Y, Z], X) + 9([Z, X],Y)) .

Aus Lemma folgt die Existenz eines Vektorfeldes VxY, das der Koszul-Formel geniigt.
Analog zur obigen Rechnung beweisen wir

Vny:fVXY und Vx(fY)=X(f)Y + fVxY,

es folgt, dass (X,Y) — VxY ein Zusammenhang ist.
Aus der Koszul-Formel folgt auch

2AVXY, Z) +2(Vx Z,Y) = 2X (Y, Z)
ud  2(VyY, Z) - 2(Vy X, Z) =2(X,Y],Z) ,

also ist V Riemannsch und torsionsfrei. Insgesamt existiert also der Levi-Civita-Zusammenhang
und ist durch die Koszul-Formel eindeutig festgelegt. O

1.42. BEMERKUNG. Es sei (M, g) Riemannsche Untermannigfaltigkeit des R™ mit der Eukli-
dischen Metrik. Seien X,Y € X(M), dann kénnen wir Y auffassen als Abbildung Y: M — RY
mit

pY(p) € T,M C T,RYN =RV .

BEs sei X(Y): M — RY die komponentenweise Ableitung. Dann wird der Levi-Civita-Zusammen-
hang auf M eindeutig festgelegt durch die Gleichung

9(VxY,Z) = (X(Y), Z)
fiir alle X,Y, Z € (M) (Ubung).
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1.43. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei ¢ eine Karte von M, und
sei V ein Zusammenhang auf T'M. Dann heiflen die Koeffizienten gOFi’-“j: V¥ - Rin

0 “ 0
Voo =Sk o) 2
a?oi O k:l( i°¢) Dk

fir i, 5 =1, ..., n die Christoffel-Symbole von V beziiglich .

1.44. BEMERKUNG. Die Koordinatenfelder an der Stelle p € U¥ bilden eine Basis von T, M.
AufBlerdem kann man fiir jedes p € U¥ mit Hilfe einer geeigneten Abschneidefunktion wie im Beweis
von Proposition[I.14]zeigen, dass (VxY), nur von X |y» und Y|y abhéngt. Daher ist die Definition
der “‘Tfj sinnvoll.

Der Zusammenhang V ist auf U¥ durch Angabe aller ”Ffj eindeutig beschrieben. Aus Defini-
tion folgern wir, dass fiir beliebige Vektorfelder X und Y auf M gilt:

> (Y«ok) o)

VxY|pe = Z Vo
; 9
o Z Xy < ZY wF )> Ik

i,k=1

1.45. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit & > 3, dann heifit die
Abbildung R: XF72(M) x XF=2(M) x XF=1(M) — X*=3(M) mit

(X, Y, Z) —> RX’yZ = VXVyZ — VyVXZ — V[Xy]Z
der Riemannsche Kriimmungstensor von (M, g).

Wir wollen kurz erldutern, warum R ein ,, Tensor® genannt wird. Der Einfachheit halber defi-
nieren wir aber nur (a,0)- und (a, 1)-Tensoren.

1.46. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare C¥-Mannigfaltigkeit mit & > 1, und sei a € Ng.
Ein (a,0)-Tensor der Klasse C' ist eine C*-multilineare Abbildung S: X*~'(M)* — C'(M). Ein
(a,1)-Tensor der Klasse C' ist eine C¥-multilineare Abbildung S: X*~1(M)* — X'(M).

1.47. BEISPIEL. (1) Eine C'-Funktion ist ein (0,0)-Tensor.
(2) Ein C'-Vektorfeld ist ein (0, 1)-Tensor.
(3) Eine Riemannsche Metrik ist ein symmetrischer (2, 0)-Tensor der Klasse C*~1.

1.48. LEMMA. Sei S ein (a,b)-Tensor mit b = 0 oder 1, seien X1, ..., Xq € XF"1(M), und
seip € M. Dann hingt S(X1,...,Xq)(p) nur von Xi|,, ..., Xa|p € Tp,M ab, wir erhalten also eine
R-multilineare Abbildung Sp: (T,M)* = R bzw. — T,M.

Da Tensoren also bereits punktweise multlinear sind, erhalten wir insbesondere C"-Multiline-
aritat X" (M) — C"(M) bzw. X" (M) fiir alle 0 < r <.

BEWEIS. Sei ¢ eine Karte von M, dann existiert zu jedem p € U¥ eine Abschneidefunktion p
wie im Beweis von Lemma Aus Multilinearitét folgt

S(th"- ,an)(p) = p(p)a S(X17"'7Xa)(p) = S(Xlﬂ" : ,Xa)(p) )
also hingt S(p X1,...,p Xa)|ve nur von Xilye, ..., Xa|ve € X(U¥) ab.
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Einschrinken auf U¥ ist also moglich und liefert

S0 X)) = S(( 20Xl 50 3 Xl 50 )0

i1=1 iq=1
n . . 0 0
- X1 (01) - Xa (o) -5 =2—. ... -2 V).
3 Kl Kol 5 (g )0
11 yeeeyla=

1.49. BEMERKUNG. Aus dem obigen Beweis folgt fiir einen (a,0)-Tensor S sofort

n

S(X1,. o Xo)lve = Y Xi(9") - Xa(9™) - (PSi..in 0 9)

11 5ensbqg=1
mit ©S;, i, € C{(V¥) fiir alle Indexkombinationen. Einen (a, 1)-Tensor S kénnen wir noch weiter
zerlegen in
S(Xl,...,Xa)‘Uap = Z ZXI((Pil)"'Xa((Pia> .(cpsqu,...,iao@)ai(pj .
i1yeyia=1 j=1
1.50. SATZ. Sei M eine Riemannsche CX-Mannigfaltigkeit mit k > 3. Dann ist R ein (3,1)-
Tensor der Klasse CF~3.
BeEwEIS. Wir miissen zeigen, dass Rxy Z in jedem Argument CF~1-linear ist.
Sei also f € C*Y(M) und X, Y, Z € X*~1(M), dann folgt
RixyZ =V¢xVyZ —VyVixZ —VixyZ
=fVXxVyZ -Y(f)VxZ = fVyVxZ +VyxZ - fVixyZ
=fRxyZ.
AuBlerdem gilt offensichtlich
Rx yyZ=—-RyyxZ=—fRyxZ=[fRxyZ.
Fiir das letzte Argument miissen wir etwas mehr rechnen:
Rxy(fZ2)=Vx(Y()Z+[VvZ)=Vy(X(/)Z+ fVxZ) - [X.YI(f)Z - fVixyZ
=XY(NZ+Y([)VxZ+X(f)VyZ+ fVxVyZ
—Y(X(f)Z-X(f)VyZ-Y(f)VxZ - fVyVxZ
—[X.YI(f)Z - fVixyZ
=fRxyZ.
Der Riemannsche Kriimmungstensor enthélt sehr viel geometrische Information iiber die glo-

bale Gestalt der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Bevor wir geometrische Gréfien aus dem
Kriimmungstensor herauslesen kénnen, miissen wir erst seine wichtigsten algebraischen Eigenschaf-

0

ten verstehen.
1.51. SATZ. Der Riemannsche Kriimmungstensor hat die folgenden Symmetrien.

(1) Schiefsymmetrie: Rx xZ = 0,
(2) erste Bianchi-Identitit: RxyZ + Ry zX + Rz xY =0,
(3) Metrizitit: g(Rxy Z,Z) =0,
(4) Blocksymmetrie: g(RxyZ,W) = g(RzwX,Y)
fiir alle X, Y, Z, W € XF=1(M).
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Beachte, dass nach Lemma der 3-1-Tensor R und der 4-0-Tensor g(R. . -, -) genau die
gleiche Information enthalten. Aus (1)) bzw. folgt wegen der Multilinearitét auch

RxyZ+ RyxZ = Rxtyyx+vZ — RxxZ — RyyZ =0und g(RxyZ W)+ g(RxyW,Z) =0.

BEwEis. Wegen Lemma reicht es, die Behauptungen in allen Karten ¢ einzeln zu beweisen.
Auflerdem diirfen wir X, Y, Z, W € {3%,17 ceey 3@ } annehmen, da sich alle anderen Vektorfelder
aus diesen linear kombinieren lassen. Insbesondere verschwinden dann alle Lie-Klammern gem#fl

Beispiel was die Rechnungen etwas vereinfacht.
Behauptung ist offensichtlich. Behauptung folgt aus der Torsionsfreiheit von V:

RX,yZ—i-Ry’ZAX +Rz7xy =VxVyZ —-VyVxZ+VyVzX —VzVy X +VzVxY - VxVzY
= Vy[Z,X] + Vz[X,Y] + Vx[Y, Z] =0

nach Wahl der Vektorfelder X, Y, Z.
Behauptung folgt, da V metrisch ist:

9(RxyZ,7Z)=9(VxVyZ —NyVxZ,2)
= X(g(VyZ, Z)) —9(VyZ,VxZ) — Y(g(VXZ, Z)) +9(VxZ,VyZ)

=5 (X(0r(o(2.2)) - ¥ (X(9(2.2))) = [X. Z)(s(%, 7)) = 0.

Schliefllich folgt Behauptung rein algebraisch aus 7, denn
29(RxyZ,W) = —g(RyzX, W) — g(Rz xY, W) — g(Rxy W, Z)
=g(RyzW,X) + g(RzxW,Y) — g(RxyW, Z)
=—g(RzwY,X) —g(RwyZ,X) —g(RxwZ,Y) — g(Rw,zX,Y) — g(Rxy W, Z)
=29(RzwX,Y) + g(Rwy X, Z) + g(RxwY, Z) + g(Ry,xW, Z) . O

=0

1.52. PROPOSITION. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei ¢ eine Karte von M.
Dann gilt

® ®
Tk _ }zn: w (9% 99i 99
CANND) — Yo \ 9z T 0xd ~ ol
3%01“5, 8¢Fl n
! l l
L = axij zk + Z ‘PF m %ij @Flfz) .

BEWEIS. Wir benutzen die Formel im Beweis von Lemma [1.39 um die erste Gleichung aus der
Koszul-Formel in Satz herzuleiten. Die zweite Formel ist dann eine einfache Konsequenz aus
der Definition von R und Bemerkung Bei beiden Rechnungen nutzen wir wieder aus, dass die
Lie-Klammern der Koordinatenfelder verschwinden. ([l

und YR

Nachdem wir den Kriimmungstensor definiert haben, wollen wir aus ihm drei weitere Kriim-
mungsgrofien ableiten.

1.53. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Kriitmmungstensor R, und
seipe M.
(1) Fiir jeden zweidimensionalen Unterraum E C T,M mit Basis (v,w) ist die Schnitt-
kriimmung definiert als

Q(Rv,ww7 1))

KolB) = o 09w, w) — g(o, w)?

eR.
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(2) Sei ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von T, M, dann ist die Ricci-Krimmung auf T,M

definiert als

ric, (v, w) = tr(R Zg veis €, W) € R

(3) Die Skalarkrimmung von M ist definiert als

n

scal(p ZI‘IC (e5,€i) = Z g(Re; e;e5,¢€i) €ER.

ij=1
1.54. BEMERKUNG. (1) Wir miissen zeigen, dass die Schnittkriimmung wohldefiniert, das
heiffit unabhéngig von der Basis ist. Man kann das durch nachrechnen einsehen, oder aber

wie folgt: Nach Satz und (3)) sind fir alle v, w € E die (2,0)-Tensoren
g(R. .w,v) und 9(Ryw-, )t ExXxE—=R
Determinantenfunktionen (alternierende Formen maximalen Grades) auf E. Sei also A €
GL(FE), dann gilt fiir die Basis (Av, Aw), dass
9(Ravp, awAw, Av) = det A g(R Ay, AW, v) = (det A)2 9(Ryww,v) .
Eine entsprechende Formel gilt fiir den Nenner
”U’2 ’U}‘Q - <va>2 = (<'7U><'7w> - (-,w)(-,v))(v,w) 5

also ist K,(E) von der Wahl der Basis unabhingig.
(2) Man kann den Kriimmungstensor aus der Schnittkriimmung zuriickgewinnen (Ubung).
(3) Auch Ricci- und Skalarkriimmung sind wohldefiniert, wie man (etwa fiir die Ricci-Kriim-
mung) leicht iiberpriift: Sei etwa f1, ..., f, eine weitere Orthonormalbasis von T, M, dann

existiert eine Matrix A € O(n) mit
n n
fj = Z Qij €; und Z Qi Q) = (Sij R
i=1 k=1

da A - A die Einheitsmatrix ergibt. Wir erhalten also

n

Zg ,fkfkv - Z g(RU,aikeiajkej;w)

i jok=1

n n

E a”ika_jk g(R’U,ei eja U]) = g g(R’U,eiv €, 'UJ) S R.
1,7,k=1 i=1

Eine analoge Rechnung liefert die Wohldefiniertheit der Skalarkriimmung.

(4) Wegen Satz ist ric ein symmetrischer (2, 0)-Tensor.
Wir werden der Schnitt- und Riccikriimmung im Laufe der Vorlesung im Zusammenhang mit

dem Verhalten von Geoditischen gelegentlich begegnen. Die Skalarkriimmung wird nicht auftau-
chen; sie spielt aber eine gewisse Rolle beim Studium von Differentialoperatoren auf Mannigfaltig-

keiten.

1.3. Bogenlinge und Geodétische

In diesem Kapitel definieren wir die Bogenlénge von Kurven und den Riemannschen Abstands-
begriff auf Mannigfaltigkeiten. Wir sehen, dass kiirzeste Kurven zwischen zwei Punkten einer be-
stimmten Differentialgleichung geniigen, und nennen solche Kurven geodétische Linien.
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Wir werden ab jetzt keinen Wert mehr auf die genaue Differenzierbarkeitsordnung legen. Au-
Berdem werden wir die Abkiirzungen

(v, w) = gp(v,w)  und o[} = /gp(v,v)

fiir alle p € M und alle v, w € T, M verwenden, so lange Fufpunkt p und Metrik g aus dem Kontext
klar sind.

1.55. DEFINITION. Eine (parametrisierte) Kurve v: I — M heifit reguldr, wenn (t) = [y(- —
t)] # 0 € TyyM fiir alle t € I. Eine Parametertransformation fiir + ist ein Diffeomorphis-
mus 9: J — I mit J C R, in diesem Fall heifit v o ¥: J — M eine Umparametrisierung von M.

Im Gegensatz zur elementaren Differentialgeometrie betrachten wir hier parametrisierte Kurven,
nicht parametrisierte Kurven bis auf Umparametrisierung.

1.56. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei v: I — M eine Kurve,
und sei [a,b] C I. Dann ist die Bogenldnge von 7|, definiert als

b b
L) = / K@l dt = / 0G0, 3()) di

Die Kurve v heifit nach Bogenlinge parametrisiert, wenn ||4(t)|| = 1 fiir alle ¢t € 1.

1.57. BEMERKUNG. Im Euklidischen Raum hatten wir die Bogenlédnge einer Kurve als das Supre-
mum aller Langen von approximierenden Polygonziigen definiert. Anschliefend haben wir gezeigt,
dass fiir (stiickweise) differenzierbare Kurven die Bogenlédnge durch obiges Integral berechnet wer-
den kann, siehe Abschnitt 2.1 der Vorlesung vom letzten Semester. Da die urspiungliche Definition
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten nicht sinnvoll ist, verwenden wir hier den Integralausdruck.

Die folgenden Eigenschaften der Bogenlénge gelten auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit
denselben Beweisen wie in der elementaren Differentialgeometrie.

(1) Die Bogenlénge ist invariant unter Umparametrisierungen, also

L((’Y o 19)|[a7()}) = L('7|[19(a)ﬂ9(b)}) :

Wie in der elementaren Differentialgeometrie folgt das unmittelbar aus der Integraltrans-
formationsformel.

(2) Eine Kurve v: I — M ist genau dann nach Bogenldnge parametrisiert, wenn fiir alle a,
b € I mit a < b gilt, dass

b
L(V|[ap) = / ldt=b-a.

(3) Jede regulidre Kurve lisst sich nach Bogenlédnge umparametrisieren. Dazu wéhlen wir eine
Umparametrisierung 9: J — I mit
¢
-1 .
0 () = [ llv(s)ll ds,
to
dann ist ¢ o ¥: J — I nach Bogenlinge parametrisiert. Sei umgekehrt ¥': J' — I eine
weitere Umparametrisierung, so dass auch ¢ o1’ nach Bogenléinge parametrisiert ist, dann
existiert eine Konstante ¢, so dass ¥'(s) = ¥(c + s) fiir alle s € J'.

Wir wollen als néchstes die ,erste Variation* der Bogenldnge berechnen. Gemeint ist dabei
die erste Ableitung der Bogenlénge einer differenzierbaren Familie von Kurven. Um die zugehorige
Rechnung durchzufiihren, brauchen wir Vektorfelder und Zusammenhénge lings Abbildungen.

24



1.58. DEFINITION. Sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung, und sei 7: TN — N das
Tangentialbiindel von N. Ein Vektorfeld lings F ist eine differenzierbare Abbildung X: M — TN
mit mo X = F. Wir bezeichnen den Raum dieser Vektorfelder mit X(F).

1.59. BEMERKUNG. Vektorfelder langs F': M — N haben #dhnliche Eigenschaften wie gewthn-
liche Vektorfelder, siehe Bemerkung

(1) Sei X € X(M) und Y € X(N), dann sind dF o X und Y o F': M — TN Vektorfelder
lings F'.
(2) Der Raum X(F) bildet ein C(M)-Modul mit

(fX)p=f(p) Xp € TppyN

fir alle f € C(M), X € X(F) und alle p € M.
(3) Ableiten liefert eine Abbildung X(F) x C1(N) — C(M) mit

(X(f))p = Xp(f) = dfF(p) (Xp)

fiir alle f € CY(N), X € X(F) und alle p € M. Fiir alle f, h € C}(N) und X(F) gilt die
Produktregel

X(fh) = X(f) - (ho F)+ (f o F) - X(h) € C(M).

(4) Sei 1 eine Karte von N, dann ist U := F~Y(UY) offen in M, da F als differenzierbare
Abbildung insbesondere stetig ist. Wie in Bemerkung sehen wir fiir alle X € X(F),

dass
X|U_ZX ((W F)

1.60. DEFINITION. Ein Zusammenhang lings F ist eine Abbildung V: X(M) x XY(F) — X(F)
mit den Eigenschaften

(1) C(M)-Linearitdt im ersten Argument,
(2) R-Linearitdt im zweiten Argument,
(3) CY(M)-Derivativitit im zweiten Argument:

Vx(fY)=X(f) Y+ fVxY  firalle X € X(M),Y € ¥}(F) und alle f € C}(M) .
Die Kriimmung eines Zusammenhangs V lings F' ist definiert als
RxyZ =VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ € X(F) firalle X,Y € X'(M) und alle Z € X*(F) .

1.61. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei VIV ein Zusammenhang auf TN, und sei F: M —
N differenzierbar, dann existiert genau ein Zusammenhang V¥ lings F, so dass

VX (Y o F) = ViioxY € X(F) (1)

fiir alle X € X(M) und alle Y € X(N). Er heifit der von VIV induzierte Zusammenhang lings F'.
Sei RTN die Kriimmung von VT | dann hat V¥ fiir alle X, Y € XY (M), Z € X2(F) und allep € M
die Kriimmung

Ry Z|, = Rde(X,,) dFy(vy)Zp € Trp)N (2)
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BEWEIS. Wir beweisen zunéchst Eindeutigkeit. Sei p € M, sei ¢ eine Karte von N um F(p),
und sei U = F~Y(UY). Mit Hilfe von Abschneidefunktionen auf M sehen wir, dass VLY, fiir
alle Y € X(F) nur von Y|y abhéngt. Aus Bemerkung [L.59] (4) und Definition [1.60} _ ([3) folgt

, 0
Vivlp = VE S () (50:°%)
=1

-y (X () (o0 F) + Y0 Vhx ai) . S
=1

Also ist V¥ eindeutig.

Zur Existenz iiberpriifen wir zuerst, dass obige Formel @ fiir jede Karte v von N einen lo-
kalen Zusammenhang lings F'|p- 1(yvy mit der geforderten Eigenschaft definiert. Sei dann ¢ eine
weitere Karte von N, dann stimmen aufgrund der obigen Eindeutigkeitsaussage die mit Hilfe von ¢
und v konstruierten Zusammenhinge auf F~1(U% N UY) iiberein. Also erhalten wir eine Abbil-
dung V¥: X(M) x X(F) — X(F) durch Zusammensetzen der lokalen Definitionen. Wir miissen
iiberpriifen, dass V! einen Zusammenhang lings F' mit der Eigenschaft definiert, aber diese
Rechnungen wollen wir hier nicht durchfiihren.

Behauptung rechnet man am einfachsten in lokalen Koordinaten nach. Sei dazu ¢ eine Karte
von M um p und v eine Karte von N um F(p). Schreibe

oF 0 P _NOWoR) (0
asoa‘2<dFoaw>W<8w°F>‘Z o (éwﬂ‘ F)’

=1 =1

dann gilt

B 0 N OWioF) B
F _vIN Y _ TN ¥
Vi <8w )‘V&faaw 2 " (Vf-aw>OF'

=1 v*

Wir konnen jetzt die Kriimmung berechnen und erhalten

0
(1)
62“’8@ awk

_vF, ia(WOF)(VTN 9 )VF8 ia(wioF)<vTN 9 oF>

9o 21 O¢® ow’ ok apf i Ot syt Ok
82 17[)] OF ( TN 0 > 82(1/}2 OF) < N b )
= F)-S 20l (gry 0 p
Z 9005 \" s DUF ° Zl 057055 \ "ot 9

wZOF w]OF) << TN —TN 8 TN TN 8 > >
T VINTY — v v F
Z]ZI 890 BW BW 31/} aw aw aﬂ) °

i,j,l=1 agoa asob 6107‘ 73¢] 8’(/] 850(1 :a@b aqpk

1.62. BEMERKUNG. Ab sofort sei stets V der Levi-Civita-Zusammenhang und V¥ der dadurch
induzierte Zusammenhang langs einer Abbildung F. Wir haben die folgenden Eigenschaften.

(1) Torsionsfreiheit: es gilt
VE(dF oY) = VE(dF o X) =dF o[X,Y] € X(F)
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fiir alle X, Y € X(M). Seien dazu ¢ und ¢ Karten von M bzw. N, dann ist ka symme-
trisch in 4, j wegen der Torsionsfreiheit von V. Wir sehen, dass

Wk oF) [ 0 " (o F) d(y? o F) o)
F F TN F
kZ D" O <a¢ko )*i; N (Vaw v ° )
OF
F
V 5 —

da der obige Ausdruck symmetrisch in a und b ist. Hieraus folgt die allgemeine Formel
leicht mit der Produktregel fiir die Lie-Klammer aus Bemerkung
(2) Der Zusammenhang ist auch metrisch:

X({Y,2)) = (VXY, Z) + (Y, VX Z)

fir alle X € X(M) und alle Y, Z € X(F). Falls Y = Vo F und Z = W o F mit V,
W € X(N) gilt, folgt das sofort aus

X((Y,2)) = X((V,W) o F) = (VapoxV, Z) + (Y, VaroxW) = (VXY, Z) + (Y, V4 Z) .

Fiir beliebige Vektorfelder gehen wir vor wie bei der Konstruktion von V¥ im Beweis von

Proposition [I.61]
Im Falle einer Kurve F' =y sei stets
oy Oy
y = — d =V €eXx
oo ™ o0y € X0 )

Wir kommen nun zur ersten Variationsformel der Bogenldnge. Wir erinnern uns dazu an die Defi-
nition von Produktmannigfaltigkeiten aus den Ubungen, mit

T(M x N)=TM x TN .

1.63. DEFINITION. Sei F': M — N eine Abbildung. Eine Variation von F' ist eine Abbil-
dung F: M x I — N, wobei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I ist, so dass

F(p,0) = F(p) fiir allep € M .

Wir schreiben F(p) = F'(p, s) fiir alle p € M und s € I. Das Variationsvektorfeld von F ist definiert
als

oF 0

V=—"=dFo—€X
s ° s (F).
1.64. SAaTz (Erste Variation der Bogenlidnge). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,

sei v: I — M nach Bogenlinge parametrisiert, und sei y: I x (—e,e) — M eine Variation von 7.
Dann gilt

4
dsls=0

b
Lwslian) = GO, V[, - / G5(1), V(1) dt

Der erste Ausdruck gibt an, wie sehr sich die Kurve dadurch verkiirzt oder verlingert, dass
man Anfangs- und Endpunkt in Richtung der Kurve bewegt. Der zweite kommt daher, dass sich
die Kurve bei Variation in Richtung ihres Kriimmungsvektors 4 verkiirzt. Eine #hnliche (und kom-
pliziertere) Rechnung haben wir im letzten Semester in Lemma 3.47 bei der Charakterisierung von
Minimalflichen durchgefiihrt.
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BeEwEIS. Wir benutzen die Rechenregeln aus Bemerkung Wenn 7 von der Klasse C? ist,
diirfen wir in das Integral hinein differenzieren, und erhalten

AR, Tox )—/ba\ VGt )4 9)) dt
ds | s—0 Vs [a,b]) — . 95 | s—0 YL, 8), YL, S

2/ 99 9y o
:/b (v, 8 (’0)>dt:/b vi, 20 1,0 ) at
o 91(£,0)) o \ 30s Ot

bro /oy 0y o 5 09
- [(5 {5 o) - (Fleo.vy, 57) ) ar

0

Wenn wir also Anfangs- und Endpunkt festhalten, verschwindet die erste Variation genau dann,
wenn bereits die Differentialgleichung 4 = 0 gilt. Sollte es also eine kiirzeste Verbindung von v(a)
nach v(b) geben, so miisste sie diese Differentialgleichung erfiillen.

1.65. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine geoddtische Linie oder
kurz Geoditische auf (M, g) ist eine Kurve ¢: I — M, die der Differentialgleichung ¢ = 0 geniigt.

1.66. BEMERKUNG. Man beachte, dass wir nun nicht mehr fordern, dass eine Geodétische ¢
nach Bogenldnge parametrisiert ist. Es gilt aber immerhin

o s
o7 1O =2(é(t), e(t) = 0.,

d.h., Geodétische sind proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

1.67. BEISPIEL. Sei c: I — R™ Geodéitische beziiglich der Euklidischen Standardmetrik, dann
ist ¢ = 0, somit ¢ konstant. Also existieren zg, v € R™ mit

c(t) =z +tou .

1.68. FOLGERUNG. FEs sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und p,q € M. Wenn es eine
kiirzeste C?-Kurve 7: [a,b] — M mit v(a) = p und y(b) = q gibt, dann ist v bis auf Umparametri-
sierung eine Geoddtische.

BEWEIS. Sei 7 eine Kurve in M mit y(a) = p und v(b) = ¢. Da die Bogenlidnge von v nach
Bemerkung nicht von der Parametrisierung abhéngt, diirfen wir annehmen, dass v nach
Bogenldnge parametrisiert ist.

Wir nehmen an, dass #(tg) # 0 fiir ein ¢y € [a,b]. Aufgrund der Stetigkeit von 4 diirfen
wir tg € (a, b) annehmen. Wihle eine Karte ¢: U¥ — V¥ um 7(ty), ein Intervall I C (a,b)Ny~1(U¥)
um ¢y und eine Abschneidefunktion p: [a,b] — R um ¢y mit supp p C I. Dann kénnen wir fiir e > 0
hinreichend klein eine Variation 7: [a,b] x (—¢,€) von ~ konstruieren, so dass vs(t) = ~(t) fiir
alle t € [a,b] \ I und

p(s(t) = @(y(t) + s+ p(t) - (5(1))

fiir alle ¢t € I. Es gilt also insbesondere vs(a) = p, vs(b) = ¢ fiir alle s, das Variationsfeld ist V' = p-#,
und

%)

b
/ W(t)aV(t»dt:/p(t)<§(t),"?(t)>dt>0-

I
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Aus der ersten Variationsformel aus Satz folgt
d

% ‘520 L(’ys) <0 )
und daher L(v,) < L(v) fiir alle hinreichend kleinen s > 0. Also ist eine Kurve v mit 4(tp) # 0
niemals kiirzeste Verbindung ihrer Endpunkte. ([l

1.69. BEMERKUNG. Die Existenz einer kiirzesten Verbindung zwischen p und ¢ in M ist nicht
selbstversténdlich. Sei beispielsweise U C R™ offen und nicht konvex, dann gibt es Punkte, die sich
nicht durch eine kiirzeste Kurve verbinden lassen. Etwa gibt es in R™ \ {0} keine kiirzeste Kurve
von p nach —p, wobei p # 0.

1.4. Exponentialabbildung und Jacobifelder

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es durch jeden Punkt auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit in jeder Richtung eine maximale Geoditische gibt. Diese Tatsache benutzen wir, um die
Exponentialabbildung zu konstruieren. Anschlielend betrachten wir ihre Ableitung.

Wir beginnen mit der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialglei-
chungen und der differenzierbaren Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen.

1.70. DEFINITION. Es seien (M, dys), (IV,dn) metrische Rdume. Eine Abbildung F': M — N
heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante A (kurz A-Lipschitz), wenn

dn(F(p), F(q)) < A-dy(p,q)

fiir alle p, ¢ € M gilt. Sei X ein topologischer Raum, dann heifit F': M x X — N Lipschitz-stetig in
Richtung von M mit Lipschitz-Konstante A, wenn fiir alle € X die Abbildung F(-,z): M — N
A-Lipschitz ist.

Wir nennen F': M — N lokal Lipschitz (bzw. F: M x X — N lokal Lipschitz in Richtung von
M), wenn fiir jeden Punkt p € M (p € M x X) eine Umgebung U von p und eine Konstante A
existiert, so dass F'|y die entsprechende Eigenschaft besitzt.

1.71. BEMERKUNG. (1) Lokal Lipschitz-stetige Funktionen sind insbesondere stetig.
(2) Seien U C R™, V C R™ offen und F € C'(U;V); dann ist F lokal Lipschitz. Wenn
A =sup||dFpllop < 00,
peU
existiert und U konvex ist, ist A eine globale Lipschitz-Konstante fiir F.

1.72. SATz (Picard-Lindelof). Es sei U C R™ offen, V. C U x R offen mit U x {0} C V,
und X : V. — R" sei stetig.

(1) Wenn jeder Punkt (p,t) € V eine Umgebung in V besitzt, auf der X (q,T) in q gleichmdfSig
Lipschitz-stetig ist, dann existieren Funktionen t_,t4: U — R U {%, 00} und eine stetige
Abbildung

F:W={(pt)|peUtet(p),ts(p)} >U
mit F(-,0) =idy, (F(p,t),t) € V und
oF

S () = X(Ep.).0) )

auf ganz W, und wenn t’_,t' und F': W' — U Abbildungen mit den gleichen Eigenschaften
sind, gilt t— <t'_, t' <ty und F' =F |y.

(2) Wenn X € CH(V) fir 1 < k < oo gilt, dann gilt auch F € CF(W) fiir die Abbildung
aus (|1)).
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst lokale Existenz und Eindeutigkeit. Globale Existenz und Eindeu-
tigkeit lassen sich daraus leicht ableiten.
Sei zunéchst p € U, dann existieren r > 0, 0 < C < oo und 0 < t5 < min{%, %}, so dass

( ) BQT( ) [ 2(:07150] C V7
‘X|BQ ><( to, t() | < C’ und

(3) 5 ist Llpschltz Konstante fiir X|mx{t} fir alle t € [—to, to].

Aufgrund der Voraussetzungen in Aussage des Satzes lassen sich die Annahmen und
leicht erfiillen. Annahme folgt aus der Stetigkeit von X. Wir betrachten den Raum

C={F ECO(B (p) x (—=to,t0); Bor(p ) ‘ F(q,0) = q fiir alle ¢ € B,(p)}
mit der Supremumsmetrik. Fiir ' € C, ¢ € B,(p) und t € ( to, to) definiere

F(q,t —q+/X (g,7),7)dr

Dann ist TF: B,(p) x (—to,t) — R stetig mit TF(g,0) = ¢, und aus (1) und (2)) oben folgt
d(TF(q,t),p) < d(g,p) +to-C <2r
fiir alle ¢ € B,(p), t € (—to,10), so dass TF € C.
Der Operator T' wirkt aulerdem kontrahierend auf C wegen , denn
(TR — T / \X (Fulq,7).7) ~ X (Folq,7).7)| dr

<o - |F1 F0|c < ,‘Fl Fo‘c .

Da By, (p) vollstiandig ist, ist auch C mit der Supremumsmetrik vollstdndig. Nach dem Fixpunktsatz
von Banach existiert also ein eindeutiger Fixpunkt F' von T" auf C. Fiir alle ¢ € B,(p), t € (—to, to)
folgt

St =g [ X7 = X(Fa0) .

Sei umgekehrt F’: Br(p) X (—to,t9) — V eine Abbildung mit (q, t) = X(F'(q,t),t) fir
alle (g,t). Aus ([2)) oben folgt im F’ C Ba,(p), somit F’ € C. Aulerdem gllt

t
TF'(q,t)qur/OX(F'(q,T), T)dr = F'(¢q,0 / 5 (@ T)dr = F'(q,1) ,

also ist F ein Fixpunkt von 7" und somit F’ = F'. Also ist der obige Fixpunkt F die einzige Lésung
der Differentialgleichung (¥) auf dem Definitionsbereich B, (p) x (—to, to)-

Wir kommen zur Aussage , wieder zunéchst lokal und nur fiir kK = 1. Wir kennen bereits die
eindeutige Losung F. Die partielle Ableitung %—f existiert und ist stetig wegen @ Es reicht also,

gfz fir i = 1,...,n zu iiberpriifen.
Fiir ¢ € B,(p) bestimmen wir zunéchst G,: R™ x (—to,tp) — R" mit G4(v,0) = v und
0Gy 1504

B0 = 2 G (P00 Gy, ()

8F (g, t) erfiillen (F*), wenn F stetig differenzierbar ist. Die Funk-
tion (v,t) — dXF( gt )(v 0) ist Llpschitz—stetig in v mit Lipschitz-Konstante ||[dX (g [|op, die stetig
von ¢ und t abhingt, da X € C!(v,R"). Gegebenenfalls nach Verkleinern von tq existieren daher
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fiir alle ¢ € B,(p) Funktionen Gg;: (—to,t9) — R™, die (F¥) mit Anfangswert Gg;(0) = ¢; € R"
16sen.

Wir wollen zeigen, dass gg (g,t) = Gg,i(t) fir alle (q,t) € Br(p) x (—to,%0), und dass g;
stetig ist. Sei dazu T wie im ersten Teil des Beweises, und Fy(q,t) = ¢, insbesondere ist Fy €
C N CYB,(p) x (—to,to); Bar(p)). Wie im Banachschen Fixpunktsatz ist der Fixpunkt F von T
gleichméfBiger Limes der ,,Picard-Iterierten*

F,=T'FyeC.
Fiir die Ableitungen erhalten wir
8Fl/+1 (9(] 0 /t
. = — - | X (Fy(q,7),
Gotat) = %+ o [ X(am). e
X dF}

t n
e+ | > G Bola 7)) e i

so dass insbesondere
F,ecC ﬂ(:'l(Br(p) X (—to,to)‘BgT( ))

fiir alle n. Es gilt sogar 8F,, q,t)| <2 fiiri =1,...,n, denn fiir Fy gilt 8FO( ) = ;ﬁl = ¢;. Dazu
wéahlen wir r, t, C Wie oben so, dass zusétzlich
(4) HdX llop < 2nt0 fiir alle ¢ € Ba,(p).

Dann ist 5 Lipschitz-Konstante fir dX, auf ganz R". Jetzt folgt durch Induktion iiber v, dass

OF, 11 OF!
] e t)}srem e |G| ar <1+1=2,
<ﬁ <2

Analog dazu erfiillen die Losungen G ; von @ die Gleichung
0Gg,

or

Gyq,i(t) = Gg.i(0) + /0 (1)dT =¢; + / 3:171 (F(q, 7),7) - Gii(T) dr

Wir betrachten die Folge der Differenzen 8F ¥(q,t) — Gq,i(t), und erhalten

%(q,t ‘ / (

0X
@(F(q’ T)) T) :

1
< 2ntg

Fq,7),7) ~ 9o (P(g,7),7)|

83:9

N ‘ OF)

(@ 7) — Gyal)

Fir

d,,:max{ ‘gFZ( ) — Gqﬂ-(t)'

folgt daraus

dyy1 < 2ntg - ?u%‘(?X(F 0t 8X(F(q,t),t)} + 5 -
q,t
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Da dX stetig ist, ist dX auf dem Kompaktum Ba, (p) x [—to, to] gleichmé&Big stetig. Zu jedem € >
0 existiert also ein § > 0, so dass

87X(x t)_ﬁiX( 1) < £
oz DY T 5 W 2nto

fir alle z,y € Bo,(p) mit |z — y| < 6 und alle t € [to,?p]. Da die Picard-Iterierten F), gleichmifig
gegen F konvergieren, gibt es ein N, so dass |Fy,(q,t) — F(q,t)| < 0 fiir alle ¢, t und alle v > N.
Firv> Ngilt 0 <dyy1 <e+ %, also insbesondere

d, — 2¢
5

Hieraus folgt sofort, dass d,, < 3¢ fiir alle hinreichend groflen v. Da das fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt
schlief3lich

dy+1 —2e <

lim d, =0.

V—00

Wir haben also gezeigt, dass die stetigen Funktionen BF v gleichméBig gegen Gi(q,t) = Gg.i(t)

konvergieren. Hieraus folgt zunéchst die Stetigkeit der Gj. Fur festes (q,t) gilt

d OF,
7Fl/ 09 = ] 19 .
govlatseit) = =5 (g + sei t)

Aus der gleichméBigen Konvergenz der Ableitungen folgt, dass die Grenzfunktion s — F'(q+ se;, t)
differenzierbar ist mit Ableitung

F oF,
(g + sei,t) = lim 87((1—}—861, t) = g(q+ se;,t) .

Bx V—00

d
%F@] + sei,t) =

Also existieren die partiellen Ableitungen von F'(g,t) in Richtung ¢ und sind stetig, so dass insge-
samt F € C1(B,(p) x (—to,t0); Bar(p)).

Wir zeigen Aussage fiir £ > 1 durch vollstdndige Induktion. Sei also fiir k£ > 1 bereits
lokal wie oben bewiesen, sei X € C*1(V,R"), und sei F' € C¥(B,(p) x (—to,tp),U) eine Losung
von (ED Dann gilt zunédchst

OF
also %—f € C*(B,(p) x (—tg,t0),U).

Es bezeichne G: B,(p) x R™ x (—tg,ty) — R™ die C*~'-Funktion mit

G(Qav t)_qut)UO Z’UaZQa )

dann erfiillt das Paar (F,G): B,(p) x R™ x (—to,t) — U x R™ eine Differentialgleichung #hnlich
wie @ mit C*-Koeffizienten, némlich

AG) (1) = (X(F(q,t),t), S v X (Bl o (qat)>

ot ~ ox’ ox?
1,j=1

L 0X :
= (X(F(qvt)at)7 @(F(q’t)vt) 'G](q,’l},t)> .
i=1
Nach Induktionsvoraussetzung ist (F,G) eine C¥-Funktion, insbesondere also auch die Funktionen

oF
%(%t) = G(q,e,t) ,
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eventuell nach Verkleinern von r und t. Alle partiellen Ableitungen von F sind demnach C*-
Funktionen, also ist F selbst eine C¥*1-Funktion.

Es bleibt die globale Existenz und Eindeutigkeit sowohl in als auch in zu zeigen. Seien
dazu zunéchst fiir p € U die Funktionen f;: (t;—,t;+) — U mit ¢, < 0 < t;4 fiir i = 1, 2 Lésungen

von (ED, also

fit) = X(fi(t), 1)
mit Anfangswerten f1(0) = f2(0) = p. Angenommen, es gebe t € (t1—,t14) N (ta—, toy) mit f1(t) #
f2(t), ohne Einschrankung ¢ > 0, dann sei

to = int{t € (0,611) N (0,124) | 1(t) £ fo()}
Wegen Stetigkeit gilt f1(tg) = f2(to). Wir betrachten das ,verschobene Problem*

%fi(to +8) = X(fi(to +s),t0 + )

mit Anfangswert fi(tg) = fa(to) bei s = 0. Wegen der lokalen Existenz und Eindeutigkeit exi-
stiert ¢ > 0, so dass die Losungen fiir s € (—¢,¢) eindeutig sind, also fi(tg + s) = fa(to + s) fiir
alle hinreichend kleinen s > 0, im Widerspruch zur Konstruktion von ty. Folglich sind einzelne
Losungen eindeutig. Wir erhalten eine maximale Losung frax auf der Vereinigung (¢_,¢4) aller
Intervalle, auf denen eine Losung f mit f(0) = p existiert, indem wir fiir jedes ¢ € (t_,t4) den
Wert einer solchen Losung, die bei t definiert ist, auswéhlen. Dafiir schreiben wir

fmaX:U{f: (t,,t+)*>V|t7 <0<ty f(O):pund f/(t):X(f(t)’t)} :

Indem wir dieses Argument fiir alle p € U durchfiihren, bestimmen wir ¢_, ¢, : U — RU {400},
die Menge W C U x Rund F = Fyax: W — U. [l

1.73. BEMERKUNG. (1) Wenn die maximale Losung bei (p,t) € W existiert, existiert sie
auch in einer kleinen Umgebung. Also ist die Menge W C U x R offen, und die Funk-
tionen t_,ty sind ober- bzw. unterhalbstetig auf U. Mehr Regularitdt kénnen wir auch
im C°°-Fall nicht erwarten.

(2) Wenn (t—(p),t+(p)) das maximale Definitionsintervall der Losung f,(t) = F(p,t) ist
und t_(p) > —oo bzw. t4(p) < oo, dann existieren die Grenzwerte

tg;rgp)(F (p:t),t) baw. /Igﬁp)(F (p1),t)
nicht in V', denn andernfalls kénnten wir die Losung vom Grenzwert als neuem Anfangs-
wert zur Zeit t4(p) aus noch ein Stiick fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitéit des
Intervalls (t_(p),t+(p)).

(3) Die Existenz und Eindeutigkeit einer globalen C*-Losung F: W — U impliziert, dass
die einzelnen Losungen f,: (t_(p),t+(p)) — U eindeutig sind und C*-differenzierbar vom
Anfangswert p abhingen. Mit einem kleinen Trick kann man auch zeigen, dass die Losungen
CF-differenzierbar von den Koeffizienten X abhiingen. Der Fall k& = 0 ist ein Sonderfall,
da wir eine Lipschitz-Bedingung an X stellen miissen — fiir £ > 1 ist keine Lipschitz-
Bedingung an die k-fachen Ableitungen %‘;lf mit |o| = k notig.

(4) Wenn die Koeffizienten X von @ nur stetig, aber nicht Lipschitz-stetig in Richtung von U
sind, existieren nach dem Satz von Peano zwar immer noch Losungen f: (t—,t;) — U mit
vorgegebenem Anfangswert f(0) = p; diese sind jedoch im allgemeinen nicht eindeutig.
Dementsprechend kénnen wir keine stetige globale Losung F': W — U erwarten (Ubung).

1.74. SATZ. Sei (M, g) eine Riemannsche C*-Mannigfaltigkeit mit k > 3. Dann existiert zu je-
dem p € M und jedem Vektor v € T,M eine eindeutige Geoddtische c = c,: I — M mit mazimalem
Definitionsbereich I C R, so dass ¢,(0) = p und ¢,(0) = v.
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BEWEIS. Dieser Satz folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof. Um das einzusehen, schreiben
wir die Geodétischengleichung in lokalen Koordinaten ¢ von M um p = 7(v). Wie in Bemer-
kung [1.62| (1) erhalten wir

B de =P (gloc) (0 —~ O(pioc) (¢l oc) ok 9
e c = _— " F a .
c(t) V% ot Z 81;2 <8S01 OC) +ZJ;:1 ot ot <( 13 OSD) 6(pk> ocC

Wenn wir Yc = @ oc: I — V¥ schreiben, ist lokal also das nichtlineare System gewdohnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

vek(t) = — i PIN(Pc(t)) PE(t) P (t) firallek=1,...,n

,j=1

mit den Anfangsbedingungen ¥c(0) = ¢(p) und ¥¢(0) = v, zu losen. Wir schreiben es als ein
System von Gleichungen erster Ordnung

n
%(%(t), Pe(t)) = (%(t),— D FTE(fe(t)) $éi(t) P () ek) .

ij=1
Dieses System hat eine eindeutige maximale lokale Losung mit Definitionsintervall I,,, denn da k >
3, sind die Christoffelsymbole stetig differenzierbar.

Wir wollen aber eine maximale globale Losung konstruieren. Dazu betrachten wir alle Kur-
ven c¢: I — M, die der Gleichung ¢ = 0 mit der Anfangsbedingung v(0) = p und #(0) = v
geniigen. Wie im letzten Schritt des Beweis von Satz sieht man leicht, dass je zwei solche
Losungen ¢;: I; — R fir ¢ = 1, 2 auf I1 N I iibereinstimmen. Wir erhalten also eine eindeutige
maximale Losung

CU:U{C:I—>M|O€ICRoffenesIntervall, c(0)=p,¢(0)=vund é=0}. O

Wir konnen alle Geodétischen simultan betrachten. Sei dazu wieder ¢, die eindeutige maximale
Geodétische mit Startvektor é,(0) = v.

1.75. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Setze
Dexp = {v € TM | ¢,(t) ist fiir t = 1 definiert } ¢ TM
und definiere die (Riemannsche) Ezponentialabbildung exp: Dexp — M durch
exp(v) = (1) .
Fiir p € M schreibe exp, = exp |1,n: T,M — M.

Zunéchst miissen wir damit leben, dass eventuell Dey, # T'M gilt, spater werden wir nur noch
Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Deyx, = T'M betrachten. Als Beispiel betrachte eine kleine
konvexe offene Menge U C R", etwa U = Bi(0), mit der Euklidischen Standardmetrik gl
Geodétische werden offenbar gegeben durch

C(p’v)(t) =p+tv
fur alle p € U und alle v € T,U = R™. Da U = B;(0) konvex ist, erhalten wir
Dexp:{(p,v)‘p,p—l—vGU};TU:UX]R” und exp,(v) =p+uv.
1.76. BEMERKUNG. Es sei v € T,,M, dann gilt ¢,(t) = exp(tv) auf dem Definitionsintervall
I={teR|tv€ Dexp } -
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Da exp(tv) = ¢4y (1), reicht es zu zeigen, dass ¢y (s) = ¢,(st), dass also s — v(s) = ¢,(st) eine
Geoditische mit Startvektor tv ist. Das gilt, denn %(0) = ¢ ¢,(0) = tv und

V4=Vt )|, = £V, &, = 2 8,(s1) = 0.
ds ds

(,i st

1.77. BEMERKUNG. Wir wollen die Ableitung der Exponentialabbildung bei 0,, € T),M betrach-
ten; dazu bendtigen wir den Tangentialraum 7o, T'M. Sei also M eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit, dann ist TM eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit nach Proposition [I.16] Wir betrachten die
Inklusionsabbildung ¢: T, M — T'M und die Projektion 7: T'M — M aus Proposition Damou
die konstante Abbildung auf den Punkt p € M darstellt, folgt dmode = 0. Aus Dimensionsgriinden

ist die Sequenz

0 — TT,M —%— T, TM —Z— T,M —— 0
N—_——
~T, M

exakt, und da T, M ein Vektorraum ist, folgt ToT,M = T,,M.

Wir konnen diese Sequenz sogar natiirlich spalten. Dazu betrachten wir zu v € T,M eine
Kurve v in M mit [v] = ~, dann ist die dazugehorige Kurve 4(t) = 0,(; von Nullvektoren eine
Kurve in TM mit 7 o4 =y, somit dn[y] = [y] = v. Es gilt also in natiirlicher Weise

To, TM =T,M & T,M .
1.78. SATz. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann hat die Riemannsche Expo-

nentialabbildung die folgenden Eigenschaften.

(1) Ist M von der Klasse C* mit k > 3, so ist exp von der Klasse 2.
(2) Fiir alle p € M ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung V, C T,M
von 0, € T,M mit Differential

do, (exp,)(v) = v fir alle v e TyM .

(3) Fir alle p € M ist (m x exp): Dexp — M x M ein lokaler Diffeomorphismus in einer
Umgebung V' C Dexp von 0, € T, M mait Differential

do, (7 x exp) = Gj i%) : To,TM = T,M & T,M — T,M & T,M .

BEWEIS. Da die Koeffizienten des Differentialgleichungssystems im Beweis von Satz [1.74] von
der Klasse C*~2 sind, folgt das gleiche fiir die Gesamtheit aller Lésungen mit variablen Anfangsbe-
dingungen, und wir erhalten ([1)).

Zu benutzen wir Bemerkung Mit ToT,M = T, M wie oben folgt

9 0 .
dolexp,) (v) = 2| _ expy(t) = =] colt) = u(0) = v.

Aus dem Umkehrsatz folgt die lokale Umkehrbarkeit in einer Umgebung von 0, in T,M, auf
der dexp,, invertierbar ist.

Zu benutzen wir Bemerkung [1.77 und identifizieren Ty, M mit (7,M)?. Fiir eine Kur-
ve ¥(t) = 0, von Nullvektoren folgt

exp(Y(t)) = exp(0yp)) = ¥(t) = w(5(1)) ,

also dm(3(0)) = dexp(7(0)) = %(0). Das liefert die erste Spalte des Differentials, die zweite ergibt
sich aus . Die lokale Invertierbarkeit folgt wieder aus dem Umkehrsatz. (|

Um das Differential der Exponentialabbildungen besser zu verstehen, betrachten wir jetzt
geodétische Variationen.
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1.79. DEFINITION. Sei ¢ Geodétische auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Ein Vek-
torfeld V' langs ¢ heifit Jacobifeld, wenn es die Differentialgleichung
V9V V 4+ Ryec=0
ot ot
erfiillt. Eine Variation ¢: I x (—¢,e) — M von ¢ heifit geoddtisch, wenn alle Kurven ¢ = ¢( -, s)
Geodétische sind.

1.80. BEMERKUNG. (1) Der Kriitmmungstensor R ist fiir C*-Mannigfaltigkeiten mit k > 3
definiert und stetig. In Koordinaten ist die Jacobigleichung ein lineares System gewohnli-
cher Differentialgleichungen zweiter Ordnung, erfiillt in diesem Fall also automatisch die
lokale Lipschitz-Bedingung aus dem Satz [[.72] von Picard-Lindelof.

(2) Zu jeder Geodétischen ¢ und a, b € R koénnen wir die geodétische Variation

c(t,s) = c(as + b(1 + s)t)

mit Variationsfeld

V= % = ac(t) + bt é(t)
S
betrachten. Insbesondere sind also ¢ und ¢ - ¢ nach dem folgenden Satz Jacobifelder.

‘Wir schreiben )
V =V VE@V ,

ot ot
und die Jacobi-Gleichung schreiben wir kiirzer als

V 4+ Ryec=0.

1.81. SATZ. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢c: I — M eine Geoddtische, und
sei [a,b] C I. FEin Vektorfeld V' lings c|[a’b] ist genau dann Jacobifeld, wenn es eine geoddtische
Variation ¢: I x (—e,e) — M wvon c gibt, so dass V' das Variationsfeld von ¢ ist.

BEWEIS. Zu ,<“ sei ¢ eine geodiitische Variation von c¢. Dann gilt V¢ % = ¢(t,s) = 0 fiir
alle (t,s) € I x (—e,¢&). Wir leiten nach s ab und erhalten ot
s we OC s —e OC - oc s we OC v 0¢ - )
wobei wir zuniichst die Definition [1.60| von R¢ und dann die Torsionsfreiheit von V¢ in Bemer-
kung ausgenutzt haben. Somit ist das Variationsvektorfeld einer geodétischen Variation ein
Jacobi-Feld.

Sei nun umgekehrt V' ein Jacobifeld, und sei ¢y € [a,b]. Realisiere zunéchst V(¢y) durch eine

Kurve v in M mit 4 = V(tg). Im Folgenden sei s der Parameter von 7. Bestimme dann ein
differenzierbares Vektorfeld W' langs v mit
Vi W =V(t) .
Js

Das ist moglich, da die obige Bedingung in Koordinaten gerade die erste Ableitung von W bestimmt.
Nach Satz existiert zu jedem s eine maximale Geodéatische c¢s: Iy — M mit ¢5(tg) = v(s)

und é5(tg) = W (s), und cs(t) hingt C? von s und t ab. Da [a,b] C I kompakt ist und da cs
differenzierbar in s ist, konnen wir € > 0 so wéhlen, dass [a,b] C I, fiir alle s € (—¢, ). Wir erhalten
also eine Geodétische Variation ¢(t, s) = c¢s(t) fiir alle (¢,s) € [a, b] x (—¢,¢). Das Variationsfeld %
ist nach dem ersten Teil des Beweises ein Jacobi-Feld, uns es gilt

oc . c oc : oc :

s (to) = A(0) = V(to) und v%‘(to,o) s V%‘(to’o) Y
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In Koordinaten ist die Jacobigleichung ein lineares System gewdhnlicher Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, also hat es nach Picard-Lindelsf zu jedem Paar von Anfangswerten V (tg), V(t9) €
Te(t,)M eine eindeutige Losung. Daher folgt V' = 8—5, also leistet die geodétische Variation ¢ das

gewiinschte. O

1.82. BEMERKUNG. Wir kénnen das Differential der Exponentialabbildung jetzt (etwas) besser
verstehen. Seien dazu p € M und v € T, M beliebig, dann kénnen wir einen Vektor w € T,TM
wie oben geometrisch durch ein Vektorfeld W lings einer Kurve v auf M mit v(0) = p, W(0) = v
realisieren. Wir schreiben wieder

= ((V, W)(0),4(0)) € T,M x T,M = T,TM .
ds
Betrachte wieder die geodétische Variation

c(t,s) = cw(s)(t) = exp (st - W(s))
mit Variationsfeld V' ldngs ¢y = ¢,. Dann ist V' das Jacobifeld langs ¢, mit den Anfangsbedingungen

VO)=4(0) e oM und  V(0) = V5, O = V% % _ (v, w(0) .
at 38 8t ds

Wir erhalten also 5 .
c
dy exp(w) = %(exp'y(s) W(S)) = %(170) = V(l) :
Um das Differential von exp zu verstehen, miissen wir also nur die Jacobigleichung mit den oben
angegebenen Anfangsbedingungen 16sen. Da die Jacobi-Gleichung im Gegensatz zur Geodétischen-
Gleichung linear ist, stellt das eine gewisse Vereinfachung dar.

Wir wollen jetzt geodatische Normalkoordinaten definieren. Nach Satz ist exp, nahe
des Nullvektors 0, € T, M ein lokaler Diffeomorphismus.

1.83. DEFINITION. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei p €
M. Sei V. .C T, M eine Umgebung des Nullvektors 0, in 7},M, so dass exp,: V — U :=exp, V ein
Diffeomorphismus ist, und sei A: (T,M, g,) — (R™, (-, -)) eine lineare Isometrie, dann nennt man
eine Karte der Form ¢ = Ao expzjl: U — V¢ = A(V) Riemannsche Normalkoordinaten von M
um p.

Fiir Rechnungen am Punkt p haben Normalkoordinaten um p sehr schone Eigenschaften.

1.84. PROPOSITION. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei p € M. In Rie-
mannschen Normalkoordinaten ¢: U — V' um p gilt
95(0p) = dij 89@?’1
BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus Satz , da do,(exp,) = id7,n genau wie A eine
lineare Isometrie ist. Die zweite Aussage folgt aus der dritten, da
8g;’} n

ok = e (Pgleie)) = > (#9(Thiere5) + “gles Thjer)) =0.
=1

(0,) =0  und  “TH(0,)=0  firalei, j, k=1,...,n.

Zur dritten beachten wir, dass Fk wegen der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs V fiir

alle k£ in ¢ und j symmetrisch 1st Da auflerdem radiale Geraden ¢ (t) = tv € V¥ fiir alle v € T,M
Geodatische beziiglich der Metrik ?g auf V¥ sind, folgt

d*(tv)
0=2¢72(0) = (%Qv + Z vl ‘pfk Z vt ! sOFI’“ 0p) €k ,
’]’k 1 ,_]k 1
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also ‘PFZ(Op) = 0 fiir alle 7, j, k durch Koeffizientenvergleich. O

1.85. BEMERKUNG. Man kann g:‘; und ‘pI"?- um 0, nach Taylor entwickeln. Die néchsten in-

. O PTL.
teressanten Koeffizienten ——%(0,) und 5 kgg 7(0p) hingen nur von den Koeffizienten Rw 1 (0p) der

Kriimmung ab (Ubung), fiir die hoheren Terme benétigt man auferdem auch die hoheren kovari-
anten Ableitungen des Kriimmungstensors im Sinne von Aufgabe 1 auf Blatt 4.

1.86. SATZ (Zweite Variation der Bogenlénge). Seic: I — M eine Geodditische mit ||¢]| = 1 auf
einer Riemmanschen Mannigfaltigkeit (M, g), und sei ¢: I x (—e,e) — M eine Variation von ¢ mit
Variationsvektorfeld V. Setze

V=V—-(V&eé,
dann gilt
d? A0 boo.o .
| L) = <V%V,c>‘ +/a (V, V) = (Rvsc, V) dt .

Fiir geodétische Variationen vereinfacht sich der obige Ausdruck weiter.

t=a

BEWEIS. Da c eine Geoditische mit ||¢|| =1 ist, gilt
V=V (V,&)e— (V,&)e — (V,&)e =V — (V,&)é
und o
(V.V) =(V—(V.5)e,V = (V,5)e) = (V,V){¢.) = (V. ¢)?
Wir gehen wie im Beweis von Satz vor und berechnen

2 b <v@és;és> b <VQV, Cs>
s=0Jo Il dsls=0 /o |l

ds2 SZOL(Cs’[a,b]) =i

b((VoVaV,&) +{(VaV,VaV)) (s, és) —(VaV,és)?

/ ds ot ot ot ot dt
s=0

3
a [[¢5]]

:/b(<R088Vc'> §<V3Vc>+<v V>>dt

0s’ 0t

(vl [ - ) ar,

t=a

1.5. Riemannsche Mannigfaltigkeiten als Metrische Riume

In diesem Kapitel betrachten wir Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g) als metrische Raume.
Wir zeigen, dass kurze Teilstiicke von Geodétischen den Abstand zwischen ihren Punkten realisie-
ren. Auf diese Weise liefert uns die Exponentialabbildung spezielle Karten von (M, g) um p, die
geodétischen Normalkoordinaten, die sehr gut an die lokale Geometrie von M angepasst sind.

Wir definieren zunéchst den Abstand d zwischen zwei Punkten auf M und ziehen einige elemen-
tare Schlussfolgerungen. Anschlieend beweisen wir das Gauf}-Lemma, was uns lokale Information
iiber den metrischen Raum (M, d) gibt.

1.87. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Riemannsche Abstands-
funktion d: M x M — [0, 00] ist definiert als

d(p,q) = inf{ L(¥|[,) | v: I — M Kurve mit vy(a) = p und y(b) = ¢ fir a < b}
fiir alle p, ¢ € M. Fiir einen festen Punkt p € M schreiben wir d,, = d(p, - ): M — [0, o0].
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Nach Definition des Infimums ist der Abstand d(p, ¢) genau dann unendlich, wenn es keine Kur-
ven von p nach ¢ gibt, das heifit, wenn p und ¢ in verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten
von M liegen.

1.88. BEMERKUNG. Nach Definition ist die Funktion d

(1) nicht negativ: d(p,q) > 0 fiir alle p, ¢ € M, wobei d(p,p) = 0 fir alle p € M;

(2) symmetrisch: d(p,q) = d(q,p) fiir alle p, ¢ € M, denn zu jeder Kurve v mit y(a) = p,
v(b) = ¢ fiir a < bist v/ = y(—-) eine Kurve mit 7/(a’) = ¢ und /() = p fiir '’ = —b
b = —a;

(3) und erfiillt die Dreiecksungleichung
d(p,r) < d(p,q) +d(q,7)

fur alle p, ¢, r € M, denn je zwei Kurven ~; von p nach ¢ und 2 von ¢ nach r lassen sich
zu einer Kurve « von p nach r verketten, und nach glétten gilt fiir beliebige € > 0, dass

L(y) < L(m) + L(72) + ¢,

und Bilden des Infimums auf beiden Seiten liefert die Behauptung.
(4) Wenn es eine regulire Kurve v von p = v(a) nach ¢ = ~(b) mit

L(V]ja,p) = d(p,q)
gibt, dann ist v nach Folgerung bis auf Umparametrisierung eine Geodétische.

Sobald wir gezeigt haben, dass d(p,q) > 0 fiir p # ¢, wissen wir, dass d tatséchlich eine Metrik
auf M definiert.

Der folgende Satz ist der erste Schritt zum Verstdndnis des Abstandsbegriffs auf Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

1.89. SATz (GauB-Lemma). Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M, und seien v,
w e T,M. Wenn wir v, w als Vektoren in T, T,M = T,M auffassen, dann gilt

(du(expy) (v), du(expy) (W) oy, = (V3 0)p -

BEWEIS. Es sei ¢ die Geodétische durch p mit Startvektor v, dann gilt ¢(0) = p, ¢(0) = v,
c¢(1) = exp, v und ¢(1) = dy(exp,,)(v). Definiere eine Variation von ¢ durch

c(t,s) = cs(t) = exp, (t- (v+sw)),

dann folgt
dy(ex )(w)—gex (t-(v—i—sw))—@‘ =V(1)
vAXPp = s Pp -~ Oslao ’
hierbei ist das Jacobi-Feld V' offenbar eindeutig durch die Anfangswerte
: 0% 0
V(0)=0 d V(0) = = — =
©) w 0= Foqr = 5 UL sl =
eT,M
bestimmt.

Aus der Jacobi-Gleichung folgt

—(V(1),¢(t)) = (V(1), é(t)) = —(Rv () 0 €(1), €(1)) = 0
dt
wegen Satz [1.51] (3). Aufgrund unser Anfangsbedingungen gilt also

(V (1), é(t)) = (V(0),&(0)) = (v,w)y .
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Desweiteren gilt (V' (0),¢(0)) = 0 und

also

Daraus folgt wie behauptet, dass

1
<dv(epr)(U),dv(expp)(W)>exppv = (V(1),¢(1)) :/0 (V(#),¢(t)) dt = (v, w)p .

1.90. FOLGERUNG. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu jedem p € M existiert eine
Radius > 0, so dass die Exponentialabbildung exp, auf B,(0,) C T,M definiert und injektiv ist,
und fir alle v € B,.(0p) gilt

d(p, exp,v) = ||v| .
Fiir alle ¢ € M \ exp,,(B,(0p)) gilt d(p,q) > r.
BEWEIS. Die Existenz von r folgt bereits aus Satz m (2) iiber die lokale Umkehrbarkeit

von exp, nahe 0, € T, M. Sei jetzt v € B,(0p). Dann ist ¢, nach Voraussetzung auf [0, 1] definiert,
und es gilt

1
Lculoa) = [ el de = o]

nach Bemerkung folglich
d(p,exp,v) < L(culjo,1)) = o] -

Fiir die umgekehrte Abschitzung sei v: I — M eine Kurve mit y(a) = p und (b) = exp, v.
Wir wollen L(7|q,)) > [|v]| beweisen, dazu unterscheiden wir zwei Félle.
Falls y([a, b]) in exp,(B,(0,)) verléduft, bilden wir das Urbild unter exp und erhalten eine Kurve

3 =exp, ' ov: [a,b] = By (0,) C T, M .
Definiere eine Funktion f: [a,b] — [0,r) durch
fls) =17
dann ist f differenzierbar auf der Menge
I={telab|3(t)#0} ={teab] |+t £p}.
Sei s € I', und sei ¢g: (—r,r) — M die Geodéitische mit Anfangsbedingungen
(s)

cs(0)=p und ¢s(0) = [EOII =: v .

Aus dem Gaufl-Lemma und der Cauchy-Schwartz-Ungleichung folgt

s\ _ (6N _ G606, .
<d5>‘_< s > S ThReE OO
2

= (55, e (£ (D)) < 15N -

Fiir die Lange von 7 erhalten wir somit

d
L(V“a,b}) > /]/ H’Y(S)H ds > /I/ ‘{;88)
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da f(a) = 0 und £(b) = [lo].
Im zweiten Fall gilt y([a,b]) ¢ exp,(B,(0,)). Folglich existiert

c=inf{s € [a,b] | v(s) & exp,(Br(0p)) } € (a,b) .
Die obige Abschéitzung liefert jetzt

L(V|ap) = L(Ylfag) = 7> lv]| -
In jedem Fall folgt also
L(Y|jap) = Llcolpp,n)) = llvll

also realisiert ¢, den Abstand d(p, exp,v) = ||v|| wie behauptet.
Die zweite Aussage folgt mit dem Argument zum zweiten Fall oben. O

1.91. BEMERKUNG. Wenn man diesen Beweis genauer anschaut, kann man auch noch folgendes
zeigen (Ubung). Sei p € M und r > 0 wie oben, sei ¢ € exp,(B,(0,)), und sei y: I — M eine (nicht
notwendig regulire) Kurve mit v(a) = p, v(b) = ¢ und L(vjq ) = d(p, q). Dann existiert v € T, M
mit ||v]| = 1 und eine streng monoton steigende Funktion f: [a,b] — [0,d(p,q)], so dass y(t) =
co(f(¢)) fiir alle ¢ € [a, b].

Analog gilt allgemein (Ubung): Seien p ¢ € M, und sei y: I — M eine (nicht notwendig
reguléire) Kurve mit v(a) = p, v(b) = ¢ und L(7|[4) = d(p,q). Dann existiert eine Geodétische ¢
und eine streng monoton steigende Funktion f: [a,b] — R, so dass v(t) = c(f(t)) fiir alle t €
[a,b]. Dazu iiberlegt man sich, dass die entsprechende Aussage zumindest auf hinreichend kurzen
Teilintervallen [a;, b;] C [a,b] gelten, die ganz in einem Ball exp,, (B, (p;)) verlaufen.

1.92. BEMERKUNG. Wir schreiben fiir p € M ab sofort
Br(p) :==d;'[0,r)

und sprechen vom (metrischen) Ball um p mit Radius 7. Falls exp, auf ganz B,(0,) definiert ist
und Diffeomorphismus auf das Bild ist, gilt

Br(p) = expp(Br(Op))
nach Folgerung[1.90] Den allgemeinen Fall behandeln wir in Proposition [1.93
Es folgt
By (p) = d, '[0,7].
Genauer gesagt gilt ,,C*“, da d, stetig ist, und ,,D* gilt, da fiir ¢ € M mit d(p, ¢) = r und eine Folge
von nach Bogenlinge parametrisierter Kurven «; mit v;(0) = p, v;(r;) = ¢ und r; N\ r gilt, dass:

1 1
lim d<%~<r— ,>,q> < lim <ri —7r+ > =0.
1—00 1 1—00 7

In geodatischen Normalkoordinaten um ¢ sieht man, dass ~; (r— %) gegen q konvergiert, aber d(; (7’—
1

7

).p) < r fiir alle 7, also ¢ € B,(p).

Wir tragen nun einen wichtigen Schritt im Beweis des Satzes [1.95] von Hopf und Rinow nach.
Dabei miissen wir aufpassen, dass wir keine der Aussagen im Satz von Hopf-Rinow verwenden
diirfen.

1.93. PROPOSITION. Es sei M Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Falls die Exponenti-
alabbildung auf ganz B,(0) C T,M definiert ist, gilt

T(m:exp(?(())) cCM.
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BEWEIS. Zun#chst iiberlegen wir uns, dass fiir alle s < r die Menge

As:={q € Bs(p) | ¢ =exp,v fiir ein v € TM mit |v|| =d(p,q) } ¢ M

derjenigen Punkte in B(p), die mit p durch eine kiirzeste Geodétische verbunden werden konnen,
kompakt ist. Die Menge Ay ist Bild der offensichtlich beschrinkten Teilmenge

Vi :={v e Bs(0p) | d(p,exp,v) = ||lv|| } € TM

unter exp. Diese Menge ist aber auch abgeschlossen, denn sei v € B;(0,,) Grenzwert einer Folge (v;)
in Vs, dann folgt

d(p, exp,v) = lim d(p,exp, ve) = Iim [Jus]| = o]

aus der Stetigkeit der Exponentialabbildung. Folglich sind Vi und Ag = exp(Vs) kompakt.

Es sei J C [0,r) die Menge derjenigen Zahlen s, so dass A; = Bs(p). Nach Folgerung [1.90
enthélt J ein Intervall [0, 6]. Nach Definition von A, liegt mit s bereits ganz [0, s] in J. Aus [0,s) € J
folgt auch s € J, denn jeder Punkt ¢ mit d(p,q) = s lisst sich durch eine Folge (¢;) von Punkten
in d(p,q;) < s approximieren, es gilt ¢; = exp, v; fiir Vektoren v; € T,M mit |v;| = d(p, ¢;), und
0.B.d.A. existiert ein Grenzwert v € T,M der Folge (v;), fiir den exp,v = ¢ und |jv|| = s = d(p, q)
folgt. Mithin ist J ein abgeschlossenes Teilintervall von [0, 7).

Es sei also rg = sup J, und wir wollen ry = r beweisen. Falls g < r ist, ist insbesondere ry < oo,
und By, (p) ist kompakt. Wir behaupten, dass es ein ¢ € (0,7 — o) gibt, so dass exp, |p,(o,) filr

alle ¢ € By, (p) injektiv ist. Wére das nicht der Fall, so existierten Folgen von Vektoren (v;), (w;)
o

v; £ wj (v;) = w(w;) , exp v; = exp w; und lim [jv;]] = lim ||w;]| =0 .
12— 00 71— 00

Die Folge 7(v;) besitzt aber einen Hiaufungspunkt gp, und nach Satz ist m X exp in einer
Umgebung von 04, ein Diffeomorphismus, was der Existenz obiger Folgen widerspricht.

Falls g = sup J < r gilt, withle also € > 0 wie oben und q € By,+c(p)\ B, (p). Dann existiert eine
Folge nach Bogenlénge parametrisierter Kurven 7; mit ;(0) = p und ~;(¢;) = ¢, wobei t; \, d(p, q).
Nach dem Zwischenwertsatz existiert eine Folge von Punkten ¢; im Bild von ~; mit d(p, g;) = 0.
Wegen Kompaktheit konvergiert eine Teilfolge dieser Punkte gegen einen Punkt go mit d(p, qo) = 0.
Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort

d(p,qo) + d(qo,q) = d(p,q) -

Nach Wahl von € > 0 und der Folgerung|1.90|aus dem Gauf-Lemma existiert eine kiirzeste Geodéti-
sche von gp nach ¢, und nach Wahl von r¢ auch eine von p nach ¢gg. Wiirden sich diese beiden nicht
zu einer Geodétischen von p nach ¢ zusammensetzen lassen, wire d(p, qo) +d(qo, q) > d(p, ¢) im Wi-
derspruch zur obigen Konstruktion. Es folgt ¢ € A, . fiir alle ¢ € Byy4-(p), mithin [0,79+¢) C J
im Widerspruch zur Wahl von ry. Hieraus folgt aber letztendlich, dass sich jeder Punkt in B,(p)
mit p durch eine kiirzeste Geodétische verbinden lésst, und insbesondere gilt

m:exp(ﬁ(())) Cc M.

O

1.94. FOLGERUNG. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann definiert die Riemann-
sche Abstandsfunktion d eine Metrik auf M. Die metrische Topologie auf M stimmt mit der zu-
grundeliegenden Topologie der Mannigfaltigkeit iberein.

BEWEIS. Aus der vorigen Folgerung ergibt sich, dass d(p, q) > 0 falls p # ¢q. Nach Bemer-
kung ist (M, d) also metrischer Raum.
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Nun zu den Topologien. Sei U C M offen in der zugrundeliegenden Topologie von M, und sei p €
U. Sei r wie in Folgerung [1.90| gewihlt. In geodiitischen Normalkoordinaten ¢ um p ist ¢~ 1(U)
offen, es folgt B:(0,) C ¢~ (U) fiir ein € € (0, r), und nach Folgerung m gilt also auch B.(p) =
exp,(B:(0p)) C U. Somit ist U offen in der metrischen Topologie.

Sei andererseits U in der metrischen Topologie offen. Zu p € U existiert dann ein ¢ > 0
mit B.(p) C U, aber B.(p) ist in der zugrundeliegenden Topologie von M offen. Mithin ist U eine
Vereinigung offener metrischer Bille, also ebenfalls offen. ([l

Wir haben also einen metrischen Raum (M, d) definiert, und fragen uns als néchstes, ob er
vollstindig ist. Zur Erinnerung: Eine Folge (p;);eny von Punkten in M heiit Cauchy-Folge, wenn zu
jedem € > 0 ein ng € N existiert mit d(p;,p;) < € fiir alle 4, j > ng. Eine metrischer Raum (M, d)
heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in M konvergiert.

1.95. SaTz (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Abstandsfunkti-
on d, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) (M,d) ist vollstindig;
2) die Exponentialabbildung exp ist auf ganz TM definiert;
3) fiir ein p € M ist exp, auf ganz T,M definiert;

4) fiir alle p € M und alle r > 0 ist By(p) kompakt;
5) fir einp € M und alle r > 0 ist B.(p) kompakt.

(
(
(
(
(

Falls diese Aussagen gelten und M zusammenhdngend ist , folgt

(2) zu je zwei Punkten p, ¢ € M existiert eine Geoddtische der Linge d(p,q) von p nach q.

Die Eigenschaft (6) konnte man geoddtische Konvezitit nennen. Dass (6) zu den anderen Aus-
sagen nicht dquivalent ist, sieht man einfachsten anhand eines metrischen Balles U = B,.(0) C
(R™, g®¥1) | der zwar (6), aber nicht (1)-(5) erfiillt.

Bewers. Die Implikationen (2) = (3) und (4) = (5) sind trivial. Zu (2) = (4) und (3) = (5)
benutzen wir Folgerung [1.90] wonach

m = CXPy (Br(()p)) :

Als Bild einer kompakten Menge unter der stetigen Exponentialabbildung ist B, (p) dann ebenfalls
kompakt.
Nun zu (1) = (2). Wir fixieren p € M und v € T,M. Wir nehmen

to::sup{t>0‘tv€DeXp}<oo

an und wéhlen eine Folge (¢;);cn positiver Zahlen mit ¢; * tg. Dann bilden die Punkte p; = ¢,(t;)
eine Cauchy-Folge in M; sei ¢ € M ihr Grenzwert. In Normalkoordinaten ¢ um ¢ ist ¢, eine
Geodétische, die fiir ¢ 7 tg gegen 0, konvergiert. Mithin lésst sich ¢ zu einer radialen Geodati-
schen durch ¢ fortsetzen, und somit lisst sich c(tv) = exp,(tv) auch fiir ein ¢ > o definieren, im
Widerspruch zur Wahl von t. Wegen to = oo ist exp,(tv) fiir alle ¢ definiert, also auch fiir ¢ = 1.
Insgesamt folgt Doy, = T'M.

Zu (5) = (1) sei (g;)ien Cauchy-Folge. Da M zusammenh#ngend ist, existiert eine Kurve von p
zu jedem ¢;, also sind alle d(g;, p) endlich. Da (g;) Cauchy-Folge ist, existiert » > 0 mit d(q;,p) <
fiir alle 7. Da B, (p) kompakt ist, hat die Folge (g;) einen Haufungspunkt, der dann auch Grenzwert
sein muss. Hieraus folgt die metrische Vollstandigkeit.

SchlieBlich zu (2) = (6). Es seien p, ¢ € M und r = d(p,q) < co. Nach Bemerkung [1.9]]
gilt ¢ € By(p) = exp,(B,(0p)). Sei also v € exp,'(¢g) mit |[v| < r, dann ist ¢, die gesuchte
Geodiitische. O
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1.96. DEFINITION. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit Abstandsfunktion d heifit
vollstandig, wenn der metrische Raum (M, d) vollsténdig ist.

1.97. BEISPIEL. Der euklidische Raum (R", g°"!), die Sphire (S™, ¢°?"), und der hyperbolische
Raum (H, g™P) := (B}(0), ¢™P) aus den Beispielen [1.30} [1.34] und [1.35| sind vollstindig (Ubung).

Wenn wir das globale Verhalten einer Riemannschen Mannigfaltigkeit studieren wollen, werden
wir fast immer annehmen, dass (M, g) vollstindigund zusammenh#ingend ist. Ansonsten werden vie-
le Argumente nicht funktionieren. Als Beispiel erinnern wir uns an die Aussage, dass alle (metrisch)
beschriankte Mengen in M prikompakt sind, die wegen Satz zur Vollsténdigkeit dquivalent sind.
Wir wollen das prézisieren.

1.98. DEFINITION. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Abstandsfunktion d, dann
ist der Durchmesser von (M, g) definiert als

diam (M, g) = sup{ d(p,q) | p,q € M } .

1.99. BeispiEL. Wihrend der euklidische und der hyperbolische Raum unendlichen Durch-
messer haben, gilt
diam(S™, g*°") = 7
fir alle n > 1.
Zur Begriindung wihlen wir p, ¢ € S™, dann liegen p und ¢ auf einem Groflkreis c. Sei ¢ nach

Bogenlénge parametrisiert, dann gilt ¢(t) = ¢(t + 27n) fiir alle n € Z. O.B.d.A. sei also ¢(0) = p,
c(r) = q fir r € [0,27). Es folgt

d(p7 Q) < min(L(C|[0ﬂ), L(c|[r,27r])) < min(r, 27 — T) <.

Auf der anderen Seite sieht man leicht, dass Antipoden p und —p genau den Abstand 7 haben.

Das bedeutet dann aber auch, dass jeder parametrisierte Grofikreis der Léange [ > 7 nicht mehr
die kiirzeste Verbindung zwischen seinen Endpunkten ist. Um dieses Phdnomen werden wir uns im
néchsten Abschnitt kiimmern.

Hier noch eine schéne Folgerung aus dem Satz von Hopf-Rinow.

1.100. FOLGERUNG. Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann ist M genau dann kompakt, wenn diam(M) endlich ist. O

1.101. BEISPIEL. Also sind euklidische und hyperbolische Raume nicht kompakt, wohl aber die
Sphéren.

1.6. Kiirzeste GGeoditische, Schnittort und konjugierter Ort

Wir wissen, dass kiirzeste Kurven zwischen zwei Punkten Geodétische sind, aber die Umkehrung
ist nicht immer richtig, wie wir anhand der Sphére in Beispiel gesehen haben.

Sei (M, g) wie immer eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir betrachten auf TM die Funk-
tion v — |lv]|?, die genau so oft differenzierbar ist wie T'M selbst. Da 1 ein regulirer Wert ist,
ist

SM={veTM||v|*=1}

eine Untermannigfaltigkeit von T'M, das Einheitstangentialbiindel oder auch Finheitssphdrenbiindel
von M. Wir schreiben S,M = SM N T,M, dann ist S,M eine runde Sphére im euklidischen
Vektorraum (T,M, gp).
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1.102. DEFINITION. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu jedem v €

SM definieren wir

s(v) :=sup{t > 0| d(cy(t),cs(0)) =t} € (0,00] ,
dann heiflit die Menge

C:={s)-v|veSM mit s(v)<oo} CTM
der tangentiale Schnittort von (M, g). Fiir alle p € M heifit Cp, := CNT,M der tangentiale Schnittort
und

C(p) = exp,(Cp) C M

der Schnittort von M. Schliellich heifit

p(p) = vé?pr s(v) = qégfp) d(p,q) € (0,00

der Injektivitdtsradius von p und

— inf = inf
p=1nf p(p) = inf s(v)€0,00]

der Injektivitdtsradius von M.

1.103. BEMERKUNG. Wenn wir r» > 0 wie in Folgerung [1.90] wahlen, sehen wir sofort, dass der
Injektivitdtsradius von p mindestens r betréigt, insbesondere gilt p(p) > 0 fiir alle p € M wie in der
Definition behauptet. Es gibt allerdings durchaus Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit p(M) = 0.

1.104. BrispiEL. Auf dem Einheitstangentialbiindel der runden Sphire (S™, g°P!) ist die obige
Funktion s = 7 konstant nach Beispiel Es folgt C(p) = {—p} fiir alle p € S™, und der
Injektivitiatsradius ist p(p) = m = p(M).

Im euklidischen wie im hyperbolischen Raum ist jede Geodétische (also jede euklidische bzw.
hyperbolische Gerade) die kiirzeste Verbindung zwischen je zwei ihrer Punkte. In diesem Fall gilt
also s = oo und Cp, = () = C(p) fir alle Punkte p, und wir haben p(p) = oo = p(M).

Im allgemeinen ist die Funktion s nicht konstant, oft ist sie nicht einmal differenzierbar. Wir
wollen jetzt den Namen , Injektivitdtsradius® néher beleuchten.

1.105. PROPOSITION. Sei (M, g) eine zusammenhingende, vollstindige Riemannsche Mannig-
faltigkeit, und sei s: SM — (0,00| die Funktion aus Definition [1.102. Dann sind die folgenden
Abbildungen injektiv:

exp,, {tv|veSM,0<t<s(v)} —»M fir allep € M
und eXp><7T:{tv’vGSM,0§t<s(v)}—>M><M.

Spéter werden wir sehen, dass die obigen Abbildungen sogar Diffeomorphismen sind, aber dazu
brauchen wir etwas mehr Technik.

BeEWEIS. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten, denn aus (exp x7)(v) = (exp x7)(w)
folgt sofort, dass v und w € T'M den gleichen Fuflpunkt haben.

Wir nehmen jetzt an, dass v, w € SM und t < s(v), u < s(w) mit exp,(tv) = exp,(uw) =: q €
M gegeben sind. Aus der Definition von s folgt, dass sowohl ¢, als auch ¢,, kiirzeste Verbindungen
sind, also

t= L(CU|[0,t}) =d(p,q) = L(Cw|[0,u]) =u.

Fiir jedes t' > ¢ betrachten wir den Punkt ¢’ = exp,,(t'v). Wir erhalten zwei Verbindungen der

Linge t' von p nach ¢/, ndmlich ¢, und die nicht differenzierbare Kurve

. cw(r) fiir r <t, und
7 cy(r) firr>t.
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In Normalkoordinaten ¢: U¥ — V¥ um ¢ sind sowohl ¢, als auch ¢, radiale Geodétische,
die sich unter einem Winkel « treffen. Fiir jedes hinreichend kleine 0 < ¢ < ' — t ersetzen wir
jetzt v durch die (ebenfalls nicht differenzierbare) Kurve ., die auflerhalb von (¢ — ¢,t + €) mit ~y
iibereinstimmt, und auf [t — €,¢ + €] in Normalkoordinaten eine gerade Strecke beschreibt. Nach
dem Gaufl-Lemma sind ¢ o ¢, und ¢ o ¢, euklidische Geraden in V¥. Es ist jetzt leicht zu sehen,
dass die Kurven ~. in der euklischen Metrik auf V¥ um ce kiirzer als « sind, wobei

c:2<1—cos%> >0.

Nach Proposition stimmt ¢¥ in 0, mit der euklidischen Metrik g, auf T, M iiberein, und
die ersten Ableitungen von g¥ bei 0, verschwinden, also fillt auch die Lénge der Kurven v, in M
beziiglich g noch streng monoton fiir hinreichend kleine €. Aber damit sind weder ¢, noch v kiirzeste
Verbindungen von p nach ¢, es folgt s(v) < ¢’ fiir alle ¢/ > ¢, und somit ¢ > s(v) im Widerspruch
zur Annahme. Ein #hnliches Argument beweist auch t = u > s(w). O

1.106. BEMERKUNG. Sei v in SM, dann folgt
d(cy(t),cp(0)) <t fir alle t > s(v) .

Insbesondere ist ¢, (g, nicht mehr die kiirzeste Verbindung ihrer Endpunkte fiir ¢ > s(v).
Zur Begriindung sei ¢t > s(v). Nach Definition von s(v) existiert eine Zahl tg € (s(v),t), so dass

to = L(CU|[O,to}) > d(CU(O),CU(to)) =70,

also existiert eine kiirzere Verbindung ~o: [0,79] — M von p := ¢,(0) nach ¢ := ¢,(to) = Yo(ro).
Aber dann ist die zusammengesetzte Kurve v mit

() = Yo (t) falls t < 7, und
N co(t+tg—1o) fallst>ry

eine kiirzere Verbindung von p nach ¢,(t) als ¢, (und sie lisst sich zu einer Kurve glitten, die immer
noch kiirzer als ¢, ist). Ein genaues Studium der Funktion s: SM — (0, 00] verrdt uns also viel
iiber die kiirzesten Geodétischen auf einer Mannigfaltigkeit.

Bevor wir weitere Aussagen zur Funktion s und zum Injektivitdtsradius machen kénnen, defi-
nieren wir den verwandten Begriff des konjugierten Ortes und des konjugierten Punktes.

1.107. DEFINITION. Sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, und seien p € M
und v € S,M. Ein Vektor tv € T,M fiir t > 0 heifit zu p konjugiert, wenn es ein Jacobifeld V' # 0
langs ¢, mit V(0) = V(t) = 0 gibt. Die Menge aller zu p konjugierten Vektoren in T, M heifit der
tangentiale konjugierte Ort von p. Das Infimum der Betrége eines zu p konjugierten Vektors heif3t
der konjugierte Radius von p.

Das Bild des tangentialen konjugierten Ortes von p unter exp,, heifit der konjugierte Ort von p
in M, seine Elemente heiflen zu p konjugierte Punkte, und g heifit zu p konjugiert ldngs ¢, wenn c eine
Geoditische durch p = ¢(a) und ¢ = ¢(b) ist, entlang der ein Jacobifeld V' # 0 mit V' (a) = V(b) =0
existiert.

Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen folgt leicht, dass die ¢ > 0, fiir die tv zu p
konjugiert sind, diskret in R liegen.

1.108. BEMERKUNG. Nach Bemerkung [I.82 wird das Differential von exp,, bei v € TM genau
durch Losung der Jacobi-Feld-Gleichung fiir Vektorfelder V' ldngs ¢, mit V(0) = 0 gegeben. Insbe-
sondere beschreibt der konjugierte Ort zu p in T, M genau die kritischen Punkte von exp,, somit
ist exp, auflerhalb des konjugierten Ortes ein lokaler Diffeomorphismus.
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1.109. BEisPieL. Nach Ubung 1 von Blatt 5 gibt es keine konjugierten Punkte auf (R", g°"k!)
und (H™, g™P). Somit ist der konjugierte Radius hier co, genau wie der Injektivititsradius nach

Beispiel [1.104]

Auf der Sphire (S", g°P") hingegen werden Jacobifelder V' lings ¢, mit V(0) = 0 fiir v € SM
gegeben durch V(t) = sin(t) W fiir ein zu ¢, senkrechtes, ldngs ¢, paralleles Vektorfeld W. Somit
sind genau die Vektoren mnv fir n € N\ {0} und v € S,M zu p konjugiert. Mithin ist 7= der
konjugierte Radius, und auch der Injektivitdtsradius nach Beispiel

Wir wollen jetzt den konjugierten Radius mit dem Injektivitétsradius in Beziehung setzen.

1.110. PROPOSITION. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei die
Funktion s: S — (0,00] wie in Definition gegeben. Sei p € M, dann ist kein Vektor tv
mit v € SpM und 0 <t < s(v) zu p konjugiert.

BEWEIS. Dieser Beweis verliduft dhnlich wie der von Proposition[I.105 Wir nehmen an, dass tov
zu p konjugiert sei fiir ein ¢y € (0, s(v)), und wollen zeigen, dass dann ¢ = ¢, fiir kein ¢; € (¢o, s(v))
mehr kiirzeste Geodétische zwischen p und ¢(¢;) ist, im Widerspruch zur Definition von s(v).

Sei dazu X # 0 ein Jacobifeld lings ¢ mit X (0) = X (to) = 0. Dann folgt X'(¢o) # 0, denn sonst
wére ja X = 0 nach Picard-Lindelsf. Aus der Jacobigleichung folgt X L ¢ auf ganz [0, ¢1]. Sei Y ein
beliebiges glattes Vektorfeld lings ¢ mit Y L ¢ auf ganz [0,¢;], und mit Y (¢9) = —X'(¢o) und Y (0) =
Y (t1) = 0. Wir fixieren 1 > 0 und konstruieren eine stetige Variation c: [0, 1] x (—&,&) — M von ¢,
so dass

(1) die Einschrénkungen cs|jg ¢o]x(—e,e) Und Cs|jg.4,]x (—c,e) glatt sind;
(2) das Variationsfeld V' die folgende Gestalt hat:

Vi) = {X(t) +nY(t) furte|0,t], und
nY(t) fir t € [to, t1];
(3) ¢5(0) = ¢(0) und cs(t1) = c(t1) fiir alle s € (—¢,¢) gilt.
Da ¢ = ¢y eine Geodétische ist, folgt
d
Tl
aus der ersten Var1at1onsformel aus Satz [1.64] Wir benutzen jetzt die zweite Variationsformel aus
Satz Da V L ¢ auf ganz [0, 1], erhalten wir auf [0, ¢o] zunéchst
d2
2

<é7 V> |[t0,t1} =0

L(cslio ) = ‘ L(eslio o)) + ’ L(cslpg 1) = (¢, V)

tO . .
Leslog) = <V%V, c‘> & +/0 (I1X +nY|* = (Rxiyvee, X + 1Y) dt

= (V.o Vlto), élto) ) + (X, X + 20Vl
——

0s
=0 fiir t=0
to . . ..
+ / (772 (YV,Y) = (X + Rx6, X +2nY) — n2 (Ryec,Y))dt
0 =0

= (V5 Vito) ét)) — 2m [P+ [ (07 V) (Ryses V)
s 0

wegen der Jacobifeld-Gleichung, und da Y (ty) = — X (to). Auf dem Teilintervall [to, 1] gilt V = Y,
und wir erhalten analog

e _ ho _
—7 | Lleslion) = —<V%V(to)70(to)> + 772/ ((Y,Y) = (Ryec,Y)) dt .

to
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Addieren liefert

d2 . 2 o .

@ L:OL(CS‘[O,MD = _277 HX(tO) H + 772 /0 (<Y7 Y> - <RY7c'Ca Y>) dt .
Fiir n > 0 hinreichend klein ist dieser Ausdruck negativ, folglich ist c|[07t1] nicht die kiirzeste
Verbindung von p nach c(t1). O

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Funktion s aus Definition stetig ist. Dazu benétigen wir
ein topologisches Lemma.

1.111. LEMMA. FEs seien M, N lokalkompakte metrische Raume, A C M kompakt, und F: M —
N ein lokaler Homdomorphismus, so dass F| injektiv ist. Dann existiert eine offene Umgebung U
von A in M, so dass F|y ebenfalls injektiv ist.

Dann ist F|4 insbesondere ein Homéomorphismus auf sein Bild.

BEWEIS. Andernfalls wire F|y, fiir kein ¢ € N injektiv, wobei
U; = {p eM

Also finden wir p; # ¢; € U; mit F(p;) = F(ql) und z;, y; € A mit d(p;, x;), d(q;, ;) < % Da A
kompakt ist, konvergieren x; und y; nach Ubergang zu einer Teilfolge gegen p bzw. ¢ € A. Dann
folgt aber auch p = lim; . p;, ¢ = lim;_,, ¢;, und

F(p) = lim F(p;) = lim F(g;) = F(q) ,

also p = ¢ wegen der Injektivitit von F|4. Da F lokaler Hom6omorphismus ist, existiert eine
Umgebung V von p = g in M, auf der F' umkehrbar, insbesondere injektiv ist. Da fast alle p;, g;
in V liegen, folgt p; = ¢; aus F(p;) = F(q¢;) fiir fast alle 4, im Widerspruch zur Annahme p; # g;.
Also muss die gesuchte Umgebung U von A existieren. O

1
es gibt z € A mit d(p,x) < z}

Fiir den folgenden Beweis wihlen wir beliebige Riemannsche Metriken auf den Mannigfaltigkei-
ten SM und T'M — da die Aussagen, die uns interessieren, topologischer Natur sind, ist es wegen
Folgerung egal, welche Metriken wir benutzen.

1.112. LEMMA. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist die Funk-
tion s: SM — (0, 00] aus Definition stetig.

BEwEIS. Wir beweisen Folgenstetigkeit, die fiir metrische Rdume zur Stetigkeit dquivalent ist.
Sei also (v;);en eine Folge in SM mit Grenzwert v, dann folgt lim; . w(v;) = p := 7(v). Nach
Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert s; := s(v;) gegen so € [0, o0].

Falls s(v) < 5o, withle tg € (5(v), 8x), dann sind die Geoditischen cy,|j 4, fiir fast alle 4
kiirzeste. Wegen der Stetigkeit der Abstandsfunktion d ist dann auch c,ljg 4, kiirzeste im Wider-
spruch zu Bemerkung und ¢y > s(v). Es folgt also bereits s(v) > sso.

Falls s(v) > so0, withle tg € (S0, 5(v)). Dann sind die Geoditischen ¢y, (o4, fiir fast alle i keine
Kiirzesten, und es gibt w; € SM und kiirzere nach Bogenlédnge parametrisierte Geodétische ¢,
mit ¢y, (0) = ¢,(0) = 7(v;) und ¢y, (ti) = ¢y, (to), wobei t; < to. Sei K C M eine kompakte
Umgebung von 7(v), dann ist 7~'K C SM ebenfalls kompakt. Insbesondere existiert ein Grenz-
wert w = lim; oo w; € SM nach Ubergang zu einer Teilfolge, und es gilt m(w) = 7(v). Nach
nochmaligem Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert ¢; gegen ¢’ € [0, to].

Auf der anderen Seite ist nach Annahme c,[j, Kiirzeste, also ist insbesondere die Abbil-
dung 7 x exp auf A = [0, ¢o]-v injektiv. Nach Lemma existiert eine offene Umgebung U C T'M
von A, so dass (7 x exp)|y injektiv ist. Da fast alle Vektoren tov; in U liegen, liegen also fast alle ¢;w;
auBerhalb von U. Da TM \ U abgeschlossen ist, liegt dann auch ihr Grenzwert t'w € M \ U.
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Somit existieren zwei kiirzeste Geoditische cylj 4, und ¢yl p) von p nach ¢, (to), was wegen
Proposition [1.105| im Widerspruch zu ¢y < s(v) steht. Es folgt s(v) > s, was die Stetigkeit
von s: SM — (0, 00) beweist. O

1.113. FOLGERUNG. Der Injektivititsradius wird durch eine stetige Funktion p: M — (0, 00)
gegeben. O

1.114. FOLGERUNG. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei p € M. Dann sind die
Abbildungen

expy: {tv|veSM,0<t<s(v)} - M fir allep e M
und expxw:{tv’vESM,0§t<s(v)}—>M><M
auf offenen Teilmengen von T,M bzw. von T'M definiert und Diffeomorphismen auf ihre Bilder.

BEWEIS. Dies folgt aus Bemerkung [1.108, den Propositionen [1.105] und [T.110} sowie Lem-
ma 1. 112 ]

1.7. Riemannsche Uberlagerungen und Quotienten

In diesem Kapitel geben wir einige wichtige Konstruktionen von Mannigfaltigkeiten an. Die
meisten der folgenden Konstruktionen sind fiir weitaus allgemeinere Klassen topologischer Rdume
sinnvoll, uns interessieren hier aber nur Mannigfaltigkeiten. Wir werden in diesem Abschnitt aus-
nahmsweise keine Beweise fithren, sondern nur die wichtigsten Ideen skizzieren. Achtung: Wir
werden aus diesem Kapitel nur einige wenige Definitionen und Resultate brauchen und es daher
tiberspringen. Sie kénnen alles notige bei Bedarf hier nachschlagen.

1.115. DEFINITION. Eine Abbildung 7: N — M zwischen topologischen Mannigfaltigkeiten
heifit Uberlagerung, wenn zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U C M von p, ein diskreter topo-
logischer Raum F und ein Homdomorphismus ®: 7~ 'U — U x F existiert, so dass das Diagramm

N > 70U 25 UxF

|

kommutiert. Eine Uberlagerung zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten p: (N,g) — (M, g)
heifit Riemannsch, wenn g = 7*g, d.h., wenn fiir alle ¢ € N und alle v, w € T, M gilt, dass

9q(v,w) = g () (dmgv, drgw) .

1.116. BEISPIEL. Betrachte S' C C, dann ist die Abbildung p: R — S! mit ¢ + €% eine
Uberlagerung. Sei etwa z = €’ € S! der Punkt mit dem Winkel ¢ zur positiven reellen Achse,
dann ist p~1(2) = ¢+27Z. Wiihle als Umgebung U = S'\{—z} = (¢p—7, ¢ +7), als Faser F = 277Z,
dann existiert eine Abbildung ®: p~'U — (p — 7, ¢ + 7) x Z mit ®~1(¢»,n) = ¢ + 27 n, so dass
obiges Diagramm kommutiert. Wenn wir S' und R mit den Standardmetriken versehen, ist diese
Uberlagerung Riemannsch.

1.117. BEMERKUNG. Sei m: N — M eine Uberlagerung.

(1) Dann ist dmy: TyN — Ty, M fiir alle g ein Isomorphismus. Aulerdem ist auch dm: TN —

TM wieder eine Uberlagerung.
(2) Sei g eine Riemannsche Metrik auf M, dann existiert genau eine Metrik g = 7*g auf N,
die 7 zu einer Riemannschen Uberlagerung macht.
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Mit der folgenden Uberlegung kénnen wir spéter zeigen, dass bestimmte Abbildungen Riemann-
sche Uberlagerungen sind. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und F': N — M glatt, dann
bezeichne F*g die faserweise Bilinearform mit

(F7g)q(v, w) = g(dFy(v), dFy(w)) .
Wenn F eine Immersion ist, also dFy: TyN — Tp M fiir alle ¢ € N injektiv ist, dann ist F*g eine
Riemannsche Metrik auf N.

1.118. LEMMA. FEs seien (M, g) und (N,g) zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeiten
und F: N — M eine lokale Isometrie, fir alle ¢ € N st also dFy: TyN — TpyM ein linearer
Isomorphismus mit F*g =g. Wenn N wvollstindig ist, dann auch M, und F' ist eine Riemannsche
Uberlagerunyg.

BEwEIs. Da F' eine lokale Isometrie ist, bildet F' Geodétische in N auf Geodétische in M ab.
Insbesondere gilt
Foexp=expodF: TN — M .

Sei jetzt ¢ € N und p = F(q) € M, dann ist
exp, = F oexp,o(dFy)™": T,M — M

aufgrund der Vollstandigkeit von N nach dem Satz von Hopf-Rinow auf ganz T), M definiert,
also ist M ebenfalls vollstéindig.
Es sei pe M und 0 <7 < p(p). Setze U = B, (p) = exp,(B;(0p)). Wir wollen zeigen, dass

F'oy= |J B, (*)
a€F~1({p})

und dass die obige Vereinigung disjunkt ist.

Zu , D% sei ¢ € F71({p}) und y € B,(q). Wegen Vollstindigkeit von N existiert w € B,(04) C
TyN mit y = exp, w. Sei v = dFy(w), dann gilt

F(y) = F(equ w) = expp(v) eU,

da [|vf} = [Jwl] <.

Zu ,C“ sei y € F7YU) mit z = F(y) € U. Es sei ¢ die kiirzeste Geodiitische von p = ¢(0)
nach z = ¢(1). Setze w = (dFy,) "' (—¢(1)) und ¢ = exp, w, dann folgt

F(q) = F(exp, w) = exp,(—¢(1)) = p
und d(q,y) < Hw|| =d(p,x) <r, also y € B,(q) mit ¢ € F~'({p}). Somit gilt (¥ fiir alle p € M,
und F ist eine Uberlagerung. g

1.119. BEMERKUNG. Die Vollsténdigkeit von N im obigen Lemma ist eine notwendige Voraus-
setzung, insbesondere handelt es sich um ein metrisches, nicht um ein rein differentialtopologisches
Resultat. Betrachte etwa die Inklusion ¢ einer offenen Teilmenge () # N C R"™ mit N # R", versehen
mit der euklidischen Metrik. Sie ist keine Uberlagerung, denn sei p € N \ N ein Randpunkt, dann
liegt jede Umgebung U teilweise, aber nicht ganz im Bild von «.

Um mehr Beispiele fiir Uberlagerungen zu erhalten, brauchen wir eine Quotientenkonstruktion
fiir Mannigfaltigkeiten.

1.120. DEFINITION. Sei I eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei M eine Mannigfaltig-
keit.

(1) Eine Operation von T' auf M ist ein Gruppenhomomorphismus von I' in die Gruppe der
Homoomorphismen von M in sich; fiir v € I' schreiben wir oft nur kurz v: M — M.
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(2) Der Quotient M /T von M nach T ist die Menge der Orbiten

b ={v(p) | 7T}

fiir alle p € M, und die Abbildung 7: M — M /T mit p — [p| heiit Quotientenabbildung.

(3) Eine Operation heifit frei, wenn v(p) # p fiir alle p € M und alle v € T"\ {e}.

(4) Eine Operation heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn fiir alle p, ¢ € M Umgebungen U
von p und V von ¢ in M existieren, so dass v(U) NV = {) fiir alle v € T’ mit v(p) # q.

(5) Sei M Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Operation heifit isometrisch oder Riemannsch,
wenn alle v € I durch Isometrien operieren.

Man beachte, dass es fiir den Begriff , eigentlich diskontinuierlich“ auch andere, aber dquivalente
Beschreibungen in der Literatur gibt.

1.121. BEisPIEL. Wir betrachten den euklidischen Raum M = R™ mit der Standardmetrik. Jede
Untergruppe I' C (R™, +) operiert frei auf R™ durch Addition v(p) = p + « fiir alle v € I'. Genau
dann, wenn I' diskret ist, d.h., wenn jedes Element v € T eine Umgebung U besitzt, die T\ {v}
nicht trifft, ist diese Operation eigentlich diskontinuierlich. Denn falls

r::inf{d(p—i-%Q) ")’ERP‘F’Y?AQ} >0

fiir je zwei p, ¢ € R™ gilt, wahle U = B (p) und V = B (¢), und T" operiert eigentlich diskontinu-
ierlich. Ansonsten existiert eine Folge (v;) € T’ mit

lim d(p +7i,q) =0.
1—00
Aus der Dreiecksungleichung folgt
lim d(7y;, vi+1) = Im d(p + i, p + vip1) < lim d(p+ v, ¢) + lim d(g,p +vi+1) =0,
1—00 1—00 1—00 1—00

im Widerspruch zur obigen Annahme.

Man kann zeigen, dass jede diskrete Untergruppe I' C (R, +) isomorph zu ZF ist, wobei
freie Erzeuger 71, ..., v in R™ linear unabhéngige Vektoren sind, insbesondere folgt & < n. Der
Quotient von M = R ist diffeomorph zu (S*)* x R**. Fiir k = n erhalten wir Tori T" = (S")". Ein
Spezialfall hiervon ist die Uberlagerung der S* in Beispiel Allerdings sind die Quotienten nach
verschiedenen isomorphen Untergruppen von (R™,+) im allgemeinen nicht paarweise isometrisch.

1.122. PROPOSITION. Es sei M eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit und T' eine Gruppe, die
frei und eigentlich diskontinuierlich auf M operiert. Dann trigt der Quotient M /T die Struktur
einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit, so dass die Quotientenabbildung w: M — M/T" eine
Uberlagerung ist.

Falls (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit ist, so existiert genau dann eine Metrik g auf M/T,
die ™ zu einer Riemannschen Uberlagerung macht, wenn I’ isometrisch auf (M, g) operiert.

BEWEIS. Zuniichst definieren wir die Quotiententopologie auf M/T': eine Menge U C M/T" sei
genau dann offen, wenn 77U C M offen ist. Wenn M eigentlich diskontinuierlich operiert, folgt
sofort, dass M /T wieder ein Hausdorff-Raum ist. Und sei (U;);en eine abzihlbare Basis von M,
dann iiberpriift man leicht, dass (7(U;));en eine abzihlbaere Basis von M /T ist.

Sei jetzt [p] € M /T, dann wéhlen wir U, V wie in der Definition von , eigentlich diskontinuierlich“
zu p = q. AnschlieBend wéhlen wir eine Karte ¢ um p mit U¥ C U N V. Nach Konstruktion
gilt g(UP)NU¥ = 0 fiir alle v € T mit y(p) # p, d.h., fiir alle v € T\ {e}, da ' frei operiert.
Insbesondere trifft jeder I'-Orbit [g] die Menge U¥ hochstens einmal. Wir definieren

¢: U? =7(U%) = VP =V*
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durch ¢([q]) = ¢(q) fiir alle ¢ € U¥. Damit ist ¢ bijektiv. Sei W C U?, und sei W = ¢~ 1(p(W)).
Dann folgt
() = (2
yel’

und W ist genau dann offen, wenn W und damit (W) offen ist. Also ist ¢ eine Karte von M/T
um [p], und M/T ist eine topologische Mannigfaltigkeit.

Sei jetzt M differenzierbar, dann konstruieren wir wie oben Karten ¢ zu differenzierbaren
Karten von M. Die Kartenwechsel von M /T" kommen dann von Kartenwechseln von M, sind also
differenzierbar. Also ist M /I" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Wir zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist. Zu [p] € M/T wihlen wir eine Karte ¢ wie oben. Es
folgt

U~ (U#)=r"1(U?) — U? xT

~yel'
| e
ng _—— U¢ )
also ist 7 eine Uberlagerung.

Sei schliellich g eine Riemannsche Metrik auf M, und sei p € M. Dann haben wir kommutative
Diagramme von Isomorphismen

M Lt oM

dmy (p) l dmy (p) l

Ty (M/T) —— T}, (M/T)

fiir alle 4 € T'. Falls eine Metrik § auf M/T existiert, so dass 7 Riemannsche Uberlagerung wird,
dann miissen insbesondere alle Elemente von I' Isometrien sein. Falls das so ist, liefert jeder Iso-
morphismus T, M — T}, (M/T) die gleiche Metrik gp, auf 7}, (M/T'), und in Karten wie oben
sieht man leicht, dass so eine differenzierbare Riemannsche Metrik auf M/T" gegeben wird. O

Nicht jede Uberlagerung 7r:“]\;[ — M kommt von einer Gruppenoperation auf M her, aber die
maximale zusammenhéngende Uberlagerung von M ist immerhin von diesem Typ. Um das besser
zu verstehen, benttigen wir auch noch den Begriff der Fundamentalgruppe.

1.123. DEFINITION. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit, und sei p € M.

(1) Eine Schleife in M am Punkt p ist eine stetige Kurve «y: [0,1] — M mit v(0) = v(1) = p.
(2) Zwei Schleifen ~p, v1 am Punkt p heiflen homotop relativ zu p, kurz ~y ~ 71, wenn es eine
stetige Abbildung h: [0,1] x [0,1] — M mit

h(t,i) = vi(t) und h(i,s) =p

fiir alle s, t € [0,1] und alle i € {0,1} gibt.
(3) Die Verkettung zweier Schleifen ~yg, 71 am Punkt p ist die Schleife vyy; mit
Y0(2t) fiir s € [0, 2], und
(Yov1)(t) = ) [1 d
72t —1) firse [3,1].

(4) Die Fundamentalgruppe w1 (M, p) ist die Menge aller Schleifen in M am Punkt p bis auf
Homotopie, mit der Verkettung als Verkniipfung.
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1.124. BEMERKUNG. Die Fundamentalgruppe 71 (M, p) ist tatséchlich wohldefiniert, und zwar
nicht nur fiir Mannigfaltigkeiten, sondern genauso fiir beliebige topologische Rdume. Das folgende
ldsst sich leicht tiberpriifen.

(1) Seien g ~ 7, und y; ~ v; Paare homotoper Schleifen am Punkt p € M, dann folgt voy; ~
7771~ Insbesondere ist die Verkniipfung auf m; (M, p) wohldefiniert.

(2) Die Verkettung ist assoziativ bis auf Homotopie, denn die Schleifen (y9y1)vy2 und ~vo(v17y2)
sind bis auf Umparametrisierung gleich, und diese Umkehrung lésst sich durch eine Ho-
motopie realisieren.

(3) Das neutrale Element ist die konstante Kurve [0,1] — {p} C M, und das Inverse zu [y] ist
die Homotopieklasse der riickwirts durchlaufenen Kurve y~1(t) = v(1 —t).

1.125. BEISPIEL. Betrachte den Einheitskreis S ¢ C. Es gibt einen Gruppenhomomorphis-
mus Z — 71(S%, 1) mit
ne— v mit Yn(t) = 2™t ¢ 51
fiir alle ¢ € [0, 1]. Somit ist -, eine Kurve, die den Kreis n-mal in positiver Richtung durchlduft.
Man iiberzeugt sich leicht, dass es sich tatséchlich um einen Gruppenhomomorphismus handelt.
Nicht ganz so einzusehen ist, dass es sogar ein Isomorphismus ist, es gilt also

m(Sh1)=7Z.

1.126. BEISPIEL. Es sei n > 2, dann gilt 71(S™,p) = {e}. Sei etwa p der Nordpol. Falls ~
eine Schleife am Punkt p ist, die den Siidpol —p nicht passiert, konnen wir die Schleife mittels
stereographischer Projektion in den R™ iiberfithren und dort auf den Nullpunkt zusammenziehen,
der ja dem Nordpol entspricht. Ein kleines topologisches Argument zeigt, dass jede Schleife am
Punkt p homotop zu einer Schleife ist, die den Siidpol nicht trifft.

1.127. BEMERKUNG. Sei F': M — N eine stetige Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, und
seien p € M, g € N gegeben mit ¢ = F(p). Sei y: [0,1] — M eine Schleife in M am Punkt p, dann
ist [ o~ eine Schleife in N am Punkt g. Sei h: [0,1]> — M Homotopie zwischen v und v', dann
ist F o h eine Homotopie zwischen F o~y und F o~'. SchlieBlich gilt F o (yoy1) = (Fovo) - (F o).
Also existiert ein Gruppenhomomorphismus 71 F': w1 (M, p) — 71(N, q) mit

(] = [Fenl.

Sei Go L — M eine weitere Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, so folgt m1(FoG) = m F o
m1G. Somit ist m ein Funktor von der Kategorie der punktierten Mannigfaltigkeiten (M, p) in die
Kategorie der Gruppen. Man kann zeigen: jede endlich présentierte Gruppe ist Fundamentalgruppe
einer kompakten punktierten Mannigfaltigkeit.

AuBlerdem iiberlegt man sich leicht, dass 71 F nur von der Homotopieklasse von F' unter allen
Abbildungen von M nach N abhéngt, die p auf ¢ abbilden.

1.128. BEMERKUNG. Sei M eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit, dann ist M insbesondere
wegzusammenhéngend. Seien p, ¢ € M, dann existiert also ein Weg p: [0,1] — M mit p(0) = p
und p(1) = q. Sei 7 eine Schleife an ¢, dann ist die Verkettung p o~ o p~! von Wegen eine Schleife
an p. Ahnlich wie bei der Konstruktion des Inversen in 71 (M, p) iiberlegt man sich, dass

(P00~ ") - (pp™) = p- (om) - p~"

gilt, somit erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus 71(M,p) — w1 (M, q), der allerdings von
der Homotopieklasse des Weges p abhéngt. Den inversen Homomorphismus liefert der umgekehrte
Weg p~!. Wenn uns also die Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit M nur bis auf Isomorphie
interessiert, diirfen wir m (M) schreiben — immer vorausgesetzt, dass M zusammenhéngend ist.
Allerdings kénnen wir jetzt nicht mehr iiber Elemente von 7 (M) sprechen.
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1.129. DEFINITION. Eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit M heifit einfach zusammen-
héingend, wenn 1 (M) = {e}.

Sei M eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit. Eine Uberlagerung 7: M — M heiBt univer-
sell, wenn M zusammenhingend und einfach zusammenhingend ist. Wenn M und M auBerdem
noch Riemannsche Metriken tragen und = Riemannsch ist, heifit = universelle Riemannsche Uber-
lagerung.

Wegen Bemerkung [1.128] ist diese Definition sinnvoll. Woher der Begriff ,,universelle Uber-
lagerung® kommt, wird im folgenden Satz klar.

1.130. SATZ. Sei M eine zusammenhdingende (differenzierbare) Mannigfaltigkeit, sei p € M,
und sei I' = w1 (M, p) die Fundamentalgruppe.

(1) Dann besitzt M eine universelle Uberlagerung M — M. Die Gruppe T operiert frei und
eigentlich diskontinuierlich auf M, und es existiert genau ein Homdomorphismus (Diffeo-
morphismus) M /T' — M, so dass das Diagramm

M:M

d! |
M —=— M/T
kommutiert. Im folgenden sei p 6"7r*1(p) fest gewdhlt.

(2) Sei F: My — M eine weitere Uberlagerung mit zusammenhdngendem Totalraum M,
sei p1 € F7Y(p), und sei I'y = m F(mi(My,p1)). Dann existiert genau eine Uberlage-

rung F: M — My mit 1 = F o F und F(p) = p1 und genau ein Homdéomorphismus
(Diffeomorphismus) M/Fl — My, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

M —— M

| v
M/Ty — M, —E M.
(3) Es existieren Uberlagerungen I : M/Fl — M und Fy: M —: M/Fl mit ™ = F, o0 F, zu
jeder Untergruppe I'y C T'. Wenn I'y Normalteiler von T ist, operiert T' /T auf M/Fl, und
es existiert ein Homdomorphismus (Diffeomorphismus) (M /T1)/(T'/T1) — M.

BEWwWEIS. Wir geben hier nur eine kurze Beweisskizze. Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich

(fast) jeder Einfiihrung in die algebraische Topologie unter den Stichworten ,,Fundamental-
gruppe® und , Uberlagerungen®. Wir definieren M als Menge der Aquivalenzklassen [o] von Kur-
ven o: [0,1] — M mit o(0) bis auf Homotopie relativ zu den Endpunkten ¢(0) und o(1) =: 7([o]).

Sei ¢ = m([o]), und sei ¢: U? — V¥ = B;(0) eine Karte um ¢ mit ¢(¢) = 0. Dann erhalten
wir eine Karte ¢, um [o] wie folgt. Zu r € U¥ betrachten wir den Weg p(t) = ¢! (t - ¢(r)) von ¢
nach r, und damit einen Punkt [op] € 7~ 1(r) C M. Es sei U?l"l die Menge aller dieser Punkte,
dann definieren wir

By UP > VP = VP durch  g([op]) = (po m)([op]) = ¢(p(1)) -

Man kann eine Topologie auf M konstruieren, so dass alle wie oben konstruierten Karten einen
(dlfferenmerbaren) Atlas auf M bilden. Ahnlich wie im Beweis von Proposition sieht man
auch, dass 7m: M — M eine Uberlagerung ist.

Die Mannigfaltigkeit M ist zusammenhingend, denn jeder Punkt [o] € M ist durch die Kur-
ve t > [0][g4] mit dem Ursprung p := [e] verbunden, wobei e die konstante Schleife am Punkt p

54



bezeichne. Wir betrachten jetzt eine Schleife % in M am Punkt p. Es sei o = wox die entsprechende
Schleife in M. Fiir alle ¢ gilt

w(t) = [( 0 )] = [olg] € M .

Da k eine Schleife ist, folgt [0] = k(1) = p = [e], mithin existiert ldsst sich o in M durch eine
Homotopie h: [0,1]?> — M zusammenziehen mit

h(0,s) = h(1,s) = h(t,0) =p und h(t,1) =0o(t) .

Wir erhalten eine Homotopie h: [0, 1] — M mit

h(0,s) = h(1,s) =h(t,0) =5  und h(t,1) = k(t)

durch h(t, s) = [h(t, “Mjo,s)]- Also ist jede Schleife in M am Punkt p zusammenziehbar.

Die Fundamentalgruppe I' operiert auf M wie folgt. Sei o: [0,1] — M ein Weg von p nach ¢,
und sei 7y Schleife in M am Punkt p, dann ist yo ein weiterer Weg von p nach ¢. Dann héngt [yo]
offensichtlich nur von den Homotopieklassen von v und o (jeweils mit festgehaltenem Endpunkt)
ab, und wir erhalten eine Operation von I' = 71 (M, p) auf M. Zwei Wege vo und /¢ sind genau
dann homotop relativ zu ihren Endpunkten, wenn v ~ +/, mithin ist diese Operation frei. Mit ein
bisschen mehr Arbeit sieht man, dass sie auch eigentlich diskontinuierlich ist.

Fiir alle [y] € T gilt mo [y] = 7: M — M. Sei umgekehrt 7([o]) = n([r]), dann existiert eine
Schleife v = 707! am Punkt p, so dass [y]([o]) = [7], es folgt 7=!(¢) = T - [o]. Also lassen sich
die T-Orbiten auf M bijektiv den Punkten in M zuordnen, und man sieht leicht, dass das den
gesuchten Homdomorphismus M /T — M liefert (bzw. Diffeomorphismus, falls M differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist). Damit ist (1) gezeigt.

Zu (2) benutzen wir die sogenannte ,,eindeutige Liftungseigenschaft“ von Uberlagerungen, wo-
nach sich jeder Pfad o in M von p nach ¢ zu einem Pfad o7 in M mit Startpunkt p; € M, liften
lasst, d.h., es gilt ¢ = Fooy. Die eindeutige Liftungseigenschaft impliziert auch, dass homotope Pfa-
de homotope Lifts haben, mithin ist die Abbildung F: M — M mit F([o]) = 01(1) € F~'(¢q) € M,
wohldefiniert. Fiir eine Schleife v in M am Punkt p haben die Lifts von ¢ und o nach M;
genau dann denselben Endpunkt, wenn ~ zu einer Schleife v; in M; liftet, aber genau dann
gilt [v] = mF([n]) € mF(m(Mi,p1)). Somit erhalten wir auch den gesuchten Homoomorphis-
mus (Diffeomorphismus) M /T1 = My, und (2) ist bewiesen.

Die Existenz von Fj: M1 -~ M /Ty folgt aus Prop081t10n und da jeder I'y-Orbit in
einem I'-Orbit enthalten ist, existiert auch die Abbildung F;: M / I't = M, und wieder kann man
sich iiberzeugen, dass es sich um eine Uberlagerung handelt. Wenn I'; ein Normalteiler von T ist,
dann bildet jedes v € T' jeden I'1-Orbit wieder auf einen I'1-Orbit ab, wir erhalten die gesuchte
I'/T'1-Operation auf M /Ty, und es gilt (M/T'y)/(T'/T1) = M/T = M wie beim entsprechenden
Isomorphiesatz in der Algebra. O

1.131. BEMERKUNG. Aus (2) in Satz [L.130] folgt mit den iiblichen universellen Argumenten,
dass die universelle Uberlagerung 7: (M, p) — (M, p) bis auf eindeutige Homdomorphismen (bzw.
Diffeomorphismen) eindeutig bestimmt ist. Wir diirfen also in Zukunft von ,,der* universellen Uber-
lagerung von M reden.

Die Aussagen in (2) und (3) lassen sich wie folgt zusammenfassen: Die Kategorie der Un-
tergruppen von 71 (M, p) (mit den Inklusionen als Morphismen) ist dquivalent zur Kategorie der
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zusammenhingenden, punktierten Uberlagerungen von (M, p), deren Morphismen durch kommu-
tative Diagramme von Uberlagerungen

(My,p1) —— (Ma,p2)

| |
(M,p) —— (M,p)

gegeben werden. Die Bestimmung aller zusammenhingenden Uberlagerungen von M ist jetzt zu
einem rein algebraischen Problem geworden.

Zum Abschluss geben wir eine Beschreibung der zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Schnittkriimmung x € R an. Man beachte, dass die Schnittkriimmung fiir Riemannsche
Mannigfaltigkeiten der Dimension < 1 eine Funktion auf der leeren Menge ist.

1.132. DEFINITION. Es sei k € R und n > 2, dann definieren wir den Modellraum (M;!, g"*) wie
folgt.
(1) Falls k = 0, sei (M, g") = (R", g°"K!).
(2) Falls k > 0, sei (M}},¢") = (S:_%) C R"*! die Sphire vom Radius ﬁ mit der vom
umgebenden Raum induzierten Metrik.
(3) Falls k < 0, sei (M™, K, g") = (B( )_%(0),9“) C R™ mit
—K

v w) = ————(v,w).

(14~ |z

1.133. PROPOSITION. Die Modellrdume (M, g%) sind zusammenhdingende, einfach zusammen-
hingende, vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung k. Sie
sind genau dann kompakt, wenn k > 0 gilt. Durchmesser, konjugierter Radius und Injektivitits-
radius sind gleich

% falls k > 0, und

diam(M”) = p(M) =
(M) = p(M) {oo falls k < 0.

BeEwels. Fiir & € {0,1, -1} erhalten wir wohlbekannte Rdume: den euklidischen Raum, die
Sphére und den hyperbolischen Raum, jeweils mit der Standardmetrik. Wir wissen aus den Bei-
spielen [1.97], [1.99] [1.1709] [1.104] und [1.126] bereits, dass diese Riume zusammenhiingend, einfach
zusammenhéngend und vollsténdig sind und den angegebenen Durchmesser und Injektivitétsradi-
us haben. Aufierdem ist nach Beispiel [1.101] die Sphére kompakt, die anderen beiden Rédume jedoch
nicht. Damit haben wir insbesondere den Fall k = 0 bereits bewiesen.

Wir betrachten x > 0. Mittels einer Streckung am Urpsrung in R"*! mit Streckfaktor K3
erhalten wir einen Diffeomorphismus F': S™ — S™ ;. Wir kénnen die Metrik ¢g® auf die Standard-
sphére S™ zuriickholen und erhalten w2

(g} (0,w) = gy (4P (). doF(w) = g*, (572,57 2y)
:< . 1>:<x,y> L oon

K 2%,k 2y =09z
K K

(v,w) .

Anhand der Koszul-Formel aus Satz ist leicht zu sehen, dass F*g* und ¢*® denselben Levi-
Civita-Zusammenhang V haben. In Koordinaten gilt ndmlich
sph

h
1o g5 dgh 095\ 1 1 /9"  agPh  ogF
HFZ _ 72 gkl < iy 9ii gw) _ 72(,46 sphgkl> 1 ( i 9ir Y > _ sphripj ‘

2 = oxt Oz Ol 2 — Kk \ Oxt oz ox!
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Damit haben beide Metriken auch denselben Kriimmungstensor R. Falls v, w € T,S™ linear un-
abhiéingig sind, betrachte E = span(v,w) C T, M. Wir erhalten
(F*Kﬁ)(E) — gR(RU,’wwﬂv) =K gsph(R’Uﬂ,Uwv/U) = k.
9" (v,v) g*(w,w) — g"(v,w)*  g*(v,v) g"(w, w) = g*(v, w)?

Da ¢" und ¢*"" denselben Levi-Civita-Zusammenhang V haben, haben sie auch dieselbe Expo-
nentialabbildung. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist S™ also mit der Metrik F*¢" ebenfalls
vollstéindig. Beachte aber: wenn ¢ eine beziiglich ¢°P" nach Bogenlinge parametrisierte Geoditische
ist, dann ist t — ¢(y/k t) eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoditische beziiglich F*g".

Da F': (8™, F*g") — (S™ ., ¢") eine Isometrie ist, ist auch (M, g") eine zusammenhéngende,

K 2

einfach zusammenhingende, vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung k. Der Fall k > 0 ist damit erledigt.
Im Fall kK < 0 verfahren wir analog. Wir betrachten die zentrische Streckung F': B1(0) —

B (—r)3 mit Streckfaktor (—m)_%. Fiir die zuriickgeholte Metrik erhalten wir
. 1 1
*gt = g" —K) 2 —K) 2
(Fg)e(vw) = g° ) ((=r) 20, (=) 2u)
4

((=0) 30, (=m) 3w = — " () =~ (0, w)
= —K) 20, (—K) 2w) = —— — (v,w) = —— g P(v,w) .
(1+f<;‘(—/<;)7%:1:’2)2 k(11— ]:1:\2)2 KT

Wie oben folgt, dass (B1(0), F*¢g") eine zusammenhiingende, einfach zusammenhingende, vollstéin-
dige, nicht kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung x ist, und
obendrein isometrisch zu (M7, g*). O

1.134. BEMERKUNG. Wenn wir die Metrik auf den Modellrdumen fiir x > 0 in der stereogra-
-

phischen Projektion ¢4 : M\ {im_% en+1} berechnen, erhalten wir &hnlich wie in Beispiel

die Metrik
4

v, W) = m(v,w).

Fiir k = 0 liefert diese Formel eine reskalierte Euklidische Metrik. Wir sehen also, dass in geeigneten
Karten die Metriken der Modellrdume fiir alle kK durch die gleiche Formel dargestellt werden.

g;#P:t (

1.135. BEMERKUNG. Auf einer Mannigfaltigkeit konstanter Schnittkriimmung x hat die Jaco-
bigleichung eine besonders einfache Gestalt. Dazu bestimmen wir zunéchst einmal einen Teil des
Kriimmungstensors R. Fiir einen Einheitsvektoren v, und = L v folgt

(Raov,2) = m([lv]* [l2]* = (v,2)%) = & |lz]|* .

Seien jetzt x, y | v, dann gilt

(Reo,) = § (B +9) — By =) = % (o + 9l — o — 9l?) = x (2,9)
Schliellich gilt noch (R, ,v,v) = 0, und daraus folgt endlich
Ry v=kKx.
Allgemeiner kann beweisen, dass
Royz =k ((y,2)7 — (2, 2)y) .

Sei jetzt X ein Jacobifeld lings einer nach Bogenlénge parametrisierten Geodétischen ¢ mit X L
¢ und X 1 ¢, dann folgt aus obigem, dass

0=X+Rxec=X+rX.
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Fiir w L ¢ wollen wir jetzt die Jacobifelder X, Y lings ¢ mit

X0)=Y0)=0 und X(0)=Y(0)=w
bestimmen. Dazu sei W ein paralleles Vektorfeld lings ¢ mit W (0) = w gegeben, dann gilt
X(t) =sc()W(t)  und  Y(t) = cu(t) W(2) ,
wobei die ,,verallgemeinerten Sinus- und Cosinus-Funktionen“ definiert sind als

(sin(y/k t)

T fiir/-i>0,

sp(t) =<t fiir K =0 und

sinh(v/—k t

M fiir k < 0, sowie
Ve

cos(y/k t) fiir k > 0,

ck(t) =$.(t) =4q1 fiir kK = 0 und

{cosh(\/—/@ t) fir k <0.

Diese Funktionen erfiillen die Differentialgleichung
fHrf=0  mit c(0)=5.0)=1 und  ¢.(0) =5.(0)=0.
Wir kénnen jetzt ein Beispiel fiir Satz [1.130] geben.

1.136. SATZ. Sei M eine vollstindige, zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n mit konstanter Schnittkrimmung k. Dann ist die universelle Riemannsche Uber-
lagerung von M isometrisch zu M.

BEwEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall £ < 0 und fixieren o € M und p € M. Da p(M]) =
00, ist exp,: TobM? — M ein Diffeomorphismus nach Folgerung Wir wihlen eine lineare
Isometrie ®: (T,M,!,g5) — (I,M, gp) und konstruieren eine Abbildung 7: M — M durch das
Diagramm

T,M" —2— T,M

exp, l lexpp

™

Mr T M
Die zuriickgezogenen Metriken expy ¢" und exp, g auf T, M;’ bzw. T),M haben die folgenden
Eigenschaften.
(1) Am Nullpunkt gilt (exp; g%)o, = g5 bzw. (exp;, g)o, = gp-
(2) Sei v Einheitsvektor beziiglich g5 bzw. g,, dann ist ¢,(t) = tv eine nach Bogenlénge
parametrisierte Geodétische beztiglich exp, g bzw. exp,, g.
(3) Vektorfelder der Form X (¢) = tw lings ¢, sind Jacobifelder.

Aus diesen Eigenschaften lassen sich diese Metriken bereits vollstindig rekonstruieren.

Seien etwa v, w € S,M, sei ¢,(t) = tv die radiale Geodétische mit Startvektor v, und sei W
das parallele Vektorfeld lings ¢ mit W (0) = w. Dann wird das Jacobifeld X lings ¢, mit X(0) =0
und X (0) = w nach Bemerkung gegeben durch

fw = X () = 5(t) W (D).

es folgt
(expy 9o (tw, tw) = s, (6)* (W (£), W (#)) = s,(t)* (w, w) ,
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und allgemeiner fiir x, y L v, dass
sx(t)°
t2

(exp}) 9)uw(x,y) = (z,y) .

Ferner gilt noch

(exp, 9)tw(v,v) =1 und (exp, 9)tw(v,2) =0,
wodurch die Metrik expy g auf T),M bestimmt ist. Die entsprechenden Formeln gelten fiir expy g~,
und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

* @ *
(ToM}!, expg g") —— (I,M, expy g)

exp,, l lexpp

(MP.g)  ——  (M,qg)
lokaler Isometrien, wobei exp, und ® sogar globale Isometrien sind.

Es bleibt zu zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist. Sei also ¢ € M beliebig, dann wihlen wir U =
B, (q) fiir ein r € (0, p(q)). Es ist jetzt leicht zu sehen, dass

)= U B(@ =7 e} x B(a)
gem—{q}
gilt, wobei der Isomorphismus passend zu Definition [1.115| gewéhlt werden kann.
Aus dhnlichen Argumenten wie oben (aber um ¢ € 7 1(q)) folgt sofort

> |J B(@.
gem—{q}

Zu ,C“ sei s € U und § € 7 1(U). Dann existiert w € TsM mit ||w|| < r und exp,w = q.
Sei w = (dgm) "} (w), und setze § = expz w € M, dann folgt ¢ € 7 !(g), mithin s € Uger—11g3 Br(@)-

Ware schliefflich die obige Vereinigung nicht disjunkt, dann wiirde ein Punkt § im Durchschnitt
zweier solcher Bille um ¢y, 2 € 7 *(g) auf einen Punkt in M abgebildet, der durch zwei Geoditische
der Liange < r mit ¢ verbunden werden kénnte, im Widerspruch dazu, dass r < p(q). Damit ist der
Fall k < 0 erledigt.

Im Fall k > 0 verfahren wir &hnlich, betrachten jedoch jetzt das kommutative Diagramm

(B%(Oo),expz g“) ——f——> (B%(Op),exp;g)

expol lexpp

M X M

lokaler Isometrien, dabei ist der Radius Z= gerade der konjugierte Radius von M;’ und von M.
Fiir alle v € S, M und alle w L v folgt aus der Formel fiir die Jacobifelder tw in Bemerkung|1.135

wegen
T 1

sn(ﬁ) = NG sin(m) =0,

<d% ; expp) (w)=0, also (dexp,) <TS”_1%> = {0} .

dass

TR
Somit bilden die obigen Exponentialabbildungen jeweils 0B = (0) auf einen zu o bzw. p konjugierten
. NG
Punkt ab. Etwa gilt
exp, (5’"{1) ={-o}Cc M" CcR" .
NG
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Insbesondere lésst sich 7 so auf ganz M definieren. Um zu zeigen, dass m auch am Punkt —o glatt
ist, konnen wir zum Beispiel Normalkoordinaten um —o und 7(—o0) wihlen und mit den obigen
Abbildungen vergleichen. Dass 7w eine Uberlagerung ist, folgt jetzt mit dem gleichen Argument wie
vorher. 0

1.137. BEISPIEL. Der reell projektive Raum RP™ ist Quotient der S C R"™! nach I' =
{1,-1} € O(n + 1). Falls n gerade ist, ist das der einzige Quotient der S™ nach einer freien,
eigentlich diskontinuierlichen, isometrischen Gruppenoperation.

Falls n = 2m — 1 ungerade ist, betrachte S>™~1
mathcalC™. Sei p eine natiirliche Zahl, und seien gy, ..., ¢, € {1,...,p—1} teilerfremd zu p. Dann
operiert die Gruppe

27TiM
e p
Z/pZ =T = keZ c U(m)

gmk
P

21
&

frei und eigentlich diskontinuierlich auf $?™~1. Der Quotient Ly.q, . 4, = S*™ /T heifit Linsen-
raum. Beispielsweise gilt RpPZm—1 — L1, 1. Dariiberhinaus gibt es aber noch weitere Quotienten.

Den Torus als Beispiel einer flachen Mannigfaltigkeit haben wir bereits in Beispiel [1.121] ken-
nengelernt.

1.138. BEIspIEL. Es gibt viele kompakte Flachen mit Schnittkriimmung x = —1. Zur Konstruk-
tion: zu je drei Zahlen a, ¢, e € (0, 00) gibt es genau ein rechtwinkliges Sechseck in der hyperbolischen
Ebene (B1(0), ¢™P) Wir verkleben zwei spiegelbildliche Sechsecke entlang der Seiten b, d und f und
erhalten eine hyperbolische ,,Hose“, deren Rand aus drei Kreisen der Langen 2a, 2c und 2e besteht.

Anschlieflend kénnen wir 2k solcher Hosen mit passenden Maflen zu einer hyperbolischen Fliche
mit FEulerzahl 2k, das heifit, vom Geschlecht g = k + 1 > 2 verkleben. Die Mafle der Hose und die
Drehwinkel beim Verkleben geben 6k unabhingige Parameter. Somit gibt es einen (mindestens)
6(g — 1)-dimensionalen Raum kompakter hyperbolischer Flichen vom Geschlecht g. Man kann um-
gekehrt zeigen, dass jede Fliche vom Geschlecht g > 2 eine solche Zerlegung in ,,Hosen* zulésst. Da
alle diese Flachen hombomorph sind, haben sie isomorphe Fundamentalgruppen. Somit enthélt die
Isometriegruppe SO°(2,1) = PSU(1,1) eine 6(g— 1)-Parameter-Familie isomorpher Untergruppen,
die alle frei und eigentlich diskontinuierlich auf B;(0) operieren.
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KAPITEL 2

Vergleichssitze in der Riemannschen Geometrie

In diesem Kapitel werden wir sehen, wie die Kriimmung einer Mannigfaltigkeit ihre geometrische
und topologische Gestalt bestimmt.
2.1. Der Vergleichssatz von Rauch und einige Folgerungen

Als erstes untersuchen wir, wie das Wachstum von Jacobi-Feldern von oberen oder unteren
Schranken an die Schnittkriimmung abhéngt. Aulerdem sehen wir, dass Mannigfaltigkeiten nicht-
positiver Schnittkriimmung universelle Uberlagerungen haben, die diffeomorph zum R™ sind.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Indexform, die Bilinearisierung der rechten Seite der
zweiten Variationsformel aus Satz

2.1. DEFINITION. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei ¢: [0, L] — M nach Bo-
genlidnge parametrisierte Geodétische. Wir definieren Vektorrdume

X'(c)={VeX(c) | (V(t),é(t)) =0 fiir alle t € [0, L] }
und X'(c)={VeX()|V0)=V(L)=0}
Die Indexform I.: X'(c) x ¥'(¢) — R ist definiert durch

L
L(V.W) = /0 (V). W (8) — (Ry 0y eqnit). W(t))) dt

2.2. BEMERKUNG. Aufgrund der Symmetrien des Kriimmungstensors aus Satz ist die
Indexform eine symmetrische Bilinearform.

Die Indexform charakterisiert Jacobi-Felder.

2.3. LEMMA. Ein Vektorfeld V € X'(c) lings ¢ ist genau dann Jacobifeld, wenn es im Kern der
Indexform Ic|x: ey x(c) liegt.

BEWEIs. Fiir V € X'(¢) und W € X"(¢) schreibe

L
1(V, W) :/0 (V) W(1)) = (Ry (1) e é(1), W(t))) dt

L
— V() W) / (V4 Ry oy et é(8), W (0)) dt

Hieraus folgt sofort die Behauptung. O

Eine einfache Folgerung aus der zweiten Variationsformel gibt Auskunft iiber das Vorzeichen
der Indexform.

2.4. PROPOSITION. Sei c: [0, L] eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Es ist genau dann kein Punkt c(t) mit t € [0, L] lings ¢ zu ¢(0)
konjugiert, wenn die Indexform positiv definit auf dem Raum X"(c) ist.
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BeEwEIS. Um die Richtung “<=* zu zeigen, nehmen wir an, dass c¢(t) lings ¢ zu ¢(0) konjugiert
ist fiirein ¢t € (0, L]. Fallst = L, sosei V € x(c¢)\{0} das zugehorige Jacobifeld, dann folgt I.(V, V) =
0 nach Lemma Falls ¢ < L, so betrachte das Variationsfeld V € x”(c) aus dem Beweis von
Proposition Aus der dortigen Rechnung folgt I.(V, V) < 0. In beiden Féllen ist also I, nicht
positiv definit.

Falls umgekehrt ¢ keine konjugierten Punkte hat, setze p = ¢(0) und v = ¢(0). Nach Annahme
ist dy, exp,: TyM = Ty, T,M — Ty M invertierbar, also existiert zu jedem Vektorfeld V' € X”(c)
ein Vektorfeld W langs der Geraden von 0, nach Lv in T), M mit V (t) = (dy, exp,)(W (t)). Betrachte
die Variation

cs(t) = exp,(tv + s W(t))
mit Variationsvektorfeld

Oeg(t
) (s, )W (1) = V(1)
Wie im Beweis des Gauf-Lemmas [1.89) folgt L(cs) > L(c), mithin wegen Satz auch
?L(cs)
I(V,V >0,
( )= 832

also ist I. positiv semidefinit auf dem Raum X" (c).
Sei nun V € X"(c) ein Vektorfeld mit I.(V,V) = 0. Fiir jedes W € X (c) folgt dann

0< L(V+eW,V+eW) =2 I(V,W) + 2 I.(W, W)

fiir alle ¢ # 0, also I.(V,W) = 0. Nach Lemma ist V' ein Jacobifeld mit V(0) = V(L) = 0,
aber ¢(L) ist nach Annahme nicht konjugiert zu ¢(0), es folgt V' = 0, und I, ist damit auf X"(c)
positiv definit. O

2.5. SATZ (Rauch). Seien (M, g) und (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimension n,
seien ¢ und € nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische in M bzw. M, und sei L > 0 so gewdhlt,
dass kein Punkt ¢(t) mit t € (0,L) ldngs ¢ zu ¢(0) konjugiert ist. Wenn fir alle t € [0, L] gilt,
dass K(E) < K(E) fir alle Ebenen E C TyyM mit ¢(t) € E und alle Ebenen E C TyyM
mit &(t) € E, dann gilt

V@)l = ||V fir alle t € [0, L]

fiir all'e Jacobifelder V' lings ¢ und V lings @ mit V(0) = V(0) =0, (V(0),¢(0)) = (V(O), ¢0) =0
und [V 0)] = 70|

Kiirzer gesagt: wenn M kleinere Schnittkriimmung als M hat, wachsen vergleichbare Jacobi-
felder mit Startwert 0 in M schneller als in M, bis zum ersten konjugierten Punkt in M. In

Anwendungen wird in der Regel eine der beiden Mannigfaltigkeiten konstante Schnittkrimmung
haben.

BEWEIS. Wir beweisen die stirkere Aussage

d d _

1 > —1 t
L 1og V(D) = L 10g 70
fiir alle t € (0, L). Es gilt

D rog V)l = § Srog(vin, viny = T

Die Aussage des Satzes folgt hieraus, denn nach Voraussetzung gilt V (¢

erhalten also
d VOl _ IVl <d

(1))
V), V)
# 0 fiir alle t € (0, L), wir

)
at (7o) ~ 17 e oIV Ol = ©log |V II) 0,
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und nach L’Hospital gilt wegen ||V (0)| = ||V (0)|| = 0, dass

Vel _ Ivel _,
SOV V()

Hieraus folgt ||V (¢)|| > ||V (¢)| fiir alle ¢ € (0,L) und wegen Stetigkeit dann auch fiir t = L.
Insbesondere folgt V() # 0 fiir alle ¢ € (0, L].

Wir kénnen zum Beweis die Indexform einsetzen, denn da V', V' Jacobi-Felder sind mit V (0) =
V(0) =0, gilt

Vito).V(ta)) = VIO VOZ = [ (V@LV(0) + (V0. Ve)) ae
= [ VO = e e000. VD) di = Lo, (V) ()

fiir alle to € (0, L), und entsprechend fiir V.

Wir fixieren jetzt tp € (0,L) mit V(¢t) # 0 fiir alle t € [0,tp]. Nach Voraussetzung gilt
auch V(tg) # 0. Wir konstruieren parallele Orthonormalrahmen ey, ..., e, lings ¢ und é, ...
én lings ¢ wie in Aufgabe 2 von Blatt 7 mit

)

=
<

(o)
1V (to)]|

Dann erhalten wir eine Familie linearer Isometrien ®;: Ty,)M — TE(t)M mit $;(e;(t)) = €;(t) fir
alle t € [0, L] und alle i. Diese Familie ist parallel, denn fiir X = Y"1  a’e; € X(c) gilt

61(t0) = él(t(]) = en ==C, und

o
3

I
Ql

<

€i
; ot ot
=1

ot

Véa(¢0X)=V%<inéi>: ai-:qmvch.
ot i—1

Wir betrachten das Vektorfeld

o IVl o

1V (to)l

langs ¢, so dass
W(to) = HV(to)H él(to) = V(t()) .
Wegen der Parallelitit von @ gilt auflerdem

‘ _w oV un i :M oV
Ve TV WS Y

Allerdings ist W' nicht notwendigerweise ein Jacobi-Feld léngs c.
Da W —V € X"(¢l[g4,)), schliefen wir aus Proposition 2.4/ und Lemma dass

I W W) = Iy, (W =V, W =V) 421, (V.W=V)+I, (V.V) > I

0,tg]

>0 =0
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Jetzt konnen wir mit @ wie folgt abschéitzen.

d V), V(o)) 1 0 e . 2
dt =iy IV O =50 _||V(t0)||2/0 (IV@®)I? = K (span{V (t),e(®)}) [V (#)]?) dt
B ”(CI)Vl)(tO)HQ /OO(H(‘I) o V)(#)||* — K (span{V (¢),é(t)}) [[(® o V)(1)[|*) it
<R (span{W (1):4(1)})
§ ||W<1t>u | U@ - Kpangw @) e) W) ar
1 1 o )
= i o V) 2 [ B V) = 1l g [P0

Aus dem obigen Satz kénnen wir folgern, dass der Abstand zum ersten konjugierten Punkt bei
Mannigfaltigkeiten mit gréflerer Schnittkriimmung kleiner ist. Daraus kann man eine Durchmesser-
Abschitzung herleiten, und schlielich feststellen, dass die Fundamentalgruppe dann endlich sein
muss. Wir werden im n#chsten Abschnitt aber sehen, dass fiir derlei Aussagen bereits die Ricci-
Kriimmung ausreicht.

Wir betrachten jetzt dhnliche Diagramme wie im Beweis der Satzes allerdings bei va-
riabler Schnittkriimmung. Sei dazu ®: T,M — T;M eine lineare Isometrie und r > 0 hinreichend
klein, dann betrachten wir

T,M > B.(0,) —— B,(05) C T;M

exppl lexpﬁ (2.1)
M D> By(p) ——— B:(p) ¢ M

Fiir » < p(p) erhalten wir auf diese Weise eine Abbildung F': U — U. Falls die Schnittkriimmung
von M kleiner oder gleich der von M ist, ist diese Abbildung kontrahierend. Wir beginnen mit
einer Voriiberlegung.

2.6. FOLGERUNG. Seien (M, g) und (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten, seien
Punkte p € M, p € M gegeben, sei r > 0 nicht gréfler als der konjugierte Radius von p in M,
und sei ®: T,M — T;M eine lineare Isometrie. Fir alle v € B,(0,) sei K(E) < K(E) fir alle
Ebenen E C Texp, oM und E cC Texpﬁ@(v))]\z. Sei vy: [a,b] = B;(0,) eine Kurve in T,M, dann gilt

L(exp, o) > L(expz o ®o7) .

Es wiirde hier reichen, Voraussetzungen nur an die Schnittkriimmungen derjenigen Ebenen
in Texp, oM bzw. Texpﬁ@(v))M zu stellen, die den Geschwindigkeitsvektor der Geodétischen c¢,
bzw. c(y) enthalten, aber wir wollen es mit der Allgemeinheit nicht {ibertreiben.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass

om0 2 [ Semyov o)

fiir alle ¢ € [a,b]. Wir fixieren also ¢ und betrachten die Geodétischen c: [0, ||y(t)]]] — M von p
nach exp,(y(t)) und ¢: [0, [|y(¢)[|] — M von p nach exp;(®(v(t))) mit

)=y () e =emg(2(F))
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Entlang dieser Geodétischen betrachten wir die Jacobifelder

X(s) = d s expp< s3(0) )

O @)
g (A GO0 Y s,
= w (o e ) her T ol
=Y(s)+ Z(s)

und analog

¢ sy(t) % ,
X(s)=d ,sy0 exp-(@( )) Y(s)+ Z(s) .
(g O\ @l
Dabei sind Y und Z_(Y und Z) nach dem Gauf-Lemma [1.89) _ 9| der vertikale und der tangentiale
Anteil von X (bzw. X). Wahrend

12(s)] = 2@ ®)

=Z()],
oI 12 (sl

gilt Y(0) = Y(0) = 0 und ¥ (0) = &(V(0)).
Da |[(t)|| < r kleiner als der konjugierte Radius von p in M ist, diirfen wir den Vergleichssatz
von Rauch anwenden und erhalten
Y ()l = Y (s)ll  fiir alle s € [0, [v(&)]] ,

also auch
IX I = 1Y ()P + 121 2 1Y I + 1 Z(s)I1F = 1X ()]

Fiir s = ||y(t)|| erhalten wir insbesondere
d

it ) = lldaey exp, (3] = [ X (VO]

exp,, ° ¥)(

> X (D] = s expp@GOD] = | Fepporeon] . O

Wir kommen nun zu der vor Folgerung [2.6] angedeuteten Aussage.

2.7. DEFINITION. Eine Abbildung F': (X,d) — (X,d) zwischen metrischen Riumen heifit kon-
trahierend oder eine Kontraktion, wenn fiir alle z, y € X gilt, dass

d(z,y) = d(F(z), F(y)) -
2.8. FOLGERUNG. Unter den Vorausseztungen von Folgerung sei auflerdem 0 < r < p(p).
Dann ist die Abbildung
;0d 1 Br(p) — Br(p
exp, 0 ® o exp, %(p) g(p)
wohldefiniert und kontrahierend.
BEWEIS. Sei F': B,(p) — B,(p) die obige Abbildung, vergleich ({2.1)). Dann ist F' wohldefiniert,
da exp,: B-(0p) — B;(p) wegen r < p(p) invertierbar ist.
Seien nun zwei Punkte g1, ¢2 € B: (p) gegeben, und sei c: [0,L] — B,(p) C M eine kiirzeste
Geodétische von g nach go. Aus der Dreiecksungleichung folgt

L=d(q1,¢2) <d(q1,p) +d(p,g2) <7,

wéhrend jede Kurve, die B, (p) verlédsst, lianger als r ist, siehe Beweis von Folgerung Somit
verlduft ¢ in B, (p).
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Also existiert eine Kurve v: [0, L] — B,(0,) C T, M mit c(t) = exp,(y(t)) fiir alle ¢ € [0, L]. Die
Kurve exp; o ® oy verbindet F'(q1) und F(g2). Wegen Folgerung [2.6| gilt

d(F(q1), F(g2)) < L(expz o @ o) < L(exp, o) = L(c) = d(q1,¢2) ,

mithin ist F' kontrahierend. O
2.9. BEIspiEL. Wir geben ein Beispiel dafiir, dass in Folgerllng nur Bélle vom Radius @
betrachtet werden diirfen. Dazu sei etwa M = RP"™, und sei M = M.} die Sphéare mit Radius L

y Vi
und konstanter Schnittkriimmung , wobei 1 < x < 4. Nach Ubung 4 von Blatt 9 ist p(p) = § fiir
alle p € RP". Wihle v € S,M und § < L < ﬁ Dann gilt

d(cy(L), co(—L)) = d(co(L), co(r = L)) =7 — 2L,

wobei die kiirzeste Geodétische gerade durch c¢,|(z 1] gegeben ist.
Sei entsprechend p € M, und v € S;M;!. Da L < ﬁ, liegen die Punkte exp;(+Lv) in der
Hemisphére um den Punkt p, und die kiirzeste Geodétische dazwischen ist ¢z|[_p, 7). Also folgt

d(F(Cv(L))7F(CU(_L))) = d(éﬁ(L)’éﬂ(_L)) =2L>m—-2L= d(cv(L)’CU(_L)) )

und F' ist nicht mehr kontrahierend fiir Radien r > @ =7

2.10. BEMERKUNG. Wir interpretieren Folgerung als Vergleichssatz fiir kleine Dreiecke. In
Abschnitt werden wir dieses Argument ausbauen zum Vergleichssatz von Toponogov fiir
Dreiecke beliebiger Grofle.

Wir betrachten die Konstruktionsaufgabe SWS aus der elementaren Geometrie. Unter den
Voraussetzungen von Folgerungwéihlen wir Dreiecke in M und M, mit Ecken A, B, C und A =
F(A), B = F(B), C = F(C), wobei C = p und C = p gelte. Dann haben die Dreiecke AABC
und AABC den gleichen Winkel v bei C bzw. C und die gleichen Seiten a = d(B,C) = d(B,C) < §
und b =d(A,C) =d(A,C) < %, aber es gilt ¢ = d(A, B) > ¢ = d(A, B).

Das Argument aus dem Beweis von Folgerung ldsst sich noch ein bisschen verallgemeiern:
der obige Vergleichssatz gilt immer noch, falls a + b < r gilt, denn dann verlduft die Seite ¢ immer
noch ganz in B, (p).

Aus dem Vergleichssatz von Rauch folgt unmittelbar eine sehr starke Aussage iiber die Topologie
von Mannigfaltigkeiten mit nichtpositiver Schnittkiimmung.

2.11. SATz (Hadamard-Cartan). Sei (M, g) eine vollstindige, zusammenhdngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K < 0, und sei p € M. Dann ist exp,: T,M — M eine

universelle Uberlagerunyg.

BEWEIS. Wir setzen M = T,M und p = 0,. Da (T,M, g,) ein Euklidischer Vektorraum ist, gibt
es keine konjugierten Punkte in M. Aus dem Satz von Rauch folgt, dass Jacobifelder in M nicht
langsamer wachsen als in T}, M, insbesondere gibt es in M dann ebenfalls keine zu p konjugierten
Punkte. Nach Bemerkung ist also exp,, ein lokaler Diffeomorphismus.

Wenn exp,, ein lokaler Diffeomorphismus ist, dann ist die zurtickgeholte Metrik expj, g mit

(exp; 9o(w,y) = Gexp, o(dy expp(x)u dy epr(y))
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nirgends ausgeartet. Die Exponentialabbildung von (7,,M, exp; g) am Punkt 0, ist gerade die Iden-
titdt auf T, M = T, T, M, wie im folgenden Diagramm
T, T,M —% T,M

~

expo, l:id lexpp

. exp
(TyM,exp}g) —— (M,g) .

Dabher ist die Riemannsche Mannigfaltigkeit (7}, M, expy g) nach dem Satz von Hopf und Rinow
vollstéindig. Nach Lemma [1.118] ist exp daher eine Uberlagerung. Da T,M einfach zusammen-
héngend ist, ist exp,: T, M — M eine universelle Uberlagerung. O

2.12. BEISPIEL. Zu den Mannigfaltigkeiten mit nichtpositiver Schnittkriimmung gehoren etwa
die S1, die Tori T = (S')", sowie alle hyperbolischen Mannigfaltigkeiten, also z.B. die hyperboli-
schen Fliachen aus Beispiel [1.138] siehe dazu auch Satz([1.136

2.13. BEMERKUNG. Die Aussage des Satzes von Hadamard-Cartan ist stérker als sie auf den
ersten Blick aussehen mag. Sie besagt, dass eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit M
mit nichtpositiver Schnittkriimmung ein K (m, 1) ist, und damit bis auf Homotopie durch die Fun-
damentalgruppe 71 (M, p) eindeutig bestimmt wird. Insbesondere lassen sich zahlreiche wichtige
topologische Invarianten allein aus m1(M,p) ausrechnen. Dazu gehort unter anderem die (Ko-)
Homologie von M mit beliebigen Koeffizienten, etwa auch die de Rham-Kohomologie. Wenn M
kompakt ist, legt die (Ko-)Homologie mit Koeffizienten in Z/27Z, und damit die Fundamentalgrup-
pe, die Dimension von M fest.

Zum Vergleich: die Sphéiren S™ mit n > 2 haben alle die gleiche Fundamentalgruppe {e} und
sind ebenfalls kompakt, aber ihre Dimensionen sind verschieden.

AuBerdem ist die Fundamentalgruppe stets unendlich, wenn M selbst kompakt ist. Denn
sei m: M — M die universelle Uberlagerung. Da ein kompaktes M endlichen Durchmesser hat,
folgt fiir R > diam(M) und p € M also

M=r"M)=n"Brp)= |J Ba®).
per—{p}
Aber exp; TpM ist sicher nicht in einer endlichen Vereinigung von Béllen mit endlichem Radius
enthalten, folglich ist 7=1{p} und damit auch 7 (M, p) unendlich.

2.2. Ricci-Kriimmung und Volumenvergleich

Wir betrachten jetzt die Ricci-Kriimmung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Eine untere
Schranke an die Ricci-Kriimmung liefert uns eine obere Schranke an das Volumenwachstum von
Riemannschen Billen. Hieraus lassen sich interessante Volumen- und Durchmesser- Abschitzungen
ableiten.

Sei ric,, die Ricci-Kriitmmung von (M, g) am Punkt p. Wir schreiben

ric, > cgp = ric, (v, v) > ¢ gp(v,v) fir alle v € T,M
und ric > c¢g, wenn das fiir alle p € M gilt.

2.14. Satz (Bonnet, Myers). Sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric >
(n—1)kg fir ein k > 0. Dann gilt diam(M) < % Insbesondere ist M kompakt und hat endliche

Fundamentalgruppe.

Somit ist die Situation hier bereits vollig anders als bei nichtpositiver Schnittkriimmung, siehe
Bemerkung [2.13]
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BEWEIS. Es sei ¢ eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodatische in M, und es sei £ = %
Wir wollen zeigen, dass die Indexform I, , nicht positiv definit ist. Nach Propositi folgt
1.110

daraus némlich, dass c(t) zu ¢(0) konjugiert ist fiir ein ¢ € [0,¢]. Nach Proposition folgt,
dass C|[07 1) keine kiirzeste Geodétische ist fiir L > £. Wenn aber keine kiirzeste Geodétische linger
als ¢ sein kann, dann ist der Durchmesser von M hochstens 4.

Es seien eq, ..., e, eine Orthonormalbasis aus parallelen Vektorfelder lings ¢ mit ¢ = ej.
Fiir i = 2, ..., n betrachte Vektorfelder V; € X" (c|jg ) mit

Vi(t) = sin(v/k t) e;(t) .

Wir wollen zeigen, dass bereits I, nicht positiv definit ist. Dazu rechnen wir

l[0,]

Z cliog (Vi, Vi) = / Z H\/E cos(vVkt) et )H — <Rsin(\/ﬁt)ei7elelaSin(\/gt)ei>) dt
¢
= /0 ((n— 1)k cos(v/kt)* — sin(y/kt)? ric(er, e1)) dt
4
<(n-1) /i/ (cos(\/Et)2 - sin(\/ﬁt)Q) dt
0

Jci

=(n— 1)/{/0\/Ecos(2\/ﬁt) dt =

Da diam (M) endlich ist, ist M nach dem Satz von Hopf und Rinow kompakt. Sei 7: M —

M eine universelle Riemannsche Uberlagerung, dann erfilllt auch M die Voraussetzungen dieses
Satzes, ist also kompakt. Fiir p € M und § € 7~ 1(p) € M besitzt die Teilmenge

mHpt={~(p) |vem(M,p) } c M

keinen Héufungspunkt, da m (M, p) nach Satz|1.130| (1) eigentlich diskontinuierlich operiert. Da M
kompakt ist, muss 7~ {p} endlich sein. Da 71 (M, p) frei operiert, ist dann auch 71 (M, p) endlich. [

2.15. BEMERKUNG. Die Abschitzung im Satz von Bonnet-Myers ist optimal, denn fiir die Sphé-
re M} mit Schnittkrimmung x > 0 gilt
ric=(n—1)kg und diam(M}) = % .

Wir werden in Satz sehen, dass umgekehrt eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit ric >
(n—1)kg und diam(M) = % fiir ein kK > 0 bereits isometrisch zu M ist

Das Hauptaugenmerk in diesem Abschnitt richtet sich auf Volumina von Teilmengen in Man-
nigfaltigkeiten. Wir wiederholen die relevante Definition 3.24 aus dem letzten Semester.

2.16. DEFINITION. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢: U¥ —
V¥ eine Karte, und sei h: M — [0, 00) eine Funktion. Falls h o o~ ! integrierbar ist, definieren wir
das (Volumen-) Integral von h iiber U¥ als

Jpavoly= [ (hoe ol = [ nie @) derte)

N[

dat ... da™ .

Dabei heiit dvol? = det(gf)% das Volumenelement von (M, g) in der Karte ¢.
Sei jetzt A = { @;: Uy — V; | i € I } ein Atlas von M und (1););cs eine untergeordenete Partition
der Eins, siche Abschnitt Wenn die folgenden Integrale existieren und ihre Summe konvergiert,
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dann heifit h: M — [0, 00) integrierbar und

hdvol, = / ;- hdvol
J el =32 ikl

i€l
das (Volumen-) Integral von h iiber M. Fiir beliebige h: M — R schreibe h = h* — h™ mit h* =
max (0, +h): M — [0,00). Dann heifit h integrierbar, wenn h™ und h~ integrierbar sind, mit

/ hdvol, = / ht dvoly — / h™ dvol .
M M M

Sei schliefllich A C M eine Teilmenge und sei 14: M — {0,1} die Indikatorfunktion von A.
Falls 14 integrierbar ist, ist das (n-dimensionale) Volumen von A definiert als

vol(A) = / 14 dvoly .
M

Aus der Integraltransformationsformel folgt, dass [ g hvdvoly weder vom Atlas noch von der
gewdhlten Partition der Eins abhéngt.
2.17. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an ein paar Rechenregeln aus der linearen Algebra.
(1) Auf den symmetrischen reellen n x n-Matrizen definiert (A, B) = tr(AB) ein Skalarpro-
dukt. Aus der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung folgt
tr(A)? = (A, En)? < (A, A)(By, Bn) = n tr(A?)

fiir alle symmetrischen Matrizen A € M, (R).
(2) Sei A(t) eine Familie invertierbarer Matrizen. Aus

d s . d,
0= = (AM) A®)™!) = AW AW + A1) 7 (A0 ™)
folgt
%(A(t)_l) — AW A - AL

(3) Sei A: I — GL,(R) eine Familie invertierbarer reeller Matrizen, wobei I C R, dann gilt
d .
p det(A(t)) = det(A(t)) tr(A(t) T A(t)) .
Zur Begriindung fixiere ¢y € I und schreibe A(t) = A(to) - B(t), dann gilt B(ty) = E,.
Zunéchst folgt aus der Multiplikativitdt der Determinante, dass
d d
— det(A(t)) = det(A(ty)) - — det(B(t)) .
dt dt
Mit Hilfe des charakteristischen Polynoms von B sehen wir, dass
det(B(t)) = det(E, + (t — to) B(to)) + O((t — t0)?)
= (t = 10)" X_ 1) ((t = t0) ") + O((t — t0)?)
=1+ (t —to) tr(B(to)) + O((t — t0)?) .

Im folgenden Satz wollen wir das Volumenelement in Normalkoordinaten abschétzen. Fiir ein-
dimensionale Mannigfaltigkeiten sind Normalkoordinaten das gleiche wie Parametrisierungen nach
Bogenlidnge s, und das Volumenelement ist ds. Somit interessieren uns jetzt nur noch Mannigfal-
tigkeiten der Dimension > 2.

Die Ricci-Kriimmung ric(v,v) ist eine Art Mittelwert der Schnittkriimmung aller Ebenen F
durch den Vektor v. Wir kénnten erwarten, dass eine Schranke an die Ricci-Kriimmung so etwas
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wie eine Schranke an das ,,gemittelte* Wachstum von Jacobi-Feldern liefert. Der folgende Satz zeigt,
dass das in gewissem Sinne sogar moglich ist.

2.18. SATz (Bishop). Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit n >
2, sei p € M, und sei c(t) = exp,(tv) eine Geodditische mit Startvektor v € S,M. Sei k(t) =

Lric(é(t), é(t)), und sei h € C®(R) die Lisung der Differentialgleichung

n—1

h+kh=0 mit h(0)=0 und h(0)=1.

Ferner sei
exp; ! : exp=1
a(t) = det (gwpp )2 ) so dass dvoly ™" l,, = a(t) dz' - da™ .
Dann gilt
n—1 a(t) h(t) . B
—~<(n—-1)—% d " t) < h(t)"
t +a(t)—(n )h(t) un a(t) < h(t)

fiir alle t > 0 kleiner als die kleinste positive Nullstelle to von a. Falls in einer der beiden Glei-
chungen bei t Gleichheit gilt, so folgt K(E) = k(s) fiir alle s € [0,t] und alle Ebenen £ C T,y M
mit é(s) C E.

BEWEIS. Entlang von ¢ betrachten wir parallele Vektorfelder ey, ..., e, € X(c) mit e, = ¢ so
dass e1(t), ..., en(t) fiir alle ¢ eine Orthonormalbasis von T, M bilden. Aulerdem betrachten wir
Jacobifelder V1, ..., V;,_1 € X¥(¢) mit den Anfangsbedingungen

Vi(0)=0 und  Vi(0) = ¢(0)

firallei=1,...,n—1.
Wir definieren eine Familie von Matrizen A(t) = (ai;(t))i; € My—1(R), so dass

n—1
Vi(t) = ajeit).
i=1
Der Kriimmungstensor liefert eine Familie symmetrischer Matrizen

R(t) = (rij(1))ij = (Re;(t),en(vyn(t), €j(t))ij € Mn-1(R) .

Da die Felder e; parallel sind, folgt aus der Jacobigleichung

n—1 n—1
0= V}(t) + R\/j(t),en(t)en(t) = Z fLij (t) €; (t) + Z Tikakj ei(t) s
=1 i,k=1

durch Koeffizientenvergleich also
A+R-A=0  mit A(0)=0und A(0) = E, .

Wir wihlen e; = e1(0), ..., e, = e,(0) als Orthonormalbasis von T,M beziiglich g, also
gilt e, = v. Nach Bemerkung gilt

. 1 1
diy expy(en) = ¢(t) = en(t) und diy exp,(e;) = n diy expy,(te;) = . Vi(t)
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firi=1, ..., n— 1. In Normalkoordinaten ¢ = exp, L gilt somit

(Vi) V() OVar(®) g\ 2
) v
1
B exp;1 §_ : : .
a(t)_det(gt” ) = det (Va1(8),VA () (Vao1 (D Vaor(8)
t72 P t—2
0 1

— 1 et (A(H) A(L))E = 117 det(A(L)) .
Wir setzen B(t) = A(t) - A(t)~!, dann gilt
%log det(A(t)) = tr(B())

nach Bemerkung (3). Die Matrizen B(t) sind symmetrisch, denn sei ¢(¢y) nicht zu ¢(0) ldngs ¢
konjugiert, dann existieren Jacobifelder W;, W; mit W;(0) = W;(0) = 0 und W;(to) = e;, Wj(to) =
e;j, insbesondere sei A1 = (a%);;, dann gilt

n—1 n—1
Wit) =Y (to) Vi(t) = D a(t)a™ (to) e;(t) -
j=1 k=1

Insbesondere schlieffen wir daraus, dass

bij(to) = (Wj(to), ei(to)) = (Wj(to), Wilto))

= [" @i 0) + G50, w0 a

= /Oto ((Wi(1), Wy () = (Ruws (1) .eny€(t), Wi(1))) dit = bji(to) -
Wegen Bemerkung (2) erfiillt B die Riccati-Gleichung
B=A-A1'-A.(A14A"YY = —RrR- B%.
Wir bilden die Spur und wenden Bemerkung (1) an, das liefert
r(B) = = tx(R) — (B < —~(n— 1)k - t;(_B)f .

=ric(¢,¢)

Wir beweisen jetzt die erste Aussage des Satzes. Dazu definieren wir eine Funktion
h(t) n—1 at)

t)y=(n—-1 — — .

f(t)=(n—1) We Tt a)

Zu zeigen ist f(t) > 0 bis zur ersten Nullstelle von a(t).
Nach Proposition gilt beziiglich der Basis e, ..., e, von T,M, dass

It 1 896"]@;1
_ exp, '\ 2 oy L ij _
a(0) = det (gij ) =1 und a(0) = 5 tr< D (Op)> 0.
Wegen h(0) = —k(0)2(0) = 0 liefert die Taylorentwicklung, dass
_ , 1+0(t?) n-1 O(t)
lim f(t) =1 1 - - ~0.
im £(1) t{%(<n Vivow 1 1xom) "
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Wie oben gesehen, gilt

n; 1 1 Zg; _ %log(t”_l a(t)) = %logdet(A(t)) =tr(B(1)),

insbesondere )
h
f= (n—l)ﬁ—tr(B).
Mit Hilfe der Differential- (un-) gleichungen fiir tr(B(¢)) und h erhalten wir jetzt

| v cxhalten v et
£ = (000 1 — (e = - ) MO ROy

. 5 ()2 W tr
SN T (A

tr(B)
n—1

Um diese Differentialungleichung besser zu verstehen, wollen wir die Funktion % +
gegeben annehmen. Beachte, dass wir aufgrund der Taylorentwicklungen

h(t) = h(0) + t h(0) + ’;2 h(0) + O(t?) =t + O(t%)

und mo:Amyhﬂm+fAmM4w%=u%+om)

als

das Verhalten dieser Funktion nahe 0 durch

h  tr(AA™Y) 2
_ [ S A t
h+ 1 t+O()>0

beschreiben kénnen. Sei ty € (0, 0] die kleinste positive Nullstelle von h oder von a, je nachdem,
welche zuerst eintritt. Dann gilt

hm@+mw»:Mﬂ%mw@+Mwmwg:m

NO\h n-—1 N0 dt n—1
. (h tr(B) . d log det A(t)
d 1 - = lim — (logh(t) + ——= | = — falls ¢
. t%ﬁ(thn—l) t}‘%dt(c’g B+ n—1 > alsto < e

Wir machen die folgenden Beobachtungen.

(1) Es konnte sein, dass f|(g,) = 0 gilt. In diesem Fall gilt im Satz Gleichheit.
(2) Falls f(t) > 0 fiir ein ¢t € (0, ¢g), so schreiben wir die obige Ungleichung in einer Umgebung
von t um als

dlog f(t) - h  tr(B)
d¢ =~ h n-1
Man sieht leicht, dass lim, ~;, log f(s) = —oo fiir ¢; € (t,to) nicht méglich ist, also folgt f >
0 auf (¢,t0). Also — wenn f ab einem ¢ positiv ist, bleibt es das bis zur Zeit .
(3) Wir drehen das Argument unter (2) um. Wenn f(¢) < 0 fiir ein ¢ € (0,?p), so schreiben

WITr

dlog(—f(1))
dt
Jetzt folgern wir, dass limg\ 4, log(—f(s))

folgt f < 0 auf (0,¢). Da % + trgﬁ(f)) = 2+ O(t) fiir kleine ¢ positiv ist, kann log(—f(s))
fiir s — 0 nicht gegen —oco konvergieren, also kann f nicht gegen 0 konvergieren — im

Widerspruch zu unser Anfangsbedingung.

tr(B)
n—1"
—oo fiir t; € (0,%) nicht moglich ist, also

S_

=S
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Wegen gilt f > 0 auf [0,t9), was zu zeigen war.

Die zweite Behauptung des Satzes folgt aus der ersten, da
t"lat) . " la(t)
— = =lim——
t=0 h(t)"~1 150 gn—1p(¢)n-1

d (" ta(t)\ " lat) (n—1  a(t) h(t)
it ) = et (o a0 Vi) <0

bis zur ersten Nullstelle von a oder von h. Es folgt, dass die erste Nullstelle von a nicht kleiner als
die erste Nullstelle von h sein kann, was die Abschidtzungen beweist.

Falls bei 0 < t < t¢ in einer der beiden obigen Abschétzungen Gleichheit gilt, so muss f|j ) = 0
wegen gelten, und es folgt insbesondere tr(B(s))? = (n — 1) tr(B(s)?), woraus folgt, dass B(s)
fiir alle s € [0,t] jeweils ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Wegen der obigen Differentialglei-
chung B = —R — B? gilt das dann auch fiir

R(s) = ((Be,(s),i(5)¢(5), €5(5)))ij
woraus sofort die Behauptung K (E) = k(s) fiir alle Ebenen E € T,,)M mit é(s) € E folgt. O

und

Dieser Beweis lisst sich etwas geometrischer formulieren. Die Funktion =1 a(t) beschreibt ge-
rade das Volumenelement der Sphéire mit Radius ¢ um p in M im Vergleich zum Volumenelement
der Standardsphére — das liegt daran, dass der radiale Vektor ¢(t) senkrecht auf dieser Sphire steht
und Lénge 1 hat. Die Matrix B beschreibt den Weingarten-Operator und die zweite Fundamen-
talform dieser Abstandssphire — das erklért, warum B symmetrisch ist. Also ist tr(B) genau die
mittlere Kriimmung, und die Gleichung 4 log det(A(t)) = tr(B(t)) beschreibt die Volumensnderung
paralleler Flichen. An den eigentlichen Rechnungen #ndert diese Anschauung aber leider nichts.

2.19. BEMERKUNG. Der Satz von Bishop impliziert den Satz von Bonnet-Myers, denn die
erste positive Nullstelle ¢y der Funktion a ist nach Bemerkung [1.108| gerade der erste konjugierte
Punkt ldngs der Geodétischen c. Falls k > 0 konstant ist, gilt

h(t) = su(t) = sin(y/k t)

VR
Aus dem obigen Satz folgt tg < NG und daraus ergibt sich diam(M,g) < % wie im Beweis des
Satzes 2.141

Wir geben jetzt eine weniger technische Anwendung der obigen Resultate.

2.20. SATZ (Bishop-Gromov). Es sei (M, g) eine n-dimensionale vollstindige zusammenhdn-
gende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric > (n—1)k g fiir ein k € R. Es seip € M und p € M},

dann ist die Funktion
volB,(p)

volB,(p)

monoton nicht wachsend auf (0, 00) mit Grenzwert 1 bei r = 0. Aus volB,(p) = volB,(p) folgt, dass
die Bdlle isometrisch sind.

Somit wachsen Bille in M langsamer als in der Vergleichsmannigfaltigkeit M. Beachte, dass
der Nenner nicht von p abhéngt.

BEWEIS. Es sei s: SM — (0, 00| die Funktion aus Definition [1.102] also
s(v) :=sup{t > 0| d(cy(t),c,(0)) =t} € (0,00] .
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Diese Funktion ist stetig nach Lemma [1.112] Fiir den Modellraum setzen wir

{ﬂ falls k > 0, und

S =

N

oo  sonst.
Wegen des Satzes von Bonnet-Myers und Proposition gilt
s(v) <s fiir alle v € SM .
Betrachte die Teilmenge
Ve ={tv | v € Sp,M, und 0 < ¢ < min(r,s(v)) } C B.(0,) C T,M .
Dann ist die Abbildung exp,: V; — B;(p) injektiv nach Proposition und es gilt

exp, (V) C By(p) C By(p) = exp, (V) .

Hieraus schlieflen wir, dass

1
VOlBr(p)z/ \/mdwl"'dl‘n:/ aﬁ(Hx\|)da:l~--dx"
T V’r b

min(r,s(v))
:/ / " La,(t) dt dvol gspn (V) -
spM Jo

Hier ist ¢*P" die euklidische Metrik auf der Einheitssphire SpM, und a, ist die Funktion a aus

Satz[2.18| zur Geodiitischen ¢, mit Startvektor v € SP M. Im letzten Schritt sind wir von kartesischen

Koordinaten auf T,,M zu Polarkoordinaten iibergegangen, daher der zusétzliche Faktor t"~1 aus

der Integral-Transformationsformel. Die Schreibweise dvol «pn(v) gibt die Integrationsvariable an.
Fiir den Modellraum M, (k) gilt Gleichheit im Satz von Bishop, es folgt

a(t) = 1 ()t = (S”(t)y_l ,

t

somit

min(r,3)
volB,.(p) = / / se(t)"Lat dvol gspn (V)
SMp JO

min(r,s) min(r,3)
— volgn! / o)L dt = / / (8" dt dvol o (v)
0 s,m Jo

denn s, 16st gerade die Differentialgleichung fiir » mit k(t) = x konstant.
Es seien k, und h, wie in Satz zur Geoditischen ¢, definiert. Es folgt k() > k, und daher

d(&(t) hv<t>>zgﬁ<t>_sﬁ<t>2 Rolt) | ha(®)?

dat o) e hu(t) T (D)2

se(t)  hy(t)

Als Startwerte erhalten wir
’ 1 2 2
lim Sx(t)  hy(t) ~ im 1+ 0(t%) _ 1+ 0(t%) _0.
tNO\ Sk(t)  hy(t) NO\ T+ O(13) t+O(t3)
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Wie im Beweis des Satzes folgt
$ut) _ )
sk(t) = hy(t
fiir alle ¢t bis zur ersten Nullstelle von h,. Wegen Bemerkung gilt das insbesondere fiir alle ¢t €

(0, 5(v)).
Wir kombinieren das mit dem Satz von Bishop und erhalten

d t"la,(t) d t"la,(t) d hy ()71

>

und Sk(t) > hy(t) .

~—

&% et~ Bt T d e
Cn—1 ay(t) By () B (t) $x(t)
I + an(l) —(n—1) 0 +(n—-1) () (n—1) () <0
<0 <0

n—1
bis zur ersten Nullstelle von a,, insbesondere fiir ¢ € (0, s(v)). Insbesondere ist also tsﬁ(t)cff_(f) mo-

noton nicht wachsend in r.
Es reicht zu zeigen, dass fiir jeden Vektor v € S,M die Funktion

min(r,s(v)) . min(r,3) 1
rr fo(r) = / t" ay(t) dt / / se(t)" dt
0 0

monoton nicht steigt, denn dann gilt das gleiche auch nach Integration iiber S, M. Nach Bemer-

kung gilt im Falle x > 0, dass
volB,(p) volM . B T
= firaller > 5= —.
volB,(p) _ volMp T =708

Insbesondere diirfen wir also r < § annehmen.
Wir betrachten die Funktion f,(r) zunichst auf dem Intervall (0, s(v)]. Aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt hier

P (o) [Catr - st [ taoa) /([ s,{<t>"—1dt)2

[ (S ) i e ([ s <o

N~

<0

Auf dem Intervall [s(v), 5] hingegen gilt

df:lir) :—sﬁ(r)”‘l/osw) 1 ay (1) dt/ (/0 Sﬁ(t)n—ldt>2 0.

Damit ist die Ungleichung bewiesen.
Aus den Taylorentwicklungen von " !a,(t) und s,.(¢)""! bei ¢t = 0 folgt mit der Regel von
L’Hospital, dass

volB,(p) .. t" lay(t)

im ————~ = lim ———*

™0 VolB,(p)  m\0 sg(t)"1

Wir betrachten jetzt den Gleichheitsfall volB,(p) = volB,.(p) fiir ein r < 5. Aus der letzten
Abschétzung folgt r < s(v) fur alle v € S, M, somit r < p(p). Dartiberhinaus gilt

ho(t) o he(t) _ e(t)
ho(t) ho(t) — sklt)
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Aus der zweiten Gleichheit schlieflen wir &, (¢) = & fiir alle ¢t € [0, r], Aus der ersten Gleichheit folgt
wie im Beweis von dass K(E) = ky,(t) = & fiir alle ¢ € [0,7] und alle Ebenen E € T, ;)M
mit ¢,(t) € E. Hieraus folgt, dass die Jacobifelder V' ldngs ¢, mit Startwert V(0) = 0 die gleiche
Lange haben wie die entsprechenden Jacobifelder in M;}. Wie im Beweis von Satz erhalten

wir eine Isometrie
oM > BT(Op) —_ BT(Oﬁ) C TpM?

exp,, l l expy

~

M > B,(p) —— B.(p) C M}
O

Man beachte, dass im Beweis dieses Satzes gleich drei unterschiedliche Abschitzungen zusam-
menkommen (die Spurabschitzung aus Bemerkung die Abschéitzung des Volumenelementes
mit Hilfe der Riccati-Gleichung in Satz und die Abschétzung s(v) < %, unter anderem

mit Hilfe von Proposition . Es ist fast ein kleines Wunder, dass alle diese Abschétzungen
zZusammenpassen.

Kommen wir jetzt zu einer interessanten Anwendung des obigen Satzes, dem Durchmesser-
starrheitssatz von Chen. Dieser behandelt wie versprochen den Gleichheitsfall im Satz [2.14] von
Bonnet-Myers.

2.21. SATZ (Cheng). Es sei (M, g) eine n-dimensionale, vollstindige, zusammenhdingende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit n > 2 und ric > (n — 1)k g fir ein k > 0. Wenn diam(M) > %
gilt, dann ist (M, g) isometrisch zur runden Sphére M} = ﬁ Sm c R

BEWEIS. Setze R = % = diam(M}). Aus Satz folgt R = diam(M). Aus dem Satz
von Bishop-Gromov folgt
volM  volBg(p)
volM™ — volBg(p)
fiir alle » und alle p € M, p € M.
Da M kompakt ist, existieren Punkte p, ¢ € M mit d(p,q) = R. Seien p, ¢ € M Antipoden

mit d(p,q) = R, dann gilt

volB,(p)
volB,(p)

<

0= B, (p) N BR—T(Q) = Br(ﬁ) N BR—T(@) .

Wir schlieflen daraus, dass

1M
volM > volB,(p) + volBr_(q) > ‘SMH (volB,.(p) + volBr_(@)) = volM .
v K
=volM 2
vol By (p)

Da in der obigen Ungleichung Gleichheit gilt, ist das Verhé&ltnis von r unabhingig. Indem

vol By (p)
wir den Limes r Y\, 0 betrachten, sehen wir, dass volB,(p) = volB,.(p) fiir alle r gilt. Nach dem Satz
von Bishop-Gromov sind B,(p) und B, (p) fiir alle r € (0, R) isometrisch, aus Stetigkeitsgriinden

also auch fiir r = R. Insbesondere sind auch M = Bg(p) und M;' = Br(p) isometrisch. O

2.3. Fundamentalgruppe und kiirzeste geschlossene Kurven in kompakten
Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir einige weitere topologische und geometrische Eigenschaften
von Mannigfaltigkeiten positiver Schnittkriimmung herleiten. Dabei nutzen wir aus, dass es in
jeder nicht einfach zusammenhéngenden kompakten Mannigfaltigkeit immer kiirzeste geschlossene
Kurven gibt.
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2.22. DEFINITION. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Schleife in M ist eine stetige Abbil-
dung v: [0,1] — M mit v(0) = ~(1). Zwei Schleifen vy, 1 heiflen (frei) homotop, wenn es eine
stetige Abbildung h: [0,1]?> — M gibt mit

h(t,i) = vi(t) und h(0,s) = h(1,s)

fiir alle s, t € [0,1] und 7 € {0, 1}. Eine Schleife, die zu einer konstanten Schleife frei homotop ist,
heifit zusammenziehbar.

Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist eine geschlossene Geoditische eine
Geodaétische c: [0,1] — M mit ¢(0) = ¢(1) und ¢(0) = ¢(1).

Diese Definition und das folgende Lemma funktionieren fiir beliebige topologische Réume.

2.23. LEMMA. FEs sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es eine
natirliche Bijektion von freien Homotopieklassen von Schleifen von M und Konjugationsklassen in
der Fundamentalgruppe m (M).

BEWEIS. Zunichst ist jede Schleife frei homotop zu einer Schleife am Punkt p. Dazu wihle
einen Weg o von 7(0) = (1) nach p und definiere frei homotope Schleifen v5 = a|[6,13]’ya][075} fiir
alle s € [0,1]. Dann ist g = «y, und ~; ist Schleife an p.

Seien nun g, v; zwei Schleifen am Punkt p, und sei h: [0,1]> — M eine freie Homotopie
zwischen ihnen. Setze o(t) = h(0,t) = h(1,t), dann ist o eine Schleife an p, und man kann eine
Homotopie h zwischen 41 und o~ 'ypo konstruieren. Es folgt, dass [y1] = [o] ™ [y0][o] € 71 (M, p).

Wenn umgekehrt 7o und ~; Elemente ein und derselben Konjugationsklasse von 71 (M) repré-
sentieren, etwa [y1] = [0]7[y0][o], dann ist 4o frei homotop zu o~ !ypo wie im ersten Schritt des
Beweises, und o~ 'vgo ist homotop zu 7. ([l

2.24. BEMERKUNG. Sei M zusammenhingend. Ohne Angabe eines Basispunktes sind Elemente
in (M) bis auf Konjugation wohlbestimmt nach Bemerkung Wir diirfen also von Konju-
gationsklassen in m (M) sprechen.

AuBlerdem sehen wir leicht, dass eine Schleife genau dann zusammenziehbar ist, wenn sie frei
zusammenziehbar ist. Wir diirfen hier also den Zusatz ,frei“ weglassen.

Wir geben ein niitzliches Kriterium dafiir an, dass eine Schleife nicht zusammenziehbar ist.
Dazu beweisen wir jetzt doch noch einen wichtigen Satz iiber Uberlagerungen.

2.25. SaTz (Homotopieliftungssatz). Es sei: M — M eine Uberlagerung, es seien F: N — M
und H: N x [0,1] — M stetige Abbildungen mit (m o F')(p) = H(p,0) fir alle p € N.

N LM

lX{O} lw
H
N x[0,1] —— M.
Dann ezistiert genau eine stetige Abbildung H: N x [0,1] — M mit moH = H und fl(p, 0) = F(p)
BeEWwEIS. Wir betrachten zunéichst p € N. Zu jedem ¢ € [0, 1] existiert eine gleichmiBig iiberla-
gerte Umgebung U von H (p,t) € M wie in Definition [1.115} insbesondere gilt also 7~ }(U) = U x X

fiir eine diskrete Menge X. Da [0, 1] kompakt ist, existieren endlich viele 0 = tg < t; < -+ <t = 1,
gleichméfig iiberlagerte offene Mengen U; und diskrete Mengen X, so dass

H(p,t) e U; firallel1 <i<kundte [ti_l,ti}
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und 7~ H(U;) = U; x X;. Wegen Stetigkeit von H und Kompaktheit von [0, 1] existiert eine zusam-
menhéngende Umgebung V' von p, so dass

H(q,t) € U; fir alle g € V, alle 1 <i < k und alle ¢ € [t;_1, 1] .
Wegen Stetigkeit von F ist die zusammengesetzte Abbildung

Vv L) s Ui x Xh —— Xy

konstant, da V zusammenhéngend ist. Sei 1 € X der Bildpunkt, dann definieren wir H |le[t07t1]
durch

H(g,t) = (H(g,t),z1) e Uy x X1 Za '(U1) C M fiir alle g € V und alle ¢ € [to, 1] .

Das liefert offensichtlich eine stetige Abbildung. B
Wir setzen dieses Verfahren induktiv fort, indem wir H fortsetzen durch

H(q,t) = (H(q,t), fi) €Ui x X; = YW U) c M fiir alle ¢ € V und alle ¢ € [t;—1,t;] .

Nach endlich vielen Schritten haben wir H auf V x [0, 1] konstruiert.
Diese Konstruktion ist eindeutig, denn sei ¢ € V, und sei H " eine weitere lokale Fortsetzung
von F. Wegen Stetigkeit sind die Abbildungen

[tifl,ti] m} N x [tz;l,ti] L) 7T_1(Ui) 22U, x X, — X;
konstant, und es folgt H'(q,t) = H(q,t) fiir alle ¢ € [0, 1] nach Induktion iiber i.
Da jeder Punkt p in M eine geeignete Umgebung V' besitzt, so dass sich F|y auf V' x [0, 1]
fortsetzen ldsst, und je zwei solche Fortsetzungen auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich iiber-
einstimmen, kénnen wir H also auch global definieren, und zwar auf genau eine Weise. O

2.26. FOLGERUNG. Jede Schleife v in M am Punkt p lisst sich zu einem Weg 5 in M liften,
wobei ¥(0) € 7~ 1(p) beliebig gewdhlt werden kann.

BEWEIS. In der Notation von Satz ist N ein Punkt, H = v und der Anfangspunkt p € M
ist das Bild von N unter F. g

2.27. FOLGERUNG. Sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit universeller Uberlage-
rung m: M — M. Sei7: [0,1] — M ein Weg, dessen Bild v = w o4 eine Schleife in M ist, d.h., es
gilt my(0) = my(1). Dann ist v genau dann in M zusammenziehbar, wenn 4(0) = (1).

BewEers. Ubung. O

2.28. LEMMA. FEs sei (M, g) eine kompakte, zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(1) Jede Schieife v der Linge L(vy) < 2p(M) ist zusammenziehbar.
(2) Jede freie Homotopieklasse nicht zusammenziehbarer Schleifen wird durch eine kiirzeste
geschlossene Geoddtische realisiert.

BEWEIS. Zu (1) sei p = 7(0). Fiir den Injektivitédtsradius gilt p(p) > p(M). Wie im Beweis von
Folgerung [1.90| verlduft eine Schleife der Lénge L(vy) < 2p(M) ganz in B, (p), und wir erhalten
eine Homotopie

r(p
h(t,s) = exp, (s exp, ' (7(1))) -
Zu (2) sei v eine beliebige nicht zusammenziehbare Schleife, dann setze
{ = inf { L(+") ’ ~/ ist frei homotop zu 7} .
Wegen (1) gilt £ > 2p(M). Wir kénnen eine Folge glatter, zu «y frei homotoper Schleifen (7;);en mit
lim L(v;) =4
1—00
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wéhlen; diese seien 0.B.d.A. proportional zur Bogenléinge parametrisiert. Insbesondere existiert eine
Konstante C' = max L(~y;) mit

d(7i(s),7(t)) < C min(]s — ¢, 1 —[s — ¢[)
fiir alle ¢ € N und alle s, t € [0, 1].
Wir haben also eine Familie gleichgradig stetiger Abbildung in ein Kompaktum M gefunden.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert ein Hiufungspunkt in der C°-Topologie, insbesondere
konvergiert eine Teilfolge punktweise gegen eine Schleife v : [0, 1] — M mit

d(¥o0(8); Yoo (t)) = € min(|s — [, 1 —[s — ¢])
fiir alle ¢ € N und alle s, ¢t € [0, 1]. Da diese Schleife lokal kiirzeste Verbindung ihrer Punkte ist, ist

sie eine Geoditische. Da dies auch iiber den Punkt 74, (0) = 700 (1) hinweg gilt, ist v geschlossen.
Um zu zeigen, dass 7. frei homotop zu v ist, wihle zunéchst ¢ so grof3, dass

d(700(1),7i(t)) < p(M)
fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann existiert eine Homotopie durch kiirzeste verbindende Geodétische, d.h., wir
definieren h: [0,1]?> — M durch

-1
h(t, s) = exp., ) (s exp ;) (%)) -
Damit ist v frei homotop zu 7;, und somit auch zum urspriinglichen ~. O

2.29. BEMERKUNG. Mit dem obigen Lemma und dem Satz von Hadamard-Cartan lasst
sich leicht zeigen, dass jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K < 0
geschlossene Geodétische tragt (Ubung).

Als néchstes definieren wir den Begriff der Orientierung, den wir fiir die folgenden Resultate
benétigen.

2.30. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Zwei Karten ¢, ¥ von M heiflen
gleich orientiert, wenn fiir alle p € U? N UY gilt, dass

det(d(@b o goil)lp(p)) > 0.
Ein orientierter Atlas von M ist ein Atlas A von M, in dem je zwei Karten gleich orientiert
sind. Zwei orientierte Atlanten von M heiflen gleich orientiert, wenn ihre Vereinigung wieder ein
orientierter Atlas ist. Die Vereinigung aller zu einem gegebenen Atlas gleich orientierter Atlanten
heifit ein maximaler orientierter Atlas oder eine Orientierung von M. Falls so etwas existiert,
heifit M orientierbar.

Ein Diffeomorphismus F': M — N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten heifit orientierungs-
erhaltend, wenn fiir alle Paare orientierter Karten ¢ von M und ¢ von N und alle p € U¥NF~1(U w)
gilt, dass

det(d(y o F o 80_1)90(17)) >0.

Jeder Tangentialraum T, M lésst sich auf zwei Weisen orientieren, und eine Orientierung wihlt
in stetiger Weise an jedem Punkt eine dieser beiden Orientierungen aus; sie besteht aus allen

Basen (v1,...,v,) von T, M, fiir die (vf,...,vy) eine positiv orientierte Basis des R™ ist.

2.31. DEFINITION. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Es sei o(7,M) die Menge aller
Orientierungen von 7, M, dann heif3t

m:o(TM) = |J o(T,M) =M  mit (p,0)—p
peEM
die Orientierungsiiberlagerung von M.
Eine Schleife v in M heifit orientierbar, wenn sie sich zu einer Schleife in o(T M) liften lisst.
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2.32. BEMERKUNG. Sei M differenzierbare Mannigfaltigkeit, und sei 7: o(T'M) — M die Ori-
entierungsiiberlagerung.

(1) Zunéchst einmal ist o(T'M ) tatséchlich eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, und 7 ist eine
zweiblittrige Uberlagerung von M. Sei etwa ¢ eine Karte von M, dann induziert ¢ fiir
alle p € U¥ eine Orientierung oj auf T,,M, so dass dpp: T,M — R™ orientierungserhaltend
ist. Es sei —op die dazu entgegengesetzte Orientierung von 7, M, dann folgt

U? x {1,-1} =7~ 1(U¥) mit (p, £1) = Fo05 € o(T,M) .
Seien ¢, 1) gleich (verschieden) orientiert, dann erhalten wir
(UP x {£1}) N (UY x {F1}) =0  baw. (U x {£1})n (U¥ x {£1}) =0,

und die Kartenwechsel auf M induzieren Kartenwechsel auf o(T'M). Also ist o(T'M) eine
orientierte Mannigfaltigkeit der gleichen Dimension wie M und 7 eine Uberlagerung.

(2) Auf o(TM) operiert die Gruppe {1, —1} durch Beibehalten bzw. Wechsel der Orientierung
an jedem Punkt von M; es folgt M = o(T'M)/{1,—1}, und 7: o(TM) — M ist die
Quotientenabbildung.

(3) Wenn M orientiert ist, folgt o(T'M) = M x {1, —1}, wobei (p, 1) der gewéhlten Orientierung
auf T, M entspricht. Wenn umgekehrt o(T'M) = M x {1,—1} gilt, wobei 7 zur Projek-
tion auf den Faktor M wird, dann lasst sich M orientieren, indem 7, M mit der (p,1)
entsprechenden Orientierung versehen wird.

(4) Es sei v: [0,1] — M eine Schleife in M. Wir wihlen eine Basis (e1(0),...,e,(0)) und

setzen diese stetig fort zu einer Familie von Basen (e1(t),...,en(t))icio,) € X(7). Die
Orientierungen dieser Basen beschreiben einen Lift 4 von v nach o(T'M). Folglich ist ~
genau dann orientierbar, wenn (e1(0),...,e,(0)) und (e1(1),...,e,(1)) gleich orientierte

Basen von T’ )M sind.

2.33. LEMMA (Lemma von Synge). Es sei M eine zusammenhdngende, kompakte, n-dimensio-
nale Riemannsche Mannigfaltigkeit positiver Schnittkrimmung.

(1) Es sei n gerade. Wenn M orientierbar ist, ist M einfach zusammenhdngend, ansonsten
gilt T (M) = {1, —1}.
(2) Wenn n ungerade ist, ist M orientierbar.

BeEwEIS. Wir beweisen hier nur Teil (1). Teil (2) ldsst sich mit #hnlichen Methoden zeigen
und ist daher eine Ubung. Zu (1) zeigen wir, dass M keine nicht zusammenziehbare orientierbare
Schleife enthélt.

Wenn M orientierbar ist, dann ist jede Schleife orientierbar, also auch zusammenziehbar, und
es folgt m (M) = {1}. Ansonsten hitte 71 (M) ndmlich mindestens eine nichttriviale Konjugations-
klasse, es wiirde also nicht zusammenziehbare Schleifen geben.

Wenn M nicht orientierbar ist, enthdlt M mindestens eine nicht orientierbare Schleife, also
existiert ein nicht orientierbares Element v € 71 (M). Angenommen, v € 71 (M) wére ebenfalls nicht
orientierbar. Dann wire 7~ 14/ orientierbar, es folgt also v = ~/. Insbesondere gilt 71 (M) = {1, —1}.

Es sei jetzt c¢: [0,¢] — M eine orientierbare geschlossene Geodétische in M mit p = ¢(0) =
c(f) und v = ¢(0) = ¢(¢). Parallelverschiebung ldngs ¢ definiert eine orientierbare, orthogonale
Abbildung P,: T,M — T,M mit P.(v) = v. Nach dem Satz {iber normale Abbildungen wird P, in
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einer geeigneten Orthonormalbasis von T, M dargestellt durch eine Matrix der Form

cos 1 —singq
sin 1 CoS 1

cos @y, — sin g
sinpy  cos g

-1

1

Da det P, > 0, ist die Anzahl der Eintrage —1 gerade, da dim 7},M gerade ist, also auch die Anzahl
der Eintrége 1. Nun ist aber v = ¢(0) ein Eigenvektor, also gibt es einen weiteren Eigenvektor w L v
zum Eigenwert 1.
Wir setzen w zu einem parallelen Vektorfeld W € X'(c) lings ¢ fort. Da P.(w) = w, folgt W (0) =

W (£). Sei nun ¢, eine Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld W. Da ¢ geschlossene Geoditische
ist, folgt

4 L(es) =0

dsls=0 Ca) =1
Die zweite Variationsformel aus Satz [1.86] liefert

2 ¢
Sl ypted = [ @) = Kespantew. wo) 1ol (W) i <o
=0 >0

Insbesondere ist die geschlossene Geoditische ¢ nicht die kiirzeste Kurve in ihrer freien Homoto-
pieklasse. Nach Lemma [2.23| gibt es aber in jeder freien Homotopieklasse nicht zusammenziehbarer
Schleifen eine kiirzeste geschlossene Geoditische. Folglich kann es keine nicht zusammenziehbaren,
orientierbaren Schleifen in M geben. U

2.34. BEMERKUNG. Man sieht leicht, dass RP™ genau dann orientierbar ist, wenn n ungerade
ist. Die Linsenrdume aus Beispiel [I.137] zeigen, dass im ungerade-dimensionalen Fall die Fundamen-
talgruppe zwar endlich ist wegen des Satzes [2.14] von Bonnet-Myers, aber beliebig viele Elemente
enthalten kann.

Auf die Voraussetzung K > 0 kann man nicht verzichten: Indem man das Riemannsche Produkt
eines der obigen Beispiele mit S* oder RP? bildet, erhilt man Gegenbeispiele, in denen allerdings
nur noch K > 0 gilt.

Wir wollen das obige Argument zu einer unteren Abschétzung fiir den Injektivitdtsradius aus-
bauen. Im Gegensatz zum Satz von Bonnet-Myers erhalten wir dadurch eine untere Schranke fiir
die Grofle der Mannigfaltigkeit. Zunéchst einige Voriiberlegungen.

2.35. PROPOSITION. Es sei (M, g) kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert ent-
weder eine geschlossene Geoditische der Linge 2p(M), oder Punkte p, ¢ € M und eine kiirzeste
Geoditische von p nach q der Linge p(M), entlang der p zu q konjugiert ist.

BEWwEIS. Es gilt p(M, g) = inf,csn s(v), und da SM kompakt ist, wenn M kompakt ist, wird
das Infimum bei v € T, M mit p € M angenommen. Es sei ¢, die Geodétische mit Startvektor v
und ¢ = ¢,(p). Falls pv € T,M zu p konjugiert ist, sind wir fertig.

Anderfalls gibt es kiirzeste Geodétische ¢ # ¢, von p nach c(p + 6) fiir alle € > 0 mit Startvek-
tor we € S, M. Da SM kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge der w1 gegen einen Vektor w € S, M.
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Da exp,, in einer Umgebung U von v invertierbar ist, liegen fast alle w1 nicht in U, also gilt w # v
wie im Beweis von Lemma Dann ist ¢, # ¢, eine weitere kiirzeste Geoditische der Lénge p
von p nach ¢. Falls pw € T, M zu p konjugiert ist, sind wir wieder fertig.

Wir wollen zeigen, dass ¢, und ¢, ansonsten gemeinsam eine geschlossene Geodétische bilden.
Wire das nicht so, dann wiirden sich die beiden Geodétischen in p oder in g in einem Winkel < 7
treffen, etwa in ¢. Dann gibt es einen Vektor v € T, M mit

(Ev(p),u) <0 und (Cw(p),u) <O0.

Nach Voraussetzung ist exp, nahe pv und nahe pw lokal invertierbar. Fiir kleine £ > 0 existieren
also Kurven v, w: (—¢,e) — T, M mit

v(0) =v, w(0) =w und exp,(pv(s)) = exp,(pw(s)) = exp,(su) .
Aus der ersten Variationsformel aus Satz folgt
lpv(s)] < dpexpysu)) <p  wnd [lpw(s)] < dlp,expy(su)) < p

im Widerspruch zur Definition des Injektivitétsradius.

Folglich miissen sich ¢, und ¢, bei ¢ im Winkel 7 treffen. Wir vertauschen oben die Rollen
von p und ¢ und sehen, dass sich Cv‘[o, o] und cw|[07p] auch bei p im Winkel 7 treffen, und daher nach
Umparametrisierung eine geschlossene Geodétische der Lénge 2p(M) bilden. O

2.36. BEMERKUNG. Die kiirzesten geschlossenen Geodétischen auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit heilen auch Systolen.

(1) Der Injektivitétsradius der runden Sphére ist m. Geodétische zwischen Antipoden kénnen
sich in beliebigen Winkeln treffen. Das ist moglich, da Antipoden entlang jeder Geodéti-
schen konjugiert sind.

(2) Sei M kompakt mit nichtpositiver Schnittkriimmung. Nach dem Satz [2.11] von Hadamard-
Cartan gibt es keine konjugierten Punkte, also wird der Injektivitédtsradius stets durch
die Systolen realisiert. Da die universelle Uberlagerung keine geschlossenen Geodétischen
enthélt, schliefen wir aus Folgerung dass die Systolen nicht zusammenziehbar sind,
also durch die Fundamentalgruppe bedingt sind.

2.37. SATZ (Klingenberg). Es sei (M, g) eine kompakte, orientierbare Riemannsche Mannigfal-
tigkeit gerader Dimension mit Schnittkrimmung 0 < K < k. Dann gilt

diam (M) > p(M) > .

Bewers. Wir nehmen an, dass R := p(M) < ﬁ gilt. Nach dem Satz von Rauch ist exp,

fir alle p auf ganz Br(0,) lokal invertierbar. Nach Proposition wird der Injektivitétsradius
also durch eine geschlossene Geodétische c: [0,1] — M der Linge 2R représentiert.

Wie im Beweis des Lemmas existiert eine Variation von ¢ durch Schleifen ¢; mit ¢y = ¢,
die fiir 0 # s € (—¢, ) kiirzer als ¢ sind. Insbesondere gilt d(cs(0), cs(t)) < R = p(M) fiir alle s # 0
und alle ¢ € [0,1]. Nach Folgerung existiert eine Abbildung

®:[0,1] x ((—&,e)\ {0}) = {veTM ’ o] <R} mit (7 xexp)(P(t,s)) = (cs(0),cs(t)) -

Da die Abbildung 7 x exp auf der kompakten Menge {v € TM | |[v|| < R} wegen R < ﬁ

lokal invertierbar ist, existiert eine Konstant C' mit
|(dy exp™)(w)]| < C [Jw| fiir alle v € TM mit |jv]] < R.

Andernfalls gébe es eine Folge von Vektoren u; € T, M C T,, M mit |jv;|| < R, [Ju;] =1
und |[|(dy,; exp)(w;)|| — 0 fiir i — oo, diese Folge hétte wegen Kompaktheit einen Grenzwert uo, €
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Ty.. M mit ||veo|| < R, |[tucol = 1 und (dy,, exp)(too) = 0 im Widerspruch zur lokalen Invertierbar-
keit.
Hieraus folgt

H%(f(t,s) <C |es)] £ < o0

fir alle s € (—¢,¢) # 0 und alle ¢ € [0, 1], da auch ||¢s(t)]| fiir s € [~5, §] universell beschrénkt ist.
Nach Arzela-Ascoli konvergiert eine Folge von Kurven ®( -, s;) fiir s; — 0 gegen eine geschlossene
Kurve ¢: [0,1] — T, M mit exp, op = c.

Das steht im Widerspruch dazu, dass ¢ als Lift einer Geodétischen mit ¢(0) = 0, durch eine
radiale Gerade gegeben sein muss. Hieraus folgt p(M) > ﬁ, und die Aussage diam(M) > p(M)

sollte klar sein. O

2.38. BEMERKUNG. Die runde Sphére zeigt, dass Gleichheit moglich ist. Insbesondere ist obiger
Satz in gewissem Sinne komplementir zum Satz von Bonnet-Myers. Insgesamt gilt fiir gerade-
dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeiten also

T m
0<r<K<r =  —<pM,g)<diam(M,g) < —.
= = r(M.9) (M, g) =
Die Bedingung K > 0 ist notig, um das Lemma [2.33| anwenden zu kénnen. Fiir K = 0 bei-
spielsweise kann man Tori mit beliebig kleinem Injektivitédtsradius konstruieren.
Die Linsenriume aus Beispiel [1.137] zeigen, dass die Abschitzung im ungerade-dimensionalen
Fall nicht moglich ist, denn ihr Injektivitatsradius % wird fiir grofe p beliebig klein.

2.4. Der Winkelvergleichssatz von Toponogov

In diesem Kapitel beweisen wir, dass Winkel beliebiger Dreiecke mit kiirzesten Seiten in voll-
staendigen Mannigfaltigkeiten der Schnittkriimmung K > k nie kleiner sind als die eines Vergleichs-
dreiecks mit gleichen Léngen in M. Fiir kleine Dreiecke konnten wir das als Ubung 2 von Blatt 13
aus der Folgerung [2.8] aus dem Satz von Rauch herleiten. Die Verallgemeinerung auf beliebige
Dreiecke erfordert wieder ein paar globale Uberlegungen. Wir werden sie im nichsten Abschnitt
benutzen, um von manchen Mannigfaltigkeiten zu beweisen, dass sie hom6omorph zur Sphére sind.

2.39. DEFINITION. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein (geoddtisches) Drei-
eck Acjcges in M besteht aus drei Geodétischen ¢y, ¢, c3: [0,1] — M mit den Eckpunkten p;yo 1=
¢i(l) = ¢i+1(0) € M, wobei Indizes modulo 3 betrachtet werden. Es hat die Seitenlingen ¢; und
die Winkel ~; € [0, 7] mit

b= L(c;) = || und i = Zp (—éip1(1), éi42(0)) -
Ein geoditisches Dreieck Acyicocs heifit minimal oder kiirzestes, wenn ¢; = d(p;t1, pi+2) fir alle i.

2.40. BEMERKUNG. (1) Es reicht im allgemeinen selbst bei einem kiirzesten Dreieck nicht,
nur die Eckpunkte py, p2, p3 anzugeben, da es zwischen ihnen mehrere kiirzeste Geodétische
geben kann.

(2) In einem kiirzesten Dreieck gilt die Dreiecksungleichung ¢; < ¢;41+¢; 2, in einem beliebigen
geodétischen Dreieck kann sie aber verletzt sein.

Wir haben im letzten Semester bereits kiirzeste Dreiecke in den Réumen M fir x € {1,0, —1}
betrachtet. Fiir beliebige x behelfen wir uns mit Skalierungsiiberlegungen wie im Beweis von Pro-
position |1.133f den Seitencosinussatz in M, haben wir in den Ubung 1 von Blatt 13 kennengelernt.

2.41. BEISPIEL. Wir betrachten Beispiele von Dreiecken, um die oben skizzierte Aussage des
Satzes von Toponogov zu verstehen.
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(1) Auf dem Zylinder R?/Z x {0} betrachte ein Dreieck mit den Eckpunkten p; = [x1,¥1],
p2 = [z2,y2] und p3 = [0,0] mit 0 < z1 < z2 und x1, 2 —z; und 1 — x93 < % Dann ist
die Seite ¢; von po nach ps kiirzer als die eines Dreiecks mit den gleichen Koordinaten
in R?, folglich ist der Winkel im Vergleichsdreieck kleiner, und das selbst bei konstanter
Schnittkriimmung K = . Wir kénnen also nicht wie im Satz von Rauch die Unglei-
chungszeichen bei Voraussetzung und Abschéitzung umdrehen. Fiir ,kleine“ Dreiecke gilt
so eine Abschétzung immerhin, sieche Aufgabe 1 von Blatt 10.

(2) Wir wollen jetzt nur noch verlangen, dass ¢; und cy kiirzeste Geodéitische sind. Dazu
betrachten wir etwa auf RP? ein Dreieck, dass sich auf S? wie folgt beschreiben lisst.
Wiihle auf dem Aquator zwei Punkte pq, pp im Abstand d < 5. Es sei p3 ein Punkt auf
der Nordhalbkugel mit

T—d T
5 < d(p1,p3) = d(p2, p3) < 5

Wir betrachten die Bilder dieser Punkte in RP? und wihlen fiir ¢, co die jeweils kiirzesten
Geodaétischen, fiir ¢ hingegen die Geodétische der Lange m—d. Dann sind die Winkel ~1, o
stumpf. Im Vergleichsdreieck kénnen die Winkel 71, 72 beliebig klein werden fiir d(p1, p3) =
d(p2,p3) — “de. Auf der anderen Seite kann es passieren, dass 73 > 3. Wir werden sehen,
dass das daran liegt, dass c3 keine kiirzeste Geodétische ist.

(3) Es sei jetzt M = S™ = M die runde Sphire mit K = x = 1. Es seien ps und p3 =
—po Antipoden und p; € S™ ein beliebiger weiterer Punkt. Dann bilden die Seiten co
und c3 zusammen einen Halbkreisbogen, insbesondere gilt v; = m. Fiir ¢; diirfen wir einen
beliebigen Halbkreisbogen zwischen ps und ps wéhlen, dann folgt 79 = v3 und ¢ = 7 =
ly + 3. Jede andere Wahl von ¢y liefert ein Vergleichsdreieck, dessen Winkel bei po, ps3
durchaus kleiner als 9 = =3 werden kénnen. Wir werden also im Satz von Toponogov bei
der Wahl des Vergleichsdreiecks unter Umsténden etwas aufpassen miissen.

Wir formulieren jetzt den Satz von Toponogov, der einen #lteren Satz von Alexandrov ver-
allgemeinert. Der Beweis wird den Rest dieses Abschnitts in Anspruch nehmen. Groflen im Ver-
gleichsdreieck in M} werden mit dem gleichen Symbol bezeichnet wie die entsprechenden Groéflen
im Originaldreieck in M und zusétzlich mit einem Querstrich versehen.

2.42. SaTz (Alexandrov, Toponogov). FEs sei (M, g) vollstindige Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung K > k, und es sei Acicocs ein Dreieck in M mit kiirzesten Seiten c¢i und ca, und
mit b3 < l1 + lo, und l3 < ﬁ falls k > 0. Dann existiert ein Vergleichsdreieck Ac¢i¢acs in M)' mit

den gleichen Seitenlingen 0; = ¢; und Winkeln 7, < v1 und Yo < 7a.
Wenn alle drei Seiten kiirzeste Geodétische sind und das Vergleichsdreieck bis auf Isometrie

eindeutig bestimmt ist, erhalten wir offensichtlich auch noch 43 < ~3. Wir beginnen mit einigen
Hilfsaussagen, bevor wir weiter unten den Satz beweisen.

2.43. BEMERKUNG. Es sei (M, g) vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit, K C M kompakt

und r > 0. Wir erinnern uns an die Taylorentwicklung der Metrik g®*Pr " in Normalkoordinaten
um p aus Proposition [1.84 Fiir p € K und v, w € T,M mit 0 < ||v|| < 7 betrachte den Ausdruck

exp, !
1o expy wl — [l _ )m ol _ ) vTFOw) ~ ul] _

2 2 2
[[of fJewl] [[of ]l [l [l

O(llv°)

fiir kleine v; dieser Ausdruck ist also auch fiir sehr kleine v beschrinkt.
Aufgrund der Kompaktheit der Menge
{(p,v) e TM |pe K,veT,Mmit |[v| <r}
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existiert also eine Zahl ) mit
[l expy wl| = lJwll] < @ o] ]
fir alle p € K und v, w € T,M mit ||v|| < r. Daraus schlieBen wir folgendes.
(1) Fiir alle 0 < e <7, alle p € K und alle Kurven ~v: [0, 1] — B.(0,) gilt

| L(exp, o) — L(7)| < €20 L(v) .

Dazu integrieren wir obige Abschéitzung iiber ~
(2) Essei p € M und ¢; eine Folge von Punkten in M, die gegen p konvergiert, und es seien v;,
w; € Ty, M Folgen von Vektoren, die fiir ¢ — oo gegen 0, konvergieren. Dann folgt

d(expy, (vi), expy, (wi)) = vi — willy, (1+O((llvill + [lwill)?)) ,

indem wir (1) zum einen auf die Strecke von v; nach w; in Tj,, M anwenden, und zum
anderen auf die kiirzeste Verbindung in M, die einen Ball um ¢; mit Radius [Jv;|| + ||w;]|
nicht verlésst, sieche Bemerkung [2.10

2.44. PROPOSITION. Es sei Acicacg ein Dreieck in M mit einer kiirzesten Seite co, wobei p3
nicht auf der Seite c3 liege. Es seit; € (0,1) eine Folge mit t; 0 fiiri — oo, es seien b;: [0,1] - M
kiirzeste Geoditische von ps nach q; = c3(t;), und es sei o; der Winkel bei q; im Dreieck ACle’C3|[ti71].
Dann konvergiert die Folge o; gegen einen Winkel cvoo < 1.

Auf der anderen Seite konnen die einzelnen «; durchaus grofler sein als der Winkel 1, wie man
an einem Bild leicht erkennt.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass kein Hiufungspunkt o, der Folge a; grofler als ~y; ist. Sei
etwa a ein Héufungspunkt, dann kénnen wir eine Teilfolge i; auswiéhlen, so dass die Winkel a;
gegen a und die Geodéitischen b;; gegen eine kiirzeste Geodétische b von p3 nach p; konvergieren.
Indem wir ¢o durch by, ersetzen, sehen wir, dass a, der grofite Hiufungspunkt sein muss, aber das
gilt natiirlich fiir jeden Hiufungspunkt, also kann es nur einen Haufungspunkt geben. Da alle «;
im kompakten Intervall [0, 7] liegen, folgt, dass a; gegen a., konvergiert.

Wir fixieren eine grofie Konstante 1 < 7 € R. Fiir ¢ — oo konvergiert L(b;) — f2 > 0
und ¢; — p1, folglich gilt 7d(p1,q;) < L(b;) fiir alle hinreichend grofien i. Wir konstruieren Punkte

r; auf b; mit d(Tz', Qi) = Td(pl,%)
und s; auf co mit d(Si;pl) = d(ri,pl) .

Fiir ¢ — oo kénnen wir Bemerkung auf die Urbilder von p1, 7; in Ty, M unter exp,,
anwenden, und erhalten mit dem Cosinussatz der euklidischen Geometrie, dass

d(p1,si)* = d(p1,m:)?
= d(p1,¢)?* + d(gi,m:)* — 2d(p1,¢:) d(gi, ) cos(m — o) + & d(gi, ;)
=d(p1,qi)* (1477 +27 cosa; +&77) ,

wobei g; — 0 fiir 7 — oo.

Genauso verfahren wir mit den Urbildern der Punkte ¢; und s; in T, M unter exp;ll, und
erhalten
> +d(py,si)* — 2d(p1, ¢;) d(p1, si) cosy1 + €} d(p1, 5:)°

p1,¢:)% (1 + 72+ 27 cosa; +;7%) (1 + €})

d(qi, 8i)* = d(p1, ¢
= d(pla qi
—2d

+d(
2 d(

p1,¢i)? cosy1 V1 + 72+ 27 cos q; + ;72

- = L

n_2

1
2 2
d(p1,qi (2—1-7' +27’cosal—2cosm\/1—|—7' +27‘cosozz+57-),
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wobei ¢} und &/ weitere Nullfolgen sind.
Mehrfaches Anwenden der Dreiecksungleichung liefert

d(p1,7i) +d(ri, p3) > d(p1,p3) = d(p1, si) + d(si, p3) = d(ri, p3) > d(si,p3) ,
d(qi, si) + d(si,p3) > d(qi, p3) = d(qi, i) + d(ri,p3)
also  d(q;,s:) > d(gi,ri) + d(ri, p3) — d(si, p3)
> d(qi,ri) = 7d(p1,qi) -

Wir kombinieren das mit der obigen Gleichung und erhalten

d(p1, q)? (2 + 7% + 27 cosa; — 2 cos V1472 +27 cosay + 5;’72) =d(q;, ;) > T2 d(p1, q:)? .

Nach Division durch 27 folgt im Limes ¢ — 0, dass

1 1 2
+cosozoo—cosvl\/1+2+cosai20
T T T

fiir alle 7 € R. Im Limes 7 — oo gilt wegen ~;, as € [0, 7] also
COS Qoo > COS Y1 — Aoo <71 . O

2.45. BEMERKUNG. Den meisten elementargeometrischen Uberlegungen hier liegt der Seitenco-
sinussatz fiir M zugrunde. Im Dreieck Aé¢;éacs in M gilt je nachdem, ob k > 0, kK = 0 oder k < 0,
dass

COS(\/EZ:;) = cos(\/ﬁzl) COS(\/EEQ) +sin(\/El71) Sin(\/EZQ) cos Y3 ,
03 =0 +105—20 05 cos s,
bzw. COSh(\/—HEg) = cosh(\/—ngl) cosh(\/—HZQ) — sinh(\/—fle) sinh(\/—/@@) cos s ,

sieheiUbung 1 von Blatt 12. In jedem Fall hiangt die Seitenlénge Zgibei festgehaltenen Léngen A
und /o streng monoton vom Winkel 73 ab, auler im Fall x > 0 und ¢; = ﬁ oder /5 = ﬁ
Wir konnen ein (kiirzestes) Vergleichsdreieck in M™ mit vorgegebenen Seitenlingen f1, fo, /3
im Fall k < 0 konstruieren, wenn diese Zahlen alle Dreiecksungleichungen erfiillen. Im Falle x > 0
benotigt man zusétzlich noch die Annahme
- - - 2
b1+ 0y + 403 < — .
1+HL2+463 < Jr
Aus ihr folgt mit der Dreiecksungleichung auch
byt
7 < 1+ 22 + €3

Diese Folgerungen besagen, dass kiirzest

S 5 ZQ S und Zg S

S
=E
5

n s

R VR

=

sein konnen.

@

Geodétische nicht ldnger als diam
Analog folgt aus
- - - 2
U+l + 103 < ﬁ
auch
Zl<%, ZQ<% und 573<%,
und in diesem Fall ist das Vergleichsdreieck bis auf Isometrie eindeutig.
Zur Begriindung der obigen Behauptung betrachten wir den Fall x = 1. Falls ¢; = 0, so
folgt ¢y = (3 € [0, 7]; falls ¢, = m, dann folgt ¢3 = m — ¢y € [0, 7]; analoges gilt, falls ¢5 € {0, 7}
oder ¢3 € {0, 7}, alle diese Sonderfélle passen zu den obigen Bedingungen.
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Ansonsten seien /1, {9 € (0,7), dann konnen wir das Dreieck A¢;éacs konstruieren, sobald den
Winkel 43 bestimmt haben. Nach obigem gilt

cos U3 — cos U1 cos ¥y

COs Y3 = —
sin £y sin f

Das ist 16sbar, wenn die rechte Seite in [—1, 1] liegt, wenn also

+(cos 3 — cosq coslo) < sinfy sinls ,
d.h., wenn cos(f1 + f) < cosl3 < cos(fy — £3) .

Aufgrund der Symmetrien der Cosinusfunktion und da ¢1, fs, f3 € [0, 7], ist die erste Ungleichung
dquivalent zu

U3 < 01 + 0, und U3 <21 — 01 — 0y,
und die zweite zu
by >0y — 1 und by >0 — by,
aber das sind genau die oben genannten Bedingungen im Falle x = 1.

2.46. BEMERKUNG. Wir betrachten zwei aneinanderstoende Dreiecke in M2 mit den Eckpunk-
ten p, ¢, s beziehungsweise g, 7, s. Es gelte d(p, q)+d(q,r) <d(p,s)+d(s,r), und Lpgs+ Lsqr < .
Elementargeometrische Uberlegungen liefern folgendes.

(1) Es gilt auch Zpsq + Zgsr < 7. Im Falle k < 0 wiirden andernfalls ¢ und s auf der
gleichen Seite der Geodétischen durch p und r liegen, und das steht im Widerspruch zur
Annahme d(p, q) + d(q,r) < d(p,s) + d(s,r). Im Falle k > 0 iiberlegt man sich zunéchst,
das die kiirzeste Geodétische von p nach r auf der selben Seite der Geodétischen durch p
und ¢ liegt wie r und umgekehrt, und zwar da /pgs+/Zsqr < w. Anschlieffend argumentiert
man weiter wie im Fall k < 0.

(2) Es sei 7 € M? ein Punkt mit d(r',s) = d(r,s) und d(+',p) = d(p,q) + d(g,r). Dann
gilt Zqps > Zr'ps und Zqrs > Zpr's. Um die erste Aussage zu zeigen, betrachten wir
zuniichst den Punkt 7’ auf der Fortsetzung der Geodiitischen durch p, ¢ mit d(q,r”") =
d(q,r), mithin d(p,r"”) = d(p,r"). Aus dem Seitencosinussatz und der Voraussetzung an
die Winkel bei ¢ folgt d(r”,s) > d(r, s). Wiederum aus dem Seitencosinussatz folgt

Zqps = ZLr'"ps > Lr'ps .

Die zweite Aussage folgt analog, wenn man die Punkte p und 7’ gemeinsam so um s dreht,
dass " auf r zu liegen kommt.

Im Beweis werden die obigen Uberlegungen und Proposition benutzt, um den Satz von
Toponogov von zwei Teildreiecken auf das ganze Dreieck zu iibertragen. Dazu sei Acjcocs wie im
Satz gegeben, insbesondere sind ¢, ¢o kiirzeste Geodiitische. Es sei p’ = ¢3(t) fiir ¢ € (0, 1), es sei @
eine kiirzeste Geodéitische von p’ nach p3, und es sei b’ Limes einer Folge kiirzester Geoditischer
von p3 nach c3(t;), wobei t; \, t. Es seien o/, " die Winkel bei p’ in den Dreiecken Aa’cacslo
und Aclb/63|[t71].

Wir setzen die Vergleichsdreiecke Apgs und Agrs in M? wie oben aneinander. Die obigen
Voraussetzungen sind erfiillt, denn nach den Voraussetzungen im Satz und Proposition [2.44
gilt

d(p,q) + d(q,r) = L(cs|jo,g) + Llcsliga)) = €3 < b1+ Lo = d(r,s) + d(p, )
und /pgs + Zsqr <o + 5 < 7.
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Das oben konstruierte Dreieck mit den Ecken p, r’, s ist das Vergleichsdreieck fiir Acjcacs. Wenn
fiir Aad’ cacsljoy und Aci b csle,1) der Satz von Toponogov gilt, dann folgt aus den obigen Uber-
legungen insbesondere
Y1 = Zr'ps > Lqps > m
und Ao = Lpr's > Lqrs > s .

Uber die Winkel 3 und 43 koénnen wir jeoch keine Aussage machen.

Im folgenden Beweis sind alle Kurven durch [0, 1] parametrisiert, solange nicht anders ange-
geben. Gelegentlich tritt ﬁ als obere Schranken fiir gewisse Groflen auf, falls k > 0. Im Fall kK <0

werden keine oberen Schranken benotigt. Um den Beweis ibersichtlicher zu halten, legen wir hiermit

fest, dass ﬁ = oo falls k < 0.

BEWEIS des Satzes[2.42l Im Verlauf des Beweises werden wir der Reihe nach immer ,,gréflere”
Dreiecke betrachten.
(a) Kleine Dreiecke, vgl. Ubung 2 von Blatt 12. Es sei Acjcacs ein Dreieck in M, so dass ein
Vergleichsdreieck A¢éacs in M mit den gleichen Seitenlédngen existiert. Es sei A¢|c,¢s in M]" ein
weiteres Dreieck mit pj = p1, py = p2 und

L(cy) = L(cz)  und 4 = £y (—¢(1),63(0)) =71 -
Wir nehmen an, dass Acjcocs in folgendem Sinne klein bei py ist: die Seite ¢ ist kiirzeste und es
existiere eine sternférmige Menge U C T),, M mit —¢é(1), ¢3(0) € U, auf der exp,, lokal invertierbar
ist, und eine lineare Isometrie
O: T, M — Ty, M,! mit P(—é9(1)) = —5(1) und d(¢3(0)) = ¢c3(0)

so dass ¢ ganz in exp; (®(U)) verlduft. Diese ,kleinen“ Dreiecke kénnen bereits bedeutend gréfier
sein als die aus Ubung 2 von Blatt 12, da hier der konjugierte Radius von p; und nicht der Injek-

tivitdtsradius die entscheidende Rolle spielt.
Hierzu ist folgendes zu bemerken.

(1) Nach dem Satz[2.5| von Rauch ist die Entfernung von p; auf einer Geodétischen bis zum er-
sten konjugierten Punkt hchstens so grol wie in M,?. Folglich ist exp;, auf ®(U ) ebenfalls
lokal invertierbar, es folgt

Uc B0,
was die Ausnahmefille L(c,) = ﬁ und L(és) = ﬁ in Bemerkung aussschliet.
(2) Im Modellraum M ist exp,, auf ®(U) injektiv, es existiert also eine eindeutige Kurve
exp;, 0c): [0,1] = ®(U) C T, M, .

(3) Diese Kurve verlduft in dem von —c,(1) und ¢3(0) aufgespannten, maximal zweidimensio-

nalen Unterraum von T}, M. Insbesondere hingt die Kurve

¢y = exp,, od to expgl1 0c: [0,1] - M
nicht von der Wahl von & ab.
Im Dreieck A¢;d,cs gilt wegen Folgerung dass
L(@) = L(E'l) > L(expp1 odlo expgl1 06’1) > L(er) = L(er)
denn wir hatten ¢; als kiirzeste Geodiitische vorausgesetzt. Da bei konstanten Seitenléingen L(c,)
und L(c3) die Liange L(¢)) nach Bemerkung streng monoton steigend vom Winkel 4] bei p;
abhéngt, folgt
NE<M =
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(b) Lange, schmale Dreiecke. Wir betrachten ein Dreieck Acjcacs in M vom Umfang

L(e1) + L{ea) + Les) < \2/7% .
Wie in Proposition seien ¢; = c3(t;) Punkte mit ¢; \, 0, also ¢; — p; fir i — oo. Wir
diirfen daher annehmen, dass 63|[07ti fiir alle ¢ eine kiirzeste Geodétische ist. Weiterhin seien a;
kiirzeste Geoditische von ¢; nach p3, die wie im Beweis der Proposition [2.44] gegen eine kiirzeste
Geoditische ax von p; nach ps konvergieren. Wir nehmen auflerdem an, dass a.o(t) = c2(1 —1) fiir
alle t € [0,1]. Denn andernfalls kénnten wir ¢z durch as(1 — -) ersetzen, wodurch der Winkel 7,
nach Proposition durch einen kleineren Winkel ersetzt wird.

Jetzt wollen wir zeigen, dass fiir alle hinreichend grofien ¢ alle Winkel im Dreieck ACLiCQCg’[O’ti]
nicht kleiner sind als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichssdreieck mit den gleichen Sei-
tenldngen in M,?. Dabei unterstellen wir insbesondere, dass ein eindeutiges Vergleichsdreieck exi-
stiert. Das ist aber der Fall, denn im Dreieck Acia;(1 — -)cs|y ) sind a; und ¢; kiirzeste, also gilt
die Dreiecksungleichung

L(esli)) = d(es(t1), p2) = L(cr) — L(ai) -
Aus der Dreiecksungleichung fiir das urspriinglich Dreieck Acjcocs schlieffen wir

Lesljo,) = Les) = Lles|ea)) < L(er) + L(cz) — L(er) + L(ag) = L(cz) + L(as)
27
und L(a;) + L(c2) + L(csljo,g) < L(e1) + L(es|p,1)) + Lc2) + L(esljo,g) < N
falls k > 0. Die anderen beiden Dreiecksungleichungen folgen wie oben, da a; und cy kiirzeste
Geoditische sind. Wegen Bemerkung existiert also ein bis auf Isometrie eindeutiges Vergleichs-
dreieck Aacacy zu Aacacs|jp -
Die Vereinigung K der Seiten ¢z, ¢3 und aller a; ist kompakt, es folgt p := infpex p(p) > 0.
Fiir € > 0 klein genug gilt

pi=c(l-¢) € Be (p1) und q; = ai(e) € Bg(ﬂh‘) -

AuBerdem konvergiert ¢, — p’ fiir i — oo. Es sei ¢ die kiirzeste Geodétische von p’ nach ¢}; diese
ist fiir alle (hinreichend grofien) i eindeutig.

Da co und alle a; kiirzeste Geodétische sind, ist p’ wegen Proposition ldngs co weder zu py
noch zu p3 konjugiert, und ¢} ldngs a weder zu p3 noch zu ¢;. Folglich existiert ein & > 0 mit
folgenden Eigenschaften:

(1) an allen Punkten in Ty M im Abstand < ¢’ von expfl(cz) ist exp,, lokal invertierbar;
(2) an allen Punkten in T, M im Abstand < &’ von exp,, Ya;) ist exp, lokal invertierbar; und

(3) an allen Punkten in Tp3M im Abstand < &’ von expp3 ' (c2l10,1-) UU; @il[e,1)) ist exp,, lokal
invertierbar.

Fiir alle (hinreichend groflen) i sind daher die folgenden Schliisse méoglich.

Das Dreieck mit den Ecken p/, ¢/ und ps ist klein um jeden seiner Punkte im Sinne von
Schritt (a), folglich sind seine Winkel nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Ver-
gleichsdreieck in M mit gleichen Seitenléingen. Das gleiche gilt fiir das Dreieck mit den Ecken p;,
¢, und p’. Damit sind nach Bemerkung die Winkel bei p; und ps im Dreieck mit der Sei-
te co und gegeniiberliegender Ecke ¢, ebenfalls nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem
Vergleichsdreieck in M.

Dieses Dreieck ist aber auch klein um ¢/ fiir (hinreichend grofle) 7, da die Vergleichsdreiecke gegen

ein entartetes Dreieck vom Umfang kleiner % konvergieren, und daher die Strecke ®~! o expgl1 c

im Beweis von (a) fiir grofie 7 in einer Teilmenge von T,y M verlduft, auf der exp,, lokal invertierbar
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ist. Also ist auch der Winkel bei ¢/ im Dreieck mit der Seite co und gegeniiberliegender Ecke ¢/
ebenfalls nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichsdreieck in M,?.

Schliefllich gilt das gleiche auch fiir das Dreieck mit den Ecken p, ¢; und ¢;. Wieder nach
nach Bemerkung sind die Winkel bei ¢} und ps im Dreieck Aa10203’[0,ti] nicht kleiner als die
entsprechenden Winkel in einem Vergleichsdreieck in M.

Wir kénnen aber auch spiegelbildlich argumentieren, indem wir die Rollen von p; und ¢; sowie
von p’ und ¢} vertauschen, und erhalten die entsprechende Aussage dann auch fiir den Winkel bei p;.

Wir fassen zusammen. Sei Acjcyes ein Dreieck wie im Satz und vom Umfang < % Dann
existiert ¢ > 0 und eine kiirzeste Verbindung a von c3(t) nach ps, so dass die Winkel bei p; und p3
im Dreieck Aacacs|(g 4 nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichsdreieck in M
mit gleichen Seitenlédngen sind.

(¢) Dreiecke von kleinem Umfang. Wir nehmen wieder an, dass der Umfang von Acjcacs kleiner

als % ist, und dass ¢; und ¢y kiirzeste Geodétische sind.

Wir wollen die Behauptung des Satzes fiir den Winkel ~; beweisen, dazu definieren wir eine
Menge

Es gibt eine kiirzeste Geodétische a von c3(t) nach ps, so dass die Winkel
I:= ¢ t€(0,1] | bei p; und c3(t) im Dreieck Aacacs|(gy) nicht kleiner ist als die entsprechen-
den Winkel in einem Vergleichsdreieck in M/ mit gleichen Seitenléngen.

Wie in Schritt (b) schlieflen wir, dass alle Dreiecke Aacacs|jpy in der Definition von I tatséchlich
eindeutige Vergleichsdreiecke besitzen.

Wegen Schritt (b) ist die Menge I nicht leer, falls co(1 — - ) Limes von kiirzesten Verbindungen
von c3(t;) nach ps fiir t; — 0 ist. Aber wegen Proposition ist diese Voraussetzung nicht notig,
solange uns der Winkel bei p3 nicht interessiert. Somit ist I nicht leer.

Es gilt supl € I, denn fiir eine geeignete Folge t; * t := sup [ konvergieren die kiirzesten
Geoditischen a; von c3(t;) nach ps gegen eine kiirzeste Geodétische ao von c3(tso) nach ps. Gleich-
zeitig konvergieren auch die Seitenléingen und Winkel der Dreiecke AaiCQCg‘[O’ti] gegen die des Drei-
ecks AQOOCQC?,‘[OJOO]. Insbesondere ist die Dreiecksungleichung im Limes noch erfiillt, und der Um-
fang bleibt mit dem Argument aus Schritt (b) kleiner als %, so dass die Vergleichsdreiecke in M}
fiir Aa;cacs|jp,) mit gemeinsamer Seite ¢z gegen ein Vergleichdreieck fiir Aasocacs|jy..) konvergie-
ren. Im Limes sind die Winkel bei p; und c3(t~) ebenfalls nicht kleiner als die Winkel in diesem
Vergleichdreieck.

Wir nehmen an, dass tg = sup I < 1 und wihlen eine kiirzeste Geoditische b von p3 nach c3(to)
als Limes einer Folge kiirzester Geodétischer von ps nach c3(t}), wobei ¢; N\ to. Dann betrachten wir
das Dreieck Acibes|(y, 1. Wie oben existiert ¢1 € (tp, 1] und eine kiirzeste Geodétische a von c3(t1)
nach ps, so dass das Dreieck Aabc;;][tmtl] die Dreiecksungleichung erfiillt, Umfang < % besitzt, und

die Winkel bei ¢(to), ¢(t1) nicht kleiner als die entsprechenden Winkel in einem Vergleichdreieck
in M}’ mit den gleichen Seitenléingen sind. Wir konnen also Bemerkung [2.46] anwenden und sehen,
dass die Winkel bei p; und c3(t1) im Dreieck Aacacs|jg ¢, nicht kleiner sind als die entsprechenden
Winkel in einem Vergleichsdreieck in M, mit den gleichen Seitenléngen.

Der Fall maxI < 1 ist damit zum Widerspruch gefiihrt. Fiir das Vergleichdreieck A¢;éacs
mit den gleichen Seitenléngen folgt hieraus v; > 71, allerdings kénnen wir iiber 42 (noch) nichts
aussagen. Die entsprechende Aussage fiir 7o erhalten wir, indem wir die Rollen von p; und po
vertauschen, oder mit dem folgenden Argument. Wie oben kann man zeigen, dass es t; € I gibt
mit t; < 1, ¢; /1, und der Satz gilt fiir den Winkel v} bei py im Dreieck Aasocacs, wobei aoo
Haufungspunkt von kiirzesten Geodétischen von c3(¢;) nach ps ist. Wegen Proposition gilt der
Satz dann auch fiir Acjeacs, da y2 > v > 9.
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Also gilt der Satz fiir alle Dreiecke, die den Voraussetzungen des Satzes geniigen und deren
Umfang kleiner als % ist. Im Falle x < 0 trifft das auf jedes Dreieck zu, und der Satz ist bewiesen.

(d) Dreiecke von grofiem Umfang. Ab jetzt gelte also k > 0. Es sei zuniichst Acjcocs wie im Satz

gegeben, und es gelte
L(er) + L(es) + L{es) = \2/; .

Im Falle L(c3) = % folgt L(c1) + L(c2) = L(cz). Also finden wir ein Vergleichsdreieck Ac;éacs
mit 43 = 72 = 0, und der Satz ist bewiesen. Falls v; = v = 7, ist der Satz ebenfalls bewiesen,
indem man als Vergleichsdreieck einen unterteilten Grofikreis wéhlt.

Andernfalls gilt L(c3) < % und 0.B.d.A. y; < 7. Wir wéhlen eine Folge ¢; N\, 0 und kiirzeste
Geodétische b; von ps nach c3(t;). Wegen Propositiondiirfen wir annehmen, dass die b; gegen co
konvergieren. Wegen 7, < 7 ist die Dreiecksungleichung im Dreieck mit den Ecken pi, c3(¢;) und p;3

fiir grofle 4 strikt, und wir erhalten

2
L(er) + L(bs) + L(esg,) < Lien) + Liea) + Lieslio.y) + Lcs| ) = — -

B

Somit gilt der Satz fiir die Dreiecke Acyb;csly, 1. AuBerdem gilt

L)) < L(Cl)+L(bi)2+ L(esli ) <%‘

Falls auch L(ca) < ﬁ, so konvergieren die Vergleichsdreiecke fiir ¢ — oo gegen ein Vergleichsdreieck,

dessen drei Winkel alle 7 sind. Insbesondere folgt 72 = m und o; — 7, wegen Proposition |2.44] also
auch v1 = 7 im Widerspruch zur Annahme.
Es bleibt der Fall L(cy) = =, aber daraus folgt

K/7

L(Cl) + L(Cg) = \2/7% % .

Wire 2 < 7, so konnte man den Weg von p; iiber ps nach ps zu einem Weg der Linge <

—L(e2) =
N
abkiirzen. Also muss o = 7 gelten, da co kiirzeste ist. Wir kénnen ein Vergleichsdreieck mit ~; =
~v3 = 0 wéhlen, und der Satz ist auch in diesem Fall bewiesen.
(e) Dreiecke von iibergrofsem Umfang. Es bleibt nur der Fall k > 0 und
Lier) + L{ea) + Lies) >
c c c —.
1 2 3 \/E
In diesem Fall gébe es kein Vergleichsdreieck in M}, also ist zu zeigen, dass dieser Fall nicht eintritt.

Aus dem Satz von Rauch oder dem Satz von Bonnet-Myers folgt

L(c;) < % und L(co) < % .

Nach Voraussetzung gilt auch L(c3) < % Wegen der Stetigkeit der Abstandsfunktion existiert ¢ €
(0,1) mit

L(ciljo,1—g) +d(er(1 — 1), e3(t)) + Les|pp,1) =

S

Da t > 0 folgt
T T
L(Cll[O,l—t]) < ﬁ und L(63|[t71]) < ﬁ 5
also gilt 2 = 7w wie in Schritt (e). Analog zeigt man auch v; = .
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Es sei jetzt ¢t € [0,1] minimal mit

L(er) + d(es(t), ps) + Lieslp) =

Jr
es sei t; eine Folge mit ¢; ' t und b; eine Folge kiirzester Geodétischer von ps nach c3(¢;). Dann
haben die Dreiecke Acibicsy, 1) Umfang groBer als %, folglich sind die Winkel bei c3(t;) wie
oben stets 7. Daraus folgt aber, dass b; fiir alle i auf der Vereinigung von ¢y und cs|joy, verlduft.
Analoges gilt fiir die kiirzeste Geodétische b := lim; o b;, aber L(b) < L(c2) + L(csljoy)- Also
ist p3 = b(0) # p; entweder ein innerer Punkt auf co, was unmdoglich ist, da ¢y kiirzeste ist, oder
auf csljo etwa pg = c3(t') mit ¢’ > 0. Aber das fiihrt auf einen Widerspruch, da

2 2
77% = L(e1) + L(b) + L(es|py) = L(e1) + Llesl ) < 77% _
21

Folglich kénnen Dreiecke vom Umfang grofer als e nicht existieren, und der Satz ist vollstindig
bewiesen. 0

Fiir die Anwendung des Satzes von Toponogov benétigen wir eine Ubertragung des Satzes von
der Situation SSS (Seite-Seite-Seite) auf die Situation SWS (Seite-Winkel-Seite).

2.47. FOLGERUNG. FEs sei (M, g) vollstindige Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > k,
und es sei Acicacg ein Dreieck in M mit kiirzesten Seiten ¢1 und co, und mit €3 < ﬁ falls k > 0.
Dann existiert ein Vergleichsdreieck AG1GaC3 in M mit 41 = v1, by = o und l3 = (3, und es
gilt 01 < f4.

BEWwWEIS. Das Vergleichsdreieck existiert in der Situation SWS immer und ist bis auf Isometrie
eindeutig. Wir unterscheiden zwei Félle.

(1) Es gilt die Dreiecksungleichung ¢3 < ¢1 + ¢5. In diesem Fall liefert der Satz von Topo-
nogov ein weiteres Vergleichsdreieck A¢;c,c3 mit den gleichen Seitenldngen wie Acicacs
und einem Winkel 4] <~ = 4;. Aus Bemerkung folgt ¢1 = 0} < f;.

(2) Falls die obige Dreiecksungleichung verletzt ist, folgt aus der Dreiecksungleichung im Ver-

gleichsdreieck, dass o B
€1<f3—£2:€3—€2§51. O

Eine weitere interessanten Anwendung des Satzes von Toponogov war frither der topologische
Sphérensatz. Wir erwihnen diesen Satz nur noch, denn mittlerweile ist der weitaus stirkere dif-
ferenzierbare Spihrensatz bewiesen. Bevor wir diesen formulieren, betrachten wir einen wichtigen
Grenzfall.

2.48. BEISPIEL. Es sei (M, g) der komplex projektive Raum CP™ der (reellen) Dimension 2n
mit n > 2, versehen mit der Fubini-Study-Metrik wie jeweils in den Aufgaben 3 und 4 auf Blatt 10
und 14. Wir hatten dort gesehen, dass die Schnittkrimmung die Ungleichung 1 < K(E) < 4 fiir
alle Ebenen E C TM erfiillt. Dabei wird K = 1 angenommen fiir reelle Ebenen F = span{v,w}
mit w L {v,iv}, und K =4 fiir komplexe Ebenen E = span{v,iv}. Reskalierung um den Faktor %
liefert eine Metrik mit i < K <1.

Der komplex projektive Raum ist nicht homéomorph zur Sphire S?"; es gibt mehrere Moglich-
keiten, das zu sehen — allerdings leider nicht mit den Mitteln dieser Vorlesung.

(1) Die Rdume haben unterschiedliche Euler-Charakteristiken
X(CP") =n+1>2=x(5"),

das folgt etwa durch Angabe von Zellzerlegungen oder aus dem Lefschetzschen Fixpunkt-
satz.
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(2) Die Rdume haben andere (Ko-) Homologiegruppen. Fiir 1 < k < n gilt ndmlich
H*M(CP™Z) = Z %0 =H*(S"17).
Das folgt wahlweise aus der Existenz einer Morse-Funktion mit kritischen Punkten in den
Geraden 0, 2, ..., 2n oder einer entsprechenden Zellzerlegung von CP", oder aus der

Leray-Spektralsequenz fiir das Faserbiindel S — §27+!1 — CpP™.
(3) Die Rdume haben eine unterschiedliche zweite Homotopiegruppe

mo(CP™) = Z % 0 = my(5?") .

Das folgt etwa aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen im Biindel S —
S+l 5 CP", oder aus (1) und dem Satz von Hurewicz.

2.49. SATz (Topologischer Sphérensatz; Berger, Klingenberg). Es sei M eine orientierbare,
vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2n mit Schnittkrimmung k < K < 1,
wobei Kk > %. Dann ist M homdéomorph zur Sphéire S*™.

Beispiel zeigt, dass % < Kk notwendig ist. Der Satz gilt auch im ungerade-dimensionalen

Fall, wenn man auflerdem ,orientierbar® durch ,einfach zusammenhéngend* ersetzt.
BEWEIS. Zunichst wissen wir aus dem Satz [2.14] von Bonnet-Myers und dem Satz [2.37] von
Klingenberg, dass
#<7r§p(M)§diam(M)§%<27r.
Insbesondere ist M kompakt wegen Folgerung [1.100, Wir finden also Punkte p, ¢ € M mit

d(p, q) = diam(p, ) .
Da p(M) > m, erhalten wir Diffeomorphismen
exp,: Br(0p) = Bx(p) und exp,: Br(04) = Br(q) .

Wir zeigen zunéchst, dass M = B;(p) U Bz(q), anschliefend konstruieren wir den gesuchten
Homo6omorphismus.

Es sei v € T,M \ {0}. Wir zeigen, dass es eine kiirzeste Geodétische c: [0,1] — M von p nach ¢
mit £, (¢(0),v) < § gibt. Dazu betrachte die Geodétische ¢, mit ¢,(0) = p und Startvektor ¢,(0) =
v. Zu jedem t > 0 sei ¢;: [0,1] — M eine kiirzeste Verbindung von ¢, (t) nach ¢. Falls es eine Folge t;
gibt mit ¢; > 0 und

. . ™
Zey (1) (Co(ti), e6(0)) < 5
fiir alle 7, so dass t; N\, 0, dann konvergiert eine Teilfolge der ¢;, gegen eine kiirzeste Verbindung c
mit -
ZP(C(O)vv) < 5 :
Andernfalls erhalten wir einen Widerspruch wie folgt. Es gibt ein ty > 0, so dass
Loy ((t),é4(0)) > g fiir alle ¢ € (0, %) -

Zu jedem t > 0 konstruiere eine Variation von ¢; = 79 durch Kurven v5: [0,1] — M mit v5(0) =
cy(t — s) und 75(1) = ¢. Aus der ersten Variationsformel aus Satz folgt dann

d ¢(0) . >
— L(vs) = - ,Cu(t) ) <0,
il o200 = (e 0
insbesondere existiert ein ¢’ € [0,¢), so dass
d(cy(u),q) = L(cy) < L(yi—u) < L(cy) = d(ey(t),q) fiir alle u € (¢',t) .
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Da dieses Argument fiir alle ¢ € (0, ¢g) funktioniert, ist die Funktion ¢ — d(c,(t), ¢) streng monoton
steigend auf dem Intervall (0,%p), im Widerspruch zur Maximalitdt von d(p,q) = d(c(0),q) =
diam(M).

Wir betrachten jetzt einen weiteren Punkt » € M \ B;(p) und wéhlen kiirzeste Geodétische a,
b: [0,1] — M von ¢ nach r und von r nach p. Nach dem soeben gezeigten finden wir eine kiirzeste
Geodiitische ¢ von p nach ¢ mit

a = £p(—b(1),é(0)) <

b 3

Es seien Aabc und Aa’b'c Vergleichsdreiecke in M mit Seitenlingen

L(B) = L) = L(b) € |, %] und  L(@) = L(c) € |m, %} c (#%}

und eingeschlossenen Winkeln
a=a < o=
Mit dem Seitencosinussatz fiir x > 0 berechnen wir
cos(vr L(@')) = cos(vr L(b)) - cos(vk L(c)) >0,

<0 <0
und aus Bemerkung und der Folgerung aus dem Satz von Toponogov folgt

L(a) < L@) < L(@) < = < .

2Vk
Somit r € B;(q), und da r beliebig war, folgt insgesamt
M = Br(p) UBr(q) -

Es sei wieder ¢, eine Geodétische mit Startvektor v € S, M. Wir wenden den Zwischenwertsatz
auf die Funktion

fv: [0377] —-R mit fv(t) = d(c’u(t)a Q) - d(cv(t),p) = d(cv(t)a Q) -1

an. Da f,(0) = diam(M) > 0 und nach dem obigen f,(7) < 0, finden wir einen Wert ¢, € (0, )
mit f,(¢,) = 0. Insbesondere ist ¢,(¢,) von p und ¢ gleich weit entfernt.
Der Wert /¢, ist auch eindeutig. Denn sei f,(£) = f,(¢') = 0 fiir £ < ¢’ < 7, dann folgt

d(eo(t),q) = d(co(£'), p) = dlco(l'), co(0)) + dlco (), p) = d(cu (L), cu(£)) + d(cv(£), ) -

Aber das ist nur moglich, wenn ¢ auch auf der Geodétischen ¢, liegt, und zwar auf der gleichen
Seite von ¢, (¢') wie ¢,(£) und im gleichen Abstand wie p. Es folgt also p = ¢, ein Widerspruch.
Aus der Stetigkeit der Abstandsfunktionen und der Eindeutigkeit von ¢(v) := ¢, folgt leicht,
dass die Funktion ¢ auf S,M stetig ist. Mit dem GauB-Lemma liefe sich sogar zeigen, dass ¢
differenzierbar ist.
Um einen Homoéomorphismus F: S?® — M zu konstruieren, fixieren wir zunichst eine Iso-
metrie ®: §?~1 — SpM. Dann definieren wir

(sinh ) :c) _ expp(% Lo () @(m)) fir h € [0, §] , und
cosh equ(( - 27’1) (equ_1 oexpp)(ﬂq,(x) - ®(z))) firhe (3, n].

fiir alle € [0,7] und alle z € S?"~!. Man beachte insbesondere, dass die Definitionen fiir h =
zusammenpassen, und dass h = 0 bzw. h = 7 unabhéngig von x stets den Wert p bzw. ¢ liefern. E
folgt die Stetigkeit von F.

ods!
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Es sei $3" C S?" die Menge der Punkte mit +h > 0. Man sieht leicht, dass F auf der abge-
schlossenen Nordhalbkugel S2™ injektiv ist, da exp,, auf ganz By (p) injektiv ist, und da £, < 7 fiir
alle v € T, M. Mit dem gleichen Argument ist auch F'|g2n injektiv. Nun gilt aber

reF(SY) <« £(d(p,r) —d(g,r)) >0
fiir alle » € M. und hieraus folgt globale Injektivitét.
Zur Surjektivitdt betrachte wieder » € M. Falls d(p,r) — d(q,r) > 0, betrachte die kiirzeste
Geoditische ¢,: [0,d(p, )] von p nach r mit Startvektor v € S, M, dann gilt

r=F (smh-x) mit x = <I)_1(U) und h = 77rd(p,r) )
cos h 20,

Falls d(p,r) — d(q,r) < 0, betrachte die kiirzeste Geodétische ¢, : [0,d(g,7)] von g nach r mit
Startvektor w € S, M. Wie oben existiert genau ein £, so dass d(cy(4w),p) = d(cw(lw), q). Es folgt

inh - ~1 Ly -
— <smh x> mit g — ol ((expp OeXPq)( w w)) wd h=m— md(q,T) .
cosh Ly 20y,

Ein einfaches topologisches Argument zeigt, dass bijektive, stetige Abbildungen zwischen Kom-
pakta Homoomorphismen sind. Damit ist der Satz bewiesen. ]

2.50. SAaTz (Differenzierbarer Sphirensatz; Brendle-Schoen). Es sei M kompakte, einfach zu-
sammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, und fir alle p € M und alle Ebenen E, E' C T,M
gelte 0 < K(E') < 4K (FE). Dann ist M entweder diffeomorph zu einer Sphire S™ oder isometrisch
2u komplex projektiven Raum CP*, zum quaternionisch projektiven Raum HP*, oder zur Cayley-
Ebene QOP?.
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KAPITEL 3

De Rham-Kohomologie

Wir wiederholen die Definition der de Rham-Kohomologie und beweisen einige wichtige Ei-
genschaften. Unter anderem zeigen wir, dass die de Rham-Kohomologie fiir Mannigfaltigkeiten zur
simplizialen und zur Cech-Kohomologie jeweils mit Koeffizienten in R isomorph ist. Auferdem
wiederholen wir den Integrationsbegriff und den Satz von Stokes. Als weiterfithrende Literatur
empfehlen wir das Buch [BT] von Bott und Tu.

3.1. Differentialformen und &duflere Ableitung

Wir wiederholen zunéchst die alternierenden Multilinearformen aus der linearen Algebra und
fiihren dann alternierende Differentialformen und die duflere Ableitung ein.

3.1. DEFINITION. Essei V ein Modul iiber einem Ring R. Eine Abbildung a: V¥ = Vx-.-xV —
R heifit alternierende Multilinearform vom Grad k oder kurz (alternierende) k-Form, wenn sie

(1) multilinear ist, d.h., wenn fiir alle s € {1,...,k} und v1, ..., vi—1, Vit1, ..., & € V die
Abbildung
V> (U, V1,0, Vg1, .-, V) € R
linear ist, und
(2) alternierend ist, d.h., wenn fiir alle s € {1,...,k — 1} und vy, ..., vxp_1 € V gilt, dass
a(v1, ..V, Vi Vp—1) =0

Der Raum der alternierenden Formen vom Grad k wird mit A¥V bezeichnet. Wir setzen A%V =
R und schreiben

AV = @2 ARV .

Fiir £ = 1 ist die Bedingung leer, und A'V ist einfach die Menge der linearen Abbildun-
gen V — R, also das duale Modul V* von V.

Wir sammeln einige wichtige elementare Eigenschaften von alternierenden Abbildungen.

3.2. PROPOSITION. Es sei V' ein R-Modul.
(1) Die alternierenden k-Formen bilden ein R-Modul.
(2) Es sei a € A¥V und o € S(k) eine Permutation mit Vorzeichen sign(c) € {1, -1}, dann
gilt
a(va'(l)’ s 7v(r(k)) = Sign(U) ’ Ol(’Ul, s 7/Uk‘)
fir alle vy, ..., € V.
(3) Falls R keine 2-Torsion besitzt, sei a: VF — k multilinear, und es gelte
(V15 -+ Vim 1, Vi1 Viy Vig 2, -+ -5 V) = — (V15 -+ ., V)

fir allei € {1,...,k— 1} und alle vy,...,vx € V, dann ist a alternierend.
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BEWEIS. Zu iiberlegen wir uns, dass Summen und Vielfache alternierender Multilinear-
formen wieder alternierend und multilinear sind. Somit bilden die alternierenden k-Formen ein
Untermodul des Moduls Abb(V*; k).

Zu betrachten wir zunéchst die Permutation o = 7; mit ¢ € {1,...,k — 1} und

i+ 1 falls j =i,
o(j)=1 i falls j =4+ 1, und
J falls j & {i,i 4+ 1} .

Der Einfachheit halber sei ¢ = 1; fiir alle anderen 4 geht die Rechnung entsprechend. Da « alternie-
rend und multilinear ist, folgt

a(vy,...,vg) = a(vy, v, v3, ..., 0k) + vy, v1, 03, ..., V)
=0
= a(vy,v] + v2,v3,...,0%) — a(v1 + V2,1 + V2, V3, ..., V)
=0
= a(—vg,v1 + V2,3, ...,V) + a(—vy, —V2, V3, ..., V)
=0
= a(—vg,v1,v3,...,Vk) = sign(a) - A(Vy(1)s - -+ Vo(k)) -

Da jede Permutation o € S(k) als Hintereinanderschaltung der speziellen Permutationen 7y, ...,
Tr—1 geschrieben werden kann und das Vorzeichen multiplikativ ist, folgt Aussage .

Zu iiberlegen wir uns, dass das Vertauschen des i-ten und (i + 1)-ten Arguments den fol-
genden Ausdruck nicht &ndert, so dass

a(V1, .oy Vi Viy ooy V1) = — (V1,0 oo, Vg Uy ooy U—1)
Es folgt
20(V1, -+ oy Vi Vg ey V1) =0
also a(vy,...,v;, v, ..., vk—1) = 0, da R keine 2-Torsion besitzt. Also ist « alternierend. O

Um eine Basis von AFV anzugeben, ist es zweckmiBig, zunichst das Produkt von Formen
einzufiithren.

3.3. DEFINITION. Es sei V' ein R-Modul. Das alternierende Produkt oder Dachprodukt N: NV x
AFV — ARV ist definiert durch

(A B)(v1,...,vj4k) = > sign(o) a(Vg(1)s - - -, Vo(j)) BVo(j+1)s - - - s Vo (k)
c€S(j+k)
o(l)<-<o(y)
o(j+1)<<o(j+k)

fur alle « € A7V, B € A*V und Vi, .., V4K €V

3.4. BEMERKUNG. Das Dachprodukt hat folgende Eigenschaften.

(1) Fiir alle o € A7V, B € AFV ist a A 3 multilinear (klar) und alternierend. (Ubung)

(2) Das Dachprodukt ist assoziativ (Ubung).

(3) Das Dachprodukt ist graduiert kommautativ, das heiit, fiir alle o € AJV und B € A*V gilt
(Ubung), dass

BAha=(-1)*ang.
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Es sei jetzt V ein k-Vektorraum mit Basis (eq,...,e,). Dann sei (el,...,e") die duale Basis

von V* mit
1 fallsi=j, und

ele;) =0, =

(ej) = 3 {o falls i # j.

Fir 1 <4y < --- <1 < n erhalten wir nach Definition Elemente et A --- A e’ von AFV mit
(e A Ae™)(vr, ... v) = Z sign(o) € (Vy (1)) - - €% (Vg (r)) -

oeS(k)
3.5. PROPOSITION. Es sei (eq,...,e,) eine Basis von V und (e',...,e") die dazu duale Basis
von V*, dann bilden die Elemente e* N ---ANe* mit 1 < i1 < --- < 1 < n eine Basis von ARV

Insbesondere gilt dim AFV = (2) fiir 0 < k <n und A*V =0 fiir k > n.
BewEIs. (Ubung) O
Die folgende Definition geht wieder fiir beliebige R-Moduln.

3.6. DEFINITION. Essei F': W — V linear und o € A*V, dann definiert man die zuriickgeholte k-
Form F*a € AW durch
(F*a)(wy,...,wg) = a(F(wy),..., F(wg))
fir alle wy,...,wr € W.

3.7. BEMERKUNG. Das Zuriickholen von k-Formen hat folgende Eigenschaften.

(1) Der Ausdruck F*a ist wieder multilinear und alternierend, insbesondere ist F*: AV —
A*W wohldefiniert.

(2) Die Abbildung F* ist linear: fiir o, 3 € AV und r, s € k gilt
F*(ra+sB)=r-ffa+s-F*8 e AW .

(3) Die Abbildung F* ist mit dem Dachprodukt vertriglich: fiir alle o € AJV, 3 € AFV gilt
F*(aAB) = (F*a) A (F*B) e NTEW .

(4) Es sei G: V — U ebenfalls linear, dann gilt

(Go F) = F*oG*: A*U — A*W .

(5) Es sei jetzt wieder V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F': V — V ein Endomor-
phismus. Nach Proposition [3.5]ist A"V eindimensional. Die Determinante von F lisst sich
definieren durch die Eigenschaft

Fra=detF-ae A"V
fir alle o € A™V. Zusammen mit folgt daraus leicht die Multiplikativitéit: fir F,

G:V — V linear gilt
det(FoG) =det F-det G .

3.8. BEMERKUNG. Essei R ein Ring, dann bilden die R-Moduln und die R-linearen Abbildungen
zwischen ihnen eine Kategorie.

(1) Das Bilden der k-Formen ist ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der R-Moduln
in sich, der jedem Modul V' das Modul A*V und jeder linearen Abbildung F': W — V die
lineare Abbildung A*F := F*: A*V — A*W zuordnet.

(2) Fiir k = 1 erhalten wir das duale Modul. Auch das Bilden des dualen Moduls ist also ein
kontravarianter Funktor.
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(3) Da Zuriickholen nach Bemerkung mit dem Dachprodukt vertréglich ist, kénnen
wir A*® als Funktor von der Kategorie der R-Moduln in die Kategorie der Ringe (oder
der R-Algebren) auffassen, denn jede lineare Abbildung F': W — V liefert einen Ring-
(beziehungsweise R-Algebren-) Homomorphismus A®F := F*: A°V — A*W.

Wir definieren jetzt alternierende Differentialformen auf C*°-Mannigfaltigkeiten. Der Einfach-
heit halber werden wir nur glatte, das heifit, C>*-Formen betrachten. Genausogut kénnten wir C*-
Formen oder LP-Formen einfiithren, hidtten dann aber mehr Miihe bei der Definition der dufleren
Ableitung.

Es sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, dann bilden die glatten Funktionen auf M mit punktweiser
Multiplikation einen Ring C*°(M), und der Raum X°°(M) der glatten Vektorfelder auf M wird
ein C*°(M)-Modul durch punktweise Multiplikation, siche Bemerkung .

3.9. DEFINITION. Eine alternierende Differentialform vom Grad k oder kurz k- Form auf M ist
eine alternierende k-Form a: X>°(M) x -+ x X*°(M) — C*>°(M). Der Raum aller k-Formen wird
mit QF(M) = A¥X%°(M) bezeichnet, und wir schreiben

0 (M) = &2 0" (M) .

3.10. BEMERKUNG. Alternierende Differentialformen sind C*°(M)-multilinear, also (k,0)-Ten-
soren der Klasse C*> geméifl Definition Nach Lemma [1.48 hiingt o(X1, ..., X})(p) € R fiir a €
QF(M), X1,..., X € X*°(M) und p € M nur von X1lp, ..., Xg|, € T,M ab. Insbesondere ist oy, €
AT, M eine wohldefinierte alternierende k-Form auf dem reellen Vektorraum T,M.

Umgekehrt wird die Funktion o(X7, ..., X%) durch ihre Werte a(X7y, ..., Xx)(p) an allen Punk-
ten p € M bestimmt. Also wird a € Q¥(M) durch die punktweisen k-Formen o, € A*T,M fiir
alle p € M bestimmt.

Die folgende Konstruktion ist daher sinnvoll.

3.11. DEFINITION. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, F': N — M eine glatte Abbildung
und o € QF(M) eine glatte k-Form. Dann definieren wir die mit F zuriickgeholte k-Form F*a €
QF(N) durch

(F ) (Y1, ..., Yi)(q) = apg)(dgF(Yilg), - - -, dg F(Yilg)) € R
fiir alle Y1,...,Y, € X°°(N) und alle g € N.

3.12. BEMERKUNG. Aus der vorigen Bemerkung folgt, dass k-Formen eine Garbe bilden. Ins-
besondere gilt:
(1) Man kann eine Form a € Q¥(M) auf eine offene Teilmenge U C M einschriinken zu |y =
o € QF(U), wobei : U — M die Inklusion bezeichnet.
(2) Sei U = J;e; Ui, wobei alle U; C M offen sind, und seien a; € QF(U;) fiir alle i € I, so
dass «;ly,nu;, = ojlu;nu; fiir alle 4,5 € I, dann existiert o € QF(U) mit aly, = o fiir
alle¢ € 1.
(3) Es sei U = [U,;; U; wie oben und o, 8 € QF(U), dann gilt o = B, falls a|y, = By, fiir
allet € I.
Aussage folgt aus Bemerkung Um zu zeigen, betrachten wir Vektorfelder X1,..., X, €
X*°(U) und setzen f; = a;(X1lu,, .-, Xilu;) € C°(Uy). Es folgt filu,nu, = filuinu,, also existiert
eine Funktion f mit f|y, = f;. Da Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, gilt f € C*(U),
und wir setzen o(Xy,...,Xx) = f.
Um ({3 zu zeigen, betrachten wir wieder X7, ..., X € X°°(U) und folgern, dass a(X7,..., X;) =
B(X1,...,Xy) auf ganz U gilt.

3.13. BEMERKUNG. Wir wollen k-Formen auf Kartengebieten moglichst eindeutig darstellen.
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(1) Nach den Definitionen und ist eine 0-Form eine Funktion, also Q°(M) = C>®(M).
(2) Sei f € C*°(M) eine Funktion, dann ist das totale Differential aus Bemerkung
eine 1-Form df € Q'(M) mit df (X) = X(f). Nicht jede 1-Form lisst sich so darstellen.

(3) Falls M = U C R” eine offene Teilmenge ist, bilden die Vektorfelder ey, ..., e, aus Bei-
spiel an jedem Punkt p € U eine Basis von T,U = R". Die totalen Differentia-
le dx*,...,dz™ der Koordinatenfunktionen bilden an jedem Punkt die duale Basis. Nach

Proposition [3.5] bilden die Ausdriicke

dx™ /\-"/\dxik]p mit 1<i1<--- < <n
an jedem Punkt p € U eine Basis von AkTpU =~ AFR™. Mit Hilfe von Bemerkung sieht
man, dass die k-Formen
det A Ada e QFU) mit 1<iy<---<ip<n
eine Modul-Basis von QF(U) iiber C°>*(U) bilden. Es gilt dann

a= E Qg Azt N N datE
1< << <n

L =ale,...,e,) € CO(0U)

(4) Sei jetzt M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und ¢: U? C R™ eine Karte.
Dann kénnen wir Formen auf M mit (¢~1)* auf V¥ C R™ zuriickziehen und (3]) anwenden.
Den Vektorfeldern e; und den Formen dx! auf V¥ entsprechen die Koordinatenfelder 88@1.

auf U¥ aus Beispiel sowie die totalen Ableitungen d¢® der Komponenten von ¢.

mit Q.

Es folgt
alye = Z a;';’“_’ik Sd@ A - A dpt
1<i1 << <n
. 0 0
mit Oéfl““’l-k = (W”Wc) S COO(USO) .

(5) Sei n = dim M, dann folgt aus und Bemerkung dass
QF(M)=0  firalle k ¢ {0,...,n} .
Wir kommen jetzt zur dufleren Ableitung.
3.14. SATZ UND DEFINITION. Fir alle k € N und alle glatten Mannigfaltigkeiten M existiert
genau eine R-lineare Abbildung d = d’fwz QF (M) — QFFL(M) mit folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir Punktionen f € C*°(M) = Q°(M) ist d3,f = df die totale Ableitung.
(2) Produkt- oder Leibnizregel: Fiir alle o € QF(M), § € QM) gilt
daAB) = (da) AB+ (—1)kands .

(3) Bs gilt d*> = di;™ o df, = 0.
(4) Natiirlichkeit: Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F: M — N glatt, dann
giltF*od% :d’f\,oF*.
Der Operator d heifit &ulere Ableitung.
BEWEIS. Es reicht, die Aussage fiir offene Teilmengen U C M zu beweisen, die zu offenen

Teilmengen des R™ diffeomorph sind. Sei etwa a € QF(M), dann definieren wir d(«a|ye) fiir alle ¢
aus einem Atlas von M. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage und folgt

d(alve)|lyene = d(alge)lpenuy
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fiir alle Karten ¢, 1. Nach Bemerkung[3.12] ([2) existiert eine globale Form da mit (da)|ye = d(c|ue)
fiir alle ¢, und wegen und Bemerkung ist sie eindeutig.

Wegen reicht es sogar, von vorneherein anzunehmen, dass U bereits eine offene Teilmenge
des R™ ist, denn dann kann man d lokal iiber eine Karte definieren, und es ist egal, welche Karte
man benutzt.

Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Durch (1)) ist d% bereits festgelegt. Wir betrachten die
konstanten 1-Formen ¢! = dz* aus Bemerkung firi=1,...,n. Aus folgt

de' = d(dz*) = 0.
Wir schreiben eine beliebige k-Form « als

o= Z Qi iy dr'' A - A dx'* € Qk(U) .

1< < <ip<n

Aus der Linearitéit von d, der Produktregel und Eigenschaft |3| folgt

do = Z d(ail,...,z‘k dx™ A - A dwik)
1<i) <-<ip<n
= Z (daih_,_,ik Adz A - A dxt®
1<ip <-<ip<n

+ Q. (an:i1 Az A - A dat®

=0
_ dl’il A d2xi2 /\dxiB A A dxzk +.. )>
——
=0

1< << <n

Damit ist die Eindeutigkeit von d{“] bewiesen.

Um die Existenz zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass die Formel @ fiir dae Abbildungen dlf]
mit den geforderten Eigenschaften definiert. Eigenschaft ist offensichtlich.

Um zu zeigen, {iberlegen wir uns zunéchst, dass fir 1 < i < -+ < ip <nund 1 < j; <
-+ < ¢ < n das Produkt

Az A Adz AdT N - A dadt

entweder 0 ist, falls i), = j, fiir ein p € {1,...,k} und ein ¢ € {1,...,¢}, oder das +1-fache einer
entsprechenden Basisform von Q*+¢(U). Sei also a wie oben und

B = Z le’,,,,jzda:jl FANKIRIRIVAN dl’je ,

1<ji<<je<n
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dann folgt , denn

d(anB) = d< S B dat A Ada AdaT A A dx”)
1<i1 << <n
1<j1<--<ge<n

= Z (Bj17~-~,jedai1,~~,ik + ai1,~~~,ikdﬁj1,m,j2)

1<ip << <n
1<ji<<je<n

Adz™ A - Adx™ AdaT A A dat
= Y (day,g AdaT A Ada A B, et A A dat

1< <-<ip<n
1<j1<<je<n

+ (=DFai, g dx™ Ao Ada™ ANdBy, g, Ada?t A A dat)
=daAB+ (-1)kands.
Fiir f € Q(U) = C*(U) folgt aus dem Satz von Schwarz, denn

d*f —d Y _dx’ A da?
a a

’Lj—

82
= — ] _
Z < 2ol Dl 8 ) de' Ndx? =0 .

1<i<j<n

Aus der Produktregel (2) und (*) folgt also

d? Z ail’,_.@dwil Ao A dx'*
1<y < <ip<n
=d Y dog g A(L-da A A da™)
1< <-—<1x<n
= Z (Pavy,.. i A(L-dz™ Ao A da'™)
ISii<o<ig<n g
—daiy,. 5 A AL Adz™ A+ Ada'™)) =0.
=0
Also gilt insgesamt.

Da das Zuriickziehen von Differentialformen mit dem Dachprodukt vertriaglich ist nach Bemer-
kung , reicht es wegen der Produktregel und Bemerkung , die Natiirlichkeit nur
fiir Funktionen f € C*°(U) und die speziellen 1-Formen dz’ zu zeigen. Fiir f € C*°(U) gilt fir x € V
und v € R™ nach und der Kettenregel

((do F*)f)a(v) = d(f o F)a(v) = (f 0 F)y(v) = o) (Fo(v)) = dfp(a (Fr(v)) = (Fdf)a(v) ,
also (do F*)f = (F* od)f. Fiir dx' folgt aus mit F* = 2o F, dass
d(F*dz') = d(dF;) = 0 = F*(d*z") = (F* o d) dz’ .
Damit ist auch bewiesen. t

Nach Eigenschaft erhalten wir eine Familie von R-Vektorrdumen Q¥(M) und Abbildun-
gen (df ez,

1 n
d?VI dy]t[ dM

-1
0~ QO(M)
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mit dﬁ}'l odk, = 0 fiir alle k. Dabei setzen wir Q¥(M) = 0 und d%, = 0 fiir k& < 0. Die folgende
Definition funktioniert allgemein fiir Moduln iiber Ringen und lineare Abbildungen.

3.15. DEFINITION. Ein (Koketten-) Komplex (V*,d®) von k-Vektorrdumen besteht aus einer
Familie (V*),ez von k-Vektorrdumen und einer Familie k-linearer Abbildungen d*: V¥ — Vk+1
mit d*' o d¥ = 0 fiir alle k € Z. Eine Koketten-Abbildung f*: (V*,d®*) — (W*,e®) zwischen
Komplexen (V*®,d®) und (W*, e®) ist eine Familie k-linearer Abbildungen f*: V¥ — W* mit fk+1o
dF = e o fF.

Ein Element o € V* heiit geschlossen, wenn d*a = 0, und ezakt, wenn es ein f € V<1
mit d*~18 = a gibt.

Die Kohomologie H®*(V®,d®) eines Komplexes (V*,d®) ist die Familie der k-Vektorrdume

H*(V*,d*) = kerd®/imd*~1 .
Die Aquivalenzklasse [a] € H¥(V*,d®) von « € ker d* heifit auch die Kohomologieklasse von a.

3.16. BEMERKUNG. (1) Aus d*odF=1 = 0 folgt d*~1 3 € ker d" fiir alle 8 € V¥~ also sind
alle exakten Elemente von V* auch geschlossen. Deshalb ist im d*~! ein Untervektorraum
des Kernes ker d*, und der Quotient ker d*/im d*~! ist wohldefiniert.

(2) Die k-Koketten-Komplexe bilden eine Kategorie Chy mit den Koketten-Abbildungen als
Morphismen, denn die Verkettung zweier Koketten-Abbildungen

fo (Ve d®) — (W*e,e®) und g% (U c*) — (V*,d*)
ist wieder eine Koketten-Abbildung, da
fk+logk+lock:fk+1odkogk:ekofkogk.

(3) Jede Koketten-Abbildung f*®: (V*,d*) — (W*,e®) induziert eine Familie linearer Abbil-
dungen Hf*: H*(V*,d*) — H*(W*,d®*) mit

Hf*lo] = [f*a].
Diese Abbildung ist wohldefiniert (Ubung).

(4) Die Kohomologie ist ein kovarianter Funktor von Ch{ in sich, der einem Komplex (V'*,d*)
den Komplex (H*(V*,d®),0) zuordnet, und jeder Koketten-Abbildung die induzierte Ab-
bildung H f*® oder kurz f*® aus . Funktorialitét folgt, denn fiir Kokettenabbildungen f*°,
¢® wie oben und « € ker c* gilt

H(f o g)*la] = [f*(¢"(e)] = Hf"[g"()] = (Hf" o Hg")[o] ,
und natiirlich induziert (idy«)y die Identitét id g (ye go)-
3.17. DEFINITION. Der Komplex (Q°(M),d3},) heifit de Rham-Komplex, und seine Kohomolo-
gie H3z (M) = H*(Q2*(M),d3,) die de Rham-Kohomologie von M.

3.18. BEMERKUNG. Es sei wieder C* die Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten und der

glatten Abbildungen aus Bemerkung

(1) Wir erhalten einen Funktor (2°, d*) von C* nach Chy, denn nach Satz ist (Q°(M), d3,)
ein Kokettenkomplex und das Zuriickholen F* mit F' € C>(N, M) eine Kokettenabbil-
dung. Nach Bemerkung kénnen wir den Funktor noch um das Dachprodukt erwei-
tern, so dass wir M den Komplex (Q°*(M),d5;, \) zuordnen.

(2) Durch Nacheinanderausfiithren des kontravarianten Funktors (Q2°,d®) und des kovarianten
Funktors H® erhalten wir den kontravarianten Funktor H3g, der jeder glatten Mannigfal-
tigkeit M ihre de Rham-Kohomologie und jeder C*°-Abbildung F': N — M die induzierte
Abbildung F* = H(F*)*: H{z(M) — H3z (N) mit

F*[a] = [F*a]
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zuordnet.

(3) Nach Satz erhalten wir auch eine Familie von ,,Dachprodukten® A: HA: (M) x
Hiq (M) — H dl;té (M). Dieses Produkt ist immer noch assoziativ und graduiert kommuta-
tiv wie in Bemerkung |3.4

Wir geben jetzt eine koordinatenunabhéngige Beschreibung der dufleren Ableitung.
3.19. Sarz (Cartan-Formel). Sei a € QF(M) und Xo, ..., Xy € X(M), dann gilt
k . A~
da(Xo,.... Xp) = Y (-1)'X; (a(Xo, N o ,Xk)>
i=0
+ Z (—1)i+j0£<[XZ', X]’},Xo, ceey )/(:Z', ce ,5(:]', ce ,Xk) .

0<i<j<k
Hierbei bedeutet das Dach iiber einem Argument, dass dieses Argument wegzulassen ist.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in drei Schritten, die wir nur kurz skizzieren.

(1) Der Ausdruck (X, ..., Xx) auf der rechten Seite ist C*° (M )-multilinear wegen der Pro-
duktregel fiir die Lie-Klammer aus Bemerkung und alternierend, also 3 € QF1(M).

(2) Nach den Bemerkungen und reicht es, M = U C R" offen anzunehmen und
nur da(ei,, - .., €i,) = B(€iy, - .-, €i,) fiir 1 <ig < --- <i < n zu beweisen.

(3) Der Spezialfall in ist mit der Formel (¥) aus dem Beweis von Satz leicht zu
tiberpriifen, da [e;, e;] = 0 fiir alle 4, j: es gilt

n
o= Y <Zei0ail,“.,ikdazi°>/\dazil/\---/\dazi’f

1<t << <n “ip=1

k
B Z (Z(_l)jeij <a(€i0""’é\ij’"'veik))>dacio/\.../\dxik-
1<ip< - <ig<n “j=0
- Z Bio,....i, dr© A - A dzrtt = 3. -

1<ip<-<ixp<n

3.2. Homotopieinvarianz und Mayer-Vietoris-Sequenz

Wir zeigen, dass die de Rham-Kohomologie die wichtigsten Eigenschaften einer Kohomologie-
theorie erfiillt, allerdings nicht fiir die Kategorie der topologischen Riaume oder der CW-Komplexe,
sondern ,nur® fiir die kleinere Kategorie C*° der glatten Mannigfaltigkeiten.

3.20. BEMERKUNG. Wir kénnen hohere Ableitungen auch fiir Funktionen auf halboffenen oder
abgeschlossenen Intervallen positiver Lange und auf Produkten I X - - - x I,, C R™ solcher Intervalle
definieren, und erhalten einen Ring C*°(I; X - -+ X I,).

Auch fiir Funktionen f € C*(I; X -+ x I,) gilt der Satz von Schwarz. Insbesondere kommt es
bei k-fachen Ableitungen von C*°-Funktionen nach Koordinatenvektorfeldern nicht auf die Reihen-
folge des Ableitens an.

Sei U C R" offen und I C R ein Intervall positiver Léinge, dann hat jeder Punkt in U x I eine
Umgebung der Form I; x --- x I, x I. Wir kénnen also Riume C®(U x I;R™) und QF(U x I)
betrachten. Analog erhalten wir C*°(M x I) und Q¥(M x I), wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit
ist. Die duBere Ableitung d: QF(M x I) — QFFY(M x I) lisst sich wie oben definieren. Satz
und Bemerkung [3.18| gelten analog.
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3.21. DEFINITION. Es seien M, N Mannigfaltigkeiten, und F, G € C*>°(M,N). Eine glatte
Homotopie von F nach G ist eine glatte Abbildung H € C*°(N x [0,1], M) mit
H(y,0)=F(y)  und  H(y,1) =G(y)
fiir alle y € N. Zwei Abbildungen F', G € C*°(N, M) heiflen glatt homotop, kurz F' ~ G, wenn eine

glatte Homotopie von F' nach G existiert.

3.22. BEMERKUNG. (1) Es seien H,K € C*(N x [0,1], M) glatte Homotopien von E
nach F' beziehungsweise von F' nach G, mit E, F,G € C*(N,M). Dann existiert eine
glatte Homotopie L von F nach G mit

H(y,l—e_ﬁ) fiir t € [0, 3) ,
D)= FG) fir t =
K(y,e 2-1) fiir t € (

l\?\»—l

’]‘}

Do~

43

Hieraus folgt die Transitivitdt von ,~“, und man iiberzeugt sich, dass homotop zu sein
eine Aquivalenzrelation ist. Ihre Aquivalenzklassen heiBen glatte Homotopieklassen.

(2) Seien jetzt F,G € C*°(N,M) und D,E € C*>(M, L) homotop vermoge H € C*°(N x
[0,1], M) und K € C*(M x [0,1], L), dann sind D o F' und E o G homotop vermoge L €
C*®(N x [0,1], L) mit

L(z,t) = K(H(z,t),t) .

Also ist die Aquivalenzrelation aus vertraglich mit der Verkettung glatter Abbil-
dungen.
(3) Wegen und gibt es eine Kategorie H>, deren Objekte glatte Mannigfaltigkeiten
sind, deren Morphismen von N nach M glatte Homotopieklassen von Abbildungen von N
nach M sind, mit Verkettung

[F]o[G] =[Fod].

AuBerdem gibt es einen Funktor von C* nach H*, der jedes Objekt U auf sich selbst und
jeden Morphismus F' € C*°(V,U) auf seine Homotopieklasse [F] abbildet.
(4) Sei [F]: M — N ein Isomorphismus in H*°, dann existiert eine glatte Abbildung G: N —
M mit
GoF ~idy und FoG~idy .

Wir nennen F' eine Homotopiedquivalenz und G ihr Homotopieinverses.

3.23. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei M glatte Mannigfaltigkeit. Es gibt genau einen R-
bilinearen Operator L: X' (M) x Q*(M) — Q*(M) mit folgenden Eigenschaften.

X(a(X1,..., X)) = (Lxa)(X1,..., X +Z <X X]Xl,...,)/(\i,...,Xk> (1)
Lx(anp) = (Eon)/\ﬁ—l—a/\EXB (2)
Lixyiae=Lx(Lya)— Ly(Lxa) (3)

fiir alle k € N, X, Y, X1,..., X € X(M), a € Q¥(M), B € Q*(M). Dieser Operator heifit Lie-
Ableitung.

Die Eigenschaften und lassen sich als Produktregeln verstehen, und Eigenschaft als
eine Art Jacobi-Identitéit oder als Darstellungseigenschaft.

106



BeEweisskizzE. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus . Definiert man L£x« durch , so iiber-
priift man mit Hilfe der Produktregel fiir die Lie-Klammer aus Bemerkung dass £xa multili-
near ist. Auflerdem ist Lxa alternierend, so dass Lxa € Q°*(M). Anschlieflend iiberpriift man die
anderen Eigenschaften, indem man Vektorfelder einsetzt und benutzt. O

3.24. PROPOSITION UND DEFINITION. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau
einen C*°(M)-bilinearen Operator v: X(M) x Q*(M) — Q*(M) mit folgenden Eigenschaften.

(LXa)(Xz_._,k) = a(X, XQ, PN ,Xk) s (1)
ix(aAB) = (txa) AB+ (—1)*aAuxf, (2)
Fa=0 (3)

fiir alle k € N, X, Xo,..., X, € X(M), a € Q¥(M), B € Q*(M). Dieser Operator heifit Einsetzung.

BEWEISSKIZZE. Wir definieren ¢ durch , folgern aus der Definition des Dachprodukts
und daraus, dass « alternierend ist. ]

3.25. LEMMA. FEs sei X € X(M) ein glattes Vektorfeld, dann gilt
Lx =doix +ixod.

BEWEIS. Wir benutzen die Cartan-Formel aus Satz (3.19)). Sei a € Q¥(M), X = Xy und X,
, X € X(M). Dann gilt

k
((do LXo + Xy Od)a)(X17 s 7Xk) = Z(_l)i_lXi(a(XﬂaXl) s 7Xi7' . an)>
=1
+ Y (—1)i+ja(X0,[Xi,Xj],Xl,...,Z,...J?},...,Xk)
1<i<j<k
+Z < X(),...,X\,...,Xk)>
+ Z Dt a([Xi, Xj], Xoy s Xiy ooy Xy ooy X3)

X))

1Y a([Xo, Xj], X1y Xy oy Xi)

o
”M” ~ A
A
.
IA
=

:(‘CXO )(Xlaan) O

3.26. BEMERKUNG. Die Lie-Ableitung £x« ist nicht C*°(M)-linear in «, und auch nicht in X.
Aus Lemma folgt statt dessen, dass

Lixa=f-ixoda+d(f ixa)=/f Lxa+df Nixa.

Es sei Mo x M; ein Produkt von Mannigfaltigkeiten mit den Projektionen mys, Mo x My — M;
fiir i = 0, 1. Dann gilt T'(My x M) = T My x T'My, und dmpg,, dmpr, sind die Projektionen auf die
Faktoren. Zu X; € X(M;) finden wir Vektorfelder X¢, X1 € X (My x M), so dass

Yo‘(p’q) = (X0|p,0) eT Mo x T, Ml und Yﬂ( Q) = (O X1| ) el M[) X Tqu .
Auf M x [0,1] schreiben wir kurz 2 ¢ fiir das entsprechende Koordinatenfeld 2 5t
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3.27. DEFINITION. Sei jetzt I = [0,1] und M eine Mannigfaltigkeit. Wir definieren das Integral
von o € QFFY(M x I) durch

1 o — -
</a> (Xl,...,Xk):/ Q(p.t) <at,X1,...,Xk> dt
1 D 0

fiir alle X1,..., Xy, € X(M), so dass [, o € QF(M).
Diese Definition verallgemeinert das Integral einer 1-Form iiber I.

3.28. LEMMA (Homotopieformel). Seia € Q°(M xI) und iz: M — M x I gegeben durch iy(p) =

(p,t) fir allet € 1. Dann gilt
i’{a—iga:d/a—i-/da.
I I

BEWEIS. Sei a € QF(M x I) und Xi,..., X} € X(M). Sei ¢ eine Karte von M, dann ist ¢ x
idy: U¥ x I — V¥ x I eine Karte von M x I, insbesondere gilt

o 0
[(%890}0

Genauso folgt aus Bemerkung und dass

[8675’)(1} - ZJ: [gt’ (Xi(¢?) o) - 88@]]

Damit sehen wir, dass

_ _ ) _ _
<£é9t04> (pt)(Xl, ce 7Xk) = [%(a(p’t)(Xl,. . ,Xk)) .

Da I kompakt ist und alle Formen glatt sind, vertauschen Ableitungen in Richtung von M mit
Integration iiber I. Nach der Cartan-Formel enthélt (d3)(Xj,. .., X;) nur Ableitungen in Richtung

von M, also gilt
1
/ <dLaa> (Xl,...,Xk)dt:(d/oz)(Xl,...,Xk).
0 /(o) 1

Damit folgt das Lemma aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Lemma|3.25

...,Xk)>dt

<
— %
Q
|
Sk
L
=
<
Lo
<
)
1
c\
@))
A/~
Q
=
D
Lo

|
O\H
N

(dOLa—l—LaOd)a) (E,...,Xk)dt
ot ot (,t)

_ (d/la+/1da)p(X1,...,Xk). O
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3.29. PROPOSITION UND DEFINITION. Es seien (V*,d) und (W*,d) Kokettenkomplexe und f°,
g*: (V*,d) — (W*,d) Kokettenabbildungen. Wenn es lineare Abbildungen h*: V¥ — Wk=1 gibt, so
dass

g = fr=d" o by M o dt VE 5 WR
dann gilt
Hf*=Hg®: H*(V*,d) — H*(W*,d) .
In diesem Fall heiffen f® und ¢g® kokettenhomotop, kurz f® ~ ¢g*, und h® heifit eine Kokettenho-
motopie.

BEWEIS. . Sei v € V* geschlossen, dann folgt
(¢" = ) (v) = d(h*v) + K+ (d"0) = d(h*v)

somit [f*(v)] = [¢"(v)]- O

3.30. SATZ (Homotopieinvarianz). Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F', G: M — N
glatte Abbildungen.

(1) Sei H: M x [0,1] — N eine Homotopie zwischen F und G, dann definiert
Bk — / oH": OF (V) — QF (M)
I

eine Kokettenhomotopie zwischen F* G*: Q*(N) — Q*(M). Insbesondere gilt F* = G*:
Hig(N) — Hig (M).

(2) Wenn F eine Homotopiedquivalenz ist, dann ist F*: H3p (N) — H3g (M) ein Isomorphis-
maus.

BEWEIS. Aussage (/1) folgt aus der Homotopieformel aus Lemma denn mit H*od = do H*

gilt
(doh+hod)(a (do/ /od> (H*«

=] —ip)(H'a) =G'a— F*a

da F = H oip und G = H oy gemiB Definition [3.2I] Aus Proposmon |T_E| folgt der letzte Satz.
Wegen Bemerkung gilt fiir eine Homotopiedquivalenz F' mit Homotopieinversem E':
N — M, dass
EOFNidM und FOENidN,
also sind die Abbildungen £E* und F* auf der de Rham-Kohomologie zueinander invers nach .
Ubrigens ist F* nach Bemerkung mit den Dachprodukten vertréglich, wir erhalten also
in einen Isomorphismus von Ringen, genauer, von R-Algebren.

Die obige Folgerung wenden wir an, um das Poincaré-Lemma fiir Formen beliebigen Grades zu
beweisen.

3.31. DEFINITION. Eine Mannigfaltigkeit M heif3t glatt zusammenziehbar, wenn es xg € M und
eine Abbildung H: M x [0,1] — M mit H(x,0) = z¢ und H(z,1) = z fiir alle x € M gibt.

3.32. BEMERKUNG. (1) Nach Definition ist M genau dann glatt zusammenziehbar,
wenn die konstante Abbildung p,,: M — {zo} C M homotop zu idys ist. Wir schreiben
diese Abbildung als Hintereinanderschaltung

Dzg =tOop: M P, RO = M
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mit p(x) = 0 € R fiir alle z € M und ¢(0) = z9. Umgekehrt gilt p ot = idgo. Nach
Bemerkung ist also M genau dann glatt zusammenziehbar, wenn M glatt homo-
topiedquivalent zu R ist.

(2) Eine Teilmenge U C R" heifit sternformig beztiglich zg € U, wenn H (x,t) = tz+(1—t)zg €
U fiir alle x € U und alle t € [0,1]. Sternférmige offene Mengen sind mittels H glatt
zusammenziehbar.

(3) Eine konvexe Menge U C R™ ist sternformig beziiglich jedes Punktes xy € U. Also sind
konvexe offene Teilmengen des R™ stets glatt zusammenziehbar.

(4) Analog dazu heifit eine Teilmenge U einer Riemannschen Mannigfaltigkeit geoddtisch kon-
vex, wenn es zu je zwei Punkten x, y € U genau eine kiirzeste Geodétische in M von x
nach y gibt und diese in U verlduft. Geodétisch konvexe Mengen sind ebenfalls zusam-
menziehbar.

3.33. LEMMA (Poincaré). Es sei M glatt zusammenziehbar. Dann gilt

R falls k=0, und

0 sonst,

Hlg (M) = {

und Elemente von H3p (M) werden durch konstante Funktionen reprdsentiert.

BEWEIS. Aus Satz und Bemerkung folgt, dass
p*: Hig(R®) — Hig (M)
fiir alle k € Z ein Isomorphismus ist, wobei wieder p: M — RY durch p(z) = 0 fiir alle z € M
gegeben ist.
Um H%; (R%) zu bestimmen, iiberlegen wir uns, dass QF(R%) = 0 fiir alle k # 0 und
Q%R = C>*(R%,R) =R,
da RY aus genau einem Punkt besteht. Es folgt dﬂk@ = 0 fiir alle &, also
HER(R%) = kerdfo/ imdfy " = QF(R") /0 = QF(R?) |
woraus die erste Behauptung folgt. Zur zweiten sei
a€R=C*R"R) = Hg(R),

dann ist p*a € Q°(U) die konstante Funktion mit Wert a. Da Q~(M) = 0, sind alle geschlossenen
0-Formen von dieser Gestalt. O

3.34. BEMERKUNG. Es sei U C R offen und zusammenziehbar, k # 0 und o € Q¥(U) geschlos-
sen, also da = 0.
(1) Da HY% (U) = 0 fiir alle k # 0, gilt ker df;, = im dlf]_l. Also ist die Differentialgleichung df =
a in QF=1(U) 16sbar, aber nicht eindeutig. Seien etwa 3, v € QF~1(U) mit df = dy = «
gegeben, dann ist d(y— ) = 0. Fiir k = 1 folgt v = S+ ¢, wobei ¢ eine konstante Funktion
auf U darstellt. Fir k > 2 folgt v = 8 + dn fiir eine beliebige (k — 2)-Form 7.
(2) Wir kénnen eine Losung von df = o mit Hilfe von Lemma angeben. Sei nédmlich py, :
U — U die konstante Abbildung auf den Punkt xp und H eine Homotopie von p,, zu idy,

dann setze
8 =ha= /H*a .
I

Aus Satz und da = 0 folgt
df = dha+ h da =idja—p, a=a,
~—~ o
=0 ~
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wobei p; o = 0 fiir k> 1, da (pg,)" = 0.

3.35. DEFINITION. Eine ezxakte Sequenz von Vektorrdumen ist eine Familie von linearen Abbil-
dungen (f;: V; — Viy1) mit im f; = ker f;11. Eine exakte Sequenz von Kokettenkomplexen ist eine
Familie von Kokettenabbildungen f;: (V;*,d) — (V;%;,d), so dass die Sequenzen (fF: V¥ — V)
fiir alle k£ exakt sind. Eine kurze exakie Sequenz ist eine exakte Sequenz der Form

0 . > . 0.

Also ist eine exakte Sequenz das gleiche wie ein Kokettenkomplex mit verschwindender Koho-
mologie (azyklischer Komplex). Oft betrachtet man exakte Sequenzen von Kokettenkomplexen und
von Kohomologiegruppen, wie im folgenden Lemma.

3.36. LEMMA (Schlangenlemma). Zu kurzen exakten Sequenzen

0 —— (v d) L ved) L (vredhy —— 0
lassen sich in natiirlicher Weise lineare Abbildungen 6*: H*(V"*,d") — H* (V' d') konstruieren,

so dass die Sequenzen

k k
. \ Hk’(v/o’ d/) Hf Hk(vo’ d) Hg . Hk(V’“,d”) sk
, k41 k+1
Sk H’““(V",d’) Hf Hk—f—l(vo’ d) Hg H]H_I(V”., d//) L.

exakt sind.

»Natiirlich“ bedeutet, dass man aus einem kommutativen Diagramm von Kokettenkomplexen

0 (V,., d/) (V., d) (V//., d/l) 0

| | |

O (W/., d/) (WO’ d) (W”., d/l) 0
ein entsprechendes kommutatives Diagramm von Kohomologiegruppen erhélt:

. } Hk(V”', ") o* Hk+1(V107 ) N

l !

. } Hk(W”',d”) o* Hk+1(W", &) N

BEWEISSKIZZE. Zur Konstruktion von 6% betrachten wir einen Ausschnitt aus der kurzen ex-
akten Sequenz von Komplexen

k k
0 V/k f Vk 9 V//k s 0
dlk dk d//k
fhtt g+t

0 , V/k+1 ; Vk+1 Vl/k+1 s 0

Es sei v” € kerd”’® c V"%, Da g* surjektiv ist, existiert v € V¥ mit ¢*(v) = v”. Aus Kommutativitit
folgt g*+1(d*v) = d"*(g¥v) = 0, also d*v € ker(gFT!) = im(f**1). Da f**! injektiv ist, existiert ein
eindeutiges v’ € V! mit f*+1(v') = dFv. Mit dhnlichen Argumenten zeigt man, dass d’**'v’ = 0,
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und dass die Kohomologieklasse [v/] nur von der Kohomologieklasse [v"], aber nicht von v" und v
abhiéngt. Dann definiert man 6*[v"] = [v'].

Es bleibt zu zeigen, dass die resultierende Kohomologiesequenz exakt ist, und dass die Konstruk-
tion von 6 natiirlich ist. Dazu sind viele einzelne Beweisschnitte nétig, die aber nicht schwieriger
sind als die obige Konstruktion. O

3.37. SATZ (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es seien U, V. C M offen mit UUV = M dann existiert
eine natirliche exakte Sequenz

— Hip(M) —— Hip(U) @ Hip (V) —— Hi,(UNV) —— Hgﬁrl(M) —

Seien M = U UV und N = X UY zwei Vereinigungen offener Mengen und F': N — M eine
Abbildung mit F(X) C U und F(Y) C V. ,Natiirlichkeit“ der Sequenz bedeutet, dass das folgende
Diagramm kommutiert.

—— Hig(U)® Hig(V) —— Hx(UNV) —— Hig'(M) ——
[ [ [ [
—— Hig(X)o Hfg(Y) —— Hp(XnY) —— Hyid'(N) ——
BEWEIS. Betrachte die Abbildungen
r: QN (M) —Q(U) e Q(V) mit a— (o, aly)
s: QU)o Q (V) = UNV) mit  (5,7) = yluav — Blonv
dann ist die Sequenz
0 —— QM) —— Q) (V) —=— Q(UNV) —— 0 ()

nach Bemerkung an den ersten beiden Stellen exakt.

Zur Exaktheit bei Q*(UNV) wéhlen wir eine Partition der Eins wie in Abschnitt also @, :
M — [0,1] mit suppp C U, suppy C V und ¢ + ¢ = 1 auf ganz M. Sei w € Q*(U NV), dann
konnen wir —¢ - w glatt auf U und ¢ - w glatt auf V fortsetzen, und es gilt

prw—(—4w) = (p+9) w=w.
Also ist die Abbildung s surjektiv, und die Sequenz @ ist exakt. Jetzt folgt der Satz aus dem
Schlangenlemma [3.36] O

Homotopieinvarianz, Poincaré-Lemma und die Mayer-Vietoris-Sequenz reichen im Prinzip aus,
um die de Rham-Kohomologie aller Mannigfaltigkeiten zu bestimmen. Dabei setzt man M sy-
stematisch aus einfacheren offenen Teilmengen zusammen. Auf diese Weise kann man einsehen,
dass H3p (M) zur reellwertigen singuldren Kohomologie isomorph ist, die man in der algebraischen
Topologie betrachtet.

3.38. BEISPIEL. Wir betrachten die Sphére
"= {zeR™ |[z| =1}

mit den stereographischen Projektionen ¢y: Uy = S™\{*e,+1} — R aus Beispiel . Es
gilt S" = U4 UU_ und Uy und U_ sind zusammenziehbar.

Fir n = 0 ist die Vereinigung disjunkt, und die Mayer-Vietoris-Sequenz zerfillt in lauter
Teilstiicke

0=Hig' () —— Hfg(S°) —— Hlp(Uy) @ Hip(U-) —— Hlp(0) =0.
Also folgt H{ (S%) 2 R? und H}R(S°) = 0 fiir k # 0.
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Fiir n > 1 ist Uy NU- = R™\{0} homotopiedquivalent zu S" 1. Dazu betrachten wir die
Inklusion i: S"~1 — R™\{0} und die Abbildung r: R™\{0} — S"~! mit r(v) = oy Es gilt roi =
idgn-1 und i o r ~ idgn\ o} via

h: R™\{0} x [0,1] = R™\{0} mit h(v,t)= ol Ht .
Nach dem Poincaré-Lemma werden Elemente von HJ (Us) = R durch konstante Funktionen
reprasentiert. Also zerfillt die Mayer-Vietoris-Sequenz jetzt in Abschnitte

0 —— Hip(S") —— Hip(Us) ® Hip(U-) —— Hig(Up NU-) —— Hi(S") —— 0
R? > (a,b) — b—a
sowie
0 —— HEH(S™ Y —= HE(S"H) —— 0
fiir alle kK > 1.
Falls n = 1, ist HJz(Uy NU-) = HY(S°) = R?, und die Abbildung s: (a,b) — (b —a,b—a)
hat Rang 1, so dass HJg(S') = kers = R und HjR(Sl) R?/ims = R. Alle anderen HEy(S?)

verschwmden nach Bemerkung - . oder wegen der zweiten Sequenz.
Fiir n > 1 ist s surjektiv, da (S7~1) = R. Wir schlieBen induktiv, dass

krony ~ ) R k=0oderk=mn,
H(S)_{O sonst .

3.3. Exkurs: der Satz von de Rham

Wir erweitern die Idee des Satzes von Mayer-Vietoris auf beliebige offene Uberdeckungen von M
und erhalten den Cech-de Rham-Doppelkomplex. Mit seiner Hilfe zeigen wir, dass die de Rham-
Kohomologie mit der Garben-Kohomologie mit Koeffizienten in R {ibereinstimmt.

Der erweiterte Cech-de Rham-Doppelkomplex hat auch andere Anwendungen. Beispielsweise
ldsst er sich zur Definition der glatten Deligne-Kohomologie benutzen, in der man verfeinerte cha-
rakteristische Klassen fiir Vektorbiindel mit Zusammenhang definieren kann.

3.39. DEFINITION. Eine Garbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum M ist ein
kontravarianter Funktor G von der Kategorie Op; der offenen Mengen von M und der Inklusions-
abbildungen ¢: V — U fiir alle V C U € O); in die Kategorie der abelschen Gruppen, so dass zu
jeder Vereinigung U = U c7Ui und jeder Auswahl von Elementen g; € G(U;) mit g;|v.nu; = 9jlu.nu;
genau ein g € G(U) existiert mit g|y, = g; fiir alle ¢ € I.

3.40. BEISPIEL. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

(1) Nach Bemerkung bilden die k-Formen auf M eine Garbe QF.

(2) Sei A eine feste abelsche Gruppe, etwa A = Z oder A = R. Dann ordnet die Garbe A
der lokal-konstanten Funktionen mit Werten in A jeder offenen Teilmenge U C M die
Gruppe A(U) der lokal konstanten Abbildungen a: U — A und jeder Inklusion V' — U
die Einschrinkung a + aly zu.

3.41. PROPOSITION UND DEFINITION. Es seild = (U;);cr eine offene Uberdeckung von M und G
eine Garbe abelscher Gruppen auf M. Dann sei

CHU;G) = {g € @ G(Ui, N Uie) | Giorissijrric = —Gio,...ixJlir allel < j < k}

00,y €1
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und 68 : C*(U;G) — C*Y(U; G) definiert durch
k+1

<k . .
((5 g)io,...,ik+1 - Z(_l)]gzo ..... /’L\ ja---7ik+1
=0

Dann bildet (C*(U;G), 5) einen Kokettenkomplez, den Cech-Komplex von U mit Werten in G. Wir
nennen H*(U;G) = H*(C*(U;G),0) die Cech-Kohomologie von U mit Werten in G. Es gilt

HU;G) = G(M) .

k41

BEWEIS. Der Operator ¢ hat die Struktur eines simplizialen Korand-Operators. Also rechnet
man nach, dass

k+2
Sk+1/ 5k _ j (S =
(6 (6 ‘g))io,...,ik+2 - Z(_l)](5g)i0,~-~,ij,m,ik+2 U; ﬁ -NU;
Jj=0

it2
k+2 ,7—1
_§ : E : J—l—[ PR
20,...,ig,...,ij,...,ik+2
k+2
§ : J+€ 1 ~ o~
+ lo,---,ij,---7ie,---7ik+2

l=74+1
=0.

UigN++NUsy

Somit erhalten wir tatséchlich einen Kokettenkomplex.

Sei g € HO(U; G) = ker §°, dann gilt

gilv.nu, — gilvino, = (09)i; =0,

also existiert nach Definition m genau ein ¢ € G(M) mit gly, = ¢;, und wir erhalten eine
Abbildung H*(U; G) — G(M).

Die Umkehrabbildung ordnet g € G(M) das Element g € C°(U;G) mit g; = gly, € G(U;) =,
und es folgt

(09)i,; = gjlvinv; — gilvinu; = Glvinu; — Gluino; =0,

also folgt g € HO(U; G). O

Die Cech—Kohomologie einer Garbe G ist besonders einfach zu bestimmen, wenn man Elemen-
te aus G(U) mit Funktionen aus C*°(U) multiplizieren darf. Solche Garben heiflen auch Garben
von C®-Moduln. Beispiele sind die Garben QF.

3.42. LEMMA. FEs sei G eine Garbe von C°-Moduln auf einer Mannigfaltigkeit M .

(1) Es seien U, V. C M offen, f € G(UNV) und p: U — R eine Funktion, so dass der Tri-
ger supp p C U in M abgeschlossen ist. Dann existiert g € G(V) mit glunv = pluav - f-
(2) Es seiUd = (Ui)ier eine offene Uberdeckung von M, dann gilt

ki | G(M) fiir k =0, und
HU;6) = { 0 sonst .

(3) Fiir U wie oben ist die Sequenz
0 G(M) 5 COw:6) % ' u:6) —
mit (rf); = flu, fir alle f € G(M) exakt.
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BEWEIS. Da supp(p) in M abgeschlossen ist, ist U\ supp(p) offen. Wir definieren g in (1)) durch

g’V\supp(p) =0 und g’UﬂV = p|UﬂV f-
Auf dem Durchschnitt U N V'\ supp(p) verschwinden beide Elemente, also existiert g auf
(UNV)U (V\supp(p)) =V .

Wir beweisen , indem wir eine Kokettenhomotopie h zwischen der Identitdt und der Nullabbil-
dung angeben. Dann folgt aus und Proposition (3.41)). Sei (p;)ier eine Partition der Eins
zur Uberdeckung Y. Wir definieren h°: C°(U;G) — G(M) durch

(h°g) = pi-gi € G(M),
el
wobei jeder Summand aufierhalb von U; durch 0 fortgesetzt wird. Analog definieren wir hF: C*(U;G)
— C*1(U;G) durch
(hkg)i1,~~~,ik = ij “Gjit,ein € g(Ull n---NU; ) s

J€eI
wobei jeder Summand geméfl fortgesetzt wird. Dann folgt (Ubung)

doh+hod=id. O

3.43. BEISPIEL. Es sei M = UUV und U = (U, V) eine offene Uberdeckung wie in der Mayer-
Vietoris-Sequenz aus Satz Fiir die Garbe G = QF aus Bemerkung erhalten wir den
Komplex

0 —— COWU; QF) = Q¥ (U)o QF(V) —— CYU;F) =Q¥UNV) —— 0
(aa 6) — B — .
Nach Proposition ist HO(U; Q%) = QF (M), wihrend wir im Beweis der Mayer-Vietoris-Sequenz
gezeigt haben, dass H'(U; Q%) = 0.
3.44. BEMERKUNG. Aquivalent kann man anstelle von C*(U/; G) den Raum
P gvi,n---nU)
i0yeig €1

betrachten, mit 6% wie in Proposition Anstelle der Homotopie im Beweis von Lemma m
betrachtet man den Ausdruck

k
(W*9ir.ei D D ()05 Gir.civiivr i € GUi N == N Uy)
(=0 jel

mit h* 1o +dohF = (k4 1)-id.

3.45. DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Uberdeckung U = (U;);er von M
heifit gut, wenn fiir alle £ > 0 und alle 4o, ..., € I die Teilmenge U;, N---NU;, entweder leer oder
glatt zusammenziehbar ist.

3.46. BEMERKUNG. Man kann gute Uberdeckungen auf verschiedene Weisen konstruieren.

(1) Zu jedem Punkt p € M existiert » > 0, so dass der Ball B,(p) geodétisch konvex ist.
Eine Uberdeckung aus solchen Billen ist gut, da Durchschnitte konvexer Mengen wieder
konvex, also zusammenziehbar, oder leer sind.
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(2) Sei Se eine simpliziale Zerlegung von M, insbesondere ist Sp C M eine Menge von Punk-
ten, Sy eine Menge von Simplizes o: AF = {z € [0, 1% | mg + -+ 2, = 1} — M,
so dass (0;0)(zg,...,xx-1) = o(xo,...,xi—1,0,zi,...,x—1) € Sk—1 fir alle 0 < i < k,
und M ist die disjunkte Vereinigung der oj,(AF) iiber alle k& und alle 0 € Sj,. Wir
nehmen an, dass jedes Simplex durch Angabe seiner Ecken o(0,...,1,...,0) € Sy ein-
deutig bestimmt ist. Ein k-Simplex o heifit Seite eines Simplexes 7, wenn o die Ein-
schrankung von 7 auf einen (k + 1)-dimensionalen Koordinatenunterraum darstellt, al-

so o(xg,...,x) =7(0,...,0,20,0,...) Dann ist fiir jedes o € Sy der Stern
st(o) = U U T(Ae) cM
>k TESy

o Seite von T

offen und zusammenziebar. Also bilden die Sterne (st(p))pes, eine gute Uberdeckung U
von M.

(3) Sei A die lokal konstante Garbe mit Werten in einer abelschen Gruppe A, etwa A = Z
oder A = R, und sei U = (st(p))pes, die Uberdeckung aus (2)), dann ist (C*(U; A),9)
isomorph zum simplizialen Komplex zu S, mit Koeffizienten in A. Wir schlieen daraus,
dass

H*(U;A) = Hg o (Se; A)

Im allgemeinen sind die Kohomologiegruppen Hskimp(S.; A) fiir 0 < k < dim M nichttrivial.
Also ,sieht“ die Garbenkohomologie fiir lokalkonstante Garben ,mehr* als fiir Garben
von C*°-Moduln.

_ 3.47. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U eine offene
Uberdeckung von M. Fiir k > 0 sei

k
Cinl) = C*U;R) e P C* (U @71 @ OF (M),
=1
d* = (e: C*(U;R) — CF (U, Q%))

k
& @ (d: i) — CEius )
=1

@ (sz: k(M) — Q5 (M) |

5" = (5: CHU;R) — CH (U, R))

und )

& P ((-1)75: Ciu; i) — CHIY; i)

-

s
Il
—

@& (=D r: k(M) — CO(U, Qk)) .

—
—

Dann st (C’d'R(M),d’ + 5.) ein Kokettenkomplex, der erweiterte Cech-de Rham-Doppelkomplex
mit Kohomologie H$z(U), und die Projektionen auf (C*(U,R),5*) und auf (2*(M),d*) sind Ko-
kettenabbildungen.
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Cvk+1 (u7 K) -

[ ok [
: : — O U FY) ——

ié —jé (—l)kTS T

OWU; T s COU M) T OO OF) ——

T —Tr (_1)’6}« (_1)k+1Tr

0 — QM) 4,y oty —4s k(M) —— -

BEWEIS. Um zu zeigen, dass wir einen Komplex erhalten, betrachten wir o € C*(U; ). Es
gilt
(d® 4 6")2a = T (da) + (—1) 1 (6Fa) + (~1) 6% (da) + ()% 5L (5*a) =0,

denn nach Konstruktion ist

k+1
j (XK Sk 7 ¢
(@@ ), o, =@ (@a), =D Dy 5 (gneny,,,
=0
Die letzten Aussagen sind klar. O

3.48. DEFINITION. Eine Kokettenabbildung, die auf den Kohomologien einen Isomorphismus
induziert, heilt Quasiisomorphismus.

3.49. SATZ (de Rham). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U eine offene Uberdeckung
von M.

(1) Die Projektion C3x(U) — C*(U;R) ist ein Quasiisomorphismus.
(2) Seil gut, dann ist auch die Projektion C3z(U) — Q*(M) ein Quasiisomorphismus.

BEWEIS. Wir beweisen Aussage mit Hilfe des Poincaré-Lemmas m Der Beweis von
verlauft analog und benutzt Lemma (Ubung).

Zu (2)) zeigen wir zuniichst Surjektivitit. Zu o € ker d* C QF(M) konstruieren wir induktiv o/ €
CIU; Q71 fiir j = 0,...,k—1und oF € C¥(U;R), so dass (o, ..., a% a) € C¥: (U) einen Cech-
de Rham-Kozykel bildet.

Sei also da = 0, dann gilt d(ra); = d(aly,) = 0. Nach dem Poincaré-Lemma existiert o €
QF1(U;) mit daf = (—1)*aly, fiir alle i € I. Somit gilt

da® + (=1)*ra =0e CO(U; QF) . (1)
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Wir schlieflen daraus, dass
d(6a®) = 6(da®) = (-1)*6(ra) =0,

da 6 o r = 0. Nach dem Poincaré-Lemma existiert eine Form az{j c QF2(U;, NU;,) mit doz}’j =
(=1)F=1(5a0); ; fiir alle 4, j € I. Da (0a?);; = —(6a®); j, diirfen wir a' so wihlen, dass a!, = —a}’j,

2 I
so dass a! € CH(U; Q2%=2). Dann folgt
da* + (=1)*6a® =0 € CH(u; QF 1y . (2)

Wir setzen dieses Verfahren fort und erhalten im vorletzten Schritt o~ € C*=1(U;QY), so
dass

do* ' +6aF 2 =0e CF U ) . (3)

Insbesondere gilt

d(6a* 1) = §(da* 1) = =60k ") =0 e CFU; Q) .
Aus dem Poincaré-Lemma folgt, dass (daF~1); . auf U;, N--- N U;, konstant ist. AuBerdem

erfiillt 50{’“*1 die Symmetriebedingung aus Proposition Also erhalten wir schlieBlich o =
Sak=1 e CF(U;R) mit

et — 5t =0e CFu; 00 . (4)

Wegen der Gleichungen (I)-(d) ist (aF,...,a%,a) € Cky (U) ein (erweiterter) Cech-de Rham-Ko-
zykel, der « fortsetzt.

Zur Injektivitit sei ein Kozykel a = (o*,...,a% «) € C¥%; (U) mit [a] = 0 € HE; (M) gegeben.
Wir konstruieren induktiv 8 = (8*71,..., 8% B) € Cv‘é"’l;l(U), so dass a = (d 4 0)3, also [a] =0 €
Hp ).

Zunichst wihlen wir 8 € Q¥ 1(M) mit o = dB € QF(M). Fiir alle i folgt aus Gleichung (1)),
dass

d(af = (-1)"Blv,) = (=1)*(a = dB)|v, = 0 € Q*(Uy) |

also existiert eine Form 3Y € Q*~2(U;) nach dem Poincaré-Lemma mit
Ay + (1) Bly, = s € A1 (U)) .

Wie oben kénnen wir 8. .., 85! induktiv so konstruieren, dass (d 4+ §)3 = a. Damit folgt auch
Injektivitéat, und die Projektion auf (2°(M), d) ist tatséchlich ein Quasiisomorphismus. O

3.50. BEMERKUNG. Bis jetzt haben wir nur gezeigt, dass die de Rham-Kohomologie zur Cech-
Kohomologie einer guten Uberdeckung isomorph ist. In der algebraischen Geometrie wiirde man
statt dessen den Limes iiber alle Verfeinerungen bilden. Ein weiteres Garben-theoretisches Ar-
gument zeigt, dass dieser Limes mit der Cech-Kohomologie einer beliebigen guten Uberdeckung
{ibereinstimmt, da M eine Mannigfaltigkeit ist. Erst jetzt folgt HA, (M) = H*(M;R).

Wir benutzen die obigen Konstruktionen, um die de Rham-Kohomologie mit der ganzzahligen
Cech-Kohomologie in Verbindung zu bringen und weiter zu verfeinern. Eine wichtige geometrische
Motivation fiir diese Konstruktion liefern wir im néchsten Abschnitt nach.
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3.51. DEFINITION. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, I/ eine gute Uberdeckung und A ;Cé R
eine Untergruppe. Fiir & > 0 definieren wir den glatten Deligne-Komplex Cy(U; A) durch

k
Chu; A) = CU; Ao P U ),

=1
1 ¢
d - d |O£_1(M,A) @ O‘C.(U;Qkfl)

0
und 0, =20 |C’,§(u;A) .

Die k-te Kohomologie H*(M; A) = H*( A,:(Z/{; A)) heiBt die k-te glatte Deligne-Kohomologie von M
mit Koeflizienten in A.

3.52. BEMERKUNG. Wir zihlen einige Eigenschaften auf. Zum Teil werden wir sie in den Ubun-
gen beweisen.

(1)

(2)

(3)

Die glatte Deligne-Kohomologie hingt nicht von der guten Uberdeckung ¢ ab und bildet
einen kontravarianten Funktor von der Kategorie C*° in die Kategorie der abelschen Grup-
pen. Andere, isomorphe Konstruktionen stammen zum Beispiel von Cheeger und Simons,
und von Harvey und Lawson.

Warnung: Die glatte Deligne-Kohomologie ist keine Kohomologietheorie im klassischen
Sinne. Beispielsweise gilt Homotopieinvarianz nicht. Stattdessen handelt es sich um eine
»glatte Kohomologietheorie* im Sinne von Bunke und Schick.

Es bezeichne

QM) = {a € Q¥(M) | es gibt (aF,...,a% a) € ker(d + &)
c Ch:(U) mit of € C*(U; A) }
die Formen mit Perioden in A. Dann gilt
im(d*1) ¢ Q% (M) C ker(d¥) .

Jeder Deligne-Kozykel (oF,...,a%) € CF(U; A) lisst sich auf eindeutige Weise zu einem
k 0

erweiterten Cech-de Rham-Kozykel fortsetzen (o, ...,a° «), und wir erhalten eine ein-
deutige Abbildung

d: HE(M; A) — QK (M) ,
die jeder Klasse [(aF,...,a%)] € H*(M; A) ihre Krimmung o € Q¥ (M) zuordnet.
Elemente des Kerns der Kriimmungsabbildung d lassen sich représentieren durch Deligne-
Kozykel der Form (ak, ak=1o0,. .. ,0). Solche Klassen reprisentieren Kohomologieklassen
in H*Y(U;R/A) = H*1(M;R/A), und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0 — HY(M;R/A) S HF(M; A) S k(M) = 0.

Die Projektion Cj(M; A) — C*(U; A) induziert eine surjektive Abbildung §: H*(M; A) —
H*U; A) = H*(M; A). Die Einschriinkung r: Q¥ (M) — CO(U; QF~1) — CF(U; A) bil-
det surjektiv auf den Kern der obigen Abbildung ab, und wir erhalten eine weitere kurze
exakte Sequenz

0 — QF (M) Q5N (M) 5 HR(M; A) S HF(M; A) > 0.

Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M folgt aus dem obigen, dass H¥ (M;A) =0
fir £ < 0 sowie fiir k > n + 1, und

HO(M; A= HY(M;A)  und  H"PY(M;A) = HY(M;R/A) .
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3.4. Integration und der Satz von Stokes

Wir fithren Mannigfaltigkeiten mit Rand und Integration von Differentialformen ein. Anschlie-
Bend beweisen wir den Satz von Stokes.

3.53. DEFINITION. Eine glatte, n-dimensionale em Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein Hausdorff-
Raum mit abzéhlbarer Basis und einem C*°-Atlas A bestehend aus Homéomorphismen ¢: U? — V¥
mit U% C M offen und V¥ C [~o0, 0] x R*~! offen, so dass M von den U¥ iiberdeckt wird und fiir
alle ¢, 9 € A die Abbildungen ¢ o o~ 1: p(U? NUY) — (U¥ NUY) glatt sind. Die Abbildungen ¢
heiBen Karten, die v o ¢~ Kartenwechsel. Die Teilmenge

OM = {p € M | Es gibt eine Karte ¢ € A mit ¢(p) € {0} x R"1}
heiBt der Rand von M. Wir nennen M = M\OM das Innere von M.

Jede glatte Mannigfaltigkeit M im bisherigen Sinne ist auch Mannigfaltigkeit mit Rand, in-
dem man alle Karten mit der Abbildung (1, ...,2,) — (—e %1, z9,...,2,) nach (—oc,0) x R*~1
verldngert. Dann folgt OM = {).

3.54. BEMERKUNG. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Da alle Kartenwechsel 1 o =1

die Teilmenge o(U¥ N UY) N ({0} x R*1) nach (U NUY) N ({0} x R*~1) abbilden (Ubung), ist
es egal, mit welcher Karte ¢ um p € M wir feststellen, ob p € M gilt oder nicht. Einschrinken
der Karten auf OM liefert Hom6omorphismen mit Bild in R*™!, so dass OM selbst eine glatte,
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M ohne Rand wird. Es gilt also

dOM)=10.
3.55. BEISPIEL. Die Teilmenge
M={zeS" CR"™ | zu11>0und 2, >0 falls x4y =0} C 5"
ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand
OM ={z e S ' CR"x {0} |z, >0} .

Wir kénnen glatte Abbildungen F': N — M zwischen glatten Mannigfaltigkeiten wie gehabt
definieren, dabei stellen wir keine zusétzlichen Bedingungen an F'|sy, beispielsweise muss F(ON) C
OM nicht gelten. Auf diese erweitern wir unsere Kategorie C* zur Kategorie C5° der glatten Man-
nigfaltigkeiten mit Rand. Das Bilden des Randes ist kein Funktor, da im allgemeinen F'|gn nicht
nach OM abbildet. Genauso dehnen wir den Homotopiebegriff aus und erhalten die Kategorie H3’.
Da jede Mannigfaltigkeit M zu M homotopiesiquivalent ist, sind die Kategorien H> und Hg® al-
lerdings dquivalent.

Wir definieren den Tangentialraum T, M fiir alle p € M entweder algebraisch wie in Definiti-
on oder physikalisch wie in (). Fiir p € M erhalten wir einen Unterraum 7,(0M) C
T,M der Codimension 1. Die geometrische Definition aus konnen wir fiir T, M nicht ver-
wenden, da fiir Kurven « in M durch v(0) = p € 9M automatisch §(0) € T),(0M) gilt.

Entsprechend definieren wir das Differential dF fiir F: N — M analog zu Satz entweder
algebraisch oder physikalisch, und erhalten eine glatte Abbildung zwischen den Mannigfaltigkei-
ten TN und T'M mit den Réndern O(TN) = T'N|gny und O(TM) = TM|aps.

Anschlieflend definieren wir den Raum X(M) aller Vektorfelder auf M (ohne Randbedingun-
gen) wie in und die Raume QF(M) der alternierenden k-Formen wie in Definition Wir
erhalten eine duBere Ableitung d: QF(M) — QF1(M) wie in Satz und definieren de Rham-
Kohomologie H3y (M) wie in Deﬁnition Homotopieinvarianz und Mayer-Vietoris-Sequenz gel-
ten wie in den Sitzen und AuBerdem gilt auch der Satz von de Rham entsprechend.
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3.56. BEMERKUNG. Wir kommen zur Integration von Differentialformen. Es sei zunéchst U C
R™ offen und a € Q*(U). Wir schreiben

oy =a1,. p(x)dry N ANdxy, = og(er, ... ep)dry A+ ANday,

und nennen « integrierbar, falls das Integral

Léa:AﬂAq,waﬁﬁﬂweR

existiert und endlich ist. Hier ist dA"™ das Lebesgue-Maf3. Sei jetzt V' C R™ offen und F: V — U
ein Diffeomorphismus, dann folgt aus der Transformationsformel und Bemerkung , dass

| Fra= [ (rargen.. e i)
\%4 Vv
= /V det(F,)ap)(e1, ..., en) dA"(y)
:/ sign(deth,l(I))ax(el,...,en) d\"(x)
F(V)

:/ sign((det F') o F~ Y o .
U

Insbesondere ist das Integral einer n-Form invariant unter Zuriickholen mit einem Diffeomorphis-
mus, falls dieser positive Jacobi-Determinante hat. Das liegt daran, dass die Jacobi-Determinante in
der Transformationsformel als Betrag eingeht, in Bemerkung jedoch mit ihrem Vorzeichen.

Wenn wir iiber Mannigfaltigkeiten integrieren wollen, miissen wir daher zundchst Orientierun-
gen auf den einzelnen Tangentialrdumen geeignet festlegen. Anschlielend kénnen wir dann beziiglich
einzelner Karten integrieren.

3.57. DEFINITION. Es sei n € N und V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Orien-
tierung von V ist eine Menge o C V"™ von Basen von V, so dass fiir je zwei Basen (vq,...,v,)
und (wi,...,w,) mit w; = 3 a;;v; gilt:

(1) wenn det((ai;)i;) < 0, dann liegt genau eine der beiden Basen in o.

Basen in o heiflen positiv (orientiert).
Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine Orientierung o von M ordnet
jedem Punkt x € M eine Orientierung o, von T, M mit folgender Eigenschaft zu:

(2) Zu jedem z € M existiert eine Karte ¢: U? — V¥ um ¢, so dass die Basis

o9 92
o)

entweder fiir alle x € U¥ positiv ist, oder fiir keins.

Im ersten Fall heifit die Karte ¢ positiv (orientiert). Eine orientierte Mannigfaltigkeit (mit Rand)
ist eine Mannigfaltigkeit (mit Rand) mit einer Orientierung. Falls es eine Orientierung auf M gibt,
heifit M orientierbar, ansonsten heifit M nicht orientierbar.

3.58. BEMERKUNG. (1) Es sei (v1,...,vy,) eine Basis von V. Alle Basen (wy,...,w,) mit
Vektoren w; = ). a;;v;, so dass det((a;;)i,j) > 0, bilden eine Orientierung von V, alle
anderen bilden eine weitere, die entgegengesetzte Orientierung. Mehr Orientierungen als
diese zwei gibt es nicht.

(2) Falls V' =R", so heift die Orientierung o mit (ey,...,e,) € o die kanonische Orientierung.
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(3) Bedingung in Definition sagt, dass die Orientierungen auf U¥ stetig vom Punkt
abhéngen®“. Wir definieren o(p): U¥ — {1, —1} so, dass o(p) = 1 genau dann gilt, wenn
die Basis (8%:1’ cee %) positiv ist. Dann ist o(¢p) lokal konstant.

Sei ¢: UY — V¥ eine weitere Karte. Aus der Multiplikativitit der Determinante folgt

0p(¥) = (sign(det d(¥ 0 ™)y (p))) - 0p(%)

(4) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M mit Rand ist genau orientierbar, wenn es eine
glatte n-Form w € Q"(M) mit w, # 0 fiir alle x € M gibt. In diesem Fall definiert w eine
Orientierung o mit

ox:{(vl,...,vn) € (TxM)"‘wx(vl,...,vn)>0}.

Wie man w fiir eine gegebene orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand konstruiert,
sehen wir spéter.

3.59. BEISPIEL. (1) Die Sphire S"~1 C R" ist orientierbar. Dazu betrachten wir die (n —
1)-Form a € Q" }(R") mit

oy = tp(dxy A - Ndzy) .

Zuriickziehen auf S"~! liefert 1*a € Q"~1(S"~1). Diese Form verschwindet nirgends, denn
wir kénnen v; = x fiir z € S*! zu einer Orthonormalbasis (v1,...,v,) erginzen. Dann
bildet (v, ...,v,) eine Orthonormalbasis von T,,S™~!, und es gilt

az(ve, .. vn) = (deg A Adxy)(vy, ... 0n) = 1.

Im Fall n =1 ist a € Q°(SY) = C*°(SY) mit ayy = +1. Wir schliefen, dass die induzierte
Orientierung o die Gestalt 01 = {()}, 0—1 = 0 hat. Also ist 775° = R? kanonisch orientiert,
T_15° jedoch entgegengesetzt.

(2) Das Mobiusband ist nicht orientierbar. Der reell projektive Raum RP? enthlt ein Mobi-
usband als offene Teilmenge und ist daher auch nicht orientierbar.

Wir erinnern uns an den Trager supp f einer Funktion f: M — R . Analog definieren wir
fiir o € QF(M) den Triger

suppa={reM |a, #0} C M

und schreiben QF(M) fiir den Vektorraum aller glatten k-Formen auf M mit kompaktem Triger
und Q8 (M) fiir die direkte Summe all dieser Rdume.

3.60. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei M eine orientierte, glatte n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit Rand und o € Qf(M). Es sei A = (¢;: Ui = V;)icr ein Atlas von M und (p;)ier
eine untergeordnete Partition der Fins. Dann ist das Integral

/ a= Z/ (e ) (0(@i) - pi - ) (en, .- en) AN ()
von a Gber M unabhdingig vom Atlas und der Partition der Eins. Fir Formen a € Qf(M) bezeich-

net [, das Integral des Anteils ol € Qp (M) vom Grad n.

BEWEIS. Seien (p;: U; — V;) und (vj: W; = X;)jes zwei Atlanten und (p;)ier, (xj)jes jeweils
untergeordnete Partitionen der Eins. Dann ist (piX;)(jjerxs eine der Uberdeckung (U; N W;)
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untergeordnete Partition der Eins. Aus den Bemerkungen und folgt

Z/ i) pi-a)) (e1,... en) dN"(2)

i€l

_ZZ/ (@i) - pi-xj-a)) (e1,...,en) dA"(x)
el jed

= ZZ/ U5) - pie X @), (et en) X (y)
i€l jeJ

=3 [ @7 0w K- ),ferse s .

jeJ

Wir kénnen allgemeiner messbare und (p-) integrierbare n-Formen auf M definieren. Dann
liegt Qf (M) dicht im Raum der integrierbaren Formen. Allerdings hétten wir Miihe, die &uflere
Ableitung zu definieren, und der Satz von Stokes wire in dieser Allgemeinheit auch falsch, siehe
unten.

3.61. BEMERKUNG. Diffeomorphismen-Invarianz. Es seien M, N orientierte Mannigfaltigkeiten
mit Rand und F': N — M ein Diffeomorphismus. Wir definieren o(F): N — {1,—1} analog zu
Bemerkung so, dass o(F') = 1 genau an den Punkten y € N gilt, an denen Fj: T,N —
Tp(y)M die Orientierung erhélt, also orientierte Basen auf orientierte Basen abbildet. Wie im obigen

Beweis folgt
/ o= / o(F
M N

3.62. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (M,g) eine glatte, orientierte, n-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann existiert eine eindeutige Riemannsche Volumen-
form wy, € Q"(M), so dass fir alle p € M und alle positiv (negativ) orientierten Orthonormalba-
sen (e1,...,en) von T,M gerade wy(eq,...,e,) =1 (—1) gilt.

Fir f € C*°(M) gilt (bei geeigneter Erweiterung des obigen Integralbegriffs)

wobeil wir die linke Seite wie in Definition [2.16] definieren.

BeEwEIS. Da A™T,M eindimensional ist, ist w, durch die oben genannte Bedingung eindeutig
festgelegt und wohldefiniert, da alle Basiswechselmatrizen zwischen gleich (entgegengesetzt) orien-
tierten Orthonormalbasen Determinante 1 (-1) haben, vergleiche dazu Bemerkung ®).

Zur Existenz w sei ¢: U¥ — V¥ eine Karte, dann konstruieren wir w durch

1
o 0 2 n
w|ye :O((p).det<g(agoivagpj)i>j) .dsol/\.../\dgo .

Denn sei (eq, ..., ey,) eine Orthonormalbasis mit
n 9 n -
G- Ym w3
i=1 g j=1
und A = (a;j)ij, ..., A7t = (a¥); j, dann hat die Gramsche Determinante den Wert

N |=

o 9 3 e X
det(Q(w7aw)m> —det((A AT ) ‘detA ‘
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und wir erhalten

RN " _ ) det A =
O(W)'det<g(a¢i’w)i,j> (de* A -+ Ndyp )(61,...,€n)—0(@)-}detA |.detA_:|:1. O

Wir wollen jetzt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf das Integral von
Differentialformen iiber Untermannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern. Es sei M eine Man-

nigfaltigkeit mit Rand 0M, dann bezeichnet i: M — M die Inklusionsabbildung. Die Abbil-
dung di: T,,(OM) — T, M ist stets injektiv, und ihr Bild ein Unterraum der Kodimension 1.

3.63. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs seix € OM. Ein Vektor v € T, M weist nach auflen,
wenn v(p') > 0 fir eine Karte p: U — V um x gilt.

Es sei o, eine Orientierung auf T, M und vi € T, M ein nach auflen weisender Vektor, dann
ist die Randorientierung o? auf T,,(OM) definiert durch

(Vay ..., Um) €02 <= (V1,...,0m) € 0y

fir alle Basen (va, ..., vn) von Tp(OM).

BEWEIS. Man iiberzeugt sich, dass das Vorzeichen von ¢! (v) = v(p!) nach Definition m
unabhingig von der Karte ist, und dass 02 nicht von der Wahl des auswiirts weisenden Vektors v;
abhéngt. O

Sei also ¢: U? — V¥ eine Karte und dp = ¢|gye: U NOM — V¥ N ({0} x R*1) ihre
Finschrinkung auf den Rand von M, dann ist ¢ bei p € M genau dann positiv orientiert, wenn dp
bei p positiv orientiert ist, kurz

0(d¢p) = o(p)|aue -

3.64. SATZ (Stokes). Es sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM ,
der die Randorientierung trégt. Fiir alle o € Qgil(M) gilt dann

/ i*oz:/ do .
oM M

BeEWEIS. Es sei (p;: U; = V;)ier ein Atlas und (p;: M — R);cs eine untergeordnete Partition
der Eins. Mit supp(«) sind auch supp(da) C supp(«) und supp(p;a) C supp « kompakt. Wir

schreiben
/Mda = /Md<2pi : a> = Z/U d(pi)

el el

und / o= / i*(pia) .
oM Z oU; ( )

el

Folglich reicht es, den Satz fiir (n — 1)-Formen mit kompaktem Triiger in V C (—o00,0] x R"~! zu
beweisen. Schreibe

B:Zbi-dxl/\---mﬁi/\---/\dx".
=1
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Aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung folgt, da 8 kompakten Tréager hat, mit dem Satz von
Fubini, dass

/dﬁ Z 11/ //(%U" Lo ™) dat - da”
:/ / bt ) da? e da”
e [ [ e
:/OO.../mbl(o,x2,...,m")dx2---da:"z/avi*ﬁ, O

3.65. BEMERKUNG. Die Form « im Satz von Stokes hat kompakten Trager. Auf diese Bedingung
kann man nicht verzichten. Sei etwa M = B1(0) C R"™ mit OM = 0 und o = x1 Adwg A -+ Adxy,
dann folgt

det . dpt - de?

Ti=—00

0 # vol B, (0) = / da;«é/a—()

Geht man zum abgeschlossenen Ball B;(0) mit Rand S™ ! iiber, dann stimmt der Satz von Stokes
wieder, da dann supp o = Bj(0) kompakt ist.

3.66. DEFINITION. Eine Mannigfaltigkeit M mit Rand heifit geschlossen, wenn M kompakt ist
und OM = (.

3.67. FOLGERUNG. Sei M eine m-dimensioale, orientierte geschlossene Mannigfaltigkeit, sei N
eine beliebige Mannigfaltigkeit mit Rand, und sei F': M — N glatt. Dann gilt

(1) Es sei a € Q™(M) geschlossen, dann hingt das Integral [,, o nur von [a] € Hi (M) ab.
(2) Es sei a € Q™(N) geschlossen, dann hingt das Integral [,, F*o nur von [a] € HiL(N)
und der Homotopieklasse von F: M — N ab.

BEWEIS. Formen in [a] unterscheiden sich nur um exakte Formen dg fiir 8 € Q™ 1(M). Aus

Satz von Stokes folgt
/ dg = /L 68=0,

also folgt . Aussage ([2)) ergibt sich aus 1 ) und der Homotopieinvarianz der de Rham-Kohomologie
aus Satz B.30) 0

Es sei M eine m-dimensionale kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand und H: M x

[0,1] eine Homotopie zwischen F, G: M — N mit H(z,t) = F(x) = G(z) fiir alle x € M und
alle ¢t € [0, 1]. Mit etwas mehr Miihe als oben beweist man fiir geschlossene o € Q™(N), dass

/F*a:/ G
M M

aber dieses Integral hingt immer noch von der Form « ab, nicht nur von [a].

3.68. BEISPIEL. Man kann diese Folgerung beispielsweise benutzen, um von de Rham-Kohomo-
logieklassen [a] € H3y (INV) zu zeigen, dass sie nicht verschwinden.

(1) Es sei M eine m-dimensionale, geschlossene, orientierte Untermannigfaltigkeit und w €
Q™(M) die Volumenform aus Definition Es gilt dw = 0, da Q™F1(M) = 0, und

/ w=vol(M) >0,
M
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also folgt [w] # 0 in HJ} (M). Fiir m > 1 ergibt sich aus dem Poincaré-Lemma dass
m-~dimensionale, geschlossene, orientierbare Untermannigfaltigkeiten niemals zusammen-
ziehbar sein kdnnen.

(2) Wir betrachten die Form o € Q" }(R" \ {0}) aus Aufgabe 3 von Blatt 14 mit

ap = || ™" 1p(dxy A Adxy,) .
Wir hatten dort gesehen, dass da = 0. Es sei F,.: S"~! — R"\ {0} fiir » > 0 gegeben
durch
F.(z)=rz,

dann hatten wir auch gesehen, dass

/ Fra= / dvolgn-1 = vol(§" 1) >0,
Sn—1 Sn—1

also folgt wieder [a] # 0 € H/7'(R™\ {0}), und auch R™\ {0} ist nicht zusammenziehbar.
AuBlerdem sind die Abbildungen F;. alle zueinander homotop, so dass die obigen Integrale
gemifl Folgerung alle denselben Wert liefern.

3.69. DEFINITION. Es sei M (,g) eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit
mir Rand, und sei V' € X(M) ein Vektorfeld auf M.
Die Divergenz divV € C*°(M) ist definiert durch

divV - wy = Lywy = d(tywy)

fiir die Volumenform w, € Q"(U) aus Definition [3.63]
Das dufSere Normalenfeld v: OM — R™ von M ordnet p € dM den nach auflen weisenden
Vektor v, € T,M der Lénge 1 zu mit (v, w) = 0 fiir alle w € T),(OM).

3.70. BEMERKUNG. (1) Dad(tywy) € Q*(M) und da A™T,M eindimensional ist, ist div V/
eindeutig bestimmt. Andert man die Orientierung auf U, so wird wg ZU —wy, aber divV
bleibt erhalten. Also ist div V' auf ganz M definiert, auch wenn M selbst nicht orientierbar
ist und keine globale Volumenform trigt. Auf R™ hat die Divergenz die einfache Form

" ov:

auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist die Formel komplizierter. Insbesondere héingt die
Divergenz von der Metrik g ab und ist nicht vertréglich mit beliebigen Diffeomorphismen.
(2) Anschaulich beschreibt divV die lokale Volumenénderung einer Teilchenmenge, die sich
mit Geschwindigkeit V' bewegt.
(3) Analog dazu beschreibt (v, V): OM — R die Geschwindigkeit, mit der Teilchen M durch
den Rand OM verlassen, falls V' nach aufien weist, bzw. in M hineinstromen, falls V' nach
innen weist.

Das folgende Resultat zeigt, dass das Integral iiber die Volumenverédnderung im Inneren von M
genau dem Integral des Durchflusses durch den Rand entspricht.

3.71. SaTz (Gaul; Divergenzsatz). Es sei M, g eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand,
V € X(M) ein Vektorfeld mit kompaktem Triger suppV C M und v das dufSere Normalenfeld,
dann gilt

/ div V dvol, :/ (v, V) dvoly .
M oM
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BEWEIS. Wenn M orientierbar ist, sei w, € Q"(M) die Volumenform. Wir betrachten die
Form o = tyw, € Q™Y (M). Es gilt da = divV - w, nach Definition
Fir p € OM sei (va,...,vn) eine positive Basis von T),(0M), dann ist (vp,va,...,vy) eine
positive Basis von T, M. Also ist t,w, € Q™ (M) eine Volumenform auf M. Da w, alternierend
und multilinear ist, gilt
m
Lywg(va, ..., Um) = wy <<1/, Viv+ Z(u, Vi) Vi, V2, . .. ,vm> = (v, V)wy ,
i=2
also gilt t*ao = (v, V)1,wy auf OM.
Aus den obigen Gleichungen und dem Satz von Stokes folgt

/ div V dvol, = / da = / a= / (v, V) dvolyyy -
M M oM oM

Falls M nicht orientierbar ist, wéhle (@;: U; — V;);, (p;); wie im Beweis des Satzes von Stokes.
Die Karten ¢; induzieren Orientierungen auf U;. Es folgt

/ divV dvoly = / div(p;V') dvol,
M i

i€l

= Z/ (v, p; V') dvolgpyr = / (v, V) dvolgprs - O
3.72. BEMERKUNG. Der Satz von Gaufl kann ohne Orientierungen und ohne Differentialformen-

Kalkiil formuliert werden, wenn man eine Formel fiir die Divergenz ohne w, angibt. Er l4sst sich mit

dghnlichen Methoden wie der Satz von Stokes beweisen, allerdings machen die Formel fiir die Diver-

genz und die Gramsche Determinante den Beweis etwas uniibersichtlicher. Aus dem Divergenzsatz
lasst sich umgekehrt der Satz von Stokes herleiten.
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KAPITEL 4

Vektorbiindel und charakteristische Klassen

Wir fithren Vektorbiindel und Zusammenhénge ein. Schnitte von Vektorbiindeln verallgemei-
nern Funktionen, Vektorfelder und Differentialformen. Ein Zusammenhang auf einem Vektorbiindel
ermoglicht es, Richtungsableitungen zu definieren. Die Kriimmung gibt dann an, inwieweit der
Satz von Schwarz Giiltigkeit behélt. Aus der Kriimmung lassen sich charakteristische de Rham-
Kohomologieklassen extrahieren, die iiber die globale Struktur des Biindels Auskunft geben. Der
Atiyah-Singer-Indexsatz beschreibt den Fredholm-Index eines elliptischen Differentialoperators auf
einer Mannigfaltigkeit M, also eine funktionanalytische Grofe, als Integral einer charakteristischen
Klasse iiber M. In einem Exkurs analysieren wir, wie gut charakteristische Klassen in verschiedenen
Kohomologietheorien eindimensionale komplexe Vektorbiindel beschreiben kénnen.

4.1. Vektorbiindel

Wir definieren Vektorbiindel auf Mannigfaltigkeiten und geben elementare Konstruktionen an.
Im Folgenden sei stets k = R oder C. Alle Mannigfaltigkeiten seien glatt und kénnen einen Rand
haben, auch wenn das nicht explizit mit angegeben ist.

4.1. DEFINITION. Ein glattes k- Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M vom Rang k € N
besteht aus einer Mannigfaltigkeit V', einer Abbildung 7: V' — M und einer Vektorraumstruk-
tur (V,, +,-) auf V,, = 7= 1(p) fiir alle p € M, so dass zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U
von p in M und eine glatte Abbildung ¢: 7= 1(U) — k* existiert, die fiir alle ¢ € U einen k-linearen
Isomorphismus 1, : V; — k¥ induziert, und so, dass 7|y xt: 7=1(U) — U xk* ein Diffeomorphismus
ist. Wir nennen V' den Totalraum, = die FufSpunktprojektion, V,, die Fasern, die 9: a1 (U) = Kk*
lokale Trivialisierungen, und k* die typische Faser des Biindels. Wir schreiben kurz 7: V. — M
oder nur V, wenn alle weiteren Strukturen klar sind.

Ein glatter Schnitt eines Vektorbiindels 7: V' — M ist eine glatte Abbildung s: M — V mit wo
s = idps. Der Raum aller Schnitte von V' wird mit I'(V') bezeichnet.

Seien m: V. — M und p: W — M Vektorbiindel, dann ist ein Biindelhomomorphismus eine
glatte Abbildung F': V' — W mit p = F' o, so dass fiir alle p € M die Abbildung F,: V,, = W,
linear ist.

4.2. BEISPIEL. Wir kennen bereits

(1) das triviale Biindel M x R — M mit Schnitten I'(M x R) = C*°(M), und
(2) das Tangentialbiindel M — M mit Schnitten I'(TM) = X(M), siehe Proposition [1.16]

4.3. BEMERKUNG. Essei V' — M ein k-Vektorbiindel. Dann bilden der Raum der Schnitte I'(V)
ein C*°(M)-Modul, falls k = R, beziehungsweise ein C*>°(M;C)-Modul, falls k = C. Der Satz
von Serre-Swan charakterisiert derartige C°°(M;k)-Moduln und besagt unter anderem, dass ein k-
Vektorbiindel von endlichem Rang bereits bis auf Isomorphie eindeutig durch das C*>°(M;k)-Modul
seiner Schnitte bestimmt ist.

4.4. BEMERKUNG. Es sei m: V — M ein Vektorbiindel vom Rang £.
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(1) Seien ¢;: 7~ 1(U;) — k lokale Trivialisierungen, dann sind die Abbildungen
gij: UinUj = Gle(k) — mit  gij(p) = o (15]Vp) " kK — K
glatt und erfiillen eine Art Kozykelbedingung
(5% - 935 - 9i7) () = Ex
fir alle 4, j, k € I und alle p € U; N U; N Uj.
(2) Sei s € I'(V) ein Schnitt, dann erfiillen die Abbildungen
S; = ;08 Ui—>]k€
die Bedingung
si(p) = 9i(p) - 5;(p)
fir alle 4, 7 € I und p € U; N Uj. Seien umgekehrt s;: U; — k¢ glatte Abbildungen, die
dieser Bedingung geniigen, dann existiert ein Schnitt s € I'(V') mit s; = ¢;0s fiir alle i € 1.
(3) Seien x;: 7~ 1(U;) — k* andere lokale Trivialisierungen und (h;); ; analog zu (g;;); ; kon-
struiert, dann definiere
fir Ui = Gl(k)  mit  f;(p) = xi0 (ily,) 1 Kk — K.
Fiir alle ¢, j € I und alle p € U; N Uj folgt
(hij - f3)() = (fi - 9:5) () -
Ein Schnitt wird beziiglich der neuen Trivialisierungen beschrieben durch (¢;); mit
ti(p) = fi(p) - si(p) -
(4) Wenn (Uj)ses eine Uberdeckung durch zusammenziehbare offene Mengen ist, lassen sich
zu jedem Biindel 7: V' — M lokale Trivialisierungen t;: 7~ (U;) — k' angeben.

4.5. PROPOSITION. Es sei (U;)ier eine Uberdeckung von M, ¢ € N, und fir alle i, j € I
sei gij: Uy NU; = Gly(k) glatt, so dass fir alle i, j, k € I die Kozykelbedingung
(gjk © g;kl 0 gij)(p) = Ey fiir alle peU;NU; NU
erfillt ist. Dann existiert ein Vektorbindel w: V. — M wvom Rang ¢ mit lokalen Trivialisierun-
gen ¥;: wHU;) — Kk, so dass ¥ilp = i (p) - ¥jlp: Vy — kb fiir alle p € U;NU; gilt. Schnitte von V
werden gegeben durch glatte Abbildungen s;: U; — k* fiir alle i € I, so dass
si(p) = 9ij(p) - 5(p)
fir alle i, j € I und alle p € U; N U; gilt.

Sei p: W — M analog zu (hij)i; konstruiert, dann existiert genau dann ein Biindelisomorphis-
mus F:' V. — W, das heifit, ein invertierbarer Vektorbiindel-Homomorphismus, wenn es Abbildun-
gen fi: Ui — Gly(k) fir alle i € I gibt, so dass

(hij o f;)(p) = (fiegij)(p)  fir alle  peUNU;
fir alle i, j € I gibt.

BEwEIS. Zur Konstruktion von V' definiere eine Relation ~ auf (J;c; U; x k¢, so dass (p,v) ~
(q,w) fiir p € Uy, ¢ € U; genau dann gilt, wenn p = ¢ € M und v = g;;(p) - w € k’. Aufgrund der
Kozykelbedingung handelt es sich um eine Aquivalenzrelation: Fiir i = j = k folgt g;;(p) = E, fiir
alle p € U;, also ist ~ reflexiv. Fiir i = k # j folgt g;i(p) = gi5(p) "}, also ist ~ symmetrisch. Fiir
beliebige i, j, k erhalten wir schliefSlich Transitivitét.

Wir setzen
V= JUxk' [~ .
i€l
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Fiir (p,v), (¢,w) € U; xk gilt (p,v) ~ (¢, w) genau dann, wenn p = ¢ und v = w, also enthélt V die
einzelnen Mengen U; x k¢ als Teilmengen. Eine Teilmenge U C V sei offen genau dann, wenn U N
U; x Kk’ fiir alle i € I beziiglich der Produkttopologie offen ist. Man kann iiberpriifen, dass V dadurch
zu einem Hausdorff-Raum mit abzihlbarer Basis wird. Seien Karten ¢;: U; — X; C R™ von M
gegeben, dann erhalten wir Karten ¢; x idye: U; x k¢ — X; x k® von V, und man iiberzeugt sich,
dass alle Kartenwechsel glatt sind.

SchlieBlich induziert die Vektorraumstruktur auf der typischen Faser k’ eine Vektorraumstruk-
tur auf allen Fasern V,,, passend zu den lokalen Trivialisierungen 1; = U; x k! — Kk mit ¢;(p, v) = v.
Also ist w: V — M ein Vektorbiindel.

Schnitte von V' werden wie in Bemerkung beschrieben.

Falls V und W durch Kozykel (g;5)i; bzw. (hij)i; gegeben wurden, und Abbildungen (f;)icr
wie in der Proposition gegeben sind, konstruiert man F auf U; x k¢ durch

F(p,v) = (p, fi(p) - v)

und zeigt, dass diese Definition mit den Aquivalenzrelationen vertriiglich ist.
Ist umgekehrt F': V — W gegeben, so definiert man die f; wie in Bemerkung . O

4.6. BEISPIEL. Es sei k = R oder C, n € N und kP" = (k"*1\{0})/k* der projektive Raum,
siehe Beispieleund Wir ordnen jedem Punkt p = [z] = k*-2 € kP™ den Unterraum k- C
k"*! zu und erhalten das tautologische Biindel 7: 7 — kP™. Um zu iiberpriifen, dass 7 tatsichlich
ein Vektorbiindel ist, betrachten wir affine Koordinaten

gpi:Ui:{[mO:...:xn]‘wi7é0}—>k" mit [xoz...:wn]b—><m,...,xi,...,%>.

Dazu konstruieren wir lokale Trivialisierungen
wi:’iT_l(Ui)—)k mit Tlz) 2 Y = Yi

so dass
y=1i(y) - (@ (=), @' ([2]), L ([2]) 0™ (7)) € ka =T,
Die Ubergangsfunktion g;;: U; N U; — Gli(k) = k* werden durch
gi(lal) = 3
gegeben. Die obige Proposition zeigt, dass das soeben konstruierte 7: 7 — kP™ tatséchlich ein
Vektorbiindel ist.

Wir erinnern uns an die allgemeine Definition von direkter Summe und Tensorprodukt. Seiten
etwa A, B Moduln iiber einem kommutativen Ring R mit Eins, dann sind A® B und A®pg B durch
folgende universelle Eigenschaften charakterisiert.

4.7. BEMERKUNG. (1) Eine direkte Summe von A und B ist ein R-Modul C' mit zwei R-
linearen Abbildungen p4s: C' — A und pp: C' — B, so dass zu jedem R-Modul D mit R-
linearen Abbildungen f: D — Aund g: D — B existiert genau eine Abbildung h: D — C,
so dass die Diagramme

C C
e lpA und Ve lpB
D T> A D —— B
g
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3)

kommutieren. Direkte Summen sind bis auf eindeutige R-Modul-Isomorphismen eindeutig
bestimmt und werden realisiert durch das kartesische Produkt

A®B=AxB mit pa(a,b)=a und pgla,b)=»b.

Ein Tensorprodukt von A und B iiber R ist ein R-Modul C' mit einer R-bilinearen Ab-
bildung t: A x B — C, so dass zu jedem R-Modul D und jeder R-bilinearen Abbil-
dung f: A x B — D genau eine R-lineare Abbildung h: C' — D existiert, so dass das
Diagramm

C
tT Ny
AxBT>D

kommutiert. Tensorprodukte sind bis auf eindeutige R-Modul-Isomorphismen eindeutig
bestimmt und werden realisiert durch

A@pB= <A>< B ( (a1 + az, b) = (a1, b) + (az, b),
(a, by + b2) = (a,b1) + (a,b2), (ar,b) = (a,rb) =r(a, b)> .

Das duale Modul A* = Homp(4, R) = ALA und die duBeren Potenzen A% A hatten wir
bereits in Definition [3.1] kennengelernt.

4.8. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, k = R oder C,
und V, W — M zwei glatte k- Vektorbiindel. Dann existieren bis auf eindeutige Vektorbiindelisomor-
phismen eindeutige Vektorbindel V& W (die Whitney-Summe), V @y W (das Whitney-Produkt ),
V* (das duale Biindel ), AFV (die k-te duBere Potenz ), Homy(V, W) (das Homomorphismenbiindel),

so dass

rvew)=r\v)er(w), (1)

(Ve W) =2T(V) ok H(W), (2)
rvs=rv)., (3)

D(AEV) 2 A g D(V) (1)

und T'(Homy(V, W)) = Homeeo (a4 (I'(V),T'(W)) . (5)

BEWEIS. Zunéchst seien V =2 M x k" und W = M x k® — M trivial. Dann existieren Ba-

sen (v1,...,

vy) von I'(V) und (wy,...,ws) von I'(W) iiber C*°(M;k) aus konstanten Schnitten.

Wir definieren die duale Basis (v!,...,v") durch

vt (i fjvj) = fl e C®(M;k) .
j=1

Dann betrachten wir triviale Biindel

VoW =Mxk'™ mit Basis (v,...,0,w1,...,ws),
VerW=Mxk™ mit Basis (v; ® wj)i; ,
Vi M xk" mit Basis (v%);
APV = M X k()  mit Basis wie in Proposition [3.5],
Homy (V, W) = M x k™  mit Basis (v' ® w;);; .
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Man {iberzeugt sich, dass die Bedingungen — erfiillt sind. Betrachte beispielsweise zu
die natiirliche bilineare Abbildung @: I'(V) x T(W) — T'(V @ W). Sei D ein C*°(M;k)-Modul
und h: D'(V) x T(W) — D eine C>(M;k)-bilineare Abbildung wie in Bemerkung [4.7] (2)), dann
definiere h: T'(V @ W) — D durch

]_I(UZ‘ ® ’LUj) = h(vi,wj) .
Dadurch ist h bereits eindeutig bestimmt, und es folgt

h(z Fv, ngwb) =SS FogPh(g, wn)
a=1 b=1 a=1 b=1
—ZZf“gbh Va ® Wp) ( Zf“va (Zgbwb)> -
b=1

a=1b=1
Seien jetzt zwei offene Uberdeckungen von M gegeben, so dass V eingeschriinkt auf die Mengen
der ersten und W auf den Mengen der zweiten Uberdeckung trivial ist. Dann sind beide Biindel
eingeschrinkt auf den Durchschnitt je einer Menge der ersten und einer der zweiten Uberdeckung
trivial. Also existiert eine Uberdeckung U = (U;)icr, so dass V|y, und Wy, fiir alle i € I trivial
(4) (4)
)

sind. Wir wéhlen lokale Trivialisierungen ; von V und p; von W und erhalten Basen (v, .. ,vr
von I'(V|y,) und (wgl), e ,wgz)) von I'(W|y,) wie oben, so dass wi(vy)) = e, € k" und p;( wZ =
ep € k®. Wir erhalten g;;: Uy NU; — Gl (k) und hy;j: U; NU; = Glg(k) wie in Bemerkung 4 1 ,

und auf U; N U; gilt
Uéi)|p = (T/Jj |p)_1€a = (wi|p)_1 (wi|p © (¢j |p)_1)ea
= (Wilp) ™Y (95 (0))bac = > (915 ())savy |y -
b=1

b=1
Wenn wir analog die obigen, von den lokalen Trivialisierungen auf U; abgeleiteten Basen
von I'(V @ Wly,nu,) ete. durch die entsprechend von den lokalen Trivialisierungen auf U; abge-

leiteten Basen darstellen, erhalten wir die Ubergangsmatrizen
9ij(p) ® hij(p)  fir VoW,
9i;(p) @ hij(p)  fir Ve W
und  (gi;(p)%) " fir V*,
wobei die direkte Summe und das Kroneckerprodukt zweier Matrizen gegeben sind durch
GoH-— (g 2) wd (GO H)usrootypr(dt) = Jab - hed -

Fiir die direkte Summe und das Tensorprodukt iiberpriift man leicht, dass die Ubergangsmatrizen
entsprechend gegeben sind.

Es bezeichne (’U(li), . ,vri)) die zu (Ugi), . ,vﬁi)) duale Basis. Dann folgt
U?j) (Z beZEZ)> ( Z f g]z ch )
b=1 b,c=1
_Zfb gz] ab:<z g” acvz)><2fbvb )7
a,c=1

somit sind (gigl)t = (gf;)"': UinU; — Gl,(k) die Ubergangsmatrizen fiir V*,
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Fiir Aﬁ:V finden wir analoge Ubergangsmatrizen, indem wir Basiswechselmatrizen fiir die Ba-
sen aus Proposition bestimmen. Da wir die Ubergangsmatrizen als Basiswechselmatrizen be-
stimmt haben, ist die Kozykelbedingung in allen Féllen automatisch erfiillt. Also erhalten wir
Vektorbiindel V& W, V &, W, V* und A]ﬁV mit Hilfe von Proposition Auflerdem setzen wir

Homy (V, W) =V* @, W .
Damit haben wir die Biindel konstruiert und miissen jetzt die Eigenschaften — priifen. Fiir
die direkte Summe sehen wir, dass I'(V) x I'(W) = I'(V @ W). Dabei werden o € I'(V), 7 € I'(W)
abgebildet auf o ® 7 mit
oD T‘Ui = (O—’UN T’Ui> S F(V ©® W‘Uz)
Mit Bemerkung folgt .

Als niichstes definieren wir eine C*°(M; k)-bilineare Abbildung ®@: T'(V) x T(W) — T'(V @, W)

durch

o ®@7ly, = (olv;) @ (tl;) € T(Vv,) @coo i) T W o) =T(V @ Wly,) -
Sei wieder D ein C*°(M;k)-Modul und h: I'(V) x I'(W) — D eine C*°(M;k)-bilineare Abbildung.
Dann miissen wir nach Bemerkung zeigen, dass es genau eine lineare Abbildung h: T'(V ®
W) — D mit ho® = h gibt.

Dazu benutzen wir, dass es stets eine endliche Uberdeckung U = (U;)ier gibt, so dass V|,
und Wy, fiir alle ¢ € I trivial sind (es reichen dim M + 1 Mengen). Sei (p;)ier eine untergeordnete
Partition der Eins, und seien ¥;: M — [0, 1] glatte Funktionen mit

supp; C U; und Vilsuppp; =1 -

Dann definieren wir h;: I'(V|y,) x T'(W|y,) durch
hi(oi, ) = pih(9;0;, ;1)
fir o, € T'(Vl|y,), m € T'(W|y,), indem wir ¥;0; und ;7 als Schnitte auf ganz M auffassen. Wir
haben oben bereits gesehen, dass es eine eindeutige Abbildung
hi: T(V @k Wly,) = D mit hio® = h;

gibt. Einschrinken liefert eine C°°(M;k)-lineare Abbildung

hi: T(V @ W) = T(V @ Wly.) — D.
Fiir 0 € T(V), 7 € T(W) ist h(v ® w)<P jetzt eindeutig festgelegt als die endliche Summe

h(c ®7) = h(o,T) sz o,T :Zhi(U,T):ZBi(U@)T).
iel icl iel

Also erfiillt @: I'(V) x T(W) — I'(V @k W) die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes, und
es folgt (2).

Um (3) — (5) zu zeigen, iiberlegt man sich zunéchst wie in Lemma fiir C*°(M; k)-(multi-
)lineare Abbildungen a: I'(V)* — C*(M;k) und F: T'\(V) — T'(W) die Werte a(a1,. .., 0k)pex
und F(o), € W), nur von o1(p),...,ox(p) bezichungsweise von o(p) abhéngen. Dann folgt leicht,
dass a und F eindeutig durch Schnitte von A¥V beziehungsweise von Homy(V, W) reprisentiert
werden. Umgekehrt liefert jeder solche Schnitt eine entsprechende C*° (M ; k)-(multi-)lineare Abbil-
dung. ]

Die Argumente im Beweis der obigen Proposition, insbesondere in Verbindung mit Lemma [1.48
legen nahe, grundsétzlich alle geometrischen Objekte, die an jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit
definiert werden kénnen, als Schnitte in Vektorbiindeln aufzufassen. Und jede (multi-)lineare Ope-
ration mit solchen Objekten, die punktweise durchgefiithrt werden kann, sollte einem Schnitt in
einem Formen- oder Homomorphismenbiindel entsprechen.
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4.9. BEISPIEL. (1) Es gilt T7S%? = TCP!' = (1 ®c 7)r (Ubung).
(2) Nach Bemerkung m gilt QF(M) = T(A*TM).
(3) Wir konnen eine Riemannsche Metrik ¢ und ihren Kriimmungstensor auffassen als
gelN((TMTM)")=T(T"M T*M) und R € T(A*TM @ Homg(TM,TM))
C I'(Homgp(TM @ TM @ TM,TM))

4.10. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs set F': N — M glatt und w: V. — M ein Vek-
torbiindel, dann ist

F'V ={(g0) eNxV|F@)=x(V)} >N  mit  (q,0)—q
ein Vektorbiindel iber N mit (F*V), = Vi) via (q,v) = v, das zuriickgezogene Vektorbiindel.

BEwEIS. Nach dem Satz vom reguldren Wert ist F*V C N x V eine Untermannigfaltigkeit. Sei
dazu (¢,v) € F*V mit p = F(q) = w(v) € M, dann wéhlen wir eine Karte ¢: U¥ — V¥ von M
um p und betrachten die Abbildung

G: FYU?) x n{(U?) ZS e x U9 L ve x Ve 5 R™
so dass
F*Vn (F YU x n71(U%)) = G71({0}) .
Um zu zeigen, dass 0 ein reguliirer Wert ist, wihle zu (r,w) € G~1({0}) eine lokale Trivialisierung v
von V auf einer Umgebung U C U¥ von r. Sei 0: U — V der Schnitt von V|y, fiir den oo = ¢(w)
konstant ist, dann folgt fiir jede Kurve « in U durch r = +(0), dass

d : m
ZrlimoG (1 (0 07)(1)) = 0— dp(7(0)) € R™,
also ist dG ;) surjektiv und 0 ein regulédrer Wert.
Die Vektorraumstruktur auf (£*V), wird von der auf Vi, induziert, und jede lokale Trivia-
lisierung ¢: 7' (U) — k" von V liefert eine lokale Trivialisierung von F*V|p-1y mit (¢,v) —
P(v). O

4.11. BEMERKUNG. Ein Schnitt ¢ € I'(F*V) ist nichts anderes als eine Abbildung o: N — V
mit m oo = F. Also sind Vektorfelder lings einer Abbildung F' wie in Definition Schnitte
in F*T'M, und es folgt X(F) = T'(F*TM).

4.2. Metriken und Zusammenhinge

Um Geometrie mit Vektorbiindeln zu betreiben, fithren wir Metriken und Zusammenhénge auf
Vektorbiindeln ein. Dabei verfahren wir analog zu Abschnitt Ahnlich wie beim Tangentialbiindel
wird die lokale Geometrie durch die Kriimmung des Biindels beschrieben.

4.12. DEFINITION. Es sei V' — M ein reelles (komplexes) Vektorbiindel. Eine Metrik g auf V'
ordnet jedem p € M ein (hermitesches) Skalarprodukt g, auf V), zu, so dass fiir alle o, 7 € I'(V)
die Funktion p — g,(c(p), 7(p)) auf M glatt ist.

4.13. BEMERKUNG. Es sei g eine Metrik auf V — M.

(1) Falls k = R ist, kénnen wir g auffassen als

geT(Ver V)" 2T (VerV)") =2T'(V*®g V') = '(Homg(V, V")) .

Da g positiv definit, also insbesondere nicht ausgeartet ist, ist g invertierbar. Also lie-
fert g einen Isomorphismus V = V*, vergleiche Lemma Da g symmetrisch ist, ist die
Abbildung g: V — V* selbstadjungiert.
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(2) Falls k = C ist, definieren wir V' — M als Vektorbiindel mit Totalraum V = V und

Vektorraumstruktur (z,v) — Zzv fiir alle z € C und alle v € V. Analog zum obigen
erhalten wir

g €T(V*®c V*) 2T (Home(V,V*) = T'(Home(V, V¥))

also liefert g zueinander adjungierte C-lineare Isomorphismen g: V = V*und g*: V — V*,
so dass fiir c e I'(V), 7 € T'(V) gilt

(9(1))(0) = g(1,0) = (g7 (0))(7) -

(3) Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren kénnen wir lokale Trivialisierung ;: V|y, — k" stets
so wihlen, dass vi[p: (Vp,9p) — (K", (:,+)) fiir alle p € U; eine lineare Isometrie ist. In
diesem Fall nehmen die Ubergangsfunktionen gi; aus Bemerkung 4.4 Werte in O(r) bezie-
hungsweise U(r) an. Insbesondere gilt

_ ~1
gis = (9;)
das heifit, V und V* (und analog V und V*) haben dieselben Ubergangsfunktionen.

4.14. DEFINITION. Es sei V. — M ein k-Vektorbiindel. Ein Zusammenhang auf V ist eine
Abbildung V: X(M) x I'(V) — I'(V), die C>°(M)-linear in X(M) und k-linear in I'(V') ist, und fiir
alle X € X(M), f € C>°(M;k) und o € T'(V) die Produktregel

Vx(f-o)=X(f)- o+ f-Vxo

erfiillt. Sei g eine Metrik auf V', dann heifit V metrisch beziiglich g, wenn fiir alle X € X(M) und
alle o, 7 € T'(V) die folgende Produktregel gilt:

X(g(o,7) =9(Vxo,7)+ g(o,VxT) .

4.15. BEMERKUNG. Es sei V' — M ein Vektorbiindel, « = (U;);er eine offene Uberdeckung
von M mit lokalen Trivialisierungen v;: V|y, — k", und (p;)ier eine Partition der Eins zu U.

(1) Dann definiert

Zmz Ueoo)- (4] oT)

el a=1

fiir alle o, 7 € I'(V) eine Metrik auf V, denn ¢ ist glatt, sesquilinear, alle Summanden
sind positiv semidefinit, und fiir alle p € M existiert ein ¢ € I mit p;(p) > 0, so dass der
entsprechende Summand der ersten Summe auf V,, positiv definit ist.

In den Ubungen sehen wir, dass alle Metriken isomorph sind, so dass die Auswahl
einer Metrik auf V' allein die Geometrie noch nicht festlegt — auf 7'M und davon abgelei-
teten Biindeln gilt das nicht, da Elemente von T'M, A¥T M etc. bereits eine geometrische
Bedeutung haben, so dass hier die Metrik doch eine Rolle spielt.

(2) Wir identifizieren Schnitte von V|y, mit k"-wertigen Funktionen und erhalten einen Zu-
sammenhang V¢ auf V |y, mit

Pio (Vo) = X(o o).

Wir konstruieren einen Zusammenhang V auf V' — M fir X € X(M) und o € I'(V)
durch

VXa'Z E pi'VZXU.
el
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Fiir f € C*°(M;k) folgt dann
Vx(fo)lp =Y pilp)@ilp) (X (f - (Yo 0))

el

= i) (@ilp) (X (f) - Woo) + [ X($oo0))

el
= X(f)-o+f Vxo.

(3) Wenn wir in mit lokalen Trivialisierungen durch Orthonormalbasen wie in Bemer-
kung starten, erhalten wir einen metrischen Zusammenhang, denn die Zusam-
menhénge V* auf V|y, sind dann metrisch, und fiir o, 7 € I'(V) und X € X(M) folgt

9(Vxo,7)+g(o,VxT) = Zp, (Vio, 1)+ g(o, VXT))
el

=> pi-X(g(0,7) = X(g(0,7)) .

el
4.16. DEFINITION. Es sei V' — M ein k-Vektorbiindel, dann heifit A*TM ®r V — M das k-

Vektorbiindel der V-wertigen k-Formen auf M, und wir schreiben

QY (M; V) =T(AFTM @p V) .
Sei W — M ein weiteres k-Vektorbiindel, dann definieren wir ein Produkt

Az QF(M; Hom(V, W) x QY(M; V) — QMM W)
durch (@ F),(B®0))— (aAB)® (F(o))

fiir alle a € QF(M), B € QYM), F € T(Homy(V,W)), o € T(V).

Analog definieren wir Produkte wie zum Beispiel QF (M) x QY(M; V) — QFH(M; V) und QF (M
End V) x QY(M;End V) — QF(M;End V). Das Symbol “A“ lassen wir mitunter weg.

4.17. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs sei V. — M ein Vektorbiindel.

(1) Zu jedem Zusammenhang V auf V existieren Abbildungen V: QF(M;V) — QFY(M; V),
so dass

(Vo)(X)=Vxoe(V)
V®o)=da®o+(—1)*aA Ve
fiir alle X € (M), 0 € T(V) und a € QF(M). Insbesondere gilt fiir B € QY (M;V), dass
V(aAB)=daAB+(-1)faAVa

V4
und  (VB)(Xo, ..., X¢) = Ze )V, (B(Xoy -, Xiy -, X0))

+ > (D)X, X, Ko, Xy, X, X)
0<i<y<e

(2) Seien V, V' zwei Zusammenhinge auf V, dann operiert V' — NV durch Multiplikation
mit einer End V-wertigen 1-Form V' —V € QY(M;EndV). Falls V und V' metrisch
beziiglich einer Metrik g¥ auf V' sind, nimmt V' — ¥ Werte in den schief-adjungierten
Endomorphismen an: fir alle X € X(M), und o, 7 € (V) gilt

9" (V' = V)x0,7) +¢" (0, (V' = V)x7) =0,
schreibe V! — V € QY (M;s0(V)) firk =R und V' —V € QY(M;u(V)) firk = C.
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(3) Das Quadrat V? operiert durch Multiplikation mit einer End V-wertigen 2-Form F =
V2 € Q}(M;EndV), der Kriimmung von V, mit

Fxyo=F(X,Y)(o)=VxVyo—-VyVxo — V[Xy]a .

Falls V metrisch ist, gilt F € Q?(M;s0(V)) beziehungsweise F € Q*(M;u(V)). Fiir alle X,
Y e X(M) und o, T € I'(V) gilt also

9" (Fxyo,7)+¢" (0, FxyT) =0.
(4) Fir ¥V, F wie oben gilt die zweite Bianchi-Identitét
VoF—-FoV=0: Q%M V)= Q"3 (M;V).

Als typische Anwendung von sei V ein Zusammenhang auf V', ¢: V|y — k" eine lokale
Trivialisierung und o1, ..., 0, die zugehorige Basis von I'(V|7). Insbesondere gilt do; = 0 fiir den
von ¢ induzierten trivialen Zusammenhang d. Dann existieren Formen w;; € Q1(U), so dass

VUj = (V — d)O'j = Zwij X o; .
j=1

Die Form w € QYU; M, (k)) heifit Zusammenhangsform von V beziiglich 1; ihre Komponenten
entsprechen den Christoffel-Symbolen aus Definition [1.43

Die Kriimmung F' verallgemeinert den Riemannschen Kriimmungstensor R aus Definition [1.45
als Kriimmung des Levi-Civita-Zusammenhangs V™. Die zweite Bianchi-Identitéit gilt daher auch
fir V'™ und R. Eine erste Bianchi-Identitét wie in Satz ist fiir allgemeine Zusammenhéinge
nicht sinnvoll.

Man beachte, dass F' nur den schiefsymmetrischen Anteil der zweiten Ableitung eines Schnitts o
sieht. Dieser schiefsymmetrische Anteil hingt nur vom Zusammenhang auf V' ab und ist tensoriell
in o, hingt also nicht von den Ableitungen von o ab. Die gesamte zweite Ableitung

V¥VYWo — VYo
XVy V§My

benétigt zusitzlich einen Zusammenhang V™ auf T M, beispielsweise den Levi-Civita-Zusammen-
hang zu einer Riemannschen Metrik auf M. Die eigentliche Ableitungsinformation ist im sym-
metrischen Teil dieser zweiten Ableitung enthalten. Beispielsweise héingt die Konstruktion eines
Laplace-Operators auf I'(V)) vom symmetrischen Anteil der zweiten Ableitung ab, und von einer
Riemannschen Metrik auf M.

BEwEIS. Wir miissen zuniichst zeigen, dass V: Q¥(M;V) — QF1(M;V) wohldefiniert, also
mit den Relationen aus Bemerkung vertraglich ist. Sei dazu f € C*°(M;k), dann gilt
difa) Ao+ (—DfaAVo=df Naho+ f-da o+ (—1)FaA Ve
=da A (fo)+ (~DFan(df Ao+ f-Vo)
=da A (fo) + (~D)rfaAnV(fo).

Analog beweist man die Produktregel.
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Um die Cartan-Formel zu verallgemeinern, seien Xy, ..., X € X(M). Dann gilt
(V(a & U))(XQ, R ,Xk) = da(Xo, R ,Xk) -0+ (—1)k(d/\ VO')(X(), . ,Xk)

k
= 2_(~1)'(Xi(a(Xo,.. Xi. o Xp) o

—|—Oz(X0,... Z,...,Xk)'VX.O')

3

+ Z z—i—Ja XZ,X]XO,...,E,...,)/(?,...,Xk)(@U
0<i<j<k

—

(-1)'Vx, ((a®0)(Xo, ..., X4y .., X))

I

Il
=)

7

+ Y ()M (a®0) (X, Xj], Xo, -, X XL X))

0<i<j<k

Zu folgt auf Definition dass (V' — V)xo in beiden Argumenten C*°(M)-linear ist.
Somit gilt V/ — V € Q}(M;End V). Fiir a ® o0 € Q¥(M; V) folgt aus der Produktregel in (), dass

(V' =V)(a®o)=(-1)an(V -V)Ao)=(V -V)A(a®0).
Seien V und V' metrisch, dann gilt auBerdem
0=X(g(o,7)) = X(g(0,7)) = 9(Vxo — Vx0,7) + g(0, VX7 = VxT) .
Um (3) zu zeigen, benutzen wir die Cartan-Formel aus (I]). Fiir X, Y € X(M) und o € I'(V)
gilt
(V20)(X,Y) = Vx((Vo)(V)) = Vy (Vo) (X)) — (Vo) ([X, Y])
=VxVyo—-VyVxo — V[X’y]a =Fo.
Fir B =a® o0 € QF(M,V) folgt V(V3) = F A 3 aus der obigen Formel und der Produktregel:
Vi a®o)=V(Va)®o+ (—1)*a A Vo)
= (d*a) @ 0 + (—=1)*(da) A (Vo) + (=1)*(da) A (Vo) + a A (V30)
=aA(Fo)=Fla®o).

Sei V metrisch, dann ist F X y schlefadjunglert wie in Satz _ 1.51] (3).
Schliefllich ergibt sich (4) unmittelbar aus (3)), denn

VOF—FOV:VOVOV—VOVOV:O. O

4.18. BEMERKUNG. Ein Zusammenhang V" heiit flach, wenn V2 = 0. In diesem Fall erhalten
wir den getwisteten de Rham-Komplex

S V) Y QF (ML V) - QR (MG V)
Das Paar (V,VV) heiit flaches Vektorbiindel, und
Hig(M;V,VY) = H*(Q*(M,V); V")

heiBt die getwistete de Rham-Kohomologie mit Koeffizienten in (V,VV). Ein Beispiel ist die mit
dem Orientierungsbiindel o(T'M) getwistete de Rham-Kohomologie H3y (M;o(TM)).

Als néchstes konstruieren wir induzierte Metriken und Zusammenhénge auf den Vektorbiindeln

aus Proposition
4.19. PROPOSITION UND DEFINITION. Es seien V., W — M Vektorbiindel.
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(1) Seien g¥ und gV Metriken auf V und W, dann existieren eindeutige Metriken auf V &W,
V @k W, A¥V und Homy (V, W), so dass

VEBW(

g o1 B T1,02 B 02) (01702)+9W(T1772),

g" W =g"(o1,00) - ¢V (11, m2) ,

gAﬂ’gV(a,B)\U: Z aleqy, .-y €a)  Bleays---,e€a)

1<a1<--<ap<r

01 ® 71,02 ®Ty)

und g™ VI(EG) =D g (Flea), Glea))
a=1

wobei U C (e, ..., e,) eine Orthonormalbasis von T'(V|y) sei.
(2) Seien VYV und VW' Zusammenhinge auf V. und W, dann existieren eindeutige Zusam-
menhinge auf VOW, V @ W, V*, A*V und Homy(V, W), so dass
Vi (e @) = (Vo) @ (V7).
V¥V o) =(Vio)@r+oo (V¥7),

(3) Die Kriimmungen der Zusammenhinge aus werden gegeben durch
XYV (o @) = (FXyo) ® (FYyT),

Yy (o@T) = (FXyo)®7+0@ (FYyT),

k
ARV ; ~
(FX[,kY a)(al, e 7Uk) = Z(—l)za(Fgéydi,Ul, ey 04y e ,Jk) N
i=1

H VW
Py VW= FlV o f — foFYy .

(4) Falls die Zusammenhinge VV und V"W beziiglich gV beziehungsweise gV metrisch sind,
dann sind die in konstruierten Zusammenhdnge beziiglich der entsprechenden in
konstruierten Metriken metrisch.

BEWEISSKIZZE. In ist gVOW offensichtlich eine Metrik.
Um zu zeigen, dass ¢¥®" wohldefiniert ist, {iberlegen wir uns zunichst, dass die Abbildung
von I'(V)) x T'(W) nach C*°(M; k) mit

(g9, m2) = " (01, 09) - gV (11, 72)

bilinear ist, und sich daher ausdehnt zu einer Abbildung von I'(V ® W) nach C*°(M;k). Genauso

ist die Abbildung I'(V') x I'(W) — C>°(M, k) mit

N
(o1,7) = 36" (01,08 - g% (1, 7d)
=1
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fiir alle "N ob @ 74 € T(V @ W) = T(V) ®coo(mx) (W) bilinear, und wir erhalten eine bilineare
Abbildung

GV TV W) x (Ve W) 2T (Ve W) x T(V e W) = C®(M;k) ,
also eine sesquilineare Abbildung
gV DV @ W) x T(V @ W) = C®°(M;k) .

Seien ey,...,e, und fi,..., fm lokale Orthonormalbasen von I'(V|y) und I'(W|y), dann bildet
die Basis e1 ® f1,...,en ® [ aus der Konstruktion des Tensorproduktes in Proposition
eine g¥®W_Orthonormalbasis von I'(V ® W|y), denn

"W (ei® fi,er @ fo) = " (eirer) - 6" (f, fo) = Sindje -

Vew

Insbesondere ist g ein (Hermitesches) Skalarprodukt.

Analog iiberlegt man sich, dass ¢g*~ und gAﬂ? V' wohldefinierte Skalarprodukte sind, und zwar
unabhiingig von der Orthonormalbasis ei,...,e, von I'(V|y). Die Basen (et A --- A ) mit 1 <
i1 < --- <1 <n aus Proposition bilden fiir alle k& Orthonormalbasen von T'(AXV|/).

SchlieBlich gilt gHom=(V:W) = ¢V*®W ynd daher ist auch gHom«(V:W) wieder eine Metrik. Damit

ist gezeigt.

Wir betrachten jetzt die induzierten Zusammenhinge. Die Konstruktion von VV®W liefert
offensichtlich einen Zusammenhang.

Als niichstes iiberlegen wir uns, dass VV®" mit den Relationen aus Bemerkung und
mit den Axiomen aus Definition [4.14] vertriglich ist. Die Additivitdt des Ausdrucks

(VXU) RQT+0o® (V)V}/T)

in X, in o und in 7 ist klar, genauso die C*° (M )-Linearitéit in X. Wir iiberpriifen die Vertriglichkeit
der Relation (fo) @ 7= f(oc ® 7): es gilt

vy(@kw((fa)@ﬂ:(X(f).U+f.vy(a)®7'+f-o®(vg(v7')
=X(f) (can)+f V"V (eor)
=V (flowT))

und analog fiir o ® (f7). Somit ist Vy(@)kw auf T'(V)) ®coo(arx) I'(W) wohldefiniert und ein Zusam-
menhang.
Analog priifen wir fiir V¥V~ = VAllcV, dass

(VX a)(f-0)=X(f-a(0)) —a(X(f) o+ f Vo)
=f-X(a(0)) = - a(V¥o)
=f- (VX a)(0),

somit ist (VY a) € I'(V*) = Homeoo (a1 (T(V),C>(M;k)). AuBerdem erfiillt V¥ die Leibnizregel,
denn

X(f-a(0) = fa(Vko)
X(f)-alo) + f (X(a(0) — (Vo))
(X(f) o+ f-VXa)o).

Somit ist auch VY ein Zusammenhang.
vA]ifV

(VX (f - @)(0)

vHomk (VW) — vV* QW

Analog iiberpriifen wir, dass auch und wohldefiniert sind und die

Zusammenhangsaxiome erfiillen, und haben gezeigt.
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Fiir das Tensorprodukt gilt nach und Proposition , dass
F)‘é%kW(O' ®T)= V;®RW((V¥J) RT+0oR (V)V/VT))
- V¥®“‘W ((VB/(J) QT+o® (VI)/(VT))
— ((VE;QY]U) RT+o® (V&,Y}T))
= (VXVY0o) @1+ (Vo) ® (VY1) + (Vyo) @ (VR T) + o @ (VY VY T)
— (VWWVXo) @7~ (Vyo) @ (VX 1) = (VXo) @ (V') — 0 @ (VY V1)
- (V&Y]a) RT—0® (V&jy]r)
= (F)‘g,yff) XT+o® (F)VXYT)
Fiir das duale Biindel iiberpriifen wir ebenfalls. Analog zum obigen gilt
0= XY (a(0))) - Y(X(a0))) — [X,Y](a(0))
= (FYya)(o) + a(Fxyo) .
Wir {iberpriifen fiir das Tensorprodukt. Es gilt
X (9" (01 @ 1,00 @ 72)) = (X(g¥ (01,02))) - g™ (11, 72) + ¢V (01, 02) - (X (9" (11, 72)))
= (gV(V}/(m, o2) +¢" (o1, v}’m)) g™V (11, m)
+ 9" (01,02) - (QW(VE(VTlaTz) +g" (1, Vggﬁ))

= gv®”‘W (Vy(@kw(al & 7'1), o2 ® 7'2>

+ gVeW (01 ® 11, VW (0o ® 72)) .
Sei jetzt wieder ey, ..., ey, eine Orthonormalbasis von I'(V|), dann gilt

0=X(g"(eare5)) = 9" (ea, Vxes) + gV (es, Vxea) -
Durch Nachrechnen ergibt sich

N - _— *
= > (V¥ a)(ea) - Blea) +alea) - (VK B)lea)

N < —
+ 3" (e, Vea) + {ea, Viies))alen) - Blea)

a,b=1
=gV (V¥ o, 8) +¢" (o, V¥ B) .
Die anderen Fille werden dhnlich behandelt. O

Insbesondere ist Endg v = Homg(V, V') — M das Biindel der Endomorphismen. Fiir X € X(M),
F € I'(Endg V) und o € I'(V) folgt,

(VEVF)(0) = (V™ VF) (0) = VX (F(0)) = F(V¥(0)) |
also schreiben wir auch suggestiv
(VXU F) = [V, F].
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4.20. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei V. — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V"
und F: N — M eine glatte Abbildung. Dann existiert genau ein Zusammenhang VIV = F*VV
auf F*V, der zuriickgeholte Zusammehang, so dass fir alle o € T'(V) und alle Y € X(N) gilt

Vi V(00 F)g = Vip,apo € FV)g = Vi) - (1)
Fiir die Krimmung gilt
F*V V2
(Vv (00 F)g = (VY) ik, (x,).am, (v O F o) - (2)
Fiir die rechte Seite von schreiben wir auch kurz F*(VV)?X—’Y(O' o F), also gilt (VI"V)2
F*(VV)2.
BEWEIS. Der Beweis entspricht dem von Proposition O

Wie in der Riemannschen Geometrie kann man Elemente eines Vektorbiindels V' mit Zusammen-
hang V" entlang von Kurven parallel verschieben. Sei etwa «: [a,b] — M eine Kurve und v € Vi)
dann existiert nach dem Satz ein eindeutiger Schnitt o € I'(y*V) mit o(a) = v € V() =

(v*V)q und VEVO' = 0, und wir definieren die Parallelverschiebung von v entlang v nach V)

als o(b) € Vv(b)at: (v*V)p. Mithilfe der Parallelverschiebung lassen sich auf geometrische Weise lo-
kale Trivialisierungen von Vektorbiindeln mit Zusammenhang konstruieren. Sei ¢: V|y — k" eine
Trivialisierung, dann wollen wir die Schnitte of mit aa( ) =g L(e,) € V; als Basisschnitte von 9
bezeichnen.

Wir erinnern uns an die Exponentialabbildung exp,,: T, M — M einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g). Geraden durch O, € T,,M werden auf radiale Geodétische durch p in M abgebildet,

und fiir kleine v € T, M gilt d(p, exp, v) = ||v[|. Wir betrachten das Radialfeld R auf exp, U mit
Rexp,z = dexpy, |(2) -

4.21. SATZ. Es sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und U C T,M sternformig
um 0p, so dass exp,, lu ein Diffeomorphismus auf das Bild ist. Es sei V. — M ein Vektorbiindel mit
Zusammenhang VY und (vi,...,v,) eine Basis von V).

(1) Dann existz'ert eine eindeutige Trivialisierung ¥: Vexp, v — k" mit ¢p(ve) = eq € k" und
so, dass 0’ lings aller radialen Geoddtischen t — exp, tx parallel ist fir allea=1,...,r,

alle v € T,M und alle t mit tx € U.
(2) Fiir alle Vektorfelder X € X(M) gilt auf exp, U, dass

Viod ‘ *FRXU” +0(d(p,q)?|IY ) -
(3) Falls VY metrisch beziiglich einer Metrik g" ist und (vy,...,vs) eine Orthonormalbasis,
dann ist O'i’b, e Ufnp eine Orthonormalbasis auf ganz exp, U, insbesondere

0= (Vga}f’g;@ + (o VY%> <FXYU¢ U;#> + <037F)¥,Y0;f>
auf exp, U fiir alle X, Y € X(M) und alle a, b.

BEWEIS. Anstelle von V' — M reicht es, das zuriickgeholte Biindel exp; V' — U mit Zusammen-

hang VP>V auf (U, gp) zu betrachten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei also M = U C R”
und g die Euklidische Metrik und 7: V' — U ein Vektorbiindel mit Zusammenhang.
Zu (/1)) betrachten wir fiir z € U die Kurve v, : [0,1] — U mit v,(s) = sz und die Lésung o, , €

I'(v;V) der Differentialgleichung VEVU,W = 0 mit 04,,(0) = v,. Nach dem Satz|1.72 von Picard-

ds
Lindelof héngt o, (z) = 04,4(1) glatt von x ab. AuBerdem gilt 04+,(S) = 04.2(ts) wegen der Ein-
deutigkeitsaussage, so dass o4(tx) = 04,(t) parallel lings radialer Geodétischer ist.
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Zu betrachte Vektorfelder R und Y auf U mit
Re=x= Zxkek und Y, = :):iej

fiir feste 4, j € {1,...,n}. Es folgt

n

[R,Y], = Z(mk cep(z’) - ej —at () er) =Y, =Y, =0.
k=1

Nach Konstruktion gilt VRoff = 0 auf ganz U, also erhalten wir

FR7yO'gJ|I = VR(VyUg))‘x = Zxkv ( Ve]O'a) .

k=1
Nach Konstruktion gilt Vyaa ‘0 =0, und fiir z = 2’¢; schlieBen wir, dass
(z )QFez,ej ay|, = ='Ve, (:U v%Ua) :
Da V in der Trivialisierung aus bei 0 mit der gewodhnlichen Ableitung iibereinstimmt, folgt
0 .
_ Y
a{[‘Z (a? ve]Ua) = x'LFei7ej algie;
und wegen Ve, oq ‘0 =0 also
(s »
x Ve]Ua zte; 9 eiyejo-g} zie; +O([lz*]]") ,

somit

1

Ve, 08| ie, = 5 Fiteue, 08, + OU ) = 3P, 08 oy, + Ol )

Aus dem Satz von Taylor fiir Ve, o¥ und Linearitét von Vy ol in Y folgt die allgemeine Behauptung.
Zu bemerken wir, dass

(02(0), 04 (0)) = Gap
und

(0¥ (ta), of (tz)) = (Vxo¥|, . op (tr)) + (0¥ (tz), Vxay |, ) =0,

SIS

so dass aff , w) = J4 auf ganz U gilt. Die letzten zwei Aussagen folgen dann aus Propositi-
on “ und ( . g

Der obige Satz erklirt die Bedeutung der Kriimmung FY etwas geometrischer als Propositi-
on Man beachte, dass geodétische Normalkoordinaten eine andere Trivialisierung von T'M
durch Koordinatenfelder ergeben als der obige Satz.

4.3. Chern-Weil-Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir jedem Vektorbiindel V' — M mit Zusammenhang VY gewisse
Differentialformen P(V, VV) zuordnen, die stets geschlossen sind, und deren Kohomologieklassen
nur von V, aber nicht von V" abhéngen. Diese Klassen P(V) = [P(V,VV)] € H3z(M) heifien
charakteristische Klassen von V. Mehr dazu finden sich im Buch [Zh] von Zhang, Kapitel 1.
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Im folgenden sei G C M, (k) stets eine Matriz-Lie-Gruppe, also eine Untermannigfaltigkeit
von M, (k) = ]k"z, die zugleich beziiglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet. Wichtigste
Beispiele sind

Gln(k) = {g C My(k) | detg # O}
und SO(n) = {g C My(k) |detg=1 und g'g=ce};
hierbei ist e die Einheitsmatrix und ¢’ die transponierte Matrix zu g. Fiir alle ¢ € G ist die
Abbildung
inty: G -G mit h— ghg™!
ein Gruppenautomorphismus, der innere Automorphismus zu g.

Der Tangentialraum g = TG heifit auch die Lie-Algebra von G. Sei v: (—¢,¢) — G eine Kurve
mit v(0) = e und §(0) = X € g, dann ist auch int, o v eine Kurve in G mit intyy(0) = e. Das
Differential

. d o _
X i+ AdyX = d(int,)e(X) = %Log 40)- g =g - X-gl €gC My(k)

heiflt die adjungierte Wirkung Ady: g — gvon g € G auf g. Fiir Y € g liefert Ableiten von Ad,Y € g
nach g bei e die Lie-Klammer

(X,Y) Ady)Y =4(t)-Y =Y -5(t) = [X,Y] e g.

d
e
4.22. DEFINITION. Ein Polynom P € C[g] oder allgemeiner eine Potenzreihe P € C[g] in den
Matrixeintragen heit G-invariant, wenn P(Ad,X) = P(X) fiir alle g € G und alle X € g gilt.
4.23. BEISPIEL. Wir betrachten vor allem die folgenden Polynome und Potenzreihen.
(1) Es sei ¢(X) = detg(E, — X) fir X € gl,,(k) = M,(k) wie in der Definition des charak-
teristischen Polynoms, dann ist ¢ invariant, genau wie dety(f(X)) fiir eine Potenzreihe f,

beispielsweise
R X/2 \3
AX) = det((sinh(X/Q)) ) '
/2

Hier bilden wir zuerst die Wurzel der geraden Funktion z +— S.mﬁ(m, bevor wir die
Matrix X in die zugehorige Potenzreihe um = = 0 einsetzen.
(2) Die Spur tri(X) einer Matrix ist ebenfalls Gi,(k)-invariant. Wir betrachten speziell
ch(X) = tryg (e*X) .
(3) Fiir schiefsymmetrische Matrizen X € so0(2n) betrachten wir die alternierende 2-Form « €
A?R?™ mit
a(v,w) = (v, Xw) .
Fiir eine orientierte Orthonormalbasis eq, ..., es, von R?" setzen wir

PE(X) = (aA--Na)(er,... ez) =27" Z sign(o) HXU(Qifl),a(Qi) ;
oeS(n) i=1

und erhalten die SO(2n)-invariante Pfaffsche Determinante von X. Es gilt Pf(X)? =
det(X), und das Vorzeichen wird durch die Orientierung festgelegt.
4.24. BEMERKUNG. Invariante Polynome und Potenzreihen haben folgende Eigenschaften.
(1) Es seien X, Y € gund v: (—¢,¢) — G mit ¥(0) = X wie oben, dann gilt
d

d
= 2|, (PAdy)Y)) = dPy <dt’t:0Adv<t)Y> = dPy([X,Y]) .
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(2) Da der Ring (A?*T,M, A) kommutativ ist, kénnen wir g-wertige Formen in P einsetzen.
Fiir ein k-Vektorbiindel V mit Zusammenhang VV gilt FV € Q2(M, gl, (k)) beziiglich
einer lokalen Trivialisierung, und wir setzen

P(V,VV) = P(FY) € O?*(M;k)
Da die Matrixeintrige von F" in A2T'M liegen, verschwinden Produkte von mehr als W
Faktoren. Insbesondere diirfen wir £V auch in invariante Potenzreihen einsetzen, ohne auf
den Konvergenzradius Riicksicht zu nehmen. Wenn P invariant ist, hingt diese Form nicht
von der Trivialisierung ab, denn sei g: U — Gl,,(k) eine Basiswechselmatrix, so erhalten
wir gF"V ¢! als Kritmmung beziiglich der neuen Trivialisierung, aber
P(gFVg™') = P(Ad,FV) = P(FV).

(3) Sei V' — M ein orientierbares R-Vektorbiindel vom Rang k& mit Metrik und metrischem Zu-
sammenhang V"', dann folgt FV' € Q2(M;s0(V)) nach Proposition [@3). Fiir ein SO(k)-
invariantes Polynom P betrachten wir analog

P(V,VV)=P(F") e Q**(M).

(4) Sei w € QY(M;g). Da Elemente aus AT, M mit allen Elementen des Rings (A%*T,M, A)
kommutieren, ergibt sich aus auch

dPpv (w",FY])=0.

4.25. SATz UND DEFINITION (Chern-Weil). Fiir k-Vektorbindel V. — M mit Zusammen-
hang VYV definieren wir

) vy FV
(1) die totale Chern-Form ¢(V, V") = det(l — %>,

.2 1 V /4ri 3
(2) die A-Form A(V,VV) = det<(mlf(F%> 2),

|4
(3) die Chern-Charakter-Form ch(V, V") = tr(e‘%).

Fiir reelle orientierte Vektorbiindel V vom Rang 2k mit Metrik und metrischem Zusammenhang VV
definieren wir auflerdem

. v
(4) die Euler-Form e(V, V") = Pf(£>).

Diese Formen sind geschlossen und definieren reelle Kohomologieklassen c(V'), A(V),ch(V)
beziehungsweise e(V') € Hap (M) unabhingig vom (im Fall metrischen) Zusammenhang V"V .
Sei schliefilich f: N — M glatt, dann gilt P(f*V,Vf"V) = f*P(V,VY) und insbesondere P(f*V) =
frP(V).

Auf diese Weise konstruierte Differentialformen und Kohomologieklassen heilen Chern- Weil-
Formen beziehungsweise Chern-Weil-Klassen von Vektorbiindeln. Allgemeiner nennt man Koho-
mologieklassen zu Vektorbiindeln, die sich unter Zuriickholen natiirlich verhalten, auch charakteri-
stische Klassen.

Wir haben in den Ubungen gesehen, dass je zwei Metriken auf einem Vektorbiindel isomorph
sind. Insbesondere hingt (V') also auch nicht von der Metrik ab.

BEwEIs. Die Wohldefiniertheit der Formen P(V,V") € Q2*(M;C) haben wir bereits in Be-
merkung geklért.

Um zu zeigen, dass P(V, V") geschlossen ist, withlen wir eine Trivialisierung ¢: V|y — kF.
Auf U x k¥ schreiben wir den gegebenen Zusammenhang als V = d + w mit w € Q'(U; g). Aus der
Kettenregel folgt zunéchst

d(P(V,V")) = dPpv(dF") = dPpv ([d, FV])
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und wir schreiben dFY =do FV — FV od = [d, FV]: Q*(U;k*) — Q*+1(U; KkF).
Nach Bemerkung gilt auch
dPpv ([w, FV]) =0
wegen der G-Invarianz. Insgesamt folgt
d(P(V,V")) = dPpv ([d +w, FV])) = dPpv([V,F"]) = 0

aufgrund der zweiten Bianchi-Identitét aus Proposition [@). Also ist P(V,VV) tatséchlich
geschlossen.

Als nichstes folgt P(f*V,V/™V) = f*P(V,VV) aus Proposition m Diese ,, Natiirlichkeit*
von P(V, V") benétigen wir im folgenden Schnitt.

Es seien VY und V! zwei Zusammenhiinge auf V' — M. Wir betrachten das zuriickgeholte
Biindel

V=pV-M=M=x[0,1],

wobei p: M — M die Projektion sei. Auf v‘Mx[O,l) betrachten wir p*V?, auf V’Mx(o,l} den Zu-
sammenhang p*V?!. Wie in Bemerkung interpolieren wir und erhalten einen Zusammen-
hang VY, der bei M x {0} mit p*V° und bei M x {1} mit p*V! iibereinstimmt. AuBerdem ist V"
nach (3) metrisch beziiglich der zuriickgeholten Metrik p*¢g" auf V, wenn V°, V! metrisch
beziiglich ¢" sind.

Wir betrachten Einbettungen i,: M — M mit i,(p) = (p,t) fiir t € [0,1], dann folgt aus der
obigen Natiirlichkeit, dass

#P(V,VV)=P(V,V%) und i{P(V,VV)=P(V,V').
Aus der Homotopieformel folgt, dass

PV.VY) - PV =d [ P(7.Y7),
[0,1]
insbesondere folgt [P(V,V1)] = [P(V,V?)] = H3n(M;k), also ist P(V) unabhéingig vom Zusam-
menhang.
Es bleibt zu zeigen, dass die Formen — (3) reelle Klassen représentieren. Um das zu

zeigen, wéhlen wir eine Metrik und einen metrischen Zusammenhang auf V. Nach Propositi-
on nimmt FY Werte in so(k) beziehungsweise u(k) an, und solche Matrizen haben be-

v
kanntlich imaginére Eigenwerte. Also hat 5—7: reelle Eigenwerte, somit sind det (e — %), ch (6_%),

1
A((Smf(;%) 2> reell. Die Euler-Form ist bereits nach Konstruktion reell. 0

Es folgt ein kleiner Exkurs iiber die topologische und geometrische Bedeutung der soeben kon-
struierten Chern-Weil-Formen und charakteristischen Klassen.

4.26. BEMERKUNG. Es sei V' — M ein komplexes Vektorbiindel mit Zusammenhang V". Die
k-te Chern-Form c,(V,VV) = ¢(V, VV)2H € 2k (M) ist die homogene Komponente von ¢(V, VV) €
Q2*(M;C) vom Grad 2k. Insbesondere gilt co(V, V") =1 und

FV = k Vy g
det<e—z2m,> :kz_oz e (V, V") fiir alle z € C .

Die k-te Chern-Klasse ist definiert als cx(V) = [cx(V, V)] € H3% (M). Die Chern-Klassen haben
folgende Eigenschaften.

(1) Chern-Klassen sind natiirlich.
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(2)

3)

Wegen der Multiplikativitdt der Determinante gilt

VoW, vVew) gt (¢ F O
C( (o) y )— e O e_ﬂ
27

> = c(V,VV) A e(W, V).
Fiir die einzelnen Chern-Klassen gilt also
(Ve W) Z (V) Nep—j(W) .

Sei L — M ein Geradenbiindel, also ein C-Vektorbiindel vom Rang 1 mit Zusammen-
hang V¥, dann ist F¥ € Q?(M;Endc L) = Q2(M;C) eine komplexwertige 2-Form un-
abhéngig von der Wahl der Trivialisierung. Wir nehmen an, dass V* metrisch ist beziiglich
einer Metrik auf L, dann ist F* = ia imagindrwertig nach Proposition . Wir
konnen L dann als orientiertes, reelles Vektorbiindel Lg vom Rang 2 mit metrischem
Zusammenhang VX® und Kriimmung

Pl — < ) > € O2(M;50(2))

auffassen. Es folgt

Lg
(L, VL)—1—27F—1+Pf<F27T > = 1+e(L, V).

Wenn man die Eulerklasse e(L) bereits definiert hat, sind die Chern-Klassen durch (1)) — (3) bereits
eindeutig festgelegt. Dabei darf man sich sogar aussuchen, in welcher Kohomologietheorie man e(L)
definieren méchte. Am besten eignet sich ez(L) € H?(M;Z), und man erhélt Klassen c;z(V) €
H?*(M;Z). Chern-Weil-Theorie liefert allerdings nur ¢, (V) € H3%& (M) = H?*(M;R).

4.27. BEMERKUNG. Zusétzlich zu den Axiomen aus der letzten Bemerkung haben Chern-
Klassen noch folgende Eigenschaften:

(1)

Es seien sq, ..., s, die elementarsymmetrischen Polynome

SEp(x1y ..o ) = Z Tiy .. Ty,
1<ip < <ip<n

und es sei A € M, (C) diagonalisierbar mit Eigenwerten Ay, ..., A, € C. Dann gilt

n n

det(e — zA) = > (=2)Fsp(Ar,... M) = > _(—2)F(4) .

k=0 k=0
Man kann zeigen, dass jedes Gl,(C)-invariante Polynom auf M, (C) auf eindeutige Weise
als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen s1,...,s, geschrieben werden
kann. Da diagonalisierbare Matrizen in M, (C) dicht liegen und Polynome stetig sind,
reicht es dazu, nur diagonalisierbare Matrizen zu betrachten. Daraus folgt: jede Chern-
Weil-Klasse komplexer Vektorbiindel ist ein Polynom in den Chern-Klassen. Zum Beispiel
gilt
2 2cy(v)  c1(v)3 = 3e1(v)ea(v) + 3es(v)

2 + 6 *

Die Menge der komplexen Geradenbiindel L — M bis auf Isomorphie bildet eine abel-
sche Gruppe Pic(M) mit dem Tensorprodukt, und die erste Chern-Klasse liefert einen
Gruppenhomomorphismus, da

a(VeaWw)=c((V)+ca(W)e Hig(M) .
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Im allgemeinen ist ¢; weder injektiv noch surjektiv. Geht man allerdings zu ganzzahligen
Chern-Klassen iiber, so erhilt man einen Isomorphismus

c1z: Pic(M) — H*(M;Z) .

Biindel von hoherem Rang lassen sich im allgemeinen nicht so einfach klassif}zieren.
(3) Wir kénnen Deligne-Chern-Klassen (differenzielle Charaktere) é,(V,VY) € H*(M;Z) fiir
Vektorbiindel V' mit Metrik und metrischem Zusammenhang V" definieren, wobei

Ay (V, V) = (V,VY)  und  6&,(V,VY) = cxz(V) .

Dann klassifiziert ¢; sogar Geradenbiindel mit metrischem Zusammenhang bis auf Isomor-
phie.

Alternativ ersetzen wir Q°(-) durch Q°(-;C) in Definition und erhalten komple-
xe glatte Deligne-Kohomologie HE(M; A). Dann kénnen wir é,(V,VV) € HE(M;Z) fiir
beliebige Vektorbiindel mit Zusammenhang definieren, und ¢; liefert einen Isomorphismus
der entsprechenden Gruppe mit H2(M;Z).

4.28. BEISPIEL. Es sei M = S' ¢ C und L — S! ein Geradenbiindel mit Zusammenhang V.
Wir wihlen v € L1\{0} und konstruieren einen parallelen Schnitt o von v*L — R, wobei v(t) =
e?™ ¢ S1. Dann ist o(1) € Ly ein Vielfaches von v, etwa o(1) = 2z - 0(0) = z-v mit z € C*.
Da auch z - o ein paralleler Schnitt ist, folgt o(t + 1) = z - o(¢t) fiir alle ¢ € R. Man nennt z die
Holonomie von V¥. Falls VI metrisch ist, folgt |z| = 1.

Sei L' — S! ein weiteres Geradenbiindel mit Zusammenhang VX', dann konstruieren wir ana-
log ¢/ und 2’. Falls z = 2’ gilt, erhalten wir einen Isomorphismus F: L — L' mit F(o(t)) = o’(t)
fiir alle t € R. Falls z # 2/, gibt es keinen Isomorphismus, der die Zusammenhinge erhilt. Also
werden Geradenbiindel iiber S mit (metrischem) Zusammenhang durch ihre Holonomie in C*(S*)
klassifiziert.

Es gilt H*(S';Z) = H33(S') = 0, also sind nach Bemerkung (2) alle komplexen Gera-
denbiindel trivial. Allerdings gilt H?(S';Z) = R/Z nach Bemerkung (6), und analog HZ(SY,
Z) = C/Z. In der Tat wird die Holonomie gerade gegeben durch

5= eZTriél(L,VL) .

Uber anderen Mannigfaltigkeiten M enthilt ¢é; (L, VL) c ffﬂf( M:Z)* entsprechend die Holonomien
von v*(L, VL) — S! entlang aller glatten Schleifen v: ST — M.

4.29. BEMERKUNG. Wir mochten fiir reelle Vektorbiindel &hnliche ,,fundamentale® charakteri-
stische Klassen angeben wie in Bemerkung fiir komplexe Vektorbiindel.

(1) Sei zunéchst P ein GI,,(R)-invariantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Es sei V' — M ein
reelles Vektorbiindel, dann betrachten wir das komplexifizierte Vektorbiindel Vo = V @r C
mit Ve = Ve. Sei VV ein Zusammenhang auf V', dann induziert VYV Zusammenhinge
auf Ve und Ve mit FVe = FY @ ide = F'¢. Es folgt

27 27

P<1,FV> = P(Ve, Vo) = P(V,VV) = P(V¢, V'e) = P<21_FVc> = P<—1FV> :
T

insbesondere tragen nur Potenzen von (FV)2? zu P(V, V") bei.
Wir definieren daher die Pontrijagin-Formen p(V,V") € Q% (M) durch

t o0 o0 . )
det(e — 5 FV) = 3" (V. V) = Y (itye,(vV.VY)
k=0 7=0
insbesondere gilt pr = (—1)*co.
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Die Pontrijagin-Formen erzeugen alle Chern-Weil-theoretischen Klassen reeller Vek-
torbiindel: jedes G, (R)-invariante Polynom kann auf eindeutige Weise als Polynom in py,
o Pz geschrieben werden. Zum Beispiel gilt

i oo pi(V) T (V)? —dpe(V)
AV)=1- 124 + 5760 2

(2) Fiir orientierte reelle Vektorbiindel ist die Situation etwas komplizierter. Jedes S Loy, 11(R)-
invariante Polynom kann auf eindeutige Weise als Polynom in den Pontrijagin-Klasse p1,
.., Pn geschrieben werden. Fiir Vektorbiindel von geradem Rang 2n wéhlen wir zunéchst
eine Metrik und einen metrischen Zusammenhang, so dass wir nur noch SO(2n)-invariante
Polynome auf s0(2n) betrachten miissen. Jedes solche Polynom kann als Polynom in py,

.., pn—1 und e geschrieben werden. Dabei gilt

V\ 2 \%
e(V,VV)? = Pf<1;r> = det<;> = pn(V,VY) .

Falls M nicht orientierbar ist, kann man e(TM, VI™) € Q**(M;o(TM)) definieren. Nach
einer alten Ubung ist also i) 1 €(T'M) auch wohldefiniert, wenn M nicht orientierbar ist.

(3) AufBlerdem gibt es fiir reelle Vektorbiindel sogenannte Stiefel- Whitney-Klassen wi (V) €
H*(M;Z/2R). Sie verhalten sich dhnlich wie Chern-Klassen, insbesondere klassifiziert w;
reelle Geradenbiindel (Ubung).

4.4. Der Hodge-Dirac-Operator

In diesem Abschnitt konstruieren wir die zur &ufleren Ableitung d adjungierte innere Ableitung §
und ergénzen so d zu einem selbstadjungierter Operator D. Diese Konstruktion dient als Motivation
dafiir, im néchsten Abschnitt Cliffordalgebren, Spinor- und Dirac-Biindel zu betrachten.

4.30. DEFINITION. Es sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und V, g¥') — M
ein metrisches k-Vektorbiindel. Dann definieren wir das L2-Skalarprodukt auf T'(V) durch

(o,7)2 = /M gg(a(p),T(p)) dvoly(p) fiir alle o,rel(V).

Wir nennen Operatoren A: T'(V) — I'(W) und B: T(W) — T'(V) formal zueinander L*-adjungiert,

beziiglich ¢, ¢", wenn

(Ao, T) 12 = (0, BT) 12 fiir alle ocel(V), re(W).

Hierbei ist dvol, das Riemannsche Volumenmaf} aus Definition Alternativ kénnen wir die
Volumenform w, € Q"(M) mit n = dim M aus Definition betrachten, falls M orientierbar
ist, oder w, € Q*(M;0(TM)) wie in den Ubungen. Das L?-Skalarprodukt ist wohldefiniert, denn
da M kompakt ist, hat M endliches Volumen, und da der Integrand stetig ist, ist er messbar und
beschriinkt. Das L2-Skalarprodukt ist nicht ausgeartet, denn sei 0 # o € I'(V), dann gilt ¢¥ (0, 0) >
0 auf einer offenen Teilmenge von M aufgrund der Stetigkeit von o, und das Integral in der Definition
von ||o||32 = (0,0) 2 ist positiv.

In der Hodge-Theorie versucht man, eine de Rham-Kohomologieklasse auf einer geschlossenen
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) durch eine Form o € Q¥(M) mit minimaler L2-Norm | c| .2
zu repréasentieren. Wenn das moglich ist, folgt

o+ £ 2 =2 (0, dB) 12 = 2 (00, B
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fiir alle 8 € QF1(M), wobei § = d* das L?-Adjungierte von d beziiglich der von g wie in Proposi-
tion induzierten Metriken gAkTM , gAk+1TM . Da das L?-Skalarprodukt nicht ausgeartet ist,
gilt fiir ein a € Q¥(M) wie oben, dass

a € kerd Nker 6§ N QF(M) = ker(d + 8|gr(ap) -
Solche Formen nennt man harmonisch. Sei umgekehrt o harmonisch, dann ist ||a||;» minimal, denn

v+ dBllze = llallzz +2 B Bz +1ldBIIze

—_————
=0
und « ist dadurch in seiner Kohomologieklasse eindeutig festgelegt. Wir studieren diese Formen im
niichsten Kapitel. Als erstes wollen wir jetzt den Operator §: Q¥T1(M) — QF(M) konstruieren.
4.31. BEMERKUNG. Wir beginnen mit der Vorarbeit, insbesondere werden wir eine Formel fiir

die Divergenz div X fiir X € X(M) aus Definition herleiten.

(1) Zu vx: QF(M) aus Deﬁnition ist der Operator g(X, - )A: QF(M) — QF1(M) adjun-
giert. Das brauchen wir nur punktweise in p € M, wegen Linearitét nur fiir Vektoren einer
Orthonormalbasis (e, ..., e,) von T, M und wegen Symmetrie sogar nur fiir e; zu zeigen.
Fiir « € A*¥T,M, 8 € A¥1T,M gilt dann

(o, e, B) = Z ales,....e)  Bler, e, ..., eq)

1<ip<<ig<n

= Z Oc(eil,...,eik)',B(eioa--'aeik)

1=ig<--<ip<n

= > (gler, )N (eigs - -neiy) - Bleigs - eq) = (gler, ) Aa, B) .

1<ip<--<ip<n

(2) Die Riemannsche Volumenform wy € Q2"(M;o(TM)) ist parallel. Dazu iiberlegen wir uns,
dass ¢»"TM (w,, w,) = 1 lokal konstant ist nach Definition (D). Aus folgt dann

0= X (g"" "M (wg,wy)) = 2¢"" T (VY M wg,0y)

aber da (w,) eine Bases von A"T'M bildet, folgt V4 T™Mw, = 0 fiir alle X € X(M).
(3) Fiir den Einsetzungsoperator ¢ gilt

VQkTM(Lx,B) = lyyxa+ vaé\/k+1/3 .
Dazu berechnen wir fiir X = Xo und X3,..., X € X(M), dass
(vg\/kTM(LXOB)) (Xla s 7Xk) = Y(/B(X07 s 7Xk)) - /B(XQ, VYX17X25 R Xk)
- = B(Xoy .o, X1, Vy Xi)
= (LXovek+1TM5 + LVYXOB) (Xl, e ,Xk) .

(4) Die Divergenz eines Vektorfeldes X wird beziiglich einer lokalen Orthonormalbasis (ej,
.., en) von X(U) gegeben als

n
divX =) "g(Ve, X, e;) .
=1
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Aus Definition m Ubung 2 von Blatt 5 und , oben folgt
div X = d(txwg)(e1, ..., en)

= Z(-l)@'*l(vei@xwg))(el, Gy en)
=1

= (1) v, xwg)(er, - Gy en)
=1

= Zg(veiX, e;) - wglet,...,en) = Zg(veiX, ei) .
i=1 i=1

4.32. SATZ. Es sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist der formal
zu d adjungierte Operator & : Q¥ (M) — QF (M) lokal beziiglich einer Orthonormalbasis (e1, . . ., ep)
von X(U) gegeben durch

n

5B== 1,Ve, 3.

i=1

BEWEIS. Seien o € QF(M), 8 € QF1(M). Wir definieren ein Vektorfeld X € X(M) lokal durch

n n
X =3 g M gles ) NanB) e =D g M (ay0,8) e
j=1 j=1
Da die rechte Seite nicht von der Wahl der Basis abhéngt, ist X auf ganz M definiert. Wir
wihlen (eq,...,e,) gemifl Satz so, dass Vej|, = 0 fiir ein p € M und alle j. An der Stel-
le p folgt

divX|p = Z g(Vei (gAkTM(a, Lejﬁ) . ej),ei)

ij=1
n
k k k k+1
= 3 (M (O a1 8) 0T 1, VAT ))
i=1
k+1 -~ k k " k+1
+ +
" TM(ZQ(% . /\vé\i TMajﬂ) 4ot TM(O(’ZL%V& TMB>
i=1 =1

= """ M (da, B) — N TM (0, 58) .

Wir wenden den Divergenzsatz [3.71] an und erhalten
0= / div X dvoly = (da, 8) 12 — (o, 08) 2 . O
M

4.33. DEFINITION. Der Operator ¢ heifit auch innere Ableitung, und D = d + §: Q*(M) —
Q°*(M) heiit Hodge-Dirac-Operator. Sein Quadrat D? heifit Hodge-Laplace-Operator.

4.34. BEMERKUNG. Wir erhalten folgende elementare Eigenschaften.
(1) Es gilt 62 = (d?)* = 0. Wir sehen spiiter, dass die Kohomologie von (Q°(M),d) nichts
Neues iiber M aussagt.
(2) Es gilt kerdl imd und imd_1 ker ¢, denn

(o, 68) = (da, B) =0 falls a € kerd
und (day, By = (a,08) =0 falls B € kerd .
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Insbesondere gilt dann imd_ imd, da imd C kerd und im § C ker § wegen d? = §2 = 0.
(3) Es folgt ker D = kerd Nkerd, da
|Dal|Z: = (da, da) 2 + 2{da, 60) 2 + (50, 6a) 2 = [ldar|T + [l 7 -
Spéter sehen wir, dass in gewissem Sinne sogar
Q°(M) =imd®imd & (kerdNkerd) =im D G ker D .

Daraus folgt ker D = H3, (M) =2 H*(M;R), wir konnen also die topologisch definierte Kohomologie
analytisch als Kern des Differentialoperators D realisieren.

4.5. Clifford-Multiplikation und Dirac-Biindel

Motiviert durch die Konstruktion des Hodge-Dirac-Operators fithren wir eine bestimmte al-
gebraische Operation des Tangentialbiindels auf Vektorbiindeln {iber M ein und erhalten so den
Begriff eines Dirac-Biindels. Fiir derartige Biindel definieren wir die Twist-Kriimmung und den
Twist-Chern-Charakter. Auflerdem geben wir eine Formel fiir Quadrate von Dirac-Operatoren an.
Zum Schluss konstruieren wir auf geeigneten Mannigfaltigkeiten Spinorbiindel und den sogenannten
ungetwisteten Dirac-Operator.

4.35. BEMERKUNG. Wir fassen den Hodge-Dirac-Operator als Verkettung dreier Operatoren
auf:

vA*TM g~ 1®id c
D(A*TM) ~—— D(T*M @ A°TM) +—=5 D(TM @ A*TM) —— T(A*TM) ,

indem wir die Metrik als Isomorphismus ¢g: TM — T*M verstehen. Hierbei ist die Clifford-
Multiplikation ¢ definiert durch

c(X®a)=cxa=g(X, ) Na—1xa.
Seien X, Y € X(M) zwei Vektorfelder, dann gilt
cxeya+ceyexa+2g9(X,Y)-a=0,
denn
exeya+eyexa=(9(X, ) Ag(Y, ) +g(Y, ) Ag(X, ) AN
—ux(g(Y, ) Aa) = g(Y, ) Aixa
- LY(Q(Xv ) A a) - g(Xa ) Niya
+iylya + tyltxa
= —(xg(Y, ) A= (yg(X, ) Aa
=-29(X)Y) .
Dabei haben wir unter anderem die Produktregel fiir ¢ aus Proposition benutzt.
Da wir in der Konstruktion der Clifford-Multiplikation bereits T'M und T* M mittels der Metrik
identifiziert haben, ist diese Konstruktion nur dann sinnvoll, wenn wir eine feste Riemannsche

Metrik zugrunde legen. Auflerdem konnten wir genausogut ¢: T*M x A*TM — A*T M definieren.
In der Literatur kommen beide Varianten vor.

4.36. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei V' ein reeller Vektorraum mit Metrik g.

(1) Die Clifford-Algebra CU(V, g) ist die von V dber R erzeugte assoziative Algebra mit Eins
mit den Relationen

X -Y4+Y - X+29(X,)Y)=0  firale X, YeV.
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Es gibt einen natiirlichen Vektorraum-Isomorphismus ¢: A*V — CU(V, g), so dass ¢(1) =
1 und

e((9(X, )n —tx)a) = X - p(a) .
Man definiert Cl¥(V, g) = ¢ YAV = o~ Y(A2*V) und C°(V, g) = o~ (A°YV). Wir
setzen CU(V,g) = CU(V, g) ®g C.
(2) Eine Clifford-Multiplikation ist eine lineare Abbildung c: V- — End W, wobei W ein belie-
biger k- Vektorraum sei, so dass

exey +eyex +29(X,Y)idy =0 fiir alle XYeV.

Jede Clifford-Multiplikation ldsst sich eindeutig zu einem Algebren-Homomorphismus c:
Cl(V,g9) — End W falls k = R (beziehungsweise c: CL(V, g) — End W falls k = C) erwei-
tern.

BEWEIS. Es sei (ey, ..., e,) eine Orthonormalbasis, dann wird C¢(V, g) als Vektorraum erzeugt
von Produkten e;, ---e;, mit k € N und i1,...,9; € {1,...,n} beliebig. Aufgrund der Relationen
gilt

e% =-1 und eiej = —eje; falls i #j.
Also konnen wir die einzelnen Faktoren in den Erzeugern sortieren. Auflerdem braucht jeder In-
dex in {1,...,n} hochstens einmal vorzukommen. Wir erhalten also eine surjektive lineare Abbil-
dung ¢: A*V — CU(V, g) mit
QTN Ne*) =e; .. .e
wobei (e!,...,e") die zu (eq,...,e,) duale Basis sei.
Es gilt

X (e A---Ae'k) = Z(Xjej) €y .- €y

j=1
k . . . . . .
:Z(—l)“X“eil...a;...eik+ Z Xlel e e
a=1 {01550k }
= p((—tx + (X, A A Ae™)) .

Zu zeigen bleibt, dass ¢ bijektiv ist. Dazu beweisen wir zunéchst . Da C¥¢ und C¢ als assozia-
tive Algebra mit Eins durch Erzeuger und Relationen definiert wurden, kénnen wir ¢: V — End W
auf ganz Cl(V, g) beziehungsweise C/(V, g) fortsetzen, da End W assoziativ ist, eine Eins idy be-
sitzt, und die definierenden Relationen der Clifford-Algebra nach Voraussetzung erfiillt sind. Diese

Fortsetzung ist eindeutig, da wir die Basiselemente e;, - - - ¢;, jeweils auf c(e;,) o- - - oc(e;, ) abbilden
miissen.

Wir kénnen benutzen, um eine Umkehrabbildung zu ¢ anzugeben. Nach Bemerkung 4.35
gibt es eine Clifford-Multiplikation ¢: V' — End A*V mit

c(v) =g(v,") A —ty .
Wir erhalten also einen Homomorphismus c¢: C¢(V,g) — End A*V. Es sei ¢: Cl(V,g) — A*V
definiert durch

P(a) = c(a)(1) fiir alle acClV,g).
Insbesondere folgt fiir alle £k < n und alle 1 < i < --- < i < n, dass
w(gp(eil ARRRNA eZk)) = d}(e’il cee eik)
= (eil A Leil) 0--+0 (eik A Leik)(l)i — el A A etk ,
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da ja te,, e = 0 fiir alle a < b. Somit ist ¢ offensichtlich injektiv, und da dim C¢(V,g) < 2" =
dim A®V nach unserer Voriiberlegung, auch surjektiv, und 1 ist die Umkehrabbildung. Da v nach
Konstruktion nicht von der Wahl der Orthonormalbasis (e, . . ., e,,) abhéingt, gilt das auch fiir p. O

4.37. BEISPIEL. Sei g das Standardskalarprodukt auf R"™. Fiir kleine n ist C¢/(R", g) isomorph
zu wohlbekannten Algebren.

(1) Es gilt C¢(RY, g) = R mit Basis (1).
(2) Es gilt C/(R!, g) = C mit

1—1 und e1—1,

denn es gilt 2 = —1. AuBerdem ist dimp C = 2 = 21.
(3) Es gilt C¢(R?, g) = H mit
1+—1, e —>1 und e —> 7,
denn i? =j2=—-1undi-j=Fk=—j -4, auBerdem gilt dimp H = 4 = 2.
(4) Es gilt C¢(R3,g) 2 H® H mit
1+—(1,1), e1 — (1, —1), es — (J,—J) und ez — (k,—k) .
Es gilt dimg(H @ H) = 8 = 23. Ein einzelner Faktor H hitte nicht ausgreicht, da wir die
zuséatzliche Relation e - es - e3 — +ijk = F1 erhalten hétten. Im obigen Modell wird
stattdessen ej - e - eg auf (—1,1) # +(1,1) abgebildet.
(5) Die komplexen Clifford-Algebren sind einfacher zu konstruieren: es gilt stets

CUR®™,g) = Myn(C)  und  CU(R®™, g) = Mon(C) @ Man(C) .

Beispielsweise wird C/(R?, g) =2 M5(C) @ M>(C) von den sogenannten schiefadjungierten
Pauli-Matrizen erzeugt:

= (G0 G0) e (80 (00),
mi o ((00)(% 3))

Mithilfe der Pauli-Matrizen und des Kroneckerproduktes von Matrizen (siehe Beweis von
Proposition kann man die obige Behauptung durch Induktion iiber n beweisen.

4.38. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei V — M ein reelles Vektorbiindel mit Metrik gV,
dann existieren Biindel C0(V,g") — M und Cl(V,g") — M mit Abbildungen V — CL(V,g"")
und V< CU(V,g"), so dass fiir alle p € M die Faser C¢(V,g"), die von V,, C CU(V,g"), erzeugte
Clifford-Algebra ist.

Sei VV' ein metrischer Zusammenhang auf (V,g), dann ezistiert ein eindeutiger Zusammen-
hang VY9 quf CU(V, g), so dass

VIV 9e =Y, fir allec € T(V) C T(CU(V, g)), X € X(M)
und fir alle o, 7 € T'(CU(V, g)) die Produktregel

vgﬁ(e(v,g) (o0-71)= (Vg(v’g)a) “THo- (fo(v’g)r)

gilt. Dieser Zusammenhang ist metrisch beziiglich einer geeigneten, von g induzierten Metrik g@*(V-9)

auf CU(V,g).
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BEwEIS. Wir setzen Cl(V, g) = A®V und betrachten die Metrik ¢ als Einbettung
g: VAV < AV mit o+— g(o,-) .

AnschlieBend definieren wir die Clifford-Algebren-Struktur faserweise mit Hilfe des Isomorphis-
mus ¢,: A®V, = Cl(V,g), aus Proposition Da ¢ natiirlich ist, ist die Multiplikation ,, - “
auf A®V wohldefiniert. Wir trivialisieren V' lokal wie in Satz und sehen, dass ,, - “ auch
glatt von p € M abhingt.

Sei jetzt VY ein Zusammenhang, dann wihlen wir fiir V(V:9) den Zusammenhang VAV aus
Proposition . Er ist metrisch beziiglich g@/(V:9) = ¢gA*V nach |4.19| (@). Die Produktregel be-
weisen wir induktiv, indem wir zunéchst mit den Produktregeln aus (2) und Bemerkung
fiir alle X € X(M), 0 € T'(V) und g € I'(A®V) zeigen, dass

VSV (5 p(8)) = so<v9<‘v<g<o, YAB- Lam)

_ ¢<(g<v§a, YA —10)B + (90, ) A —wv&‘vﬂ)
= (V%0)-0(8) + - VE V9 0(8) .

Im néchsten Schritt betrachten wir dann Produkte a@ = oy - - - 0%, auf die wir die obige Rechnung
induktiv anwenden.
Die Eindeutigkeit von V(V:9) folgt, da die Gleichung

den Zusammenhang bereits festlegt. O

Auch das Biindel C¢(V, g) — M ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphismen, die jeweils mit
der Einbettung V — Cl(V, g) vertriglich sind.

4.39. DEFINITION. Essei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammen-
hang V. Ein Dirac-Biindel iiber M ist ein Vektorbiindel V — M mit Metrik g"', metrischem Zusam-
menhang V" und einer glatten linearen Abbildung c: TM — End V mit folgenden Eigenschaften.

(1) Fiir alle p € M ist ¢|,: T,M — End V), eine Clifford-Multiplikation
(2) Fiir alle v € T, M ist ¢, € EndV,, schiefsymmetrisch beziiglich g;/ .
(3) Fiir alle X, Y € X(M) und alle o € I'(V) gilt die Produktregel

V¥ (cyo) = ecyyyo + ey Vo .

Sei (V,g", VY, ¢) ein Dirac-Biindel, dann definieren wir den Dirac-Operator D: T'(V) — I'(V) als
Verkettung

vV \ (9") '@idy c
D:T(V) Y= T(T"MoV) 2" T(TMeV) —— T(V).

4.40. BEMERKUNG. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (V,¢", V", ¢) ein
Dirac-Biindel tiber M. Um den Dirac-Operator darzustellen, wéhlen wir eine lokale Orthonormalba-
sis (e1, ..., e,) von T'M wie in Satz mit dualer Basis e!, ..., e" von T* M, wobei ! = g(e;, - ).
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Dann wird o € I'(V') abgebildet auf

0»—>V},/:ZGi®V;/ia
— ((¢") ' ®@idy)(VYo) Ze@vv

n
— Do = Zcei ®Vga
i=1

Wir werden spéter vor allem mit dieser Formel arbeiten. Wir hétten sie als Definition fiir D ver-
wenden konnen, hétten dann aber noch die Unabhéngigkeit von der Basis zeigen miissen.

4.41.

(1)

BEISPIEL. Wir geben erste Beispiele von Dirac-Operatoren.

Es sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, V = A*TM mit ¢" = ¢*""™ und VV =
VA'TM induziert von der Riemannschen Metrik und dem Levi-Civita-Zusammenhang.
Nach Bemerkung definiert

exa = (g(X, ) A —ix)o
eine Clifford-Multiplikation ¢: TM — End A*T M.

Nach Bemerkung sind g(X, - )A und tx zueinander adjungiert, also wird das

Adjungierte zu cx gegeben durch
cx =tx —g9(X, )N =—cx ,

und cx ist schiefsymmetrisch wie gefordert.

Aus den Produktregeln in Definition “ und Bemerkung |4.31] - . 3) folgt wie im
Beweis von Proposition [4.38] dass

VX TM(cya) = cvyya+ ey Vi TMa

Also ist (A*TM,gMTM vA*TM ¢} ein Dirac-Biindel. Nach Bemerkung ist der
Hodge-Dirac-Operator aus Definition der zugehorige Dirac-Operator.
Auf dem Biindel V = A*TM aus existiert eine weitere Dirac-Biindel-Struktur. Dazu
betrachten wir den Operator (—1)4° € End A*T'M mit

(_1)dega — (_1)ka fiir alle a e Qk(M) .

Dieser Operator ist offensichtlich ¢A*7™ -selbstadjungiert und VA*TM_parallel. Man kann
dann zeigen, dass

exa = (g9(X, ) A 4ux)(=1)*8a
eine weitere Dirac-Biindel-Struktur auf (A*TM, g"*TM VA TM) definiert. Diese kommu-

deg(deg —1)

tiert mit ¢, und es gibt einen Vektorbiindel-Automorphismus (—1)— 2 von A*TM,
der ¢ und ¢ vertauscht. Somit liefert ¢ einen zum Hodge-Dirac-Operator isomorphen Dirac-
Operator auf Q*(M). Dennoch werden wir ¢ spéiter noch gelegentlich brauchen.

Essei M = S' ¢ Cund L — M ein komplexes Geradenbiindel mit hermitescher Metrik g
und metrischem Zusammenhang V. Da T'S' = S xR trivial ist, folgt C¢(T'S', g) = S'xC
mit Belsplel - . Es sei t — e eine Parametrisierung von S!, dann wirkt der

Vektor 2 5; der Liange 1 auf L durch c 2 = —i. Diese Operation ist antlselbstadjunglert und
parallel, also ist (L, g", V¥, ¢) ein Dlrac Biindel mit Dirac-Operator
D=caVh .
ot Bt
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Wir wissen, dass L = S x C trivial ist, und setzen

0
L .
V gtO' = <8t Z(l)(f

fiir ein a € R. Dieser Zusammenhang ist Hermitesch beziiglich der Standardmetrik auf C,

da

Otom=2en= (% -z )r+a( 2 i
at o, T) = 81; oT) = at 100 | T g at naT ,

und hat Holonomie z = e*™® da o(t) = €' ein paralleler Schnitt ist. Also hat D die

Form
(0 ) .0
D——z(at—za> f—za—a.

Wir wissen, dass (¢ — ') eine L?-Hilbert-Basis von I'(L) liefert (Fourierzerlegung). Es
folgt
. o . . .
D(ezkt) — 7@-&61% —a- ezkt — (k‘ . CL) . ezkt ’

also hat D genau die Eigenwerte (k — a)kecz. Wir sehen spiter, dass das typisch fiir Dirac-
Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten ist: die Menge der Eigenwerte, das soge-
nannte Spektrum, ist diskret, jeder Eigenwert hat endliche Vielfachheit, und die dazu-
gehorigen Eigenschnitte spannen ganz I'(L) im L?-Sinne auf.

Die Kriimmung eines jeden Dirac-Biindels lisst sich in zwei vo6llig verschiedene Teile zerlegen.

4.42. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Levi-Civita-Zusammenhang ¥V und Riemannschem Kriimmungstensor R € Q*(M;End TM), und
es sei (V,g", VY, ¢c) ein Dirac-Biindel iiber M. Wir definieren die Spin-Kriimmung

n

FS = 1 Z g(R. .ei,ej) - ei-ej € V(M;CUTM,g))
ij=1
beziiglich einer lokalen Orthonormalbasis ey, ..., ey, und die Twist-Kriimmung von V' durch

FYI$ = (V)2 = ¢(F%) € Q*(M;End V) ,
so dass FV = ¢(F%) + FV/S. Dann gilt

(1) Die Twistkrimmung kommutiert mit Clifford-Multiplikation, fir X, Y, Z € X(M) gilt
also

V/S _ .V/S
chFY’Z —FY’Z ocx .

(2) Es gilt eine zweite Bianchi-Identitdit
VYo FY/S —FV/SovY =0e Q*(M;EndV) .
Sein = dim M, dann definieren wir die Twist-Chern-Charakter-Form durch
" FV/S
ch(V/8,vV) = 27[5] tr<e27ri ) :
Sei (V, g}, V'V, c)¢ eine Familie von Dirac-Biindel-Strukturen auf V', dann hingt der Twist-Chern-
Charakter ch(V/S) = [ch(V/S, VY] nicht von t ab.
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BEWEIS. Der Einfachheit halber sei ey, ..., e, auf U C M eine lokale Orthonormalbasis wie in
Satz (@). Fir X, Y € X(U) mit [X,Y] =0 und o € I'(V) berechnen wir

(FX o ) = VYV (o o) — VYT (0o 0)

\4 \% \% \4
=Vx <vaek0 + Cey, Vya> - Vy (cvxeka + cekvya>
_ 1% 14 VoV
- CVxVyeko- + CVyekvXU + CVXekaU + CekVXvYG
| 1% VoV
— vavxeka — CvxekaU — vaekvXU — CekavXU
_ \%
= CRyyer0 T (cex o FV) (o).
Auf der anderen Seite gilt

1
Z Z Q(RX,Yei; ej)ceicej cek

ij=1

1 < 1<
=-1 > g(Rxyei, ej)ce;CepCe; — 5 > g(Rxyei er)ee,
ij=1 i=1

n

C(F)%Y) O Cep, =

| —

n n n
1 1
=1 > g(Rxyei, €j)ce,Ce;Ce; + 5 > g(Rxyer, ej)ce; + B > g(Rxyer eice,
ij=1 j=1 =1
S
= Cey, © C(FX,Y) + CRx yey -
Es folgt , denn
V/S \%4 S
[F / 7Cek]:[F _C(F )7C€k]:CRly.ek_ch.ek:O'

Zu diirfen wir annehmen, dass Ve;|, = --- = Ve,|, = 0 an einer Stelle p € U gilt. Aus der
Produktregel in Definition folgt

n

1
[vV’ C(FS)]p - Z Z [VV,Q(R € ej)ceicej]p
',j—l

: Z ( ([V,Rlei,ej) + g(R Ve,.e;)

t,j=1
+ g(R e, Vej))ceicej + 9(R e, €5)(Cye,Ce; + CeiCVEj)> =0

wegen der zweiten Bianchi-Identitzit [4.17] - . fiir V und R. Aus der zweiten Bianchi-Identitét fiir VV
und FV folgt

VY, FVIS = VY, FY] = VY, e(F®)] = 0.
Noch zu ergénzen ist die Invarianz unter Homotopien. O

4.43. BEISPIEL. Wir betrachten wieder das Dirac-Biindel (A*TM, gA"TM VA TM ¢} aus Bei-
spiel (1). Man kann zeigen dass

FATTM 1 Z (Rei, ej)(Ce;Ce; + Ce;Ce;) = c(F¥) 4 &¢(F9) .
i,j=1

Also wird die Twistkriimmung durch FA*TM/S = &(F9) gegeben (Ubung). Den Twist-Chern-
Charakter berechnen wir spéter.
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Um Dirac-Operatoren besser zu verstehen, berechnen wir ihr Quadrat. Der folgende Satz geht
in verschiedenen Spezialfillen auf verschiedene Mathematiker und Physiker zuriick.

4.44. SAaTz (Bochner, Lichnerowicz, Schrodinger, Weitzenbock). Es sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und (V,g¥',VV, ¢c) ein Dirac-Biindel iiber M mit Dirac-Operator D. Dann gilt

1 scal 1
2 \%4 14 \%4 V/S
Df=A"+ 2 ZCeiCeermj =A"+ D) ZCeiCeeriv/ej '
2% (2]
Dabei operiert die Skalarkriimmung scal € C>®°(M) durch Multiplikation, und AV ist der Zusammen-
hangs- oder Bochner-Laplace-Operator
n
AV - Z<v;v; - vgm)
i=1

beziiglich einer lokalen Orthonormalbasis eq, ..., ey,.

BEwEIS. Indem wir den Zusammenhangs-Laplace-Operator als Verkettung

* T* M ;i
AV rv) Yo rrmev) 2 M e T M o v) S0 iy

schreiben, sehen wir, dass die obige Formel nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhéngt:

n
o+— VVU = Zei@)VZiU
i=1
R v M®V(VVU) _ Z e ® <VZJ Mei VZ;O’ +e'® VZV;U)
i,j=1
— =AY = Y el(er) - <(VZ;*M6Z)(€]‘3) Vot eer) V;VZU>
i7j7k:1

= E <(ej (e'(ej)) —ei(Vejej)) : VZU + €'(e ) -VZJ,VZ,U)
T Y
=5i; =5,

n
-y <_vge,ei0 i vgvgg> .
=1

Um die erste obige Gleichung zu beweisen, wahlen wir wieder eine lokale Orthonormalbasis ey, .. ., e,
von TM auf U C M wie in Satz mit Ve;|, =0 fiir ein p € U und alle i = 1,...,n. Dann
berechnen wir fiir o € T'(V) an der Stelle p, dass

1
o1y (ceivg (ce,V¥.0) + 0,V (oY, a))
i,J

ij=1

p

1 VoV VoV
=3 Z(ceicejveiveja + Ce;Ce; Ve, Ve, 0
z?]

1
= 5 3 (cuce FlLeyo 2055190
,L?-]

1
\%4 %4
=5 E CeiCe; b, e ,0lp+ AV alp .
]

p

p
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Als niichstes zerlegen wir V' = ¢(F®) + FV/ und berechnen

1 1

E S _ § '

5 Ceicejc(FEi,ej) - g g(Reiyejek;a ef)ceicej Cekceg
i7j i:j7k7£

=51 g(Rei,ej €k, e@)cei Ce;CeyCep t+ g(Rej,ek €i, ef)cej CeyCe;Cep T g(Rek,ei €5, ef)cek Ce; Ceicee>

= 51 g(Rei,e‘j €k, ef)cei Cej cek Ceg - Q(Re]- €k €4, ef) (Ce]- Cei Cek Ceg + 25’”{06]' Ceg)

- g(Rek,eieja 6[) (Ceicekcej Cey + 2 5ik Ce; c€[)>
=0

= <9(Rei,ej ex + Rej,ek e+ Rek,6i6j7 eﬂ)ceicejcekceg

=0

+ Q(Reg',ekeiv ef)(25ij06kcez - 25ikc@j cez) + Q(Rek,ez'ejv ep) - Qéjkceic€e>

n

1
g(R@iej€j7 65)(_061662) = é Z g(Rei,ejejv 65) (_Ceicee - Ceécei)
e =
b= =9(Regejejiei) bk =205

=

scal

n
Z g(Rei,€j€j7ei) = T
i,j=1
aufgrund der Symmetrien des Riemannschen Kriimmungstensors aus Satz Es folgt

1 scal 1 <« S
DI DI
ihj

Ll M

4 =
,j=1

4.6. Spinorbiindel und ungetwistete Dirac-Operatoren

In diesem Abschnitt konstruieren wir die universelle Uberlagerung der speziellen orthogonalen
Gruppe und den Spinormodul als , kleinsten“ Modul, auf dem die Cliffordalgebra operiert. Unter
gewissen Umsténden erhalten wir ein Dirac-Biindel mit dem Spinormodul als Faser. Der zugehori-
ge Dirac-Operator heiflt , ungetwisteter* oder ,,Spin-“Dirac-Operator, und ist eine Riemannsche
Version des physikalischen Dirac-Operators in der Dirac-Gleichung fiir das Elektron.

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum V' = R™ mit der Standardmetrik g. Ein Vektor v €
R™ der Léange ||v|| = 1 ist investierbar in C/(R", ¢g) mit Inversem —v, denn

2
—vev=—(— o2 =1.
4.45. DEFINITION. Es sei Pin(n) C C¢(R™, g) die von den Vektoren der Lénge 1 erzeugte Gruppe
unter der Cliffordmultiplikation, und es sei Spin(n) = Pin(n) N Cl*V(R", g) die Spingruppe.
Elemente von Pin(n) sind also Produkte vy, ..., v, € C¢(R", g) mit ||v1|| = -+ = ||vg]| = 1, mit
('Ul...'vk). (wle) :Ul".vk'wl"'wf
und
(Ul - 'Uk)il — (—1)kvk R
Es gilt vy - - - v, € Spin(n) genau dann, wenn k gerade ist.
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4.46. PROPOSITION. Firn > 1 gibt es surjektive Gruppenhomomorphismen m: Pin(n) — O(n)
und 7: Spin(n) — SO(n) mit Kern kerm = {£1} C Spin(n), so dass v1---vx € Pin(n) auf R"
durch

w(vp-vp)(w) =vp v w v -vp € R C CURY, g) .
Pin(n) und Spin(n) sind Lie-Gruppen mit Lie-Algebra
spin(n) = T1Pin(n) = T1Spin(n) = ¢¥(A’R™) C C¢(R™, g) .
Fiir n > 3 ist 7: Spin(n) — SO(n) die universelle Uberlagerung.
BEWEIS. Seien v, w € R™ mit [jv|| = 1, dann gilt
veow-v=—w-v-v—2v,wv=w-—2v,wv=sweR",

und das ist gerade das Ergebnis der Spiegelung s, von w an der zu v senkrechten Hyperebene in R"™.
Also wirkt v € Pin(n) als Spiegelung s, € O(n). Fiir vy - - - vy € Pin(n) folgt

m(on o) () = v (o (o w o)) o= s (o (s, (V) )

und wir erhalten einen Homomorphismus 7: Pin(n) — O(n). Da bekanntlich jede orthonormale Ab-
bildung als Verkettung von Spiegelungen dargestellt werden kann, ist 7 surjektiv. Eine Verkettung
von k Spiegelungen erhilt genau dann die Orientierung, wenn k gerade ist, also ist 7: Spin(n) —
SO(n) ebenfalls ein surjektiver Homomorphismus.

Sei jetzt vy - --vg € kerm = 7 1(id). Da die Identitiit die Orientierung erhilt, ist k gerade. Fiir
alle w € R" gilt

vl...vk.w.vk...vlzw <> vl...vk.w:w.vl...vk_

Sei also a € CI®V(R™) mit a - w = w - a fir alle w € R™ gegeben. Wir stellen a in der Ba-
sis (e, - - - €i, ) 1<ii<--<ip<n aus dar und erhalten

a=ap+er-ay,

wobei ag € C°V(0 x R*™ 1, g) und a; € Cr°¥4(0 x R"~1, g) nur aus Monomen bestehen, die e; nicht
enthalten. Aus der Cliffordrelation e; - e; = —e; - ey fiir alle ¢ > 2 folgt fiir w = e

a-ep=(ap+e -ay)-e =e-ag—ey-er-ap,
auf der anderen Seite gilt aber
a-ey=ej-a=e1-ag+e-e-aj.

Koeffizientenvergleich liefert a; = 0, somit a = ag € C°¥(0 x R"~!, g). Indunktiv folgt, dass a =
vy v € Y(A'R™) = R C CU(R™, g). Fiir A € R folgt aber

w=Xw-A=\ w = A€ {£1}.
Auf der anderen Seite liegen 1 und —1 = e; - e; € Spin(n), und es folgt kerm = {£1}. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Pin(n) und Spin(n) Untermannigfaltigkeiten von C¢(R", g)
mit Tangentialraum spin(n)TiPin(n) = T1Spin(n) = ¥ (A?R") sind. Dazu konstruieren wir Ex-
ponentialabbildungen exp: so(n) — SO(n) und exp: spin(n) — Spin(n), und erhalten schliefflich
lokale Diffeomorphismen zwischen kleinen offenen Teilmengen von SO(n) und von Spin(n).

4.47. BEMERKUNG. Wir konstruieren Exponentialabbildungen exp: so(n) — SO(n) und exp:
©(A2R™) — Spin(n).
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(1) Fiir a € R betrachte die Matrix

A= (2 Oa) €50(2) .

Da A2k — (—(IQ)kEQ und A2k+1 — (—G/Q)k: - A, erhalten wir

1 . (—a?)* (—a?)* cosa —sina
_ J_ —
exp A = ]EZO j!A = kgzo( k) Es + ok 1)!A =lsng  cosa | € SO(2) .

(2) Betrachte jetzt das Element ¢ = % eq - e2 € p(A’R?) C CU(R?, g). Aus

2 2 2
C2:261'62'61‘62:_162'62:_2
4 4 b2 4

folgt ¢?F = (—%)k und 2F 1 = (—‘Z—Q)kc, somit

v Sl a3

= cos — + sin — = —|cos—-e; +sin— e1 € Spin(n)
in—ej-e e in—es |- in(n) .
5 5 €17 €2 5 €1 5 €2 1

(3) Das soeben konstruierte Element expc € Spin(n) wirkt auf R? via 7: Spin(n) — SO(n)
durch

(expe)(er) D ertsing 2 e1+sin g
miexpc)le = COS — € Sl — e €1 +€1-€1+| COS—¢e€e S1l11 — €
p 1 B 1 B 2 1°€1-€1 5 1 5 2

=—e1
sa . 9a a . a
= | cos® = —sin® — |e; +2cos = sin—e
( 2 2) L 2727
=cosa-e; +sina-ey =exp A(er)
und 7(expc)(e2) = —sina-e; + cosa - ex = exp A(es) .

(4) Wir definieren eine lineare Abbildung 1, : so(n) — spin(n) durch

Yy <2 —Oa> = %(el -Aer) + ez Aler)) = gel -eg =c.

Aus (3) schlieflen wir, dass
. 0 —al\ _ 0 —a
mlexpia| =expl. o |-
(5) Aus dem Satz iiber die Hauptachsentransformation folgt, dass jede schiefsymmetrische
Matrix A € SO(n) beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis in 2 x 2-Blocke zerfillt:

0 —a
ai 0

0 —ax
ap O
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Dann folgt

1
P A = §(a1 e1-ea+ - +apeap_1-exy),

a a a a
exp A = cos — +sin—161 -eg |- cos — —l—sin—kegk_legk ,
2 2 2 2
da die Elemente e; - ea,e3-€eq4, ..., e9p_1 €2 € CU(R, g) paarweise kommutieren. Wie in
folgt, dass

cosa] —sinaq
sina; cosaj

cosar —sinag

. =expA.
S1 ag COos ag

Texp A =

Also erhalten wir das kommutative Diagramm

G(A2R™) +— so(n)

exp l l exp

Spin(n) —— SO(n) .

4.48. PROPOSITION. Die Gruppen Pin(n) und Spin(n) sind Untermannigfaltigkeiten der Clif-
ford-Algebra CU(R",g), und die Abbildungen m: Pin(n) — O(n) und m: Spin(n) — SO(n) sind
glatte Uberlagerungen.

BEwEIS. Die Exponentialabbildung exp: so(n) — SO(n) aus Bemerkung ist glatt,
hat bei 0 € so(n) injektives Differential und ist daher ein lokaler Diffeomorphismus auf einer
Umgebung U der 0 in so(n). Die Exponentialabbildung exp: ¥(A%2R") — Cl{(R"™, g) aus Bemer-
kung — ist glatt und hat bei 0 € C¢(R™,g) ebenfalls injektives Differential. Also
erhalten wir eine Immersion

exp ex

Fioexp(U) 225 7 Yy g(A2R") -2, Op(R",g) .

Wegen Bemerkung gilt m o F' = idy, also ist F' auch injektiv. Nach Verkleinern von U
ist F(U) C Spin(n) eine Untermannigfaltigkeit von C/(R"™, g) und F' eine Einbettung.
Fiir g € O(n) und § € 7~ !(g) C Pin(n) konstruieren wir analog eine Einbettung

-1, G-
Fy:g-exp(U) 2 exp(U) £, im(F) —<— §-im(F),
da Linksmultiplikation mit ¢ € O(n) beziehungsweise § € C¢(R", g) eine invertierbare glatte Ab-
bildung mit m o Fj = idg.exp(r) ist. Also ist im Fj eine Untermannigfaltigkeit von C¢(R™, g).
Da O(n) kompakt ist, folgt O(n) = Uf\il gi - exp(U) fiir endlich viele ¢1,...,98 € O(n).
Wihle g1,...,dn € Pin(n) wie oben, dann folgt
N
Pin(n) = U(imFg Uim F_j) ,
i=1
da jedes Element g € O(n) genau zwei Urbilder unter 7 hat wegen Proposition m
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Hieraus kann man folgern, dass Pin(n) tatséichlich eine Untermannigfaltigkeit von C¢(R", g)
ist, und dass 7: Pin(n) — O(n) eine Uberlagerung ist. Durch Einschrénken folgen die analogen
Behauptungen fiir Spin(n). O

4.49. BEISPIEL. Wir betrachten die Gruppen Pin(n) und Spin(n) fiir kleine n, vergleiche Bei-
spiel [4.37]
(1) Es gilt O(1) = {&idr}, SO(1) = {idr}. In C¢(R!, g) = C erhalten wir Pin(1) = {1, +i}
und Spin(1) = {£1}, beispielsweise gilt

m(i)(v) =i-v-i=—v fiir allev € R .
(2) In C(R?, g) = H gilt
t t
Spin(2) = {0082+k-sin2 \tER} ~ gl

denn wir haben den von i und j erzeugten reellen Unterraum mit R? identifiziert, und
daher

2 2 2 2

Auflerdem operiert dieses Element durch
t t t t
<cos 3 + ksin 2) (zi 4+ yj) <cos 5 k sin 2)

t t\?
= <cos+ksin> (xi 4+ yj)

t t t t
cos— +k-sin - = <icos + jsin ) - (—i) € Spin(2) .

2 2
= (cost + ksint)(zi + yj) ,
und k wirkt wie eine Drehung um 7, da k-i=jund k-j = —.
Es folgt
Pin(2) = Spin(2) Ui - Spin(2) = S' U S* .
(3) In CU(R3, g) = H @ H gilt (Ubung):

Spin(3) = {(q,q) | l¢| = 1} = 5°
und  Pin(3) 2 {(q.4q) | Jol = 1} = 590155
4.50. BEMERKUNG. Wir haben gerade gesehen, dass Spin(3) = S? gilt; insbesondere ist Spin(3)
einfach zusammenhéngend, und 7: Spin(3) — SO(3) ist daher die universelle Uberlagerung. Analog

ist Spin(n) die universelle Uberlagerung von SO(n) fiir alle n > 3, und die Fundamentalgruppe
von SO(n) ist isomorph zu {£1} = Z/2Z.

Wir haben in Beispiel behauptet, dass komplexe Cliffordalgebren im wesentlichen Ma-
trixalgebren sind. Wir wollen jetzt Vektorrdume konstruieren, auf denen C/(R"™, g) entsprechend
wirkt.

4.51. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis des R™ mit der
Standardmetrik g.

(1) Fiir n = 2k wirkt C/(R™, g) auf dem Spinormodul o), = A*CeF = Ce? durch die Clifford-
multiplikation ¢ mit

cleza—1) = f* N —iy, und cleaa) = i(f* N+ey,)
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wobei (fi,...,fr) die Standardbasis des C* und (f',..., f*) die duale Basis bezeichne.
Beziiglich der von der Standardmetrik auf A®*C* induzierten Metrik wirkt c(v) antiselbst-
adjungiert fiir alle v € R?** C CU(R?*, g), und es gilt

CL(R?*| g) = End Bgj, = My (C) .

(2) Es seic die Wirkung von CO(R?* g) C CLR* 1 g) auf Yok, aus und W' = iFey - - egy.
Wir definieren zwei Wirkungen cy und c_ von CL(R*1, g) auf Yo durch

(e;) = Fid (ej)c (W) firj=1,...,2k ,und
ST Fid (W) fiirj =2k +1,

und nennen Yo mit der Wirkung c+ das Spinormodul Zétk;-s-l' Fiir alle v € R+ ope-

riert cx(v) antiselbstadjungiert, das Element w = i*Tley -+ eqp i1 € CLRY* L g) operiert
auf kaﬂ durch +1, und es gilt

C/R** !, g) 2 End Xf, ., @ End 5, | & My (C) & My (C) .
BEWEIS. Zu iiberpriifen wir zunéchst die Cliffordrelationen. Beispielsweise gilt
c(e2a)c(e2p-1) + c(eap—1)c(e2q)
=i(fONFONFLEAFEAN g, 0 O A =iy, 0 fOA
N = SN g, = L)

=0
und
c(eaq)c(ean) + c(ean)c(eq)
= —(f*NPONFLONFON A+, 0 fFONHLO ALy,
g o fUNFFEN g F g, g
— 25, .
Da f®A zu vy, adjungiert ist, sieht man leicht, dass c(e1), ..., c(ea) antiselbstadjungiert sind.

Als néchstes iiberlegen wir uns, dass
1 . 1 .
FON = 5(6(62,1_1) —ic(ea)) und Ly, = _§<c(e2a—1) +ic(egq)) € CUR?*, g) .

Wir zeigen, dass f%A und ¢y, bereits End A°C* erzeugen. Aus dim End A*C*(2%)? = dim C/(R?**, g)
folgt dann der behauptete Isomorphismus. Es sei also 1 < j; < -+ < ji,, < k. Man iiberpriift, dass

fAN fim falls a € {j1,. .., Gm} ,
0 falls o & {j1,.. ., Jm} ,

0 falls o € {j1,...,Jm}
RN A fim fallsa & {1, .., Gm}

H JeNug, 0 H Ly, o fN
a€{j1,jm} ag{j1,jm}
genau die Projektion auf den von f7t A --- A fim erzeugten Unterraum dar. Durch Verketten mit
weiteren fA und ¢y, erhalten wir beziiglich der Basis (fIN - AfIm) i <o AUS Propositionalle
Matrizen, deren Eintréige bis auf eine 1 alle verschwinden. Da diese Matrizen eine Vektorraumbasis
von End ¥o, = My (C) bilden, ist der Isomorphismus gezeigt.

fa/\Lfa(fjl/\"'/\fjm):{

LfaOf“/\(fle~~'Afjm)={

Somit stellt

166



Auch zu tiberpriifen wir zunéchst die Cliffordrelation. Da ¢(e;) mit sich selbst vertauscht,
mit ¢/(e;) fiir j # ¢ aber antikommutiert, antikommutiert ¢/(w’) mit allen ¢/(e;) fiir 1 <14 < 2k. Aus
Ubung 1 von Blatt 7 folgt w'? = 1 € C¢(R?*, g). Also gilt

ce(ei)ex(es) + cx(ej)es(er) = () (W) (e5)c (W) — ¢ (e5)c (W) (e5)¢ (W)
= (¢(ea)d(es) + ¢ e)e () ()2 = —28
Analog erhalten wir fiir 1 <14 < 2k, dass
cx(ei)ex(eap+1) + cx(eapr1)cr(e;) =0 und cilegpyr)? = —d(W)?=—-1.
Alle Faktoren — némlich ¢ und ¢/(e;) — in ¢/(w’) operieren auf ¥y, durch Isometrien, das heifit,
ihr Adjungiertes ist gleichzeitig ihr Inverses. Das gilt dann auch fiir das Produkt. Aus ¢/(w')? = 1
folgt also
c’(w’)* — cl(w/)fl — c'(w') ,
und ¢ (w’) ist selbstadjungiert. Jetzt erhalten wir
() = () (= (e)) (i) = ic (e) (') = —ca(e;)
und ct(eapr1) = Fid (W) = —cx(eapy1) -
Als niichstes betrachten wir w = i**le; - - - egp 1 € CA(R?**! g) und erhalten
cx(w) = T (Fid (e1)d (W) - - (Fid (ear )¢ () (Fid (W)

. 2k(2k—1)
= ()P ) T (o) o) ¢ ()

ic' (w')

_ :F,L-Q(k+1)(_1)kc/(w/)2k’+2 — 41

Insbesondere sind X3, L und ¥y, als Cl(R?$+1 ) nicht isomorph.
Es sei jetzt
l+w
pr=-po € Cr(RZF+
dann wirkt py auf ZQik 41 als Identitdt und auf X3 41 als Null. Fiir 1 < 5 < 2k + 1 antikommu-
tiert c(e;) mit 2k Faktoren von w, so dass c(e;) mit w insgesamt vertauscht. Also vertauscht jedes

Element a € C/(R?***!, g) mit w, und auBerdem gilt

. 9)

a=pyoa+p-oa=aopy+aop.=a;+a_,

und wir erhalten
CURA, g) PPy pndsf L @ End Sy, & My(C) © My (C) . O

4.52. BEMERKUNG. Mit Hilfe dieser Proposition verstehen wir die Gruppen Spin(n) und ihre
Wirkung auf 3, gleich viel besser.

(1) Da C{(R%*,g) = My (C) gilt, ist Spin(2k) C Cl(R?* g) eine Matrix-Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra spin(2k) = p(A?R?*). Da Spin(2k) C C/*¥(R™,g), erhilt Spin(2k) die +1-
Eigenrdume %5, von w = ikcel -+ CeoL.

(2) Sei jetzt n = 2k + 1 ungerade. Da nach Konstruktion in Proposition gerade
Elemente auf Z;k 41 und X5, gleich operieren, kdnnen wir auch

Spin(2k 4 1) € C°V(R*1 g) € My (C)
als Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra spin(2k 4+ 1) = ¢(A2R?**1) auffassen. Wir set-
zen Yop+1 = E;kﬂ, wodurch w = i¥cey - - - ceap1 wie 1 operiert.
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4.53. BEMERKUNG. Sei (M, g) eine orientierte n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Wir wollen uns iiberlegen, ob es moglich ist, ein Dirac-Biindel XM mit Faser ¥,, zu konstruieren.
Dabei benutzen wir, dass End 3,, = C/(R", g), falls n gerade beziehungsweise End ¥,, = C/*V(R", g),
falls n ungerade ist.

Sei U = (U;)icr eine gute Uberdeckung von M mit lokalen orthonormalen Trivialisierun-
gen v¥;: TM|y, — R™ und Ubergangsmatrizen g;;: U; N U; — SO(n) wie in Bemerkung 4.4, Ein
Vektorfeld X € X(M) wird dann durch X; = ¢; o X|y,: U; — R™ bestimmt, wobei

(1)

X, = ginj fir alled,j € I .

Falls ©M durch Ubergangsmatrizen hij: U;NnU; — End %, C C/(R",g) gegeben wird,
wird ein Schnitt o € T'(X M) durch o;: U; — %,, bestimmt, wobei

o; = C(hij)O'j fiur allet,j € 1 .

Da das Biindel C¢(T'M, g) auf XM durch Clifford-Multiplikation operieren soll, folgt fiir
alle X € X(M) und o € I'(X M) wie oben, dass

c(hij - Xj)oj = c(hij)(c(X)o); = (c(X)o)i = c(Xi)oi = c(gij X;) - ¢(hij)o -
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
9ij(Xj) = hij - X; - hij' € T(C/(R", g)) -
Seien jetzt g;;: U; NU; — Spin(n) C C/(R™, g) lokale Lifts von g;; beziiglich der Uberlage-
rung 7: Spin(n) — SO(n). Diese existieren, da U gut ist. Fiir hgj = Gij - hi; gilt dann
hip - Xy hip' =5t (96(X5)) - Gij = X5

also h;j X=X h;j fir alle X;: U; — R". Analog zum Beweis von Proposition W
folgt, dass hgj Werte in C* annimmt. Da XM — M die von g™ induzierte Metrik

tragen soll, miissen wir sogar h;j € U(1) = S' ¢ C* annehmen. Folglich benstigen wir
Ubergangsmatrizen

hij = f]ij . h/-j: U, N U]' — Spin(n) . Sl C @eV(Rn,g) ,

7

wobei g;; ein Lift von g;; ist. Wir werden uns auf den Fall hgj = 1 konzentrieren und
nennen das induzierte Vektorbiindel ¥M — M ein Spinorbiindel.

Der Levi-Civita-Zusammenhang V auf TM wird durch w; € Q!(U;;50(n)) beschrieben,
wobei

(VX)Z = dXZ' + w,(XZ) .
Analog sei V*M ein metrischer Zusammenhang auf ¥M, der mit Clifford-Multiplikation

wie in Definition vertraglich ist. Wir beschreiben V> analog durch Formen ¥; €
QYU;; End B,) € QY(U;; CUR™, g)) mit

(VM) = do; + c(9)0; .
Aus der Produktregel in Definition folgt
c(¥; - Xi)oi = VM (e(X)o); — d(e(X)o);
= (e(VX); — cldX;))os + (X)) (VEMa); — doy)
= c(wi(X;))oi + c(X; - ¥i)oi
und Koeffizientenvergleich liefert
wi(X;) =0 X; — X; -0 fiir alle X;: U; — R™ .
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Beziiglich einer lokalen Orthonormalbasis definieren wir

- 1 .
wi =7 Z(wiei,ej)ei -ej € QYU spin(n))
1/7j
analog zur Konstruktion von F'°. Wie im Beweis der Proposition folgt fiir ¥, = 9¥; —w;,

dass
07 X — X -9, =0,
also ¥; € Q1(U;;C) mit dem gleichen Argument wie oben. Da wir einen metrischen Zu-
sammenhang V> benstigen, muss ¥/ rein imaginiir sein. Wir konzentrieren uns spéter
auf den Fall ¢, = 0 und sprechen vom Spin-Zusammenhang auf X M.
(3) Da der Levi-Civita-Zusammenhang mit Trivialisierungswechseln vertriglich ist, gilt

d(9i; X;5) + (wi © gi;)(X;) = (VX)i = gij(dX; + w;(X;))

fir alle X;: U; — R", also

wj = gi; 0 dgij + g3 owi 0 gi; € Q (Ui N Uy 0(n)) - (*)
Analog sind (¥;) und (hsj) vertréglich, falls

19j = hi_jl . dhij + hi_jl <1 - hij € Ql(UZ N Uj;spin(n) + ZR) .

Falls ¢; = hj; = 0, muss also

(Z)j = gzgl . dgij —+ g};l - W gw S Ql(UZ' N Uj;spin(n))
gelten. Aber das folgt aus der Konstruktion von g;; und &; und @ durch Nachrechnen.
Andernfalls miissen wir noch iiberpriifen, dass

0 = hi7" - dhij + 05 € QY (U; N Uy;iR)
fiir alle 4,5 € I gilt.

(4) Zu guter Letzt bestimmen wir noch die Kriimmung von V¥ im Falle ¢, = 0 fiir alle i € .
Indem wir X;, Y;: U; = R" und o;: U; — X,, konstant annehmen, erhalten wir

(FeYo)i = Xi(@i(Yi)os) + i(Xa)@i(Yi)oi — Yi(@i(Xi)os) — 0i(Ye)wi (V)i
= (d(DZ‘ + w; A (:JZ)(XZ, Y;)Uz .
Wenn wir auflerdem gem#ifl Satz annehmen, dass w;|, = 0 fiir ein p € U; gilt, erhalten

wir nach Konstruktion @;|, = 0 und

n

dwi(X;,Y;) = i Z (Xi(wi(Yi)ea, ep) — Yilwi(X;)ea, ep))cleq)c(ep)
a,b=1
1 n
=1 a§1<dwz‘(Xi,Y%) eas ep)c(eq)c(ey) = c(F9) .

=Rxy
Die Kriimmung von V= im Fall ¥ = 0 ist also genau die Spinkriimmung. Im Allgemeinen
gilt
FEM = o(F5) 4 dd
also tragt ¥ nur zur Twistkrimmung bei.
Wir beschéftigen uns als néchstes mit der Frage, ob und wie man die Vorzeichen der Lifts g;;

aus Bemerkung so wéhlen kann, dass die Kozykelbedingung aus Bemerkung und
Proposition [£.5] gilt. Denn nur dann existiert ein Vektorbiindel XM — M.
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4.54. SATZ UND DEFINITION. FEs sei (M, g) eine orientierte, n-dimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, U = (U;)ier eine gute Uberdeckung und g;;: U N U; — SO(n) Ubergangsmatrizen zu
gegebenen lokalen Trivialisierungen von T M.

(1) Seien g;;: UyNU; — Spin(n) Lifts der g;;, dann bildet

wigk = Gk - Gigy - Gig: Ui NU; N U = {£1}
einen Cech-Kozykel, dessen Klasse wy(TM) € H?(M;Z/27), die zweite Stiefel-Whitney-
Klasse von T'M, nicht von den getroffenen Wahlen abhdngt.

(2) Es existieren genau dann Gi;, die die Kozykelbedingung wij, = 1 fir alle i, j, k € I
erfillen, wenn we(T M) = 0. In diesem Fall heifit M spin oder Spin-Mannigfaltigkeit, und
das vom Kozykel (§;;) induzierte Diracbiindel (SM, g*M V=M ¢) aus Bemerkung ein
Spinorbiindel von (M, g).

(3) Sei M spin, dann operiert H'(M;7Z/2Z) einfach transitiv auf den Isomorphicklassen der

Spinorbiindel von (M,g), aufgefasst als Dirac-Biindel mit Metrik, Zusammenhang und
Clifford-Multiplikation.

BEwEIS. Da 7: Spin(n) — SO(n) ein Gruppenhomorphismus ist und (g;;) die Kozykelbedin-
gung erfiillt, ist w;;; ein Lift von gj; o gi_k1 o gij = idgn, also wj;, € {£1} nach Proposition
Wir diirfen annehmen, dass g; = 1 und gj; = Q; fiir alle 4, j € I. Da 4+1 mit allen Elementen der
Spin-Gruppe vertauscht, folgt

_ =1 o d —apg —a Y — 5 oo, — .
Wijki = Yjp © Wijk © Gjk = Wijk = Wiz = G5i © Ggi © Gkj = Wk »

so dass wir die Indizes beliebig rotieren lassen diirfen. Um zu {iberpriifen, ob w;;; ein Kozykel ist,
berechnen wir

1 —1
(OW)ijkt = Wikl * Wiy * Wijt - Wizg = Wikj * Wikl * Wi Whij
= Gk 951 Jik * Gkt G1iGik * GarGij Gji * Jij Gik ki
= —
—1

=+1
= %Qﬂ@@ﬁlﬁjk Gki)Gik = kj @/ﬁ_@ﬁjk =1.
=1 =1 =1

Wiihlen wir andere Lifts g;;, so folgt g;; = gij - €i; fiir eine Cech-Kokette € € C*(U; {#1}), und
wir erhalten einen neuen Kozykel w’ mit

Wik = Gindkidij = €jkeriCij - Wik = (02 - w)ijk
somit hingt [w] € H2(U;{+1}) = H?*(M;Z/27Z) nicht von der Wahl der Lifts g;; ab. Auch von
der Wahl der Uberdeckung ¢/ und der Wahl der lokalen Trivialisierungen héngt [w] nicht ab; das
sieht man, indem man zwei Uberdeckungen mit den zugehdrigen Trivialisierungen vereinigt. Damit
ist gezeigt.

Sei nun M spin, g;; eine Wahl von Lifts und w = be € C*(U; +1) der zugehorige Kozykel, dann
erfiillen die Lifts ¢;;-g;; die Kozykelbedingung, und wir kénnen ein Dirac-Biindel (¥, g=M vEM c)
wie in Bemerkung angeben. Zu betrachten wir zwei Spinorbiindel XM, ¥'M — M zu
Lifts gs5, ggj der Ubergangsmatrizen 9ij- Nach Proposition wird ein Isomorphismus F': XM —
¥'M durch Abbildungen F;: U; — EndX, C C/(R™,g) mit g;j - Fj = F; - §ij gegeben. Da F;
mit den Zusammenhéingen vertriiglich sein soll, die sowohl fiir XM als auch fiir ¥'M durch @; €
OL(U;; spin(n)) gegeben sind, muss F; lokal konstant sein, also konstant auf U;, da U; nach Voraus-

setzung zusammenziehbar ist. Auflerdem kommutiert F; mit Clifford-Multiplikation, so dass F; €
C* wie in Bemerkung [4.53] Da F; die Metriken erhilt, folgt sogar F; € U(1) C C*.
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Wir diirfen den ganzen Isomorphismus F; mit einer lokal konstanten Funktion multiplizieren,
so dass F; = 1 fiir ein U; in jeder Zusammenhangskomponente von M. Aus Bemerkung
wissen wir, dass g;; = £§ij, also folgt F; = %1 fiir alle i € /. Ahnlich wie oben sei g;; = &;; - i
mit ¢ € C*(U; {£1}). Da sowohl §;; als auch g;; die Kozykelbedingung erfiillen, gilt oe = 0. Wenn F;
wie oben einen Isomorphismus beschreibt, folgt

e =01y Gy = Fi-8ij- F; g, = (0F)i; -
Somit unterscheiden sich zwei Spinstrukturen stets um eine Klasse in H(U; {+1}) = H'(M;Z/27),

und a € H'(M;Z/27) operiert auf der Menge der Isomorphieklassen von Spinorbiindeln durch
Multiplikation der Ubergangsmatrizen g;; mit einem beliebigen Reprisentanten ¢;; von a. O

4.55. BEMERKUNG. Man vergleiche die Spin-Bedingung mit Orientierbarkeit: nach Aufgabe 2
von Blatt 6 ist M genau dann orientierbar, wenn wq(TM) =0 € H'(M;Z/27). Zwei verschiedene
Orientierungen unterscheiden sich um ein Vorzeichen pro Zusammenhangskomponente von M, also
genau um ein Element aus HO(M;Z/27). Also ist ,,Spin“ so etwas wie ,,hohere Orientierbarkeit*.

Hétten wir in Bemerkung und Satz auch h;; # 1 und ¥; # 0 erlaubt, so hitten wir die
etwas allgemeinere Spin®-Bedingung erhalten. Spin®-Strukturen existieren, falls es eine ganzzahlige
Klasse ¢ € H?(M;Z) gibt, die modulo 2 mit we(T'M) iibereinstimmt. Das ist genau dann der Fall,
wenn die sogenannte ganzzahlige Stiefel-Whitney-Klasse W3(T' M) = 0 € H3(M;Z/27) verschwin-
det. Je zwei verschiedene Spin°-Spinorbiindel unterscheiden sich um ein Element aus H?(M;Z).

4.56. BEMERKUNG. Es sei (M, g) eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und XM — M ein
Spinorbiindel. Sei weiterhin (V,g", V") ein Hermitesches Vektorbiindel iiber M, dann ist

(EM ® V’ngM®V’ vEM@V’ c® ldV)

MRV vEM@V

ein komplexes Dirac Biindel iiber M, wobei g und

und

in Proposition 4.19 definiert sind

c®idy: CUTM,g) — End(EM ®@ V) mit X —¢(X)®idy = cx ®idy
durch (¢(X) ®idy) (e @ ¥) = ¢(X)(¢) @ ¥ = (cx¢) ® 1. Der zugehorige Dirac-Operator
D:TEM®V)=T(EMV)
heiit getwisteter Dirac-Operator. Fiir das triviale Biindel V' = M x C nennt man D: I'(XM) —
['(X M) entsprechend einen ungetwisteten Dirac-Operator beziehungsweise spin-Dirac-Operator.
Die Twistkriimmung des Dirac-Biindels (XM ® V, g*M®V VMOV ¢ idy) ist gegeben durch

Fiy® (o 09) = o @ (F¥y o)

VX, Y e X(M), peT'(EM), p e T(V).
4.57. BEMERKUNG. Nach Proposition und den Betrachtungen von oben gilt fiir jedes
Spinorbiindel (bzw. Spin®-Biindel) XM, falls dim M = 2k
SM @ (SM)* = End(SM) & C{TM, g) .

Hier benutzen wir, dass sich TM bzw. C/(TM, g) auch mit Hilfe der Ubergangsmatrizen gij be-
schreiben lassen. Das getwistete Dirac-Biindel ¥M ® (XM)* entspricht unter dem Isomorphis-
mus XM ® YM* — CI{(TM, g) der Dirac-Biindel-Struktur aus Beispiel auf CU(TM,g) =
A*T M, die durch Multiplikation von links gegeben wird:

&: CUTM,qg) — End(Cl(TM,g)), o — ®(o), O(o)(r)=0-T.
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KAPITEL 5

Der Atiyah-Singer-Indexsatz

In diesem Kapitel betrachten wir analytische Eigenschaften von Dirac-Operatoren und definie-
ren insbesondere ihren Fredholm-Index. Aufilerdem beweisen wir den Satz von Hodge und zeigen,
dass Eulercharakteristik und Signatur Indizes von Dirac-Operatoren sind. Schliefllich beweisen wir
den Indexsatz von Atiyah und Singer mit der Wirmeleitungsmethode nach Gilkey, Patodi und
Getzler.

5.1. Sobolev-Riaume und Spektrum

Wir fithren Sobolev-Réume ein und beweisen elliptische Abschétzungen fiir Dirac-Operatoren.
Dabei setzen wir einige wichtige Sétze aus der Analysis auf Mannigfaltigkeiten voraus. Wir benut-
zen diese Techniken, um zu zeigen, dass Dirac-Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten nur
Punktspektrum besitzen, und eine kompakte Beinahe-Umkehrung besitzen. Wir folgen grob dem
Buch [B].

5.1. DEFINITION. Ein Vektorraum V mit Skalarprodukt (-, -) heift Hilbert-Raum, wenn er
beziiglich der durch die Norm ||v||;, = 1/(v, v) induzierten metrischen Topologie vollstandig ist. Eine
Folge (v;); in einem Hilbert-Raum V' konvergiert stark gegen v € V, kurz v; — v, wenn ||v; — v|| — 0.
Sie konvergiert schwach gegen v, kurz v; — v, wenn (v;, w) — (v, w) fiir alle w € V.

Eine Abbildung A: V — W zwischen Hilbert-Ridumen heifit stetig oder beschrinkt, wenn es
ein C' > 0 mit [|Aljvw < C - |||y, fiir alle v € V' gibt. Sie heifit kompakt, wenn das Bild

{AvfveV v <1} CcW
der Einheitskugel von V in W prdkompakt ist, das heif3t, kompakten Abschluss besitzt.

5.2. BEMERKUNG. Es seien V und W Hilbert-Raume.

(1) Da Hilbert-Réaume metrische Raume sind, sind die Begriffe kompakt und folgenkompakt
(im Sinne starker Konvergenz) #quivalent. Die Einheitskugel von V' ist genau dann kom-
pakt, wenn V endlich-dimensional ist. Denn wire V' unendlich-dimensional, so gébe es eine
Folge paarweise senkrechter Einheitsvektoren v; € V', die nicht konvergiert.

(2) Folglich ist idy : V' — V genau dann kompakt, wenn dim V' < oc.

(3) Betrachtet man Elemente v € V' als Funktionen auf der Einheitskugel mit w — (v, w), so
entspricht schwache Konvergenz der punktweisen Konvergenz und starke Konvergenz der
gleichméfliigen Konvergenz. Aus starker Konvergenz folgt daher stets schwache Konvergenz,
die Umkehrung gilt aber nicht allgemein.

(4) Die Einheitskugel von V ist stets schwach (folgen-) kompakt. Sei also (v;); eine beschréankte
Folge in V, das heifit, es gibt ein C' > 0 mit [jv||; < C fiir alle ¢, dann existiert immer eine
schwach konvergente Teilfolge.

(5) Sei A: V. — W stetig und (v;); eine stark (beziehungsweise schwach) konvergente Folge
mit Grenzwert v. Dann konvergiert (Av;); in W ebenfalls stark (beziehungsweise schwach)
gegen Av.

(6) Wenn A: V — W kompakt und (v;); eine beschrénkte Folge ist, dann besitzt (Av;); eine
in W stark konvergente Teilfolge.
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5.3. DEFINITION. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammen-
hang V und V' — M ein Vekorbiindel mit Metrik ¢"" und Zusammenhang V". Dann definieren wir
die k-te kovariante Ableitung

VYR T(V) > T((T*M) @ - @ (T*M) @V) = T(T*M)** @ V)

k Faktoren
als Hintereinanderschaltung
v T* MRV (r*m)® k=1 gy
(V) Y T(T*M)® V) ~ . T(T*M)®* @ V).

Dann ist der k-te Sovolev-Raum W¥*(M; V) = Wk2(M; V) die Vervollstindigung des Raumes I'(V)
der glatten Schnitte von V beziiglich der Norm zum Skalarprodukt

k
(o,T)p = Z /M g(T*M)®J®V(VV’jU, vVir)dvol,, .
=0

Wir schreiben || - ||, fiir die induzierte Sovolev-k-Norm auf W*(M; V) und schreiben auch L2(M; V)
fiir WO(M; V).

Beispielsweise gilt (VV'20)(X,Y) = ViVVo — Vgxyo. Fiir eine lokale Orthonormalbasis
von TM|y und o, 7 € I'(V) mit suppo € U lisst sich das Sobolev-1-Skalarprodukt schreiben
als

(0, 7)1 = /M(gv(a, Do+ 3 0¥ (Ve,0, Ve, 7)) dvoly(z)
j=1
5.4. BEMERKUNG. Fiir alle 0 € I'(V), alle 7 € I'(V') mit kompaktem Tréger und alle X € X(M)
gilt
div({(o,7)y - X) = X{o,7)y + (o, 7)y divX = (V%o,7)y + (6, ViT)y + (0,divX - )y,

nach dem Divergenzsatz von Gauf} also
(VVo, )2 = / div({o,7)y - X)dvol, — (o, V%7 +div X - 7)o = (0, V%7 +divX - 7) 2 .
M

Wir nennen daher o € L?(M; V) schwach (kovariant) differenzierbar mit schwacher (kovarianter)
Ableitung o € L*(M; T*M ® V'), wenn fiir alle X € X(M) und alle 7 € I'(V) mit kompaktem Triger
gilt

(0, X @7)p2 = (0, VYT +divX -T)2.
Hohere schwache kovariante Ableitungen in L2(M; (T*M)®* @ V) werden analog definiert.

Zum Beispiel ist der Absolutbetrag auf R schwach differenzierbar, und seine schwache Ableitung
ist die Vorzeichenfunktion sign. Die Vorzeichenfunktion hat keine schwache Ableitung bei 0.

5.5. BEMERKUNG. Wir zitieren drei wichtige Sétze iiber Sovolev-Raume.

(1) Satz von Meyers-Serrin: Es sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann
ist Wk(M;V) c L?(M;V) die Teilmenge der L2-Schnitte, die schwache j-te Ableitungen
in L? fiir alle j < k besitzen.

(2) Satz von Rellich-Kondrachov: Es sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit
und j < k, dann ist die Inklusionsabbildung W*(M; V) — WJ (M, V') kompakt.

(3) Satz von Sobolev: Sei (M, g) eine n-dimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit und £ > 5 + j. Dann existiert zu jedem o € WH(M;V) ein j-fach differenzierbarer
Schnitt von V', der fast iiberall mit ¢ iibereinstimmt, und man erhélt eine stetige Einbet-
tung W*(M; V) — CI(M; V).
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Der Dirac-Operator D auf den Schnitten eines Dirac-Biindels (V, gV, vV, ¢) iiber einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit M ist mithilfe der kovarianten Ableitungen V"' definiert. Wenn wir diese
durch schwache kovariante Ableitungen ersetzen, erhalten wir einen neuen Operator W1 (M;V) —
WOY(M;V), den wir wieder mit D bezeichnen. Es existiert eine Konstante C, so dass lokal

n
IDol2 <3 [|ee, Vo2 < C - oll? .
=1

Mithilfe einer Partition der Eins folgt global
|IDo|2 < C-|olf  fiir alle o € WH(M; V)
und D: WH(M; V) — WO(M; V) ist stetig. Analog existieren Konstanten Cy, so dass
|Doll; < Cyllolliy  fir alleoc € WEHL (M V).

Dirac-Operatoren sind elliptisch, und daraus folgt, dass alle obigen Ungleichungen in gewissem
Sinne umkehrbar sind.

5.6. SATZ. Es sei (M,g) kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und (V,g"', V", c) ein Dirac-
Biindel iber M mit Dirac-Operator D.

(1) Garding-Ungleichung. Es existiert C > 0, so dass fiir alle 0 € WY(M; V) gilt:
lolly < 1Doll§ +C o5 -
(2) Elliptische Abschétzung. Fir alle k > 1 existiert Cj, > 0, so dass

k 2
ol < i Yo || Dk -
§=0

BEWEIS. Wir erinnern uns an die Bochner-Lichnerovicz-Weitzenbock-Formel

1
D?=vV 4 3 Zceiceer‘;ej
i?j
aus Satz In Ubung 4 von Blatt 7 haben wir gesehen, dass

<AVU, T>L2(M;V) = <VU’ VT>L2(M;T*M®V) )
so dass

o} = (Vo,Vo)L? + (0,0) 12 = (AV 0 + 0,0) 2

1

2
= ||Dolly + <0’ —5 Zcei,eer‘;eja, U>
2%
Da V endlichen Rang hat und da M kompakt ist, existiert eine Konstante C, so dass
1 2
<U B 5 Z Cei,engj,er? 'U> S C HUH
i’j
fiir alle v € V. Insgesamt folgt aus

1

2 2 \%4 2 2

lolf = 10013+ {5 = 3 e, FlLoro) < Dol + ol
L

1]

L2

Die Aussage beweist man durch Induktion {iber k, indem man geeignete Ableitungen der
Bochner-Lichnerowicz-Weitzenbock-Formel benutzt (Ubung). u
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5.7. BEMERKUNG. Betrachtet man die Garding-Ungleichung zusammen mit den Ungleichun-
gen || Dal|;, < ||o||;.4q, so sieht man, dass die Sobolev-k-Norm édquivalent zu der vom Skalarprodukt

k
(o,7) — Z(Dja, DI 2

Jj=0

induzierten Norm ist. Wir diirfen also schwache und starke Konvergenz in W*(M; V') #quivalent mit
Hilfe des obigen Skalarproduktes und der obigen Norm entscheiden. Dadurch werden im Folgenden
manche Argumente etwas einfacher.

AuBlerdem zeigt die Garding-Ungleichung, dass W(W; M) C L?>(W;M) ein natiirlicher De-
finitionsbereich fiir den Operator D ist, denn W (W; M) besteht genau aus den Elementen o €
L*(W; M), fiir die || Dol|, < oc.

5.8. PROPOSITION. Es sei (V,g", VY, ¢) ein Dirac-Biindel mit Dirac-Operator D, dann ist D
formal selbstadjungiert, das heif§t, es gilt

(Do, T)r2 = (0,DT) 2 fir alle o, 7 € WY (M;V) .

BEWEIS. Da wir W!(M;V) als Abschluss der glatten Schnitte unter ||-[|; definiert hatten,
reicht es, diese Aussage nur fiir o, 7 € T'(V) zu zeigen. Wir betrachten das Vektorfeld X, das lokal
durch

n

X = Z(ceia, T) - €

i=1
beziiglich einer Orthonormalbasis (e;) von T'M |y dargestellt wird. Dann gilt

divX = (Do, 7) — (0, D7) ,
sieche Ubung 4 von Blatt 9. Dann folgt die Behauptung aus dem Divergenzsatz. O

5.9. BEMERKUNG. In Analogie zu den schwachen Ableitungen aus Bemerkung sagen wir,
dass 0 € L?(M;V) die Gleichung Do = 7 schwach lést, wenn

(o,Dp) = (1,p) fiir alle o € WH(M;V) .

Da I'(V) in W (M;V) dicht liegt, reicht es sogar, diese Gleichung nur fiir alle ¢ € I'(V) zu iiber-
priifen. Indem man die Ableitungen in D in geeigneter Weise durch Differenzenquotienten ersetzt,
kann man aus obiger Gleichung und der Garding-Ungleichung o€ WYM;V) mit Do =T
folgern (Innere Regularitit). Falls 7 € W¥(M;V), liefert die elliptische Abschitzung SO-
gar o € WHHL(M; V).

5.10. SATZ. Es sei (V,gv, vV, ¢) ein Dirac-Biindel iber einer kompakten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) mit Dirac-Operator D. Zu X\ € R sei Ex C WY(M;V) der Eigenraum von D
zum Figenwert A und

Spec(D) ={A e D | E\ # 0} .

Dann sind alle Ey endlich-dimensional, und fir alle C > 0 gilt #(Spec(D) N [-C,C]) < oc.
Jeder Eigenvektor o € Ey wird durch einen glatten Schnitt reprdsentiert, also gilt Ex C T'(V') fiir
alle X € R. Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander, und L?(M; V)
ist der L?-Abschluss der direkten Summe aller Eigenrdume.

In der Sprache der Funktionalanalysis heifit das, dass D ein reines Punktspektrum besitzt,
gegeben durch die obige Menge Spec(D).
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BEWEIS. Wir beweisen einen analogen Satz fiir D?, wonach es Zahlen 0 = pg < pu1 < ...
mit lim; 0 it; = 0o gibt, so dass die u; genau die Eigenwerte von D? sind, die Eigenrdume EL aus
glatten Funktionen bestehen mit dim E;L < 00, und L?(M;V) der Abschluss der direkten Summe
aller EIQ ist. Daraus folgt der Satz mit Methoden aus der linearen Algebra.

Da D mit D? auf I'(V) vertauscht, operiert D insbesondere auf jedem Eigenraum B, von D?,
und zwar als selbstadjungierter Endomorphismus. Also zerfillt E;t vollstdndig in D-Eigenrédume,
und wegen D?| B, = K- idg;, kommen als Eigenwerte von D] By, nur A = /pund —A in Frage.
Jetzt lassen sich alle weiteren Aussagen aus den entsprechenden Aussagen iiber die Eigenwerte und

Eigenrdume von D? ableiten.
Nun also zu D%, Fiir 0 € W1 (M;V)\{0} definieren wir den Rayleigh-Ritz-Quotienten

2
HDUHO

lollo

R(o) = € [0, 00)

und setzen
=inf{R(0) | o € WHM;V)\{0} .
Sei jetzt (0;); eine Folge in W1 (M;V)\{0} mit

lim R(o;) = p .

1—00
Da R homogen ist, diirfen wir ||o;||, = 1 annehmen, und da I'(V) direkt in W' (M;V) liegt,
auch o; € I'(V).

Nach Bemerkung [5.2] (d) existiert eine Teilfolge, die in W (M; V) schwach gegen o konvergiert.
Nach Bemerkung [5.5 (2 1 ) 1st die Abbildung W1 (M;V) — L?*(M;V) kompakt, also konvergiert
eine Teilfolge der obigen stark in L2(M;V) gegen 7. Wir bezeichnen diese Teilfolge nach wie vor
mit (0;);. Da die Inklusion W!(M;V) — L?(M;V) stetig ist, konvergiert v; auch in L?(M;V)
schwach gegen v, und es folgt o = 7. Somit gilt o; — o in Wl(M V) und o; = o in L2(M;V

Fiir die folgenden Schnitte benutzen wir auf W1(M;V) die Norm || - ||} aus Bemerkung mlt

ol = 1Dollg + l[v]l§ = (R(v) + 1) ||ollg ~ fiir alle v € W' (M;V)\{0} .
Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der schwachen Konvergenz in W (M; V) folgt
loilly - llolly = (Do, Do) 2 + (03, 0) 2 = |lo ||
und wegen o; — o in L2(M; V) auch ||o||, = ||o;l, = 1, also
R(o)+1= 0|} < hm o] = lim R(oy) +1=p+1.
1—00
Wir betrachten jetzt die Teilmenge
E'={oc W'(M;V) || Dol = u-lollg} 2 {0} .
Sei o € E'\{0} und 7 € W(M;V) beliebig. Dann folgt aus der Minimalitit von R(c), dass
Do, D o — | Dally
O:i R(J+t7) :2Re< g, T>L2 ||0-H04 H 0-”0 <J7T>
dt ], llerllo
<DU7 DT>L2 — /’L<07 T>L2
2
lerllg

Da D komplex linear ist, liefert Einsetzen von i7 fiir 7 die analoge Gleichung fiir den Imaginérteil.
Insbesondere erfiillt o die schwache Eigenwertgleichung

(Do,D1)r2 = o, T)r2 fiir alle 7 € WH(M; V) .
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Einsetzen von 7 = o zeigt, dass
E ={oceW!\M;V) | (Do, D7) 12 = p{o,7) 2 fiir alle 7 € WHM; V) } .
Also ist E' genau der schwache p-Eigenraum von D?.

Somit ist B/ C W1(M;V) ein linearer Unterraum. Da die Sobolev-1-Norm auf E’ zur Sobolev-0-
Norm &quivalent ist, ist nach dem Satz von Rellich-Kondrachov aus Bemerkung die Identitét

idg s (B 1M1 = (B - llg) = (21 - 1)
kompakt, nach Bemerkung also E’ endlich-dimensional.
Aus der ,inneren Regularitit“ aus Bemerkung [5.9| folgt fiir 0 € E' zuniichst o € W2(M;V)
mit D%0 = po. Induktiv schlieBen wir aus D?c = po € W2¥(M; V) mit der elliptischen Abschiitzung

aus Satz @), dass o € W2k+2(M; V) fiir alle k € Z, und erhalten aus dem Satz von Sobolev aus
Bemerkung die Glattheit von o.

Die weiteren Eigenrdume von D? werden induktiv bestimmt. Seien etwa 1, .. ., ity bereits be-
kannt und seien E, ,..., E], C T'(V) die zugehorigen Eigenrdume, und (£, ©--- @ E;Ll)L das L2-

orthogonale Komplement in L?(M; V'), so lisst sich D? als selbstadjungierter Operator einschriinken
zZu
D*: WNM;V)N(E), ® @ E, ) — (E, ® & E,)*.
Wir wenden nun das obige Verfahren auf diese Unterrdume an und erhalten ein neues Mini-
mum i = pgq1 des Rayleigh-Ritz-Quotienten und einen zugehérigen Eigenraum E' = EL it Nach
Konstruktion folgt per1 > pe.
Falls die Folge (u¢)¢ beschriankt ist, erhalten wir einen unendlich-dimensionalen Unterraum

E'=@E,, cT(V)cW'(M;V),
/=1

auf dem |- ||; und || - ||, dquivalent sind, im Widerspruch zur Kompaktheit der Inklusionsabbil-
dung (E, | -|l;) — (E,]-|lo)- Also konvergiert u; gegen oo, und Spec D? N [—C, C] ist endlich fiir
alle C' > 0.

Falls schlieBlich der L?-Abschluss von E’ C T'(V) nicht ganz L*(M;V) ist, so folgt aus der
Dichtheit von W(M;V) in L*(M;V) die Existenz eines o € W(M;V)\{0} mit ¢ L EJ, fiir
alle . Insbesondere ist R(0) < o0, also R(0) < py fiir £ hinreichend gro8, im Widerspruch zur Wahl
von L.

Damit sind alle Behauptungen im Satz fiir D? — und nach Voriiberlegung auch fiir D —
bewiesen. 0

5.11. FOLGERUNG. Es sei D: WY{(M;V) — L*(M;V) Dirac-Operator aus Satz dann gilt:

(1) der Kern ker D ist endlich-dimensional;

(2) das Bild im D ist abgeschlossen in L*(M;V);

(3) es gilt ker D @im D = L*(M;V) mit ker D L im D;

(4) Sei P: L*(M;V) — T(V) ¢ L*(M;V) die L?-orthogonale Projektion auf ker D und der
Green-Operator G als stetige lineare Abbildung definiert durch

0 E
Glo)=q, 20
S oeEymitA\#£0,
dann gilt
DOG+P:idL2(M;V) und GOD—FP:ldwl(M’V)

Insbesondere ist der Green-Operator G ein ,,Beinahe-Inverses® von D, und G ist als Endomor-
phismus von L?(M; V') kompakt wegen des Satzes von Rellich-Kondrachov, siehe Bemerkung .
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BEWEISs. Punkt folgt unmittelbar aus Satz[5.10] Fiir und benutzen wir ().
Nach Satz konnen wir o € L2(M; V) zerlegen als Reihe

o= Z o mit oy € By,

AeSpec D

so dass
2 2
oz =" lloally <oo.
AeSpec D
Dann sind P und G definiert durch
1
Po =0y und Go = Z XO’ .
AeSpec D\{0}

Also gilt (P + DG)(0) = o fiir alle ¢ € L?(M; V). Es sei jetzt
¢ =min{ |A] | A € Spec D\{0} } >0,
dann folgt

1 1

2 2 2 2 2 2

Gl = 10Gol +1Gols = 3 (loall+ gz lonll) < (14 5 ) ol
A€Spec D\{0}

also ist G: L?(M,V) — W(M, V) stetig, und es folgt auch P + GD = id auf W (M, V).

Sei jetzt (0;); eine Folge in W (M; V), so dass Do; — 7 in L*(M, V). Wir ersetzen o; durch o/ =
o; — Poj, so dass

Do} = Do; — DPo; = Do; und ol =GDo; .

Da G: L*(M;V) — WL (M;V) stetig ist, konvergiert o/ = GDo; — 0 = Gr. Da D: WY(M;V) —
L?(M; V) stetig ist, folgt 7 = Do € im D. Also ist im D abgeschlossen.

Zu () bemerken wir, dass fiir alle o € ker D C I'(V') und alle D7 € im D wegen Proposition [5.§]
gerade

(0,DT)12 = (Do, T)r2 =0
gilt, also ker D | im D. Wir zerlegen ein beliebiges o € L?(M; V) als
0=Po+ DGo ekerD®imD |
und erhalten daher L?(M;V) = ker D @ im D. O

Es sei jetzt D = d + d: WY{(M; A*TM) — L*(M;A*TM) der Hodge-Dirac-Operator aus Defi-
nition [4.33] Da imd L im§ nach Bemerkung (@), folgt

imD =imd®im .
Damit erhalten wir schliellich

5.12. Satz (Hodge). Es sei (M,g) kompakt und D = d + 0 der Hodge-Dirac-Operator. Dann
qgilt:
(1) die Riume imd und im§ C L?>(M; A*TM) sind abgeschlossen, und es gilt
ker D @imd @imd = L*(M; A°TM) ;

(2) die natiirliche Abbildung ker D — H3y (M) ist ein Isomorphismus, also ist H3p (M) ins-
besondere endlichdimensional, und jede Klasse a € H3p (M) wird durch eine eindeutige
glatte, harmonische Form « € ker D reprdsentiert.
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BEWEIS. Aussage folgt dicht aus Folgerung In betrachten wir die Abbildung
ker D —— ker D @ imd = kerd —— kerd/imd = H3p (M) .

Da d? = 62 = 0, werden die Operatoren D und G auf ker D @im d @im § als Blockmatrizen gegeben

durch
0 0

D= 0 d und G = 0 ot
50 at 0
Wir erhalten eine Umkehrung der Abbildung ker D — H3z (M), indem wir [o] € Hiz (M) mit a €
ker d abbilden auf
Pa=a—-DGa=a-dGa,
so dass [Pa] = [a] und Pa € Q°*(M) harmonisch ist. O

Wir schreiben im Folgenden H*(M, g) = ker D N QF(M) = HE, (M) fiir den Raum der harmo-
nischen Formen vom Grad k.

5.2. Analytischer und Kohomologischer Index

Wir benutzen die Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt, um Kern, Kokern und Index von
Dirac-Operatoren zu studieren. Dabei betrachten wir insbesondere das Beispiel des Hodge-Dirac-
Operators D aus Abschnitt [£.4]

5.13. DEFINITION. Ein Fredholm-Operator ist eine stetige lineare Abbildung A: V — W zwi-
schen Hilbert-Réumen V', W, so dass im A C W abgeschlossen ist und ker A und coker A = W/im A
endlich-dimensional sind. Der Fredholm-Index von A ist dann definiert als

ind A =dimker A — dimcoker A € Z .

Nach Folgerung liefert jeder Dirac-Operator einen Fredholm Operator D: W1 (M;V) —
L3(M; V) mit
coker D = (ker D ®@im D)/im D = ker D ,
also ind D = 0. Wir brauchen also noch etwas mehr Strukturen auf dem Dirac-Biindel V', um einen
interessanten Index definieren zu kénnen.

5.14. DEFINITION. Ein Zs-graduiertes Dirac-Biindel ist ein Dirac-Biindel (V, ¢", VY, ¢) mit ei-
nem Endomorphismus w € EndV, der ¢g¥-selbstadjungiert und VV-parallel ist, mit w? = 1, so
dass w mit ¢(X) antikommutiert fiir alle X € X(M).

5.15. BEMERKUNG. Dann hat w genau die Eigenwerte +1, und die Eigenriume V* bilden Vek-
torbiindel {iber M. Es gilt V* L V~, und V' und V™ sind parallel, da die Projektionen HET“’: V-
V* parallel sind. Da ¢(X) mit w antikommutiert, folgt

C: CrYTM)xVE VT und ot CY(TM) x VE 5 VE.

Insbesondere erhalten wir Dirac-Operatoren

-1

DE:T(VE) Y I(T"M @ V) L — T(TM @ VE) —S T(VT).
Nach Folgerung sind D* wieder Fredholm-Operatoren mit
ker D* =ker DNT(VE)  und  coker DT = T(VF)/im D* = ker DF .
5.16. DEFINITION. Sei (V, ¢, VY, ¢, w) ein Zy-graduiertes Dirac-Biindel, dann heift
ind DT = dimker D™ — dim coker D" = dimker D" — dimker D™
der analytische Index von DT,
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Wenn kein Anlass zu Missverstdndnissen besteht, schreiben wir auch einfach ind D.

5.17. BEMERKUNG. Die Menge der Fredholm-Operatoren ist offen in der Operator-Norm-Topo-
logie, und der Index ist lokal konstant. Das bedeutet, dass sich ind(D™) nicht #ndert, wenn wir
die Riemannsche Metrik ¢ und Metrik ¢, Zusammenhang V", Clifford-Multiplikation ¢ und den
Endomorphismus w in der Definition von DT stetig variieren. Somit ist ind DT eine differentialto-
plogische, keine geometrische Invariante des betrachteten Operators.

5.18. BEISPIEL. Wir betrachten drei wichtige Beispiele von Zs-graduierten Dirac-Biindeln. Es
sei stets M orientiert, n = dim M gerade und eq,..., e, eine orientierte Orthonormalbasis.

(1) Es sei w = i%el ...eg, das komplexe Clifford-Volumenelement aus Proposition und
Aufgabe 1 von Blatt 9. Dann erfiillt ¢(w) € End V' alle Bedingungen aus Definition fiir
jedes Dirac-Biindel (V, ¢"', VYV, ¢) auf (M, g), und wir schreiben D¥ fiir den zugehorigen
Dirac-Operator. Dieses Beispiel ist universell, dennoch betrachten wir noch zwei Spezi-
alfille.

(2) Bssei (V,g", VY, c) = (ASTM, g\ TM VA'TM o) = (3@ 3" g2 @2 V20U c@idy-)
wie in Bemerkung Wir wollen ¢(w) mit dem Hodge-Stern-Operator « aus Ubung 3
von Blatt 7 vergleichen, definiert durch

/ a AxB = (a, B)r2(neTnr) -
M

Sei dazu = e A --- A €eF, dann gilt

cw)B=1izcler...en)et A---AeF

.n

c
=iz (=)P R (—1)* (e, 00 Lep)el Ao Aef NPT A A e

=1 da n gerade

n k(k—1)
=i2(=1) 2z eFFIA e,

Fiir o € QF(M) folgt

a A (e(w)B) = i3 (1) T, B aeraret A Aem

so dass sich ¢(w) nur um eine Konstante ¢ von x unterscheidet.
Sei nun n = 4m, dann gilt im mittleren Grad k = 2m, dass

c(W)|azmpar = 2™ (=)™ k| yompps = A pzmpay -

Fiir den Hodge-Dirac-Operator D = d + ¢ folgt also
ker DT N Q2™(M) = {a € H*™(u,g) | a = xa} = H*™ T (M, g) ,
coker DT N O™ (M) 2 ker D~ N Q™ (M) = {a € H*™(u,9) | @ = — % a} = H*™ (u, g) .
Fiir k& # 2m hingegen vertauscht c(w) die Unterbiindel A*T'M und A" *TM, und wir
erhalten Isomorphismen
1+ c(w)

— HE(M, g) — ker DT 0 (QF(M) @ Q" F(M)) .

Somit folgt
ind DT = dim H*™ (M, g) — dim H*™ (M, g) .

Man kann diesen Index auch als die Signatur der nicht-ausgearteten Bilinearform

(a, B) /MaA,B
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auf H2™ (M) verstehen, der sogenannten Signatur sign(M). Daher heifit D auch Signatur-
Operator. Man beachte, dass sign(M) von der Orientierung von M abhéngt, aber nicht
von der Riemannschen Metrik.

(3) Wir betrachten wieder den Hodge-Dirac-Operator D, wihlen als Graduierung aber den
Endomorphismus (—1)deg aus Beispiel . Anstelle von D+, D~ schreiben wir D,
D°4 um Verwechslungen zu vermeiden. Jetzt gilt

ker D® = ker D N Q¥ (M) = H® (M, g) = HS, (M) ,
coker DV = ker D°4 = ker D N QOdd(M) = HOdd(M, g) = Hgﬂd(M) )

n
und  ind D = dim H® (M, g) — dim H (M, g) = > " (—1)" dim Hjg (M) = x(M)
k=0

ist gerade die Eulerzahl von M. Daher heifit der Operator D¢V auch Fuler-Operator.
Sei ¢ die Clifford-Multiplikation auf A*T'M aus Beispiel (), dann rechnet man
nach, dass

.n n

c(w)é() =12 (—i)2 c(er)é(er) ... clen)é(en)

e A —ie)) (€ A Fiey ) (1) (€M A =1, ) (€7 A Hie, ) (—1)4¢8
(€XN) 0 1o, — tey © (€XN)) ... ((€"A) 0 te,, — Le, 0 (€"A))

= (1) = (1,

= (
= (

da die Cliffordmultiplikationen ¢ und ¢ miteinander kommutieren. Das lédsst sich so inter-
pretieren, dass

ind D* = ind(D: I(Et @ ) - (S~ @ %))
—ind(D: T(ET @Y™ > D(E" @X™),

also ist die Eulercharakteristik y(M) die Differenz der Indizes zweier Dirac-Operatoren
vom Typ , wihrend die Signatur gleich ihrer Summe ist.

Man beachte noch, dass (—1)°& nicht von der Orientierung abhingt. Tatséchlich kann
man D® im Gegensatz zu D' auch auf nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten definieren.

Wir passen die Definition des Twist-Chern-Charakters an unsere Definition von Zs-gradu-
ierten Dirac-Biindeln an und definieren den kohomologischen Index. Wir erinnern uns an die A-Form
aus Satz [4.25]

5.19. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (V, Y, VY, c,w") ein Zy-graduiertes Dirac-Biindel
iber einer n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit n gerade.

(1) Beziiglich einer lokalen Orientierung sei w = iter...e, € CUTM,g) das komplexe Vo-
lumenelement, dann definieren wir die Twist-Graduierung w"/¥ € T(EndV ® o(TM))
durch

v/S v

w'’” =clw) - w

Dann ist w5 selbstadjungt mit (wv/s)2 = 1, parallel und kommutiert mit der Clifford-
Multiplikation.

(2) Der Zs-graduierte Twist-Chern-Charakter ch(V/S,w") € HS (M; 0(TM)) wird reprisen-
tiert durch die geschlossene, getwistete Form

n FV/S
Ch(V/S> VV, WV) =2"2tr <wV/S€— 2mi ) .
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(3) Der kohomologische Index des zugehdrigen Dirac-Operators DT wird gegeben durch
(A(TM)ch(V/S,w"))[M] = / A(TM, V™) ch(vV/S, V"V, WY .
M

BEWEIS. Zu (I sei X € X(M), dann gilt lokal
VAV (c(w)w") = C(Vg(TM’g)w)wV + (W) VRV Y =0

und
e(X) - e(w) - w” = —c(w)e(X)wY = c(w)w’e(X)
also ist w"/® parallel und kommutiert mit Clifford-Multiplikation. Es folgt
(W75 = (W) e(w)* = cw)? W e(w) = e(w)w" S e(w) = WV
=1
und

(@752 = W5 ()" = c(w)w" WY = c(w)?(w¥)? =1.

Zu ([2) zeigen wir wie im Beweis von Proposition dass ch(V/S, VY, w") geschlossen ist. Sei
jetzt (V,g), V" c;,w)) eine glatte Familie von Dirac-Biindeln zu (M, g;) fiir t € [0,1], dann
betrachten wir V.= V x [0,1] — M = M x [0,1] als ein C{(TM x {0}, g)-Modul zum Un-
terbiindel TM x {0} C TM. Wie vorher ist ch(V/S, VY, w") geschlossen, und wir kénnen wie
im Beweis von Satz zeigen, dass ch(V/S,VV,w") € HSL(M;o(TM)) nicht von ¢t € [0,1]
abhéngt.

SchlieBlich ist A(TM,VTM) eine (ungetwistete) Differentialform, so dass der Integrand in
getwistet und das Integral gemif Ubung 1.c von Blatt 4 wohldefiniert ist. D

Falls M orientiert ist und w" = ¢(w) wie in den Beispielenm und , erhalten wir w"/% =
1 und ch(V/S,VV,w") = ch(V/S,VV). In diesem Fall reduziert sich auf das Integral einer
(ungetwisteten) de Rham-Kohomologieklasse iiber eine orientierte Mannigfaltigkeit. Unser obiger
Formalismus erlaubt es aber, den Euler-Operator aus Beispiel auch auf nicht orientierbaren
Mannigfaltigkeiten zu betrachten.

5.20. SATZ (Atiyah-Singer; kohomologische Fassung). Es sei (V,g", VY, c,w") ein Zo-gradu-
tertes Dirac-Biindel iber einer gerade-dimensionalen geschlossenen Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g). Dann stimmen analytischer und kohomologischer Index des zugehorigen Dirac-Opera-
tors DV idiberein, das heifst, es gilt

ind DT = (A(TM)ch(V/S,w"))[M] = / A(TM, V™) ch(V/S, VYV, W) .
M
Den Beweis fithren wir in den néchsten zwei Abschnitten. Zunichst betrachten wir die zwei
Spezialfiille des Signatur- und des Euler-Operators. Beide sind etwas &lter als der Indexsatz.

5.21. SATz (Hirzebruch). Es sei (M,g) eine orientierte, n = 4m-dimensionale, geschlossene
Riemannsche Mannigfaltigkeit und sign(M) die Signatur der nicht ausgearteten, symmetrischen
Bilinearform auf Hg?g(M ), gegeben durch

(@.8) = (anBM = [ an.
Es seien L(TM), L(TM) € Hi;(M) die Chern-Weil-Klassen zu
L(TM, V™) = det (R coth R) und L(TM, V™M) = det <R coth R)

21 2mi 4 4y
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Dann gilt
sign(M) = 22 L(TM)[M] = L(TM)[M] = / L(TM, V™M)
M
BEWEIS. Es sei R der Riemannsche Kriimmungstensor und
1 n
FS =R = 1 Z (R. .eiej)e;-ej € Q*(M;CUTM,g))

3,j=1

die Spinkriimmung von (M, g) aus Proposition in der Notation aus Bemerkung (). Nach
Ubung 1 von Blatt 8 hat das Dirac-Biindel (A*TM, g"*TM VA'TM () die Twist-Kriimmung

FATTMIS — ¢(FS) = ¢(4hoR) .

Beziiglich der Zo-Graduierung c(w) aus Beispiel ist wA'TM/S = 1 und mit Aufgabe 4.a
von Blatt 10 erhalten wir

. R . n FA®TM/S
ch(A*TM/S, VA TM WATMY = ch (ATM/S, VA TM) = 272 trpery <e_ 2mi )

n e« R) (Y« R) R\%
= 2 . 271 = 211 = —_— .
272 trperis (e ) try <e > det < (2 cosh 477@') )

Der Integrand im Atiyah-Singer-Indexsatz wird zu

n 1 n .
A(TM, V™) ch(A*TM/S, VA TMIS) = 22 det<(4ii coth 4%) ) — 22 L(TM, V™)
1

_ i i 2\ _ TM
—det<<2m, coth —— ) >_L(TM,V ).

Nach Beispiel :5.18 gilt sign(M) = ind D, also folgt die Behauptung aus dem Atiyah-Singer-
Indexsatz [5.201 O

5.22. SATz (GauB-Bonnet-Chern). Es sei (M, g) eine gerade-dimensionale geschlossene Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, dann gilt

xX(M) = e(TM)[M] = /M e(TM, V™M)

Man beachte, dass die Pfaffsche Determinante aus Beispiel bei Orientierungswechsel
ihr Vorzeichen éndert, so dass e(TM,VIM) € Q% (M;o(TM)), und das Integral auf der rechten
Seite gem#fl Ubung 1.c von Blatt 4 auch dann wohldefiniert ist, wenn M nicht orientierbar ist. In
Dimension n = 2 gilt

TMm,  scal K
e(TM, V%) = ?dvolg = %dvolg ,
und wir erhalten den globalen Satz von Gauf3-Bonnet aus der elementaren Differentialgeometrie.

BEwEIls. Wir haben in Beispiel bereits gesehen, dass lokal

WATMIS = (W) (—1)%°8 = ¢(@) .

184



Ahnlich wie im Beweis des Hirzebruch-Signatursatzes berechnen wir mit Hilfe von Ubung 4.b
von Blatt 10, dass

. n ey« R)
ch(A*TM/S, VATM (—1)de8) =272 tryeryy (é(w)e_ 2mi )

n (P« R)
=(-1)2 trg (C(W)e 2mi ) = Pf (21' sinh 4R) .

T

Man beachte, dass det()% nicht von der Orientierung abhéngt, so dass

A(TM, V™) ch(A*TM /S, VATM (—1)de8)

R/Ami  \3 .. R R ™
— det (7> - Pf( 2isinh — ) = Pf( =X ) = e(T'M, .
¢ < sinh(R/4mi) > ( L 47ri) <27r> e( v
Jetzt folgt die Behauptung aus dem Atiyah-Singer-Indexsatz da ind DV = x(M). O

5.3. Der Wiarmeleitungskern

In diesem Abschnitt fithren wir den analytischen Index eines Dirac-Operators DT auf die so-
genannte Superspur des Wirmeleitungsoperators e~tP? zuriick. Dann zeigen wir, dass e tP ? als
Integraloperator geschrieben werden kann, und dass die asymptotische Entwicklung des Integral-
kerns nur von der lokalen Geometrie abh#ingt. Im folgenden Abschnitt berechnen wir den Grenzwert
der Superspur explizit.

Wir zerlegen o € L?(M;V) wie in der Definition des Green-Operators in Folgerung als

o= Z o mit oy € E)
AESpec D

und definieren den Wiéirmeleitungsoperator etP o fiir t > 0 durch

—tD?2 )2
etDO': E 6t)‘0')\.

AeSpec D

Da 0 < e ™ < 1, folgt e *?’¢ € L2(M;V). Spiter sehen wir sogar, dass e 2’ € I(V) fiir
alle ¢ > 0. ,
Die Elemente e~* ¢ haben zwei wichtige Eigenschaften:

und limy_,o e tP

dingung o 10st.

‘o = 0. Wir sagen dazu, dass e~ o die Wirmeleitungsgleichung mit Anfangsbe-

5.23. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (w,g) ein Hilbert-Raum, dann definieren wir den
Raum Endy W der Spurklasse-Operatoren als Abschluss des Raumes W @ W* der Endomorphismen
von endlichem Rang unter der Norm

1 n
1Pl = trw (F*F)2) = inf{ > lwillw - el
i=1

Fzgwi@)ai}, (1)

und die (Hilbert-) Spur tr: End; W — C als die stetige, lineare Fortsetzung der endlich-dimensi-
onalen Spur

tr(é W; ® Oci) = ;:;ai(wi) eC. (2)
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Sei (M, g) geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei W = L?>(M;V), und sei VX V* =
piV @ psV* — M x M, dann definiert der Integralkern k € I'(V X V*) durch Faltung ,x“ einen
Integraloperator K auf L?(M;V) mit

(Ko)(z) = (k+0)(x) = / k) oly) dvol, (3)
MEHom(Vy,VI) evy

Dieser Operator K ist ein Spurklasse-Operator mit
tr(K) :/ try (k(x, x)) dvoly . (4)
M

BEWEIS. Um ,>“ in (|1) zu zeigen, wihlen wir fiir den selbstadjungierten Operator F*F' von
endlichem Rang paarweise orthogonale Einheits-Eigenvektoren v; und setzen «; = (v;, - ) und w; =
F(v;). Die Summe in (2)) konvergiert fiir alle Spurklasse-Operatoren nach Definition der Spurklasse-

Norm in .
Sei jetzt K ein Integraloperator wie in . Wir betrachten zwei Schnitte o, 7 von V', dann wird
der Operator K = o ® (7, -) durch den Integralkern k mit

k‘(l’,y) =0z ® <7-y7 > € HOIH(Vy, Vx)

gegeben, und wir erhalten

tr(K) = (r,0)2 = / (1(x),0(z)) dvoly :/ try (k(z, z)) dvoly .

M M

Den Beweis, dass alle Operatoren K mit Integralkern k£ von Spurklasse sind, lassen wir weg. Aus
der Linearitédt von tr und obiger Formel folgt aber die Formel fiir tr(K). O

tD?

Wir verschieben den Beweis, dass e~ einen Integralkern besitzt, auf spéter.

5.24. DEFINITION. Es sei W = W* @ W~ ein Zy-graduierter Hilbert-Raum und w" der Gra-
duierungsoperator mit w" |+ = +idy+, dann ist die Superspur eines Spurklasse-Operators K €
End; W definiert durch

str(K) = tr(w" o K)

Fiir Integraloperatoren K mit Integralkern k € T'(V X V*) und mit (w"o)(z) = w) - o(z) folgt
entsprechend

str(K) = tr(wV K) = /M tr(wy k(z,z)) dvoly(x) = /M str(k(z, x)) dvoly(z) .

Wir kommen nun zum ersten Schnitt im Beweis des Satzes von Atiyah-Singer.

5.25. LEMMA (McKean-Singer). Es sei D der Dirac-Operator zum Zs-graduierten Dirac-Biin-
del (V,g"V,VV c,w") auf der geschlossenen gerade-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g). Dann ist der Wirmeleitungs-Operator e~tD? Spurklasse fiir alle t > 0, und es gilt

ind Dt = str(e_tD2) fir allet >0 .

BEWEIS. Wir zeigen die Spurklasse-Eigenschaft spéter, indem wir einen Integralkern fiir den
Wirmeleitungsoperator konstruieren.
Es bezeichne Py, : L?(M;V) — L?*(M;V) die L?-Projektion auf den p-Eigenraum B, von D2

Dann folgt
_ D2 — — \4
str(e™" ):str( Z e t“PL) = Z e ir(w” o Py) .
ueSpec D? ueSpec D?
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Da w" nach Definition mit D antikommutiert, vertauscht w" die Eigenrdume E) und F_) von D.
Insbesondere operiert w" auf B, fir p = A2. Umgekehrt vertauscht D die +1-Eigenrdiume B, N

L(V*) und E, NT(V™) von w", also haben beide die gleiche Dimension fiir u # 0, da D dann als
Automorphismus auf E;L mit Inversem iD operiert. Es folgt

tr(wv (¢} Pl,i) = trEme(V-&-)(id) + trELﬁF(V—)(_id) = dlm(E;L n F(V+)) — dlm(EL n F(V_)) = 0 .
Fiir 4 = 0 hingegen ergibt sich
tr(w" o P}) = dimker D" — dimker D~ = ind D% .
Falls e~*2” fiir ¢ > 0 ein Spurklasse-Operator ist, folgt also
str(e_tD2) = Z e~ Hir(w’ = P, = tr(w" o P)) =ind DT . O
ESpec D?

Zum Beweis des Atiyah-Singer-Indexsatzes reicht es also, fiir kleine ¢ > 0 die Superspur des
Wirmeleitungs-Operators e~ " ® zu bestimmen. Im Rest dieses Abschnittes zeigen wir, dass die
asymptotische Entwicklung des Integralkerns zum Operator e~*P ’
abhéngt. )

Fiir die folgenden Uberlegungen reicht es, zu wissen, dass D? wie in der Bochner-Lichnerowicz-

Weitzenbock-Formel als Summe aus einem Zusammenhangs-Laplace-Operator A auf V und
einem Endomorphismus F' € End V' geschrieben werden kann.

nur von der lokalen Geometrie

5.26. DEFINITION. Essei (V, V") ein Vektorbiindel mit Zusammenhang iiber einer vollstéindigen
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).
(1) Ein verallgemeinerter Laplace-Operator ist ein Operator H: I'(V) — I'(V), so dass F =
H— AV € EndV.
(2) ein Warmeleitungskern fiir H ist eine differenzierbare Familie p: (0,00) — I'(V K V*) von
Integralkernen, so dass

(;+H>pt(~,y):0 fir allet > 0,2,y € M (2a)
%in(l) pe(z,y) o(y) dvoly(y) = o(x) fiir alle 0 € T'o(V') mit kompaktem Tréger.  (2b)
VM

Sei H = AV + F ein verallgemeinerter Laplace-Operator auf (V, V"), und sei VV" der von VV
auf V* induzierte Zusammenhang. Dann folgt

/ a(AV o) dvol, :/ Z(Vg*a)(vgo) dvol, —i—/ div (Z a(Vga)eZ) dvol,
M M M

i=1
=0
n
:/ (A a)(0) dvol, —/ div (Z(VZ:(M)(O’)Q) dvolg ,
M M i=1
=0
somit ist der zu H adjungierte Operator H* = AY" + F* also ebenfalls ein verallgemeinerter

Laplace-Operator.

5.27. PROPOSITION. FEs sei H ein verallgemeinerter Laplace-Operator aufV, und H*: T'(V*) —
L' (V*) der formal L?-adjungierte Operator. Es seien p und p* Wirmeleitungskerne fiir H und H*.

(1) Dann sind die Wirmeleitungskerne eindeutig.
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(2) Es gilt pi(y,x) = (pt(x,y))" € Hom(V,5, V).
(3) Es gilt die Halbgruppeneigenschaft

Pros(@,2) = (o % po) (2, 2) = /M pe(@,y) 0 psly, 2) dvolyy .

BEWEIS. Zu und fixieren wir a € T'(V'), a € I'(V*) und betrachten fiir 0 < t < T das
Integral

:/ / / (Pr_i(z,9)(y)) (pe(z, 2)0(2)) dvolyy dvolyz dvolgx .
M JIm I m

Aus Definition folgt

() = / / / ((%t ,y>a<y>)<pt<x,z>a<z>>

+ (p7_¢(z, y)a(y)) <88]? (, z)a(z)) ) dvolgy dvolyz dvolyx

/ / / Hpr- ) (2, 9)e(y)) (pi(x, 2)o(2))

+ (P7_i(z,y)(y)) (Hope) (w, z)a(z))) dvolyy dvolgz dvolyz = 0 .

Somit ist f konstant, und bei 0 und T erhalten wir als Grenzwerte
%E}(l]f (t) —/ / pr(x,y)a(y))o(z) dvolyy dvolgx
lim f(t) —/ / )(pr(x, z)o(2)) dvolyz dvolyz |

und es folgt ph(z,y) = (pr(y,z))* wie behauptet.

Analog kann man zeigen, dass Losungen o¢(x) der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangsbedin-
gung o € I'(V) eindeutig sind, indem man das Integral iiber p;(x, z)o(2) in den obigen Rechnungen
durch o¢(z) ersetzt. Jetzt folgt , da beide Seiten die Warmeleitungsgleichung mit Anfangsbedin-
gung ps( -, z) losen. O

5.28. BEISPIEL. Der skalare Laplace-Operator

0? 0?
A=ty =
Oxy ox?,
auf R” hat den Wirmeleitungskern
n_llz—yl?

qi(w,y) = (4mt)"Ze” 4t

Wir iiberpriifen zunéchst die Eigenschaft (2a). Da g(z,y) = g:(z — v,y — v) fiir alle v € R",
diirfen wir y = 0 setzen. Es folgt

: Olog((4mt)"3) _ a2/ _(n Il
graa,0) = (PG, OUEROY o0y = (2 B e
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und
n

Beade0) = =3 (<A o)) =Y (Gt

=1

- xT; X x 2
:Z<a( z/2t) _Ja(H H /4t)>qt(x,0)

- Ba;z 2t Barz
=1

Y, 2
— (5~ 55l 0) = - fata,0).

AufBlerdem gilt Eigenschaft fiir beliebige stetige f bei x = 0, da

n llo—y]? n ol
lim [ (4nt)"2e” 4  f(y)d\"y =lim [ (27)"2e” 2 f(v/2tv)d\"v = f(0),
t—0 Rn t—0 Rn

da das Integral iiber die Gaufische Glockenkurve genau 1 ergibt. Wir werden ¢;(x, y) als nullte Ndhe-
rung an den Wirmeleitungskern zu einem beliebigen verallgemeinerten Laplace-Operator auf I'(V)
iiber (M, g) benutzen.

Wir betrachten im Folgenden Normalkoordinaten um y € M wie in Definition Wir be-
trachten Punkte x innerhalb des Injektivitdtsradius aus Definition also d(x,y) < p(y), so
dass exp,, Lz immer eindeutig definiert ist. Wir definieren die kiirzeste Geodiitische xs: [0,1] — u
von y nach x mit

Ts = exp,(s eXp;1 x)
und das Radialfeld R um y durch
0

s s=1

In einer kleinen Umgebung U C B, (y)\{y} von = # y wihlen wir eine Orthonormalba-
sis e1,...,e, von TM|y so, dass

R = dexp, ]exp;1x(exp;1 ) Ts .

R R
el = R = wobei r(z) = d(z,y) .
Da e; tangential an radiale Geodatische ist, folgt V¢, e; = 0. Die Vektoren ey, ..., e, sind nach dem

Gauf3-Lemma tangential an die Abstandssphéren, auf denen r jeweils konstant ist. In dieser
Basis hat der Laplace-Operator AV aus Satz also die Gestalt

n n
AV = VIV =S (VEVE -V L) = VIV Vv = Y vy,
i=2 =2
wobei h = ) V,,e; das mittlere Kriitmmungsfeld der Abstandssphéren bezeichnet. Wie im Beweis
des Satzes [2.18] von Bishop-Gromov setzen wir

1
* 0\ 2
a(x) = det((expy }expy—lz) g) .
Da die mittlere Kriimmung die logarithmische Variation des Volumenelements misst, erhalten wir

—1
he = —e1(log(r™™!-a)) - e; = _n . ei1(loga) - ey,

da ey (r) = 1.
Sei jetzt o € I'(V) und ¢;: B, (y) — R gegeben durch

n _r@?
qi(z) = (emt)2e” 4
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wie in Beispiel dann berechnen wir
Av(qt co) = —ey(e1(q)) - o — 2e1(qe) - VZ_O' —q- V;VXIU +h(q) o+ q - V}‘L/a

— Z(ei(ei(qt)) -0+ 2ei(q) - V;/;U +qy - V;/Z.Vga>
=2

=0

_(n r(@)?
o\ 2t 42 2t t
N—_———

:i R(loga) =thV7‘go

+ el(loga)r(x)> G0+ L) qt Vela +q - AVo
—_———

Hierbei haben wir zunéchst ausgenutzt, dass ¢, radialsymmetrisch um y ist, so dass e;(g;) = 0 fiir ¢ #
1. Die Ableitungen von ¢ in Richtung e; lassen sich analog zum Euklidischen Fall ausrechnen,
so dass wir bis auf den Term mit R(loga) genau den Ausdruck fiir Ag in der obigen Formel
wiederfinden.

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kénnen wir jetzt den Warmeleitungskern lokal durch eine for-

male Potenzreihe in ¢ approximieren. Dazu erinnern wir uns an die Trivialisierung von V um y
durch radiale Parallelverschiebung wie in Satz [£.21]

5.29. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit
und H ein verallgemeinerter Laplace-Operator auf (V,VV). Dann existiert eine Umgebung U der
Diagonalen in M x M und eindeutige glatte ®; € T(V R V*|y), so dass

<§t+Hx>kt(-,y)=0

als Produkt von q; mit einer formalen Potenzreihe in t, wobei

n d(mvy)Q s .
ku(x,y) = i,y th = (4rt)"2e” A Y 1D,y
1=0

mit ®o(z,x) = idy, fir alle x € M. Dann heifst ki(z,y) eine formale Losung der Wérmelei-

tungsgleichung. Beziglich der Trivialisterung von V nahe y durch radiale Parallelverschiebung
1

gilt ®o(z,y) = a(x)”2 -idy, und

1
Bi(z,y) = —a(x)"2 /0 S La ()2 (Ho®i 1), y) ds -

BeEweEIs. Mit Hilfe der obigen Rechnung und Beispiel [5.28] folgt fiir y € M fest, dass

9 B =/ v i ‘

=0
= Z <(th '+ e1(loga) (2 )tz_l)qt D+t g VR g (AY + Fx)<1%>
= Z ti—lqt . ((Z + 5 R(log a)) P, + V%Q’Z + H:c(I)z’—l)
=0
mit ®_; = 0. Wir erhalten also fiir jedes ®; eine gewohnliche Differentialgleichung in radialer

Richtung mit Inhomogenitit H, ®;_;.
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Wir iiberpriifen, dass die im Satz angegebenen ®; diese Differentialgleichung erfiillen. Dazu
sei x = rv ein Punkt im Abstand r zu y. Dann gilt

1 1
Vi ®o = V%(—a(rv)_2 idVy> =3 R(loga) ®

v v Lt i
und Vr®i =Vx (—a(rv) 2/ s ta(rsv)2(Hy®i—1)(rsv,y) ds)
0

=2 (ot [(2) atonbne o) )

1
:—§R(10ga)-q)i—Hx(I)i,1—i'(I)i. ]

Wir nehmen jetzt an, dass (M, g) vollstindig ist mit Injektivitdtsradius 0 < o < po(y) fir
alle y € M. Es sei ¢: R — [0, 1] eine Abschneidefunktion mit

supp ¢ C (-0, 0) und 90|[—£7§] =

Auflerdem sei £ > 0 und N > %”1, dann definieren wir
N .
kY (,y) = o(d(a,y)a(,y) > @iz, y) .
i=0

Dadurch erhalten wir einen glatten Integralkern & : (0,00) — I'(V X V*) und miissen uns keine

Gedanken iiber die Konvergenz der Potenzreihe machen.
Unser niichstes Ziel ist es, mit Hilfe von £V den tatséchlichen Wirmeleitungskern p zu e

konstruieren. Dabei sehen wir, dass kV eine Art , Taylor-Approximation“ von p darstellt. Dazu sei

zunéachst

—tH 71

0
) = (5 + 0 )Y ).
ot
und RN, KV seien die zugehorigen Integraloperatoren. Fiir die Faltung schreiben wir *, so dass
(10 @) = (5 0)w) = [ 1 (2.9) () dvolyy

5.30. PROPOSITION. Es sei > 0.
(1) Es sei T > 0, dann ist KN : (0,T] — End(I'(V)) gleichmdfig beschrinkt in der Operator-
norm beziiglich der C*-Norm auf T'(V).
(2) In der C*-Norm gilt

Pj% |5 o — oflge=0.
(3) Fiir alle k >0 gilt

< C. tN_L‘HZ_

H otk 't

BEWEIS. Da die ®; nach Konstruktion glatt sind, folgt sofort fiir t € [tg,T] mit ¢ty >
0. Um (K{No)(x) fiir kleine ¢ zu bestimmen, schreiben wir y in Normalkoordinaten um x und
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trivialisieren V' durch radiale Parallelverschiebung um z. Mit y = v/t v erhalten wir

(o)) = nt) [ M () Ztcb 2, 9)0 () dvolesps, g1

:(47r)’£/ I G) Zt’ )o(viv) dvol i, iyeat

= —o() Sdany

Fiir stetige o folgt C’-Konvergenz gegen o(z). Analog, mit etwas mehr Aufwand, zeigt man auch
C’-Konvergenz. Daraus ergeben sich und fiir kleine t.

In treten die Ableitungen der Abschneidefunktion ¢(r) als Storterm in H,k} auf. Nach
Konstruktion ist aber ¢(r) konstant auf B e (y), so dass diese Storterme insgesamt nur Beitrége

der Ordnung O(ef%) fir 0 < e < ‘f—z liefern. Wir kénnen ¢ in der folglenden Betrachtung also
vernachlissigen. Aus dem Beweis von Proposition ergibt sich
n

(gt +H;p>7“t($ Y) —tht(x y) (Hy @y (, y))+0(e t) _ O(tN_§> .

Um die Ableitungen nach ¢ und z in abzuschétzen, benutzen wir

2 n r(z)?
e = (g + 75 ) amy BT

ot 2t t 4t
0 1 n _r@?
und —qi(x,y) =e;(r) — - ——= - (4nt) 2 e 4
ot Qt( y) z( ) \/E 9 \/7? ( )
Dabei nutzen wir aus, dass wir jeweils Suprema von Funktionen in ;(j% zu bilden haben. ]

Wir betrachten fiir ¢ > 0 Simplizes
= {SE [0, ]! | 30+-~'+5k:t}
und definieren Integraloperatoren
Qr* = KNoRNo...oRN d\s
tAk
mit Integralkern

g " (x,y) = /(k:N ERES N)(wy)d/\ks

/ / / (z,z1)r zl, 29) -+ ]i(zk, y) dvolgzy - - - dvolyzy, d\Fs .
Ak

Insbesondere sei QY =

5.31. SATZ (Minakshisundaram—Pleijel). Es sei >0 und N > "F.
(1) Die Reihe

o0

(-1 )
k=0
konvergiert in der C'-Norm gegen den Wirmeleitungskern py(x,y) zum Operator e

(2) Firt— 0 gilt
= O<tN—"'2M—’“> .
ct
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Fiir die Approximation des Wirmeleitungskernes p; wihlen wir also ein festes, ausreichend
groBes N. Der Satz sagt nicht, dass k¥ (x,y) fir N — oo gegen p;(z,y) konvergiert. Das stimmt

nicht, was man schon daran sehen kann, dass wir den Euklidischen Wirmeleitungskern fiir d(z, y) >

2 mit ¢ abschneiden. Stattdessen sagt der Satz, wie man den echten Wirmeleitungskern py(x,y)

aus einer festen Approximation kgv (x,y) zuriickzugewinnen kann. Je gréfier N, desto besser ist diese
Approximation fiir sehr kleine t¢.

BeweEeis. Wir betrachten die Integraloperatoren
RN :/ Ry 0---0 Ry, d\Fs
tAF
mit Integralkern

r,fv’kﬂ (z,y) = / / .- / Tso (X, 21) -+ T, (2K, y) dvolgzy - - - dvolyzy, d)\Fs .
tAk J M M

Fir 0 < s <t gilt ||rgflee < sV gleichmiflig in s auf kompakten Teilmengen von M x M.

Integration iiber das Simplex tA* vom Volumen tk—k, ergibt
< Ck+1V01(M)ktkt(k+1)(N_%Z) '
ct k!

N k+1
H7“t7+

Insbesondere wird die Reihe -

kE Nk
PG AR
k=1
von der Exponentialreihe majorisiert und konvergiert daher auf allen Kompakta in der C’-Norm.
Als néchstes schreiben wir

t
(2, ) = / / kY (2, 2)r Yk (2, ) dvolyz ds
0 M

und erhalten auf Kompakta die C¢-Konvergenz der Reihe

o) t 00
P y) = S (=1 (o, ) = kY (2, ) + /0 /M BN o, 2) S (1R (2, ) dvolyz ds
k=0 k=1

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir

9 + H, qiv’k(x,y) =lim [ kN (z,2)rVF(2,y) dvol,z
ot 5=t J M N —

—02(2)

t
+/ / (3 —i—Hx) kN (2, 2) rE (2, y) dvolyz ds
o Jar \Ot

:rﬁs(r,z)

N,k N,k+1
=Ty (IE, y) + Tt -

(z,y) -
Ableiten der gesamten Reihe liefert eine Teleskopsumme, und es folgt

<§t + Hm>pt($ay) => (-1 (gt + Hx> g " (x,y) = lim (=1 ) = 0.

k—o0
k=0

Aus Proposition folgt auch

t k k—14k

< C’-/ réVkH ds < C' . CHvol(M)" 't tk(N*"TH),
ct 0 ct k!

N,k
g
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Analoge Abschitzungen gelten fiir die t—Ableitungen, und wir erhalten aus

o Nk
«|| ok

<C-th‘LH k.

— kN
E t
[5e0r >

Insbesondere gilt fiir alle o € T'(V), dass
. T N . N B
}g% |pe x 0 — ol = %gr(l) H(pt — k') * O'Hcé +%gr(1) Hkt N chz =0.
Also ist p; tatséchlich ein Warmeleitungskern. g

Nach Proposition ist p; der eindeutige Warmeleitungskern. Aus der Approximationseigen-
schaft in Satz folgt im Nachhinein jetzt auch die Eindeutigkeitsaussage aus Proposition

Fiir uns ist entscheidend, dass die Asymptotik des Warmeleitungskerns im Grenzfall ¢ — 0
lokal berechnet werden kann. In der Tat zeigt Beispiel dass q(x,y) > 0 fiir alle t > 0,
unabhingig von der Entfernung zwischen x und y, allerdings ist ¢;(x,y) fiir kleine ¢ und grofien
Abstand sehr klein. Auf kompakten Mannigfaltigkeiten bedeutet das, dass es zusétzlich zu der
,» Taylorreihe“ ki(z,y) weitere Beitrige von der Ordnung et gibt, die anschaulich dadurch zustan-
de kommen, dass die ,Warme* einen weiten Weg auf M zuriicklegt, bevor sie in die Ndhe des
Ausgangspunktes zuriickkehrt. Im Zugang von Minakshisundaram-Pleijel erkennt man das daran,
dass groBe Abstdnde und weite Wege erst von den Kernen qiN * mit k hinreichend grof zuriickgelegt
werden. Diese Integralkerne haben aber einen sehr kleinen Betrag fiir ¢ — 0, wie wir im Beweis
gesehen haben.

5.4. Berechnung der Superspur

In diesem Abschnitt berechnen wir die Superspur des Wirmeleitungsoperators e " * im Grenz-

wert t — 0. Dazu reskalieren wir Zeit- und Ortskoordinaten in der Umgebung eines Punktes (z,0) €
M x [0,00), das heifit, wir betrachten die Geometrie ,durch ein Mikroskop“. Der Wirmeleitungs-
kern entwickelt eine Singularitéit fiir ¢ — 0, die wir dadurch beseitigen, dass wir die Clifford-
Algebra C/(TM,g) = A*TM so reskalieren, dass nur die fiir die Superspur verantwortlichen For-
men vom hochsten Grad unveréndert bleiben. Dieser Trick geht auf Getzler zuriick. Im Grenz-
wert erhalten wir den Warmeleitungsoperator eines harmonischen Oszillators, den wir mit Meh-
lers Formel explizit bestimmen kénnen. Die Superspur wird dann genau durch den lokalen Aus-
druck A(TM, V™) ch(V/S, VY, w") gegeben.

Wir fassen noch einmal zusammen. Nach Lemma[5.25 von McKean-Singer ist der Index von D
die Superspur des Wirmeleitungsoperators e " ?. Dieser wird nach dem Satz von Minakshi-
sundaram-Pleijel durch einen Integralkern p: (0,00) — I'(V K V*) gegeben. Proposition und
Definition sagen, dass wir die Superspur wie folgt als Integral erhalten:

ind Dt = str(e P*) = / stry (pe(z, x)) dvolgx .
M

Dazu benétigen wir die Zo-Graduierung w" = ¢(w)-w"/® von V. Die Endomorphismen-Algebra
des Dirac-Biindels V ldsst sich zerlegen als

EndV = C/(TM,g) @ End(V/S) =2 A*TM @ End(V/S)
mit EndV/S ={F € EndV |¢(X)o F = Foc(X)fiir alle X € X(M)} .
Dabei haben wir den Isomorphismus ¢ aus Proposition zur Identifikation von C/(TM, g)

mit A*TM benutzt. Wir werden diese Zerlegung hier nicht beweisen, aber alle Operatoren in den
folgenden Rechnungen werden entsprechend zerfallen.
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5.32. BEMERKUNG. Wie in Ubung 3.b) von Blatt 10 tragen nur Elemente von o(A"TM) ®

End(V/S) zur Superspur bei. Fiir alle Basiselemente e;, - --¢;, von C/(TM,g) mit 1 < i3 < --- <
ir, < nund k < n finden wir ej, so dass e; mit w - e;, ---€;, antikommutiert (und damit auch
mit w-e;, -+ - €;, QF fiir F € End(V/S)), ndmlich j € {i1,..., 4} fiir ungerades kund j ¢ {i1,...,ix}
fiir ungerades k. Somit haben die A\- und —A-Eigenrdume jeweils die gleiche Dimension, und es folgt

str(c(es, ---ei,) ® F) =tr(c(w-ej; -+ -€,) ® (wV/S oF))=0.

Auf der anderen Seite gilt

n n
str(c(er - e,) @ F) = str((—i)2c(w) @ F) = (—i)2 tr(w"/5 F) .
5.33. BEMERKUNG. Wir motivieren nun die sogenannte Getzler-Reskalierung.

(1) Fiir ¢ — 0 konzentriert sich die Funktion g¢;(z,y) aus Beispiel und Proposition
fast vollstédndig im Bereich {(x,y) € M | d(z,y) < €} fiir € > 0. Wir fixieren daher y und
schreiben z = exp, (1/rv) fiir r > 0 klein. Fiir Funktionen in v = f folgt

of 1 of

f@)= f(Vi) md SR = o

(v/rv)

in geodétischen Normalkoordinaten um y.
(2) Wir trivialisieren V' um y durch Parallelverschiebung entlang radialer Geodétischer wie in
Satz Mit Proposition erhalten wir in dieser Trivialisierung

o 1 Lo v VT Vs 5
Vie =gt 3f, o +O0(ll) = +e(FS 5 )+ +O(r |[u?) .
2 01 2wk (el Jrovi 2 ( v,%) 2 ,a?ﬂ (rllol

Dabei ist F*¥ w0/oui € ©(A2TM) und Fvéfd i € End(V/S). Mit einem &hnlichen Argument

wie im Beweis von Proposition und Bemerkung - . folgt dass die Zusammen-
hangsform des Biindels und damlt auch der Stérkern O(||z]|?) = O(r||v]|*) nur Terme
in A*TM ® End(V/S) mit k € {0,2} enthlt.

Wir reskalieren den Isomorphismus ¢ zu

or(a) = rnTikgo(a) fiir alle aw € AFTM .

Insbesondere bleibt der Anteil vom Grad n, der nach Bemerkung fiir die Superspur
verantwortlich ist, unverédndert. Auflerdem gilt jetzt

e(e:) o pr(a) = or ((\} A —\/hei)a> .

Aus dem obigen Ausdruck wird jetzt

1 0 1 '
VY = (s R, o esen)ed nek A+O(FLE [of))
7.k

vt Y ov

= (e M ) orsma s i)

aufgrund der Blocksymmetrie des Riemannschen Kriimmungstensors R auf Satz
und der Glattheit von R.
(3) Analog folgt

,Z clei)e(ey) A1 = FV/S+O(TO) _ 1FV/S\y+O(1 N Hvll) '
’ T
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(4) Nach Satz stimmen (exp;, g), und g, auf T, M bis auf O(||v]|?) iiberein, also weicht die kon-

stante Basis % auf T\, M nur um O(H’UH2) von einer orthonormalen Basis ab. Insbesondere
gilt

n
Aexp; v - — Z (Vva VV - Vg 3)
d/0v; Dot

i=1 vt vt
n

= 0? 0
2 [E—
2 Ol g + D2 Ol 05

J,k=1 j=1

Wir benutzen die Bochner-Lichnerowicz- Weitzenbock-Formel aus Satz und erhalten

n 2
D= (30 (2 SR+ PV, O+ 1))
=1

r

=H

(5) Fiir den Wirmeleitungsoperator folgt wegen der Lokalitét aus Satz dass e D% —
e~ fiir r — 0. Es bezeichne (v, w) den Wirmeleitungskern zum Operator H. Dann gilt

lim Str(th(ya y)) = StI‘(T‘t(O, 0)) )
r—0
wobei der Storkern Ableitungsoperatoren bis zur Ordnung 2 enthalten kann.

Im folgenden bezeichne w: T'M — M das Tangentialbiindel von M, ¢y : expy V' — V,, die Trivia-
lisierung des zuriickgeholten Biindels expy V' — T, M durch Parallelverschiebung entlang radialer
Geodétischer und ¢, : A*TM ® End(V/S) — C/TM,g) ® End(V/S) = EndV den reskalierten
Isomorphismus aus Bemerkung .

5.34. DEFINITION. Es sei (V,¢", VY, ¢) ein Dirac-Biindel iiber (M, g). Die Abbildung o,, die
einer Familie p: (0,00) — I'(VR V™) von Integralkernen eine Familie von Schnitten (o,p): (0, 00) —
[(r*(A*TM ® End(V/S)) — TM) mit

(0:0)e(v,y) = @; " 0ty 0 pre(exp, (Vrv),y) € A*T,M ® End(V/S),
fiir alle v € T,y M zuordnet, heifit Getzler-Reskalierung um den Faktor r > 0.

5.35. BEMERKUNG. Wir haben uns in Bemerkung iiberlegt, dass im Grenzwert r — (
die Schnitte (o,p) gegen den Wirmeleitungskern eines Operators H auf T, M konvergieren, der nur
vom Kriimmungstensor R|, € AT, M ®so(T,M) und der Twistkriimmung F"/5|, € A2TM @u(V,))
abhéngt. Wir ersetzen diese durch eine schiefsymmetrische Matrix A € so(n) und eine schiefthermi-
tesche Matrix B € u(rk V') und betrachten den Getzler-Operator

H——Zn: 0 +}<A i) 2+B
N ot g\ h e

i=1

auf Abbildungen von R" 2 T, M nach C™V =V, Ausmultiplizieren ergibt

" /92 1 1 9 1

H=— e *Ai i —(A i)~ fA,iQ B
;<6x%+4w+2< x’€>6a:i+16< :Ue>)+
1= -0

1 1 )
— A -Vaip——|A B
QVA’R 16” R|"+ B,
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wobei R, = x wieder das Radialfeld und V den trivialen Zusammenhang bezeichne. Dieser Operator
zerfillt in drei paarweise kommutierende Summanden

1 9 1
A— G AR, §VAR und B.
Wir rechnen insbesondere nach, dass
0? 1 0
A-gmpwuy VAR]"E;[a@ g (A e, <Aaeﬁamj
9? 1
= — A i e | —
;< € i) <8w18:c3 16>

wegen der Schiefsymmetrie von A und des Satzes von Schwarz. Alternativ schreiben wir —%V AR als
Ableitung der Familie von Drehungen = — e~ 547, die offensichtlich mit A — % |AR||? kommutiert.
Der Operator A — % |AR||* &hnelt bis auf das Vorzeichen einem harmonischen Oszillator der

Form A + & |AR||?. Fiir eine ,echte* Matrix A verhilt sich unser Modelloperator analytisch
schlecht, wihrend der harmonische Oszillator einen Warmeleitungskern fiir alle ¢ € (0, 00) besitzt.
Da wir am Ende aber Matrizen mit nilpotenten Koeffizienten in AQTyM betrachten, spielt das
Vorzeichen fiir uns keine Rolle.

5.36. PROPOSITION (Mehlers Formel). Der Getzler-Operator
HeA— L AR — vin + B
~ T 16 g AR
auf C*® (]R”, (Crkv) hat fiir kleine t > 0 und z, y € R™ den Wirmeleitungskern

det(47rt Sin?X/f;/Q))Qe—L« >% ) — 2z »ﬁ “Ey)+ (, m@) ~tB

[

BEWwEIS. Wir schreiben A beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis des R™ wie in Bemer-
kung und zerlegen A als direkte Summe von 2x2-Matrizen A;. Dann kommutieren die
Operator A; — % A; und %V AR paarweise, und wir kénnen die Warmeleitungskerne einzeln berech-

nen. SchlieBlich zerfillt der harmonische Oszillator zur Matrix A; = (2 78) in zwel eindimensionale
harmonische Oszillatoren —88—;2 — %.

Wir betrachten daher zunéchst den eindimenisonalen Modelloperator _W + a%2?. Er ist qua-
dratisch in Ableitungen und Ortsvariablen und selbstadjungiert. Als Ansatz versuchen wir es mit
einer zeitabhingigen Gauflschen Glockenkurve und setzen

pia,y) = ef (2" +29(O)zy + f(O)y* + h(t)

Es folgt
O i) = (F10) +97) + 29 (g + K (D) )
Lou(a.y) = 20+ 9(0)9) i)

2
und %W,y) = (4(f Oz +9(t)y)* +2f(1)) pe(,y) -
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Koeffizientenvergleich liefert die gewohnlichen Differentialgleichungen
£ = 4£()? - a? = 49(t)?
¢() = 4f (t)g(t
und B (t) = 2f(t) .

Losungen werden gegeben durch

f(t) = _g coth(2at + ) mit f'(t) = a* — a® coth(2at + c¢)?
a . coth(2at + ¢)
)= ————«—— t "ty =¢q2. 22227 T 7
9(t) 2sinh(2at + c) o gt)=a sinh(2at +¢) ’

1
und h(t) = —= - log(sinh(2at +¢) - d mit h'(t) = —acoth(2at + c) .
2

Im Grenzwert t — 0 soll sich py(x,y) wie der Euklidische Wirmeleitungskern verhalten. Daraus
folgt ¢ = 0, und wegen sinh(2at) ~ 2at fiir kleine ¢ auch d = 2X. Somit
1
2 - 2 2y _ __2zy
pe(z,y) = (W . sinh(2at)> e 3 (coth(2at)(a® +4%) Slnh(2at)) .

a

Man beachte, dass diese Formel fiir a = 0 wieder den Euklidischen Warmeleitungskern liefert.
Da — ||AR|]* = (R, A%R), diirfen wir in der obigen Formel a durch % ersetzen. Mit der Multi-

plikativitdt der Determinante erhalten wir

. _1
det<4ﬂsm?g/f‘;/2)> Qe—i« ’tanﬁ?tj/Q ) — <amff‘fjmy>+<y7%y>)

als formalen Wirmeleitungskern fiir den Operator A — & |AR||?. Man beachte, dass im Nenner
stets sinh(tA/2) auftaucht. Da schiefsymmetrische Matrizen imaginire Eigenwerte haben und sich
der hyperbolische Sinus sinh(itA/2) wie der echte Sinus isin(tA/2) verhélt, existiert dieser Integral-
kern nur fiir kleine t>0. "

Der Operator e~ 2 V4R entspricht einer Drehung um e~ 2 € SO(n). Fiir den gesamten Getzler-
Operator H erhalten wir also den Wéarmeleitungskern

1
sinh(tA/2)\ 2
det <47Tt m/2>

1 tA/2 tA/2 —i4 tA/2

e‘@(@m ) — 2<$7m‘6 2y>+<y,my>).€_t3‘ ]

BEWEIS DES ATIYAH-SINGER-INDEXSATZES [5.20 Wie bereits gesagt, schreiben wir mit der
McKean-Singer-Formel aus Lemma und Proposition und Definition den Index von D+
als Integral iiber die punktweise Superspur des Warmeleitungskerns, also

ind D" = str(e_tD2) = / stry (pe(x, x)) dvolgx
M

fiir ein beliebiges ¢ > 0. Da dieses Integral nicht von ¢ abhéingt, diirfen wir mit Bemerkung
Getzler-Reskalierung anwenden. Dabei wird aus der Superspur stry auf End V' nach Bemerkung
die Spur des Formenanteils vom Grad n = dim M mit Vorfaktor (—i)2w"/, also

ind Dt = /M try ((—i)%wv/s(grp)t(x, m))

mit ¢ > 0, r > 0 beliebig. Da w"/% € T'(o(TM) ® End V/S), wihlt Integration der Spur den Anteil
von maximalem Grad in Q"(M;o(TM)) aus.
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Wir belassen ¢ endlich und betrachten den Grenzwert fiir r — 0. Nach Bemerkung
konvergiert der reskalierte Operator 7D? gegen den Getzler-Operator H. Da die asymptotische
Entwicklung des Wirmeleitungskerns nach dem Satz [5.31] von Minakshisundaram-Pleijel und Pro-
position stetig von der lokalen Geometrie von (M, g) und dem verallgemeinerten Laplace-
Operator abhingt, folgt

ind DT = lim [ try ((—i)%wv/s(g,p)t(az, :U))
r—0 M

:/Mtrv<(—i)ng/sli_ff(l)(0r;p)t(xvx))

= /M try ((—i)%wwskt(oa 0)) )

wobei ky = k¢ den formalen Warmeleitungskern zum Getzler-Operator H, auf I'(expi V — T, M)
bezeichne. Wir setzen Mehlers Formel aus Proposition [5.36] ein und erhalten

1
i -3
indD+:/ try wY/5 det 4mtw e—tFV/S
M tR/2

inh(tR/2)\
:/M det <47T’it81nt}(%/R2/)> try <wV/SetFV/5> ’

unabhéngig von ¢ > 0. Da der Integrand ein Polynom in ¢ ist, diirfen wir fiir ¢ eine beliebige Zahl
einsetzen, etwa t = ﬁ, und erhalten

1
471 2 n v/S
indD+:/ det M try 2*5wv/se*F2m'
M sinh(R/4mi)

_ / ATM, V™) ch(V/8, 7Y, w") . 0
M

N|=

5.5. Zwei Anwendungen

Stellvertretend fiir viele mehr oder weniger trickreiche Anwendungen des Atiyah-Singer-Index-
satzes geben wir ein topologisches und ein geometrisches Resultat.

5.37. SATz (Rokhlin). Es sei M eine vierdimensionale geschlossene Spin-Mannigfaltigkeit.
Dann gilt

sign(M) € 16Z .

Beispielsweise gilt dim H2,(CP?) = 1, somit sign(M) = +1, je nach Orientierung. In der Tat
ist CP™ genau dann spin, wenn n ungerade ist, so dass der Satz von Rokhlin stimmt. Ein anderes
Beispiel sind K3-Flichen M mit dim H3,(M) = 22 und sign(M) = (3 — 19) = —16. K3-Flichen
sind spin.

BEWEIS. Es sei D ein ungetwisteter Dirac-Operator wie in Bemerkung (da die Spinstruk-
tur nicht eindeutig ist, kénnte es mehrere geben). Nach Definition ist ind(D™) immer eine ganze
Zahl. Fiir n = 4 triagt das Spinorbiindel XM eine sogenannte quaternionische Struktur, so dass
es eine parallele skalare Multiplikation mit Quaternionen auf XM gibt, die mit DT kommutiert.
Da dim¢ H = 2 und H auch auf ker D" und ker D~ = coker D wirkt, haben beide gerade komplexe
Dimension, und es folgt

ind DT € 27 .
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Nach Bemerkung gilt

; 1
ATM) =1- g p(TM)+:--,

nach dem Atiyah-Singer-Indexsatz [5.20] also

ind D" = A(TM)[M] = —i p1(TM)[M] € 27,

somit
p1(TM)[M] € 487 .

Analog zu Bemerkung rechnet man nach, dass
1
L(TM) = 1+§p1(TM)+--- ;
somit gilt nach dem Signatursatz von Hirzebruch

sign(M) = L(TM)[M] = é p(TM)M] € 16Z.. O
Die Ganzzahligkeit gewisser Indizes spielt in vielen weiteren Anwendungen eine Rolle. Selbst
fiir ungerade-dimensionale Mannigfaltigkeiten, fiir die unsere Indizes gar nicht definiert sind, erhélt
man mit diesem Trick und Kobordismus-Theorie Invarianten in Q/Z, wie zum Beispiel Eells-Kuiper
und Kreck-Stolz-Invarianten.
Unsere zweite Anwendung gibt Auskunft iiber die Skalarkriimmung einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit. Mit geometrischen Mitteln ist die Skalarkriimmung sehr schwer zu fassen; alle geome-
trischen Sétze in Kapitel [2| handelten von Schnitt- oder Ricci-Kriimmung.

5.38. SATZ (Lichnerowicz). Es sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Spin-Mannig-
faltigkeit der Dimension n = 4m mit A(TM)[M] # 0. Dann impliziert scal > 0 auf ganz M,
dass scal = 0. Insbesondere trigt M keine Metrik mit positiver Skalarkriimmung.

BEWEIS. Es sei wieder DT ein ungetwisteter Dirac-Operator. Da
ker DT —ker D~ =ind Dt = A(TM)[M] # 0,

folgt ker D # {0}, also existiert ein Spinor ¢ € I'(XM)\{0} mit Dy = 0. Wir setzen ¢ in die
Bochner-Lichnerowicz- Weitzenbock-Formel aus Satz [£.44] ein und erhalten
scal

0= /M@p, D*y)dvol, = /Mw, AZMy 4 o ) dvol,,

1
= [ (190l + 5 1) dvo,

nach Ubung 4.b) von Blatt 7. Wenn wir scal > 0 annehmen, ist der Integrand nicht-negativ, also fast

iiberall 0. Aus HVEM 1/1H2 = 0 folgt Parallelitéit von 9. Da M zusammenhéngend ist, verschwindet
also nirgends auf M. Aber dann folgt aus scal - [|1)||* = 0 bereits scal = 0 auf ganz M. O

5.39. BEMERKUNG. Der Trick, das Auftreten von %al in einer Formel fir D? fiir den Beweis
auszunutzen, ldsst den obigen Satz nach einer nichtssagenden Zufalls-Erkenntnis aussehen. Umso
erstaunlicher ist folgendes Resultat von Gromov und Lawson:

Sei M geschlossen und einfach zusammenhdngend mit dim M > 5. Genau dann, wenn M nicht
spin ist, oder wenn M spin ist mit (M) = 0, trigt M eine Metrik mit positiver Skalarkrimmung.

Hierbei bezeichnet o(M) das sogenannte a-Geschlecht. Es gilt a(M) = A(TM)[M] € Z,
falls n = dim M € 4Z, a(M) € Z/2Z fiir n = 1,2 mod 8 und «(M) = 0 fiir n = 3,5,6 oder 7 mod

8. In Dimension 4m ist der Satz[5.38also das einzige Hindernis gegen positive Skalarkriimmung auf
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einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten. Und im Falle n = 1 oder 2 mod 8 benutzen wir
die K O-theoretische Formulierung des Indexsatzes, um einen Spinor ¢ % 0 mit Dy = 0 zu finden
und fahren dann fort wie im obigen Beweis.

Somit ist Satz[5.38| ein unerwartet gutes Ergebnis. Fiir gewisse , einfache* Fundamentalgruppen
liefern dhnliche Methoden wie bei Gromov-Lawson, dass Indizes geeigneter Dirac-Operatoren das
einzige Hindernis gegen scal > 0 sind. Fiir kompliziertere Fundamentalgruppen reicht Indextheoreie
nicht mehr aus. Hier ist die Frage nach der Existenz von Metriken mit scal > 0 im allgemeinen
noch offen.
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