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INTRODUCTION

0.1 RESUME

Les géométries de Zariski ont été introduites par E. Hrushovski et B. Zil’ber comme modeles
abstraits de courbes algébriques pour disposer d’une classe de structures qui satisfasse a la
trichotomie de Zil’ber. Dans ma these, je définis une généralisation de ces géométries de
Zariski aux dimensions finies quelconques et j’en entreprends une étude systématique.

Une géométrie de Zariski est donnée par une famille de topologies noethériennes telle que
la dimension topologique vérifie certaines propriétés de la dimension en géométrie algébrique
(chapitre 1). De plus, on exige que les propriétés importantes passent aux extensions élé-
mentaires. Les géométries de Zariski sont alors des structures Ng-stables ou les propriétés
topologiques et modele-théoriques sont fortement liées (chapitre 2).

A part les structures triviales et linéaires, la classe d’exemples la plus importante est
formée des variétés algébriques sur un corps algébriquement clos (chapitre 4).

Une description structurelle des géométries de Zariski demande une connaissance profonde
des structures qui y sont interprétables. Le comportement des topologies sur les ensembles
d’imaginaires s’avere étre assez complexe. Cette analyse mene a une définition de variété
au-dessus d’une géométrie de Zariski et a la notion appropriée de morphisme. Les types de
variétés les plus importantes, les variétés lisses et les variétés completes, sont étudiés a part
(chapitre 3).

Comme application des techniques développées jusqu’ici, je démontre un théoreme de
structure pour les groupes de Zariski (qui sont définis au-dessus des géométries de Zariski
comme les groupes algébrique le sont au-dessus d’un corps). Je montre qu’il n’existe pas
de mauvais groupe de Zariski lisse. Moyennant un théoreme de Zil’ber, ceci implique que
tout groupe de Zariski simple et lisse interprete un corps algébriquement clos. Ce théoreme
prouve la moitié de la conjecture de Cherlin pour les groupes de Zariski lisses et fournit

presque une caractérisation abstraite des groupes algébriques simples.
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0.2 ZUSAMMENFASSUNG

Zariski—-Geometrien wurden von E. Hrushovski und B. Zil’ber eingefiihrt als abstrakte Mo-
delle algebraischer Kurven, um tber eine Klasse von Strukturen zu verfiigen, in denen die
Zil’bersche Trichotomie gilt. In meiner Doktorarbeit definiere ich eine beliebig endlich—
dimensionale Verallgemeinerung jener Zariski-Geometrien und beginne eine systematische
Untersuchung dieser Strukturen.

Eine Zariski-Geometrie ist eine durch mehrere noethersche Topologien bestimmte Struk-
tur, in denen der topologische Dimensionsbegriff Axiomen gentigt, welche Figenschaften
der Dimension in algebraischen Mannigfaltigkeiten sind (Kapitel 1). Auflerdem wird gefor-
dert, dafl die wichtigsten Eigenschaften unter elementaren Erweiterungen erhalten bleiben.
Zariski—-Geometrien sind dann Rg-stabile Strukturen, in denen die topologischen Eigenschaf-
ten eng mit den modelltheoretischen verwoben sind (Kapitel 2).

Neben trivialen und linearen Strukturen bilden algebraische Mannigfaltigkeiten tiber al-
gebraisch abgeschlossenen Kérpern die wichtigste Beispielklasse (Kapitel 4).

Eine strukturelle Beschreibung der Zariski-Geometrien verlangt eine genaue Kenntnis der
darin interpretierbaren Strukturen. Das Verhalten der Topologien auf definierbaren Mengen
imaginarer Elemente erweist sich als sehr komplex. Aus diesen Untersuchungen ergibt sich
eine Definition von Mannigfaltigkeiten tiber Zariski-Geometrien und der zugehorigen Mor-
phismen. Als wichtige Typen werden glatte und vollstandige Mannigfaltigkeiten definiert
und gesondert betrachtet (Kapitel 3).

Als Anwendung der bislang entwickelten Techniken beweise ich einen Struktursatz fur
Zariski-Gruppen. Dabei sind Zariski-Gruppen in gleicher Weise tiber Zariski-Geometrien
definiert wie algebraische Gruppen tiber Korpern. Ich zeige, dafl keine sogenannten schlech-
ten glatten Zariski—-Gruppen existieren. Mit Hilfe eines Satzes von Zil’ber besagt dies, dafl
jede einfache glatte Zariski—-Gruppe einen algebraisch abgeschlossenen Korper interpretiert.
Damit ist Cherlins Vermutung fir glatte Zariski-Gruppen zur Hélfte bewiesen, und fast eine
abstrakte Charakterisierung einfacher algebraischer Gruppen tber algebraisch abgeschlos-

senen Korpern gewonnen.
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0.3 ABSTRACT

Zariski geometries were introduced by E. Hrushovski and B. Zil’ber as abstract models of
algebraic curves to get a class of structures where the Zil’ber trichotomy holds. In my thesis,
I define a higher dimensional generalization of the notion of Zariski geometry and I start
the systematic study of these structures.

A Zariski geometry is given by a family of Noetherian topologies such that the topological
dimension shares several properties of the concept of dimension in algebraic geometry (chap-
ter 1), and such that the essential properties are preserved under elementary extensions. It
follows that Zariski geometries are special Ng-stable structures where topological and model
theoretical properties are closely linked (chapter 2).

Besides trivial and linear structures, algebraic varieties over algebraically closed fields
form the most important class of examples (chapter 4).

A structural description of Zariski geometries requires a deep knowledge of the interpre-
table structures. Chapter 3 of this thesis shows that the topological behaviour of imaginary
sets is quite complex. This analysis leads to the definition of a variety over a Zariski geo-
metry and to the appropriate notion of morphisms. Special important types of varieties are
smooth and complete varieties. They are defined and studied separately.

As an application of the techniques developed so far, I prove a structure theorem for
Zariski groups (defined over Zariski geometries as algebraic groups over fields), namely that
there are no bad smooth Zariski groups. Combinig this result with a theorem of Zil’ber, one
concludes that every simple smooth Zariski group interprets an algebraically closed field.
This proves one half of Cherlin’s conjecture for smooth Zariski groups and almost provides

an abstract characterization of simple algebraic groups over algebraically closed fields.
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0.4 INTRODUCTION

UN PEU D’HISTOIRE ...

L’objectif de la théorie de la stabilité (ou de la théorie des modeles en général) est la
classification et la description des modeles d’une théorie élémentaire (que 'on supposera
complete du premier ordre). Généralement on considere le théoreme de Morley sur les théo-
ries k-catégoriques comme la naissance de la théorie de la stabilité ([Mo], 1965). Dans un
premier temps, elle poursuivit la voie indiquée par ce théoreme; on introduisit différentes
notions de « stabilité » d’une théorie, et selon la position d’une théorie par rapport a ces
notions, on arriva a attribuer des invariants aux modeles d’une théorie et a les compter ainsi.
Ce programme culmine dans le « théoreme de structure—non-structure » de Shelah ([She],
1970-90).

Puis les logiciens appliquerent les nouvelles notions et techniques a des « théories concretes »
et ils obtinrent des descriptions explicites des modeles dans certains cas. A citer le théoreme
de Macintyre sur les corps Rg-stables ([M2], 1971) et la description des groupes (fortement)
minimaux par Reineke ([R], 1975). Cherlin attaqua alors le cas plus général des groupes
Ng-stables de petit rang de Morley. Suite a ses travaux, il établit la conjecture suivante, dite
« de Cherlin » ([Chl1], 1979):

Tout groupe Ng-stable simple est un groupe algébrique sur un corps algébrique-
ment clos (interprétable dans le groupe).
Elle est rendue plausible par le fait que beaucoup de propriétés des groupes algébriques se
généralisent au cas des groupes Ng-stables de rang fini; p.ex. la définissabilité et ’additivité
du rang (= la dimension), I'existence d’une composante connexe [M1], la définissabilité de
certains sous-groupes (venant du théoreme des indécomposables de Zil’ber [72]).

Moyennant un théoreme de Zil’ber [Z3] qui permet d’interpréter un corps algébrique-
ment clos dans tout groupe Ny-stable de rang fini, connexe, résoluble et non nilpotent, la
conjecture de Cherlin se décompose naturellement en deux parties: prouver I'inexistence
des « mauvais groupes » ou tout sous-groupe définissable connexe et résoluble est nilpotent ;
puis montrer que le groupe est algébrique sur le corps qu’il interprete. Ces deux questions
sont encore ouvertes.

En méme temps, Zil’ber, qui venait de démontrer qu’une théorie totalement catégorique
n’est pas finiment axiomatisable, commenca a étudier les théories N;-catégoriques en géné-
ral. Elles sont largement déterminées par leurs parties fortement minimales dont chacune

donne lieu a une géométrie combinatoire en considérant 'opération de cloture algébrique.

10



INTRODUCTION

Zil’ber montra que 1’on peut distinguer trois types de théories Nj-catégoriques suivant
les géométries combinatoires que 'on y trouve: elles sont ou bien toutes triviales (et aucun
groupe infini n’est interprétable dans la structure), ou bien elles sont toutes localement
modulaires non triviales (et on peut interpréter des groupes infinis, mais pas de corps infini),
ou bien toutes les géométries sont non localement modulaires. Zil’ber conjectura alors que
dans le troisieme cas, un corps infini (donc algébriquement clos) était interprétable dans la
structure, et que la structure venait essentiellement de ce corps ([Z1], 1983). Cette conjecture
rejoint celle de Cherlin vu qu’un groupe Ng-saturé simple est une structure N;-catégorique
non localement modulaire. !

L’essentiel de cette « conjecture de Zil’ber » est donné par la version suivante qui porte

uniquement sur les structures fortement minimales :

Une structure fortement minimale non localement modulaire est bi-interprétable

avec un corps algébriquement clos.

De nouveau, la conjecture comporte deux parties: trouver un corps a l'intérieur de la struc-
ture fortement minimale ; puis re-interpréter la structure dans le corps.

Contrairement au cas des groupes, les deux parties ont été réfutées par Hrushovski vers la
fin des années 80. Dans [Hr2] il construit une structure fortement minimale non localement
modulaire qui n’interprete méme pas de groupe infini; puis dans [Hr1] il donne un exemple
d’une structure fortement minimale qui interprete deux corps algébriquement clos de carac-
téristiques différentes — la structure n’est donc certainement pas interprétable dans un des

deux corps.

LES GEOMETRIES DE ZARISKI

Puis Hrushovski et Zil’ber chercherent des conditions supplémentaires pour qu’une structure
fortement minimale non localement modulaire soit bi-interprétable avec un corps infini (donc
algébriquement clos). Si c’est le cas, alors la structure est a peu de choses pres une variété
sur ce corps, en particulier il existe une topologie sur la structure, a savoir la topologie de
Zariski.

L’idée d’ajouter ces topologies, c.-a-d. de distinguer parmi les ensembles définissables cer-
tains que 'on appelle « fermés », s’est avérée fructueuse. Dans [HZ2] et [HZ1], Hrushovski et
Zil’ber définissent des structures fortement minimales particulieres qu’ils ont appelées des
« géométries de Zariski », et ils arrivent a démontrer qu'une géométrie de Zariski non loca-

lement modulaire interprete un corps algébriquement clos. En outre, la géométrie de Zariski

1. Alors que la conjecture de Cherlin est toujours ouverte, Baudisch a récemment construit un groupe

N -catégorique nilpotent non localement modulaire qui n’interpréte pas de corps infini ([Bau], 1995).

11
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est bi-interprétable avec ce corps si et seulement si une certaine condition géométrique est
satisfaite, a savoir que la géométrie est « tres ample » (voir [HZ2]).

Intuitivement, les géométries de Zariski axiomatisent les topologies de Zariski des courbes
algébriques ; elles caractérisent abstraitement une classe de courbes algébriques contenant
toutes les courbes sans singularités. Techniquement, une géométrie de Zariski est la donnée
d’une structure fortement minimale Z et d’une topologie noethérienne sur chaque Z" telles
que trois conditions soient vérifiées :

e les parties définissables sont exactement les combinaisons booléennes de fermés ;
e les topologies sont « compatibles » entre elles (cf. 1.12);
o les fermés satisfont a une certaine condition sur la dimension des intersections.

Les géométries de Zariski n’ont pas seulement fait avancer la classification des struc-
tures fortement minimales; Hrushovski les a remarquablement utilisées dans sa preuve de
la conjecture de Mordell-Lang [Hr3]. Ce sont deux raisons suffisantes pour s’intéresser de
plus pres a ces structures. Malgré la force de la théorie de Hrushovski—Zil’ber, plusieurs

problemes restent ouverts, et plusieurs questions nouvelles se posent, p.ex.:

e Peut-on étendre la définition des géométries de Zariski pour obtenir une caractérisation
de toutes les courbes algébriques?

o Peut-on généraliser la définition des géométries de Zariski a la dimension supérieure?

De plus, on pourrait espérer qu'une étude détaillée des géométries de Zariski permette de
simplifier la preuve du théoreme de Hrushovski et Zil’ber ou d’en donner une démonstration
plus transparente.

D’autre part, il serait intéressant de mieux comprendre I'importance des topologies que
I’on ajoute aux structures. Beaucoup d’exemples de structures fortement minimales portent
naturellement des topologies. Peut-on les caractériser? Quelle est la propriété essentielle qui
fait marcher la preuve de Hrushovski-Zil’ber?

Une troisieme direction de recherche est donnée par le parallele entre les conjectures de
Cherlin et de Zil’ber. Peut-on appliquer les techniques des géométries de Zariski avec le

meéme succes au cas des groupes de rang fini?

DESCRIPTION DE LA THESE

Dans mon travail, je suis parti des différentes définitions de « structures de Zariski » (a
savoir les « Zariski geometries » et les « Zariski-type structures » respectivement de [HZ1]
et de [Z4]). Le premier but était de trouver une bonne définition de géométries de Zariski de
dimension supérieure, généralisant a la fois les « Zariski geometries » et les « Zariski-type

structures » tout en gardant leurs propriétés essentielles.
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Puis une grande partie de mon travail est consacrée a ’analyse des notions topologiques
introduites dans le contexte de la théorie des modeles. Cela m’a naturellement conduit au
probleme difficile d’examiner la structure topologique sur les ensembles imaginaires pour
dégager une bonne notion de « variété ».

Ensuite, comme illustration de I'utilité de ce travail, les notions et techniques développées
sont appliquées aux groupes. Comme résultat principal je démontre qu'un groupe de Zariski

simple et lisse interprete un corps algébriquement clos.
Plus en détail, le plan de la these est comme suit :

Le CHAPITRE 1 contient une premiere approche des géométries de Zariski. Une premiere
section sert a introduire le vocabulaire topologique et les propriétés fondamentales des es-
paces topologiques noethériens. La deuxieme section donne une définition de « prégéométries
de Zariski » (définition 1.18). Cette définition rassemble le minimum d’axiomes de carac-
tere topologico—combinatoire satisfaits par les topologies de Zariski des variétés algébriques
permettant de parler de « structure de Zariski ».

Dans le premier chapitre on ne considere qu’une seule structure, il ne contient donc pas
de théorie des modeles. En revanche, les propriétés qui vont jouer un réle important dans
la suite sont déja analysées dans cette seule structure. En section 1.3, ce sont des propriétés
de « richesse » des topologies, qui permettront de comparer la dimension topologique avec
le rang de Morley d’une part, et qui, d’autre part, donneront aussi des informations sur
la complexité de la géométrie, car aucune condition de non-trivialité ou de non-modularité
n’est imposée dans la définition d’une prégéométrie. Finalement, la section 1.4 traite la
définissabilité et I'additivité de la dimension, propriétés importantes pour la définition des

géométries de Zariski.

Le CHAPITRE 2 étudie la théorie des modeles des prégéométries de Zariski. La premiere
section introduit les langages appropriés pour les prégéométries de Zariski (définition 2.1)
et examine les propriétés des prégéométries de Zariski qui passent aux extensions élémen-
taires. On peut caractériser les prégéométries de Zariski élémentaires (celles dont toutes les
extensions élémentaires sont naturellement des prégéométries de Zariski) par une condition
de chaine (théoreme 2.13).

Les prégéométries de Zariski élémentaires sont des structures Rg-stables (théoreme 2.16).
Le reste du chapitre 2 relie des notions topologiques et des notions de stabilité. Certaines
propriétés topologiques se traduisent dans le langage de la théorie des modeles et vice versa.
Le lien le plus important est donné par le théoreme 2.27, qui démontre que la trace des

topologies d’un grand modele sur un petit modele donne exactement les topologies de celui-

13
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ci, ce qui généralise un résultat bien connu en géométrie algébrique.

La derniere section 2.4 reprend la définissabilité et I’additivité de la dimension, propriétés
importantes en géométrie algébrique aussi bien que dans les structures fortement minimales
(en particulier dans les « Zariski geometries »). C’est aussi un des axiomes dans la caracté-
risation des groupes de rang fini comme groupes de Borovik [P2]. Contrairement a ces cas,
la définissabilité de la dimension n’est pas automatique dans les structures Ng-stables quel-
conques ; il faut donc I'ajouter a la définition des géométries de Zariski (définition 2.39) qui
ne sont autres que des prégéométries de Zariski élémentaires ou la dimension est définissable
et égale au rang de Morley. En revanche, I'additivité de la dimension se déduit des autres

axiomes (théoreme 2.41).

Le CHAPITRE 3 examine le comportement des topologies sur les éléments imaginaires, avec
I’objectif de trouver une bonne notion de « variété », i.e. des ensembles imaginaires qui
partagent les propriétés topologiques importantes avec la géométrie de Zariski de départ.

Un ensemble imaginaire muni d’une structure topologique qui vient naturellement de
la géométrie de Zariski de base est appelée une « prévariété ». Malheureusement, il y a en
général plusieurs possibilités de munir un ensemble imaginaire d’une structure de prévariété.
Alors que ce phénomene n’a pas d’influence sur la définition des morphismes (définition 3.4),
I’existence du produit n’est assurée que pour les « prévariétés admissibles » (théoreme 3.10).

La section suivante (3.2) examine le passage des propriétés des géométries de Zariski aux
prévariétés. La condition d’admissibilité est de nouveau utile pour résoudre le premier pro-
bleme important : celui de I’élimination des quanteurs (théoreme 3.29). L’additivité de la
dimension nécessite I'introduction d’une condition supplémentaire, mais finalement on ob-
tient une classe de prévariétés, appelées « variétés », qui se comportent bien (définition 3.36,
théoremes 3.38 et 3.39).

La section 3.3 met en évidence les propriétés des morphismes. Puis les sections 3.4 et 3.5
sont consacrées a deux types de variétés particulieres: les variétés completes et les variétés
lisses. Les premieres jouent un role important en géométrie algébrique (surtout dans la
théorie des groupes algébriques), et aussi dans I’approche de Zil’ber des structures de Zariski
[Z4], tandis que la lissité est essentielle dans les approches de [HZ1] et [Z4] aussi bien que
dans ’étude des groupes de Zariski dans cette these. Finalement, la derniere section 3.6
expose le comportement des variétés et des morphismes quant au passage aux extensions

élémentaires.

CHAPITRE 4 : Les premiers trois chapitres n’ont pas été accompagnés d’exemples, ils sont
tous rassemblés dans ce chapitre 4. Evidemment, il n’y a que les exemples standard —

une bonne partie des conjectures en question dit précisément qu’il n’y en a pas d’autres.
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La deuxieme section donne des exemples de structures qui sont presque des géométries de
Zariski, c.-a-d. qui vérifient tous les axiomes sauf un; ceci pour souligner la nécessité des
axiomes. Puis, la derniere section de ce chapitre indique plusieurs constructions générales
qui permettent de construire de nouvelles géométries de Zariski a partir d’une ou plusieurs
géométries de Zariski données. Faute de place, elle ne contient que quelques constructions

plutot simples.

Enfin, le CHAPITRE 5 donne une application de tout ce qui a été développé jusqu’ici au
cas des groupes. Comme les géométries de Zariski sont une version abstraite des variétés
algébriques, les « groupes de Zariski » forment une version abstraite des groupes algébriques.
Ceux-ci peuvent étre définis de deux facons différentes. Soit on voit les groupes algébriques
comme des variétés algébriques munies de deux morphismes, multiplication et passage a
I'inverse d’une loi de groupe, et alors on définit en analogie les « groupes de Zariski » en
remplacant « variété algébrique » par « géométrie de Zariski ». Soit on les voit comme des
groupes interprétables dans un corps algébriquement clos, et on peut considérer les groupes
interprétables dans une géométrie de Zariski. Si I'on suppose que l'interprétation n’est pas
quelconque, mais qu’elle donne une variété, alors on se trouve dans le cas des « variétés de
groupes » qui sont également traitées.

La premiere section reprend quelques propriétés fondamentales des groupes algébriques.
Quelques-unes de ces propriétés ont été généralisées auparavant au cas des groupes Ng-
stables de rang fini. Ce n’est donc ni le résultat, ni la preuve (souvent celle de la géométrie
algébrique) qui présentent vraiment de l'intérét, mais le fait de distinguer les propriétés
entrainées par la seule structure topologique de celles qui nécessitent la structure algébrique.

La section 5.2 démontre que les sous-groupes définissables et les quotients par des sous-
groupes définissables donnent des variétés. La lissité, condition essentielle, passe sans pro-
bleme aux quotients; pour les sous-groupes, il faut une condition supplémentaire: la « ri-
chesse » (section 5.3).

Une description structurelle des groupes de Zariski commence avec la section 5.4. Je
démontre la généralisation de certains théoremes de la géométrie algébrique: tout groupe
de Zariski contient un unique sous-groupe définissable connexe maximal complet, qui est
central (théoreme 5.33); sous une condition de lissité, tout groupe de Zariski contient un
unique sous-groupe minimal parmi les sous-groupes normaux définissables paraboliques
(théoreme 5.41). En revanche, le théoreme de Borel affirmant que les sous-groupes défi-
nissables connexes résolubles maximaux sont exactement les sous-groupes paraboliques mi-
nimaux ne se démontre que dans le cas particulier d’un mauvais groupe (proposition 5.47).

Toutefois, cela suffit pour prouver qu’il n’existe pas de mauvais groupe de Zariski lisse. Au-
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trement dit, tout groupe de Zariski connexe, non nilpotent, lisse et riche interprete un corps

algébriquement clos (théoreme 5.48).

NOTATIONS

Une liste des notations se trouve a la fin de la these, pages 157 et 158. Les conventions les
plus importantes sont les suivantes :
e Tout symbole de pré-ordre ressemblant au symbole d’inclusion est utilisé dans deux
variantes :
- I'une avec barre, comme « C », incluant 1’égalité ;
- lautre sans barre, comme « C », désignant le pré-ordre strict associé.
o Les structures sont notées par des lettres gothiques M, N, WV, W, X, ), 3; leurs en-
sembles de bases par les lettres latines correspondantes M, N, V. W XY, Z .
e « Définissable » veut toujours dire « définissable avec parametres », sauf si le contraire
(p.ex. « }-définissable ») est spécifié.
o Le signe « B» marque le début et la fin des preuves; les démonstrations de faits ou de

lemmes a l'intérieur d’une preuve sont entourées des signes « O ».

(Cette these a été écrite en IATEX en utilisant french.sty (version 3.27) de Bernard Gaulle,
commutative diagrams (version 3.83) de Paul Taylor et fancyheadings.sty (version 1.0) de Piet

van Qostrum.)
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Chapitre 1 PREGEOMETRIES DE ZARISKI

1.1 ToPOLOGIES NOETHERIENNES

Cette premiere section est consacrée a l'introduction du vocabulaire topologique, qui est,
ou bien standard, ou bien librement copié sur la géométrie. Les résultats fondamentaux
concernant les espaces noethériens sont exposés; ils seront constamment utilisés dans la
suite sans mention particuliere.

Je ne connais pas de référence qui traite les espaces noethériens en détails — on trouve
beaucoup de propriétés dans les manuels de géométrie algébrique ou d’algebre commutative,
p.ex. [Ha] (chapitre 1, section 1) ou [Bbk] (chapitre 2, §4 n® 2). On y trouvera aussi la plupart
des preuves, qui sont d’ailleurs souvent faciles (bien que quelques fois un peu astucieuses).
Puisqu’elles apportent peu a la compréhension des géométries de Zariski, elles seront omises

icl.

Définition 1.1 Un espace topologique est noethérien ssi toute chaine de fermés strictement

descendante est finie.

Quelques propriétés des espaces noethériens:

e Un espace topologique est noethérien ssi toute partie est quasi-compacte (pour la to-
pologie induite).

e Un espace noethérien est Hausdorff (75 ) ssi il est fini et porte la topologie discrete.

e Une partie d’un espace noethérien (avec la topologie induite) est encore noethérien.

e Une image continue d’un espace noethérien est encore noethérien. (En particulier une

topologie quotient reste noethérienne).

Une partie d’un espace topologique sera toujours considérée avec la topologie induite. Ainsi,
si T est un espace topologique et X une partie de 7', une expression comme « une partie
U ouverte dans X » ou « U un ouvert de X » signifiera que U est ouvert pour la topologie

induite.
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IRREDUCTIBILITE

Définition 1.2 Une partie d’un espace topologique est irréductible si elle n’est pas réunion

de deuxr sous-ensembles propres relativement fermés.

Remarque: Pour des raisons pratiques, I’ensemble vide n’est pas considéré comme étant

irréductible.

Fait 1.3 (Décomposition en composantes irréductibles) Toute partie X d'un es-
pace noethérien est réunion de ses parties irréductibles maximales, appelées les composantes

irréductibles. Elles sont en nombre fini et relativement fermées dans X .

Notation:
e Si X estirréductible, j%écris Y CC X pour Y C X et ¥ C X (c-a-d. Y nlest pas

dense dans X ; dans un certain sens, Y est « petit » par rapport a X )

k
o X =X,U---UXy ou X = || X; signifie la décomposition de X en composantes

=0
irréductibles X; .

Faits 1.4 (Propriétés des irréductibles)
o X estirréductible

ssi toute partie ouverte non vide de X est dense dans X

ssi l'intersection de deux ouverts non vides de X n’est pas vide.

e X estirréductible ssi X est irréductible.

X=X;U---UX, ssi X=X;U---UX,.

o Si X = X, U -UXy, alors 'ensemble des composantes irréductibles de Y N X est

inclus dans le réunion des ensembles des composantes irréductibles des ¥ N X .

En particulier, un ensemble irréductible Y inclus dans X est inclus dans une compo-

sante irréductible de X .

e [’image continue d’un irréductible est irréductible.

Définition 1.5 Une propriété des éléments d’un ensemble irréductible est dite générique-
ment vraie (ou une propriété générique) si elle est vraie pour au moins une partie ouverte
non vide. Un €élément est dit générique (par rapport a cette propriété) si la propriété est

vérifiee dans un voisinage de cet élément.

Ainsi une conjonction finie de propriétés génériques reste-t-elle générique et, dans un lan-
gage approprié, toute famille de propriétés génériques pourra étre réalisée dans un espace

suffisamment saturé.
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DIMENSION

Fixons pour la suite un espace topologique noethérien T'. Tous les ensembles considérés

seront des parties de cet espace.

Définition 1.6 Un drapeau (de longueur o ) dans X est une chaine Xo CC --- CC X,
de parties irréductibles de X .

Une chaine Xy C --- C X, d’ensembles irréductibles est donc un drapeau ssi Xy C -+ C
X, . En particulier, tout drapeau dans X donne lieu & un drapeau de méme longueur formé

de fermés relatifs de X .

Définition 1.7 La dimension (topologique) d’un ensemble X est définie par la récurrence

suivante :
-dimX >0 ssi X #£0;
- dimX > a4+ 1 ssi i existe une partie Y CC X telle que dimY > o ;

- st 3 est un ordinal limite, alors dim X > 3 ssi dim X > «a pour tout a < 3.

Alors on pose dim X = sup{a| dim X > a} .

En fait , st dim X < w, alors dim X est le supremum des longueurs des drapeaux dans X .

Dans un espace noethérien, la dimension d’une partie quelconque est un ordinal bien
défini. La dimension d’un ensemble X calculée en T est la méme que celle calculée dans
la topologie induite sur X . Par définition, on pose dim()) = —cc .

On dit qu'un ensemble est de dimension pure £ si tous ses composantes irréductibles sont
de dimension k.

Si X C Y sont des ensembles irréductibles (de dimensions finies), la codimension de X
dans Y, notée codimy X , est le supremum de longueur de drapeaux dans Y partant de
X NY . Pour des ensembles X,Y quelconques, on pose codimyX := min{codimy, X; | X =
XY =LY, X: C Vi

Définition 1.8 Une hypersurface de T est un fermé irréductible H tel que dimH 4+ 1 =
dim T . L’ensemble des hypersurfaces de T est noté H(T) .

Attention, un fermé irréductible de codimension 1 n’est pas forcément une hypersurface!
Ceci se produit uniquement si tout drapeau se complete en un drapeau de longueur dim T .
En particulier c’est le cas en géométrie algébrique ou les topologies noethériennes sont

caténaires, ¢.e. tous les drapeaux maximaux ont la méme longueur.

Faits 1.9 (Propriétés de la dimension)

o dimX =0 ssi X est fini.
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e X; C X, implique dim X; < dim X, ;
si FFC X, F ferméet X irréductible, alors dim F' < dim X .

e dim(U X;) > maIX{dim X;} et on a égalité si chaque X; est ouvert dans la réunion.
iel 1€
o dimX =max{dimX;|X =1X;};

en particulier dim(fyU---U Fy) = lm.a)i{dim F;} pour des fermés F; .
<i<

o dimX +codimyX dimY .

ENSEMBLES CONSTRUCTIBLES

Définition 1.10 Un ensemble constructible est un élément de l'algebre de Boole engendrée

par les fermés.

Notation: Pour un ensemble X | soit 9°X := X et inductivement 9"t X := 9" X\ 9" X .
De plus, soit 9X := ' X .

Alors X est constructible ssi il existe n tel que 9""'X = . Le plus petit entier n est
appelé degré de constructibilité. X est fermé ssi n = 0, et X est localement fermé (=

intersection d’un fermé et d’un ouvert) ssi n=1.

Faits 1.11 (Propriétés des constructibles)
e Tout ensemble constructible () est réunion disjointe d’ensembles localement fermés, p.ex.
0 =70\ 7.
i»0

En décomposant les 9°Q) en composantes irréductibles, on obtient une écriture Q =

U(F; \ G;) avec des fermés irréductibles F; et des fermés G; C F;. Une telle écriture
fini

n’est pas unique, mais Q = JF; et 9Q = UG, .

e Tout constructible @ contient un localement fermé qui est dense dans @ :

Q\0Q € Q € Q=0Q\Q.
o Si 9"Q # 0, alors dim 9"t Q < dim 9" Q < dim Q) .

e Un ensemble quelconque ne peut pas étre une réunion disjointe de deux parties denses

relativement constructibles.

Une application entre espaces topologiques est dite fermée (ouverte, constructible) si I'image
de tout fermé (ouvert, constructible) est encore fermée (ouverte, constructible).

Attention : une application définissable est une application dont le graphe est définissable.
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1.2 FAMILLES DE TOPOLOGIES NOETHERIENNES

Si V' est une variété algébrique, alors le produit V" est naturellement muni d’une structure
de variété. Mais en général la topologie de Zariski sur V" est plus riche que la topologie
produit de la topologie de Zariski sur V' . C’est évident si V' est une courbe C' : les fermés
de C sont les ensembles finis et ', mais déja C? contient énormément de courbes qui ne
sont pas de la forme {a} x C ou C x {a}, p.ex. la diagonale A(C).

Toutefois, les topologies de Zariski sur V' et sur V" ne sont pas sans rapports, elles véri-
fient certaines propriétés de compatibilité. Si 'on veut modéliser abstraitement les variétés
algébriques, on est obligé de se donner une topologie sur V" pour tout n et d’exiger leur

compatibilité.

COMPATIBILITE

Définition 1.12

e Une famille de topologies noethériennes de base {T;|i € I} est la donnée d’une topologie

noethérienne sur tout produit Ty x --- x T, (n €w,i; €1).

e Une application de compatibilité est une application f = (fi,..., fn) + Toy X X T}, —
Ti ... xTj  telle que : soit fr(t1,...,1,) = ax € T}, , soit fy(t1,...,t,) =t; a condilion
que T;, =T .

o Les topologies d’une famille de topologies noethériennes sont compatibles, ou par abus,
une famille de topologies noethériennes est compatible ssi toutes les applications de com-

patibilité sont continues.

Cette définition est plus générale que ce qui est nécessaire pour la définition des prégéomé-
tries de Zariski ou l'on aura une famille de topologies noethériennes dont la base est réduit
a un ensemble. Mais les familles quelconques apparaissent naturellement, p.ex. dans le cha-
pitre 3, ou encore pour réduire le cas d’une géométrie de Zariski réductible aux géométries

de Zariski irréductibles.

Les deux lemmes suivants donnent des versions plus intuitives de la compatibilité:

Lemme 1.13 Une famille de topologies noethériennes de base {T;|i € I} est compatible
sst pour tout n et tous 1o,...,1, € I, les application suivantes sont continues :
- les projections

VI TZ X TZ X X TZn — Til X X TZn 5 (to,tl,...,tn) — (tl,...,tn) N
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- les permutations

o Til X X TZn — Ticﬂ

XX Ty (tyeestn) = (Totyeee, ton) pour tout o € &, ;
- les « augmentations »

Eq - Til

XX T — Ty x Ty xooo X Ty, (Tyeees b)) V> (@, 1,00 t,) pour tout a € Ty, ;
- les applications diagonales
Oy Ty <o x T, — T;, xT,

i1

X X Tzn 5 (tl,...,tn) — (tl,tl,...,tn) .

B Toutes les applications dont on exige la continuité dans 1’énoncé du lemme sont des
applications de compatibilité. Dans l'autre sens, soit f = (fi,..., fx) : Ti; x... x T}, —
T;, x...xT; —une application de compatibilité. Puisque les permutations des coordonnées
sont des homéomorphismes, on peut raisonner a l'ordre des coordonnées pres. Il y a deux

cas:

ou bien f est 'application constante (ti,...,%,) — a, alors f se décompose en

T €4, 0+ 0E&g, T
T TZn e ¢ le X X ij X TZn —>T]‘;

1

X ... X T;

in

ou bien f se compose des applications suivantes:

- une projection de T; x...x T, sur un produit de T} ou chaque T; € {T;,,---,T;.}

apparait une seule fois ;

- chaque fois que 1; = ¢, pour j # j', on compose avec une application diagonale (i;,,1)
(tij ) tij ) ﬂ )

- finalement on compose avec des applications ¢+ (a;,t) chaque fois que f;(t) =a; .

Dans chacun des cas, [ s’écrit comme composition d’applications continues. [ |

Lemme 1.14 Une famille de topologies noethériennes est compatible ssi
— toutes les projections © sont continues;

— toutes les permutations o sont des homéomorphismes;

X Ty x...xT;, — T, est une projection et a € T;, , alors 7=(a) est homéo-

L

- st 7w, o s

morphe a T;, x --- x T, wvia la projection 7~ orthogonale a 7 ;

i1

— les projections de A(T;,) x Ty, x...x Ty, sur Ty x Ty, x...x T, sont des homéomorphismes.

B La direction « <= » est immédiate a partir du lemme 1.13. Dans "autre sens, il suffit
de démontrer les deux dernieres assertions. Les applications 7t et (7t)™! = ¢, sont
des applications de compatibilité, donc continues, et leurs restrictions & 7 '(a) restent
continues.

Pour les diagonales, c’est similaire. [
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PROPRIETES DES FAMILLES DE TOPOLOGIES NOETHERIENNES

Fixons pour la suite une famille de topologies noethériennes compatibles de base {T'}.
L’hypothese que la base est réduite a un seul ensemble sert uniquement a simplifier les
écritures ; les résultats s’appliquent aussi aux familles quelconques, avec les mémes preuves :

il suffit de remplacer les puissances T™ par des produits T;,

X..ox T .
Supposons en outre que les points (t1,...,1,) € T™ soient fermés. (Comme le montre la

proposition 1.17 (a), il suffit de le demander pour les points dans T').

Notation: Soient X C 7™ et 7 : T" — T* une projection. Les ensembles 7~ !(a) N X
pour a € 7[X] sont appelés les (7-) fibres de X . Souvent la projection 7 n’est pas explicitée

et la fibre au-dessus de a est notée X(a).
Lemme 1.15 Les fibres d’un fermé sont fermées.

B [mmédiat d’apres la définition. [ |

Une remarque importante : le lemme 1.14 permet de parler d'une =-fibre X(a) pour = :
T™ — T* sans avoir a spécifier si I’on la considere comme une partie de 7% ou de T : elle

est fermée dans I'un ssi elle est fermée dans autre. Ceci est faux sans la compatibilité.

Proposition 1.16 (Propriétés des projections)

Soient X CT" et w: 1" — T* une projection. Alors

(a) Si X est irréductible, alors w[X] est irréductible. Si n[X] est irréductible, il existe
une composante irréductible X' de X telle que w[X'] soit dense dans =[X].

(b) Les projections sont des applications ouvertes.

(c) 7[X] C x[X] = «[X].
(d) Si X estirréductible, alors dim#[X] < dim X .

B (a) Si X estirréductible, x#[X] est I'image continue d’un irréductible, donc irréduc-

tible. Si X = Xy U---UX}y et n[X] est irréductible, alors 7[X] = #[X3]U---Ur[X}]. Par
irréductibilité de #[X], il existe un ¢ tel que #[X] = #[X].

(b) Soient U C T" ouvert, F':=T"\ U et 7+ :T" — T"* la projection orthogonale &

7. Alors T* \ 7[U] est I'intersection de tous les 7*-fibres de F', donc un fermé.

(c) L’inclusion 7| X ] C #[X] est une conséquence de la continuité de 7, puisque 7~ '[7[X]]

est un fermé qui contient X . Donc 7[X ] C #[X]. L’inclusion 7[X] C 7[X] est évidente.

(d) Par récurrence sur 6 =dim#[X]: lescas 6 =0 et 6 limite sont clairs.
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Soit donc F' une hypersurface de 7[X]. Il est clair que X N7x~'[F] CC X (sinon F' serait
dense dans 7[X] par (c)), donc par récurrence appliquée aux composantes irréductibles de

Xn#7'F], dmX>dmXn7 ' F])+1>dimF +1=dimr[X]. |

Les parties (a),(c) et (d) n’utilisent que la continuité de = ; elles sont donc valables pour

toute fonction continue.

Proposition 1.17 (Propriétés des produits) Soit X; CT™ pour 1 =1,2.
(a) Xy x Xy est fermé ssi X7 et Xy sont fermés.
() XiwX;= X« X5,
(¢) X1 x Xy estirréductible ssi X7 et Xy sont irréductibles.

Plus généralement, si X =X, et Y =11Y;, alors X xY =[|(X; xY}).
(d) dim(X; x X3) > dimX; +dim X5 .

B (a) Soit m;:T™ xT"™ —T™ la jieme projection. Alors X; x X, = 7 [ X N7y [ X]
est fermé par continuité des projections.
Inversement, si X7 x X3 est fermé, X; est homéomorphe a toute wy-fibre de X7 x X,

donc fermé; c’est pareil pour X, .

(b) Soit Z = X; x X;. Puisque X; x X; est fermé,on a Z C X; x X, . Toute my-fibre
de Z est fermée, donc contient X; :; de la méme facon, toute 71-fibre de Z contient X, .

Done Z 2 X; x X, .

(c¢) Il suffit de démontrer la deuxieme assertion. A cause de (b), on peut supposer X et YV
fermés. Sil'un des deux est réductible, disons X = FiUF,  alors X xY = (FixY)U(FixY)
est réductible.

Supposons que X et Y soient irréductibles et X xY = F; U F, . Puisque toute wo-fibre
de X x Y est homéomorphe a X qui est irréductible, la fibre est soit inclus dans Fj,
soit dans Fy. Donc Y C Gy UG, ou G; est le fermé T™ \ m,[T™*"2 \ F;]. Mais Y est
irréductible, donc Y = G pour un ¢, c-a-d. X x Y = F}.

(d) Récurrence sur dim X; et sur dim X5 :

Si H est une hypersurface dans X, alors H x Xy, CC X; x X5, et donc

Les autres cas (i.e. dim X; =0 ou dim X; limite) sont similaires ou triviaux. ]

26



FAMILLES DE TOPOLOGIES NOETHERIENNES

DEFINITION DES PREGEOMETRIES DE ZARISKI

La définition suivante donne un minimum d’axiomes de caractere combinatoire et topo-
logique pour qu’une structure ressemble raisonnablement a une variété algébrique. Je les
appelle plutét « prégéométries de Zariski » que « géométries de Zariski » puisque d’un point
de vue de la théorie des modeles, ces structures ne se comportent pas bien. (Bien sur, il n’y
a aucun rapport avec les prégéométries que sont les matroides!)

Il y aura encore trois axiomes: un premier exigeant que la structure de prégéométrie de
Zariski passe aux extensions élémentaires, et deux autres qui demandent que la dimension
soit définissable et égale au rang de Morley. Le terme de « géométrie de Zariski » restera
ainsi réservé aux structures plus importantes.

D’ailleurs, les prégéométries de Zariski correspondent a peu pres aux « Z-structures »

mentionnées dans [HZ1] 3.10.

Définition 1.18 Une prégéométrie de Zariski est la donnée d’un ensemble infini 7 et d’une

topologie noethérienne 7,[Z] sur Z™ pour tout n tels que

irréductibilité : 7 est irréductible (dans la topologie T[7]);
compatibilité : la famille de topologies (7,[7])new €st compatible ;
séparation?! : la diagonale A(7) est fermée;

élimination des quanteurs? : les projections sont des applications constructibles.

La prégéométrie de Zariski est de dimension finie si les 7" sont de dimension (topologique)

finie pour tout n .

En principe, il est inutile de considérer la topologie 7o[Z] = {0,{0}} sur Z° =0 ; c’est une
commodité qui permet de dire « pour tout n € w» dans les énoncés au lieu de « pour tout
n>1».

Tous ces axiomes sont naturels du point de vue de la logique, cf. section 2.1 ou les
langages des prégéométries de Zariski seront définis. Néanmoins, presque chaque axiome,
vu séparément, est contestable et se préte a des généralisations. Mais I’ensemble me parait
un choix cohérent.

[’axiome d’irréductibilité semble étre le moins indispensable. Toutefois, en décomposant
I’ensemble de base en composantes irréductibles, on peut se ramener au cas irréductible.

[’axiome de séparation correspond a I’habitude de la théorie des modeles de ne considérer

que des langages avec égalité. Malgré son apparence innocente, il joue un réle relativement

1. Ceci est vocabulaire de la géométrie algébrique, en analogie avec le fait qu’un espace topologique est
séparé (dans le sens de Hausdorff) ssi la diagonale est fermée dans la topologie produit.

2. Le terme d’« élimination des quanteurs » s’expliquera plus tard, cf. 2.2.
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important, comme d’ailleurs en géométrie algébrique ou I’on rencontre aussi des exemples
de prégéométries de Zariski non-séparées.

[’axiome de compatibilité semble étre le plus compliqué — il s’avérera qu’il est le plus
naturel et le moins contestable, cf. la remarque 2.2.

Il me semble que 'abandon de 1’axiome de 1’élimination des quanteurs, qui finalement
dira que toute partie définissable est constructible, est la généralisation la plus intéressante.
Il y a des exemples de structures ou 1’on trouve une famille de parties définissables ayant
les propriétés des fermés, sauf que ’algebre de Boole engendrée n’est pas celle de toutes les
parties définissables. On pourrait imaginer des « géométries de Zariski partielles » (ce qui
permettrait de quitter le cadre des théories Ng-stables — cf. la remarque en bas de la page
144 de [P2]).

Enfin, presque toutes les prégéométries de Zariski considérées seront de dimension finie. Il
serait naturel de donner une définition générale. .’étude des géométries de Zariski de dimen-
sion infinie sera surement tres intéressante, une fois les géométries de Zariski de dimension

finie bien comprises.

Le lemme suivant montre que les résultats de la section précédente s’appliquent aux
prégéométries de Zariski. En fait, on pourrait ajouter un axiome a la définition des prégéo-
métries de Zariski qui demande que les points soient fermés. Il n’est pas moins naturel que

les autres, c’est par pur souci d’économie qu’il a été omis.
Lemme 1.19 Les points (t1,...,1,) € T™ sont fermés.

B Soit f Dapplication de compatibilité T'— T2, ¢ +— (¢,a). Alors {a} = f7[A(T)] est
fermé. Le fait que {ai,...,a,} = {a1} x -+ x {a,} soit fermé vient de la continuité des

projections (proposition 1.17). [

REMARQUES SUR L’ELIMINATION DES QUANTEURS

[’axiome d’« élimination des quanteurs » est souvent difficile a vérifier. Les criteres suivants
peuvent étre utiles.

Soit toujours une famille de topologies noethériennes compatibles de base {T'} fixée.

Lemme 1.20

(a) Les projections sont constructibles ssi pour tout n , tout constructible Q C T"t et

toute projection © : T" — T" on a Or[Q] CC =[Q].

(b) Les projections envoient des fermés sur des constructibles ssi la condition ci-dessus

est vraie pour tous les fermés.
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B (a) Parinduction sur dim@ : On a

7[Q) = (7[Q1\ 07[Q]) ux[@ N = [ x[Q] ]

Mais par hypotheése, dimd7[Q] < dim7[Q], donc dim(Q N~ [I7[Q]]) < dimQ et x[@N

7707 [Q]] est constructible par induction.

La preuve de (b) est la méme en ne considérant que des fermés () . [ |

Souvent on a beaucoup d’informations sur les fermés, on aimerait donc réduire le probleme
d’élimination des quanteurs aux fermés, c.-a-d. montrer qu’on a 1’élimination des quanteurs
des que tous les fermés sont envoyés sur des constructibles par les projections. En essayant
une récurrence sur la dimension des constructibles on rencontre un seul cas qui fasse obstacle

ce qui, dans différentes formulations, conduit au lemme suivant :

Lemme 1.21 Supposons que les projections envoient les fermés sur des constructibles.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Les projections sont des applications constructibles ;
(b) #[F|\x[F\ G] CC #[F] pour tous fermés G C F avec F irréductible;
(c) {aen[F]|F(a)=CG(a)y CC w[F] pour tous fermés G C F avec F irréductible ;

(d) lensemble {a € #n[F]||F(a) = G(a)} est constructible pour tous fermés G C F avec
I arréductible.

B Puisque tout constructible s’écrit comme réunion finie de localement fermés irréduc-
tibles, pour qu’une projection soit constructible, il suffit de montrer que #[F \ G] est
constructible pour des fermés G C F' avec F' irréductible.

Comme #[F] = 7[F\G] U {a € n[F]|F(a) = G(a)}, les équivalences (a) & (d) et
(b) < (c) sont triviales.

(b) = (a) D’apres le lemme 1.20 (b), on sait que dr[F] CC #[F]. Mais
or[F\ G] € ox[F) U (=[F]\#[F\ ()

donc par hypothese Ox[F \ G] CC #[F] ce qui donne I’élimination des quanteurs par le
lemme 1.20 (a).

(d)=(c) #[F\G]=x[F\ G]=x[F] dapres 1.16 (c). Puisque de deux parties disjointes

constructibles, seulement une peut étre dense (1.11), on a (c). [
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1.3 PROPRIETES DE LA DIMENSION

DIMENSION ET RANG DE CANTOR

Définition 1.22 Le rang de Cantor RC d’une partie constructible d’un espace topologique
est défini par Uinduction suivante :
- RO(Q) >0 ssi Q#£0D;
- RC(Q) > a+1 ssi pourtout n € w, il y a des sous-ensembles constructibles disjoints
Qo,-..,Qn de Q tels que RC(Q;) > a pour tout 0 <t < n ;
- si B est un ordinal limite, alors RC(Q) > B ssi RC(Q) > o pour tout a < 3.

Alors RC(Q) = max{a |RC(Q) > a} est bien défini. Pour éviter tout embarras possible
avec l'ensemble vide, on pose RC(0) := —oc.

Si RC(Q) = a, le degré de Cantor de ) est le plus grand entier n tel qu’il existe n
parties constructibles disjointes de () de rang de Cantor «a. Cet entier existe grace a la

derniere clause dans la définition du rang.

Alors on a les propriétés suivantes :

o (1 C Q2 implique RC(Q1) < RC(Q2) ;
L] RC(Ql U Qz) = maX{RC(Ql),RC(Qz)} 3
e RC(Q)=0 ssi @ est fini.

Vu les définitions similaires de la dimension topologique et du rang de Cantor, une com-
paraison des deux s’impose. Elle sera particulierement intéressante au chapitre 2 ou le calcul
du rang de Cantor dans une extension élémentaire Ng-saturée permettra de trouver le rang

de Morley.

Proposition 1.23 Soit 3 une prégéométrie de Zariski (éventuellement de dimension in-
finie). Alors pour toute partie définissable X , le rang de Cantor de X est borné par la

dimension.

B Par récurrence sur le rang de Cantor: Si RC(Q) = 0, alors @ est fini, donc dim@ =0.
Si RC(Q) = B un ordinal limite, alors par récurrence dim@ > a pour tout a < 3, donc
dim@ > 3.

Soit RC(Q) = a+ 1. Une des composantes irréductibles de @), disons @', est du méme
rang «+ 1. Par définition du rang de Cantor, on peut trouver deux constructibles disjoints

Q1,02 C Q' de rang «. En prenant des composantes irréductibles appropriées, on peut
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supposer qu’ils sont irréductibles. Puisque ()7 et (), sont disjoints, ils ne peuvent pas étre
tous les deux denses dans @' . Disons que @Q; # Q’. Alors dimQ > dim Q' > dim(Q1NQ’) >
dim @) et par récurrence dim @y > RC(Q1) = «. [

En général, il n’y a pas de raison pour que le rang de Cantor soit égal a la dimension :

Exemple 1.24 (Cf. l'exemple 4.8) Soit Z un ensemble infini muni d’une relation d’équi-
valence F qui n’ait que des classes finies. En prenant £ fermée, on obtient une structure
de prégéométrie de Zariski sur Z . Alors le rang de Cantor de F est 1, mais la dimension

2, puisqu’on a le drapeau {(z,z)} CC A(Z) CC E (pour tout z € 7 )

Le lemme suivant donne des criteres pour leur égalité. Rappelons que H(X) est I'ensemble

des hypersurfaces dans X .

Lemme 1.25 Soit 3 une prégéométrie de Zariski. Alors on a équivalence entre :

(a) RC(Q)=dimQ pour tout constructible Q C 7™ .

(b) dimQ = dimQ pour tout constructible ) C Z™ .

(c) H(F) est infini pour tout fermé irréductible infini F C Z™.
(d) RC(F)>dimF pour tout fermé irréductible F C 7" .

(e) Le degré de Cantor de tout fermé irréductible F C Z™ est 1.

(f) St G C FCZ" sont des fermés irréductibles, alors RC(G) < RC(F).

Une remarque avant de commencer la preuve: si la condition (c¢) est satisfaite pour un fermé
irréductible F' et si F' est une partie propre fermée de F', alors il est possible de trouver
une infinité d’hypersurfaces G' € H(F') telles que G\ F’ soit dense dans G :

Par l'irréductibilité de G, ou bien G N F’ est dense dans G, ou bien G \ F' lest.
Dans le premier cas, G = GN F' C F', mais dimF' < dimF — 1 = dimG , donc G est
forcément une composante irréductible de I, ce qui n’est possible que pour un nombre fini
de G € H(F).

Par passage au complémentaire, la méme propriété s’exprime comme suit :

si Q C F est dense dans F', alors il existe une infinité de GG € H(F') tellesque GNQ =G

B Le cas de dimension 0 est toujours clair, puisque dim@Q = 0 ssi dim@ = 0 ssi

RC(Q) =0 ssi @ est fini.
Les implications (a) = (e) = (f) = (d) sont évidentes.
(d) = (a) Induction sur dim @) pour ) constructible irréductible:

max{RC(9Q, RC(Q)} = RC(@) > dim @ > dim @ > RC(Q),

31



FREGEOMETRIES DE ZARISKI

mais par récurrence, RC(9Q) = dimJdQ < dim @ , donc on a égalité partout.
(a)= (b) Vuque dimQ \ Q < dim@ , on obtient

dim Q = RC(Q) = max{RC(Q),RC(Q \ Q)} = max{dim Q,dim(Q \ Q)} = dim Q.

(b) = (¢) Supposons que H(F') = {G1,...,Gx} soit fini. Alors F'\ (GyU---UGy)=F,
donc dim[F' \ (G; U---UGy)] = dim F' et on trouve une partie irréductible relativement
fermée G C F'\ (G1U---UG},) de dimension dim ' — 1. Donc G € H(F') par hypothese.

Mais évidemment G # G, : contradiction !

(c) = (b) Récurrence sur dim @Q . Il suffit de considérer des constructibles irréductibles @ .

D’apres la remarque ci-devant, il existe un G € H(Q)) tel que G N Q soit dense dans G .
Alors dim @ > dim(G N Q) , et par récurrence dim(G N Q) =dimG =dimQ — 1.

(b),(c) = (a) De nouveau par récurrence sur dim (@ , et de nouveau il suffit de considérer
des constructibles irréductibles @) . Soit dim@Q) =n + 1.

Toujours d’apres la remarque précédant la preuve, on peut choisir une infinité d’hyper-
surfaces différentes G; € H(Q) telles que G; N Q = G;. Il suffit de les rendre disjointes
sans que la dimension décroisse :

soit Qo := QN Gy et inductivement Qryq1 := Q N Grpr \ (Go U---UGy). Alors les Q)
sont disjoints, par conséquent RC(Q) > RC(Q;) + 1 ; et Q; = (;, donc par récurrence
RC(Q;) = dimQ; = dimQ; = n. [

PROPRIETES D'HOMOGENEITE

Les topologies de Zariski des variétés algébriques proviennent des anneaux de polynomes
sur un corps, donc elles refletent les propriétés particulieres dues a la structure algébrique.
En particulier, ces anneaux sont caténaires, i.e. toutes les chaines maximales d’idéaux ont

la méme longueur. D’ou la définition suivante:

Définition 1.26 Une prégéométrie de Zariski 3 est caténaire ssi pour tout n , tout dra-

peau mazximal dans Z" est de longueur dim Z" .

Dans une prégéométrie de Zariski caténaire, un certain nombre de propriétés sont vérifiées:

e dim X +codim xY =dimY pour tous constructibles X C Y (ceci est méme équivalent
a étre caténaire).

e X =UH(X) pour tout constructible irréductible infini X .

e H(X) estinfini pour tout constructible irréductible infini X .
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La derniere propriété est particulierement importante a cause du lemme 1.25 (et donc de

2.18); elle mérite donc une définition :

Définition 1.27 Soit 3 une prégéométrie de Zariski. Un fermé irréductible F C Z" est
conforme ssi H(F') est infini ou F est fini.

Un espace topologique noethérien est conforme ssi tout fermé wrréductible [est; et une
prégéométrie 7 est conforme ssi toutes les topologies 7,[Z] le sont, c.-a-d. de nouveau

tout fermé irréductible est.

Toutes ces propriétés décrivent une certaine richesse des topologies « vers le haut ». Dans
I’autre direction, essentiellement a cause du Hauptidealsatz de Krull, les topologies de Zariski
des variétés algébriques satisfont des propriétés qui sont, dans un certain sens, duales de

celles mentionnées en haut :

e NH(X) =10 pour tout constructible irréductible infini X .
e ({H eH(X)|ae H} ={a} pour tout constructible irréductible X et tout a € X .

Ces propriétés auront une certaine importance plus tard (section 3.5, proposition 3.58).

En fait, elles ressemblent a des conditions de non-modularité (comme la propriété d’étre

« ample » dans [HZ2]).

Définition 1.28 Un constructible irréductible X est riche autour de a € X ssi [en-
semble ({H € H(X)|a € H} est fini. Une prégéométrie de Zariski est riche si tout

constructible irréductible est riche autour de chacun de ses points.

CONDITIONS DE CHAINE

Lemme 1.29 Une prégéométrie de Zariski satisfait a la

(a) condition de chaine descendante (DCC) pour les ensembles fermés :

il n’y a pas de chaine infini strictement descendante de fermés.

(b) condition de chaine d’intersections (ICC) pour les ensembles fermés :

toute intersection de fermés est égale a une sous-intersection finie.

(c) Si la prégéométrie est de dimension finie, alors les fermés irréductibles satisfont a la

condition de chaine ascendante.

B Traduction de la noethérianité, de la quasi-compacité et de « dimension finie ». [ |
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1.4 DEFINISSABILITE ET ADDITIVITE DE LA DIMENSION

Dans cette section, toutes les topologies noethériennes sont supposées de dimension finie.

DEFINISSABILITE DE LA DIMENSION

Soit 3 une prégéométrie de Zariski, X C Z" et 7 : Z" — Z* une projection. Pour tout

m € w, on définit les ensembles suivants:
o 7[X,m]:={aer[X]|dim(z ! a)NX)=m}

o 7[X,om]:={a e r[X]|dim(m~'(@a)NX)om} ol ¢ estundessymboles > > # < <

Définition 1.30 (Définissabilité de la dimension)
La dimension est définissable pour une collection d’ensembles £ par rapport a une famille

de projections 11, si w[X,m]| est constructible pour tous k,n,m € w, toute projection

717" — ZF dans 10 et tout X € ENP(Z") .

Par défaut, € sera la collection de toutes les parties constructibles et Il la famille de
toutes les projections. La dimension est appelée k-définissable si I est la famille de toutes

les projections Z"*% — 7" (n € w).

Pour les variétés algébriques, la définissabilité de la dimension est une propriété essentielle.
Il serait difficile de vouloir copier des raisonnement de la géométrie algébrique sans définissa-
bilité de la dimension. Aussi en théorie des modeles, la définissabilité du rang de Morley joue
un réle important dans I’étude des structures fortement minimales ou des groupes Ng-stables
de rang finis. Elle sera donc un axiome indispensable dans la définition des géométries de

Zariski.
Plusieurs questions se posent assez naturellement :

(1) Peut-on trouver une « petite » collection &€ telle que la définissabilité pour € 1'implique

pour tous les constructibles?
2) En particulier, est-ce que la définissabilité pour les fermés suffit?
p ) q p
3) Peut-on se restreindre & certaines projections, p.ex. a la 1-définissabilité?
P1o) , P
(4) Qu’est-ce qu’on peut dire sur la dimension des fibres non-génériques?

Les réponses aux deux premieres questions pourraient servir pour la vérification des axiomes

dans un cas concret. Des informations sur les fibres non-génériques sont souvent importantes
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pour les calculs, p.ex. dans la preuve du théoreme 1.45 on utilise le lemme 1.41 qui donne un
bon contréle des fibres de grande dimension. Plus important encore est la semi—continuité,
propriété de la dimension des variétés algébriques: elle sera définie plus tard.

En ce qui concerne la question (3), on voit sans probleme le fait suivant :
Remarque 1.31 La £ 4 1-définissabilité de la dimension implique la k-définissabilité.

B Soit 7 : 2" — Z" et X C Z"t% . Alors les 7-fibres de X sont isomorphes aux
(7' o 7)-fibres de X x {a}, ou «' : Z"tHL — 77tk ot @ € Z quelconque. Donc la
dimension est définissable pour X par rapport a = ssi elle est définissable pour X x {a}

par rapport a 7’ ow. [ |

Inversement, si la dimension est définissable par rapports a w et #’, est-ce qu’elle est
définissable par rapport a 7' o 7w 7 Pour que cela soit vrai, il faudrait que la dimension
des (7' o 7)-fibres d’un constructible X soit controlée par la dimension des w-fibres de
X et des #'-fibres de #[X]. Un tel rapport est donné par I'additivité de la dimension.
Le théoreme 1.45 donnera une réponse a la question (3), ainsi que la proposition 1.42 a la

question (2).

Lemme 1.32 Si la dimension est définissable pour une collection & , alors elle l'est aussi

our les réunions finies d’éléments de & .
P

B Si X=X,U---UX; avec X; € £, alors 7[X,> m| = 7[X1,>m]U--- Ur[X},> m]
car dim X(a) = dim(Xi(a) U --- U X;(a)) = max{dim Xi(a),...,dim X;(a)} . [ |

En particulier, la dimension est définissable pour les fermés ssi elle est définissable pour
les fermés irréductibles ; elle est définissable pour les constructibles ssi elle est définissable
pour les localement fermés irréductibles.

Le lemme suivant donne a la fois une version plus intuitive de la définissabilité et un

critere utile pour la vérifier:

Lemme 1.33

(a) Soit 3 une prégéométrie de Zariski et 7 : Z" — Z* une projection. La dimension
est définissable (pour les fermés) par rapport @ = ssi les w-fibres des constructibles

irréductibles (fermés) de Z™ sont génériquement de la méme dimension.

(b) Les ensembles w[X,m] sont constructibles ssi les ensembles w[X,> m] le sont.

B (a) « = » Soit X € Z" un constructible (fermé) irréductible.
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Alors 7[X] = U #[X,d] est irréductible, les #[X,d] sont disjoints et constructibles
dgdim X

d’apres ’hypothese, donc il y a un et un seul d tel que 7[X,d] soit dense dans #[X]. Par
conséquent, 7[X,d] contient un ouvert non vide de #[X], c.-a-d. les 7-fibres de X sont

génériquement de dimension d .

« < » Induction sur dim X pour X C Z" constructible (fermé). Il suffit de considérer
des X irréductibles (voir le lemme 1.32). Soit d la dimension générique des w-fibres de
X . Alors par hypothese, 'ensemble des fibres non-génériques est petit dans #[X], a savoir
G = 7[X]\ 7[X,d] cC #[X]. Donc dim(7#7'[G] N X) < dim X et on sait par induction
que la dimension est définissable pour 77*[G] N X . Alors

m[X,d) = (r[X]\ G) U [z '[GIN X, d] et =[X,d] = =[x7'[G]NX,d]

(pour tout d' # d ) sont des ensembles constructibles.

(b) rlX.m] = 7[X,>m]\7[X,>m+1]
et [ X,>m] = 7w X,;m]Ur[X,m+1]U---U x[X,dim X]. u
Notation:  Supposons que la dimension soit définissable pour X par rapport a = et

que w[X] soit irréductible. La dimension générique des 7w-fibres de X |, c.-a-d. 'unique d
tel que 7[X,d] soit dense dans 7[X], est appelée la dimension w-générique de X et notée
m-gdim X .

De plus, je noterai #[X, gen] := 7[X, 7-gdim X]| et #[X, ~gen] := 7[X, # 7-gdim X].

Remarque 1.34 Si la dimension est définissable par rapport a 7 et si 7[F] est irréduc-
tible, alors il existe une composante irréductible F’ de F' telle que w[F’] soit dense dans
7[F] et telle que 7-gdim F' = 7-gdim F'.

(Car la dimension 7w-générique de F' est le maximum des dimension w-génériques des

composantes irréductibles de F' dont I'image sous 7 est dense dans #[F].)

SEMI-CONTINUITE

Définition 1.35 (Semi—continuité de la dimension) La dimension est semi—continue
pour une collection d’ensembles € par rapport a une famille de projections 11, si ©[X,>m)]

est fermé dans w[X] pour tous k,n,m € w, toute projection «: Z" — Z* dans 1l et tout

Xe&EnNP(sm).

De nouveau, & est la collection de toutes les parties constructibles et II la famille de toutes
les projections si rien n’est mentionné. La dimension est appelée k-semi—continue si II est

la famille de toutes les projections Z"t%* — 7" (n € w).
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Remarque 1.36

e La k+ 1-semi—continuité implique la k-semi-continuité.

e La dimension est semi—continue pour les fermés ssi elle est semi—continue pour les fermés
irréductibles.

e On ne peut pas espérer avoir la semi—continuité pour les constructibles quelconques. 11
suffit d’enlever presque entierement une fibre de dimension générique pour trouver un
contre-exemple :
soit X =[Z%\ ({a} x Z)]U{(a,a)} et = la projection sur la premiere coordonnée.

Par contre, sous certaines conditions, la semi—continuité pour les fermés passe aux

localement fermés, p.ex. dans le cas des variétés algébriques.
Le lemme suivant est ’analogue du lemme 1.33 pour la semi—continuité :

Lemme 1.37 Soit 3 une prégéométrie de Zariski et © : Z" — Z* une projection. La di-
mension est semi—continue pour les fermés par rapport a © ssi pour tout fermé irréductible

F de 7", la dimension minimale des w-fibres est générique.

B « = » D’abord, la dimension est définissable par le lemme 1.33 (a). Soit d la dimension
minimale des 7-fibres de F'. Alors =[F,d] # 0 et =[F,> d] est fermé dans =[F], donc
7[F,d] contient un ouvert non vide de #[F], c.-a-d. que d est la dimension générique des

7-fibres de F'.

« <= » Induction sur dim F'. Soit d € w et soit G := x[F,> d]|. Supposons en plus que G
ne soit ni vide, ni dense dans 7[F], les deux cas étant triviaux. Alors dim(z~G] N F) <
dim F'.

Pour toute composante irréductible i/ de G et toute composante irréductible F' de
Fnr=G'T, on sait que w[F’,> d] est fermé dans G'Nx[F] par récurrence. Par conséquent,
T[F,>d =G = U/T('[F/,Z d] est fermé dans UG’ Nw[F] = GN=[F], ce qui veut dire que
G est fermé dansF 7[F]. |

ADDITIVITE

I1 est naturel de se demander s’il existe un rapport entre dim X , dim#[X] et la dimension
des 7-fibres de X . Déja dans le cas le plus simple ot X = #[X] x 7*[X], c.-a-d. on
toutes les w-fibres sont isomorphes, on ne peut pas déduire dim X = dim7[X]+ dim 7+[X]
(Pexemple est toujours 1.24)

Mais I'inégalité de 1.17 (d) se généralise:
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Lemme 1.38 La dimension est semi—additive pour les constructibles irréductibles; i.e. si

X C Z" est constructible irréductible et w: Z" — Z* une projection, alors

dim X > dim 7[X] + mi[l)qq{dim(ﬂ_l(a) NnX)}.
aem

St la dimension est définissable, alors
dim X > dim#[X, gen] 4+ 7-gdim X,
en particulier, si w[X] est conforme, alors
dim X > dim#[X] 4+ 7-gdim X.

B Un drapeau Yy CC -+ CC Y; dans 7[X] se remonte en un drapeau 7 '[Yp] N
X cc -+ cc 77 'Y;] dans X, donc dim X > k+dim#z~*[Y,], ce qui donne le premier
résultat si le drapeau est de longueur maximal.

Dans le deuxieme cas, on a dim#[X] = dim#[X, gen] par conformité de #[X], donc on

peut remplacer X par X N7~ '[x[X, gen]], et le résultat s’ensuit par la premiere partie.

Question: Est-ce que la semi-additivité dim X > dim#x[X] 4+ m est vraie pour tout m

tel que #[X, m] soit dense dans 7[X]?

La propriété que 1’on aimerait avoir, et qui est vérifiée pour la dimension dans le cas des
variétés algébriques, pour le rang de Morley dans les structures fortement minimales ou dans

des groupes de rang de Morley fini, est la suivante:

Définition 1.39 (Additivité de la dimension)
La dimension est additive pour une collection d’ensembles £ par rapport a une famille de

projections 11 | si elle est définissable pour £ par rapport a 11 et si
dim X = dim7[X] + 7-gdim X
pour tous k,n € w, toute projection 7 : 7" — Z* dans 11 et tout X € ENP(L").

Ici, si rien n’est spécifié, € sera la collection de toutes les parties constructibles irréductibles,
et II la famille de toutes les projections. La dimension est appelée k-additive si II est la
famille de toutes les projections Z"t% — 7" (n € w).

Je dirai aussi « 7 est additive » pour « la dimension est additive par rapport a = ».

Remarque 1.40
e La k+ l-additivité de la dimension implique la k-additivité.
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e L’additivité ne peut pas étre vraie pour tous les constructibles ou tous les fermés, méme
si la dimension générique des fibres existe :

Soit 3 une prégéométrie de Zariski de dimension 2 et ' C Z un fermé irréductible de
dimension 1, soit X = ({a} x F)U(Z x{b}) et 7 la projection sur la deuxieme coordon-
née. Alors dim X = max{dim Z,dim F'} =2, dim7[X]=dimF =1 et 7m-gdim X =0.

Dans une phrase comme « la dimension est additive pour les fermés », il sera toujours
sous-entendu qu’il s’agit de fermés irréductibles.

e Néanmoins, dans les deux cas suivants, ’additivité pour un constructible X est vérifiée
des qu’elle est vraie pour toutes les composantes irréductibles de X :
- toutes les w-fibres de X ont la méme dimension;

- les images de toutes les composantes irréductibles de X sous 7 sont denses dans

m[X].

Alors on peut reprendre les questions qu’on a posées pour la définissabilité:
(5) Peut-on trouver une « petite » collection & telle que I'additivité pour € 1'implique
pour tous les constructibles?

(6) En particulier, est-ce que la définissabilité pour les fermés suffit?

(7) Peut-on se restreindre a certaines projections, p.ex. a la 1-additivité?

L’additivité permet de donner des réponses plus satisfaisantes a ces questions, mémes a celles
posées a propos de la définissabilité: pour les questions (3) et (7), c’est le théoreme 1.45 qui
donne une réponse affirmative; (6) est vrai, sous des hypotheses de conformité, voir 1.42 et
1.44. Enfin une réponse partielle & (4) est donnée par le lemme suivant :
Lemme 1.41 Soit © additive, X un constructible irréductible et Xy := X N7~ [x[X, k]].
(a) dim Xy =dim#[X, k] + k.
(b) dim=[X] > k+dim7[X, k+ 7-gdim X]| pour tout k> 1.
(c¢) dim7[X]>k+dimn[X,> k+ 7-gdim X] pour tout k>1.
B (a) Soit Xy =YoU---UY. Alors dim Xy = max{dimY;} et, par 'additivité de =,
dimY; = dim#[Y;] + 7-gdim Y; < dim 7[X;] + 7-gdim X = dim7[X, k] + & .

Dans l'autre sens, un drapeau Z, CC --- CC Z, dans w[X,k] se releve en X N
2] C - C X N7 t[Z,] € Xk, dont on peut extraire un drapeau de méme longueur.
Donc dim X, > m + dim(X N7~ [Z]) > m + k, ce qui donne dim X} > dim=[X, k] + &

pour un drapeau de longueur maximale.
(b) Si k>1,alors #n[X,k+ 7-gdim X] CC #[X], dou X, CC X. Donc

dim7[X] 4+ 7-gdim X = dim X > dim X} = dim7[X, k + 7-gdim X] + £ 4+ 7-gdim X.
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(¢) Pour tout />0, on a donc

dim7[X] > k+{+dim#x[X, k+ [+ 7m-gdim X]| > £+ dim#[X, k+ !+ 7-gdim X]| et
dim7[X] > k+ max{dim#[X,k+ {4+ 7-gdim X]} = £+ dim#[X,> k + 7-gdim X]. &

Proposition 1.42 Soit 3 une prégéométrie de Zariski et © : Z" — ZF une projection
additive pour les fermés irréductibles. Si tous les fermés dans Z* et dans Z"7% sont

conformes, alors © est définissable et additive pour les constructibles irréductibles.

B Par récurrence sur dim X pour un constructible X qu’il suffit de supposer irréductible.
Pour la définissabilité, il suffit de montrer que les w-fibres de X sont génériquement de la
méme dimension (lemme 1.33 (a)):

Si 7[0X] cC =[X], les 7-fibres de X sont génériquement celles de X , donc de méme
dimension.

Sinon Y := 7[9X, gen] N 7[ X, gen] est générique dans 7[X]. Par récurrence on sait que

les m-fibres de X sont génériquement de la méme dimension

dim 9X — dim7[0X] < dim X — dim 7[0X] = dim X — dim 7[X] = 7-gdim X.

Puis, si @ € Y,on a X(a)\ dX(a) C X(a) C X(a) donc dim X(a) = dim X(a) par

conformité.

Alors la semi-additivité 1.38 implique
dim 7[X] + 7-gdim X < dim X < dim X = dim 7[X] + 7-gdim X.

Puis dim7[X] = dim7[X] par conformité et m-gdim X = 7-gdim X d’apres le raisonne-

ment ci-dessus. [ ]

Lemme 1.43 Si 7 est une projection additive et F' un fermé irréductible tel que w[F]

soit conforme, alors I est conforme.

B Par conformité, x[F] contient une infinité d’hypersurfaces H; telles que 7[F, gen] soit

dense dans H; (1.25). Alors par additivité de 7, on trouve que
dim(z "' H;] N F) = dim H; + 7-gdim F = dim7[F] — 1 + 7-gdim F = dim F' — 1.
Par conséquent, une composante irréductible de #='[H;] N F' de dimension maximale est

une hypersurface de F', donc il y en a une infinité, ce qui donne la conformité de F. ®

Corollaire 1.44

(a) Sila dimension est 1-additive et si tout fermé irréductible F C 7 est conforme, alors

3 est conforme.
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(b) Si la dimension est additive pour les fermés et si tout fermé irréductible F C 7 est

conforme, alors la dimension est additive pour les constructibles.

Théoreme 1.45 Si la dimension est 1-additive, alors elle est additive. Si en plus elle est
1-semi—continue, alors elle est semi—continue.

T 1 . . . ’
— 7™M 7™ une suite de projections. Par récurrence, on peut

B Soit Zntmt!
supposer que la dimension est additive par rapport a 7 ; elle est additive par rapport a
par hypothese. Soit X C Z"*™*+1 un constructible irréductible, et soient dy := 7o-gdim X

et dy := m-gdim 73| X] les dimensions génériques.

I1 suffit de démontrer qu’il existe un ouvert U de mm2[X] tel que les myma-fibres de X

au-dessus de U soient de dimension constante.

(1) Considérons seulement les points au-dessus desquels les 7q-fibres sont génériques:

soit Uy := m [WQ[X],gen] )

(2) Il n’est pas possible de se restreindre aux my-fibres génériques, car il se peut que
™ [WQ[X, ﬁgen]] soit dense dans mmy[X]. Mais on peut enlever les points au-dessus
desquels les mi-fibres ont une grande partie, c.-a-d. de dimension > dy, formée de
points ayant des my-fibres non-génériques:

soit Uy := Uy \ my [WQ[X, —gen), >gen] .

(3) C’est presque suffisant ; encore faut-il enlever les points au-dessus desquels les 7;-fibres

ont une partie trop grande de points ayant des ws-fibres de grandes dimensions:
soit Vi :=my [WQ[X, dy+ k], >dy — k] )
(Alors pour k> 0,0n a V, CC mm[X] d’apres 1.41, car
dim 7| X, dy + k] < dimmy[X] — k = dimmymy [ X] + dy — k.
Donc ou bien 7 [WQ[X, dy —I—k]] CC mma[X], ou bien 'additivité, appliquée composante
par composante, donne wi-gdim (mo[ X, dy + k]) < dy — k)
Soit finalement U := Uy \ U Vi . Puisque la réunion des V; est une réunion finie, U est

k>1
définissable, non vide et ouvert dans mywe[X].

Prenons a € U et supposons que 77" (a)Nmy[X] = YoU---UY;. Done (mm2)~Ha)NX =
LIJ (73 'Y:] N X) . D’apres 1étape (1), dim(w;)7 (a) N m[X]) = max{dimY;} = d; , c.-a-d.
Zd:ignYi < dy pour tout 7. De plus, la condition (2) donne dimY; = d; ssi m2[X, gen| est
dense dans Y;. Alors trois cas sont possibles:

o soit my[X, gen] est dense dans Y; et alors dimY; = d; , d’ou

dim(7; Y] N X) = dimY; + 7o-gdim X = d; + d ;
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o soit my[X,d] est dense dans Y; pour un certain d < dy, alors
dim(7; Y, ]N X) =dimY; +d < d; + dy ;
o soit m[X,k + dy] est dense dans Y; pour un certain k > 0, alors dimY; < d; — k
d’apres (3) et donc dim(m; ' [Vi]N X) =dimY; +k+dy < dy +dy.

Puisque le premier cas apparait au moins une fois, on trouve comme résultat des calculs:
dim ((my72) " (a) N X) = d; + dy . Autrement dit, la dimension m;73-générique de X existe

et vérifie I’équation :
mime-gdim X = my-gdim X + 71-gdim my[ X .
Ceci donne immédiatement 'additivité, car

dim X = dimmy[X]+ mp-gdim X
= dimmyme[X] + 7-gdim mo[ X + 7o-gdim X
= dimmyme[X] + m7e-gdim X.

Finalement, si la dimension est 1-semi-—continue, on peut supposer par induction qu’elle
est semi-continue par rapport a mp. Soit a ¢ mwe[X,gen] et Y, comme ci-dessus. La

minimalité de dy et dy donnée par le lemme 1.37 implique que

dim((m72) " Ha) N X) = max{dim(=;'[V;])}
< max{dimY; + d;} = max{dimY;} +dy; < di + ds.
Donc la dimension 7;my-générique de X et la dimension minimale des wmy-fibres, ce qui

donne la semi—continuité de la dimension par rapport a w7y, toujours par le lemme 1.37.
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Chapitre 2 THEORIE ELEMENTAIRE

2.1 LANGAGES DES GEOMETRIES DE ZARISKI

Etant donnée une prégéométrie de Zariski, on voudrait la considérer comme une structure
d’un langage du premier ordre de facon que les structures élémentairement équivalentes
deviennent elles aussi des prégéométries de Zariski. Cela n’est possible que si l'on arrive a
identifier syntaxiquement les parties d’une géométrie qui sont topologiquement déterminées,
c.-a-d. qu’il faut un critere syntaxique pour qu’une formule définisse un ouvert ou un fermé.
Il s’avere plus simple de se concentrer sur les fermés.

D’un co6té, les propriétés fondamentales d’une prégéométrie de Zariski délimitent le choix
d’une classe de formules pouvant définir les fermés. Une telle classe doit étre close par:
conjonction finie, disjonction finie, substitution de variables par des parametres; elle doit
contenir 1’égalité et les singletons.

D’un autre c6té, il convient de se laisser guider par les exemples naturelles pour garder
des axiomatisations familieres si possible.

Toutes ces considérations conduisent a choisir une axiomatisation telle que les fermés
correspondent exactement aux réalisations des formules positives sans quanteurs avec para-

metres.
Définition 2.1
o Une formule fermée est une formule positive sans quanteurs (avec paramétres).

o Soit 3 une prégéométrie de Zariski. Un langage de géométrie de Zariski pour 3 est un
ensemble de symboles de relations contenant ['égalité et tel que les fermés des 7" soient

exactement les réalisations des formules fermées avec paramétres dans 7 .

Maintenant on peut regarder les axiomes de la définition d’une prégéométrie sous un autre

aspect :

Remarque 2.2

o [’axiome de séparation veut dire que le symbole « =» est dans le langage.
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[’axiome d’élimination des quanteurs devient une vraie élimination des quanteurs de
la structure. Autrement dit, il exige que tous les ensembles définissables soient construc-
tibles. Puisque réciproquement, les constructibles sont évidemment définissables, on pour-
rait I’exprimer par ’équation « constructible = définissable ».

(Ici, la définissabilité est toujours avec parametres. Il faudrait choisir le langage avec plus
de soins pour avoir 1’élimination des quanteurs sans parametres, c.-a-d. telle que toute

0-formule équivaut a une combinaison booléenne de @-formules atomiques.)

En plus, on comprend mieux I'enjeu de la compatibilité. En considérant p.ex. la version
donnée par le lemme 1.14, la continuité des projections correspond a la possibilité d’ajou-
ter des variables muettes; les permutations sont des homéomorphismes puisqu’on peut
échanger les variables sans changer le caractere syntaxique; les dernieres deux propriétés

expriment les équivalences

Fy (e ng=a) o e@a) et F3y (e A a=y) o o).

En somme, la compatibilité est la propriété qui permet de caractériser syntaxiquement

les fermés.

Puisque les structures considérées ne sont pas réduites a un seul élément, on peut expri-

mer I’ensemble vide de la topologie 7,[Z] par une formules fermée # = a A z = b pour

des n-uples @ #b si n >0 , et par une formule fermée a = b avec a £ b si n=0.
Si I'on voulait éviter les parametres, il faudrait supposer que le langage contienne le

symbole de relation 0-aire L ., qui serait une formule fermée par définition.

Quelques exemples de langages possibles:

Exemple 2.3 Le langage maximal L,,,, : Pour tout n et tout fermé F' de Z" . le lan-

gage contient un symbole de relation n-aire ®p interprété par F'. Le lemme 1.15 et la

proposition 1.17 (a) montrent qu’il s’agit bien d’un langage.

On peut facilement réduire ce langage sans changer les modeles: soit L;,, ’ensemble des

symboles @5 pour tout fermé irréductible F'. En plus, il suffit de prendre un seul symbole

pour tous les fermés qui sont conjugués sous les permutations de coordonnées.

Il est évident qu'un modele de L,,,, ou de L;,., est toujours une extension de la prégéo-

métrie de départ, puisque tous ses points sont nommés dans le langage.

Avant d’introduire d’autres langages, il est utile d’avoir quelques notions supplémentaires :

Définition 2.4

Un fermé est trivial ssi il est définissable avec parameétres dans le langage {=} .
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o Un fermé est premier ssi il est irréductible et n’est ni trivial, ni un produit cartésien de

deux fermés.

o Un fermé est absolument irréductible ssi il est premier et n’est pas une fibre d’un autre

fermé premier.

Exemple 2.5 Le langage L,,,, comporte des symboles @ pour tout fermé premier F',
comme ci-dessus a permutation pres. Un modele pour ce langage n’est plus forcément une
extension de la prégéométrie de départ.

On pourrait essayer de continuer: est-ce que ’ensemble des symboles & pour les fermés
absolument irréductibles forme un langage? Le seul probleme est le suivant: chaque fois
quun fermé premier F' C Z" est une fibre d’'un autre fermé premier F' C Z™ . alors
m > n . En continuant, rien n’empéche qu’on tombe sur une suite infinie de fermés premiers,
chacun étant une fibre du suivant.

Les symboles ®p interprétés par des fermés absolument irréductibles forment un lan-
gage L.ps ssi cette situation de suite infinie ne se produit pas. Alors L, est un langage

minimale (canonique).

Quelques exemples de langages de prégéométries de Zariski naturels:

Exemple 2.6
e L’ensemble infini sans structure: L, = {=}.
e Une relation d’équivalence: L, = {=, F}.

o Les espaces vectoriels: un langage possible est celui qui contient des symboles de relations
pour tous les sous-espaces de codimension 1.
o Les groupes de rangs de Morley fini un-basés: un langage possible est celui qui contient

un prédicat pour tout sous-groupe définissable.

Lemme 2.7 Soit L un langage de géométrie de Zariski pour une prégéométrie de Zariski
3, et soit o un automorphisme de la L-structure 3. Alors les applications (a,...,«) :

7" — 7" sont des 1,[Z]-homéomorphismes.

B Lvident. [ ]

EXTENSIONS DES TOPOLOGIES

Fixons un langage de géométrie de Zariski L pour la géométrie de Zariski 3, et soit ) une
L-structure élémentairement équivalente a 3. Est-ce qu’on peut munir ) d’une structure

de géométrie de Zariski naturelle?
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Si ce que « naturel » devrait signifier n’est pas forcément clair, il est évident qu’une
structure de géométrie de Zariski sur ) qui est sans rapport avec celle sur 3 n’est pas tres
utile. Une facon de définir « naturel » est impliquée par la définition d’un langage :

Une structure de géométrie de Zariski sur ) (en tant que structure élémentairement
équivalente a la géométrie de Zariski donnée 3 ) est naturelle si L est aussi un langage de

géométrie de Zariski pour ). Autrement dit:

Définition 2.8
o Soit 3 une prégéométrie de Zariski, L un langage de géomélrie de Zariski pour 3 fixé
et P =3 dans ce langage. Alors 7,[Y] est la collection des parties de Y™ définies par

des formules positives, sans quanteurs, a parametres dans Y .

o Si (Y, (7u[Y])new) est une prégéométrie de Zariski, on dira que ¢’est la structure naturelle
de prégéométrie de Zariski sur Y ou que ) est naturellement une prégéométrie de

Zariski.

Cette définition souleve un certain nombre de questions:
(1) Quelles propriétés des prégéométries de Zariski sont vérifiées par (Y, (7,[Y])new) 7

(2) Quelles sont les conditions pour que tout ) = 3 soit naturellement une prégéométrie

de Zariski?
(3) Dans quelle mesure cette propriété dépend-elle du langage?

On pourrait aussi se poser la question de trouver une définition plus intrinseque de « naturel »
qui dépende moins du choix de la définition d’un langage. Une possibilité serait de demander
que si ) < 3 sont des prégéométries de Zariski, alors les topologies 7,[Y] et 7,[Z] Iyn
sont les mémes. En fait, cette propriété est vraie:

La définition 2.8 implique évidemment 7,[Y] C 7,[Z] Iy ;'inclusion inverse sera montrée

par le théoreme 2.27.

Notation: Si L est un langage de géométrie de Zariski pour 3, les fermés de base sont
les fermés définis par une formule atomique.

Si X est un ensemble ()-définissable, soit ®y une @-formule qui définit X . Inversement,

si ¢ est une formule a n variables libres, je note ¥[Z] := {(z1,..., z0) | 3 E ¥ (2150, 20) } -

Soit donc ) une structure élémentairement équivalente a 3 dans L. Appelons « fermés »
de Y les éléments des 7,[Y] et « constructibles » de Y les combinaisons booléennes de
fermés de Y. Une application Y™ — Y* est dite « continue » si 'image réciproque d’un

fermé est fermée.
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La proposition suivante répond a la question (1):

Proposition 2.9

(a) Y est « irréductible », c.-a-d. 'Y n’est pas réunion propre de deux fermés.
(b) La diagonale A(Y') est fermée.
(c) Les applications de compatibilité sont continues.

(d) Les projections sont des applications constructibles.

B (a) Supposons que Y s’écrive comme réunion propre F(ay,...,ax) U G(by,...,b,) avec

ai,b; €Y et I|G des fermés de base. Ceci se traduit par une formule:

D E Fyr,een, yr 321,000, 20 ( Vo [Pr(e, g1y yr) V P, 2150, 2,)] A
da [~ Pp(z, y1,..., yx)) A T (= P(a, 21,..., 2] )

Mais cette formule reste vraie dans 3, ce qui contredit I'irréductibilité de Z .

(b) La diagonale est définie par la formule x; = 29, qui est positive sans quanteurs, donc

qui définit un fermé.

(¢) Comme expliqué dans la remarque 2.2, la compatibilité est devenue une propriété

purement syntaxique, donc vérifiée par définition méme des fermés de 9) .
(d) La preuve se fait en plusieurs étapes:
e Remarquons d’abord que la constructibilité d'un ensemble (-définissable est exprimable

par une formule du premier ordre, donc vraie dans ) des qu’elle I'est dans 3.

o Alors I’élimination des quanteurs est vraie pour les fermés de 9) :
Soit 7 : Y™t — Y une projection et F(a) un fermé de 9) ou F est un fermé
de base et a € Y<¥. Alors =[F(a)] = n[F](a) et il suffit de montrer que =[F] est

constructible ce qui est clair par la premiere remarque.

e Si () est un constructible @-définissable, alors (@) est un constructible de Y pour
tout @ € Y<¥ (car si @ = UF; \ G; avec des fermés (-définissables F; et G, alors
Qa) =UFi(a) \ Gi(a)).

e Pour finir, appliquons le critere du lemme 1.21 (d):

Soient F'(ay,...,ax) et G(by,...,b) deux fermés de Y™t ot F et G sont des fermés

(-définissables. Considérons les fermés £, G' C Y"H+E+ tels que

Cpi(2,y,2) — Pp(@oys Tny Y1y Yk) N 21 =21 Ao N 21 = 2

et G (2,y,2) — Pa(xo,y TpyZ1yees2l) N Y1 =41 Ao A Yp = Ui
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et supposons que la projection 7« corresponde a dxg. L’ensemble

{(xl,...,xn,gj,é) \@ EVao[Pr (2o, X1,y Xy Y, 2) < Q)G/(xo,xl,...,xn,gj,é)]}

est ()-définissable, donc constructible puisqu’il I'est dans 3 d’apres le lemme 1.21. Sup-

posons qu’il soit défini par la formule ¥(xq,...,2,, ¥, 2) . Alors

{(crre) |9 E 774 (@) N F(@) =7 (e) N G(D)}

est défini par < (x1,..., 2., a,b), donc est un constructible de Y™ d’apreés la remarque

précédente.

Le lemme 1.21 fait une récurrence sur la dimension, donc on ne peut 'appliquer que si
les fermés satisfont a la condition de chaine descendante. C’est le seul cas qui est vraiment

intéressant et qui sera utilisé dans la suite. Mais en fait, on pourrait se passer du lemme 1.21

en séparant les parametres d’une combinaison booléenne de Qo(do), ..., Qm(ary) delaméme
maniere que ci-dessus afin de retrouver une fibre @Q(ag @1+ a,) d'un constructible § -
définissable (). C’est seulement plus encombrant a écrire. [ |

Corollaire 2.10 Q) est naturellement une prégéométrie de Zariski (€ventuellement de di-
mension infinie) ssi toutes les 7,[Y] sont des topologies noethériennes ssi toutes les 7,[Y]

satisfont a la condition de chaine ascendante.

B D’apres la proposition 2.10, la seule propriété qui manque pour que ) soit naturelle-
ment une prégéométrie de Zariski est que les 7,[Y] doivent étre des topologies noethériennes.
Il est facile de voir qu'une collection 7 C B(X) est une topologie noethérienne sur un

ensemble X ssi dans 7 il n’y a pas de chaine infinie strictement croissante. [ |

Attention toutefois: rien ne garantit que la dimension reste finie!!

Corollaire 2.11 Une sous-structure élémentaire d’une prégéométrie de Zariski (de dimen-

ston finie) est une prégéométrie de Zariski (de dimension finie).

B Les fermés de la sous-structure sont des fermés de la prégéométrie de Zariski de départ,

donc la condition de chaine est héritée par la sous-structure. [ |
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2.2 PREGEOMETRIES DE ZARISKI ELEMENTAIRES

Définition 2.12 Soit L wun langage de géométrie de Zariski pour une prégéométrie de
Zariski 3. Alors 3 est dite L-élémentaire ssi ) est naturellement une prégéométrie de

Zariski pour tout Y =, 3.

La question (2) de la section précédente se reformule alors:

(2") Sous quelles conditions une prégéométrie de Zariski est-elle élémentaire?
Disons que 3 satisfait a la condition de chaine descendante bornée ssi il n’y a pas de chalnes
de fermés, strictement descendantes, arbitrairement longues et uniformément définis. Plus

précisément, cette condition exige qu’il n’y ait pas de formules positives sans quanteurs ¢;

et de parametres a;; € Z<“ tels que pour tout k € w :
3 F wolT,a0r) D w1(T,a16) D -+ D @r(T, k)

(ot « D » n’est pas le symbole d'implication de Peano mais une abréviation pour I'implication

stricte renversée).

Théoreme 2.13 Les trois énoncés suivants sont équivalents :
(a) 3 est une prégéométrie de Zariski L-élémentaire.
(b) 3 satisfait a la condition de chaine descendante bornée.

(c) 1l existe une L-structure Ng-saturée, élémentairement équivalente @ 3, qui est natu-

rellement une prégéométrie de Zariski.

B (a)=(c) est trivialet —(a)=—(b) est direct par compacité.

= (b) == (c) Supposons que 9 = 3 soit Rg-saturé. Par compacité, il existe une extension
3" de 3, suffisamment saturée, avec des parametres ay telle que 3* E @o(ag) D -+ D
or(ar) D -+ -. Alors on peut réaliser tp(ag) dans g) par by, et choisir inductivement bgyq
dans Q) tel que tp(bri1/bo,-..,b) soit le conjugué de tp(drsq/do,-..,ax), ce qui donne
@:@0(7)0)3---D¢k(?)k)3---. ]

Ce résultat permet aussi de répondre a la question (3) de la section précédente:

Corollaire 2.14 La propriété d’une prégéomélrie de Zariski d’élre élémentaire ne dépend

pas du langage de géométries de Zariski choisi.

49



1HEORIE ELEMENTAIRE

B La condition de chaine descendante bornée ne dépend pas du langage, on peut la re-
formuler comme suit: il n’y a pas de fermés F; et de parametres a;; € Z<“ tels que

FO(ELOk) D) Fl(gllk) DD Fk(&kk) pour tout kew. |

Alors une prégéométrie de Zariski est dite élémentaire si elle est L-élémentaire pour un
langage de géométrie de Zariski, donc pour tous. La théorie d’une prégéométrie de Zariski
élémentaire est appelée une théorie de prégéométries de Zariski. (Une théorie de prégéométrie
de Zariski est toujours supposée complete.)

L’énoncé « 3 =) sont des prégéométries de Zariski » voudra dire qu’il existe un langage
de géométrie de Zariski fixé (mais pas explicité) tel que 3 et ) soient naturellement des

prégéométries de Zariski et élémentairement équivalentes pour ce langage.

Question: Est-ce que les extensions d’une prégéométrie de Zariski élémentaire de dimension

finie restent de dimension finie?

Proposition 2.15 Soit T une théorie de prégéométries de Zariski, 3 T et A C 7.
Alors T(A) est une théorie de prégéométries de Zariski.

B Soit 3* un modele Ry + |A[T-saturé de T'. Alors 'expansion de 3* a une L(A)-
structure reste une prégéométrie de Zariski, puisqu’on ne fait que nommer quelques fermés
en plus, et en tant que L(A)-structure 3* reste Rg-saturée. Donc par le théoreme 2.13,

T(A) est une théorie de prégéométries de Zariski. [

STABILITE ET RANG

Théoreme 2.16 Une prégéométrie de Zariski élémentaire (dans un langage de géométrie

de Zariski L ) est totalement transcendante et k-stable pour tout & > Rg + |L] .

B Le rang de Morley est égal au rang de Cantor dans une extension Ng-saturée ou il est
borné par la dimension d’apres la proposition 1.23. Donc toute formule est rangée par le
rang de Morley : la théorie est totalement transcendante. Le résultat de stabilité pour une

théorie totalement transcendante vient de [P1] 17.12. |

Corollaire 2.17

(a) Si T est une théorie de prégéomélries de Zariski, alors ar < dims Z pour tout 3 qui

est un modele Ng-sature de T .

(b) Dans un langage dénombrable, une théorie de prégéoméiries de Zariski est Rg-stable.
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La proposition suivante est un corollaire immédiat du lemme 1.25:

Proposition 2.18 Dans une prégéométrie de Zariski Rg-saturée, le rang de Morley est

¢gal a la dimension ssi la prégéométrie est conforme.

Plus précisément, les équivalences du lemme 1.25 sont valables dans une prégéométrie de
Zariski Rg-saturée si 'on remplace « rang de Cantor » par « rang de Morley ». Le degré
de Morley d’un constructible est égal au nombre de composantes irréductibles de dimension
maximale.

En général, rien n’assure que la dimension d’un modele Ny-saturé soit égale au rang de
Morley ; et méme si cela est vrai, la dimension d’un modele quelconque peut différer du rang

de Morley — voir les exemples 4.8 et 4.10.

Le reste de ce chapitre sera consacré a la comparaison des topologies et des dimensions
dans deux modeles différents d’une théorie de prégéométries de Zariski, et au comportement
des propriétés importantes comme la conformité ou la définissabilité de la dimension par
passage aux extensions élémentaires. La question directrice pour la suite de cette section,

et qui sera reprise dans la section 2.4, est donc la suivante:

Question: Qu’est-ce qu’on peut dire en général sur le rapport des dimensions et des rangs

dans différents modeles d’une théorie de prégéométries de Zariski?

Pour préciser, je noterai dimsy la dimension topologique d'un constructible calculée dans la
prégéométrie de Zariski 3. Pour commencer, un lemme important qui dit que le fait d’étre

irréductible ne dépend que du type des parametres :

Lemme 2.19 Soient Y =3 et a € Y<¥, b€ Z< tels que tp(a/0) = tp(b/0) . Si ¢(z,7)
est une O-formule, alors [Y,a] est irréductible dans ) ssi o[Z,b] Uest dans 3 .

B Par l'absurde, si ¢[Y,a] est réductible, alors il existe des fermés (-définissable F, F’

tels que ¢[Y,a] soit réunion propre de deux fibres F(b) et F'(¢). Donc
tp(a/0) + 353z (Vz[e(z,a) — (0p(z,5)V Om(7.7))]
A3z [p(z.a) A =Cp(z.9)] A 37 [p(z,0) A —~0p(2.7)] ).
Par hypothese, cette formule est dans tp(b/0) , ce qui dit que ¢[Z,b] est réductible. [
En particulier, si ) < 3 sont des prégéométries de Zariski, alors un constructible ¢ qui
est Y-définissable est irréductible dans Q) ssi il ’est dans 3. On en déduit directement le

Corollaire 2.20 Si ) < 3 sont des prégéomélries de Zariski et ) un constructible Y -
définissable, alors dimg () < dimz () .
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B D’apres le lemme 2.19, un drapeau Y -définissable reste un drapeau dans 3. [ |

Disons que les dimensions coincident (pour les fermés) dans deux prégéométries de Zariski
P =3 ssi dimg y[Y] = dimy y[Z] pour toute (Y NZ)-formule (fermée). Le lemme suivant

est évident :

Lemme 2.21 Soient Y <3 et ¢ une Y -formule.
Alors dimgy[Y] =0 ssi dimzp[Z] =0 ssi ¢ est une formule algébrique.

Lemme 2.22 Soient ) = 3 deux prégéométries de Zariski Ng-saturées et () un ensemble
0-définissable. Si a € Y<¥,b € Z<% ont le méme type sur |}, alors dimg Q(a) = dim3z Q(b) .

B Puisque, a isomorphisme pres, ) et 3 ont une extension élémentaire Ng-saturée com-
mune, il suffit de considérer le cas ) < 3. De plus on peut supposer @ = b : les deux uples
sont conjugués par un automorphisme (a I'intérieur d’un grand modele saturé) qui préserve
la dimension (puisque I'image d’'un drapeau sous un automorphisme reste un drapeau).

L’inégalité dimgy < dimy est général; I'inégalité inverse sera montrée par récurrence sur
dims :

Pour dimz @) = 0 c’est donné par le lemme 2.21; et pour les étapes limites, c’est clair
par récurrence.

Supposons dimz @) = a4+ 1 et @ irréductible: il existe un fermé relatif F(a) C @ tel
que I soit (-définissable, a € Z<“ et dimz F'(a) = a . Alors on peut réaliser le type de a
par b dans 9. Par récurrence, dimg I'(b) > dims F'(a), d'ott dimg @ > o+ 1. [

Corollaire 2.23

(a) Les dimensions coincident dans deux prégéoméiries de Zariski Rg-saturées élémentai-

rement équivalentes.

(b) Soit T wune théorie de prégéoméltries de Zariski dans un langage L .
Alors dims x[Z] < (Ng + |L|)T pour tout modele 3 de T et toute Z-formule x .

B (a) est immédiat par le lemme précédent.

Pour (b), soit 3* une extension Rg-saturée de 3. Alors dimsz x[Z] < dimz« x[Z*]. Puis,
par stabilité de la théorie, il existe un modele ) qui est Ng-saturé et de cardinalité Rg+|L].
Il 'y a au plus (Rg + |£])T ensembles Y -définissables, donc pour toute Y -formule ¢, on a
dimg £[Y] < (Rg 4 |£])T . Enfin, on peut réaliser le type des parametres de y dans 2), et

on peut conclure avec le lemme 2.22. [ |
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CONDITIONS DE CHAINE

Lemme 2.24 Une prégéométrie de Zariski élémentaire satisfait aux conditions de chaine

suivantes :

a our toute jormule jermee W exritsie un eniter n € ue toute chaitne strictemen
Pour tout ! ‘e o, il exist tier n, tel que toule chaine strictement

descendante de fermés définis par des formules @(a) soit de longueur au plus n, .

(b) Pour toute formule fermée ¢, il existe un entier my, tel que toute chaine strictement
descendante de fermés définis par des intersections finies de formules ¢(a) soit de

longueur av plus m,, .

B Sinon, par compacité, on contredit facilement la condition de chaine descendante bornée

du théoreme 2.13. [ |

2.3 COMPARAISON DE TOPOLOGIES

A-TOPOLOGIES

Supposons que T soit une théorie complete de prégéométries de Zariski et soit 3 un modele
monstre de T'.

Si A est un ensemble de parametres, alors les fermés A-définissables dans Z" forment
une topologie sur Z" , appelée la A-topologie et notée 7,[A]. Puisque la A-topologie est
une sous-topologie de 7,[7Z], elle est noethérienne. Le préfixe « A- » se réfere alors a la
A-topologie. En particulier, la A-adhérence X dune partie X C Z™ qui est le plus petit
fermé A-définissable contenant X , est définissable. Un A-constructible est une combinaison
booléenne de A-fermés. Mais en général, une partie A-définissable n’a aucune raison d’étre

A-constructible!

/. . B — A o - L, eps , .
Evidemment, si A C B, alors X~ C X . Si rien n’est spécifié, ’adhérence sera prise

dans le modele monstre 3, i.e. X = X7,
Lemme 2.25 Les composantes d’une partie A-définissable sont acl®(A)-définissables.

B Soit X =X,U---UX, A-définissable et soit o un automorphisme du modele monstre
qui fixe A point par point. Comme a~! est un homéomorphisme, les a'[X}] sont irréduc-
tibles. Par conséquent, il existe une composante irréductible X; telle que o '[X;] C Xj.
Donc X; = aa™'[X;] C a[X;]. Mais «a[X;] est aussi irréductible, d’ott X; = o[X;]. Puis-
quil n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour a[X;], il est acl®/(A)-définissable. [
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Question: Quels sont les ensembles de parametres A tels que la famille (7,[A])ne. (ou
A tout court) admette « I’élimination des quanteurs », c.-a-d. tels que toute partie A-

définissable soit A-constructible? (C’est vraisi A est un modele d’apres la proposition 2.9.)

TOPOLOGIES DE ZARISKI SUR LES TYPES

Si p € S,(A), notons pt la partie de p formée de formules fermées: p* = {¢ €
p | fermée} . Si A « admet I’élimination des quanteurs », alors la partie fermée détermine

un type complet, c.-a-d. sip,q € S,(A) tels que pt =g* , alors p=gq.

Les topologies 7,[A] induisent des « topologies de Zariski » sur les espaces de types
Sn(A) : les fermés de base sont donnés par les ensembles <@ > = {p € S,(A) |y € p}
pour les A-formules fermées ¢ . L’adhérence de Zariski d’une partie P C 5,(A) est donnée
par

U{<w> |3 e P, ¢ ep, ¢ fermée}.

En particulier, la topologie de Zariski sur S,(A) est moins fine que la topologie usuelle

(aussi appelée topologie constructible) et elle est noethérienne.
Supposons pour la suite que A soit ’ensemble de base d’un modele.

Définition 2.26 Soit X C Z" un constructible irréductible A-définissable. Alors le type
générique de X , noté tpy , est l'unique type dans S,(A) prolongeant Uensemble

{r € X} U{x ¢ F|F fermé relatif A-définissable CC X}.

Alors la topologie de Zariski sur S,(A) a la propriété suivante: pour toute partie P de
Sn(A) qui est Zariski—fermée et irréductible, il y a un et un seul point qui est dense dans
P, « son point générique ». S,(A) avec la topologie de Zariski est donc un « espace de
Zariski » comme il est défini dans [Ha] p. 93 sq.

Inversement, tout type p est le type générique d’un fermé irréductible A-définissable, a
savoir la A-adhérence des réalisations de p dans 3 (ou dans n’importe quelle extension
élémentaire de A suffisamment saturée).

En fait, on peut voir S,(A) de maniere ensembliste comme étant la réunion de A" (=
les types réalisés) avec un point pour tout fermé irréductible A-définissable (= les types
génériques). C'est exactement de la méme facon que I'on construit le spectre de I'anneau
des fonctions d’une variété algébrique.

La dimension d’un fermé irréductible est égale a la dimension topologique de I’adhérence
de son point générique dans ’espace des types. Plus précisément, on a un ordre partiel p ~ q

sur S,(A), «p se spécialise en q», si g est un élément de 'adhérence de Zariski de p.
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Ceci donne un ordre partiel discret et noethérien sur 5,(A). Les points minimaux sont les
types réalisés, 'unique type maximal (car A™ est irréductible) est le type générique de A" .
Puis la dimension d’un fermé irréductible est donnée par la hauteur de son type générique
dans cet ordre.

Derniere remarque: les propriétés génériques des éléments d’un fermé irréductible sont

celles qui sont vérifiées par le point générique.

CONTINUITE DES INJECTIONS ELEMENTAIRES

Notation: Si 9 < 91 sont des modeles d'une théorie stable, et si X C N* est N-
définissable, alors on sait que X N M* est définissable dans 9 par une formule qui sera

notée dognX . Si X est défini par la N-formule ¢, je noterai aussi dyp X = dgmé .
En particulier, on a (dmé)[M] = {[M].

Soient %) < 3 deux modeles d’une théorie de prégéométries de Zariski. Cette section a pour

but de montrer le théoreme suivant :
Théoréme 2.27 Les lopologies 7,[Y] el 7,[Z] 1y sonl les mémes (sur Y ).

m Par définition des topologies 7,[Y] et 7,[Z], on a Iinclusion 7,[Y] C 7,[Z] [y . 1l
reste a montrer que les inclusions ¢, : Y — Z™ sont 7,[Y]-7,[Z]continues:

Soit F' un fermé Z-définissable de Z™ . Il suffit donc de démontrer que FNY™ est fermé
dans 9, c.-a-d. que dyF' est (équivalente a) une Y-formule fermée. Il existe une @-formule
O et des parametres a € Z<“ tels que F'= ®[Z, a]. Alors d’apres [P1], proposition 12.25,
dyF' est une combinaison booléenne positive d’instances de ® (a parametres dans Y ).

Chaque instance étant une Y-formule fermée, dyF' est fermée. [ |

Dans la suite, je vais donner une deuxieme preuve de ce théoreme.
Lemme 2.28 Si \ est une Y -formule, alors x[Y] est Z-dense dans x[Z].

B Supposons d’abord que Y soit une formule fermée, donc que Y[Y] soit fermé dans 2) .
On peut supposer que x[Y] est irréductible: pour le cas général, il suffit de décomposer en

composantes irréductibles.

Récurrence sur dimg y[Y] :
e S5i dimg x[Y] =0, alors x est de la forme  =a, donc x[Y] = x[Z] = {a}.
e Soit donc dimg y[Y] > 0 et supposons que [Y]Z C x[Z] . Soit ¢ une @-formule fermée

——7 . . o .
et a € Z<¥ tels que y[Y] =¢[Z,a]. Soit n maximal tel qu’il existe une chaine

0#¢[Z,a] C--- C €7, a,) = €7, a] C x[Z]
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avec des a; € Z<% . Ce maximum existe d’apres la condition de chaine 2.24 (a) puisque 'on

se trouve dans une théorie de prégéométries élémentaires.

L’existence de cette chaine s’exprime par une formule du premier ordre. On peut donc
trouver des parametres b; € Y<“ (b:= b, ) tels que
En particulier, £[Y,b] C x[Y] = x[Y]N&(Y,a). Alors il n’y a que deux possibilités :
e ou bien {[Z,0] € £[Z,a], et alors on a dimg ¢[Y,b] < dimg y[Y] parce que \[Y] est
irréductible. De plus,

&v.8 C NYIné,a), C XV n&Wa) = ¢Z,6nélZ,a) C €2,0),

donc I’hypothese de récurrence s’applique a £[Y, 0] : contradiction.

e ou bien [Z,b] C £[Z,a]. Alors on a une chaine
0 #EZ.b] o CE[Z.b] = ¢[2,0] C ¢[Z,a] C x[Z]
ce qui contredit la maximalité de n .

Pour le cas général d’une Y -formule y quelconque, on peut se restreindre aux localement
fermés irréductibles. Soient donc x une Y -formule et ¢ et ¢ des Y-formules fermées

telles que x[Y] = p[Y] \ ¢[Y] et telles que ¢[Y] soit irréductible. Alors

P12 = oV = \VT  uBlY] =V uelZ].

Mais ¢[Y] est irréductible, donc [Z] aussi (voir lemme 2.19) et [Z] # ¢[Z], dou
7
X[YT = el2] 2 (7] .

Remarque 2.29

e On ne peut pas espérer avoir cette propriété pour des Z-formules quelconques:
sia € Z\Y et x estlaformule # =a, alors x[Y] =0, mais \[Z] = {a}.
o La preuve du théoreme utilise le fait que la théorie des prégéométries de Zariski considé-
rées est élémentaire. Est-ce que le théoreme reste vrai si %) < 3 sont deux prégéométries

de Zariski non élémentaires?

D’apres le lemme 2.28, [Y]Z = [Z]Z . De plus, x[Y] = x[Z] est clair, puisque tout est

Y -définissable. On peut donc parler de "adhérence d’une formule:

X7 sera la Y-formule définissant x[Y] et ¥Z la Z-formule définissant y[Y]

Maintenant il est facile de prouver que les adhérences dans ) et 3 coincident :

Proposition 2.30

(a) Soit y est une formule a paramétres dans Y | alors X[Y]Y = X[Y]Z = X[Z]Y = X[Z]Z .
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(b) Soit X CY"™. Alors on a X =X (dans 3 ).

B (a) On sait que X[Y]Y = X[Z]Y C X[Y]Z = X[Z]Z. Quitte a prendre des composantes
irréductibles, on peut supposer que Y[Y] soit irréductible (dans 9) ). Donc [Y]Y = [Z]Y

est aussi irréductible, dans ) ainsi que dans 3 (lemme 2.19). Mais

X2 \X2T < X2] \xZ1 € 9" x[Z) c X [2]

donc par l'irréductibilité on trouve y[Z] = X[Z]Z

(b) On peut remplacer X par y := dy( X" ), les adhérences resteront les mémes. Alors
z

— —7 — —Y . N
X7 =x[Y] et X = X[Y] et (a)s’applique a x . [
Donc pour des parties Y -définissables, il n’y a pas de différence entre ’adhérence dans le

petit et dans le grand modele. La proposition suivante indique ce qu’on peut dire sur les

parties Z-définissables; en particulier la partie (a) redémontre le théoreme 2.27.

Proposition 2.31

(a) Soit ¢ une Z-formule fermée. Alors dyp est fermée et (dyp)[Z] C o[Z] .

(b) Soit x une Z-formule quelconque. Alors on a dyy[Z] C [Z]Z et

Y] € dp(\YT)Z] = VT = Y] = dpx (2] = dpx 7]
N N N N

7] € dp(X[ZA)7) < X2 < \[2]

(Ici, toutes les adhérences sont prises dans 3 )

B (a) Les inclusions et égalités suivantes sont soit évidentes, soit déja démontrées:

(dy)[ 7] € (dpe)[Z]” "2 (dpe) Y] = ¢IV] ColZ] = ¢l2).

Puis on sait (proposition 2.30) que 3k V& (d@—c,oy(:f;) e dyo (2) — c,o(:f;)) , donc
—Y
dyp [Y] C ¢[Y] = (dyp)[Y] C dye [Y]

d’ou dyp = dgc,oy puisque les deux sont des Y -formules.

(b) On a dyx[Z] C d@(mz)[Z] , donc il suffit de démontrer d@(mz)[Z] C [Z]Z

Les 3 égalités a droite de la premiere rangée viennent directement de la proposition 2.30,

puisque par définition x[Y] = (dyx)[Y].

Les inclusions d@(mz)[Z] C [Y]Z et d@(mz)[Z] C mz sont données par (a).
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Puis x[Y] C [Y]Z implique Q) F dyy — dyx[Y] . La derniere formule étant fermée
par (a), ceci donne )k d@—xz — dy [Y]Z ce qui veut dire d@—XZ[Z] C dy [Y]Z[Z] . Donc

on a ’égalité *. Toutes les autres inclusions sont générales. [

Lemme 2.32 Soit x une Z-formule, alors dims(dyy[Z] \ x[Z]) < dimj [Z]Z

B D’apres 2.31 (b), on a

dp\[Z1\x[Z] S N2 \\[Z] € ox[Z]
et donc  dims(dgy[Z]\x[Z]) < dim3zdx[Z] < dim5mz. -

2.4 LES GEOMETRIES DE ZARISKI

DEFINISSABILITE ET CONFORMITE SOUS EXTENSIONS ELEMENTAIRES

Les résultats de la section précédente permettent de reprendre la question de la section 2.2
sur la comparaison des dimensions dans différents modeles d'une théorie de prégéométries de
Zariski. Il n’y a pas de réponse générale satistaisante puisque les phénomenes de conformité
(= égalité de la dimension avec le rang de Cantor), d’égalité des dimensions dans diffé-
rents modeles, d’égalité des rangs de Cantor dans différents modeles, de définissabilité de la
dimension etc. interagissent d’une facon peu controlable. Plus précisément, c’est 1’absence
d’une de ses propriétés qui empéche de démontrer des résultats positifs.

Pour donner une idée: si %) < 3 sont des prégéométries de Zariski et 3 est conforme,
alors on aimerait bien montrer que ) aussi est conforme. Si ) est un constructible Y-
définissable, alors dims () = dims @ . En plus, on sait que I’adhérence @) est la méme dans

2 et 3. Pour pouvoir conclure, il faudrait savoir que dimg = dimyg, .

Soit pour la suite T' une théorie de prégéométries de Zariski fixée. Toutes les prégéométries
de Zariski considérées seront des modeles de T'.

Les lemmes suivants donnent des résultats concernant les rapports entre I'égalité des
dimensions et la conformité, puis entre 1’égalité des dimensions et la définissabilité des

dimensions.

Lemme 2.33

(a) Si Y < 3, les dimensions coincident et 3 est conforme, alors ) est conforme.
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(b) Si ) et 3 sont Ng-saturées, alors ) est conforme ssi 3 est conforme.

(c) St Y < 3, les dimensions coincident pour les fermés et ) est conforme, alors les

dimensions coincident pour tous les constructibles.

B (a) Soit @ constructible Y-définissable, alors dimg @ = dim3 @ = dim3 Q = dimg Q

car adhérence dans Q) et dans 3 est la méme: voir proposition 2.30.

(b) En prenant une extension Ng-saturée commune, on peut supposer que ) < 3, l'une
des deux conforme.

e Si 3 est conforme, alors dimg = dimy par le corollaire 2.23 et ) est conforme par (a).
e Si 2 est conforme, () un constructible (-définissable et a € Z<“ on peut réaliser

le type de @ par b dans 2. Alors il existe a € Aut(3) tel que o(a) = b. Puis

dim3z Q(a) = dimzQ(b) = dimy Q(b) = dimyQ(b) = dimzQ(b) = dimza(Q(b)) =

dimsz (@) puisqu’un automorphisme est un homéomorphisme.

(¢) Si @ estun constructible Y-définissable, alors dimg ) = dimg @ = dim3 @ > dim3Q >

dimg @) , on a donc égalité partout.

Lemme 2.34
(a) Si Y =<3, dimy est définissable et dimg = dimyz , alors dimgy est définissable.

(b) Si P et 3 sont Vg-saturées, alors dimgy est définissable ssi dimsz est définissable ;

et en ce cas les deux sont définissables par les mémes formules.

B D’abord il est nécessaire de préciser la notation =[Q, k] introduite en section 1.4 en
indiquant le modele dans lequel on calcule la dimension des 7-fibres. Soit donc 7won[Q), k]
’ensemble des points de #[Q)] tels que dimgn(7~'(a)N Q) =k (éventuellement vu a I'inté-

rieur d’'un modele plus grand).

(a) Puisque les dimensions dimg et dims coincident, on a wy[Q), k] = 73[Q, k] N Y < =
dy(m3[Q, k]) ce qui est Y-définissable par stabilité de la théorie.

(b) Vu que les dimensions dans ) et 3 coincident par le corollaire 2.23 (a), c’est presque
évident. 1l suffit de considérer le cas ) < 3 en passant a une extension Np-saturée commune.
e Si dimjy est définissable, alors (a) donne la définissabilité de dimg, .
e Supposons donc que dimg soit définissable. Soit ) un constructible () -définissable, k
un entier fixé et A CY un ensemble fini de parametres qui permet de définir 79[Q, k| .
Si a € 7y[Q, k] (mais pas forcément dans Y <), alors par saturation, il existe b € ¥<
tel que tp(a/A) = tp(b/A). Comme a et b sont conjugués par un 3-automorphisme
fixant A, donc 7g[Q, k], on a b € 79[Q, k]. Donc le lemme 2.22 donne dims Q(a) = k,
c-a-d. mglQ, k] C 73[Q, k] .
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Soit maintenant b € 73[Q,k]. On peut envoyer b dans Y par un automorphisme
a fixant A. Toujours par le lemme 2.22, on trouve dimg Q(a(a)) = k, donc a(a) €
TylQ, k] . Puisque a laisse 79[Q, k] invariant, on peut conclure que b € m9[Q, k] .

En somme, on obtient 73[Q), k] = m9[Q, k] . En particulier, les dimensions sont définis-

sables par les mémes formules. [ |

DEFINISSABILITE UNIFORME DE LA DIMENSION

Définition 2.35 La dimension est uniformément définissable dans un modéle de T ou dé-

finissable dans T ssi elle est définissable dans tous les modéles.

Remarque 2.36 D’apres le lemme 2.34 (b), si la dimension est uniformément définissable,
alors dans tout modele Ng-saturé elle est définie par les mémes formules qui seront simple-
ment notées w[Q), k]. La preuve du lemme 2.34 (a) montre en plus que dans un modele 90t

quelconque, la dimension est définie par les formules mon[Q, k| = dom(7[Q, k]) .

Lemme 2.37

(a) Si la dimension est uniformément définissable, alors les dimensions coincident dans

tous les modeéles.

(b) Si la dimension est uniformément définissable, alors {dimQ(a)|a € Z} est fini pour
tout constructible ) et tout modele 3 de T .

B (a) Les dimensions coincident dans les modeles Rg-saturés d’apres le corollaire 2.23 (a).

Puis, soit ) un modele quelconque et 3 une extension Ng-saturée. Soit () un constructible

() -définissable et @ € Y<¥ . Alors

dimg Q(a) =k ssi a € wg[Q, k| NY < =dy(x[Q, k)N Y =7x[Q,k]NY <"
ssi dimz@Q(a) = k.

(On peut toujours s’arranger pour quil y ait des parametres: si @) est () -définissable, alors

@ = Q'(a) pour tout a €Y ou Q' :=Q xY).

(b) Supposons que 7[Q] = U,e;r 73[Q, ki] ne soit pas une réunion finie dans un modele 3.
Vu que les dimensions coincident dans tous les modeles, on peut supposer que 3 est RNg-
saturée: le passage a une extension RNg-saturée ne fait qu’ajouter éventuellement quelques
dimensions de w-fibres en plus.

Donc, dans une extension suffisamment saturée de 3, on peut réaliser {z € 7[Q],z ¢

7[Q, k]| Vi € I}. Mais & ayant un conjugué dans 3, la dimension de la #-fibre de @
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au-dessus de 7 est un certain k; pour ¢ € [ : contradiction a la définissabilité uniforme

des dimensions dans les modeles Ny-saturés! [ |

Théoréeme 2.38 S'il existe une prégéométrie de Zariski 3 Wo-saturée, conforme, et dans
laquelle la dimension est définissable, alors tout modéle de Th(3) est conforme, et dans

tout modéle la dimension coincide avec le rang de Cantor et le rang de Morley.

B Soit d’abord ) un autre modele Njp-saturé. Alors les dimensions dimsz et dimg
coincident d’apres le corollaire 2.23 (a). Puis la dimension est définissable dans ) par
le lemme 2.34 (b) et 2 est conforme par le lemme 2.33 (b), en particulier la dimension
dans g) coincide avec le rang de Cantor, qui est égal au rang de Morley puisque ) est

Rg-saturé.

Soit maintenant ) un modele quelconque. On peut supposer qu’il est sous-structure
élémentaire de 3. Les dimension dans %) et 3 coincident d’apres la remarque 2.36, donc
le lemme 2.33 (a) s’applique, c.-a-d. Q) est conforme. En particulier sa dimension est égale
a son rang de Cantor, et on a aussi égalité avec le rang de Morley, car dimg = dimz = RM .

Finalement, la dimension dans ) est définissable a cause du lemme 2.34 (a). [

DEFINITION DES GEOMETRIES DE ZARISKI

Définition 2.39 Une géométrie de Zariski est une prégéométrie de Zariski 3 telle que
o 3 est élémentaire dans un langage dénombrable ;
o [a dimension est uniformément définissable et finie;

o tous les modéles de Th(3) sont conformes.

Théoréme 2.40

(a) Si 3 est une géométrie de Zariski et ) = 3, alors ) est naturellement une géométrie

de Zariski.

(b) Une géométrie de Zariski est une structure Rg-stable de rang de Morley fini. Le rang

de Morley est égal a la dimension topologique.

B Tout est fait pour! [

Théoreme 2.41 La dimension est additive dans une géométrie de Zariski.

B Le théoreme découle du lemme suivant, en appliquant le théoreme 1.45. [ |
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Lemme 2.42 Soit 3 wune prégéométrie de Zariski élémentaire et conforme et soit w :
Z" — Z% une projection. Si la dimension est uniformément définissable par rapport a =,

alors © est additive.

B D’abord 'inégalité dim @) > dim 7[Q] 4+ 7-gdim @) est donnée par la semi-additivité du
lemme 1.38. Puis montrons I"autre inégalité par récurrence sur dimz[Q)] :
e Si dim#[Q] =0, c-a-d. 7[Q] = {a}, alors @ = Q(a), donc dimQ =0+ dimQ(a) =
dim 7[Q] + 7-gdim @ .
e Soit donc dimw[Q)] > 0. Supposons, par I’absurde, que dim @ > dim7[Q] + 7-gdim @
avec dim () minimale. Soit d := 7-gdim () .

Par conformité, il existe une infinité d’hypersurfaces H; (i € w) de @ . On peut en plus
supposer que [, gen| est dense dans #[H;] pour tout ¢. Par récurrence et minimalité de

dim (), la dimension est additive pour tous les H; . Donc

dim7[Q] 4+ 7m-gdim @) < dim@Q —1 = dim H; =
dimr[H;] + 7-gdim H; < dim7[Q]+ 7-gdim @

montre que dim#[H;] = dim#[Q] et 7-gdim H; = 7-gdim ) = d pour tout H; .

Alors pour tout n € w, on peut trouver un ouvert U, de #[Q] tel que:

o U, Cr[Hy,gen|N---N7[H,, gen] N 7[Q,gen] pour 1 =1,...,n et

o dim( H;(b)N H;(b)) < d pour tout b€ U, et 1<i<j<n.
La premiere condition est possible parce que #[Hy,gen] N -+ N x[H,, gen] N 7x[Q), gen] est
un ouvert de 7[Q)]. Pour la deuxieme condition, soit on a «[H; N H;] CC =[Q] et il suffit
d’éviter cette intersection ; soit dim#«[H; N H;] = dim7[Q]. Alors I'additivité appliquée aux
composantes irréductibles de H; N H; donne w-gdim (H; N H;) < d, et il suffit de prendre
U, Cx[H;N Hj, gen].

Soit a une réalisation du type générique de 7[()] dans une extension suffisamment satu-
rée. Alors a € () U, . En particulier, a € 7[Q,gen| N N 7n[H;, gen] a cause de la premiere
condition, ce qﬁ?wentraine dimQ@(a) = dim H;(a) = d l?)Iour tout ¢ € w par la définissabi-
lité uniforme de la dimension. Mais la deuxieme condition donne dim(H;(a) N H;(a)) < d
pour tous ¢ # j, et évidemment H;(a) C Q(a) pour tout ¢ € w. Donc dimQ(a) > d :

contradiction. [ ]

Ce théoreme est a rapprocher a la preuve du théoreme 2.15 dans [P2], page 55, ou Poizat

montre que 'additivité du rang d’un groupe de Borovik se déduit des autres axiomes.
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Chapitre 3 VARIETES ET MORPHISMES

Etant donnée une géométrie de Zariski, il est naturel de considérer des structures interpré-
tables dans cette géométrie. Il y a plusieurs motivations pour cela: D’abord la construction
de T §’est avérée tres importante en théorie de la stabilité pour la compréhension d’une
théorie élémentaire. Puis, toutes les branches plus ou moins géométriques des mathéma-
tiques ont rencontré la nécessité de définir des variétés, qui ne sont autres que des structures
imaginaires d’'un comportement géométrique particulierement bon. En particulier c’est le
cas pour la géométrie algébrique, ou p.ex. le passage de 'espace affine a 'espace projectif
est fondamental. Les groupes quotient d’un groupe algébrique donnent un autre exemple.
Finalement, une derniere motivation vient directement de la problématique des conjectures
de Zil’ber et Cherlin: s’il s’agit de prouver 'interprétabilité d’un corps dans une géométrie

de Zariski, il est indispensable de connaitre les structures imaginaires.

De ces trois motivations découlent trois problemes relatifs aux interprétations :
e FExaminer la structure topologique sur les éléments imaginaires.
e Définir une notion raisonnable de variété.

o Fxaminer les géométries interprétables dans une géométrie de Zariski donnée.

Le probleme de la définition des variétés est étroitement lié a celui de la définition des
morphismes puisque d’une certaine fagon, les deux déterminent « ’essentiel » de la structure
géométrique. Sur un plan plus technique, on a des interférences comme la suivante: pour
pouvoir définir proprement le produit de deux variétés, il faut connaitre les morphismes;
mais on voudrait que les morphismes soient des applications de graphe fermé, pour cela il
faut avoir une notion de produit.

Par conséquent, il est impossible de traiter les morphismes et les variétés séparément. Les
définitions et les théoremes montrant leurs propriétés seront forcément imbriqués.

La notion de morphisme définie dans ce chapitre se comporte tres bien, elle a de belles
propriétés fonctorielles. En revanche, la définition des variétés s’avérera difficile et peu ca-
nonique. Une vaste partie de ce chapitre sera consacrée a I’étude des structures topologiques
interprétables dans une géométrie de Zariski. La définition de variété qui en résulte ne

manque pas d’arbitraire, mais elle est bien adaptée a certains cas.
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3.1 LA CATEGORIE DES PREVARIETES

PREVARIETES

Soit 3 une géométrie de Zariski fixée.

Notation: Un ensemble imaginaire V' est une partie définissable W d’une puissance Z*
quotientée par une relation d’équivalence définissable F sur W .

La surjection canonique W — W/E sera notée pg (ou simplement p si la relation
d’équivalence est claire d’apres le contexte).

Une partie X CW x Y est appelée E-saturée (ou encore pg-saturée) ssi

X = (pg x idY)_l[(pE X idY)[X]]

c-a-d. si X est saturée pour la relation d’équivalence F x A(Y) (& une permutation des

coordonnées pres). La F-saturation de X sera notée XF .

Quand on regarde la définition de certaines propriétés importantes de la géométrie algé-
brique, p.ex. la complétude, ou si 'on essaie de donner une définition raisonnable de mor-
phisme entre géométries de Zariski, on s’apercoit que ce n’est pas seulement la topologie sur
I’ensemble V' qu’il faut considérer, ni sur ses puissances V" | mais la famille des topologies
sur les produits V x Z™.

La définition d’'une « prévariété » est une premiere approche des variétés. Une prévariété
est un ensemble imaginaire V' muni d’une famille interprétable de topologies noethériennes

sur les produits V x Z" . Précisément :
Définition 3.1
o 3% est la prévariété d’ensemble de base Z* et de topologie Tpy,[Z] sur Z* x Z™.

o Une sous-3-prévariété d’une prévariété U est une partie définissable W avec les topo-
logies induites sur W x Z" (notation: 20 =0 e T ).
o Une 3-prévariété quotient d’une prévariété B est le quotient de V par une relation

d’équivalence définissable E avec les topologies quotient sur V/EXZ"™ (notation: U/ F ).

o Une 3-prévariété U est un élément de la plus petite classe de structures close par sous-

prévariétés et quotients el contenant les 3% .

S’il est clair au contexte de quelle géométrie de Zariski de base (ici 3 ) il s’agit, je parlerai
plus simplement de « prévariété » au lieu de « 3-prévariété ». La méme convention sera

d’ailleurs valable pour toutes les définitions dans ce style.
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Si U est une 3-prévariété, alors toutes les topologies sur V' x Z" sont noethériennes;

elles sont de dimension finie si les dimensions des Z*t" sont finies.

Remarque 3.2 La définition compliquée est nécessaire puisqu’on ne peut pas toujours
identifier les prévariétés avec leurs ensembles (imaginaires) de base. Bien que, par un théo-
reme de la théorie des modeles qui dit que (7)Y = Z° | tout ensemble de base soit de
la forme W/E ot W est une partie définissable d'un Z* et F une relation d’équiva-
lence définissable sur W, il est imaginable qu’on trouve des topologies différentes selon la
construction :

Supposons que FE soit une relation d’équivalence définissable sur W, que W' soit une

partie définissable de W, et que V = W'/(E w/). Alors on peut avoir deux structures de

N

(3.2) W/E W’

prévariétés sur V :

-
V—=W"/(Ew)

En prenant les topologies induites et quotient rendant les fleches continues, on obtient deux
topologies a priori distinctes sur V' . La topologie induite par la topologie quotient (a gauche
dans le diagramme) étant incluse dans la topologie quotient de la topologie induite (a droite
dans le diagramme), I'identité de V' est continue dans le sens de la fleche en bas.

Les deux topologies peuvent étre différentes a cause du phénomene suivant : Un fermé F
de W'/(Ew) provient d’un fermé F de W’ quiest E |y -saturé. Pour que F' soit aussi
fermé dans 'autre topologie, il faudrait qu’il existe un fermé FE-saturé F’ de W tel que
F=FNW', ce qui n’est pas le cas a priori.

(Cest le cas p.ex. si W’ est fermé dans W, ou si 'adhérence de F dans W est encore

FE-saturée.)

Définition 3.3 Une construction d’une prévariété U est une suite finie Uo,..., T, de pré-
variétés et ¢ € {0,1} tels que

- B, =Y et Yo = 3" pour un certain k ;

- U1 est une sous-prévariété propre de B; pour ¢ =c¢ (mod 2) ;

- U1 est une prévariété quotient propre de $U; pour i =c+1 (mod 2).
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Il est clair d’apres la définition que toute prévariété possede une construction, mais une pré-
variété (a isomorphisme pres) peut avoir plusieurs constructions. Toute propriété fonctorielle
doit étre indépendante d’une construction particuliere. Supposons toutefois une construction
Uy,...,*U,, choisie pour toute prévariété U de facon que Vy,....,*W,,_1 soit la construction
choisie pour U, _; .

Il est aussi clair qu’une prévariété quelconque n’a aucune raison d’avoir un bon compor-
tement. C’est surtout une terminologie utile pour la suite, p.ex. pour pouvoir définir des
morphismes en toute généralité avant d’entrer dans les détails de la définition des variétés

(voir section 3.2).

DEFINITION DES MORPHISMES

La premiere idée qui vient a ’esprit quand on veut définir les morphismes, c’est de prendre
les applications définissables et continues. Il est clair que c’est le minimum qu’il faut exi-
ger: « définissable » pour que les applications soient accessibles a la théorie des modeles;
« continue » pour qu’elles respectent la structure topologique. Mais avec cette définition on
n’est pas capable de montrer qu'un produit de deux morphismes est encore un morphisme

(cf. 3.12). C’est précisément la propriété qu’il faut ajouter a la définition :
Définition 3.4 Un 3-morphisme entre 3-prévariétés 0y et Uy est une application défi-

nissable f : Vi — V4 telle que Uapplication f xidzn : Vi x Z7 — V4 X Z7 soit continue

pour tout n € w .

Rappelons qu’une application est dite « définissable » si son graphe est définissable. En
prenant n = 0, un morphisme est en particulier une application continue. De nouveau, si

la géométrie de Zariski de base est clair, le préfixe « 3- » sera omis.
Exemple 3.5
e Toute application de compatibilité 3* — 3™ est un morphisme

e Si 2 est une sous-3-prévariété de la 3-prévariété U, alors I'inclusion ¢ : W — V est

un 3-morphisme.
e Si U est une 3-prévariété et £ une relation définissable sur V. alors la surjection
canonique pg : V — V/E est un 3-morphisme.

On pourrait méme reformuler la compatibilité plus proprement :

Remarque 3.6 Une géométrie de Zariski est compatible ssi les applications suivantes sont
des morphismes: les projections, les permutations de coordonnées, les applications diago-

nales, et les applications constantes.
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Proposition 3.7 Les 3-prévariétés avec les 3-morphismes forment une catégorie 3- Pvt

(ou Pvt tout court).

B Pour toute prévariété U, I'identité id ¢ est un morphisme: id g xid zn est trivialement
continue. La définissabilité se démontre par récurrence sur la longueur de la construction:
Lid yn = A(Z™) est définissable; si B C 2, alors gy, = gy, N (V x V) est définissable;
finalement, si ¥ = W/ FE , alors (pg X pr) liay] = F est définissable.

Puis, soient f: U — 2 et ¢ : W — X deux morphismes, alors (g o f) x id z» = (g X
id zn)o(f xid zn) est continue comme composition d’applications continues, et évidemment

go f est définissable. u

PRODUITS DE PREVARIETES

Remarque 3.8 Malheureusement, le fait qu’on ne puisse pas identifier une prévariété avec
son ensemble de base empéche une définition simple du produit. P.ex. si I'on suppose que

' x W existe, si Y = V'/FE et W C W', alors on a la méme situation que dans la

remarque 3.2 :

DI 1Y
C
( Toutes les fleches )
(3.8)  V'xW Vx W sont continues.
\ /
id
VW —— VW

Il est facile de voir que les deux topologies sur V' x W rendent les projections sur V' et
W continues. S’il existe un produit U x 2T et si son ensemble de base est V x W | alors
le produit ne peut étre que la structure sur V' x W a droite dans le diagramme.

Pour montrer que ceci donne un produit dans la catégorie Pvt. il faudrait montrer
qu’étant donnés deux morphismes f: X — U et g : X — 2, lapplication (f,¢) : X —

U x W est encore un morphisme. On la décompose facilement en

5 id id
X foddx o Mvixg

X— X xX

ce qui réduit le probleme a montrer que f x idx est encore un morphisme pour tout
morphisme f: 0y — By et toute prévariété X . (L’application diagonale ¢ ne pose pas de

probleme). Ceci nécessite la définition des produits U; x X pour toute prévariété X . On est
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donc obligé de montrer la propriété de continuité et de construire les produits simultanément
par récurrence sur les constructions. Mais selon 1’étape de récurrence (premier ou deuxieme
facteur du produit), on aurait besoin des deux structures de produit de 3.8 ce qui est exclu.

Cet obstacle apparait méme dans le cas des puissances U X... x U d’une prévariété, il me
semble inévitable. Par contre, le produit de n’importe quelle prévariété U avec 3% existe.
L’ensemble de base est V x Z* et les topologies sont celles de la prévariété U . La propriété

de continuité vient alors de la définition des morphismes.
Question: La catégorie Pvt, admet-elle des produits finis?

Cependant, il est indispensable d’avoir une notion de produit de variétés. Plusieurs solutions
sont envisageables: soit on ajoute des conditions techniques pour faire marcher la preuve
(D et E), soit on se restreint a une sous-catégorie Pvty telle que le foncteur d’oubli

U: Pvty — Ens devienne injectif (A a C).

(A) On pourrait se restreindre a des sous-prévariétés fermées. Alors le probleme 3.2 n’ap-
parait pas: toute sous-prévariété d’un quotient est un quotient d’une sous-prévariété et

on peut identifier une prévariété avec son ensemble de base.

(B) On pourrait définir les prévariétés comme des quotients de sous-prévariétés des Z*

sans admettre de sous-prévariétés.

(C) Une variante plus astucieuse de la derniere solution serait de redéfinir la notion de
sous-prévariété :
Si V C W/E , alors au lieu de munir V' x Z" de la topologie induite, on remonte a
V= pE [V], on prend la topologie induite sur V X Z" et puis la topologie quotient
de Pele Xidgn : VX Z" =V x Z".
Alors toute prévariété s’écrirait comme un quotient d’une partie d’'un Z* ; I'inclusion

Y — W/ E resterait toujours un morphisme.

(D) On pourrait définir les morphismes comme étant des applications f telles que fxidgy
soit continue pour toute prévariété 20 . Alors on peut démontrer qu’il y a des produits

dans Pvt.

(E) On pourrait se restreindre a certaines relations d’équivalence. Une possibilité est de ne

considérer que des relations d’équivalence « admissibles » qui seront définies plus loin.

(D) est une mauvaise solution puisqu’il devient pratiquement impossible de vérifier si une
application est un morphisme; et il n’est pas clair qu’il reste assez de morphismes. (A) a (C)
sont des variantes de la méme idée, mais (A) me semble trop restrictif, et ne pas disposer de

sous-prévariétés pose des probleme en pratique. La solution (C), qui est plus générale que
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(A) et (B), a le défaut plutot esthétique que les sous-prévariétés ne sont pas définies d’une
facon intrinseque.

C’est la solution (E) que je vais adopter ici puisque la restriction aux relations d’équiva-
lence admissibles s'imposera aussi pour d’autres raisons (cf. 3.28). Néanmoins, la condition
d’admissibilité n’est pas entierement satisfaisante, vu qu’elle est plus technique qu’intuitive

et qu’il est possible qu’elle s’avere difficilement vérifiable dans des cas particuliers.

PREVARIETES ADMISSIBLES

Définition 3.9

o Une relation d’équivalence définissable E sur une prévarieté Y0 est admissible si 'ad-

hérence de ) est E-saturée pour tout n et tout constructible F-saturé Q CW x Z™.

o Une prévariété admissible est une prévariété qui admet une construction dont tous les

quotients sont des quotients par des relations d’équivalence admissibles.

De fagon équivalente (par passage au complémentaire), on pourrait demander dans la défi-
nition d’« admissible » que 'intérieur de tout constructible FE-saturé soit encore K-saturé.

Les prévariétés admissibles, avec les morphismes de prévariétés, forment une catégorie

notée Adm (ou 3-Adm).
Théoreme 3.10 La catégorie Adm admet des produits finis.

B Toutes les prévariétés considérées seront dans Adm. Soit ht(*U) la longueur de la
construction fixée de U . D’abord, je définirai une prévariété U x A par récurrence sur
(ht(0),ht(20)) . Cette définition nécessite les propriétés (a) et (b) définies plus loin qui
seront montrées par récurrence également. Les deux récurrences sont imbriquées, mais pour
des raisons de clarté je les traite séparément.

Puis je montrerai qu’il s’agit d’un produit dans la catégorie Adm , ce qui entrainera en

particulier que la définition de U x W est indépendante des constructions choisies.

Définition du produit:

o Si U est une prévariété admissible quelconque et 20 = 3% , alors soit Ux la prévariété
dont I’ensemble de base est V x W =V x Z* et dont la topologie sur (V x W) x Z" =
V x Z*t7 est celle de la prévariété U .

Si U= 3" et 20 est quelconque, alors soit B x 2 la prévariété isomorphe a 20 x W

via 'application (v,w) — (w,v).
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e Supposons que ht(U) # 0 # ht(20) , et soient V', AW’ les prévariétés précédant U resp.
20 dans les constructions choisies. Supposons le produit U’ x Q' défini par récurrence.

Il y a trois cas:
=~ SiYCY et WA, alors posons ‘Z]xﬂﬂ::(‘ll’xﬂﬂ’)[vxw.
- Si B=9Y/E, et W =2"/F,, alors posons U x W := (V' x W')/(F1 x Es).

~ Si l'on a une situation mixte, p.ex. U = Y/E et 2 C W' comme en 3.8, alors on
montrera que 'identité dans 3.8 est un isomorphisme, c.-a-d. que la topologie induite
sur V x W par la topologie quotient sur V' x W est la méme que la topologie quotient
de la topologie induite sur V x W’ . Le produit U x 20 sera alors 'unique prévariété
sur 'V x W que l'on obtient a partir de 0" x 20’ en prenant des topologies induites et

quotient.

Cette définition des produits est symétrique en U et W, c.-a-d. U x W est isomorphe a
20 x U via I'application (v, w) — (w,v).

Unicité du produit dans la situation 3.8:

Montrons par récurrence sur (ht(0), ht(20)) les propriétés suivantes :

(a) Soient U, W dans Adm et F une relation d’équivalence admissible sur V' . Suppo-
sons que le produit U x 2 soit défini. Alors pour tout constructible E-saturé () de

U x W, 'adhérence de () est encore FE-saturée.

(b) Sil’on a la situation 3.8 dans Adm, alors 'identité est un homéomorphisme.
Soient ¥’ et W' comme ci-dessus.

e Par définition d’« admissible », (a) est vrai au niveau (n,0) pour tout n.

e Supposons que U’ x W' soit défini, que I'on ait la situation 3.8 et que (a) soit vraie
pour (L', 2). Soit F un fermé de V x W « a gauche », c.-a-d. il existe un fermé F
de U x W tel que Q := F N (V' x W) soit E-saturé et (pg,, xidw)[Q] = F".

Alors par (a), () (dans U’ x 20" ) est encore F-saturé, donc (pg xidw)[Q)] est fermé,

cra-d. F = (pg xidw)[Q] N (V x W) est fermé — « a droite »! Cela démontre (b) et
permet de définir le produit U x 2.

e Supposons que (a) soit vraie pour (U, 20") et pour (U',20), et que (b) soit vraie pour
(U, 20') . Montrons alors que (a) est vraie pour (U,20). Il y a deux cas:

— supposons d’abord que 20 C 2. Par récurrence, U x 2T est définie et porte la topo-
logie induite de U x W' . Si @ €V x W est un constructible FE-saturé, il est aussi
constructible E-saturé dans U x 20’ donc par I’hypothese, son adhérence () dans
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U x W' est encore F-saturé. L'adhérence de @ dans U x 2 étant QN (V x W), elle
reste F-saturée.

— Dans le deuxieme cas, soit 20 = 20’/ E" . Cette fois-ci, U x 2 est définie comme étant
le quotient de U x ' . Soit Q@ C V x W un constructible E-saturé, (idv X pg/)~'[Q]
est donc un constructible FE’ x E-saturé de U x 20’. Par hypothese, la propriété (a)
s’applique & E et & FE’. Par conséquent 'adhérence de (idy x pg/)~'[Q] est encore
E' x E-saturé, et Q = (idy x pE/)[(idV X pE/)_l[Q]] est [-saturé.

La récurrence marchera finalement le long du schéma suivant: les couples indiquent le

niveau (ht(0),ht(20)) et les numéros des arcs I'ordre des étapes de la récurrence.

(0,0) —o— (0,1) —1— (0,

T

) (1,2)

Le produit est une prévariété admissible:
Le seul point qu’il faut vérifier c’est que le produit de deux relations d’équivalence admis-
sibles est encore admissible. C’est la propriété (a) qui permet de le prouver:

Soient U, dans Adm et soit E; une relation d’équivalence admissiblesur V; (¢ =1,2).
Si @ est un constructible (F; X Fj)-saturé de Uy x U, x 3", alors par la propriété (a),

Q est alafois Fj-saturé et Fy-saturé, donc (F; x Fy)-saturé.

Le produit est un produit de la catégorie Adm :
Fait 3.11 Les projections w; : Uy x Yy — V; sont des morphismes.

O Elles sont évidemment définissables; la continuité se montre par récurrence sur la lon-

gueur des constructions:

e Si U=23" et W=3m, alors c’est dans compatibilité (p.ex. 1.14).

e Supposons que U; C 2U; ou soit Y, = W, , soit 2, précede W; dans la construction.
Alors par définition du produit, By x Uy = (W; x W,) [Vl <V
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Si F' est un fermé de U; x 3" (diagramme a gauche), alors
(mi x id z0) THF) = (Vi x Vo x Z27) 01 (7] x id o) 7 7]
est fermé dans Uy x Y, x 3" par récurrence.

PEq XPEg Xid zn

VixVox 2" —— W, x Wy x 2" VixVox 2" ae— W x Wy x 27"
WiXidzn W;Xidzn WiXidzn W;Xidzn
7 pEiXidZ" l
Vix /A" e——m— s W, x 2" Vi x 2" = W, x Z"

e Supposons comme dernier cas que U; = W,/ E; ou soit W, =W, , soit W, précede U,
dans la construction. Alors par définition du produit, Uy x Uy = (W; x W)/ (£1 X E3) .
Si F' est un fermé de U; x3" (diagramme & droite), alors (7! xid zn)"to(pg, xid zn ) "' [F]

est un fermé de 20, x W, x 3" par récurrence, et par ailleurs F, x Fy-saturé, donc
(7‘(’2' X len)_l[F] = (pE1 X PE, X len) 0 (7‘(’2/ X idZn)_l 0 (pEi X len)_l[F]

est fermé. O

Supposons maintenant qu’il existe une autre prévariété 2J avec deux morphismes f; : 90 —
G, . Alors il faut montrer que 'application (f1, f2) : 20 — By X Y, est un morphisme.

(L’unicité de cette application est déja claire au niveau ensembliste!) Elle se décompose en

fi xidw idy, x fs

6
W—+WxW Vi x W

Vi x Vs,

donc il suffit de démontrer que 'application diagonale 6 et les applications f x id  sont

des morphismes, ce qui sera fait en 3.12 et 3.13.

Fait 3.12 Soient 01,02, 20 dans Adm et f:07 — By un morphisme, alors Uapplica-
tion f xidw : Uy x W — Yy x W est un morphisme.

O I suffit de montrer que cette application est continue (la définissabilité étant claire), ce

qui se fait par récurrence sur la longueur de la construction de 207 :

e Si W = 3", c’est la définition de morphisme (et c’est ici le seul endroit ou elle est
nécessaire).

e Si WC W et F est un fermé de Yy x W, alors (diagramme a gauche)

(f % idw)"'[F] = (Vi x W) (f % idw)"'[iF]
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est fermé par récurrence.

id 51 id rrr
Viox W2y ew! Vi W2y sew
7 id\/l)(p idV2)<p
A\ A\
id id
Vix W — 29 yew Vix W —259 W

e Si W=2'/E et F unferméde Uy x W, alors (f xidw+)"to(idy, x p)~'[F] est un

fermé par récurrence, et d’ailleurs FE-saturé, donc
(f xidw) ' [F] = (idv, x p) o (f x idw) " o (idy, x p)7'[F]

est fermé (diagramme a droite). O

Fait 3.13 Pour toute prévariété admissible 0 , Uapplication diagonale 6 : 0 — 0%, v +—

(v,v) est un morphisme.

O De nouveau, la définissabilité est claire, et la continuité sera prouvée par récurrence sur
la longueur de la construction de U :

e Si U =3" c'est dans la compatibilité (voir p.ex. 1.14).

o Si WCW et F est un fermé de U x Y x 3", alors 6, [F] = V N &7 [t F] est fermé

par récurrence (diagramme a gauche).

pXpXid zn

VxVxZie— " L WxWxZ" VXV x 7" < W x W x 2"
5\/X}dzn 5V[/)Jidzn 5v)jidzn 5V[/)Jidzn
V x Z"c W x 2" AP pxid zn W x 2"

e Si W=W/E et F est un ferméde U x UV x 3", alors (dw x id zn) Lo (p xid zn )" [F]

est fermé par récurrence, et E-saturé, donc
(5V X len)_l[F] = (p X len) 0 5W X idzn)_l 0 (p X len)_l[F]

est fermé (diagramme a droite). O

Vu que le produit a les propriétés fonctorielles, il est clair maintenant que la définition est
indépendante des constructions choisies d’avance pour les prévariétés, ce qui finit la preuve

du théoreme. [ ]
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Remarque 3.14 Bien que par le théoreme précédent, on évite la situation 3.8, on n’évite
pas pour autant celle de 3.2, c.-a-d. le foncteur d’oubli U : Adm — &ns n’est pas
forcément injectif:

Si (dans 3.2) F C W'/E'" est fermé, alors pgi [F] = W' N pz'[F] olt pg'[F] est un fermé
de W . 1l faudrait que }ﬁ soit K-saturé pour que F' devienne fermé dans V', ce qui
serait le cas si pp'[[] était E-saturé. Mais cela n’est pas nécessairement le cas, puisque

W' n’est pas forcément K-saturé.

LA soLuTION (C)

Définition 3.15 Soit Pvty la sous-catégorie de Pvt des prévariétés de la forme W/ E

ou 20 C 3% pour un certain k et E est une relation d équivalence définissable sur W .
Proposition 3.16 La catégorie Pvty admet des produits finis.

B Dans le cas de Pvtg, on peut identifier une prévariété avec son ensemble de base (le
foncteur d’oubli U : Pvty — Ens est injectif); jécris donc V' au lieu de U.

Soient V; = W;/E; deux prévariétés, W; C 7k tout définissable. Alors £y x Iy est une
relation d’équivalence définissable sur W; x W, | donc il existe une prévariété d’ensemble
de base (W7 x Wy)/(Ey x FE3) dans Pvty que je note Vi x V;.

Pour montrer qu’il s’agit vraiment d’un produit, on démontre les faits 3.12 et 3.13 et puis

le théoreme 3.10 avec exactement les mémes preuves. [ |

3.2 VARIETES

Cette section est consacrée a I'analyse des propriétés d’une prévariété et a la définition des

variétés. La notion de « variété » devrait répondre a plusieurs exigences:

o Une variété doit satisfaire un maximum des propriétés des géométries de Zariski.

o Les produit de variétés doivent exister.

e La notion doit comprendre les exemples « naturels »: p.ex. les variétés algébriques, les
groupes quotient.

e Il faut une compatibilité avec les morphismes.

Pour le premier point, reprenons les propriétés essentielles des géométries de Zariski.

On a une famille de topologies noethériennes de dimensions finies telle que: ’ensemble de
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base est irréductible; la famille est compatible; la diagonale est fermée; la famille admet
I’élimination des quanteurs; la dimension est définissable et additive; le rang de Morley est
égal a la dimension.

Les dernieres de ces propriétés concernent des projections. Etant donnée une prévariété
U quelconque, il y a les projections V x Z"th — V x ZF et V x Z"F — ZF i examiner.
Mais puisqu’on veut que les produits de variétés existent, il est raisonnable de se limiter a
une sous-catégorie de prévariétés admettant des produits et d’examiner toute la famille des
topologies de base {Z,V'}, ou encore des projections V x W — V' pour des prévariétés U
et 2, c.-a-d. la famille des topologies noethériennes de base {V |0 une 3-prévariété dans
la sous-catégorie } .

Souvent il y aura donc deux sortes de résultats: ceux concernant les projections du type
Vx 2k oV x ZF et V x 2"+ — ZF et ceux concernant les projections V; x Vo — V;

pour des prévariétés admissibles U, .

IRREDUCTIBILITE

J’ai déja souligné que 'irréductibilité n’était pas un axiome de grande importance. En ce qui
concerne les variétés algébriques, il y a une tendance a réserver le mot « variété » pour des
structures irréductibles qui n’est pas partagée par tous les auteurs. Surtout dans le cas des
groupes (qui vont occuper une grande partie de cette these) ou « irréductible » correspond
a « connexe », 1l est parfois utile de disposer de sous-groupes ou de quotients non connexe.
Je n’exigerai donc pas qu’une variété soit irréductible.

La question de savoir quand une prévariété est irréductible est néanmoins intéressante :

Lemme 3.17

(a) Une sous-prévariété U d’une prévariété 20 est irréductible ssi V' est irréductible

comme partie de W .

(b) V. = W/E est irréductible ssi W mne s’écrit pas comme réunion de deux parties

propres, fermées dans W et FE-saturées.

(c) En particulier, si W est irréductible, alors 'V Uest aussi.

B Facile: voir les généralités sur les espaces noethériens en section 1.1. [

SEPARATION

Rappelons que « séparation » veut dire que la diagonale est close. Pour que cela ait un sens,

il faut se placer dans une sous-catégorie de Pvt ayant des produits. Pour simplifier, les
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résultats seront présentés pour Adm.

Définition 3.18 Une prévariété admissible U est séparée ssi la diagonale A(V') est fer-
mée dans U x U .

Proposition 3.19
(a) Une sous-prévariété d’une prévariété séparée est séparée.

(b) Le quotient V/E d’une prévariété V est séparé ssi la relation d’équivalence E est

fermée dans W x W .

(c) Le produit de deux prévariétés séparées est séparé.

B (a) Si BCW,alors A(V)=AW)N(V x V) est fermée.

(b) V/E est séparée ssi A(V/E) est fermée ssi pg' [A(V/E)] = E est fermée dans
VxV.

(c) Par définition du produit U x 2, les projections 7wy et ww sont continues, donc

AV x W) =77 MAWV)] N 7t [A(W)] est fermée. |

Corollaire 3.20 Les points sont fermés dans une prévariélé séparée.

B Récurrence sur la construction: la propriété passe évidemment aux sous-prévariétés.
Pour les quotients, les points de ¥ = 20/F sont fermés ssi py'(v) est fermé pour tout

v € V. Mais pg'(v) est une fibre de E, donc fermée si U est séparée. [ |

La propriété de séparation est importante a cause de la proposition 3.42. Il convient donc de
demander que seulement les quotients par des relations d’équivalence fermées soient admis

pour former les variétés.

COMPATIBILITE

Les propriétés de compatibilité passent sans probleme aux prévariétés, ce qui vient du fait
que les topologies sur les prévariétés sont définies d’'une fagon canonique (les applications
naturelles, inclusions ou surjections canoniques, sont des morphismes), et tout commute.

Dans le cas général, on garde le maximum de compatibilité possible:

Proposition 3.21 Une prévariété est compatible dans ce sens que toute application de com-

patibilité de type V x Z"F =V x ZF ou V x Z"F — ZF est continue.
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La démonstration marche cas par cas par récurrence sur la longueur de la construction de
U . Puisqu’elle n’est pas essentiellement différente de la preuve de la proposition suivante,

je me contente de montrer le résultat suivant qui est plus intéressant :

Proposition 3.22 La famille de topologies noethériennes de base {V |V une 3-prévariété
admissible } est compatible (dans le sens de la définition 1.12).

B Appliquons le critere donné par le lemme 1.13. Tout produit Uy x... x Y, ou les Y,
sont dans Adm est encore une prévariété. Donc il suffit de démontrer que pour toutes

prévariétés V; les applications suivantes sons continues:

- la projection 7 :V; x Vo — Vi
- les permutations o : V] x -+ xV, = V1 x--- x V,, pour tout ¢ € &, ;
- les augmentations ¢, : Vo — Vi x V4, v — (a,v) pour tout a € V; ;

- I'application diagonale é6: V4 x Vo — V4 x Vi x Vo, (v,w) — (v,v,w).

Pour la projection, ’application diagonale et les permutations, la continuité vient du théo-
reme 3.10 — voir aussi la proposition 3.40. En ce qui concerne les augmentations, il suffit de
montrer que les applications constantes @ : V — W | v — a, sont des morphismes, puisque
I'on peut écrire ¢, = (@ x idy,) 0 6y, . Comme d’habitude, la preuve se fait par récurrence
sur la longueur des constructions et le début de la récurrence est donné par la compatibilité

de la géométrie 3.

Supposons d’abord U C U' et W C W' (avec éventuellement une égalité). Alors a €
W C W', donc il existe aussi ’application constante @ : U’ — 2’ que je noterai a pour

mieux distinguer. Soit F' un fermé de 20 x 3. Alors
(@ x id z2)7 [F] =V N (a xid z2) ' [i F]

est fermé par récurrence (diagramme a gauche).

axid zn bxid zn
Vix zZ" z W' x z" Vi< zZ" z W' x z"
7 pgXid zn pE/XidZn
" axid gn " i ixid zn (R
VxZ W x Z VxZ W x Z

Puis supposons que U = Y'/E et 0 = W' /E' | de nouveau avec la possibilité que
I'un des quotients soit trivial. Soit b € py/(a) et soit F un fermé de W x Z™. Alors
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o (pgr % id zn)7[F] est fermé par récurrence, et évidemment E-saturé, puisqu’il est de

la forme V x77. Donc
(@ xid 22) ' [F] = (pg x id zn) 0 (b x id zn) ™" 0 (pgr X id gn )" ![F]

est fermé (diagramme a droite). [

ELIMINATION DES QUANTEURS ET PREVARIETES PLEINES

L’analogue de la propriété d’élimination des quanteurs serait de demander que les pro-
jections entre les topologies qui interviennent dans une prévariété soient des applications
constructibles. Méme dans la cas restreint d’une prévariété quelconque, ou il n’y a que les
projections V x Z" — Z" et V x Z™1 — V x Z" & considérer, on n’a que des résultats

partiels :

Lemme 3.23 Soit U une prévariété. Alors les projections w : V. X 7" — 7" sont des

applications constructibles.

B Récurrence sur la construction de U :
- Si U = 3%, c’est donné par les axiomes des géométries de Zariski.
-Si W C Y et  est un constructible de Y’ x 3", alors i[Q)] est un constructible de

B" x 3" et donc #'[Q] = (7" 0¢)[Q] est constructible par récurrence.

Y AR T N/ N T

-Si YW = Y/E et Q est un constructible de U x 3", alors (p x id z«)7H@Q] est un
constructible de U’ x 3" et donc #[Q] = 7 o (p x id z»)7'[Q)] est constructible par

récurrence. [ |

Si lon essaie d’appliquer la méme preuve aux projections du type V x Z"t1 — V x
/", alors les sous-prévariétés ne posent aucun probleme, mais au niveau des quotients
on tombe sur le probleme suivant: les surjections canoniques pg ne sont pas forcément
des applications constructibles! Autrement dit, les topologies de la prévariété n’engendrent
pas nécessairement toute la structure qui provient de la géométrie de Zariski 3. D’ou la

définition suivante:
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Définition 3.24 Une 3-prévariété U est pleine ssi toute partie définissable d’un produit
V xZ" (n€w) est constructible.

Proposition 3.25 Soit 20 une prévariété pleine.
(a) Une sous-prévariété U de 20 est pleine.

(b) Une prévariété quotient U = W/ FE est pleine ssi toutes les applications p x id zn :

W x Z™ =V x Z™ sont constructibles.

B (a) Si D CVxZ" est définissable, alors D est aussi une partie définissable de Wx 2",
donc constructible dans 20 par hypothese. Donc D s’écrit comme B(Fq,..., Fi) ou [ est
une fonction booléenne et les F; sont des fermés de W x Z" . Alors les F! := F;N(V x Z")
sont des fermés de V' x Z" | et évidemment D = B(F{,..., F]), donc D est constructible

dans .

(b) Une partie définissable de V' x Z" est exactement I'image d’une partie définissable de
W x Z™ sous la surjection naturelle p x id z» . Par hypothese, toute partie définissable de
W x Z™ est constructible, donc la condition que p xid z» soit une application constructible

est exactement ce qu’il faut. [ |

Dans une prévariété pleine, toutes les projections deviennent constructibles:

Proposition 3.26 Si U est une prévariété pleine, alors toute projection © :V x Z" —

V x Z™ est une application constructible.

B Par récurrence sur la construction :
Pour les sous-prévariétés, il n’y a aucun probleme. Si () est constructible dans W x Z™

alors il est aussi constructible dans X x Z" et 7 [wxzn [@] = (7 01)[Q] est constructible.

X e SWxzn cV X 2"

™ ™ [szn ™

X X" e— oW x 2™ -V o x 7™

Pour les quotients, 7' = (pxid zm)ow’ Iy zn)o(pxid zn)~! est une application constructible

par hypothese et récurrence. [ |

Par contre, cette démonstration ne marche pas forcément pour les projections d’un produit

U7 x Yy ; il faudrait d’abord savoir que le produit de deux prévariétés pleines est encore
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plein. D’autre part, une prévariété quelconque n’a aucune raison a priori d’étre une prévariété

pleine. Deux problemes se posent alors:
(1) Trouver des conditions pour qu’une prévariété soit pleine.

(2) Trouver une classe de prévariétés pleines qui soit stable par produit.

Analysons pour cela le probleme qui fait qu’une prévariété U = 20/F n’est pas forcément
pleine:

La topologie de V x Z" se reflete sur W x Z" : une partie X C V x Z" est ouverte
ssi p t[X] est ouvert dans W x Z" | donc un ouvert de V x Z" correspond a un ouvert
E-saturé de W x Z" . Les ouverts F-saturés forment une sous-topologie de la topologie
donnée sur W x Z™ que jappellerai la FE-topologie. Le préfixe « F- » se référera a la
FE-topologie. En particulier, la F-adhérence d’une partie X de W x Z" notée YE, est
le plus petit FE-fermé qui contient X .

Par définition, un FE-fermé est un fermé FE-saturé, et un FE-ouvert est un ouvert £-
saturé. Par contre, un F-constructible est une combinaison booléenne de FE-fermés, il est
constructible et KE-saturé; mais inversement, un constructible F-saturé n’est pas toujours

F-constructible.

Lemme 3.27 Les trois énoncés suivants sont équivalents :

(a) p,: W xZ" =V x Z" est une application constructible.

(b) Toute partie constructible E-saturée de W x Z" est E-constructible.

—_ F _
(c) QE \ Q@ # QE pour tout constructible F-saturé Q CW x Z™.

B (a)=(b) Soit @ C W x Z" constructible. Alors il suffit de remonter I’écriture de

pal@] comme combinaison booléenne de fermés vers W x Z™ .

(b) = (a) Soit @ C W x Z" constructible. La FE-saturation de @) est encore constructible
et elle a le méme image sous p, , donc on peut supposer que () est E-saturé. L'image d’un
E-fermé sous p, est fermée par définition, donc I'image d’une combinaison booléenne de

F-fermés est F-constructible.

(b) < (c) Cest la caractérisation générale des constructibles (voir apres la définition 1.10)

appliquée a la E-topologie. [ |

ELIMINATION DES QUANTEURS DANS LES PREVARIETES ADMISSIBLES

Puisque la E-saturation d’un constructible quelconque est définissable, donc constructible,

il y a beaucoup de constructibles F-saturés. Mais il n’y a pas forcément beaucoup de FE-
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fermés. On pourrait donc s’assurer de leur existence par la propriété d’admissibilité (qui

d’ailleurs a été principalement introduite pour cela).

Proposition 3.28 Le quotient d’une prévariété pleine par une relation d’équivalence ad-

missible est plein.

B Soient 20 une prévariété pleine et U = W/ E . Soit @ C W x Z" constructible et
FE-saturé; alors il faut montrer que @ est E-constructible. Par admissibilité, Q = @E est

— = —  F = -
E-saturé, donc Q \ @) et @\ () aussi. Donc QE \Q =Q\Q C Q= QE et le critere

du lemme 3.27 (c¢) est vérifié. ]

Les prévariétés admissibles répondent parfaitement aux questions (1) et (2) posées plus

haut :

Théoreme 3.29

(a) Une prévariété admissible est pleine.

(b) Si V1,2V, sont des prévariétés admissibles, alors les projections w; : 01 X Uy — U,
sont des applications constructibles.

B (a) se déduit immédiatement des propositions 3.25 (a) et 3.28.

(b) Par récurrence sur les constructions :

- Si U; = 3%, alors c’est dans les axiomes des géométries de Zariski.

- S0y x Uy C Wy x Wy, c’est évident puisque tout constructible de Uy x Yy est aussi
constructible dans 20, x 20 .

- Si Uy x Yy = (W) Eq) x (W2/ Esy) , alors les applications pg, et pg, X pg, sont construc-

X
Q]l % Q]z pEl pE2 wl % wz
7 Iy

tibles par la proposition 3.28 et #/ est constructible par récurrence. Donc I'application

= pEil o7l o(pg X pg,) est une application constructible. u

CALCUL DE LA DIMENSION

Remarquons d’abord que les définitions de la section 1.4 marchent aussi bien pour une
famille de topologies noethériennes compatible quelconque, pas seulement pour une prégéo-

métrie de Zariski. Donc il est raisonnable de se poser la question de savoir si la dimension
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est définissable ou additive dans une prévariété V. Il est difficile d'imaginer comment on
pourrait montrer ces propriétés sans calculer explicitement la dimension des parties définis-
sables. Cela s’avere étre assez malaisé — c’est une des raisons pour lesquelles je voudrais me
concentrer ici sur les prévariétés admissibles et que je n’essaierai pas de trouver des résultats
pour les projections dans une prévariété quelconque.

Une autre raison pratique est la suivante: les preuves de la section 1.4 n’utilisent que la
compatibilité, I’élimination des quanteurs et le fait que les points sont fermés. Les résultats
restent donc valables dans une famille de topologies noethériennes compatible quelconque,

a condition qu’elle « admette I’élimination des quanteurs » et que les points soient fermés.

Proposition 3.30 Soient B C A deux prévariétés. Alors les propriétés de conformité, de
définissabilité et d’additivité de la dimension passent de 00 a U .

B Si Q estun constructible de 0% x 37, alors () est aussi constructible dans 20% x 3"
et dimg ) = dimgy ) (puisque les drapeaux dans ) sont les mémes dans U et dans 20 ).
Alors conformité, définissabilité et additivité de la dimension sont vérifiées dans U puis-

qu’elles le sont dans 20, et toute la situation peut étre vue a 'intérieur de 20 . [ |

Pour les quotients 20/F | ¢’est évidemment plus difficile. Il faudrait qu’on arrive a calculer
la dimension des parties définissables du quotient a l'intérieur de 20 . La comparaison du
morphisme surjectif pp avec les projections dans une géométrie de Zariski, qui sont aussi
des morphismes surjectifs, donne 1'idée de définir une « dimension pg-générique » d’un

constructible @ dans 20 (ou de son image dans 20/F ), de démontrer la formule:
dim@) = dimpg[Q] + pr-gdim Q
et de transporter ainsi les propriétés de la dimension dans 20 vers le quotient 20/F .

Soit pour la suite 2 une prévariété admissible séparée, FE une relation d’équivalence
admissible sur W et U :=20/F . Puisque F x A(Z") est alors une relation d’équivalence

admissible sur W x Z" | il suffit de considérer le cas n =0.

Lemme 3.31
(a) Si R est un constructible de 2/ E , alors p~'R = p~'[R].

(b) Si Q1,Q, sont deux constructibles de 20 tels que Qi = Qy, alors Q1 F = Q.F et
pl@1] = plQ2] .

B (a) Dun coté, R C R entraine p '[R] C p~'[R] et donc p~'[R] C p~'[R] puisque

p est continue.
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Dans 'autre sens, p~'[R] est un fermé FE-saturé ( £ est admissible!), donc p[p~t[R]]
est fermé, d’on R C p[p~![R]] ou encore p~'[R] C p~ip[p~t[R]] = p~l[R].

(b) Puisque Q, C Q;F,on a Q;F C (Q;F)E = Q;F , ot I'égalité vient de I'admissibilité
de F . Par hypothese on a Q3 C @, donc Q2F C Q1F C Q1F et puis Q.F C Q..

[’égalité s’ensuit par symétrie. Enfin, p[Q;] = p[@Q:;F ] donne le deuxieme énoncé. [

Proposition 3.32 Supposons que la dimension soit définissable dans 20 et que FE soit
fermé dans 20? . Soit Q un constructible de 2 tel que pp|Q] soit irréductible.

(a) Il existe un ouvert non vide U de pg|Q] et un entier E-gdim @ tels que E-gdim @ =
dim pz' (u) pour tout u € U .

(b) Il existe un ouvert non vide U de pg[Q] et un entier pp-gdim @ tels que pp-gdim Q) =
dim(pz'(u) N Q) pour tout uw e U .

(c) Si @ est irréductible, alors dim@ + E-gdim Q) = dim(QF) + pg-gdim @ .

En particulier, la partie (a) dit que pour tout constructible irréductible R de 20/FE , la

dimension des fibres dim pz'(u) est génériquement constante. Je la noterai E-gdim R .

B Notons p = pg. Enlevons d’abord tout ce qui risque de produire du non générique:
Soit @ = Qo U --- U Q; tel que p[Q;] soit dense dans p[@] ssi 0 < ¢ < k et soit
QE=Q,U---UQ) tel que p[Q}] soit dense dans p[Q] ssi 0 < ¢ < k. Posons

k

y
U= () pl@Q] N OP[QQ] et Q= Qnp U

=0

Alors U’ est dense dans p[Q)] et

Q" = (Qnp'[U]) u---u (Qenp ' UY)
et QE = (Qunp ' [U) U+ U (Qunp ).

Soient 1,72 : W2 — W les deux projections et soit Q := 7 HQ'INE . L'idée est de définir
p-gdim Q := my-gdim @ par définissabilité de la dimension dans 20 . Or 71'2[@] = Q'F n'est
par forcément irréductible, mais si v,w € Q'E sont tels que vE = wk , alors 75 '(v) N QN
= W{l(w)ﬁQﬂE , et puisque les composantes irréductibles de QQ'E intersectent les mémes
FE-classes (d’apres la définition de Q' ), elles ont les mémes dimensions wy-génériques et la

définition ci-dessus marche.
Alors on peut poser E-gdim @) := p-gdim QF . Puis 'additivité, appliquée composante

irréductible par composante irréductible, donne

dim Q' 4+ E-gdim Q = dim Q = dim(Q'E) + p-gdim Q.
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Pour prouver (c), il suffit donc de démontrer que dim @ = dim Q" et dmQF = dimQ'F .
Puisque p[Q'] = U’ est dense dans p[Q], on a p[Q] \ p[Q'] C Ip|Q] CC p[Q], done
Q\NQ CQNp HaplQ]] f%r&é () puisque () est irréductible. Donc @)’ est dense dans @),
dim@ = dim @’ s’ensuit par conformité et dim(QF) = dim(Q'E) par le lemme 3.31 (b).
Parmi les composantes irréductibles de p™'[R], il y en a au moins une, disons Qg , telle
que p[Qo] soit dense dans R . Alors on peut poser E-gdim R := E-gdim ()g. D’apres (a),

cette définition marche et elle est indépendante du choix de (g . [ |

En fait, la partie (¢) du théoreme est aussi valable pour des constructibles @) tels que
I'image de toute composante irréductible est dense dans p[Q] (il suffit de faire les calculs

composante par composante).

Théoreme 3.33 Soit W une prévariété admissible, conforme, et telle que la dimension

soit définissable ; soit E une relation d’équivalence admissible sur W, fermée dans 20* .

(a) Pour tout constructible irréductible @) de 27,

dimgy/p p[Q] > dimgy @ — p-gdim Q

et il existe une partie constructible dense ) de ) pour laquelle on a égalité.

(b) Pour tout constructible irréductible R de 20/FE ,
dimgyp~'[R] — E-gdim R < dimg R < dimgyp™'[R] — {Jfg]gl{dimanp_l(v)}
et il existe une partie constructible dense R’ de R telle que
dimgy/p B = dimgyp~'[R] — E-gdim R'.

B (a) Soit Qo CC ... CC Qamg € @ un drapeau de longueur maximale choisi gé-
nériquement, ¢.e. tel que EK-gdim@); = E-gdimQ;11 et p-gdim@; < p-gdim();y; pour
tout ¢ (ce qui est possible par conformité de 20). Evidemment, plQi] C p[Qiy1] donne
dim p[Q;] < dim p[Q;41] - Done puisque les p[@;] sont irréductibles, on a

dimp[Q;] = dimp[Qiy1] ssi p[Qi] = p[Qit1]
ssi p ' [p[Qi]] = 7! [p[Qisa]]
(lemme 3.31 (a)) ssi p~ip[Qi] = p7ip[Qita]
ssi Qild = Qi LY

Alors en ce cas, dimQ;F = dim@Q; £ = dim Q11 F = dimQ;41 F et donc par 3.32 (c), on

obtient p-gdim @Q; < p-gdim );4, . L'inégalité de I’énoncé s’ensuit directement.

86



VARIETES

Pour @', il suffit de se restreindre aux points de ) dont la dimension des F-classes est

générique, .€. a

Q = {q €Q ‘ dim(¢F) = E-gdim Q}

Puisque @' est dense dans () , les dimensions génériques sont les mémes, c.-a-d. p-gdim () =
pgdim Q' et F-gdim@ = E-gdim@’. Alors dans (b) on obtient min{dimgyp~*(v)} =
E-gdim Q. Alors les deux inégalités

dimg p[Q'] > dimgy Q' — p-gdim Q'
et dimgp[Q] < dimy(Q'E)— E-gdim Q'

avec 1’égalité de la proposition 3.32 (¢),
dim Q' + E-gdim Q' = dim(Q'FE) + pg-gdim @',

donnent le résultat.

(b) Soit Ry CC ... CC Ry un drapeau de longueur k& = dim R dans R. Alors

p~Ro] C ... Cp ![R}]. Pour démontrer la deuxieme inégalité, il suffit de montrer que

dimp™' [Ripa] > dimp™'[Ri],

et cela vient du fait que F:= p='[R;41] \ p7'[R)] = p~ ' [Rit1] ¢

O Puisque F est admissible, F' est F-saturé, donc p[F] est fermé. Alors on a R; C
Rit1 C R; U p[F], et l'irréductibilité de R,y donne immédiatement R;yq; C p[F], d’ou
P Ria] S p7 Ml = 1 0
Soit () une composante irréductible de p~'[R] telle que p[Q] soit dense dans R. Alors

/

R’ := p[Q'] marche pour le dernier énoncé (ou (' est comme ci-dessus), car

dim R = dimp[Q] = dm Q' — p-gdim Q' =
= dim(Q'E) — F-gdim Q" = dimp™'[R] — E-gdim R'.

De plus, dimp™'[R] = dimp~![R] par le lemme 3.31 (a) et E-gdim R’ = E-gdim R par
définition, donc dim R > dim R’ = dim p™'[R]—FE-gdim R ce qui donne la premiére inégalité.
|

Malheureusement, je n’arrive pas a démontrer la formule dim @ = dim p[@] + p-gdim @) , ni

dimg; R = dimgy p~'[R] — E-gdim R en général.

Définition 3.34 Un quotient 20/ E est additif, ou encore la relation d’équivalence E est
additive, ssi la formule dim R = dim p™'[R] + E-gdim R est vérifiée par toul constructible
irréductible R de 20/F .
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Les calculs du théoreme 3.33 aboutissent alors a la proposition suivante:

Proposition 3.35 Sous les mémes hypotheses que pour le théoréme 3.33 :

(a) Un quotient 0/ FE est additif ssi W/ E est conforme.

(b) Dans un quotient additif, I’égalité dim Q) = dim p[Q] + p-gdim Q est vérifice pour tout

constructible irréductible () .

(c) Si pour tout fermé irréductible I de 2/ E la dimension générique des FE-classes

au-dessus de I est la dimension minimale, alors le quotient est additif.

(d) Si toutes les E-classes ont la méme dimension, alors le quotient est additif.

B (a) Soit R un constructible irréductible de 20/FE . Si 20/F est additif, alors

dim R = dimp™'[R] + p-gdim R = dimp~'[R] + p-gdim R = dim R.
Inversement, si W/ E est conforme, alors
dimR = dim R = dimp '[R] + p-gdim B = dimp '[R] + p-gdim R
(b) On a dimQ *Z° dim(QF) + p-gdim Q — E-gdim Q ***™€*"* dim p[Q] + p-gdim Q.

(c) Conséquence immédiate du théoreme 3.33 (b); puis (d) est un cas particulier de (c).

VARIETES

Maintenant on peut revenir au point de départ. Toutes les propriétés des géométries de
Zariski ont été examinées. S5i l’on impose comme principe de la définition des variétés qu’elles

partagent un maximum de ces propriétés, la définition suivante s’impose:
Définition 3.36 Une 3-variété est une 3-prévariété admissible, conforme et séparée.

Alors les 3-variétés avec les 3-morphismes forment une catégorie 3- Vt ou Vt (comme
d’habitude, le préfixe « 3- » sera omis si la géométrie de base est claire). Evidemment, Vit

contient 3.

Toutefois, il n’est pas clair que cela soit « la » bonne définition. Les deux conditions sur les
relations d’équivalence, admissibilité et additivité, sont relativement techniques; en plus, la
condition d’admissibilité n’est probablement pas optimale. Elle permet d’avoir des produits
et I’élimination des quanteurs, mais elle n’est nécessaire dans aucun des deux cas.

Un autre point un peu troublant, c’est que contrairement a la géométrie algébrique ou
I’on veut garder la semi—continuité de la dimension, il ne semble pas nécessaire de limiter

les sous-variétés aux constructibles localement fermés dans le cas général .
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D’un autre c6té, cette définition de variété marche tres bien dans le cas des groupes (cf.
la section 5.1), mais elle manque d’exemples en général. L’espace projectif est sirement une
variété de l'espace affine dans le deux sens; mais il n’est pas clair qu’'une variété algébrique
quelconque sur un corps algébriquement clos K soit une K-variété dans le sens de la
définition 3.36.

En ce qui concerne une certaine compatibilité souhaitée avec les morphismes, ’existence
des produits (voir 3.39) et le fait que les inclusions des sous-variétés et les surjections cano-
niques sur les variétés quotients soient des morphismes, en font partie. Sinon, cf. la situation

de la proposition 3.44.

Exemple 3.37
e Si 3 porte une structure de groupe, alors les quotients par des sous-groupes définissables
sont des variétés; voir proposition 5.12.
e Si 3 =R est un corps algébriquement clos (avec la topologie de Zariski usuelle), alors
I’espace projectif P(K') est une K-variété.

e Tout ensemble fini est une 3-variété (pour toute géométrie de Zariski 3 ).

Théoreme 3.38 Soient U et W deur variétés. Alors la dimension est définissable et

additive par rapport a la projection 7= :°U x W — Y.

(La preuve marche aussi bien pour des prévariétés admissibles et conformes ; ’hypothese de

séparation n’est pas nécessaire.)

B Par récurrence sur les constructions de U et 2U. Comme d’habitude, le passage aux
quotients est le seul cas non trivial. Supposons donc que U = V'/E et W = W /L.
La preuve est similaire a celle du théoreme 1.45; il faut démontrer ’additivité a 1’aide de

Iadditivité dans U’ x 20" et des formules d’additivité pour les quotients.

Vixw! —PEZPE Ly ow F = (pg x pp) ' [F] —— F
7! T
V! P Vv '[F] = pp'[#[F)) —— =[F]

Soit /' un fermé irréductible de U x 20 . Alors I := (pE X pr/) " F] est un fermé de U’ x
20’ . 11 n’est pas forcément irréductible (ni W’[F] = pg' [7[F]] Pest), mais les composantes

irréductibles, au moins celles dont I'image sous pg X pps est dense dans F', intersectent
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les mémes FE x FE’-classes. Donc la dimension #'-générique de F' existe et elle vérifie la

formule 7’-gdim F = dim F' — dim #'[F] . Cette formule et I'additivité de £ donnent

dimF = dimF + (Ex E)-gdimF
dim#[F] = dim#[F] +  E-gdim=[F]
+ + +
? = rlgdimF + ?

Donc il suffit, en principe, de compléter ce tableau par des dimensions génériques. Cependant

il y a de légers problemes dus a la réductibilité des fibres.

Soit a € 7'[F] tel que la fibre au-dessus de a soit générique, et soit b := pg(a). Ni
7 Ha) N F | ni 7 b) N F = (pp X pe)[7' " (a) N F] ne sont nécessairement irréductible.

Soit X une composante irréductible de la fibre 77*(b)NF de dimension maximale. Alors
dim X = dim(pg x pp/)~H[X] — F-gdim X .

Il est d’ailleurs clair a partir de la définition des dimensions génériques que
(E x E')-gdim F' = E-gdim 7[F] 4+ E-gdim X.
Tout cela ensemble donne

dim(z~'(b)NF) = dimX = dim(pg x pg) "' [X] — E-gdim X
< dim(x'"(a) N F) + E-gdim x[F] — (E x E')-gdim F
= dim F — dim«'[F] + E-gdim x[F] — (E x E')-gdim F
= dim F — dim=[F).

Apres, en prenant une composante irréductible YV de 7'('/_1(@) N F de dimension maximale,
on peut effectuer les calculs analogues pour trouver I'inégalité dans 1’autre sens.

Donc les w-fibres de F' sont génériquement de méme dimension. Il s’ensuit que la dimen-
sion est définissable d’apres le lemme 1.33 (a). De plus, les calculs ci-dessus montrent que

la dimension est additive. [ ]

Théoréme 3.39

(a) La catégorie Vt est close par sous-prévariété.

(b) Le quotient d’une variété par une relation d’équivalence fermée, admissible et additive

esl encore une vVariété.

(c) Vt est close par produit fini.
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B (a),(b) Tout est fait pour: pour la séparation, c’est la proposition 3.19; la conformité des
sous-variétés vient de la proposition 3.30, celle des quotients de la définition de I’additivité

d’une relation d’équivalence (3.34); finalement, 1’admissibilité est assurée par définition

(3.9).

(c¢) Le produit de deux variétés, donc de deux prévariétés admissibles, est défini et est encore
une prévariété admissible. De plus, d’apres la proposition 3.19, le produit est encore séparé.
Puis 'additivité montrée en (a) donne la conformité: soit U un ouvert du produit, alors

dimU > dimU = dim7[U] + 7-gdim U = dim7[U] + 7-gdim U > dim7[U] + 7-gdim U =
dim U . [

3.3 MORPHISMES ENTRE VARIETES

Le fait que 'Vt admette des produits (théoreme 3.38 (b), mais essentiellement théoreme 3.10)
et que les applications constantes soient des morphismes (dans la preuve de la proposi-
tion 3.22) implique directement une liste de propriétés des morphismes entre variétés qui

sont résumées ici:

Proposition 3.40 Les applications suivantes sont des morphismes :

(a) les applications constantes S0 — W, v ¢ pour tout ¢ € W ;

(b) les applications o : By X ... X By, = Vo1 Xooo X Vo, (V14000,0) = (Vo14eeey Vo) , pOUT
tout n et tout 0 €6, ;

(c) les projections w; : By X... X By, = By, (v1,0..,0,) = 0; ;

(d) les applications diagonales 5‘(/”) B — V", v (v,.,0)

(e) en somme, toute application de compatibilité.

(f) Si B C W, alors Uinclusion BV — A est un morphisme.

(g) Si B=2W/FE , alors la surjection canonique p: 2 — B est un morphisme.
Proposition 3.41

(a) Si [:07 — Uy et g:Vy — Vs sont des morphismes, alors go [ est un morphisme.
(b) Si f;:0; — 20, sont des morphismes, alors fi x...X f, : By x... xV,, — Wy x...x W,

ausst.

(c) Si f; : B — 2, sont des morphismes, alors (fi,..., fn) : 0 — Wy x... x W, aussi.
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(d) [f:0 — W, x... x2W,, est un morphisme ssi toules les applications w;0 f 0 — 2,

sont des morphismes ou 7; : Wy x... x W, — W, est la projection.

(e) Si f:0; xUy — W est un morphisme et ¢ € Vi, alors Uapplication f,: 0y — A,

v f(e,v) est un morphisme.

B La plupart des énoncés sont déja démontrés. Le reste est évident, ou bien il s’agit de

généralités sur les produits dans les catégories! [

CONSTRUCTIBILITE ET ADDITIVITE

Proposition 3.42
(a) Si ¢ 0 — AW est un morphisme entre variétés (prévariétés admissibles suffit), alors

le graphe T', est fermé dans U x 0.

(b) T, est isomorphe a V . En particulier, T, est irréductible ssi V [est.

B (a) D’apres les propriétés démontrées ci-dessus, (¢,idw): V xW — W x W est un
morphisme. Alors T', = (p,id w) ' [A(W)] est fermé par continuité.

(b) w:I'y, — V est un morphisme car # =wyo0¢ ou 7: [, = V x W est le morphisme
d’inclusion et 7y : V. x W — V la projection. Clairement, 7 est bijectif. Son inverse est

donné par (idy,):V — V x W qui est aussi un morphisme d’apres 3.41. [ |

Dans certains cas, p.ex. si les variétés sont completes (3.50) ou lisses (3.55), les morphismes
sont exactement les applications dont le graphe est fermé (irréductible). En général, cette
propriété ne suffit pas pour montrer la continuité. D’ailleurs, cette définition serait impos-

sible pour les prévariétés car il faudrait qu’on dispose d’un produit.
Théoréeme 3.43 Soit ¢ : U — W un morphisme entre variétés.
(a) ¢ est une application constructible.

(b) Pour tout constructible irréductible Q) de U, il existe un ouvert U de ¢[Q] et un
entier p-gdim @ tel que dim(Q N~ (u)) = p-gdim Q pour tout v e U .

(¢) De plus, dimp[Q] = dimQ — p-gdim () .
(Les notations w-gdim X et pg-gdim X introduites en page 36 resp. 85 sont donc des cas

particulier de p-gdim @ .)

B Soit () un constructible de U. Il est isomorphe (par 7y ) au constructible Q =
I', N 7' [Q] (proposition 3.42 (b)), en particulier dim@Q = dim Q. Alors olQ] = Fw[@]

est constructible puisque 7wy est une application constructible (théoreme 3.29 (b)).

92



MORPHISMES ENTRE VARIETES

Si Q est irréductible, alors ) aussi et on peut poser w-gdim () := my-gdim (@) . Puisque
©~Y(u) est en bijection par 7y avec 7wt (u) N (T, N7 [Q]), ils ont la méme dimension,

donc (b) est prouvé. Puis I'additivité appliquée a Q donne (c). [

FACTORISATION CANONIQUE D'UN MORPHISME

Supposons que ¢ : Y — AW soit un morphisme entre variétés.

Alors on peut définir I'image de ¢, Jm(p), comme étant 20 [‘P[V] ; c’est une variété
d’apres le théoreme 3.39.

Puis on définit le « noyau » kergp := (@ x @) HA(W)]. Alors kerp est une relation
d’équivalence fermée sur V (car ¢ X ¢ est un morphisme, donc continue, et A(W) est
fermée puisqu’une variété est séparée par définition), et on peut considérer la prévariété

quotient U/ ker .

Proposition 3.44 Un morphisme (de prévariétés) ¢ : 8 — 2 se factorise en

D} DPker ¢

~ 0/ ker ¢ Jm(p) < ' .o

ou @ est un morphisme bijectif.

B La factorisation est claire au niveau ensembliste, et pyer, ainsi que ¢ sont des mor-
phismes par définition de sous-variété et de quotient. Donc il reste a voir que @ est un
morphisme:

¢ est évidemment définissable car son graphe est I's = (Prery X idw)[ly]. Soit F
un fermé de Jm(p) x Z". Alors F = iF N (¢[V] x Z"). Vu que ¢ est un morphisme,
(@ xid zn)71[7F'] est un fermé qui est d’ailleurs ker p-saturé par définition de ker¢ . Alors
(@ xid z0)7HF] = (Prero X id zn) 0 (¢ x id z2) 71 F ] est fermé. [ |

En général, il n’y a pas de raison pour que @ soit un isomorphisme. En fait, @ est un
isomorphisme ssi c’est une application fermée.

L’admissibilité de ker est une condition suffisante pour cela: si kery était admissible,
on pourrait démontrer le lemme 3.31 (a) (avec ¢ au lieude p), i.e. o 1[Q] = ¢ '[Q] pour
tout constructible @ de Jm(p). En prenant ) = ¢[F] ou F' est un fermé ker p-saturé

de U, on obtiendrait F' = @ 1[o[F]] = o ' [@[F]], c-a-d. @[F] = @[F].

Question:
e Sous quelles conditions U/ ker ¢ est-elle une variété?

e Sous quelles conditions a-t-on a U/ ker ¢ = Jm(p) ?
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En fait, les deux dernieres propositions (3.45 et 3.44) s’appliquent aussi bien aux préva-

riétés qu’aux variétés, sauf que kery n’est pas forcément fermé (mais il reste toujours

définissable).

PASSAGE AUX SOUS-VARIETES ET QUOTIENTS

Proposition 3.45
(a) Si o : W — W est un morphisme et YV TV, alors ' := ¢ [y est un morphisme.

(b) Si V=WU---UVy, alors ¢ : 0 — W est un morphisme ssi toules les restrictions
pi =@l sont des morphismes.

(c) Si ¢ :0 — W est un morphisme et F est une relation d’équivalence définissable sur
V' telle que @ soit constant sur toutes les E-classes, alors ¢ induit un morphisme

o/E:U/E — 2.

B (a) Puisque ¢ xid z» est aussi un morphisme, il suffit de montrer que ¢ est continue.
Soit F' est un fermé de IJm(p) et soit I7 son adhérence dans 20 . Alors = ![F'] est fermé
dans 0, donc @' '[F] =V N ' [F] est fermé dans U’

(b) « = » est donnée par (a).
« < » Soit F un fermé de 20, F; := F'N p[Vi]. Alors par hypothese, les @ '[F}] sont
fermés dans U, =V v - Mais les composantes irréductibles d’un ensemble X sont fermées

dans X , par conséquent o [F] = @5 [Fo]U--- Ui '[Fy] est fermé dans U .

(c) Si ¢ est constant sur les F-classes, alors E est une relation d’équivalence qui raffine
kerp ., c.-a-d. U/kerp est un quotient de W/ E et la surjection canonique p : Y/E —
U/ ker ¢ est un morphisme. Donc ¢/F = g op est un morphisme ou @ est 'application

définie en 3.44. [ |

3.4 VARIETES COMPLETES

Définition 3.46
o Une géométrie de Zariski 3 est compléte ssi loules les projections Z"T' — Z™ sont
des applications fermées (pour tout n € w ).
o Une 3-prévariété & est compléte ssi les projections € x 3™ — 3" sont fermées pour

tout n € w .
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Une géométrie de Zariski 3 est complete ssi elle est ellee-méme une 3-variété complete.
Un ensemble fini définissable dans 3 est toujours complet. Pour une géométrie de Zariski
3 quelconque, la recherche d’une 3-variété infinie complete est un probleme important et

difficile. 1l est tout a fait imaginable qu’il existe des géométries qui n’en ont aucune.

Lemme 3.47 Si € est une 3-variété compléte et B une J-variété quelconque, alors la

projection € x U — U est une application fermée.

B Supposons que 7 : € x W — AW soit une application fermée.
Soit U une sous-variété de 20, et soit F' un ferméde € x G . Alors F' = (C x V)N F
ot 'adhérence est prise dans € x 20. Alors 7[F] =V N 7/[F] est fermé dans 20 .

Cx Vo ¢ =W Cx Yl ¢xom
T 7! T 7!
% c 2 D P 20

Soit maintenant U = QJ/F , et soit F un fermé dans € x U . Alors pz'[F] est un fermé
E-saturé de € x 20, donc ='[pz'[F]] est encore un fermé par hypothese, est évidemment

E-saturé, donc n[F] = pg o’ o pz'[F] est fermé dans U . |

Proposition 3.48 Soit € une variété compléte.
(a) Toute sous-prévariété fermée de € est complete.

(b) Tout quotient de € est complet.

(c) Si [:€ =Y est un morphisme, alors f[C] est fermé dans U et ‘Z][f[c] est une

variété complete.
(d) Un produit cartésien fini de variétés complétes est complet.

(e) Si C = ColUd---UCL, alors € est complet ssi toutes les sous-variétés €; = € [C'

sont completes.

B (a) Soit D C C une partie fermée. Un fermé de D x Z" est aussi fermé dans C' x 2™,

donc son image sous la projection sur Z" est fermé par complétude de €.

fxid

Dx7Z"——CxZ"++—CJ/ExZ"

[ \/
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(b) Si E est une relation d’équivalencesur C' et F C C'x /2™, alors F= (pE xid zn) 7 F]

est fermé dans € x 3", et done 7"[F] = «'[F] aussi.

(c) Le diagramme en haut a droite est commutatif, donc 7' = 7o (f x id)™' est une
application fermée. Il s’ensuit que IJm(f) est une variété complete. La diagonale A(f[C]) =
(fIC] x V)N A[V] est fermée dans TIm(f) x U, donc f[C] = 7' [A(f[C])] est fermé dans
¥ par complétude de Im(f)

(d) Si €;,€&; sont completes et Y est une variété quelconque, alors 7 : C; x Cy x V. — V

se factorise en Cy x (Cy x V) — Cy x V. — V| donc c’est une application fermée.

(d) Le sens « = » est donné par (a). Inversement, soit F' un fermé de € x 3". Alors
Fi = FN(C; x Z™) est fermé dans &; x 3", donc sa projection 7[F;] est fermée. Puis
7[F] = 7[Fo] U--- Ur[Fy] est fermé. |

VARIETES COMPLETES ET MORPHISMES

Proposition 3.49 Soit f:V — W une fonction entre variétés 0 et W dont le graphe
est fermé dans U x 0 .

a) Si Y est complete, alors est une application fermée.
P s pp

(b) Si 20 est compléte, alors f est continue. En plus, 'y est homéomorphe a V' via la

projection. En particulier, Uy est irréductible ssi V' lest, et alors f[X] lest aussi.

B (a) Soit F un fermé de Y. Alors f[F] = mw[r/' [F]NT;] est fermé par complétude
de .

(b) Soit F un fermé de 20. Alors f~'[F] = mv[rj [F] N T;] est fermé par complétude de
20, ce qui donne la continuité de f.

La projection I'y — V' est continue (proposition 3.41) et fermée par complétude de 20,
puisque [’y est fermé dans U x 2 (proposition 3.42). C’est donc un homéomorphisme, qui

conserve l'irréductibilité dans les deux sens. [ ]

Corollaire 3.50 Soit 3 une géométrie de Zariski compléte et soient U et W des 3-
variétés telles que 20 soit compléte. Alors [V — W est un morphisme ssi 'y est

fermé dans U x 20 .

B La direction « < » est donnée par la proposition précédente, la direction « = » par

la proposition 3.42. [ |
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Lemme 3.51 (Lemme de rigidité)
Supposons que €, 0,9 soient des J-variétés irréductibles, € compleéte, et supposons que
la dimenston soit semi—continue par rapport ¢ =y : C' xV —= V.

Soit f : € x U — W un morphisme tel que f[C x {vg}] = {wo} pour un certain
vg €V et wyg € W . Alors il existe un morphisme g :0 — 2 tel que f = gomy.

B Soit T'={(v,f(c,v))]|ce C,veV}=myuwl[l's] CV x W.Puisque I'y est irréduc-
tible, T est irréductible comme son image sous la projection continue 7y «w ; et fermé par
complétude de €, puisque I'y est fermé (proposition 3.42).

On regarde alors la projection 7y : ¢’ x V. — V . Par hypothese, T' a une wy-fibre finie
au-dessus de vg , donc les 7y -fibres de T' sont génériquement finies. La fibre au-dessus d’un
élément quelconque v est égale a f[C x{v}], donc irréductible car C' x {v} est irréductible

et f continue. Par conséquent, les fibres finies sont des singletons.

Soit ¢ € C' quelconque. On peut définir un morphisme ¢ : U — W par g(v) := f(e,v) ;
c’est un morphisme car ¢ = foe, ou &.: V — C x V est le morphisme v — (¢,v).

Par définition de ¢, I'yor, et I'y ont génériquement les mémes 7-fibres ou 7 : C x
V x W — V est la projection. Puisque I'yor, et I'; sont des fermés irréductibles (comme
graphes de morphismes de domaine irréductible— proposition 3.42), cela entraine que I'inter-
section [',or, NT; est dense dans chacun de deux graphes, donc T'yor, = Lyor, N T =T,

cra-d. f=gomy. [ |

3.5 VARIETES LISSES

Définition 3.52

o Un espace topologique noethérien T satisfait a la formule des dimensions ssi
dim X +dim7 > dim F; + dim £

pour tous fermés irréductibles Fy et Fy et pour toute composante irréductible X de
FNF,.

o Une géomélrie de Zariski 3 est lisse ssi 1,[7Z] satisfait a la formule des dimensions
pour tout n € w .

o Une 3-prévarieté U est lisse ssi la formule des dimensions est vérifice dans 0 x 3"

pour tout n € w .
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Evidemment, si U est lisse, alors Y x 3" 'est aussi.
Il semble d’ailleurs qu’il n’existe pas de nom dérivé de « lisse » qui exprime la propriété
d’étre lisse. Pour ne pas devoir utiliser cette formulation plutot encombrante, je me permets

d’introduire le néologisme « lissité » pour ’exprimer.

Lemme 3.53 Une géométrie de Zariski 3 est lisse ssi dim X > dimF — dimZ pour
tout n , toul fermé irréductible F' C Z" , toute diagonale A = AT, et loule composante

wrréductible X de FNA.

B Clest le lemme 2.5 de [HZ1]:

Soient Fy, Fy deux fermés irréductibles de 2" | alors Fy N Fy est homéomorphe a (F) x
Fy) N A?" via Dapplication z — (z,2). Cette intersection peut étre réalisée comme une
intersection successive avec n diagonales A?f . Donc pour une composante irréductible X
de (Fy x F3)NA?" on trouve dim X > dim(Fy x F3)—ndim Z = dim F} +dim Fy —dim 2" .

|

Le fait d’étre lisse est une propriété tres forte ; elle permet des calculs subtils de dimensions,
ce qui entraine souvent de beaux théoremes de structure. Un exemple est donné par la
proposition 3.55.

Pratiquement la seule facon de s’assurer de la lissité est de la demander par un axiome.
Méme en partant d’une géométrie de Zariski 3 qui est lisse, il est difficile de vérifier si une
3-variété reste lisse ou non. Le cas de la géométrie algébrique montre bien qu’on ne peut
espérer un bon critere dans ce cadre abstrait: une variété algébrique sans singularité est
lisse dans le sens des géométries de Zariski; par contre la plupart des variétés ayant des
singularités ne le sont pas. Néanmoins, toutes peuvent étre vues comme des sous-variétés
d’une géométrie de Zariski lisse.

(Zil’ber a changé sa terminologie en parlant de « pre-smooth » au lieu de « smooth » a
cause du fait qu’il y a des variétés algébriques avec singularités mais lisses dans le sens des
géométries de Zariski).

Le passage au quotient peut bien marcher dans certain cas (si la relation d’équivalence est

suffisamment homogene — cf. la proposition 5.29). Voici un résultat de caractere général :
Proposition 3.54 Si le produit 0y x Wy est lisse, alors les variétés B; sont lisses.

B Soient [, Iy des fermés de U x 3. A toute composante irréductible X de £y N £,
correspond une composante irréductible de (Fy x V5) N (Fy x V3) de la forme X x V5. Alors
dim(X x Vz) > dim(F; x Vo) +dim(Fy x Vo) —dim(V; x Vo x Z")

= dim F; + dim Fy — dim(V] x Z") + dim V4
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par lissité de Uy x W, x 3", donc

dim X = dim(X x V,) —dim V5 > dim F} + dim Fy — dim(V; x Z"). [ |

VARIETES LISSES ET MORPHISMES

Proposition 3.55 Supposons que U, W soient des J-variétés telles que U x AW soit

lisse.

a) Une application f:V — W est un morphisme ssi 'y est fermé irréductible.
pp P f

(b) Un morphisme bijectif entre B et AW est un isomorphisme.

B C’est la généralisation (évidente) du lemme 5.5 de [HZ1]. Hrushovski et Zil’ber utilisent
d’ailleurs cette propriété pour la définition des morphismes. En général, on n’arrive pas a

montrer qu’une application de graphe fermé est continue.
(a) Si f est un morphisme, alors I'y est fermé irréductible par la proposition 3.42.

Supposons maintenant que I'y soit fermé irréductible. Alors T'fyia,. = 'y x A(Z")
(a une permutation des coordonnées pres) est encore fermé irréductible. 1l suffit donc de
démontrer que f est continue pour montrer que f est un morphisme, la preuve donnera

automatiquement la continuité de f x id zn , puisque la définition de « lisse » exige que

(U x 3") x (W x 3") aussi soit lisse.

Soit H un fermé de 20 et F une composante irréductible de f~'[H]. Alors F'N f~'[H]
est dense dans F', c.-a-d. il existe un fermé F; CC F' tel que F\ F} C f~'[H]. Par lissité,

toute composante irréductible de (F' x W) N T est au moins de dimension

dim(F x W) + dim Dy — dim(V x W) =
dimF +dimW +dimV — (dimV +dim W) = dimF.
Mais
(FxW)nTy C[(VxH)NT U[(FLx W)nTy],
c.-a-d. chaque composante irréductible de (F xW)NI'; est soit contenue dans (FyxW)NI'y,

soit dans (V x H)nNTy.

Mais le premier cas est exclu: par additivité de la dimension,
dim[(Fy x W)NTy] =dimF; < dim F,

ce qui contredit la lissité. Donc (F x W)N Ty C (V x H) N Ty, ce qui veut dire que

F C f~'[H]. Puisque ce raisonnement s’applique a toutes les composantes irréductibles de

f~Y[H], on conclut que f='[H] C f~'H], i.e. f7'[H] est ferméet f est continue.
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(b) C’est une conséquence directe de (a): Si f est le morphisme bijectif, alors son graphe

est fermé irréductible, donc celui de f~! aussi, donc f~! est un morphisme. [ |

SEMI-CONTINUITE DANS LES VARIETES LISSES

Soient U et W deux variétés. En élargissant la définition 1.35, disons que la dimension
est purement semi—continue par rapport a la projection 7 : U x W — Y si pour tout fermé
irréductible ' de U x 27, toute composante irréductible d’'une =-fibre de F' est au moins
de dimension dim ' — dim 7 [F].

La pure semi—continuité implique évidemment la semi—continuité.

La dimension dans les variétés algébriques est purement semi—continue. Sous quelques
hypotheses la preuve s’adapte aux géométries de Zariski. Une de ces hypotheses est la

« richesse » ; il faut donc généraliser la définition 1.28:

Définition 3.56 Une variété U est riche ssi pour tout point v € V| Uintersection des

hypersurfaces de U contenant v est finie.
Faute d’un meilleur endroit, j'insere ici un petit résultat :
Lemme 3.57 Le produit de deux variétés riches est encore riche.

B Soient U, les deux variétés, v € V et w € W .Si H est une hypersurface de U,
alors H x W est une hypersurface de 8 x 20 par additivité de la dimension. Donc

(WH |(v,w) € H € H(T x 20)}
C ({H' xWlve H e HD)} N[V x H" |w e H" € H(20)}

= (fini x W)N(V x fini) = fini ]

Revenons alors a la preuve de la semi—continuité :

Proposition 3.58 Soient U et W deux variétés telles que U soit riche et U x AW soit
lisse. Alors la dimension est purement semi—continue par rapport a la projection 7 : 0 X

90 — 7.

B Soit F' un ferméirréductible de U x2W et a € x[F]. Par récurrence sur ¢ < dim7[F],

on peut construire des parties X; de =[F] telles que:

- X; est irréductible, fermé dans #[F] et contient « ;
- dim X; =dim#[F] -1 ;
- dimG > dim F' — 4 pour toute composante irréductible G de 7= '[X;]N F.
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Soit Xo := w[F]. Les propriétés sont évidemment satisfaites.

Supposons donc que X; soit construit pour ¢ < dim#[F]. En particulier, X; est infini.
Par hypothese, il existe une hypersurtace H; de U qui contient a mais pas tout X;. Soit
X,41 une composante irréductible de X; N H; contenant a .

Alors X;y1 est une partie fermée propre de X;, d’ou dim X;;; < dim X; . Dans "autre
sens, dim X;1; > dim X; + dim H; — dimV = dim X; — 1 puisque U est lisse (proposi-
tion 3.54). Donc dim X;1; =dimX; — 1 =dimF —i—1.

Puis #7!'[X;31]NF est une réunion de composantes irréductibles de (H; x W)Nz~*[X].
Donc de nouveau par lissité, toute composante irréductible ¢ de 77 '[X;;1] N F est au

moins de dimension

dim(H; x W) + dim(X; x W) — dim(V x W) =
dimV —14+dimW +dimr[F]—¢—dimV —dimW = dim#[F]—i—1

Alors dim Xgim -(r] = 0, donc Xaim~[r] = {a} , ce qui démontre la proposition. [ |

Remarque 3.59 Si la dimension est purement semi—continue pour les fermés, alors elle

I’est pour les localement fermés. Ce n’est pas vrai pour les constructibles quelconques.

3.6 PASSAGE AUX EXTENSIONS ELEMENTAIRES

VARIETES

Soient 3 < 3% des géométries de Zariski et U une 3-prévariété. Alors on peut étendre
naturellement U en une 3*-prévariété en utilisant la méme construction que celle de U .
Inversement, en partant d’une 3*-prévariété X, on peut restreindre a chaque étape la

construction a 3. Plus précisément :

Définition 3.60

(a) BV* est la 3" -prévariété définie par la récurrence suivante :

o Si U =3" pour un certain k, alors V* := 3% .

o 51 W CY, alors W est définie par une formule ¢ . On pose WW* := Y~ [c,o[V*] .

o SiW=U/E ou E est une relation d’équivalence définie par une formule n , alors

E*:=n[V*] est une relation d’équivalence sur V* et on peut poser 0% :=0*/FE* .
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(b) dsX est la 3-prévariété définie par la récurrence suivante :

o Si X =3"*% pour un certain k, alors d3X :=3*.
o 51 W C X, alors soit d320 la sous-prévariéte de dsX définie parla formule dsW .

o Si W =X/E, alors dsFE définit une relation d’équivalence E' sur dsX et on
peut poser d320 = dsX/F’.

Il est clair que d3(0*) = V. En revanche, (d3X)* peut étre considérablement plus petite
que X, p.ex.si d3X est vide. Par contre, si X est Z-définissable, i.e. si chaque étape de

la construction est donnée par des Z-formules, alors (d3X)* = X.
Question: Quelles sont les propriétés des prévariétés préservées par * et dz ?

En général. si Y est une 3-variété, alors U* n’est pas forcément une 3*-variété. De nou-
2 2

veau, comme en section 2.4, une propriété de saturation fait marcher le passage:
Lemme 3.61 Si 3 est Ng-saturée et U est une 3-variété, alors U* est une 3*-variété.

B Par récurrence sur la construction. Le passage aux sous-variétés ne pose aucun probleme.
Soit alors 20 une 3-variété telle que 20* soit une 3J*-variété, et soit K une relation
d’équivalence admissible, fermée et additive sur W . Alors I'extension naturelle de £ a
20* . notée E* | est encore une relation d’équivalence fermée.

Tout constructible @ est conjugué (dans le modele monstre) d’un constructible @' qui
est 7 -définissable. Si @) est FE*-saturé, alors la restriction d3Q'[Z] de Q' a 3 donne
un constructible FE-saturé dont I'adhérence F' est encore FE-saturée parce que F est
admissible. D’apres la proposition 2.30, F* est 'adhérence de @)’ ; évidemment F™* est
E”-saturée. Donc 'adhérence de () qui est conjuguée a F' est aussi E*-saturée et E™ est
admissible.

Pour l'additivité, c’est similaire: comme dans le lemme 2.22 on peut montrer que la
dimension d’un constructible Z-définissable de 20/ FE est la méme que celle de son extension
naturelle a (20/E)*. (Ou encore: puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de parametres qui
interviennent dans un drapeaux dans (20/FE)*, on peut transporter toute la situation par

un automorphisme du modele monstre dans 20/ F ). |

Lemme 3.62 Soit X une 3*-variétc.

(a) St W C X et si d3X est une J-variété, alors dz20 est une J-variété (éventuellement
vide).
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(b) Si X est Z-définissable, alors d3X est une 3-variété.

B (a) est clair, puisqu’une sous-prévariété d’une variété est une variété.

(b) 1l suffit de traiter le cas des quotients. Soit alors E une relation d’équivalence fermée,
admissible, additive et Z-définissable sur X , et il faut montrer que £ est fermée, admis-
sible et additive sur d3X. Comme FE est Z-définissable, elle est fermée dans 3 ssi elle
est fermée dans 3*.

Soit ) un constructible E-saturé de d3X x 3. Son extension naturelle a X, notée Q*,
est encore FE-saturée, de nouveau puisque F est Z-définissable. Donc 'adhérence F' de
(" est encore E-saturée. Mais (proposition 2.30) 'adhérence de @) dans d3X x 3" est la
restriction de ', donc aussi F-saturée.

D’apres le lemme 2.37, les dimensions des parties Z-définissables calculées dans 3 ou
dans 3* sont les mémes. Cette propriété est évidemment respectée par les sous-variétés:

encore faut-il montrer qu’elle passe aux quotients:

Soit () un constructible Z-définissable du quotient d3(X/F) = (d3X)/FE .

théoréme 3.33 (b) > dimde p_l[R] — E—gdlm deR
dimg p~'[R] — E-gdim xR

par récurrence

additivité de X/F

On a donc I’égalité partout et la conformité de X/FE passe a d3(X/FE). |

Ce comportement des variétés n’est pas idéal. On ne peut probablement pas espérer avoir
« (3-Vt)* C 3*-Vt », i.e. que lextension de toute variété soit encore une variété. En
revanche, la propriété de restriction, a savoir que d3X soit une 3-variété chaque fois que X
est une 3*-variété, serait souhaitable.

C’est la propriété d’admissibilité qui pose des problemes. Supposons que () soit un
constructible dsF-saturée, alors son extension @)* n’est pas forcément F-saturée. On peut
considérer son E-saturation Q*F dont 1'adhérence Q*E est encore FE-saturé. Sa restric-
tion d3(Q*E) donne un fermé dz[E-saturé qui contient @ , mais rien n’assure qu’il s’agisse
de Q.

Il conviendrait peut-étre de changer légerement la définition de « variété » en deman-
dant qu’il existe une extension Rg-saturée qui soit encore une variété (dans le sens de la

définition 3.36).
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MORPHISMES

Soient U, des 3-(pré)variétés et ¢ : U — W un J-morphisme. Alors la méme formule
que celle définissant ¢ définit une application ¢* : 0" — 00~ .

Lemme 3.63 ¢*: 0" — 2" est un 3*-morphisme.

B Soit F(aq,...,a;) un fermé de W* x Z*" ou F est ()-définissable. Puisque ¢ est un
morphisme, ¢ Xid znix est continue et donc (¢ X id znsx) "' [F] est un fermé Z-définissable

G . Alors (¢* X id zen )7 [F(ay,..., ax)] = G(ay,...,ax) est fermé. [ |

Corollaire 3.64 *:3-Pvt — 3*-Pvt est un foncteur.

En revanche, la restriction ds n’est pas un foncteur. Si ¢ : 0 — 20 est un morphisme entre
3*-variétés; bien que ds3I', définisse un morphisme d, , son domaine n’est pas toujours

ds*0 . 1l suffit de prendre une application constante sur un élément qui n’est pas dans 3.

COMPLETUDE ET LISSITE

Lemme 3.65
(a) Si € est une 3-variété compléte, alors € est une 3*-variété complete.

(b) Si € est une 3*-variété complete, alors d3€ est une 3-variété compléte.

B (a) Soit F™(ay,...,a;) un fermé de €* x 3* ou F' est un fermé () -définissable, et soit
7, la projection €' x Z" — Z".
Puisque € est complete, 7,14[F] est un fermé G'. Donc 7 [F*] = G* . Il s’ensuit que

T F (a1, ap)] = 75 [ (an,. . ap) = G*(aq,..., a) est fermé, donc € est complete.

(b) d3C définit un fermé a l'intérieur de C' (proposition 2.31 (a)), qui est complet d’apres
la proposition 3.48. [ |

Lemme 3.66

(a) Si 3 et 3* sont Ng-saturées, alors une 3-variété U et lisse ssi U~ et lisse.

(b) Si X est une 3*-variété lisse 7Z-définissable, alors d3X est lisse.

B Comme dans la preuve du lemme 3.61 resp. du lemme 3.62 (b). [ |
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Chapitre 4 HEXEMPLES

4.1 EXEMPLES « NATURELS »

Pour donner un exemple d'une géométrie de Zariski, il faut indiquer une structure 3 et les
fermés parmi les parties définissables. De facon alternative, on peut expliciter un langage
de géométrie de Zariski pour la structure. Apres il reste a vérifier que la structure satisfait
aux axiomes résumés ci-dessous. Certains axiomes sont souvent trivialement vérifiés ou
impliqués par d’autres propriétés de la structure en question. Pour simplifier la présentation

des exemples, j’explicite ces raisonnements une fois pour toutes:

« noethérien » = Les fermés satisfont a la condition de chaine descendante.
Sila structure est Ng-stable, alors il suffit de voir que soit le rang, soit le degré de Morley

décroit quand on a deux fermés irréductibles 'un proprement inclus dans ’autre.

« quanteurs » = Les parties définissables sont toutes constructibles.
Il faut d’abord voir que les parties définissables sans quanteurs sont constructibles.
C’est trivialement vérifié si le langage donné est un langage de géométrie de Zariski.
Puis il suffit que la structure admette 1’élimination des quanteurs pour que toute

partie définissable soit constructible.

« irréductible » = La structure de base est irréductible.
C’est surtout le cas si la structure est fortement minimale et les fermés de Z sont les

parties finies et 7 .

« compatible » = La famille de topologies est compatible.
La compatibilité est trivialement vérifiée si un langage de géométrie de Zariski est

donné — cf. 2.2. Sinon elle est souvent facilement impliquée par le lemme 1.14.

« séparation » = La diagonale est fermée.

Il suffit que le symbole « = » soit dans un langage de géométrie de Zariski.

« élémentaire » = Toute extension élémentaire est naturellement une géométrie de Zariski

(dans un langage de géométrie de Zariski dénombrable).
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(C’est évident si 'exemple concerne une classe élémentaire plutot qu’une seule structure.

Sinon il suffit de voir que la structure est Rg-saturée (2.13).

« conforme » = Toute extension élémentaire est conforme.
Si 'on sait déja que la structure est une prégéométrie de Zariski élémentaire, alors il
suffit de vérifier la conformité pour une extension Ng-saturée.
Si l'on connait les fermés irréductibles, un des criteres du lemme 1.25 est souvent
facilement vérifié. Si I'on sait que la dimension est additive, alors il suffit de voir que

tout fermé de Z est conforme.

« définissable » = La dimension est uniformément définissable.
De nouveau, si 'on sait déja que la structure est une prégéométrie de Zariski élémen-
taire, alors il suffit que la dimension soit définissable dans une extension Ng-saturée.
Si en plus la géométrie est conforme, alors il suffit de savoir que le rang de Morley est

définissable. C’est surtout le cas pour les structures fortement minimales.

« dimension finie » = Toute extension élémentaire est de dimension finie.
Une géométrie conforme vérifie cette propriété ssi c’est une structure de rang de Mor-

ley fini.

LA GEOMETRIE DE ZARISKI TRIVIALE

Exemple 4.1 Soit £ = {=}. Tout ensemble infini Z devient une L-structure, appelée
« structure triviale » en interprétant « = » par la diagonale A(Z). Alors L est un langage
de géométrie de Zariski pour 7 , et la structure de géométrie de Zariski correspondante 3
est appelée la géométrie de Zariski triviale sur 7 .

Les fermés irréductibles de Z™ sont, a permutation des coordonnées pres, de la forme
{(a1,eees@y)} X Z™ x A™ ou n = ny + ng + ns. Les axiomes sont facilement vérifiés. La

dimension de la structure est 1. En plus, la géométrie de Zariski triviale est lisse et complete.

Toute prégéométrie de Zariski 3 de base Z s’appauvrit continiment en 3%, c.-a-d.
id : 3" — (3")" est une application continue (pour tout n ). Autrement dit, les fermés

de 3', appelés les fermés triviaux, sont définissables et fermés dans toute prégéométrie de

Zariski de base 7 .

RELATIONS D’EQUIVALENCE

Exemple 4.2 Soit L = {£,=} ou F est un symbole de relation binaire. Toute £L-

structure ou F est interprété par une relation d’équivalence est une prégéométrie de Zariski
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élémentaire complete. Les fermés premiers sont donc, a part les fermés triviaux, la relation

F et les F-classes infinies.

irréductible Pour que la structure soit irréductible, il faut et il suffit que F ait une infinité
de classes.

définissable Pour que le rang soit uniformément définissable, il faut et il suffit que les cardi-
nalités des F-classes finies soient bornées.

conforme  Enfin, pour que la géométrie soit conforme, il faut qu’il y ait au moins une classe

infinie — sinon on a la situation de I’exemple 4.8

On peut facilement étendre cet exemple au cas ou L = {F;,...,F,,=} comporte un
nombre fini de symboles binaires, tous interprétés par des relations d’équivalence. Pour que
les axiomes soient vérifiés, il faut généraliser les conditions ci-dessus. P.ex. il faut que chaque
relation d’équivalence ait une infinité de classes et que les cardinalités finies des intersections
finies de classes soient bornées. De plus, il faut des conditions pour assurer la conformité
qui vont dépendre de la facon dont les relations d’équivalence s’intersectent.

Le cas le plus simple est donné par n relations d’équivalence emboitées ou chaque relation
d’équivalence divise toute classe de la relation d’équivalence précédente en une infinité de

classes, toutes infinies. Cela donne un exemple d’une géométrie de Zariski de dimension n .

GEOMETRIES D’ACTIONS DE GROUPES

Exemple 4.3 Soit Z un ensemble infini et & un sous-groupe dénombrable du groupe
symétrique &z . Supposons en plus que tout élément de GG \ {e} ne fixe qu'un nombre fini
de points de Z . Alors les graphes de I'action des éléments de G sur 7, c.-a-d. les ensembles
I'y:={(z,92) |z € Z}, engendrent une géométrie de Zariski de dimension 1, complete, sur
7 . Plus précisément, si L :={I',|g € G}, alors L est un langage de géométrie de Zariski

pour la L-structure 7.

noethérien Le fait que l'on ait une famille de topologies noethériennes compatibles vient de
la proposition 4.18.

séparation A(Z) =1, est fermée par définition.

quanteurs Il est facile de voir qu'une structure d’action de groupe admet I’élimination des
quanteurs dans le langage L U {Fix(g)|g € G} U Z. Vu que les ensembles de
points fixes sont définissables sans quanteurs par hypothese (ils sont ou bien
fini, ou bien égal & 7 ), la structure admet 1’élimination des quanteurs pour les

langage L avec parametres.
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conforme

élémentaire

irréductible
définissable
dim. finie

Cette prégéométrie est clairement conforme: puisqu’un groupe agit sur la géo-
métrie, la situation est totalement homogene.

Tout modele de la théorie est donnée par un ensemble infini sur lequel G agit.
La finitude des ensembles de points fixes est exprimée dans le théorie. Un modele

Ng-saturé de la théorie est donc toujours une prégéométrie de Zariski.

} La structure est fortement minimale et conforme!!

Les géométries de toutes les exemples précédentes sont triviales.

GEOMETRIES DE ZARISKI LINEAIRES

Exemple 4.4 Soit A un anneau dénombrable et M un A-module connexe Ry-stable de

rang de Morley fini. Alors M est une géométrie de Zariski dans le langage des sous-groupes

pp-définissables.

Puisque les translations sont des homéomorphismes, il suffit le plus souvent de regarder

les sous-groupes pp-définissables pour vérifier les axiomes.

noethérien

irréductible

séparation
quanteurs

définissable

conforme

dim. finie

Les sous-groupes pp-définissables satisfont a la condition de chaine descendante
([Pr] théoreme 3.1¢).

Un sous-groupe pp-définissable est irréductible ssi il est pp-connexe, c.-a-d. il
n’a pas de sous-groupe pp-définissable propre d’indice fini:

La direction « = » est trivial. Inversement, si un sous-groupe connexe H est
recouvert par un nombre fini de classes de sous-groupes pp-définissables, alors
une de ces classes est forcément égale a H .

La diagonale est un sous-groupe pp-définissable.

Clair a cause de la « pp-élimination des quanteurs » dans les modules, voir p.ex.
[Pr] cor. 2.16 ou [GR].

Les fibres d’'un sous-groupe pp-définissable sont toutes des classes d’'un méme
sous-groupe pp-définissable, donc isomorphes. En particulier, la dimension des
fibres est constante, donc définissable.

Une hypersurface d’un sous-groupe définissable irréductible (= connexe) est
une classe modulo un sous-groupe pp-définissable propre, qui est donc forcé-
ment d’indice infini. Donc toutes les classes modulo ce sous-groupe sont des
hypersurfaces

Par I’hypothese que le rang de Morley est fini.
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VARIETES ALGEBRIQUES

Exemple 4.5 Toute variété algébrique sur un corps K algébriquement clos est une géo-
métrie de Zariski dans le langage de la topologie de Zariski. En général, la géométrie n’est
ni complete, ni lisse. Ici, « variété algébrique » veut dire variété quasi-projective, c.-a-d. une
partie localement fermée d’un espace projectif P"(K).

L’espace projectif P"(K) est une K-variété dans le sens de la définition 3.36 dont les
parties localement fermées sont des sous-variétés. Il suffit donc de montrer que les corps

algébriquement clos sont des géométries de Zariski.

noethérien La condition de chaine descendante pour les fermés vient du fait que "anneau
des polynomes K[Xj,..., X,] est un anneau noethérien.

irréductible K est fortement minimal.

séparation A(K) est définie par le polynéme X; = X5.

quanteurs Les corps algébriquement clos éliminent les quanteurs par un théoreme de Tarski
(voir p.ex. [P1]). Dans le langage de la géométrie algébrique, le théoreme a été
re-démontré par Chevalley: I'image d’un constructible par un morphisme est
constructible. ([CC], exposé 7, voir aussi [Ha] exercice 3.19).

élémentaire Clair. En fait, on peut réduire le langage a deux symboles de relations, un pour
le graphe de I'addition, I'autre pour le graphe de la multiplication.

définissable Voir [Shal, tome 1, théoreme 7, page 76, qui montre d’ailleurs que la dimension
est purement semi—continue.

conforme  L’anneau K[Xj,..., X,] est caténaire, donc la géométrie de Zariski aussi, et cela
implique la conformité.

dim. finle K est fortement minimal, donc de dimension 1.

Une variété algébrique réguliere (= sans singularité) est lisse dans le sens de la définition 3.52,
mais la réciproque n’est pas vrai (I’exemple standard : une cubique sans point double).

Les variétés algébriques completes dans le sens de la géométrie algébrique sont exactement
les variétés K -completes d’apres 3.46. En revanche, le fait qu'une variété V' soit V-complete
ne suffit pas en général pour qu’elle soit complete.

On pourrait étendre 'exemple aux variétés algébriques abstraites que 1'on obtient en
recollant des variétés affines ([Ha] p.58) — c’est la définition la plus vaste de variété algé-
brique avant I'introduction des schémas — a condition toutefois de demander qu’elles soient

séparées (cf. exemple 4.11).
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« ZARISKI GEOMETRIES »

La définition 2.39 est une généralisation des « Zariski geometries » de Hrushovski et Zil'ber
(voir [HZ2] et [HZ1] définition p. 1).

Leur axiome (Z0) donne la compatibilité et la séparation. I.’axiome (Z1) est une version
faible de I’élimination des quanteurs qui en est déduite en proposition 2.1 de [HZ1]. Cette
démonstration utilise la formule des dimensions d’une fagon essentielle. L’axiome (72) de-
mande que la structure soit fortement minimale ; cela implique I'irréductibilité et le passage
des topologies aux extensions élémentaires (proposition 4.1 de [HZ1]). De nouveau, la preuve
utilise la lissité exigée par ’axiome (Z3).

La conformité n’est pas tres claire. Les auteurs disent qu’elle est facile a établir ([HZ1]
p. 15, « it can easily be shown that the Morley rank of a definable set E of X% is the
dimension of the closure of £ in X% . »), mais I'exemple 4.8 montre que ce n’est pas tout
a fait évident. Une preuve de la conformité des extensions élémentaire est implicite dans la
démonstration de la proposition 4.1 de [HZ1]

Une fois la conformité démontrée, la définissabilité de la dimension vient de la définissa-
bilité du rang de Morley dans les structures fortement minimales. Il est clair aussi que la
dimension est finie. Par contre, aucune condition sur le cardinal du langage n’est faite. A
part cela, les « Zariski Geometries » sont des géométries de Zariski lisses de dimension 1
dans le sens de la définition 2.39.

En particulier, les exemples donnés par Hrushovski et Zil’ber sont aussi des exemples de
géométries de Zariski, surtout I'exemple du théoreme C de [HZ1] d’une géométrie de Zariski

tres ample qui n’est pas interprétable dans un corps algébriquement clos.

D’autre part, Hrushovski et Zil’ber introduisent une notion de Z-structure ([HZ1] 3.10)
qui correspond a peu pres a ma notion de prégéométrie de Zariski. Ni I'irréductibilité, ni
la compatibilité ne sont explicitement demandées, mais la définition est marginale. (Tandis

que 'irréductibilité n’est pas indispensable, la compatibilité semble bien étre nécessaire.)

Question: Est-ce que les raisonnement de [HZ1] se généralisent au cas de la dimension
supérieure, a savoir :
- Une prégéométrie de Zariski lisse est-elle conforme?

- Une prégéométrie de Zariski lisse est-elle élémentaire?

« ZARISKI-TYPE STRUCTURES »

Zil’ber de son coté a défini des « Zariski-type structures » dans [Z4]. Presque tous les axiomes

des prégéométries de Zariski y sont, sauf I'irréductibilité et la moitié de la compatibilité.
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[’élimination des quanteurs est remplacée par la condition (plus forte) que la structure soit
complete (I'image d’un fermé sous une projection est fermée), I’élimination des quanteurs
s’en déduit facilement a 1’aide des autres axiomes.

Contrairement a [HZ2],[HZ1], il admet des structures de toute dimension finie. La dimen-
sion de [Z4] n’est pas la dimension topologique. Elle est donnée axiomatiquement pour les
fermés par des propriétés semblables a la dimension topologique. En particulier, la dimension
axiomatique de Zil’ber est toujours supérieure ou égale a la dimension topologique.

La conformité aussi est remplacée par un axiome qui définit la dimension des constructibles
par la formule dim@Q := dim @ . De plus, ses axiomes (DF) et (AF) demandent que la
dimension soit semi—continue et additive.

Une propriété de saturation, a savoir la Ny-compacité, garantit le passage de la structure
topologique aux extensions élémentaires.

Les « structures de type Zariski » de Zil’ber ne sont donc pas toujours des géométries
de Zariski dans le sens de la définition 2.39. En revanche, un exemple naturel d’une telle
structure (avec une dimension naturelle) est une géométrie de Zariski avec grande probabi-
lité. Si c’est le cas, alors il s’agit d’une géométrie de Zariski complete avec une dimension

semi—continue.

Exemple 4.6 ([Z4] théoreme 1) Une variété complexe compacte est une géométrie de
Zariski dans un langage de parties analytiques. (Dans ce cas, la dimension axiomatique
de Zil’ber est la dimension topologique, et il n’est pas difficile de voir que la dimension

topologique vérifie la condition de conformité).

4.2 CONTRE-EXEMPLES

UNE PREGEOMETRIE DE ZARISKI NON ELEMENTAIRE

Exemple 4.7 Soit Z un ensemble infini et £ une relation d’équivalence qui a exactement
une classe a n éléments pour tout n € w et pas d’autres. Alors Z élimine les quanteurs
dans le langage de la relation d’équivalence {F} avec parametres.

Si 'on décide maintenant que F := FE\ A(Z) soit fermé, alors on obtient une famille de
topologies noethériennes compatibles d’apres la proposition 4.18. L’élimination des quan-
teurs reste vraie car £ = FUA(Z) est définissable sans quanteurs. De plus, la structure est
minimale, donc irréductible. Par conséquent, tous les axiomes d’une prégéométrie de Zariski

sont donc vérifiés.
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Cette prégéométrie n’est pas élémentaire: soit C, = {cu1,...,con} la FE-classe ayant
n éléments. Alors F(c,1) N -+ N F(ewr) = {¢nkt1seeer Can}, donc on obtient des chaines

d’intersections arbitrairement longues:
F(ea) D Flem)NF(en2) DD Flea)N--- N F(enn1)

ce qui contredit la condition de chaine 2.24 (b).

UNE PREGEOMETRIE DE ZARISKI NON CONFORME

Exemple 4.8 Soit F une relation d’équivalence sur un ensemble infini Z qui n’a que des
classes a n éléments (pour un certain n € w,n > 1). Alors Z est une prégéométrie de
Zariski élémentaire de langage {=, F'} , complete, de dimension uniformément définissable.
Mais elle n’est pas conforme, et aucune de ses extension élémentaire ne ’est.

Les fermés irréductibles de Z* sont: les singletons {(a,b)}, les droites {a} x Z et
Z x {a}, la diagonale A(Z), la relation d’équivalence E et Z?. Alors les seuls drapeaux

maximaux formés de fermés irréductibles sont :

{(a,0)} cc {a}xZ cc Z*
{(a,0)} cc Zx{b} cc Z*
{(a,a)} cc AZ) cc E cc 2z?

Donc E n’est pas conforme, car dimF =2 et dim(F \ A(Z)) = 1. En plus, on voit que
dimZ? =3 #2 =2-dim Z, la dimension n’est donc pas additive (contrairement au rang
de Morley).

Cette prégéométrie de Zariski vérifie presque tous les axiomes des « Zariski geometries »

de [HZ2], mais elle n’est pas lisse:

dim (£ x )0 ({a} x 2%)) = dim ({a} x ali x Z) = dimZ = 1
par contre dim (E X Z) + dim ({a} X Zz) —dim7z® = 44+3-5 = 2
(Mais on pourrait ajouter un autre fermé irréductible F' qui soit compris entre A*(Z) et

i E] N 73 [E] de fagon que dim Z3 = 6 et repousser ainsi le contre-exemple de la lissité

vers des puissances plus élevées de 7 .)

DES PREGEOMETRIES DIFFERENTES ENGENDRANT LA MEME STRUCTURE

Exemple 4.9 Sil’on reprend la prégéométrie 3; de I'exemple précédent 4.8, on peut faire
la méme construction que dans I’exemple 4.7, c.-a-d. on peut décider que F := E\ A(Z)

soit fermé. Alors on obtient une deuxieme prégéométrie de Zariski 3, sur le méme ensemble
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de base, qui engendre la méme structure définissable, mais dont les topologies (a partir de

Z*) sont strictement plus grands.

DIMENSION NON DEFINISSABLE

Exemple 4.10 Soit FE une relation d’équivalence sur un ensemble infini Z qui a une
seule classe a n éléments pour chaque entier n. Alors 7 est une prégéométrie de Zariski
complete élémentaire de langage {=, F'}.

La dimension est définissable dans le modele premier (o F n’a que des classes finies),
et dans tous les modeles ot £ n’a qu’un nombre fini de classes infinies. Des qu’il y a un
nombre infini de classes infinies, 'ensemble #[F, 0], c.-a-d. ’ensemble de points ayant des
FE-classes finies, n’est plus définissable.

La non-définissabilité de la dimension se voit aussi sur les dimensions des modeles (voir
2.37): la dimension du modele premier est 1, celle d’'un modele Rg-saturé est 2; le rang de
Morley (qui dépend de la théorie et non pas des modeles) est 2. D’ailleurs, le fermé FE n’est

pas conforme dans le modele premier ; par contre, il ’est dans tout autre modele.

GEOMETRIES DE ZARISKI NON-SEPAREES

Une géométrie de Zariski est séparée par définition, mais il y a des exemples naturels qui

satisfont a tous les axiomes des géométries de Zariski sauf la séparation :

Exemple 4.11

o [’exemple 4.8 d’une relation d’équivalence n’ayant que des classes a un entier fixée d’élé-
ments. Si l'on enleve la diagonale, la structure devient conforme. D’une certaine facon,
la relation E est une diagonale épaissie.

o Les « variétés algébriques abstraites », c.-a-d. les variétés qui sont localement isomorphes
a des fermés affines d’'un K™ . Les axiomes des géométries de Zariski sont tous vérifiés
sauf la séparation qui ne 'est pas toujours. L’exemple de la droite affine avec un point

dédoublé est standard.

PHENOMENES DE CARDINALITE

Dans les variétés algébriques, les fermés sont définis par des polynomes, donc il y en a au
plus k dans un modele de cardinalité x . C’est d’autant plus vrai dans les espaces vectoriels
ou dans les géométries triviales.

Par contre, il existe une (pré)géométrie de Zariski modulaire, dénombrable, avec 2%

courbes planes. En prenant une géométrie d’action de groupe (4.3), il suffit d’indiquer un
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sous-groupe (& de Gy, , de cardinalité 2% | qui satisfasse & la condition sur les points fixes.
(C’est une géométrie de Zariski sauf que le langage n’est pas forcément dénombrable). Un

exemple a été donné par A. Khélif:

Exemple 4.12 Soit ((;);c,, une suite de groupes finis de cardinalités strictement crois-
santes ensemble avec une famille d’epimorphismes ¢, : G111 — G| .

Soit Z := |J G; la réunion disjointe des G; et soit

G =1mG; ={g € [ Gilg: = vilgir1)}-
1EW

(Par exemple, G; = Z/p'Z , ; la multiplication avec p et G =7,.)

Alors G est de cardinalité 2% | tandis que Z est dénombrable. Si ¢ € G et 2z € Z,
alors il existe un unique ¢ tel que z € (;. Par conséquent, on peut définir une action de

G sur Z en posant ¢.z = g; - z. L’ensemble des points fixes de ¢ est égal a
{zeGilg-z=zicwt={2€Gi|g=eicw}=|{Gilgi = e},

donc fini si g # €, carsi ¢; # e, alors g; # e pour tout j > 1.

4.3 CONSTRUCTIONS

PRODUIT DE GEOMETRIES DE ZARISKI
Soient 3g,..., 3x des géométries de Zariski. Alors on peut définir leur produit 3¢ X... X 3y :
e [’ensemble de base de 39 X... X 3% est Zy X... X /.

o La topologie 7,[30 X... X 3i] est la topologie produit des 7,[3;].
Proposition 4.13 Le produit de géométries de Zariski est encore une géométrie de Zariski.

(Comme langage on pourrait prendre le « produit des langages », c.-a-d. un symbole de
prédicat n-aire pour tout k-uple de prédicats n-aires (Fy,..., Fy) ou F; est dans le langage

de 3;, prédicat qui sera interprété par Fy[Z1] x -+ X Fy[Zk].)

B Soient 7;: Zy X... X Zyp — Z; les projections.
- La topologie définie ci-dessus est évidemment noethérienne. En fait, tout fermé irréductible

est de la forme Fgy x... x I}, avec des fermés irréductibles F;. Un drapeau du produit est

donc forcément formé de produits successifs de termes de drapeaux des 3;, et on trouve

dim(Fo X ... x F}) = dim Fy + - - - + dim F.
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A partir de cette formule, il est clair que le produit est de dimension fini, conforme, et que

la dimension est uniformément définissable et additive.

- Le produit est irréductible a cause de la proposition 1.17 (¢) (dont la preuve n’utilise que

la continuité des projections!)
- La diagonale A(Zy x... x Z;) est fermée car cest w5 '[A(Z)] N -+ N7y ' [A(Z)] .

- De la méme facon on montre que les applications de compatibilité sont continues (la version

du lemme 1.13 est la plus rapide).

- L’élimination des quanteurs est facile a voir pour les fermés: d’abord il suffit de considérer
des fermés de la forme Fpy x... x [}, ou I} est un fermé de 37, car tout fermé du produit
en est une réunion finie. Soit 7 : (31 X... X 31)" — (31 X... X 3x)"~' une projection. En
fait, © s’écrit 7 = x; X... x m; (ou w; est la méme projection que 7 mais dans 3; ).
Alors w[Fy X... X Fi] = mo[Fo] X -+ X 7[F}] est un produit de constructibles.

Or, un produit de constructibles (); est constructible dans la topologie produit, car si

Qi = U (Fi; \ Gyj) avec des fermés F;; et Gy;, alors on peut écrire
J€J;

QOX---XQk = (QoXZl ><...><Zk) N---N (ZO X...XZk_lek)
= U ((Foszl X...XZk)\(Goszl ><><Zk)) n---

J7€Jo

—-n U ((Zo Koo X L1 X Fij) \ (Zo X oo X Zga XG’W'))'

j€Jy
Puis on peut appliquer le critere du lemme 1.21. Soit F' \ G une partie localement
fermée du produit avec F' irréductible. Il y a deux cas: ou bien #[G] CC =[F] ; ou bien,
par additivité, les w-fibres de (' sont génériquement de dimension plus petite que celles de
F'. Dans les deux cas, on trouve {a|F(a) = G(a)} CC =[F]. Ceciimplique I’élimination

des quanteurs d’apres le lemme 1.21.

- Un produit d’extensions élémentaires Rg-saturées des 3; donne une extension élémentaire

Ng-saturée du produit. Le produit est donc une prégéométrie de Zariski élémentaire. m

GEOMETRIES INTERPRETABLES

Une interprétation d’une structure 9 dans une géométrie de Zariski 3 est la donnée d’une
partie définissable @ dun Z* et d’une surjection s: @Q — M telle que pour tout n € w
et toute partie définissable D de M™  I'image inverse (s,...,s) '[D] soit définissable dans
3.

Si l'on veut que 9 soit une géométrie de Zariski, il est raisonnable d’exiger que les

topologies sur 9 et 3 soient liées. La possibilité la plus naturelle est de demander que
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'interprétation soit une interprétation continue, a savoir (s,...,s) '[F] est fermé dans 3
pour tout fermé F' de M.

Si M est contintiment interprétable dans 3 par 'application s : ) — M , alors 9 est un
appauvrissement de la structure de prévariété Q/F ou 9Q = 3* [Q et F=(s,s)'[A(M)].
Alors M hérite d’un certain nombre de propriétés de Q/F :

o Les topologies sur 9 sont noethériennes.
o I est irréductible si () est irréductible dans 3.
o I ne peut étre séparée que si £ est fermée dans ) x Q) .

o Les topologies sur 9N satisfont a la condition de chaine descendante bornée. Donc:

Lemme 4.14 Toute prégéométrie de Zariski continument interprétable dans une prégéomé-

trie de Zariski élémentaire est élémentaire.

Un cas particulierement intéressant est celui des interprétations pleines, i.e. ou M est muni
de toute la structure qui provient de 3. Tout ce qui a été développé en section 3.2 relatif aux
variétés s’applique a ce cas, mais la situation est plus simple car le probleme des produits ne
se pose pas. Par définition d’une interprétation continue et pleine, M? porte la topologie

quotient de la topologie induite sur Q*. D’apres les résultats de la section 3.2, on a donc

Proposition 4.15 Soient ) un constructible de 3 et E une relation d’équivalence défi-
nissable, fermée, admissible et additive sur @), telle que @) soit F-irréductible, alors M
est une géométrie de Zariski.

Autrement dit, une 3-variété irréductible U est une géométrie de Zariski.

GEOMETRIES ENGENDREES

En 2.5 on a essayé de réduire le langage des géométries de Zariski en décomposant les fermés

en éléments « simples ». On peut se poser la question inverse :

Question:

(1) Etant donnée une partie & de 7<% existe-t-il une géométrie de Zariski pour laquelle

les éléments de & sont fermés?
2) Existe-t-il une géométrie de Zariski « engendrée » par & 7
g g p

3 uelles sont les conditions pour que & soit I’ensemble des fermés premiers (ou absolu-
p q p

ment irréductibles) d'une géométrie de Zariski?
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Il convient de traiter ces problemes en deux étapes: il faut d’abord chercher des conditions de
nature plutdot combinatoire pour que les éléments de € soient des fermés d’une prégéométrie
de Zariski ; apres on peut essayer de trouver des criteres plutét modele-théoriques pour qu’il
s’agisse d'une géométrie de Zariski.

Bien que l'intersection de deux topologies noethériennes en soit encore une, 'intersec-
tion de deux prégéométries de Zariski n’a aucune raison d’étre encore une prégéométrie de
Zariski: c’est ’élimination des quanteurs qui pose des problemes. En général, une « prégéo-
métrie de Zariski engendrée par € » n’a donc pas de raison d’exister.

Le probleme de I’élimination des quanteurs mis a part, on peut définir la structure topo-
logique engendrée par € en y mettant tous les fermés que 1’on peut obtenir a partir de &

et des fermés triviaux:

Notation:

e Soit & une partie de Z<“ ot Z est un ensemble infini. Alors <&> est la plus
petite partie de Z<“ contenant & et les fermés triviaux, et close par produit cartésien,
permutations de coordonnées, intersection et réunion finies.

o De facon générale, si & C Z<¥, alors soit &, := &N 2", et soit % la cloture sous

'action des permutations, i.e. € := {c[E]|ncw,E €&, 0c€8,}.

L’idée de la suite de cette section est qu’il suffit de tester les propriétés essentielles sur
I’ensemble £ de départ. Cela marche bien pour les axiomes de caractere plutét combinatoire,
c.-a-d. pour tous les axiomes des prégéométries de Zariski sauf I’élimination des quanteurs.
Le résultat de la proposition 4.18 est néanmoins utile, surtout pour décider si une structure
que 'on connait bien par ailleurs est une (pré)géométrie de Zariski pour un certain choix de

fermés parmi les parties définissables. Il a été utilisé a cet effet dans les exemples 4.3 et 4.7.

Définition 4.16 Un ensemble & est noethérien ssi & satisfail a la condition de chaine

d’intersections, 1.e. toute intersection d’éléments de € est €gale a une sous-intersection

finie.

Pour éviter des problemes, supposons que Z" N Z™ =@ si n # m. Alors &€ C Z<% est

noethérien ssi &, est noethérien pour tout n € w.

Lemme 4.17 Une réunion finie d’ensembles noethériens est noethérien ; un « produit» fini
d’ensembles noethériens est noethérien.

(Ou « produit » signifie 'ensemble {E; x Ey | E; € €} qui sera noté & @ &, .)

B Il suffit de considérer deux ensembles. Soient &;,&; noethériens. Supposons que l'on

ait une suite décroissante K1 D KF1NEy; D --- D EN...NE, D -+ avec K, € 4 UE;. A
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chaque étape, on peut écrire Fy N...N K, = ,51) N F,gQ) ou F,gi) regroupe tous les termes
venant de &;. Alors une des chalnes Fl(i) DI F,gi) D ... admet une infinité d’inclusions
strictes : contradiction !

Supposons maintenant que 1’on ait une suite décroissante dans £; @ €5 . Puisque (F; X
Fi)N(Eyx Fy) = (E1N Ey) x (F1NFy) , elle donne lieu a deux suites décroissantes projetées ;
I'une formée d’intersections d’éléments de &; , I'autre d’intersections d’éléments de &, . Les

deux suites étant finies par hypothese, la suite de départ est forcément finie. [ |

Proposition 4.18 Soit 7 un ensemble infini et soit € C 7<% un ensemble noethérien.

(a) <&> est une famille de topologies noethériennes séparée.

b) Cette famille est compatible, st en plus
p ; p
- pour tout E € &, , toute fibre E(a), vue dans 7", est dans <E> ; el
- pour tout I € &, , toute diagonale AY(Z), Uensemble ENAL(Z) , projeté sur Z™
est dans <&E> .

C €S (opotogies son € atmensions nies Ssit naame as de cnainmes injintes siric-
Les topologi t de dimensi es ssi & wadmet pas de chaines infinies stri

tement ascendantes.

Les hypotheses supplémentaires de (b) sont surtout vérifiées si toutes les fibres et intersec-

tions en question sont finies.

B (a) Soit T l'ensemble des fermés triviaux irréductibles et posons

G = &°uT

les produits P = {Ghx..xG,|n€ewG; € 9}6
R
J

les « générateurs »

les réunions

= {PU---UP,|n€w, P eP}
= {PAN---NP,|n€wl €R}

les intersections

Alors <&> = T

L’'inclusion J C < &> est évidente. Inversement, J contient les éléments de & et les
fermés triviaux. Il est clairement clos par réunions et intersections finies. Le produit cartésien
étant distributif par rapports aux intersections et réunions, J est clos par produit cartésien
parce que P lest. Les permutations commutent avec les intersections et les réunions; de
nouveau cela entraine que J est clos par I'action des permutations parce que P 1est.

Démontrons que < &> est noethérien:

D’apres le lemme 4.17, G est noethérien, car G, est la réunion finie des ensembles
noethériens T, et o[€,] pour les n! permutations o € &, . Donc P aussi est noethérien :

pour chaque suite d’entier (n1,....,n%), Gup.omy = Gn, @ -+ @G, est noethérien. Puis P,
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est la réunion (finie!) des 0[G,,.. .,] pour toute suite (ni,...,n;) dont la somme est n et

toute permutation o .

(b) En ce qui concerne la compatibilité, appliquons le lemme 1.14: les permutations sont
des homéomorphismes par définition de < &> ; les projections sont clairement continues
vu que <E&> est clos par produit et contient Z. Il suffit donc de démontrer que les
applications naturelles Z" — {a} x Z" et Z" — AI"'(Z) sont continues.

Pour le premier cas, il suffit de montrer que pour tout F' € J,41 la fibre F(a) est dans

Jn. Soit I"= U N B, alors F(a) = U N F(a). Il suffit donc de traiter le cas I7 € P.

fini fini fini fini
On peut supposer que F'= Gy x... x G, et que F(a) = Gi(a) x Gy x... x G, . Alors, ou

bien Gy € T, et donc G(a) est aussi un fermé trivial irréductible; ou bien G € € et le
résultat est donné par hypothese.

Le raisonnement pour les applications diagonales est analogue.

(¢) Supposons que I'on ait une suite infinie, strictement ascendante, de fermés irréductibles,
donc d’éléments de P . Comme dans la preuve de la noethérianité, on peut en extraire une
suite dont tous les éléments ont le méme « type », c.-a-d. tous sont de la forme o[F; X... X
E, xT] avec F; € &, et T trivial, ou la permutation o et les entiers k; sont fixés. Done
on peut trouver une suite infinie strictement ascendante, soit dans &, soit dans T . Mais
le premier n’en admet pas par hypothese, le deuxieme puisque 3" est de dimension finie:

contradiction ! ]
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Chapitre 5 LLES GROUPES DE ZARISKI

On dispose maintenant avec les géométries de Zariski d’une version abstraite des variétés
algébriques (de dimension quelconque), et aussi d’une notion de morphisme. Ceci permet
immédiatement de donner une définition de « groupes algébriques » au-dessus d’une géomé-
trie de Zariski, c.-a-d. une version abstraite des groupes algébriques, appelés « groupes de
Zariski ».

Comme exemple d’application de la théorie des géométries de Zariski élaborée dans les
chapitres 2 et 3, je commence a examiner les groupes de Zariski et a développer leur théorie
en analogie avec la théorie des groupes algébriques (affines). Elle culmine a présent dans le

théoreme 5.48 qui donne presque une caractérisation abstraite des groupes algébriques.

5.1 DEFINITION ET PROPRIETES FONDAMENTALES

Soit 3 une géométrie de Zariski.

Définition 5.1

o Un groupe de Zariski est une géométrie de Zariski & avec deur &-morphismes p et ¢

respectivement la multiplication et le passage a Uinverse d’une loi de groupe sur G .

o Une 3-variété de groupe est une 3-variété & avec deux 3-morphismes p et ¢ respecti-

vement la multiplication et le passage a Uinverse d’une loi de groupe sur G'.

e Un 3-morphisme de groupes entre deux 3-variétés de groupes est une application qui est

a la fois un 3-morphisme et un homomorphisme de groupes.

Les groupes de Zariski sont donc une version abstraite des groupes algébriques et des cas
particuliers de groupes R -stables de rang de Morley fini.

Comme langage d’un groupe de Zariski il convient de prendre un langage de géométrie
de Zariski pour la géométrie de Zariski sous-jacente, plus un symbole de fonction binaire

pour la multiplication. Alors une structure élémentairement équivalente a un groupe de
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Zariski sera naturellement un groupe de Zariski. On pourrait se passer de ce symbole pour
la multiplication puisque le graphe de la multiplication est fermé, donc définissable dans
le langage de géométrie de Zariski. Par contre, si sa définition utilise des parametres, une
structure élémentairement équivalente qui ne contient pas tous ces parametres, n’est plus

naturellement un groupe de Zariski.

Remarque 5.2

e Par définition, une géométrie de Zariski est irréductible, ce qui entraine (voir 5.9) qu’un
groupe de Zariski est toujours connexe. On pourrait facilement étendre la définition des
groupes de Zariski au cas réductible ; d’ailleurs la plupart des résultats sont énoncés pour
des variété de groupe, qui, elles, peuvent étre réductibles, donc non connexes.

Tout cela n’est pas tres génant, puisque les théoremes les plus importants portent sur
les groupes connexes. Je m’efforcerai d’ailleurs de répéter le mot « connexe » dans les
énoncés pour le souligner.

o Le graphe de 'inverse est fermé méme si I’on ne demande pas qu’elle soit un morphisme,
car I', = y=*(e) . Donc pour un groupe de Zariski complet ou lisse, il suffit de demander

que la multiplication soit un morphisme (propositions 3.49 et 3.55).

Exemple 5.3

e Un groupe 1-basé est un groupe de Zariski (lisse et complet) dans un langage de classes
de sous-groupes définissables.

e Un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos K est un groupe de Zariski dans
le langage de la topologie de Zariski. Il est aussi une K -variété de groupe.

e D’apres le théoreme de Weil-Hrushovski (voir [P2]), tout groupe (connexe) interprétable
dans un corps algébriquement clos K est naturellement muni d’une structure de groupe

de Zariski (ou de K-variété de groupe).

PROPRIETES FONDAMENTALES

Soit pour toute la suite & une 3-variété de groupe fixée, sauf si le contraire est mentionné.
Puisqu’il devient difficile de bien distinguer entre I’ensemble (G, la structure de variété & et
le groupe sous-jacent (pour lequel il ne reste plus de bonne notation), je noterai simplement

G au lieu de & | et de méme pour les sous-groupes et quotients.

Lemme 5.4

a) Les multiplications a gauche et a droite par un élément fixé notées A\, et sont
P g P g, g Og

des 3-automorphismes.
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(b) La conjugaison v : (h,g) — h?9 est un 3-morphisme.
(c) La conjugaison ~(-,q) par un élément fizé g est un 3-automorphisme de groupes.

B Le lemme se déduit directement des propositions 3.40 et 3.41:
D’abord v =po(uor,comy) ou 7(g,h) = (h,g), c’est donc un morphisme.

Puis A, , o, et y(-,g) sont des morphismes par 3.41 (e). Finalement, les égalités A\;' =
Ag=1, 05t =041 et y(-,9)7" =7(-,g7") montrent qu’il s’agit d’isomorphismes. [

Les propriétés qui vont étre démontrées par la suite sont bien connues pour les groupes
algébriques, voir p.ex. [Hu] chapitre 7. Certaines ont été généralisées au cas des groupes
Ng -stables de rang de Morley fini quelconques (voir [P2],[BN]). P.ex. le lemme 5.5 (¢) est
une généralisation de [Hu] lemme 7.4, mais aussi un cas particulier de [P2] lemme 2.4,
puisque les parties génériques dans le sens de Poizat deviennent simplement des parties
constructibles denses dans un groupe de Zariski.

Si je les ai incluses dans ma these, c’est d’un c6té par souci de complétude, d’un autre
coté parce que les preuves de la géométrie algébrique, qui s’adaptent au cas des groupes de
Zariski, different le plus souvent de celles de la théorie de modeles.

(Bien évidemment, il n’est pas étonnant que certaines preuves de la géométrie algébrique
se généralisent presque mot pour mot — elles ne dépendent que des propriétés de bases qui
font partie des axiomes des géométries de Zariski. En fait, ce qui est intéressant, c’est de
trancher parmi les résultats et les démonstrations de la géométrie algébrique, pour trouver
ceux qui marchent dans un cadre axiomatique, et ceux qui utilisent fortement la structure

algébrique.)

Lemme 5.5

(a) Le produit (du groupe) d’un nombre fini d’ensemble irréductible est irréductible.
(b) Soient A, B deux parties de G, alors A-B C A-B.
(c) Si U,V sont deux parties denses constructibles d’un sous-groupe H | alors U-V = H .

B (a) Si Ay,..., A, sont irréductibles, alors Ay x --- x A, aussi, et donc Aq----- A, =
p[Ar x -+ x A,] aussi.

(b) Ona Ax BC u™'[A-B] C u~'[A-B]. Le dernier étant fermé, A x B = A x B

p~ A+ B] sen déduit, ce qui donne A-B=pu[AxB]|CA-B.

N

(c¢) Puisque toute partie constructible dense contient une partie ouverte dense, on peut sup-

1

poser que U et V sont ouvertes. Alors U~ est encore ouvert et dense (car U =7"1 )

et donc hU™! aussi pour tout h € H . Or deux parties constructibles denses s’intersectent,

donc RUT'NV £, e ilexiste ue U et veV telsque h=uv,donc H=UV. =
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Si X est une partie de G x Z" et Y C (G, je noterai souvent, pour simplifier les notations,

V- X =YX = {(yx,2) |y €Y, (x,2) € X} = (p xidz)[Y x X]
et XY = XY = {(ay,2) |y €Y, (2,2) € X}.

Il est facile de voir que le lemme 5.5 (b) reste valable dans ce contexte.

Proposition 5.6

(a) L’adhérence d’un sous-groupe (normal) dans G est encore un sous-groupe (normal).

(b) Un sous-monoide constructible de G en est un sous-groupe fermé.

B (a) Soit H le sous-groupe (non nécessairement définissable) en question. Alors H x
H C y~[H], le dernier étant fermé par continuité de p, on obtient H x H = H x H C
p ' H],donc u|HxH)=H-HCH.,

Le méme raisonnement avec ¢ au lieu de g montre «[H ] C H , donc H est un sous-

groupe. Finalement, soit ¢ € Ng(H). La conjugaison avec ¢ étant un homéomorphisme,

o’ = H° =T . donc Ng(H) C Ng(H) .

(b) Par stabilité, un sous-monoide définissable est un sous-groupe ([P2], lemme 1.1). Toute
classe de ce sous-groupe H dans H (qui est encore un sous-groupe d’apres (a)) est homéo-
morphe a H , donc dense dans H elle aussi. Mais deux constructibles disjoints ne peuvent

pas étre denses dans leur réunion, d’'ou H = H . [ |

Remarque 5.7 Pour toute partie A, notons <A > lesous-groupe engendré par A . Alors
A C <A> , quiest un groupe d’apres la proposition 5.6 (a), donc <A> C <A> . Par
conséquent, < A> est le plus petit sous-groupe fermé contenant A (qui existe d’ailleurs
par noethérianité de la topologie aussi bien que par la condition de chaine descendante sur

les sous-groupes définissables dans les groupes Rg-stables).

Rappelons que l'intersection de tout les sous-groupes définissables d’indice fini d’un groupe
Ng-stable H est un sous-groupe définissable, normal et d’indice fini, appelé la composante

connexe et noté H°.

Lemme 5.8 Les composantes irréductibles d’une classe d’un sous-groupe définissable H
sont les classes modulo H® . En particulier, elles sont disjointes et deux a deux isomorphes

par des translations.

B Par translation, il suffit de considérer le cas de H . Puisque H° est un sous-groupe
définissable, donc fermé, les composantes irréductibles de H sont contenues dans les classes

modulo H®. Il suffit donc de démontrer que H® est irréductible.
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Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de composantes irréductibles de H®° , il y en a forcément
une, disons X , qui est générique dans H® au sens de Poizat (cf. [P2], p. 40 sq). Toute
intersection X N hX avec h € H® est encore générique, c.-a-d. dim(X N AX) = dim X,
donc X = hX puisque les deux sont irréductibles. Comme H®° est recouvert par un nombre

fini de translatés de X (par définition de la généricité), ceci implique que H® = X . [ |

Corollaire 5.9 Un sous-groupe définissable H est irréductible ssi H = H® ssi H est

(topologiquement) connexe.

CENTRALISATEURS ET NORMALISATEURS

Soient X, Y des parties quelconques de . On définit
e le centralisateur de X dans Y, Cy(X) :={y € Y |2y = yx pour tout + € X} ;
e le normalisateur de X dans Y, Ny (X):={y € Y| XY = X pour tout € X} ;
o lecentrede X, Z(X):={y € X|ay = ya pour tout € X}.

Proposition 5.10

(a) Un centralisateur Cy (X)) est fermé dans Y . De plus, on a les inclusions suivantes :

Cr(X) = & (X) = YNNG (X) € Cr(X) € G(X) = C(X).

(b) Le centre de X est fermé dans X ; plus précisément :

Z(X) = XNZ(X) C Z(X) € Z(X) = Z(X).

(¢) Les inclusions suivantes de normalisateurs sont vérifiées :

Ny(X) € YNy (X) € Ny(X) Ny-(X)
IR IR 1N IR

Ny(X) = YONy(X) € Ny(X) C Ny(X)

Le normalisateur d’un ensemble fermé dans Y est fermé dans Y .

B (a) Lesinclusions Cy(X) C Gy (X) C CGy(X) sont triviales.
Soit ¢, : G — G le morphisme ¢ +— [g,z]. Alors Cg(z) = ¢ (e) est ferméet Cq(X) =

N Ce(x) est définissable et fermé par noethérianité. Donc Cy (X) = Y NCq () est fermé
reX _

dans Y et Cp(X) =Y NCq(X) est fermé, ce qui donne Cy (X) C C#(X) .
Puis y € Gy (X) < X C Cqs(y). Le dernier centralisateur étant fermé, on obtient
X CCq(y), cra-d. y € Cy (X).

(b) Conséquence immédiate de (a), car Z(X)= Cx(X).

() Si X = X7 alors X = X7 =X’ car la conjugaison avec ¢ est un homéomorphisme.

Donc Ny (X) € Ny (X)), ce qui donne les quatre inclusions « verticales ».
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L’inclusion Ny (X) C Ny(X) est triviale.

Puis soit ), le morphisme ¢ — 9. Alors Ng(X) = N ¥;'[X] est fermé si X Dest.
zeX

Donc Ny (X) =Y NNg(X) est fermé dans Y . [ |

THEOREME DES INDECOMPOSABLES

Le théoreme des indécomposables de Zil’ber, I'un des outils les plus importants de la théorie
des groupes Ng-stables de rang fini, est une généralisation d’un théoreme sur les groupes
algébrique (cf. [Hu] 7.5) qui retrouve sa forme (et preuve) originale dans le contexte des

groupes de Zariski :

Proposition 5.11 Soient {X;|i € I} une famille de parties irréductibles de G, chacune
contenant ¢ . Alors le sous-groupe engendré par leur réunion est fermé et s’écrit comme

produit fini d’un certain nombre des X, .

B Pour toute suite finie s = (ig,...,7%) € I<¥,soit Xy = X;,-...-X;, . Alors X;UX; C Xy
et K'KQXS'XIS:XSW-

Les ensembles X, , et donc aussi X, sont irréductibles. Les ensembles fermés irréduc-

tibles satisfaisant a la condition de chaine ascendante (parce que I'on se trouve dans une
situation de rang fini), il existe un sy tel que X, soit maximal parmiles X . Alors pour
tout s, X, C Xy, = X,, par maximalité de X, .

D’apres ce qui a été montré au début, X, est clos pour la multiplication (prendre s = sq
et 1 = sg ), c’est donc un sous-groupe d’apres la proposition 5.6 (b), fermé, et qui contient
tous les X;. Par conséquent, X,, est le sous-groupe fermé engendré pas les X .

Puis le lemme 5.5 (c) donne X, - X,, = X,

50 9

donc X,, = X,,~, est un produit fini de

certains X;, éventuellement avec des répétitions. [ |

5.2 SOUS-GROUPES, ACTIONS DE GROUPES ET QUOTIENTS

SOUS-GROUPES ET QUOTIENTS

Proposition 5.12 Soit G une 3-variété de groupe et H un sous-groupe définissable.
(a) H est une 3-variété de groupe.

(b) G/H est une 3-variété, et une 3-variété de groupe si H est normal.
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B (a) H est une 3-variété d’apres le théoreme 3.39. La multiplication et I'inverse de H

sont les restrictions de celles de (& ; donc ce sont des morphismes par la proposition 3.45 (a).

(b) La congruence par H , a gauche ou a droite, induit deux relations d’équivalence sur
G ; l'une est I'image de 'autre sous ¢ x ¢. En particulier, une fois qu’on sait que les deux
quotients sont des variétés, la proposition 3.44 implique que ¢ induit un isomorphisme entre
I’espace de classes a gauche et celui des classes a droite.

Considérons les classes a droite (pour les classes a gauche, c’est exactement la méme
preuve). Pour pouvoir appliquer le théoreme 3.39, il faut prouver que la relation d’équiva-

lence correspondante Exy = {(¢1,92) | Hg1 = Hga} est fermée, admissible et additive.
- Ep est 'image inverse de H du morphisme (g1,92) — ¢195", donc fermée.

- Soit ) un constructible Ejp-saturé de G' x Z" . Alors
Q=0 =T Q2T -T=1-T=0bn,

donc Ep est admissible. (L’inclusion O vient de la généralisation simple de 5.5 (b).)

- Ladditivité est donnée par la proposition 3.35 (d): les H-classes sont toutes isomorphes

(5.8), donc ont la méme dimension.

D’apres 3.39, G/H est donc une variété. Si H est en plus normal dans G, alors la mul-

tiplication et I'inverse de G/H sont des 3-morphismes par la proposition 3.45 (c) (p.ex.
pu o p se factorise par G/H x G/H = (G x G)/(H x H)). |

Corollaire 5.13 Si G est un groupe de Zariski et H un sous-groupe définissable (normal),
alors H et G/H sont des groupes de Zariski.

B H et G/H sont des géométries de Zariski d’apres la proposition 4.15. Puis les multipli-
cations et les passages a l'inverse respectives sont des 3-morphismes d’apres la proposition
précédente, ce qui implique qu’elles sont aussi des H-morphismes (resp. /H-morphismes),

car p.ex. p X id gn est continue d’apres la proposition 3.41. [ |

Vu que les deux espaces de classes modulo H sont isomorphes, il n’est pratiquement jamais
nécessaire de spécifier de quel coté on les considere, les énoncés étant valables pour les deux.
Les démonstrations continueront a utiliser les classes a droite. Pour simplifier les notations,
soit py : G — G/H la surjection canonique, et soit « H-saturé » une abréviation pour

« By-saturé ».

Lemme 5.14 Si Q) C G/H x Z" est un constructible irréductible, alors les composantes
irréductibles de (pg x id zn)7'[Q] sont toules H°-saturées et isomorphes par des transla-

tions.
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B Soit Q:= (py xidz) Q] = Qo - - UQy et soit QiH® := (u xidz)[H® x Qi] la
H? -saturation de @);. Puisque H° x ); est irréductible et p x id zn continue, ();H® est
irréductible, donc contenu dans une composante irréductible @); de @ .Alors @); € Q;H® C
(); entraine ¢ = j, donc on a égalité et les composantes irréductibles sont H° -saturées.

Puis soit {hg,...,h} € H un systeme complet de représentants de H/H® . Soit
Ri:=hoQ;U---UnQ; =hoH°Q;U---UMH°Q; = (hoH° U---UWH®)Q; = HQ;.

Puisque Q; est relativement fermé dans @ , tout translaté l’est aussi, ainsi qu’une réunion
finie de translatés. Donc R; est une partie H -saturée, relativement fermée de @, c.-a-d.
pu[R;] est un fermé de Q.

Puisque @ est irréductible, il existe iq, telle que (py xid zn)[R;,] = @, disons i, =0.
Donc Q = Ry = hoQo U -+ U hiQo . Vu que les h;Qo sont irréductibles, il s’agit forcément

des composantes irréductibles de Q . [ |

Lemme 5.15 (@ comparer avee [R] pour le cas des groupes algébriques.)
(a) Soient H < K <G . Alors G/K = (G/H)/(K/H).

(b) Soient H,K < G . Alors Uapplication naturelle K/(HNK) — (HK)/H est un mor-
phisme bijectif.

B (a) Si H n’est pas un sous-groupe normal, I’énoncé n’a a priori pas de sens dans le
langage des groupes. Ici, un sous-groupe N est identifié avec la relation d’équivalence Ky
qu’il induit. De plus, le fait que Eg soit plus fine que Ey implique que (pg X py)[EFx] est
une relation d’équivalence sur G/H que je note K/H en analogie avec les sous-groupes

normaux. Alors I’énoncé est une abréviation pour
G/Ex = (G/Ex)/(pir x pi)[Ex].

Par le théoreme correspondant de la théorie des groupes, on sait que 'application pg/mopg
se factorise par /K et que 'application pg se factorise par (G/H)/(K/H) , donnant lieu

a des bijections réciproques. La proposition 3.45 démontre alors qu’il s’agit de morphismes.

/ K < HK
/ \H\ po Z\ p
PK/H
(GIHV(KTH) oo T CGIK O KJHAK) —— - - (HK)/H
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(b) Soit ¢: K — HK = {hk|h € H,k € K} le morphisme d’inclusion. Alors Ey N HK
est une relation d’équivalence sur HK qui sera notée E . Par (HK)/H j’entends donc le
quotient (HK)/F .Soit p: HK — (HK)/FE lasurjection canonique, qui est un morphisme.

(En fait, HK et (HK)/FE sont des variétés, le premier étant une sous-variété de G, le
dernier de G/ H , mais le raisonnement marche aussi bien pour des prévariétés.)

Alors de nouveau par le théoreme d’isomorphisme de la théorie des groupes, p o se
factorise par K/(HNK) , donc la proposition 3.45 assure que la bijection résultante K/(HN
K) — HK)/Eg est un morphisme.

Par contre, son inverse n’est pas forcément un morphisme (il n’y a pas d’application

naturelle HK — K/(H N K), le probleme étant le méme que pour la situation générale de

3.44. |

ACTIONS DE GROUPES

Supposons que U soit une 3-variété et G une 3-variété de groupe. Une 3-action de G sur
V' est une action de G sur V donnée par un 3-morphisme ¢ : G x V — V . L’action sera
notée ¢g-v:= p(g,v).

Pour les résultats suivant, cf. [Hu] section 8.

Lemme 5.16 Soit ¢ : G x V — V une 3-action. Soit F un fermé de V et X CV

arbitraire.

(a) Transq(X,F):={ge G|g- X CF} est fermé.

(b) Pour tout v € V., G, := {g € G|g-v = v} est un sous-groupe fermé de G . En
particulier, le stabilisateur (point par point) de X | i.e. Uensemble Gy := {g € G'|g-x =
x pour tout * € X} est un sous-groupe fermé.

(c) Vi:={veV]g-v=r0v} est fermé pour tout ¢ € G . En particulier, 'ensemble des
points fizes de Uaction, a savoir V= {v € V|gv = v pour tout g € G}, est fermé.

(d) Si G est connexe, alors G stabilise toute composante irréductible de 'V .

B (a) Lapplication ¢, : G — V, g — p(g,z) est continue, donc ¢ '[F] est fermé. Il
s’ensuit que Transg(X, F) = | ¢;'[F] aussi.
zeX

(b) G, = Transg({v},{v}) et Gx = N G, ou encore les deux sont des sous-groupes
reX

définissables.

(¢) Soit v, I'application continue v (v,g-v). Alors V¢ = [A(V)] et V&= N VI,

7 g€eG
donc les deux sont fermés.
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(d) Soit V; une composante irréductible de V. Alors StabgV; := Transg(V;, Vi) est un
sous-groupe fermé de G'. Tout ¢ € ¢ induit un homéomorphisme ¢, := v — ¢(g,v) sur
V' qui permute donc les composantes irréductibles de V. Si ¢,[Vi] = V}, alors StabgV;
devient une classe de StabgV; translatée par ¢, . Puisqu’il n’y a qu’'un nombre fini de com-

posantes irréductibles, StabsV, est un sous-groupe d’indice fini de ', donc par connexité

de G, StabgV;, =V . ]

Proposition 5.17 Les orbites d’une 3-action ¢ : G x V. — V' sont localement fermées.

Ladhérence Y et le « bord» OY d’une orbite Y sont des réunions d’orbites.

B Soit Y = G-y une orbite. Donc pour tout g € GG, gY C Y . Le fait que tout ¢ induise
un homéomorphisme de V implique que ¢-Y = ¢-Y =Y, c-a-d. Y est une réunion
d’orbites. En particulier, Y = Y \'Y est aussi une réunion d’orbites. Le méme argument
que précédemment montre que JY est encore une réunion d’orbites. Mais Y est formé
d’une seule orbite, et clairement (pour des raisons de dimension) Y ¢ dY . Par conséquent,

YNIY =0,c-a-d. Y =Y \3JY est localement fermé. [

Corollaire 5.18 Les orbites de dimension minimale d’une 3-action sont fermées.

Lemme 5.19 Dans le cas d’une 3-action d’une variété de groupe compléte, toutes les orbites

sont fermées (méme complétes).

B Lorbite de y est égale a ¢[G x {y}], qui est I'image d’un ensemble complet par un

morphisme, donc complet. [ |

Une 3-action ¢ : G x V — V induit une relation d’équivalence définissable F, sur V :
(v1,v2) € By <= Jg € G (g-v1 =v2).

Donc U/FE, est une 3-prévariété, qui n’est pas une variété en général car F, n’a pas de

raison d’étre fermée. Par contre:
Lemme 5.20 E, est une relation d’équivalence admissible.

B [’action ¢ induit une 3-action ¢, de G sur V x Z" en posant ¢,(g,(v,2)) :=
(p(g,v),z). Alors la relation d’équivalence associée F,, est égale a FE, x A(Z™) (a une
permutation pres). Il suffit donc de considérer le cas n =0.

Un ensemble FE,-saturé n’est autre chose qu'une réunion d’orbites. Donc si () est un
constructible F,-saturé de V', alors @) est une réunion d’orbites d’apres la proposition 5.17,

donc FE,-saturé. [ ]
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5.3 LISSITE DES GROUPES DE ZARISKI

Un groupe algébrique ne peut pas avoir de point singulier: les points singuliers forment un
fermé propre d’une variété, et dans un groupe, le groupe d’automorphismes de la variété
sous-jacente agit transitivement, donc tous les points sont de méme nature. Par conséquent,

tout groupe algébrique est lisse.

Question: Est-ce quun groupe de Zariski est toujours lisse? Plus généralement, est-ce

qu’une variété de groupe d’une géométrie de Zariski lisse est toujours une variété lisse?
Au moins pour la structure « linéaire » d'un groupe de Zariski, c’est vrai:

Proposition 5.21 Soit G un groupe de Zariski. Alors la formule des dimensions est sa-

tisfaites pour les classes de sous-groupes définissables (d’un coté fixé).

B Il est plus commode de vérifier la formule des dimensions dans la version du lemme 3.53,
ce qui est possible puisque les diagonales sont des sous-groupes.

Il est par ailleurs suffisant de considérer des sous-groupes: supposons que H soit une
classe d'un sous-groupe Hy C G, et soit A = Al 51 HNA = {, rien n’est a prouver.
Sinon il existe un élément h € HNA et HNA =AY (HNA) = (AT H)N(RTA) = HoNA

c.-a-d. on est ramené au cas des sous-groupes.

Soit donc H un sous-groupe fermé connexe de G" . Alors H N A est un sous-groupe de
H dont les composantes irréductibles sont deux a deux isomorphes par le lemme 5.8, c.-a-d.

il suffit de démontrer la formule
dim(H NA) > dim H 4+ dimA — dim G".

Supposons d’abord que n = 2. Soit ¢ : H — G le morphisme (hy,hy) + hi'hy. Si
g € p[H], alors il existe h, € G tel que (h,, h,q9) € ¢~ '(g) € H . Si maintenant (h, hg) est
un autre élément de p='(g), alors (h, hg) - (hy, hyg)™" = (hh;* hh;Y) € HONA = o7 (e),
c.-a-d. la multiplication par (hy, h,g)~' donne une injection définissable de ©~!(g) dans
@ '(e) (en fait, c’est une bijection). Par conséquent, dimy~!(e) > p-gdim H et on obtient

la formule souhaitée par additivité, car

dim(HNA) > @-gdim H =dim H — dim p[H]
> dimH —dimG = dim H + dim A — dim G*.
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Puis soit n > 2. Soit 7 : G" — G* la projection g — (g;,¢9;). Comme A = {g €
G"|g; = g;} , les w-fibres de H et de H N'A sont les mémes au-dessus de A(G) . Mais
puisque toutes les fibres d’un sous-groupe sont isomorphes, H et H N A ont la méme

dimension w-générique. Donc I’additivité donne

dim(H NA) = dima[HNA]+ x-gdim(HNA)
= dim#[H N A] + 7m-gdim H
= dim#x[HNA]+dim H — dim = [H]

De plus, puisque A = 77 x[A]], on a #[H N A] = x[H] N 7[A] = 7#[H] N A*G), donc
dim#[H NA] > dim#a[H] — dim G par le cas n = 2. Il s’ensuit que

dim(HNA) = dim#x[HNA]+dim H — dim#7[H]
> dim#[H]—dimG+ dim H — dim x[H]
= dimH +dimG" ! —dimG"® = dim H + dim A — dim G™

Pour n =1,1l n’y a pas de probleme: la formules des dimensions se transmet trivialement

de G™' a G™ (proposition 3.54). [

LA GEOMETRIE DES SOUS-GROUPES

Proposition 5.22 Soit G un groupe connere Wo -stable de rang de Morley fini. Alors les
classes de sous-groupes définissables (d’un coté fixé) sont les fermés d'une géométrie de

Zariski compléte sur G, dite la géométrie des sous-groupes.

En général, cette géométrie est loin d’engendrer toute la structure définissable du groupe.
En fait, le graphe de la multiplication est constructible dans la géométrie des sous-groupes
ssi le groupe est 1-basé; et le graphe du passage a I'inverse est constructible ssi le groupe
est abélien-par-fini (voir [GR]).

La multiplication et le passage a l'inverse ne sont continues que si le groupe est commutatif.

B Puisque les translations sont des homéomorphismes pour la géométrie des sous-groupes,

il suffit de considérer les sous-groupes au lieu des classes.

- La connexité implique clairement I'irréductibilité (a rapprocher aussi de 5.9).
- A(G) est un sous-groupe de G?, d’ou la séparation.

- La compatibilité, I’élimination des quanteurs, la définissabilité de la dimension et la com-

plétude découlent des considérations suivantes:
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Si H < ™™™ est un sous-groupe définissable et ; : G"™1"2 — (™ sont les projec-
tions, alors II; := m[H] est un sous-groupe de G"™ . Puis H; := m;[x;"(€) N H] est un
sous-groupe de II; . Pour tout a € 11y, my[r7'(a) N H] est une classe de Hj . Deux telles
classes au-dessus de @,b sont égales ssi @ et b sont dans la méme classe modulo H; .

Donc H est une réunion de blocs ¢y H; x g, Hy . Précisément,

H= |J mr(@)nH] xgH = |J hHyxmry (k)N H].

§€H1/H1 EGHQ/HQ
(C’est aussi fait dans [GR], théoreme 1).
- La dimension est finie parce que le rang de Morley l’est.

- La géométrie des sous-groupes est continiment interprétable dans celle du groupe, elle est

donc élémentaire (cf. lemme 4.14).

- Un sous-groupe irréductible dans la géométrie des sous-groupes est connexe, une hyper-
surface est donc une classe d’un sous-groupe d’indice infini, et alors toute classe de ce

sous-groupe est une hypersurface, d’ou la conformité. [ |

Corollaire 5.23 Un groupe Yo -stable de rang fini et 1-basé est un groupe de Zariski complet

et lisse pour la géométrie des sous-groupes.

SOUS-GROUPES D'UN GROUPE LISSE

Supposons que (G soit une 3-variété de groupe lisse et que N soit un sous-groupe définis-
sable. On pourrait penser que la lissité de (G se transmet sans difficultés a N :si Fy, Fy
sont deux fermés irréductibles de N x Z™ . il suffirait de les « prolonger » sur les classes de
N, c.-a-d. de trouver des fermés FZ tels que F; = E NN et dim FZ = dim F; + dim G/N .
Pour cela, il faudrait disposer d’une section de G/N , c.-a-d. d’un ensemble définissable S
qui a un élément dans chaque N-classe de G'.

En fait, une version plus faible suffit, et elle existe sous certaines conditions:

Lemme 5.24 Soit G une 3-variété de groupe connexe, lisse et riche, et N un sous-groupe
définissable. Alors il existe un fermé irréductible S tel que S N gN soit fini pour g € G

générique.

B En remplacant N par N° on peut supposer que N est connexe.

La preuve est similaire a celle de la proposition 3.58. Par récurrence sur k£ < dim NV, on
construit des hypersurfaces Hy de (G et des composantes irréductibles X de NN Hy N
-« N Hy telles que dim X, = dim N — k.
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Puisque G est riche, il existe une hypersurface H; de G telle que N N Hy # N . Soit
X une composante irréductible de N N Hy . Clairement dim X; < dim(N N H;) < dim N .
Mais la lissité implique que dim X7 > dim N+dim H; —dim G = dim N —1, donc dim X; =
dim N — 1 et I’hypothese de récurrence est satisfaite.

Supposons Hj et Xy construites pour 1 < k£ < dim N . Par hypothese de récurrence,
X} est infini, donc il existe une hypersurface Hyyq de G (grace a la richesse de () telle
que 0 # XN Hey # X . Alors dim( Xy N Hypq1) < dim X}, , done il existe une composante
irréductible Xy11 de Xy N Hipr (qui est done une composante de NN Hy M-+ N Hyyq )
de dimension plus petite que dim Xy, c.-a-d. dim Xpy1 < dim Xy — 1 =dim N — (k+1).

Dans 'autre sens, par lissité,
dim Xj41 > dim X+ dim Hypg —dim G =dim N —k4+dimG —14+dimG = dim N — (k+1),
donc la condition de la récurrence est vérifiée.

Soit maintenant S une composante irréductible de Hy N --- N Hyjmn telle que Xgimn

soit une composante irréductible de N N .S . Alors par lissité, on trouve
dimS > dimH; +---dim Hgmny — (dim N — 1) - dim G
= dimN:(dimG —-1) —=dim N -dimG +dimG = dimG — dim N,
et encore par lissité, on obtient que 0 = dim Xgmny > dim S+ dim N —dim G . Les deux
inégalités donnent dim S = dimG — dim N = dim(G//N) .
On va montrer que g/N NS est fini pour ¢ € G générique. Posons
S = {(s,n)‘s €S ntse N}.

(est un fermé de G* de dimension dim S+dim NV = dim & dont la dimension 7-générique
est égale a py-gdim S (ou py : G — G/N est la surjection canonique).

Par construction, N NS a une composante finie, donc les 7-fibres de S au-dessus des
éléments de N ont une composante finie. Comme la dimension est purement semi—continue
par la proposition 3.58, les r-fibres de S sont génériquement finies, c.-a-d. py-gdim S =0,
ou encore S coupe les N-classes qu’il rencontre génériquement en un nombre fini de points.
Donc

dimG/N = dim S = py-gdim S + dim py[S] = 0 + dim py[5],

par conséquent S coupe presque toutes les N-classes. [ |

En fait, le dernier raisonnement montre d’ailleurs le résultat suivant :

Lemme 5.25 Si la dimension est (purement) semi—continue par rapport a la projection

7:G* — G, alors elle lest par rapport a la surjection canonique py : G — G/N .
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Proposition 5.26 Soit G une 3-variété de groupe connexe, lisse et riche, et N un sous-

groupe définissable. Alors N est une 3-variété de groupe lisse.

B Soient Fi, Fy deux fermés irréductibles de N x Z™ et soit A = A(G x Z™). Comme
dans le lemme 3.53, puisque FyNF; est en bijection avec (F} x F2)NA | il suffit de démontrer
que dim X > dim F' — dim(N x Z™) pour tout fermé irréductible F C (N x Z™)* et toute
composante irréductible X de FNA.

Soit S comme dans le lemme 5.24. En multipliant S par un élément approprié, on peut

supposer que ¢ € S ; soit donc SN N = {e = s¢, $1,..., S} . Posons

A:SA:{(8979)|865796G}

Alors A est un fermé irréductible de dimension dim S +dim(G' x Z") = 2dim G —dim N +
dim 2™ .
Notons s;A = (s;,¢e)-A. Les ensembles s;A (¢=0,...,k ) sont disjoints, donc
FAA=FN(s6AU---UsA) = (FNspA)U--- U (F NspA),

——
=FnA

et en particulier toute composante irréductible de F'N A est aussi une composante irréduc-
tible de F"'N A . Puis la lissité de G implique pour toute composante irréductible YV de
FNA que

dimY > dimF +dimA — dim(G x Z2")?
= dmF +2dmG —-dimN +ndimZ —2dimG — 2ndim Z
= dimF —dimN —ndimZ = dimF —dim(N x Z")

CONDITIONS DE RICHESSE

Proposition 5.27 Si G est une 3-variété de groupe, presque simple!, alors G est une

variété riche.

B Soit G" lintersection de toutes les hypersurfaces contenant e. Alors G" est un sous-
groupe définissable normal de G :
G" est clairement un fermé définissable par noethérianité de la topologie. Si H est une

hypersurface de (i contenant e, a € G" et g € G, alors H™', a 'H , Ha™' et HY sont

1. c.-a-d. G n’a pas de sous-groupe définissable, normal, et infini.
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toutes des hypersurfaces de G contenant e. Donc

(Gt = NH|ee HeH(G)} = N{H Y ee HeH(G)} = G
aGh" = a-NH|ee HeH(G)} = NaH|ee HeH(G)y < Gh
Ghoa = NH|ee HeH(G)}a = N{Halee HeH(G)} < G
(G"Y = N{H|ee HeH(G)} = N{H|ec HeH(G)} C G

et par conséquent, G est un sous-groupe normal de G . Puisqu’il est évidemment différent

de G, il est forcément fini. [ |

Lemme 5.28 Soit G une 3-variété de groupe lisse et riche. Si N est un sous-groupe

définissable, alors N est riche.

B Si H estunehypersurface de (G qui ne contient pas N , alors d'une part dim(HNN) <
dim N ; d’autre part toute composante irréductible de H N N est de dimension au moins
dimH 4+ dim N —dimG = dim N — 1. Donc toute composante irréductible de H N N est
une hypersurface de N | et il s’ensuit que N" C G" N N, donc N est riche. [ |

(QUOTIENTS D'UN GROUPE LISSE

Le passage au quotient est plus simple:

Proposition 5.29 Si G est une 3-variété de groupe lisse et N un sous-groupe définissable,

alors G [N est une variété lisse.

B Soient F, Fy deux fermés irréductibles de G/N x Z". D’apres le lemme 5.14, toutes
les composantes irréductibles de (py X id zn)7'[F;] sont isomorphes, en particulier toutes
sont de dimension dim F; 4+ dim /V .

Soit Y une composante irréductible de Fy N I, et soit ¥ une composante irréductible
de (py x id zn)7H[Y]. Alors il existe des composantes irréductibles Fy et I, de (pn X

id zn) 7 Fy] et de (py X id zn)7'[Fy] tesp., telles que Y soit une composante irréductible

de Fl N FQ . .
dimY = dimY —dim N
Alors - N
> dim £y + dim Fy — dim(G x Z") —dim N
= dim# +dmN +dim#F; +dimN —dimG —dim 2" —dim N
= dim Fy + dim Fy — dim(G/N x Z")
ce qui est la formule des dimensions dans G//N . [

Corollaire 5.30 Soit G une 3-variété de groupe lisse et riche. Alors toute 3-variété ob-
tenue a partir de G en prenant des sous-groupes et des quotients par des sous-groupes est

lisse.
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SOUS-GROUPES COMPLETS

Lemme 5.31

(a) Soit C une sous-variété irréductible et compléte telle que e € C' . Alors le sous-groupe

(normal) engendré par C est complet.

i est un sous-groupe tel que soit complet, alors est complet.
b) Si H est groupe tel que H® soit plet, al H est plet

B (a) Par la proposition 5.11, il existe ¢1,...,9x € G tels que le sous-groupe normal
N engendré par C' soit égal a C9 - ... C9% . Chacun des (% est isomorphe a ', donc
complet. Puis C9 x --. x (% est complet par la proposition 3.48 (d); et la partie (¢) de
cette proposition entraine que N = p[% x -+ x (%] est complet.

Le sous-groupe engendré par C' est fermé dans N, donc aussi complet (3.48 (a)).

(b) Soit F' un ferméde H x Z" et m la projection de H x Z™ sur Z" . Toute composante
irréductible gH® de H est isomorphe & H® | donc aussi complete. Par conséquent, 7[F]

est fermé, puisque c’est la réunion (finie!) des 7[F' N gH| qui sont fermés. [

Proposition 5.32 Soient Gy < Gy < G3 des 3-variétés de groupes. Alors G3/Gq est
complet ssi G3/Gy et Go/Gy sont complets.

B  Supposons d’abord que G3/Gy et G3/G5 soient complets. Soient 7 et 7' les projec-

tions sur Z" et py, ps les surjections canoniques comme indiquées dans le diagramme:

G3 X Gz/Gl x 4"

P P2

G3><Zn >G3/G1><Zn

> G3/G2 x 4"

ZTL

Soit F C Gi3/Gy x Z™ un fermé. Posons F := (pi' o p3' o py)[F]; cest donc la Gs-

saturation de 'image inverse de F' dans G5 x Z" . Il suffit de montrer que F est fermé,
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puisqu’alors po[F] = (py 0 p1)[F] est ferméé et done x[F] = x'[ps[F]] est fermé par com-
plétude de G3/Gs .

Soit « : G5 x Gy/Gy x Z" — G3/Gy x Z™ le morphisme (g,hGq,z) — (ghGh,z) et
soit T : Gy X Gy/Gy x Z™" — (3 x Z™ la projection. Elle est une application fermée par

complétude de G5/Gy grace au lemme 3.47. Alors

F = {(g,é)‘fthl € (/G tel que (ghGl,E)EF} = (Foa ")[F]

est fermé par complétude de G5/G; et continuité de «.

Supposons maintenant que (G3/G4 soit complet. Alors G5/G4 en est une sous-variété
fermée, et (GG3/G5 est isomorphe au quotient (Gg/Gl)/(GQ/Gl) par le lemme 5.15 (a),
donc les deux sont complets d’apres 3.48 (a) et (b). [

Théoréme 5.33 Une 3-variété de groupe de groupe G contient un unique sous-groupe

mazimal G° parmi ses sous-groupes complet connexe. Ce sous-groupe est normal, contenu

dans le centre de G et (G/G) = G/Ge.

B Soit G le sous-groupe normal engendré par tous les sous-groupes complets et connexes
de G'. De nouveau par la proposition 5.11, il est engendré par un nombre fini d’entre eux,
donc complet par le méme raisonnement que dans 5.31 (a). Il est évidemment unique et
maximal.

Soit G Q9 G tel que G°/G° = (G/G)°. G est connexe par définition, et complet
par la proposition 5.32, donc G°° < G°, c.-a-d. G = G°.

Il reste & montrer que G° est central. Une premiere méthode consiste a appliquer le
lemme de rigidité 3.51 comme en géomeétrie algébrique:

On considere le morphisme f: G x G — G, (¢,g9) — [e,g]. Alors f[G° x {e}] = {e},
donc par le lemme de rigidité, pour tout ¢ € G, le résultat de [c¢,¢] ne dépend pas de
c € G°, done [c,g] = [e,9] = ¢ pour tout ¢ € G° et tout ¢ € G.

Mais le lemme de rigidité suppose que la dimension soit semi—continue (en fait par rapport

a la projection G¢ x ¢ — (), ou modulo la proposition 3.58 que le groupe soit lisse.

La preuve suivante, qui marche dans tous les cas, est une élaboration d’une idée de D. Lascar :

Soit 3* une extension saturée de 3. Alors G* est une 3*-variété de groupe qui étend
G . Par le lemme 3.65, on sait que G est complet, donc G** C G*°, mais aussi que
G* N G est complet, donc G* N G C G°. D’autre part, tout automorphisme de 3*
est un homéomorphisme, donc il laisse G*¢ globalement fixe. Par conséquent, G™¢ est

()-définissable et il s’ensuit que G*¢ = G .
q
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Soit C =[G, ] le sous-groupe engendré par les commutateurs des éléments de G° avec
les éléments de (. Il est (-définissable pour la méme raison que G*, et de plus on a
C* =[G, G7].

Fait: Il existe un entier n et un ouvert non vide U de G" tels que C =[G, ¢1]-...-[GS, g,]
pour tout ¢q,...,q, € U .

O On peut trouver n et des h; (i =1,...,n) génériques et indépendantes au-dessus de
G tels que O =[G* hq] ... [G* hy)

Soit hy une réalisation quelconque dans G* du type générique de (. Supposons par
récurrence hy,...,h; construits. Tout produit [G*¢ xq]- ... [G* x,] est un fermé irré-
ductible, car c’est 'image du fermé complet irréductible G*¢ x --- x G* par le morphisme
(Clyeees Cm) — Je1, 1] - oo v [Cmy ] (voir 3.48 (c)). Alors pour tout h € G*, il y a deux

possibilités :
ou bien (G bl - [G7S, by =[G h] - [GFS ] - (GRS R,
ou bien dim ([G*, h]-...- (G hy]) < dim ([G7 ko). [G7 hi] - [GB]).

Dans le premier cas, h vérifie la formule

xk(2) = (Byr € G Fyainn € Glyn, bl e hed = [y, al - [yans B - (o, 2]).

Alors y est une formule fermée par complétude de G¢. Mais si C* £ [G*¢, hq]-...-[G*, hy] ,
alors il existe g € G* tel que [G* hq] - ... [G* hy] - [G*,g] # [G* b - ... - [G*, by,
c.-a-d. tel que —yk(g) . Donc dans ce cas, xx[G*] CC G* et on peut choisit hpy1 ¢ x5[G¥]
vérifiant le type générique de G et indépendant de {hq,..., Ay} .

Ce processus s’arrete, vu la finitude du rang, apres n étapes pour un certain n . Considé-
rons maintenant la formule x(y1,...,yn) = (C =[G 1] ... |G, yn]) . Cest une ()-formule
qui est satisfaite par un point générique de G", a savoir (hq,...,h,). Donc y[G] est dense

dans G™ (et il suffit de prendre U = intérieur de y[G]). O

Supposons maintenant que G ne soit pas central dans G . Alors il existe un élément non-

trivial a € C'. Soient (g1,...,gn) € G™* générique au-dessus de . Considérons la formule

fermée
P21 T Y1) = (1 €GN Ay € GEA [ynognan] -+ [y goa] = a)
Alors la formule t(@1,...,2,) = Fy1 ... Jyn ©(T1yeee, Tj Y1,een, Yn) est aussi fermée par com-
plétude de G° = y[G].
Pour tout n-uple (hq,..., h,) € G™,les éléments g1hq,. .., g,h, sont encore génériques sur
G Donc [G°, g1hq] ... [G%, g.h,]) = C par le fait démontré ci-dessus, et alors G™ C [G7].

Par conséquent, G*" C d31[G*] (pour la notation, voir page 55).
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Mais puisque ¢ est une formule fermée, la proposition 2.31 (a) donne d3[G*] C [G7],
donc G*" C [G*], c-a-d. G*" = p[G*]. Mais clairement (g7',...,g-1) ¢ [G*], car pour
tout (Y1,ees¥n) > W1,9197 ) oo [Yns 9ngs '] = € # a : contradiction ! [

SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

Définition 5.34 Soit G une 3-variété de groupe. Un sous-groupe définissable P est pa-

raboliquedans G si G/P est une 3-variété compléte.

Proposition 5.35 Soient Py < P, < G des 3-variétés de groupes.

(a) P est parabolique dans G ssi Py est parabolique dans P, et Py est parabolique
dans G .

(b) En particulier, Py est parabolique dans G ssi PP lest.

B (a) est une réformulation de la proposition 5.32.

(b) P° est parabolique dans P parce que P/P° est fini, donc complet (voir 3.48 — un

singleton est évidemment complet). Apres (a) s’applique. [

Corollaire 5.36 Tout sous-groupe parabolique dans G contient un sous-groupe qui est mi-
nimal parmi les sous-groupe paraboliques dans G' . Tout sous-groupe parabolique minimal est

connexe et n'a pas de sous-groupes paraboliques propres.

Définition 5.37 Un (sous-groupe de) Borel d’une variété de groupe G est un sous-groupe

définissable qui est maximal parmi les sous-groupes définissables résolubles connexes.

En géométrie algébrique, les sous-groupes paraboliques minimaux sont exactement les borels.
Ils sont par ailleurs tous conjugués. Ces deux théoremes dus a A. Borel sont extrémement
importants dans la théorie des groupes algébriques.

Je ne vois pas de possibilité de démontrer directement que les borels d’un groupe de
Zariski sont paraboliques. Le fait que les borels soient conjugués se déduit assez facilement
de leur propriété d’étre paraboliques minimaux. Sous certaines hypotheses, la méme preuve

marche pour les sous-groupes paraboliques minimaux d’un groupe de Zariski :

Proposition 5.38 Supposons que G soil une 3-variélé de groupe telle que G* soit lisse.
St Py, Py sont des sous-groupes paraboliques tels que P, normalise Py, alors Py N Py est

parabolique dans G .
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B Puisque P, normalise P, PP, est un sous-groupe de G, en particulier fermé. Donc
(P1Py)/ Py est complete comme sous-variété fermée de G/ P .

Le lemme 5.15 (b) donne un morphisme bijectif 3: Py/(P1 N Py) — (PiPy)/ Py qui est la
restriction de la surjection canonique p : G/(PiNFP) — G/ P . 1l suffit de montrer que 3 est
un isomorphisme; alors Pp/( Py N Py) sera complet comme image par un morphisme d’une
variété complete, c.-a-d. Py N P, sera parabolique dans P, . Puis P, N P, sera parabolique
dans G d’apres 5.35.

La preuve que [ est un isomorphisme généralise celle de la proposition 3.55:
soit F' un fermé de P,/(Py N Py) X Z™ et posons p:=p xid zn . Soit X une composante
irréductible de (3 x id zn)[F] = p[F] et solent 71,7y les projections de I'; sur G/(Pr N
Py) x 7" resp. G/Py x Z™.

Pour tout ¢ € G/P;, 'image inverse p~'(g) est la Py/(P; N P)-saturation de tout
élément de p~'(g). Donc (p~top)[F]= P /(PLNPy)-F estla P /(PN P,)-saturation de

F . Ceci donne immédiatement
I,Na ' [X] € (T,nart[P/(Pin Py Fl) o (T, nep ' [0X]).

L’hypothese que G? est lisse entraine la lissité de G'/(Py N Py) x G/ Py (proposition 5.29),

et donc pour toute composante irréductible ¥ de 7;'[ X]NT;, on obtient

dimY > dim (X x G/(P1 0 Py) x 2") + dim T, — dim (G/(Py N Py) x G/ Py x Z*")
= dimX 4+ dimG/(P N Py) 4 dim Z" 4 dim(dom(p))
—dim G/(P, N Py) — dim G/ P, — dim Z%"
= dim X +dimG/(P, N Py) —dim G/ P,
= dim X + dim P, — dim(P; N Py).

D’autre part, I'additivité de la dimension donne
dim(I'; N 71'2_1[8—)(]) =dimdX +dim P, /(P, N P) < dim X 4 dim P, — dim(P, N P,).

Donc T, Ny [0X ] n'est pas une composante irréductible de Ty N7 [ X ], c.-a-d.

LN [X] € (Trnart [P/ (NP F).

Il s’ensuit que  est une application fermée, donc un isomorphisme. [ |

Proposition 5.39 Soit GG une 3-variété de groupe telle que G? soit lisse.

(a) Tous les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont conjugués.

143



LES GROUPES DE ZARISKI

(b) Si P est un sous-groupe parabolique minimal, alors P est 'unique sous-groupe para-

bolique minimal dans Ng(P) et Ng(Ng(P)) = Ng(P).

B (a) Soient P et () deux sous-groupes paraboliques minimaux. GG agit par multipli-
cation a gauche sur la variété complete G/} dont la restriction a P donne une action de
P sur G/Q.

Soit h € GG tel que l'orbite Y := P - h() soit de dimension minimale parmi les orbites de
P . Alors Y est fermée d’apres 5.18, donc complete. Soit Y’ := G - h() 'orbite de ¢ sous
G et soit G le stabilisateur de h(@Q), i.e. le groupe {g € G'|g-hQ =hQ}.

[’action induit un morphisme bijectif 5 : G/Grg — Y’ dont la restriction a (GroP)/Ghro
= P/Pyg va bijectivement sur Y . Le graphe de cette bijection est une partie de G'xG/Q =
G?/({e} x Q) qui est lisse d’apres 5.29. Alors un morphisme bijectif est un isomorphisme
(3.55). La restriction a P est donc aussi un isomorphisme sur son image, c.-a-d. P/Pjg =
Y . Puisque Y est complete, P,g est parabolique dans P .

Par minimalité de P, il s’ensuit que P = Ppg . Cela veut dire que p - h(@) C k() pour
tout p € P, donc P*" C ). Mais P" est clairement un sous-groupe parabolique de G|
donc P = () par minimalité de ().

(b) Supposons que P # P? C Ng(P). Puisque P? normalise P, la proposition 5.38
entraine que P N PY est un sous-groupe parabolique de ' contredisant la minimalité de

P.

Supposons maintenant que g normalise Ng(P). Alors P9 est un sous-groupe de Ng(P),

donc P = P9 d’apres ce qui précede, c.-a-d. ¢ € Ng(P). [

Encore quelques propriétés des sous-groupes paraboliques:

Lemme 5.40 Soit P un sous-groupe parabolique de G .
(a) Si ¢ : G — H est un 3-morphisme de groupes, alors p[P] est parabolique dans ¢[G] .

(b) P9 = U P? est fermé dans G .

9€G
B (a) ¢ induit un morphisme /P : G/P — [G]/¢[P] (voir proposition 3.45 (c)
appliquée a pypj 0 ¢ ). Puisque G/P est complet, son image par /P qui est ¢[G]/¢[P]
est aussi complete.

(b) On considere les morphismes

R
G x G GuG—LZP28  pvg—" @

(g,p) ———— (g, p° )} (gP,p" ) e

1
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Alors P = (mropop)[G x P]. Grace a la complétude de G/P , il suffit de montrer que
plelG x P]] est fermé, c.-a-d. que @ := p[( x P] est fermé P-saturé.

L’application ¢ est un isomorphisme, car son inverse (g,p) — (g,p?) est clairement un
morphisme. Donc ® est fermé. Si (g,pg_l) €® et he P, alors (gh,pg_l) = (gh, (ph)(gh)_l)
est dans ® car p" = h7'ph € P. Donc ¢ est P-saturé. [ |

SOUS-GROUPES AFFINES

Théoréme 5.41 Une 3-variété de groupe de groupe G telle que G* soit lisse contient
un unique sous-groupe minimal G* parmi ses sous-groupes normauz paraboliques. Ce sous-

groupe est connexe et G* = G?.

B Soit G? lintersection de tous les sous-groupes normaux paraboliques dans (. La
proposition 5.38 dit alors que G? est parabolique; par ailleurs c’est un sous-groupe normal.
L’unicité et la minimalité sont claires par la construction.

Si N 9 G, alors N° ¢ G, donc G? est connexe d’apres 5.35 (b). Puis GG ne peut pas

avoir de sous-groupe normal parabolique propre a cause de 5.35 (a) et la minimalité.  ®

En théorie des groupes algébriques, on fait normalement la distinction entre les groupes
algébriques affines et les groupes algébriques complets, aussi appelés « variétés abéliennes »,
avant d’entrer dans la théorie, en particulier avant de définir et d’examiner les borels et les
sous-groupes paraboliques. Il se trouve que les groupes affines sont exactement les groupes
linéaires, c.-a-d. les sous-groupes fermés d'un GL(n, K), et qu’ils n’ont pas de sous-groupe
infini complet, ni de groupe quotient complet.

En fait, le théoreme 5.33 est bien connu pour les groupes algébriques, mais ’absence
de sous-groupe complet infini ne suffit pas a caractériser les groupes affines: on sait que
G/Z(G) est toujours linéaires, mais /G ne 'est pas forcément (voir [R]).

D’un autre co6té, tout groupe algébrique contient un plus grand sous-groupe affine connexe,
qui est aussi le plus petit dont le quotient soit une variété abélienne. Un groupe algébrique
est donc affine ssi il n’a pas de variété abélienne comme quotient. Ceci mene a la définition

suivante :

Définition 5.42 Une 3-variété de groupe G est affine ssi G n’a pas de sous-groupe nor-

mal définissable propre parabolique. Autrement dit, G est affine ssi G = G? .

A présent, cette définition n’est peut-étre pas tres heureuse, vu que je n’ai pas réussi a

démontrer deux propriétés importantes (fortement liées) des groupes affines:

145



LES GROUPES DE ZARISKI

Question:

(1) Un groupe de Zariski affine, a-t-il une composante complete G¢ triviale?

(2) Un sous-groupe d’un groupe de Zariski affine, est-il aussi affine?

Dans les deux cas on a le méme probleme, de transporter une « section complete », i.e.
un quotient complet d’un sous-groupe de G, vers le haut, c.-a-d. de trouver un quotient

non-trivial de G qui soit son image epimorphe.

Lemme 5.43 Soit (¢ une variété de groupe lisse et soit N un sous-groupe de G . Alors

Ne=NNGe. Si N est normal dans G, alors (G/N)* = G2N/N .

B N€ est un sous-groupe complet de G, donc N¢ < G°. D’autre part, N N G° est
complet, donc N NG < N€.

(G/N)? existe puisque (G/N) x (G/N) = G?*/N? est lisse d’apres la proposition 5.26.
Le produit G®N est un sous-groupe normal parabolique de G vu qu’il contient G®. Donc
(G/N)/(GaN/N) = (/G®N est complet, c.-a-d. G®N/N est un sous-groupe normal para-
bolique de G//N . Ceci entraine (G/N)* < G®N/N .

Pour obtenir I'autre inclusion, soit Ny < G tel que (G/N)®> = Ni/N . Alors on obtient
que G/N; = (G/N)/(Nl/N) = (G/N)/(G/N)a est complet, d'ou G* < N; et donc
G®N/N < N{/N . [

D’apres les théoremes 5.33 et 5.41, une variété de groupe G (telle que G* soit lisse) a deux

sous-groupes normaux G° et (G°. Le tableau suivant résume leurs propriétés:

Gaa — Ga (G/Gc)c — GC/GC
Gcc — Gc (G/Ga)a — Ga/Ga
Ge = {e} (G)G2)e = GJGe
G = (NG | (GIGP = GGeJGe

De plus, G° < Z((G) par le théoreme 5.33, et évidemment (¢ = G < G* = {e}.
L’équivalence duale G* = G < G° = {e} est fausse, déja pour les groupes algébriques.

Une version « duale » de la premiere propriété pourrait étre le théoreme de Rosenlicht, a

savoir (G/Z(G))? = GJZ(G) : il est vrai pour les groupes algébriques [R], mais ouvert pour

les groupes de Zariski.
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5.5 L’INEXISTENCE DE MAUVAIS GROUPES DE ZARISKI

CONSTRUCTION DE PREVARIETES COMPLETES

Une grande partie de la théorie des groupes algébriques est basée sur le fait que les sous-
groupes de Borel sont paraboliques. Une démonstration élégante montre d’abord qu’un
groupe affine résoluble agissant sur une variété complete admet un point fixe (théoreme du
point fixe de Borel), ce qui est appliqué a ’action d’un borel sur la variété des drapeaux qui
est complete (cf. [Hu] section 21).

Ici, dans le cadre des géométries de Zariski, on ne dispose pas de variétés completes
naturelles comme 'espace projectif ou la variété des drapeaux (et la preuve du théoreme
du point fixe ne passe pas facilement non plus parce que certaines propriétés classiques
des groupes affines ne peuvent pas étre démontrées pour les groupes de Zariski affines). En

revanche, sous certaines conditions, une sorte d’« espace projectif » peut étre construit.

Soient pour la suite 3 une géométrie de Zariski et G une 3-variété de groupe. Si H est

un sous-groupe définissable de (', alors posons

He = |JHs = {hg‘heH,geG}
gedG
et H = U(en U ) =U@En U #)
heG 9¢NG(H) heG g¢NG(H)h

Alors HY | H* ainsi que H%\ H* sont des parties constructibles normaux dans G (i.e.

No(HE) = Ng(H*) = No(HE\ H*) = G ).

Théoreme 5.44 Supposons que la dimension soit semi—continue par rapport aux projec-
tions © : G x Z" — Z" . Soit H un sous-groupe définissable connere de G tel que HC
soit fermé et tel que dim H* < dim H . Alors il existe une 3-prévariété compléte P(H) et
un morphisme bijectif o: G/Ng(H) — P(H).

B Soit X :={(h{,h3)|h; € H,g € G} . Alors par définition de H*, X N(HY \ H*)? est
une relation d’équivalence définissable £ sur H% \ H*. Les [E-classes sont les conjuguées
H?9 dont on a enlevée tout ce qui appartient a au moins deux classes de conjugaison diffé-
rentes (et les hypotheses impliquent que le résultat n’est pas vide). Ceci donne la possibilité
de poser P(H) := (H“ \ H*)/FE . Cest donc une 3-prévariété dont les éléments sont les
conjugués H9 de H .
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Complétude: Soit F’ un fermé de P(H) x Z". Posons F := (pg x id z»)"'[F'] et soit
I T'adhérence de F dans G x Z"™.
Si (h9,Z) € F avec h € H, alors tout (H?\ H*) x {z} C F et donc

(HP\NH ) x{z} = (HP\VH") x {5} = H'x{z} C F
ot Iégalité H? \ H* = HY vient du fait que dim H* < dim H = dim H? .

ixid zn

Gx 7" S (HO\ H*) x 77 — 2292 p(p) « 7"

/\ .
G 7z

" "

D’autre part, les #'-fibres de F' sont au moins de dimension dim H , donc les w-fibres de
I sont génériquement de dimension au moins dim H . La semi-continuité de la dimension
par rapport & 7 implique donc que toute 7-fibre de F' est de dimension au moins dim H .
Par conséquent, si z € Z" est tel que (e,2z) € I, alors il existe ¢ € G et h9 € H9\ H*
tels que (h?,z) € I'. Autrement dit,

{Z|(c.)eF} =[x+ () nT] = #[F] = #'[F] = ="[F"],

En particulier, #"[F'] est fermé, donc P(H) complete.

Le morphisme a: G agit sur lui-méme par conjugaison: v: G xG — G, (g, h) — h9.
Puisque HY \ H* est normal dans ', c’est une partie stable pour l'action +. Puis ~
induit un morphisme 5 : GG x P(H) — P(H) par la proposition 3.45 (c¢) appliquée a

Y = PE OV IGx(HE\H?) -

Gx G 7 G
G\ pye gl Gy ire
G x (H7\ H*) HE\ H
idepE D
%
GXP(H) ~-- oo - P(H)
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(' agit transitivement sur P(H), le groupe d’isotropie étant Ng(H) . En fixant une classe,
de préférence cellede H\ H* , on obtient ainsi un morphisme bijectif o : G/Ng(H) — P(H).
En fait, le graphe de o est I'image par la surjection canonique py, ) X pe de 'ensemble

TA(G x (HE\ H*)) ot

r::{(g,hg)\heﬂ,gea}: U (Ne(H)g x H?). n

geG

CONSTRUCTION DE SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

Sous certaines conditions, le morphisme « sera un isomorphisme, et donc Ng(H) un sous-
groupe parabolique de . Notons qu’un sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique
(i est toujours égal a son normalisateur dans G (cf. [Hu] 23.1). 1l est d’ailleurs facile de
construire des sous-groupes d’un groupe RNg-stable de rang fini qui soient d’indice fini dans
leur normalisateur, ¢’est p.ex. le cas pour les borels. Alors la condition que HY est fermé
devient une condition nécessaire d’apres 5.40 (dans le cas des groupes algébriques on a
méme HY = (& pour tout sous-groupe parabolique H de G'). Par contre, I’hypothese que
dim H* < dim H n’est déja pas vérifiée par tous les borels des groupes algébriques.

Pour montrer que « est un isomorphisme, on pourrait essayer d’appliquer la proposi-
tion 3.55. Pour cela, il faudrait montrer que G/Ng(H) xP(H) est une variété lisse. Puisque
toutes les fibres de la surjection canonique G x (H% \ H*) — G /Ng(H x P(H) ont la méme
dimension dim Ng(H) + dim H , il suffit de supposer la lissité de G x HS (ou de G? si
I’on suppose en plus que HY = G).

Mais il n’y a pas d’évidence pour que P(H) soit une 3-variété. On pourrait facilement se
passer de la séparation (I’additivité de la dimension du théoreme 3.38 et la proposition 3.55
ne l'utilisent pas) et I'additivité de F est claire puisque toutes les FE-classes ont la méme
dimension dim H . Par contre, I’admissibilité n’est pas évidente.

Il est néanmoins possible de recopier la preuve de la proposition 3.55 a l'intérieur de

G x HE .

Proposition 5.45 Soit H comme dans le théoréme 5.44. Supposons en plus que G x HE
soit une 3-variété lisse. Alors a : G[/Ng(H) — P(H) est un isomorphisme, donc Ng(H)

un sous-groupe parabolique de G .

B L’adhérence de I'image inverse du graphe I', dans G x HY , est précisément I’ensemble
I'={(g,h?)|h € H,g € G} indiqué a la fin de la preuve de 5.44. T' est I'image de G x H
sous le morphisme ¢ : (¢, h) — (g,h?), donc irréductible. En fait, 1 est un isomorphisme

(car = 1 (g, h) — (g,hg_l) est aussi un morphisme), donc T' est fermé dans G* et

dimI'=dim(G x H) = dimG + dim H .
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Posons I', = I'x Z™ ; ¢’est donc un fermé irréductible de G* x Z™ de dimension dim G+
dim H +dim Z™ . Puis soient 71,79 : G* x Z" — (G x Z™ les deux projections. Pour simplifier
les notations, soient N := Ng(H) et py: G — G/N la surjection canonique.

Les m-fibres de T',, sont donc de la forme HY x {z} ; et les my-fibres de I', sont
génériquement de la forme Ng x {z}, ceci a cause des hypotheses sur H . En particulier,
m-gdim ', =dim H et my-gdimI',, = dim N . Pour n = 0, ladditivité appliquée a I' par

rapport aux deux projections donne

dim G + dim H = dimT = dim H“ + dim Ng(H) = dim H + dim N.

Soit X C G/N x Z" et X := (py x id z»)"*[X]. On lui associe ensemble

X(X) =7 [Fn N 71'1_1[)7]] = {(hg,zl,...,zn)

heH (Ng z1zn) € X} CGxZm.

On a alors a[X] = (p. xid z:)[ x(X)N[(H\ H*) x Z"]]. Dans un certain sens, x est une
application dont le graphe est I'. Pour prouver la proposition, il suffit de démontrer que «
est une application fermée, donc que Y (F)N[(HY\ H*) x Z"] est fermé dans (H%\ H*)x Z"
pour tout fermé F C G/N x Z".

x(X) est irréductible pour X C G/N X Z™ irréductible:
Pour simplifier les notations, soit n = 0 (cette hypothese n’affecte pas la preuve). Soit
X = XoU---UX,. Par le lemme 5.14, les composantes X; sont N°-saturées et isomorphes
par translation.

Donc si {ng,...,nx} € N est un systeme complet de représentants de N/N°® | alors
X =noX; U - UnpX; (pour tout ¢ ). Soit v la conjugaison (h,g) +— h?. Alors

V(X) = 3 [H x X] = | y[H x n,Xo).

7=0
Les ensembles v[H x n;Xo] sont irréductibles parce que H et X, le sont. Mais
VH xn; Xl = |J H™ = | ) H® =~[H x X

z€Xo z€Xo
car nj € Ng(H) . Donc y(X)=~[H x Xo] est irréductible.

x(X) est fermé pour X C G/N X Z™ fermé irréductible:
La preuve est 1'adaptation de 3.55 (et donc du lemme 5.5 de [HZ1]).

Soient Y := y(X) et Y/ := YV \ y(X). Alors Y est irréductible et dimY’ < dimY".

Les hypotheses de la proposition donnent en plus
' (X)INT, C (77 [X]
doit (%) ' YInT, € (v'[X]
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En particulier, toute composante irréductible du fermé a gauche est inclus dans une com-
posante irréductible d’'un des fermés a droite.
Puisque G x HY x Z" est lisse, toute composante irréductible de 73 '[Y] N T, est de

dimension au moins

dim 7 [Y] 4 dim T, — dim(G x H x Z")
= (dimY +dimG) + (dimG + dim H + dim Z") — (dim G + dim HY + dim Z")
= dimY +dim /M.

Soient [y, ..., [, les composantes irréductibles de Y’. Alors dim [I; < dimY’ < dimY
et 7 YINT = (7' [R]NT,)U--U(xy'[F,)NT,). Par (%), toute composante
irréductible d'un 75 '[F;] N T est, ou bien une composante irréductible de 75 '[Y]N T, , ou
bien contenue dans (77 [X]NT,) U (H* x Z"). Il s’agit d’exclure le premier cas.

Dans ce cas, F;\ H® x Z" est dense dans F; (sinon F; serait inclus dans H® x Z™),
donc la dimension 7y-générique de ', au-dessus de F; est dim N (puisque les my-fibres

de T' sont de dimension dim N en dehors de H* ). Par additivité,
dim (7' [F] N T,) = dim F} + dim N < dim Y + dim A,

ce qui contredit les calculs ci-dessus.
Ce cas étant exclu, on peut conclure que y(X) = Y C x(X)U(H®* x Z"). Par
conséquent, Y'(X) = (X)) \ (H* x Z") est fermé dans (HS \ H*) x Z", donc a[X] =

(pe x id zn)[X/(X)] est fermé. -

MAUVAIS GROUPES DE ZARISKI

Définition 5.46 Un groupe Ng-stable de rang fini connexe est mauvais ssi il n’est pas

résoluble et tout sous-groupe définissable propre connexe est nilpotent.

Les constructions des paragraphes précédents s’appliquent bien au cas des mauvais groupes

de Zariski a cause des faits suivants ([P2], théoreme 3.31). Soit ¢ un mauvais groupe simple.

Alors

e tous les borels de G sont autonormalisants;
e deux borels distincts s’intersectent en e ;

?

o les conjugués d'un borel recouvrent G'.

Proposition 5.47 Si G est un groupe de Zariski connexe, lisse, simple et mauvais, alors

les borels de G sont paraboliques dans G .
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B Soit H un sous-groupe de Borel de (. Alors les conditions du théoreme 5.44 et de la
proposition 5.45 sont vérifiées:

Comme G est simple, il est riche (proposition 5.27), la dimension est donc semi—continue
(proposition 3.58). Puis G* est lisse, car la géométrie de base est G (et la définition de la
lissité exige que G x G soit lisse pour tout n ). Finalement, a cause des propriétés citées
ci-dessus, H* = {e} et H" =G .

Il s’ensuit que Ng(H) est un sous-groupe parabolique de G'. Mais les borels sont auto-

normalisants: H = Ng(H). [ |

Tout cela permet de démontrer une partie de la conjecture de Cherlin pour les groupes de

Zariski (lisses):

Théoreme 5.48 [l n’existe pas de mauvais groupe de Zariski lisse, donc:

(a) Tout groupe de Zariski connexe, non nilpotent, lisse et riche, interpréte un corps algé-

briguement clos.

(b) Tout groupe de Zariski connexe, simple et lisse interprete un corps algébriquement clos.

B (b) est un corollaire immédiat de (a) vu qu’un groupe simple est riche (proposition 5.27).

Soit donc G un groupe de Zariski connexe, non nilpotent, lisse et riche. S’il existe un
borel de G qui n’est pas nilpotent, alors G interprete un corps algébriquement clos par
le théoreme de Zil’ber ([Z3], ou [P2] 3.20). Supposons donc, dans le but de trouver une
contradiction, que tous les borels soient nilpotent. Si maintenant G’ est un sous-groupe
définissable connexe non-résoluble de rang minimal, alors G’ est un mauvais groupe. C’est
un groupe de Zariski d’apres 5.13 qui est lisse par richesse de G, car tout G est une
(-variété lisse (proposition 5.26). Supposons donc que G soit mauvais.

Alors il existe un sous-groupe normal définissable N tel que G/N soit simple ([P2] 3.31).
Ce quotient reste évidemment un groupe connexe non nilpotent ; il est une G-variété lisse
par la proposition 5.29. Pour la méme raison, toute puissance (G/N)" = G"/N™ est une
(-variété lisse. Donc (proposition 4.15), G//N est lui-méme un groupe de Zariski lisse.

On peut donc supposer que (' est simple. Alors (G ne contient aucune partie infinie
complete : sinon il existerait un sous-groupe normal complet G¢ (lemme 5.31), donc G = G¢
serait commutatif (par simplicité de G et théoreme 5.33).

Soient B un borel de G, ¢ € Z(B) et soit ¢ : G — G le morphisme ¢ — ¢°¢~'. Alors
¢ est constant sur les classes de B, en particulier ¢[B] = {e}, donc ¢ se factorise par
G//B (proposition 3.45 (¢)) et induit un morphisme ¢ : G/B — G . D’apres 5.47, G/ B est
complet, donc @[G/B] est une partie complete de G qui est forcément finie. Par ailleurs,

G/ B est irréductible, donc ¢[G//B] aussi. Comme e € ¢[G/B], on obtient ¢[G//B] = {e}.
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Par conséquent, ¢ est I'application constante ¢ — e, c.-a-d. ¢ € Z(G).
On a donc montré que Z(B) C Z((G). Puisque B est nilpotent, son centre n’est pas
trivial (il est méme infini — [P2] 1.11). Mais ' étant un groupe simple infini, son centre

est trivial ;: contradiction. [ ]

La preuve marche aussi bien pour un quotient GG/N qui est presque simple, i.e. un groupe
qui n’a pas de sous-groupe normal définissable infini.

Une autre généralisation, plus intéressante, est la variante suivante:

Théoréme 5.49 Soit 3 une géométrie de Zariski. Si G est une 3-variélé de groupe non
nilpotent, connexe, riche, telle que G* soit lisse et telle que la dimension soit semi—continue
par rapport aux projections G x Z" — 7", alors G (et donc 3 ) interpréte un corps

algébriquement clos.

Ou encore, la semi—continuité de la dimension peut étre remplacée par les conditions plus

fortes que 3 soit lisse et riche.

B La démonstration est essentiellement la méme. Il existe un sous-groupe définissable G’
et un sous-groupe définissable normal N de G’ tels que G'/N soit simple. Alors G'/N
est encore une 3-variété de groupe, connexe, non nilpotent, et telle que (G'/N)?* soit lisse.

I suffit de vérifier que la semi-continuité est respectée. Elle 'est évidemment pour G’
qui est fermé dans G'; mais pour le quotient c’est évident aussi a cause de 'additivité de

la dimension par rapport a la surjection canonique p, : G' - G'/N :si F' est un fermé de

(G'/N) x Z" et F = (py xidz:)"[F], alors ©'[F,> k] = n[F,> K + dim N] est fermé

id zn
G x 2" by %107 (G'IN) x 2"
s 7!
ZTL
dans 7'[F] = «[F].
Le suite de la preuve du théoreme 5.48 reste inchangée. [
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PERSPECTIVES

Ce résultat est un premier pas vers une preuve de la conjecture de Cherlin pour les groupes

de Zariski:

Conjecture : Tout groupe de Zariski simple GG est définissablement isomorphe a un groupe

algébrique sur un corps algébriquement clos interprétable dans G .
Pour démontrer cette conjecture, il reste donc deux problemes a résoudre::

e Eliminer la lissité. Deux possibilités sont envisageables:
- Montrer qu'un groupe de Zariski est toujours lisse. Ceci est vrai pour les groupes
algébriques, donc aussi pour les groupes de Zariski (simples) si la conjecture de Cherlin
est vraie!
- Donner une preuve du théoreme 5.48 qui n’utilise pas la lissité. Elle intervient de facon
essentielle a deux endroits: d’une part pour montrer la semi—continuité (qui permet de
montrer que P(H) est complete), et d’autre part pour montrer que « est un isomor-

phisme.

o Montrer que le groupe est algébrique sur le corps qu’il interprete.
Par des résultats de Hrushovski, un groupe Rg-stable de rang de Morley fini et simple
est interprétable dans tout corps infini qu’il interprete, a condition que celui-ci soit muni
de toute la structure qui provient du groupe. Il suffirait donc de montrer que le corps

interprété est un pur corps.

On peut aller plus loin et espérer s’approcher d’une preuve de la conjecture de Cherlin
générale. Comme Poizat I’a remarqué ([P2] p. 144), un groupe interprétable dans un corps

algébriquement clos peut étre canoniquement muni d’une structure de groupe de Zariski.

Question: Est-ce qu'un groupe Ny-stable de rang de Morley fini (simple, mauvais) peut

étre muni d’une structure de groupe de Zariski (canonique)?
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NOTATIONS

NOTATIONS « STANDARD »

m ., M une structure et son ensemble de base

= = égalité, égalité entre formules

=, s par définition égal (équivalent) a

C,C inclusion et inclusion stricte

<, < sous-structure élémentaire (propre)

4,4 sous-groupe normal (propre)

U, réunion disjointe

| £ la cardinalité de £

a un uple de longueur fini

X< I’ensemble des suites finies dans X

A(X), A"(X) la diagonale dans X x X resp. dans X"

AL (X) I'ensemble {(z1,...,2,) € X* |2y, =+ = 2, }
X I’adhérence de X

7a: AXB— A la projection sur A

rt la projection orthogonale a = (p.ex. 75 = 7p ci-dessus)
T la permutation (z,y) — (y, )

G4 le groupe des permutations de A

€ I’élément neutre d’un groupe

Cy (X) le centralisateur de X dans Y

Ny (X) le normalisateur de X dans Y

Z(X) le centre de X

H° la composante connexe d’un groupe Ny-stable
<A> le sous-groupe engendré par A

tp(a/A) le type de a au-dessus de A

A-définissable définissable a parametres dans A

A-formule une formule avec parametres dans A

Ens la catégorie des ensembles
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NOTATIONS INTRODUITES DANS LA THESE

cC p-20  inclusion d’une partie qui n’est pas dense
u, p.-20  décomposition en composantes irréductibles
H(X) p.21  l'ensemble des hypersurfaces de X
0X p.22  le « bord » X\ X
X(a) p.25  la fibre de X au-dessus de a
RC(X) p.30  le rang de Cantor de X
[ X,m], n[X,> m)] p.34  D'ensemble de fibres de dimension (au moins) m
m-gdim X p.36  la dimension générique des w-fibres de X
7[X,gen] , x[X,~gen] p.36  les points de 7[X] avec fibre (non) générique
Ta[Y] p.46  la topologie sur Y
Oy p.46  la formule sans parametre définissant I’ensemble X
©ol7] p.46  les réalisations de la formule ¢ dans 7
x! p.-53  le plus petit fermé A-définissable contenant X
thy p.54  le type générique de X
dom X, doé p.55  la M-formule définissant X N M <% (resp. £[M])
PE p.66  la surjection canonique sur le quotient par F
XE p.66  E-saturation d’un ensemble X
WU, U W p.66  sous-prévariété
U/ F p.66  prévariété quotient
3-Pvt, Pvt p.69  la catégorie des prévariétés
Adm p.71  la catégorie des prévariétés admissibles
U x p.71  le produit de prévariétés admissibles
x” p.82  le plus petit fermé E-saturé qui contient X
E-gdim Q) p-85  la dimension générique des E-classes rencontrées par ()
w-gdim Q) p.92  la dimension générique des fibres d'un morphisme ¢
Jm(e) , kere p.93  la variété d’image resp. le « noyau » d’un morphisme ¢
0" | d3X p.101 TD'extension et la restriction d’'une variété
3 p.106 la géométrie de Zariski triviale sur 7
<E&> p.117 les fermés engendrés a partir de &
Py p-129  la surjection canonique G — G/ H
Gh p.137 D'intersection de toutes les hypersurfaces contenant e
G© p.140 la composante complete d’un groupe G
G® p.145 la composante affine d’un groupe GG
H* p.147 la réunion des intersections H" N H (h # g)
P(H) p.147 la prévariété dont les éléments sont les HY
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prévariété quotient —, 87
dimension —, 38
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constructible
application —, 22
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construction d’une prévariété, 67

continue (interprétation —), 116
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— de constructibilité, 22
dimension, 21
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élémentaire
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