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Aufgabe 1 (8 Punkte). Sei I eine nicht-leere Menge von Ordinalzahlen.

(a) Zeige, dass die Menge
⋃
I bezüglich ∈ linear geordnet ist.

(b) Schließe daraus, dass α =
⋃
I wieder eine Ordinalzahl ist.

(c) Zeige, dass β ≤ α für jedes β aus I. Insbesondere ist α = sup I das Supremum aller Ordinal-
zahlen aus I.

(d) Sei ∅ 6= sup I /∈ I. Zeige, dass sup I keine Nachfolgerzahl, sondern eine Limeszahl ist. Kann
sup I in I liegen, wenn sup I eine Limeszahl ist?

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Definiere rekursiv die Ordinalexponentiation zur Basis ω durch:

• ω0 = 1,

• ωα+1 = ωα · ω,

• ωα = sup
β<α

ωβ, für α Limeszahl.

(a) Zeige, dass 1 ≤ ωα für jede Ordinalzahl α.

(b) Schließe daraus, dass α ≤ ωα für jede Ordinalzahl α.

Aufgabe 3 (8 Punkte).
Eine Menge A heißt endlich, falls sie in Bijektion mit einer natürlichen Zahl x aus ω ist. Be-

zeichne dies mit A ∼ x.

(a) Zeige durch Induktion, dass

ω = {x ∈ ω | ∀y ⊂ x ∃z ∈ ω mit y ∼ z}.

Schließe daraus, dass jede Teilmenge einer endlichen Menge wiederum endlich ist.

(b) Zeige, dass jede linear geordnete nicht-leere endliche Menge ein kleinstes und ein größtes Ele-
ment besitzt.

(c) Sei A ∼ ω. Zeige mit Hilfe des Satzes von Cantor-Bernstein-Schröder, dass ω ∼ (A t 1).

(d) Schließe daraus, dass ω+ keine Nachfolgerzahl ist.
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