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Kapitel 1

Vektorraume

1.1 Gauf3-Eliminationsmethode

Definition 1.1. Sei n in N. Eine lineare Gleichung iiber R in n Variablen ist eine Gleichung
der Form
a1+ -+ apTy, =,

wobei aq,...,a, und b in R liegen. Der Wert a; ist der Koeffizient der Variablen z;.
Ein Tupel (cy,...,c,) aus R™ ist eine Ldsung dieser Gleichung, falls ajc; + ... + ayc, = b,

oder im Kurzform gefasst,
n

Z a;c; = b.

=1

Beispiel 1.2. Der Ausdruck 3z; + 7wz, = /3 ist eine lineare Gleichung in 2 Variablen, aber
r1x9 + 5wz = 10 ist keine lineare Gleichung.

Definition 1.3. Ein lineares Gleichungssystem in n Variablen iiber R ist eine endliche Kollek-
tion linearer Gleichungen

anry +--+  a1pTy = b1
Am1T1 + - ATy = bm
fiir ein m aus N. Eine Liosung des Gleichungssystems ist ein Tupel (cq, .. ., ¢,), welches Losung

jeder einzelnen Gleichung ist, d. h.

Z(I@'Cj = bl fiir alle 1 S 1 S m.
j=1
Beziiglich dem obigen Gleichungssystem definieren wir die m x n-Matriz A = (a;j)1<i<m, als

1<j<n
rechteckiges Schema

a1 ... QAip



Die Zahl m ist die Anzahl der Zeilen der Matrix A und n die Anzahl der Spalten. Die Menge
aller m x n-Matrizen tiber R wird mit M,,«,(R) bezeichnet. Eine m x n-Matrix ist quadratisch,
falls m = n.

Ein Gleichungssystem ist homogen, falls alle Eintrédge b; gleich Null sind.

Mit Hilfe der Matrix A kénnen wir das obige Gleichungssystem in kurzer Form Az = b
darstellen, wobei
T by
r=1": & b=
Tn b

jeweils das n-Tupel der Variablen und das m-Tupel aus R™ sind. Die erweiterte Koeffizienten-
matriz des Systems Ax = b ist die m x (n + 1)-Matrix

aijr ... Qp b1
(Av b) =
Ami - QAmn | bm

Beachte, dass jedes Gleichungssystem eine eindeutige erweiterte Koeffizientenmatrix besitzt
und dass jede erweiterte Koeffizientenmatrix ein Gleichungssystem eindeutig bestimmt.

Definition 1.4. Gegeben eine m x n-Matrix A, betrachten wir folgende elementare Zeilenum-
formungen auf A:

Vertauschung Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile aus A. Wir bezeichnen diese Operation

Multiplikation Wir multiplizieren die i-te Zeile mit einer Zahl A # 0 aus (dem Kdrper) R.
Wir bezeichnen diese Operation mit M;(\).

Addition Wir addieren das pu-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile, fiir eine reelle Zahl p aus
(dem Korper) R. Wir bezeichnen diese Operation mit S;;(1).

Beachte, dass wir die Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile gewinnen, in dem wir folgende
Operationen anwenden: Zuerst S;;(1), dann S;;(—1) und anschlieend S;;(1) und M;(—1) (oder
als Komposition M;(—1) o S;;(1) 0 S;;(—1) 0 Sj;(1) von Operation, siche Beispiel |1.15]), denn

i-te Zeile i-te Zeile
) S;i(1) .

j-te Zeile j-te Zeile + i-te Zeile

S(-1)
~

—(j-te Zeile)
Vertauschung V;; :
j-te Zeile + i-te Zeile

Sii(1)

j-te Zeile Mi(—1) —(j-te Zeile)
. .

i-te Zeile i-te Zeile



Die elementaren Zeilenumformungen sind umkehrbar: z. B. ist M;(1/x) die Umkehrung von
M;(X), und S;;(—p) die Umkehrung von S;;(p).

Lemma 1.5. Die Lisungsmenge eines Gleichungssystems bleibt unter Anwendung elementarer
Zeilenumformungen auf der erweiterten Koeffizientenmatrix erhalten.

Beweis. Wegen der vorigen Bemerkung geniigt es lediglich die Zeilenumformungen Multipli-
kation und Addition zu betrachten. Klarerweise gilt fiir A # 0, dass

a;1C1 + ...+ QinCyp = bz <~ /\ailcl + ...+ /\amcn = )\bZ7

und somit dndert die Operation Multiplikation M;()\) die Losungsmenge nicht.
Fiir die Operation Addition S;;(x) folgt auch, dass

a;1C1 + ...+ appc, = bz
aj1C1 + ...+ AjinCn = bj

genau dann, wenn

(apn + paji)er + ..o+ (aim + pajy)e, = b + pb;
aﬂcl —I— e —|— ajncn = bj ’

wie gewiinscht. O

Definition 1.6. Eine m x n-Matrix A = (a;;) ist in Zeilenstufenform, falls sie folgende Bedin-
gungen erfiillt:

(a) Nullzeilen, welche nur aus dem Eintrag 0 bestehen, kommen ganz unten nach nicht-trivialen
Zeilen vor, in welchen (mindestens) ein Eintrag nicht Null ist. Der erste nicht-Null Eintrag
einer nicht-trivialen Zeile heifit Fiihrungskoeffizient oder Pivot der Zeile. Allerdings sind
die Pivots einer erweiterten Koeffizientenmatrix (A|b) nur Eintrége aus der Teilmatrix A,
und nicht aus der erweiterten Spalte.

(b) Der Pivot einer (nicht-trivialen) Zeile kommt immer rechts von den Pivots der vorigen
Zeilen vor.

Die Anzahl der Zeilen mit einem (nicht-Null) Pivot heit Anzahl der Stufen oder Rang der
Matrix. Die Matriz ist in normierter Zeilenstufenform, falls jeder Pivot den Wert 1 hat.

Beispiel 1.7. Die erweiterte Koeffizientenmatrix

01 3|2
0 0 110
0 0 05
ist in normierter Zeilenstufenform.
Ist die Matrix

2 2

1 30

1 3

in Zeilenstufenform?



Proposition 1.8. (Gauf-Eliminationsmethode (schwache Version)) Jedes Gleichungssystem
Ax = b ldsst sich durch elementare Zeilenoperationen in Zeilenstufenform bringen.

Der Beweis ist explizit und liefert den Algorithmus fiir die Eliminationsmethode, wobei es
schneller gehen kann, wenn wir uns die Matrix im Voraus anschauen.

Beweis. Wir beweisen es induktiv (siehe Prinzip im Appendix |A]) iiber die Zahl k =
min(m,n), wobei m die Anzahl der Zeilen der erweiterten Koeffizienten Matrix (A,b) und
n die Anzahl der Variablen ist. Wenn k£ = 0, miissen wir nichts machen, denn es gibt {iberhaupt
keine lineare Gleichung.

Wir nehmen nun £ > 0 an und dass die Behauptung fiir alle Gleichungssysteme mit ent-
sprechender Zahl echt kleiner als k gilt. Falls alle Eintrdge in der ersten Spalte der erweiterten
Koeffizientenmatrix Null sind, spielt die Variable z; keine Rolle in unserem Gleichungssystem
und wir konnen es als Gleichungssystem A’z = b auffassen, wobei

X2

Tn

ein Tupel von n —1 Variablen ist und A" = (a;;)1<i<m 2<j<n. Induktiv ldsst sich das Gleichungs-
system A'x = b in Zeilenstufenform mit entsprechender Matrix C' bringen. Die Matrix

0

. C
0

ist in Zeilenstufenform und entspricht dem urspriinglichen Gleichungssystem Az = b.

Wir nehmen nun an, dass es eine Zeile gibt, in welcher der erste Eintrag nicht Null ist. Mit
Hilfe einer Vertauschung kénnen wir annehmen, dass der Eintrag ay; # 0. Fiir jede weitere
Zeile i setze p1; = 7 und wende die Zeilenumformung Si1(—p;) an, so dass alle Eintréige in der
ersten Spalte Null sind, auler dem Pivot a;;. Schreibe die neu entstandene Koeffizientenmatrix
als

an

0 D

0
fir eine m x (TL — 1)—Matrix D= (dij)lgigm,QSjgn- Die Teilkoeffizientenmatrix (dij)QSi§m72ﬁj§n
induziert ein Gleichungssystem in den n — 1 Variablen z,,...,x, mit m — 1 Gleichungen.

Wegen der Induktionsannahme lésst sich das induzierte Gleichungssystem, und somit auch das
urspriingliche Gleichungssystem, in Zeilenstufenform bringen, wie gewiinscht. ]

Bemerkung 1.9. Sei Az = b ein Gleichungsystem mit Koeffizientenmatrix in Zeilenstufen-
form und von Rang r. Fiir jedes 1 < i < r sei a;(;) der Pivot der i-ten Zeile. Mit Hilfe der
Zeilenumformungen Mi(ai_j%i)) konnen wir annehmen, dass das Gleichungssystem in normierter
Zeilenstufenform ist.



Beispiel 1.10. Betrachte das Gleichungssyste it erweiterter Koeffizientenmatrix

0

=

o O O

O O W O
O = =
@OOOT[\DQ
Ot Ot Ot Ot

Wir vertauschen zuerst die Zeilen 1 und 2 und erhalten die Matrix

0 3 4 5|5
001 2|5
06 7 8|5
09 9 915

Die Addition des (—2)-fachen der ersten Zeile zur dritten Zeile und des (—3)-fachen der ersten
Zeile zur vierten Zeile liefert

03 4 5 )
00 1 2 )
00 -1 -2| -5

00 -3 —6|-10)
Wende nun die Operationen Ss5(1) und Sy(3) an und erhalte die Matrix

Wenn wir die dritte und vierte Zeilen vertauschen und die erste Zeile mit 1/3 multiplizieren,
ist die Matrix

0 1 4/3 5/3|5/3
00 1 215
00 0 05

00 0 010
in normierter Zeilenstufenform. Beachte, dass das Gleichungssystem Rang 2 besitzt, da die

Matrix 2 Stufen hat (die Eintrége in der erweiterten Spalte sind keine Pivots).

Folgende Proposition ldsst sich leicht durch sukzessives Einsetzen der Werte (von unten
nach oben) zeigen.

Proposition 1.11. Sei A eine m xn-Matriz in Zeilenstufenform mit r Stufen und b ein n-Tupel
mit Koordinaten aus R.

(a) Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann lésbar, wenn b,y 1 = ... = b, = 0.

(b) Wenn das Gleichungssystem Ax = b losbar ist, lisst sich der Losungsraum S folgenderma-
fSen parametrisieren:

n

(bz— Z CLZ‘jCj), fUT’l SZST},

j=i(i)+1

1

Qij(3)

S:{(Cl7...,6n> e R" | Ci(i) =

wobei a;ji;y der Pivot der i-ten Zeile ist. Insbesondere konnen wir die Elemente c;j, mit
J #j(0) fir1 <i<r, frei wihlen. Alle anderen Eintrige sind eindeutig bestimmit.
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Wegen Lemma bleibt der Losungsraum eines beliebigen Gleichungssystems erhalten,
wenn wir das System in Zeilenstufenform bringen. Mit Hilfe der GauB-Eliminationsmethode
kénnen wir explizit bestimmt, ob ein beliebiges Gleichungssystem losbar ist, und dement-
sprechend, den Losungsraum beschreiben.

Wenn der Rang der Matrix A gleich n ist, gibt es hochstens eine Losung fiir jedes Gleichungs-
system Az = b. Wenn der Rang der Matrix A gleich m ist, gibt es zumindest eine Losung (aber
moglicherweise ist der Losungsraum unendlich).

Beachte, dass ein homogenes Gleichungssystem immer losbar ist, wegen der trivialen Losung
0,...,0).

Korollar 1.12. Ein homogenes Gleichungssystem von m Gleichungen in n Variablen hat eine
nicht-triviale Losung, falls n —m > 0.

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass das Gleichungssy-
stem in Zeilenstufenform gegeben wird, denn das Gleichungssystem bleibt homogen bei Anwen-
dungen der Zeilenumformungen.

Wenn die Matrix in Zeilenstufenform mit Pivots ayj(1), . . ., aj¢) gegeben wird, wobei 7 der
Rang der Matrix ist, gilt j(1) < 7(2) < ... < j(r). Insbesondere gibt es mindestens einen Index
Jo verschieden von den Werten {j()}1<i<,, weil n —r > n —m > 0, da r < m. Somit kénnen
wir eine nicht-triviale Losung finden (mit ¢;, # 0 beliebig). O

Wir wollen nun die Struktur des Losungsraumes eines nicht-homogenen Gleichungssystems
besser verstehen. Dafiir definieren wir folgendermaflen eine Addition sowie eine Skalarmultipli-
kation auf R™:

Addition (z1...,2,) + (Y1, Yn) = (@1 + Y1, -+, To + Yn)-
Skalarmultiplikation A - (z1,...,2,) = (Axq,..., Az,) fiir X aus R.

Wir bezeichnen mit Og» das Tupel (0,...,0) aus R”. Wenn § der Losungsraum eines homogenen
Gleichungssystems in n Variablen ist, ldsst sich folgendes leicht zeigen:

e Ogn liegt in S.
e Wenn ¢ = (cq,...,¢,) und d = (dy,...,d,) in S liegen, so auch ¢+ d.
e Wenn c in S liegt, so auch A - ¢ fiir alle A aus (dem Koérper) R.

Wir werden im Abschnitt [1.4] Definition [1.42] sehen, dass S ein Unterraum des R-Vektorraumes
R™ ist.

Proposition 1.13. Sei Ax = b ein losbares Gleichungssystem in n Variablen mit Losungsraum
S und bezeichne Sy den Lésungsraum des von Ax = b induzierten homogenen Gleichungssy-
stems Ax = Ogn. Dann ist

S=c + SH,

wobei ¢ + Sy = {c+m | m € Sy} mit einer (beliebigen) Lisung ¢ des Gleichungssystems
Ax =b.



Beweis. Wir miissen einerseits zeigen, dass jedes Element aus ¢ + Sy eine Losung von Ax = b
ist und andererseits, dass sich jede Losung in S als Summe ¢ + d, mit d in Sy, schreiben lésst.
Sei also d eine Losung von Az = Og» und schreibe A = (a;;). Insbesondere gilt

a;1Cc1 + ...+ appc, = bz
ai1d1+...+amdn = 0

Die Summe ¢ + d erfiillt klarerweise Ax = b. Gegeben nun eine Losung ¢ von Az = b haben
wir

aﬂc'l + ...+ amcil = bl
a;1¢1+ ...+ @ipnCcyp = bz
und die Differenz d = ¢ — c erfiillt jede Gleichung

a1y + ...+ appxT, = 0.

Somit liegt ¢ = ¢+ d in ¢ + Sy, wie gewiinscht. ]

1.2 Gruppen und Verkniipfungen

Notation. Eine Verkniipfung * auf einer Menge S ist eine bindre Operation * : § x S — S.
Wir schreiben a x b fiir das Element *(a,b), das heifit, das Bild in .S vom Paar (a,b) aus S x S
unter der Verkniipfung x.

Definition 1.14. Eine Halbgruppe (S, ) besteht aus einer (nicht-leeren) Menge S zusammen
mit einer Verkniipfung *, welche das Assoziativgesetz erfiillt:

ax*(b*c)=(axb)xc, fur alle a, b und c aus S.
Die Halbgruppe ist kommutativ (oder abelsch), falls
a*xb=>bxa, fir alle a und b aus S.

In einer Halbgruppe miissen wir also nicht mehr auf die Klammerung langer Produkte achten
und schreiben daher a % b * ¢ anstatt a % (b * c), usw.

Beispiel 1.15. Die Summe und das Produkt auf R sind assoziative und kommutative Ver-
kniipfungen.
Gegeben Abbildungen f: X — Y und g : Y — Z, definiere die Komposition

gof: X — Z
v o= g(f(z)

Die Kollektion X* aller Abbildungen X — X bildet eine Halbgruppe beziiglich der Komposi-
tion von Abbildungen. Ist die Halbgruppe X* kommutativ?

Beispiel 1.16. Gegeben zwei m x n-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) iiber R, definiere die
Summe

Il

Diese Verkniipfung definiert eine kommutative Halbgruppe auf M,,«,(R).
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Fiir eine n x (-Matrix C' = (¢;i) definiere das Produkt A - C = (d;;) als die m x (-Matrix,
deren Eintrag an der (7, k)-Stelle das Element

n
di, = E Q5 Cje
J=1

ist. Die Menge M,,«,,(R) ist eine Halbgruppe. Ist sie kommutativ?

Definition 1.17. Ein Element e der Halbgruppe (.S, *) ist links-neutral, falls
exa = a fiir alle a aus S.

Ein Element f in S ist rechts-neutral, falls
a = ax* f fir alle a aus S.

Aufgabe. Gegeben eine Menge X, definiere folgende Verkniipfung

 XxX 5 X
(z,y) — =

Besitzt (X, *) ein links-neutrales Element? Und ein rechts-neutrales Element?

Bemerkung 1.18. Wenn die Halbgruppe (S, %) sowohl ein links-neutrales Element e als auch
ein rechts-neutrales Element f besitzt, dann stimmen e und f iiberein.

Insbesondere reden wir iiber das neutrale Element der Halbgruppe fiir das einzige Element,
welches sowohl links-neutral als auch rechts-neutral ist, wenn ein solches Element existiert.

Beweis. Beachte, dass e =ex f = f. O
Aufgabe. Besitzt X¥ ein neutrales Element?

Definition 1.19. Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit einem neutralen Element.
Sei (M, ) ein Monoid mit neutralem Element e. Wenn

axb=e,
ist a ein links-Inverses von b und b ist ein rechts-Inverses von a.

Wenn des Element a des Monoides (M, %) sowohl ein links-Inverses b als auch ein rechts-
Inverses ¢ besitzt, dann ist b = ¢, weil

b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c.

In diesem Fall reden wir iiber das Inverse von a und bezeichnen es mit a~!, weil es eindeutig
ist, wenn es existiert. Wenn das Monoid additiv geschrieben wird (nur wenn M abelsch ist!),

schreiben wir das Inverse von a als —a.

Definition 1.20. Eine Gruppe ist ein Monoid, in welchem jedes Element ein Inverses hat.



Bemerkung 1.21. Aus der Eindeutigkeit des Inverses folgt, dass in einer Gruppe G
(axb) ™ =b"txal,

denn
1

(axb)x (b xa N =ax(bxb)xa'=axexa=axa ' =e.
Ferner ist (a™1)™! = a.
Allgemein definiere fiir n aus Z

e, firn=20
n ax*---xa, firn >0

n

(a™™)71, fiir n < 0.

Lemma 1.22. Eine Halbgruppe (S, *) ist genau dann eine Gruppe, wenn fir alle a und b aus
S die Gleichungen axx =b und y *x a = b eindeutig losbar sind.

Beweis. Wenn (S, *) eine Gruppe ist, dann ist a=*

b*a! die einzige Losung von y * a = b.

Angenommen nun, dass in der Halbgruppe (S, %) die obigen Gleichungen immer eindeutig
losbar sind, zeigen wir zuerst, dass S ein links-neutrales Element besitzt: Sei ag aus S fest und
sei e die eindeutige Losung der Gleichung e *x ag = ag (fiir a = b = qg in y * a = b). Wir miissen
zeigen, dass e x a = a fiir alle @ aus S ist: Sei a aus S und wéhle ¢ mit ay * ¢ = a. Dann ist

x b die einzige Losung von a *x x = b und

exa=cex(ay*xc)=(e*xag)*c=ag*c=a,

wie gewiinscht.

Analog finden wir ein rechts-neutrales Element f. Somit ist (5, *) ein Monoid mit neutralem
Element e = f. Wir miissen nur noch zeigen, dass jedes Element a ein Inverses besitzt: Wir
finden mit der Gleichung y * a = e ein links-Inverses zu a und die Gleichung a x x = e liefert
ein rechts-Inverses. Also ist (S, *) eine Gruppe. O

Beispiel 1.23. Eine Abbildung f : X — Y ist injektiv, falls fiir alle z; und zo in X aus

f(z1) = f(x2) folgt, dass 1 = z5. Die Notation X <i> Y bedeutet, dass f eine Injektion von
X nach Y ist.
Eine Abbildung f : X — Y ist surjektiv, falls jedes y aus Y im Bildbereich von f liegt, das

heifit, es gibt ein  aus X mit f(x) = y. Die Notation X J, Y bedeutet, dass f eine Surjektion
von X nach Y ist.

Eine Bijektion von X nach Y ist eine surjektive injektive Abbildung, oder dquivalent dazu,
eine Abbildung f : X — Y derart, dass es eine Abbildung ¢ : ¥ — X mit go f = Idx und
f og = Idy gibt. Beachte, dass die Abbildung ¢ auch eine Bijektion ist. Wenn X =Y, sagen
wir, dass f eine Permutation von X ist.

Da die Komposition bijektiver Abbildungen wiederum bijektiv ist, bildet die Menge Sym(X)
aller Permutationen X — X eine Gruppe, genannt die symmetrische Gruppe von X. Die
Gruppe aller Permutationen der Menge {1,...,n} wird mit S,, bezeichnet.



Aufgabe. Was ist das neutrale Element von Sym(X)?

Wie viele Elemente besitzt 557 Und S37 Gibt es eine Formel fiir die Kardinalitdt (oder
Méchtigkeit) von S,,7

Zeige, dass S, genau dann kommutativ ist, wenn n < 2.

Aufgabe. Zeige induktiv iiber die Kardinalitdt der endlichen Menge X, dass eine Abbildung
f X — X genau dann injektiv ist, wenn sie surjektiv ist.

Beispiel 1.24. Jede endliche Teilmenge {z1,...,x;} paarweise verschiedener Elemente aus
{1,...,n} definiert folgenderweise eine eindeutige Permutation aus S,:

{1,....,n} — {1,...,n}
x, falls z ¢ {xq1,..., 2%}
T — Tiv1, falls e =2, mit 1 <1 <k —1
x1, falls v = x;,
Wir bezeichnen die obige zyklische Permutation als den Zyklus (z; ...zy) (Beachte, dass wir
keine Kommas benutzen). Der Zyklus (12) permutiert 1 und 2 und lésst sonst alle anderen
Elemente fest. Wenn der Trdger {x1, ..., zx} leer ist, benutzen wir nicht die Notation (), sondern
schreiben Idg . ;.
Die Verkettung der Zyklen o und 7 wird mit o7 (anstatt o o 7) bezeichnet. Beachte, dass
Zyklen mit disjunkten Tréagern miteinander kommutieren.
Es ldsst sich leicht induktiv iiber die Anzahl der nicht-fixierten Elemente zeigen, dass sich
jede Permutation als Produkt disjunkter Zyklen schreiben lésst.

Definition 1.25. Eine Teilmenge U einer Gruppe G ist eine Untergruppe, falls folgende Be-
dingungen gelten:
e Das neutrale Element e von G liegt in U.

1

e Die Menge U ist unter der Verkniipfung * sowie der Inversenabbildung = — x~ abge-

schlossen, oder #quivalent dazu, fiir alle z und y aus U liegt x *y~! in U.

Beispiel 1.26. Die Menge {e} ist eine Untergruppe der Gruppe G, genannt die triviale Un-
tergruppe.

Gegeben ein Element a aus der Gruppe G, bildet die Menge aZ = {a"},,cz (siehe Bemerkung
eine Untergruppe. In der Kollektion der Untergruppen von G, welche a enthalten, ist aZ die
kleinste Untergruppe beziiglich Inklusion, und somit heifit a® die von a erzeugte Untergruppe.

Aufgabe. Ist N eine Untergruppe der additiven Gruppe (Z, +)?

Definition 1.27. Ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe G nach der Gruppe H ist
eine Abbildung f : G — H derart, dass fiir alle ¢ und b aus G

flaxb) = f(a)* f(b),
wobei a * b das Produkt in G und f(a) * f(b) das Produkt in H ist.

Beispiel 1.28. Die Abbildung
(Ra +) — (R;él)’)

r = exp(z)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Ist diese Abbildung surjektiv?
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Aufgabe. Wenn f : G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, was ist das Bild des neutralen
Elementes eg von G? Und welches Element in H ist f(a™')?
Zeige, dass das Bild f(G) eine Untergruppe von H ist.

Definition 1.29. Ein Homomorphismus f : G — H ist trivial, falls das Bild f(G) nur aus dem
neutralen Element von H besteht.

1.3 Ringe und Korper

Definition 1.30. Ein Ring R (mit Eins) besteht aus einer Menge R zusammen mit zwei
Verkniipfungen + und - derart, dass:

e (R,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element Op ist.
e (R,-) ein Monoid mit neutralem Element 1z, genannt die Fins von R, ist.

e Die Distributivititsgesetze fiir alle a, b und c aus R gelten:

a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c

Ein Ring ist kommutativ, falls das Monoid (R,-) kommutativ ist. In diesem Fall sind beide
Distributivitéitsgesetze dquivalent!
Der triviale Ring ist der Ring, welcher nur aus dem Element 0 besteht.

Notation. In einem Ring benutzen wir die additive Notation fiir die Summe und die multi-
plikative Notation fiir das Produkt: Insbesondere ist —a das Inverse des Elements a beziiglich
der Verkniipfung +, wobei a~! das Inverse (falls es existiert) des Elements a beziiglich der
Verkniipfung - bezeichnet.

Die multiplikative Verkniipfung - wird haufig aus dem Kontext implizit so verwendet, dass
wir ab anstatt a - b schreiben.

Bemerkung 1.31. In jedem Ring R gelten folgende Identitéten fiir alle Elemente a und b aus
R :

L a-OR:()R:OR-a.
e a(—b) = —ab = (—a)b.

Beispiel 1.32. Der Quotientenraum 7Z/nZ der Kongruenzenklassen modulo n > 1 (siehe Bei-
spiel ist ein kommutativer Ring mit der Klasse von 1 modulo n als Eins: Betrachte die
Aquivalenzrelation E auf Z x Z gegeben durch

(x1,22)E(y1,92) <= z; =y; modn fiir i =1,2.

Die Aquivalenzklasse des Paares (z,y) lisst sich mit dem Paar (z,7) aus Z/nZ x Z/nZ identi-
fizieren, wobei Z die Kongruenzklasse von z in Z/nZ ist. Die Abbildung

f: ZXZ — Z/nZ
(z,y) = z+y

11



ist klarerweise E-kompatibel und induziert nach dem Lemma [B.§| eine Verkniipfung
+:Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ,

welche eine abelsche Gruppe auf Z/nZ = {0,...,n — 1} mit neutralem Element 0 definiert.
Ferner ist das additive Inverse von l%, fir 0 < k <n—1, das Element n—k.
WEeil die Abbildung
g: ZXZ — Z/nZ
(z,y) — Ty
auch F-kompatibel ist, definiert die Verkniipfung

-1 Z/nZ X Z/nZ — L/nZ
ein kommutatives Monoid auf Z/nZ = {0,...,n — 1} mit neutralem Element 1.

Aufgabe. Besitzt die Kongruenzklasse 2 ein multiplikatives Inverse in Z/6Z7? Und 57
Was ist 2-2 in Z/327

Definition 1.33. Die Charakteristik eines nicht-trivialen Rings mit Eins ist die kleinste natiirliche
Zahl k so, dass
1R+~--+1R:0R7
—_—
k

falls eine solche natiirliche Zahl existiert. Ansonsten sagen wir, dass der Ring der Charakteristik
0 ist.

Beachte, dass die Ringe R oder Q der Charakteristik 0 sind, aber Z/nZ der Charakteristik
n ist. Wenn R der Charakteristik £ ist, dann ist fiir alle x aus R

r+...4+x=0g,
k

wegen des Distributivitdtsgesetzes.

Definition 1.34. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Das Element a ist eine Finheit, falls
a ein multiplikatives Inverses a~! in R besitzt.

Das Element b ist ein Nullteiler, falls b # Og aber b- ¢ = Og fiir ein ¢ # Og aus R.

Der kommutative Ring ist ein Integritdtsbereich, falls er nullteilerfrei ist: Wenn a - b = Og,
dann muss a = O oder b = Op sein.

Aufgabe. Zeige, dass a - b genau dann eine Einheit ist, wenn a und b Einheiten sind.

Lemma 1.35. Fin kommutativer Ring ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn fir alle a,
b und c aus R
ab=ac <= a =0p oder b =c.

Beweis. Beachte, dass ab = ac, falls a = Or oder b = ¢, also nur die andere Richtung gepriift
werden muss. Angenommen, dass R ein Integritatsbereich ist und ab = ac, dann ist a(b—c) = 0.
Es folgt, dass a = Or oder b — ¢ = Og, das heifit, b = ¢, wie gewiinscht.

Wir zeigen nun, dass R nullteilerfrei ist, wenn die Bedingung links gilt. Angenommen es
gibt ¢ und b im Ring mit a - b = 0g = a - O, dann folgt aus der Bedingung, dass a = O oder
b = Og, und somit ist R nullteilerfrei, wie gewiinscht. n
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Aufgabe. Zeige, dass die Charakteristik eines Integritdatsbereiches entweder 0 oder eine Prim-
zahl ist.

Definition 1.36. Ein Korper K ist ein kommutativer Ring mit Eins, derart, dass 1x # Og und
jedes Element a # Ok ein Inverses a™! besitzt, oder dquivalent dazu, wenn K* = K \ {0k} eine
Gruppe ist.

Die Bedingung, dass Ox und 1k verschieden sein miissen, schlieft den trivialen Ring aus.
Es folgt leicht, dass jeder Korper ein Integritétsbereich ist. Die Riickrichtung gilt offensichtlich
nicht allgemein, wobei unter Zusatzbedingungen sie gelten kann.

Satz 1.37. (Der Satz von Wedderburn (schwache Version)) Jeder kommutative endliche nicht-
triviale Integritditsbereich ist ein Korper.

Beweis. Wegen des Lemmas ist die Abbildung

M: B — R
b — a-b

genau dann injektiv, wenn a # Og. Eine injektive Abbildung auf einer endlichen Mengen ist
immer surjektiv, also liegt 15 im Bildbereich von A, fiir a # 0g. Das heifit, dass das Element a
ein Inverses a~! besitzt. O

Aufgabe. Fiir welche Werte n ist Z/nZ ein Integritatsbereich? Und ein Korper?

Beispiel 1.38. Eine komplexe Zahl ist ein Paar (a,b) mit @ und b aus R. Wir nennen a den
Realteil und b den Imagindrteil. Wir identifizieren jede reelle Zahl r mit der komplexen Zahl

(r,0).

Auf der Mengen der komplexen Zahlen definieren wir folgende Operationen:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) und (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Insbesondere erfiillt das Element i = (0, 1) folgende Gleichung:
#=(0-1,0)=—(1,0) = -1

Daher schreiben wir die komplexe Zahl (a,b) als a + bi. Mit den obigen Operationen ist die
Menge der komplexen Zahlen ein Korper, bezeichnet mit C, denn fir (a,b) # (0,0) ist

a—bi

bi)y 't = ——
wobei das Element z = a — bi das komplex Konjugierte von z = a + bi ist.

Aufgabe. Koénnen wir eine lineare Anordnung auf C definieren, welche mit den Ringoperatio-
nen kompatibel ist? Das heifit,

a+c<b+c, und

a<b —
ac < be, falls ¢ > O¢
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1.4 Vektorriume und Unterriume

In diesem Abschnitt ist K ein Korper.

Definition 1.39. Ein Vektorraum iiber K ist eine abelsche Gruppe (V,+) mit neutralem
Element 0y zusammen mit einer Abbildung

KxV — V
(Nv) = A-v’

genannt Skalarmultiplikation, so dass folgende Identitéten fiir alle A und p aus K, sowie v und
w aus V gelten:

o lx-v=nu,

o Mp-v)=(An)-v,

e AN+pu)-v=XAv+pu-v,
e \-(v+w)=Av+ A w.

Die Elemente aus K heiflen Skalare. Die Elemente aus V' heiflen Vektoren.
Wenn der Kérper K gleich R, beziehungsweise C ist, so reden wir von reellen, beziehungs-
weise komplexen, Vektorrdumen.

Notation. Wir schreiben die Operation auf V' additiv, das bedeutet, dass das neutrale Element
Oy von V der Nullvektor ist. Das Inverse des Vektors v ist der Vektor —v = (—1k) - v. Wir
werden héufig die Skalarmultiplikation verkiirzen und schreiben A\v anstatt A - v.

Es folgt aus den obigen Distributivengesetzen, dass
Oxv = 0y und MOy = Oy fiir v aus V und A aus K.
Ferner ist —Av = (—A)v = A(—v) und somit (A — p)v = Ao — po.

Bemerkung 1.40. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir A aus K und v aus V folgt aus \v = 0y, dass
A = Og oder v = Oy.

Beispiel 1.41. Fiir n > 1 ist das kartesische Produkt K™ mit der koordinatenweisen Summe
sowie folgender Skalarmultiplikation

K x K™ — K™
()\, (21, ... ,a:n)) = Az, .., Axy)

ein K-Vektorraum, wobei K! der Korper K selbst ist. Insbesondere ist C sowohl ein R-Vektorraum
als auch ein C-Vektorraum. Aber diese Vektorraumstrukturen auf C sind sehr unterschiedlich!

Des Weiteren konnen wir analog zur Definition Matrizen iiber K betrachten, das heif}t,
dass jeder Eintrag in der Matrix aus K kommt. Die Menge M, (K) aller m x n-Matrizen
iiber K ist ein K-Vektorraum mit den Verkniipfungen

+ 1 Misn(K) X Mppn(K) — Minsn(K)

((aij)lgigm, (bz'j)lgigm) = (ai; + bij)i<i<m
1<5<n 1Z5<n 1<5<n
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und

K X Mpn(K) = Mypn(K)
(A (agh<ism) = (Aagj)i<icm
1<j<n 1<j<n
Definition 1.42. Sei (v;);c; eine Familie von Vektoren im K-Vektorraum V. Der Vektor w
ist eine Linearkombination der Familie (v;);es, falls eine natiirliche Zahl n > 1 und Skalare
A1, ..., A\, aus K so existieren, dass

w = Mv; + ...+ A\, oder in kurzer Form w = Z Ajvis,
j=1
fiir Vektoren v;,, ..., v;, aus (v;);e;. Wir bezeichnen mit Lin((v;);er) die Kollektion aller Vekto-
ren aus V', welche sich als eine Linearkombination der Familie (v;);e; schreiben lassen.
Gegeben eine beliebige Teilmenge X von V', sei (v;);er eine Aufzdhlung der Teilmenge X und
setze Lin(X) = Lin((v;)er), wobei Lin()) = {0y} als Konvention. Es lésst sich leicht zeigen,
dass Lin(X) C Lin(Y), falls jeder Vektor v aus X in Lin(Y) liegt.

Definition 1.43. Eine Teilmenge U des K-Vektorraumes V' ist ein Unterraum, falls U den Null-
vektor Oy enthélt und unter Summe und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist, oder dquivalent
dazu, dass fiir alle u; und us aus U, sowie A und p aus K, der Vektor Au; 4+ pus in U liegt.

Beachte, dass der Unterraum U wiederum ein K-Vektorraum ist, wenn wir die Einschrankung
der Operationen auf U betrachten.

Aufgabe. Fiir welche Werte a aus K ist die Menge
{(z1,...,2,) € K" | x; = a}
ein Unterraum von K"?

Lemma 1.44. Sei (U;);er eine beliebige (nicht-leere, d.h. die Indexmenge I # () Familie von
Unterriumen des K-Vektorraumes V. Die Menge

(Ui={veV |veUl firaleicI}
I

ist ein Unterraum. Es ist der grifite Unterraum (beziiglich Inklusion), welcher in jedem Uj;
enthalten ist.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass (); U; ein Unterraum ist, weil die zweite Behauptung
klarerweise folgt. Da Oy in jedem Unterraum U; liegt, folgt, dass (), U; den Nullvektor Oy
enthalt.

Wir nehmen nun an, dass v; und v, in (); U; liegen, und wihlen A und p aus K beliebig.
Wir miissen zeigen, dass Avy + pws in (), U; liegt, das heifit, dass Avy + pvg in U; fiir jedes ¢ aus
I liegt. Da v; und vs in jedem U; liegen, liegt Avy + pvs in jedem U;, wie gewiinscht. O]

Proposition 1.45. Sei X eine Teilmenge des K-Vektorraumes V. Die Menge Lin(X) ist ein
Unterraum mat

Lin(X) = U.
XcU
U Unterraum von V

Insbesondere ist Lin(X) der kleinste Unterraum von V', welcher X enthilt.
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Wir sagen, dass Lin(X) der von X erzeugte Unterraum ist. Beachte, dass der obige Durch-
schnitt nicht-leer ist, weil V' ein Unterraum von V ist und X enthélt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Lin(X) ein Unterraum ist, welcher X enthilt. Da jedes Element
v aus X eine Linearkombination von X ist (ndmlich v = 1gv), miissen wir nur zeigen, dass
Lin(X) ein Unterraum ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
X # (). Weil 0y = Ok fiir jeden Vektor v aus X, enthélt Lin(X) den Nullvektor. Seien nun A
und g aus K beliebig, sowie v; und vy in Lin(X'). Schreibe

n m
v = g Ajui; und vy = E W3,
k=1

J=1

fiir geeignete Vektoren w;,, ..., u;,,w;,,...,w;, aus X. Dann liegt
n m
AUy + g = Z AN, + Z HpEWS,
j=1 k=1

klarerweise in Lin(X), wie gewiinscht.

Wir zeigen nun, dass Lin(X) der kleinste Unterraum von V' ist, welcher X enthélt. Wir
nehmen an, dass U ein Unterraum ist, welcher die Menge X enthélt. Da U unter Summe
und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist, enthélt U insbesondere jede Linearkombination von
Vektoren aus X, also gilt Lin(X) C U und somit ist

Lin(X) C (] U C Lin(X).
U Unterra%m von V

Es folgt, dass beide Mengen gleich sind, wie gewiinscht. O
Aufgabe. Beschreibe den vom Nullvektor erzeugten Unterraum.

Definition 1.46. Sei (U;);c; eine Familie von Unterrdumen des K-Vektorraumes V. Wir be-
zeichnen mit ), U; den von der Menge | J,.; U; erzeugten Unterraum.

Falls die Indexmenge I endlich ist, schreiben wir auch Uy +. ..+ U, fiir ), _, ., U;. Beachte,
dass die leere Vereinigung (d. h. wenn die Indexmenge I = {)) gleich die leere Menge ist.

Bemerkung 1.47. Ein Element v liegt genau dann in ), U;, wenn v = uy + ... + u,, fir
Vektoren u; aus U;,, wobei die Indizes iy, ..., i, paarweise verschieden sind.
Insbesondere ist ), U; der kleinste Unterraum, welcher jeden U; enthélt.

Beweis. Klarerweise liegen solche Linearkombinationen v = uy + ... 4w, in >, U;. Sei nun v
in ), U; = Lin((U;)er). Wir kénnen v schreiben als eine Linearkombination v = A\jwy + - +
AW, Wobel die Vektoren w; aus |J; Uy kommen. Jeder Vektor w; liegt in einem Unterraum
Uy, fiir ein [; aus I. Insbesondere kommen nur endlich viele Indizes [; vor. Sei {iy,...,i,} eine
Aufzéahlung aller moglichen Indizes. Setze nun

L={ke{l,...om}|l=1i;}

sz E )\kwlk

kEIj

und beachte, dass der Vektor
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in U;; liegt. Nun ist w = uy + - -+ + uy,, wie gewlinscht.

Fiir die letzte Behauptung, ist es offensichtlich, dass der Unterraum ), U; jeden U; enthélt.
Sei nun W ein Unterraum von V', welcher jeden U; enthélt. Insbesondere ist | J; U; C W und
somit Y, U; = Lin(|J, U;) C W, wie gewiinscht. O

Bemerkung 1.48. Der Leser soll nun iiberpriifen, dass die Gaufl-Eliminationsmethode im Ab-
schnitt allgemein fiir Vektorrdume V' iiber einem Korper K gilt, wenn fiir den Losungsraum
des Gleichungssystems

anry +-oo+ apT, =0bh

Am1T1 + -+ QppTy :bm

die Variablen Werte in V' annehmen, die Elemente b; aus V' und die Koeffizienten a;; aus K
kommen.
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Kapitel 2

Lineare Abbildungen

Im folgenden sei K ein Koérper.

2.1 Dimension und Basen

Definition 2.1. Sei (v;);e; eine Familie von Vektoren des K-Vektorraumes V. Die Familie
ist linear unabhdngig, falls die einzige Mo6glichkeit den Nullvektor als Linearkombination von
Vektoren der Familie zu schreiben die triviale Darstellung ist, das heifit, fiir jede natiirliche
Zahl n und Skalare Aq{,...,\, mit
OV = Z )\jvij,
j=1

muss A\; = ... = \, = Og. Ansonsten ist die Familie linear abhdingig.

Bemerkung 2.2. Wenn einer der Vektoren v; in der Familie der Nullvektor ist, dann ist die
Familie linear abhéngig, weil Oy = 10y .

Des Weiteren ist die Familie linear abhéngig, wenn zwei Vektoren v; und v; gleich sind, fiir
1 7& j, weil OV = 1KU2' — 1va'

In R? bilden die Vektoren v; = (1,0,0),v, = (0,1,0) und vs = (0,0,1) eine linear un-
abhéngige Familie. Wir sagen, dass die Vektoren vq, v, und v3 linear unabhéngig sind.

Aufgabe. Sind die Vektoren (1,1), (2,1) und (1, 3) in R? linear unabhéingig?

Proposition 2.3. Die Familie (v;);c; von Vektoren des K-Vektorraumes V ist genau dann
linear unabhdngig, wenn fir jedes i aus I der Vektor v; nicht in Lin((v;)jeny) liegt.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Familie linear unabhéngig ist. Sei nun 7 aus [ so gegeben,
dass v; eine Linearkombination von (v;);e n\{i} ist. Dies bedeutet, dass

n
v = Z )\jvi].
j=1
fiir eine natiirliche Zahl n, Skalare Ay, . .., A, und Vektoren v;,, ..., v;, mit v;; # v;. Insbesondere
ist

OV = —V; + Z )\jUZ'j,
7=1
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was der linearen Unabhéngigkeit der Familie (v;);e; widerspricht.
Fiir die Riickrichtung nehmen wir nun an, dass die Familie (v;);e; linear abhéingig wéire und

schreiben
n
OV: E )‘jvi]’
j=1

mit Skalaren Aq{,...,\,, welche nicht alle Null sind. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sind die Vektoren v;,, ..., v;, paarweise verschieden (sonst konnen wir die Summe mit Hilfe der
Distributivgesetze umschreiben). Des Weiteren kénnen wir annehmen, dass A; # Ok, also

n
NN,
Vi, = 3 (o

=2 71

Insbesondere ist der Vektor v;, eine Linearkombination der Vektoren v, ..., v;,, wie gewiinscht.

]

Lemma 2.4. Sei (v;)ier eine linear unabhdngige Familie im K-Vektorraum V' und v ein neues
Element aus V.. Wenn v keine Linearkombination der Familie (v;);cr ist, dann ist die Familie
(v:)ier U {v} wiederum linear unabhdngig.

Beweis. Wir nehmen an, dass (v;);er U {v} linear abhéngig ist und schreiben

Ov = Z )\j’LUj,
j=1

mit Skalaren Aq, ..., A,, welche nicht alle Null sind, und Vektoren w; aus der Menge {v; };c;/U{v}.
Wenn kein w; = v wire, dann wére die Familie (v;);c; bereits linear abhéngig, was unserer
Annahme widerspricht. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist w; = v und aus dem selben
Grund muss A\ # Ok sein, also

v = —/\—jwj,
=2 1
mit w; aus der Familie (v;);e;. Es folgt, dass v in Lin((v;);er) liegt. O

Definition 2.5. Eine Familie (v;);e; eines K-Vektorraumes V' ist ein Erzeugendensystem, falls
jeder Vektor aus V' eine Linearkombination der Familie ist, das heifit, dass V' = Lin((v;)ier).
Eine Basis des K-Vektorraumes V' ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

Beispiel 2.6. Betrachte K" als K-Vektorraum und sei e;, fiir 1 < i < n, der Vektor, dessen
i-Koordinate den Wert 1x hat und alle anderen Koordinaten Null sind.

eiz(O,...,%,...,O)

i-te Stelle

Mit Hilfe der Gaufl-Eliminationsmethode lésst sich leicht zeigen, dass die Vektoren ey, ..., e,
eine Basis von K" bilden.

Der triviale Vektorraum ist der Vektorraum, welcher nur aus dem Nullvektor besteht. Besitzt
dieser Vektorraum eine Basis?
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Aufgabe. Wann genau bilden zwei Vektoren v und w eine Basis von K27

Mit Hilfe des Lemmas [2.4] kénnen wir nun weitere Charakterisierungen von Basen zeigen,
welche wir fiir deren Existenz brauchen werden.

Proposition 2.7. Folgende Aussagen sind dquivalent fiir eine Familie (v;);cr eines K-Vektor-
raumes V:

(a) Die Familie (v;);e; ist eine Basis.

(b) Die Familie (v;);e; ist ein Erzeugendensystem und minimal (beziglich Inklusion) mit dieser
Eigenschaft: fiir jedes i aus I ist die Familie (v;)jen sy kein Erzeugendensystem.

(c) Die Familie (v;)er ist linear unabhingig und mazimal (beziglich Inklusion) mit dieser Fi-
genschaft: fiir jeden Vektor v aus V' ist die Familie (v;);er U {v} linear abhdngig.

Beweis. @ — @: Aus der Definition einer Basis folgt, dass die Familie (v;);c; ein Erzeu-
gendensystem ist. Wenn sie nicht minimal wére, so gédbe es einen Index ¢ aus [ mit V =
Lin((vj)jen fi})- Insbesondere ldsst sich der Vektor v; aus V' als Linearkombination der Teil-
familie (v;);en iy schreiben, was wegen der Proposition der linearen Unabhéngigkeit von
(v;)ier widerspricht.

(®) = (d): Wenn (v;);e; linear abhéingig wire, finden wir wegen der Proposition [2.3) einen
Index 7 aus I derart, dass sich der Vektor v; als Linearkombination der Teilfamilie (v;);cn i}
schreiben lasst:

n
Vi = E HjVi s
j=1

mit Skalaren 1, ..., u, und Vektoren vj # v; aus (v;);er. Es gentigt zu zeigen, dass in diesem
Fall V' = Lin((v;)jen fi}), was der Minimalitéit des Erzeugendensystems (v;);c; widerspricht: Sei
w aus V beliebig. Da die Familie (v;);c; ein Erzeugendensystem ist, kénnen wir w schreiben als

m
w = E AW,
=1

mit Skalaren Aq,..., A, und Vektoren wy aus der Menge {v;};,c; . Wenn kein wy dem Vektor
v; entspricht, sind wir fertig. Ansonsten koénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass w; = v;, aber w; # v; fiir 2 < j < n, also

m m m m m
w = )\1’11]1 + Z /\kwk = )\1(2,&]'1)@'].) + Z )\kwk = Z Alﬂjvij + Z )\kwk
k=2 j=1 k=2 j=1 k=2

und somit liegt w in Lin((v;),en i3), wie gewiinscht.

Wir zeigen nun, die Maximalitdt der linear unabhéngigen Familie (v;);c;. Beachte, dass
wegen der Proposition [2.3|fiir keinen Vektor v in V' = Lin((v;);es) die Familie (v;);e; U{v} linear
unabhéngig sein kann. Insbesondere ist (v;);c; eine maximale linear unabhéngige Familie.

([ = (d): Da die Familie (v;);e; linear unabhéngig ist, miissen wir nur noch zeigen, dass
sie ein Erzeugendensystem bildet. Sei nun v aus V' beliebig. Angenommen v wére nicht in
Lin((v;)ser), dann wire die Familie (v;);er U {v} linear unabhéngig wegen des Lemmas was
der Maximalitit widerspricht. Also V' = Lin((v;)er), wie gewiinscht. O
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Korollar 2.8. Sei V' # {0y} ein nicht-trivialer K- Vektorraum. Die Familie (v;);e; von Vektoren
aus V' bildet genau dann eine Basis von V', wenn sich jeder Vektor v eindeutig als Linearkombi-
nation der Familie (v;);e; schreiben lisst. Das heifst, dass V' = Lin((v;)ier) und fiir jeden Vektor

v aus V folgt aus
n n
v= A, = v,
j=1 j=1

dass pij = A; fiir alle 1 < j <n.

Da wir jede Linearkombination mit Hilfe von trivialen Skalaren Ox um endlich viele Sum-
manden erweitern kénnen, héngt die endliche Menge der v;;, welche in der Darstellung von v
nicht-trivial vorkommen, eindeutig von v ab. Insbesondere folgt aus

n m
E Ajvi; = E HiVi
j=1 k=1

dass m = n und dass die Mengen {v;,,...,v;,} = {vi,..., vy }, wenn alle Skalare A; und p,
nicht Null sind.

Beachte, dass der triviale Vektorraum keine Basis besitzt, daher miissen wir V' # {0y}
annehmen.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass (v;);cs eine Basis ist und dass der Vektor v zwei verschie-
dene Darstellungen als Linearkombination hétte:

n n
vV = E )\jvij = E ujvij
Jj=1 J=1

fiir eine passende natiirliche Zahl n. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist p; # A; und

somit
n

> (N = )i, =0y

=1

eine nicht-triviale lineare Abhéngigkeit, welche widerspricht, dass (v;);cs eine Basis ist.

Fiir die andere Richtung miissen wir wegen der Proposition (@) nur die Minimalitét
des Erzeugendensystems (v;);c; zeigen. Angenommen, dass die Familie (v;);c; kein minimales
Erzeugendensystem wire, gébe es einen Index i aus I so, dass V' = Lin((v;) e (i) Insbesondere
muss sich v; als Linerkombination .

v = Z )\jvij
j=1

schreiben lassen, mit v;; # v; fiir 1 < j < n. Die verschiedenen Darstellungen

v; = 1gv; + Z Oxvi; = Ogv; + Z Ajvi,

Jj=1 J=1

widersprechen der Eindeutigkeit der Darstellung des Vektors v;. Somit haben wir gezeigt, dass
(v;)ier eine Basis ist. O
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Definition 2.9. Wenn der K-Vektorraum V eine Basis B = {vy, ..., v, } besitzt, dann bezeich-
net fiir jeden Vektor v = """ | \;u; das Tupel aus K", welches aus den Skalaren (Aj,...,\,)
besteht, die Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

Wegen des obigen Korollars héngen die Koordinaten eines Vektors v nur vom Vektor v
selbst sowie von der Aufzihlung der Basis B ab.

Korollar 2.10. (Basiserginzungssatz und Existenz von Basen) Jede linear unabhingige Familie
von Vektoren des K-Vektorraumes V' ldisst sich zu einer Basis von V' ergdnzen.
Insbesondere besitzt jeder nicht-triviale K- Vektorraum eine Basis.

Beweis. In einem nicht-trivialen K-Vektorraum bildet jeder Vektor v # 0y eine linear un-
abhéngige Familie. Daher folgt die zweite Behauptung aus der ersten.

Sei L eine linear unabhéngige Familie von Vektoren. Wir betrachten die Kollektion & aller
linear unabhéngigen Teilmengen von V., welche die Familie L ergénzen, mit der partiellen
Ordnung gegeben durch die mengentheoretische Inklusion. Wegen des Zorn’schen Lemmas [C.3]
siehe Appendix [C| miissen wir nur zeigen, dass S eine induktive partiell geordnete Menge ist.
Jedes maximale Element M = (v;);e; erfiillt die Bedingung @ der Proposition und ist
somit eine Basis, welche L erginzt.

Um zu zeigen, dass S induktiv ist, wéhle eine Kette I' aus §. Wir miissen zeigen, dass I’
eine obere Schranke in S besitzt. Wenn I' die leere Kette ist, dann ist jedes Element aus S
eine obere Schranke, zum Beispiel die Familie L selbst (welche zu S gehort). Ansonsten ist
I' = {M, },cp nicht leer und somit ist die Kollektion

M={veV|ve M, firenye F}

eine wohldefinierte Teilmenge von V. Beachte, dass M, C M fiir jedes v in F', und somit L eine
Teilmenge von M ist. Wenn wir zeigen, dass M eine linear unabhéngige Familie ist, haben wir
gezeigt, dass M in S ist und haben somit eine obere Schranke fiir die Kette I' gefunden.
Wir nehmen also an, dass
OV = Z )\jUij,
j=1

fir Skalare Ay, ..., A, aus K und Vektoren v;,,...,v;, aus M. Fiir jedes 1 < j < n gibt es ein v;
aus F' mit v;; in M,,. Weil die mengentheoretische Inklusion die Kette I' total anordnet, ist ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit M., das groite Element aus M, , ..., M,, . Dies bedeutet, dass
alle Vektoren v;; aus der linear unabhéngigen Familie M,, kommen, also A\; = ... = A, = Ok,
wie gewiinscht. O]

Korollar 2.11. (Basisauswahlsatz) Sei M ein Erzeugendensystem des nicht-trivialen K- Vektor-
raumes V. Es gibt eine Basis von V', welche in M als Teilmenge enthalten ist.

Beweis. Sei nun S die Kollektion aller linear unabhéngigen Teilmengen von M. Wir betrachten
S als durch die mengentheoretische Inklusion angeordnete Menge. Analog zum Beweis des
Korollars [2.10]14sst sich leicht zeigen, dass S ein maximales Element B besitzt. Dann ist B eine
Teilmenge von M und linear unabhéngig.

Wir wollen zeigen, dass B eine Basis von V ist. Da V' = Lin(M), geniigt es zu zeigen, dass
jedes Element v von M in Lin(B) liegt, um zu schliefen, dass V' = Lin(B). Wir beweisen es
durch Widerspruch: Angenommen, dass v aus M nicht in Lin(B) liegt, dann ist die Teilmenge
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B U {v} von M immer noch linear unabhéngig, wegen des Lemmas 2.4 Weil B C B U {v}
(sonst wére v in B und somit in Lin(B)!) ist die Menge B nicht maximal in S. Dies liefert den
gewiinschten Widerspruch und somit haben wir gezeigt, dass B eine Basis von V ist. [

Satz 2.12. (Austauschprinzip von Steinitz) Sei B eine Basis des nicht-trivialen K-Vektor-
raumes V und C eine endliche linear unabhdingige Teilmenge von V. Es gibt eine endliche
Teilmenge B’ von B derselben Mdachtigkeit wie C' derart, dass die Teilmenge C'U (B \ B') eine
Basis von V' bildet.

Insbesondere sind C' und B\ B’ disjunkt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage induktiv iiber die Méachtigkeit n = |C| von C. Fiir n = 0 ist
die Aussage trivial, denn C' = (), also wiihle B’ = ().

Wir nehmen nun an, dass das Austauschprinzip fiir alle linear unabhéngigen Teilmengen der
Michtigkeit kleiner gleich n gilt und dass C' = {vy, ..., v,41} eine linear unabhéngige Teilmenge
von V' ist. Fiir die linear unabhéngige Teilmenge {vy, ..., v,} finden wir induktiv eine Teilmenge
By C B der Kardinalitét n derart, dass {vy,...,v,} U(B\ B;) eine Basis von V' bildet. Beachte,
dass die Menge B\ B; disjunkt von {vy,...,v,} sein muss. Weil {vy,...,v,} U (B \ By) ein
Erzeugendensystem von V ist, ldsst sich der Vektor v, eindeutig als Linearkombination davon

darstellen. Schreibe . .
Upg1 = Z Aiv; + Z Hjw;,
i=1 =1

fir Skalare Ay, ..., An, i1, .., pm aus K und Vektoren wy,...,w, aus B\ B;. Wenn alle
p; = Og wiren, lige v,4q in Lin({vy,...,v,}), was wegen der Proposition der linearen
Unabhéngigkeit von C' widerspricht.

Dies bedeutet, dass ein p; # Ok fiir ein 1 < j < m. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit

ist py # Ok, also
— (=)
w1 =

v; + 1;K7Jn+1 + Z (_Iuj)wj.
H1 = H1
Setze nun B’ = By U {w; } und beachte, dass |B'| = n+ 1 = |C/|, weil w; nicht in By liegt. Wir
miissen nun zeigen, dass die Teilmenge C'U (B '\ B’) von V eine Basis ist. Da jedes Element aus
dem Erzeugendensystem {vy, ..., v,} U(B\ By) bereits in CU(B\ B’) liegt oder sich als Linear-
kombination von Elementen davon schreiben lasst, ist CU(B\ B’) auch ein Erzeugendensystem.
Weil
CU(B\ B)=A{vy,...,v,}U(B\ B")U{vns1},

geniigt es nun wegen des Lemmas [2.4] zu zeigen, dass v,41 nicht in Lin ({v1,...,v,} U(B\ B))
liegt, um zu folgern, dass C' U (B \ B’) eine Basis ist. Wenn v,,41 eine Linearkombination von
{v1,...,v,}U(B\ B') wire, so wire auch w; in Lin ({vy, ..., v,}U(B\B’)), was der Proposition
2.3 widerspricht. O

Korollar 2.13. In einem nicht-trivialen K-Vektorraum V ist entweder jede Basis unendlich
(wir sagen, dass der Vektorraum unendlich-dimensional ist) oder alle Basen von 'V sind endlich
und je zwei Basen haben dieselbe Kardinalitit (wir sagen, dass V' endlich-dimensional ist).

Wenn V' endlich-dimensional ist, bezeichnen wir mit dimg V' die Dimension von V', das heifit,
die Anzahl der Elemente einer (und somit jeder) Basis. Sonst schreiben wir dimg V' = oo, wenn
V' unendlich-dimensional ist und dimg V' = 0, wenn V' = {0y } der triviale Vektorraum ist.
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Beweis. Ansonsten gébe es einen nicht-trivialen K-Vektorraum V' mit Basen B und C derart,
dass C endlich ist und B mehr als |C| Elemente besitzt (entweder weil B unendlich ist, oder
weil B endlich ist mit |B| > |C]). Aus dem Austauschprinzip folgt, dass fiir eine Teilmenge
B’ von B der Kardinalitét |C| die Menge C'U(B\ B’) eine Basis ist. Insbesondere ist B\ B’ # ()
und somit gilt C' C C'U (B \ B’), was der Maximalitdt der Basis C' in der Proposition
widerspricht. O

Aufgabe. Zeige, dass ein nicht-trivialer Vektorraum V' endlich-dimensional sein muss, falls V'
ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Wie grofl kann dimg V' sein?

Wie grofl kann eine beliebige linear abhéngige Teilmenge in einem endlich-dimensionalen
Vektorraum sein?

Aufgabe. Ist der R-Vektorraum R[T] aller Polynome mit Koeffizienten aus R (siche Appendix
D) endlich-dimensional?

Bemerkung 2.14. Beachte, dass dimg V' = 0 genau dann, wenn V' der triviale K-Vektorraum
ist.

Die Dimension des K-Vektorraumes K" ist n, weil die Vektoren {ey, ..., e,} im Beispiel
eine Basis bilden.

Proposition 2.15. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und U ein Unterraum von
V. Dann ist U auch endlich-dimensional und dimg U < dimg V. Ferner gilt dimg U = dimg V'
genau dann, wenn U =V

Insbesondere ist ein K-Vektorraum unendlich-dimensional, sobald er einen unendlich-dim-
ensionalen Unterraum besitzt.

Beweis. Wihle eine Basis B’ von U. Die Vektoren aus B’ (als Elemente von V' betrachtet)
bilden eine linear unabhéngige Familie und wir finden mit dem Korollar [2.10| eine Basis B von
V', welche B’ erginzt. Die Menge B ist endlich, da V' endlich-dimensional ist. Also ist auch B’,
als Teilmenge von B, endlich und somit U endlich-dimensional. Insbesondere ist |B’| < |B],
also dimg U < dimg V.

Wenn U = V| gilt klarerweise dimg U = dimg V. Angenommen nun, dass dimg U = dimg V/,
bedeutet es, dass die obige Teilmenge B’ gleich B sein muss, also U = Lin(B’) = Lin(B) =
V. O

Satz 2.16. (Dimensionssatz) Seien U und W endlich-dimensionale Unterrdume des K- Vek-
torraumes V. Die Summe U + W (siehe Definition ist endlich-dimensional und

dimg U + dimg W = dimg (U + W) + dimg (U NW)

Beachte, dass U N W wegen der Proposition [2.15] als Unterraum des K-Vektorraumes U
endlich-dimensional ist. Insbesondere ist der obige Ausdruck sinnvoll, als Summe natiirlicher
Zahlen.

Beweis. Sei Bynw eine Basis von U N W. Mit dem Korollar konnen wir die Familie der
Vektoren aus Byaw sowohl zu einer Basis By von U als auch zu zu einer Basis By von W
erganzen.

Wir zeigen zuerst, dass By N By = Bynw. Eine Inklusion ist trivial. Fiir die andere wéhle
einen Vektor v in ByNByy. Insbesondere liegt v in UNW, weil U = Lin(By) und W = Lin(By).
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Da Bynw U{v} linear unabhéngig ist (weil es eine Teilmenge der linear unabhéngige Menge By
ist), muss unbedingt v in Bynw liegen (sonst héitte U N W Dimension echt groBer als | Byaw|).

Um beide Behauptungen des Satzes zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass die endliche
Menge By U By, eine Basis von U + W ist. Wir zeigen zuerst, dass die Vektoren aus By U By
linear unabhéngig sind. Betrachte eine Linearkombination

veEByUBw
oder dquivalent dazu
u = Z AU = Z (—\p)w.
vEBy weBw \ By

Wir miissen zeigen, dass alle Skalare trivial sind. Aus U = Lin(By) folgt, dass der Vektor u
in U, und dementsprechend auch in W, liegt. Mit dem Korollar folgt weiter, dass sich u
eindeutig als Linearkombination der Vektoren aus Bynaw schreiben ldsst. Daraus folgt, dass
Aw = 0 fiir alle w in By \ Bynw. Insbesondere ist die Summe

> (“hww =0y,

’LUGBw\BU

und somit © = 0. Also A\, = 0 fiir alle v aus By, weil By linear unabhéingig ist. Somit ist die
Familie der Vektoren aus By U By linear unabhéngig.

Wir miissen nur noch zeigen, dass U + W = Lin(By U By). Da sich jedes Element in
Lin(By U Byy) als eine Summe von einem Vektor aus U und von einem Vektor aus W schreiben
lasst, miissen wir nur zeigen, dass U + W C Lin(By U By). Sei also v in U + W. Wegen der
Bemerkung konnen wir v = u + w schreiben, wobei u in U = Lin(By) liegt und w aus

W = Lin(By ) kommt. Also
u= Z b und w = Z b

beBy b’€Bw
Insbesondere ist v eine Linearkombination der Vektoren aus By U By, wie gewiinscht. O
Bemerkung 2.17. Der obige Beweis zeigt, dass wir Basen By~w, By und By, der Unterrdume
UNW, U und W derart finden, dass Bynw = By N By und By U By, eine Basis von U + W

ist, sogar im unendlich-dimensionalen Fall.

Definition 2.18. Zwei Unterrdume U und W eines K-Vektorraumes V' liegen transversal zu-
einander, falls UNW = {0y }. Wenn U und W transversal liegen, schreiben wir U @ W fiir den
Unterraum U + W und bezeichnen es als die direkte Summe von U und W. Allgemein ist eine
Familie (U;);cr von Unterrdumen von V' transversal, falls fiir jedes ¢ aus I die Unterrdume Uj;
und -,y Us transversal zueinander liegen. Wir schreiben dann die direkte Summe B, ; U;
fiir den Unterraum ) ., U.

Mit Hilfe der Bemerkung lésst sich folgendes leicht zeigen:

Bemerkung 2.19. Eine Familie (U;);c; von Unterrdumen vom K-Vektorraum V' ist genau

dann transversal, wenn jeder Vektor v # Oy aus ), ; U; sich eindeutig schreiben lésst als
V=UL+ ...+ U,

fiir eine eindeutige natiirliche Zahl n > 1, paarweise verschiedene Indizes 71, ...,, und nicht-

triviale Vektoren wuy # Oy aus U;, mit 1 < k < n.
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Definition 2.20. Ein Komplementdirraum des Unterraumes U ist ein Unterraum W mit V =
U W.

Aufgabe. ITm R-Vektorraum R? betrachten wir die kanonische Basis {e;, €2 }. Besitzt der von e,
erzeugte Unterraum Lin({e; }) einen Komplementarraum? Ist der Komplementérraum eindeutig
oder gibt es mehrere Méglichkeiten?

Proposition 2.21. Sei U ein Unterraum des K-Vektorraumes V. Es gibt einen Komple-
mentdrraum W zu U, also V =U & W.

Insbesondere lisst sich jeder Vektor v aus V' eindeutig als Summe v = u 4+ w, mit u aus U
und w aus W, schreiben.

Beweis. Wihle eine Basis By von U und ergénze sie mit Hilfe des Korollars zu einer Basis
B von V. Setze W = Lin(B \ By) und beachte, dass B \ By eine Basis von W ist, weil die
Vektoren aus B\ By linear unabhéngig sind. Aus der Bemerkung miissen wir nur zeigen,
dass UNW = {0y}, denn By U (B \ By) = B eine Basis der Summe U + W ist, und somit ist
V = U + W wegen der Proposition [2.15]

Sei also v ein Vektor aus U N W. Der Vektor v lésst sich eindeutig als Linearkombination
von den Vektoren aus By, sowie von den Vektoren aus B\ By schreiben. Da die Vektoren aus B
linear unabhéngig sind, ist dies nur méglich, wenn v der Nullvektor ist. Somit ist UNW = {0y },
wie gewiinscht.

Fiir die letzte Behauptung nehmen wir an, dass sich ein Vektor v auf zwei Weisen als Summe
in U + W schreiben lasst:

V= U+ W = U + Wo

Dann liegt u; —us = wy —w; sowohl in U als auch in W, also u; —us = 0y (und somit u; = uy),
weil UNW = {0y }. O

Aus der Bemerkung folgt, dass eine Basis der direkten Summe eine Vereinigung von
Basen der Unterrdume ist.

Korollar 2.22. Wenn V' die direkte Summe U & W ist, gibt es eine Basis von V, welche die
disjunkte Vereinigung zweier Basen von U und W 1ist.

2.2 Morphismen

Definition 2.23. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung F' : V — W ist linear
oder ein Homomorphismus, falls

F(A\v + pw) = AF(v) + pF(w),

fiir alle Skalare A und p aus K sowie Vektoren v und w aus V. Beachte, dass die Summe und
die Skalarmultiplikation auf der linken Seite im K-Vektorraum V stattfinden, wobei die Summe
und die Skalarmultiplikation rechts im Vektorraum W zu verstehen sind.

Beispiel 2.24. Die Nullabbildung 0: V — W ist immer linear.
v = OW

Fiir jedes A aus K ist die Abbildung A: V — V linear.
v v
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Die Projektion auf die i-te Koordinate o : K™ — K ist linear.

(T1, @9, ..., xy) — Ty

Bemerkung 2.25. Fiir jeden Homomorphismus F' : V' — W gilt F(0y) = Oy und F(—v) =
—F(v). Allgemein ldsst sich induktiv iiber n > 1 zeigen, dass

Also F(Lin(X)) = Lin(F(X)), wobei F'(X) die Menge der Bilder der Vektoren aus X unter F’
1st.

Il e

die induzierte Abbildung
Fp: K — K™

X1 A
ary + -+ a1y
X2 X2
. = A = :
T, T, Am1T1 + -+ AmnTn

linear. Beachte, dass der Homomorphismus F4 von K" nach K™ geht!

Des Weiteren lasst sich jede lineare Abbildung F' : K® — K™ durch eine m x n-Matrix
darstellen: Sei A die Matrix mit Spalten F'(e;), wobei e; der i-te Vektor der kanonischen Basis
von K" ist. Dann ist F(e;) = Fa(e;) und somit gilt fiir jeden Vektor v = >""" | A;e;, dass

F(v) = Z NF(e;) = Z NiFale;) = FA(Z Aiei) = Fa(v).

Lemma 2.27. Gegeben einen Homomorphismus F : V. — W wund einen Unterraum Wy von
W, st
F'Wy)={veV | F()eW}

ein Unterraum von V. Des Weiteren ist fiir jeden Unterraum U von V' die Menge
FU) = {F(u)}uev
ein Unterraum von W mit dimg F(U) < dimg U (mit der Konvention oo < 00).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass F'~1 (W) ein Unterraum ist. Seien v; und vy aus F~1(W7) sowie
A und p Skalare aus K. Da F/(v1) und F(v9) im Unterraum W; liegen, ist auch

AF(vy) + pF(vy) = F(Avy + pwg)

in W;. Somit liegt der Vektor \vy + vy in F~H (W), wie gewiinscht.

Analog lasst sich wegen der Linearitéit von F' (und des Unterraums U) zeigen, dass F(U)
ein Unterraum von W ist. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Dimension von F'(U) durch die
Dimension von U nach oben beschrénkt ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist hierfiir U
endlich-dimensional. Sei By eine Basis von U, also U = Lin(By ). Wegen der obigen Bemerkung
ist F'(U) = Lin(F(By)) und somit die Menge F(By) ein Erzeugendensystem von F(U). Aus
dem Korollar folgt, dass dimg F'(U) < |F(By)| < |By| = dimg U, wie gewiinscht.

O
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Satz 2.28. Sei V' ein nicht-trivialer K- Vektorraum mit Basis B. Jede beliebige Abbildung f :
B — W induziert eine lineare Abbildung F' : V. — W, welche von f eindeutig bestimmt wird.

Insbesondere sind zwei lineare Abbildungen, welche auf den Basisvektoren dieselben Werte
annehmen, gleich.

Beweis. Sei f : B — W beliebig. Wir definieren den Homomorphismus F' folgendermaflen:
Jeder Vektor v lasst sich eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren schreiben:

v=> b,
beB
wobei fast alle \, = Ok, das heifit A, # Ok fiir nur endlich viele b’s aus B. Setze
F(v) = Z)\bf<b)'
beB

Wir miissen zeigen, dass F' linear ist: Gegeben Skalare p; und po, sowie Vektoren vy und wvs,
schreibe

vi= Y Ai)b fir i = 1,2.

beB
Die eindeutige Darstellung von pjv7 + povs als Linearkombination der Basisvektoren ist dann

pavn + pavy = > (A1) + 12 (2))b.
beB
Beachte, dass p1A(1), + p2A(2), = Ok auBer fiir endlich viele b’s. Ferner ist
F(mvy + pgvz) = Y (A1) + p2A(2)5) f(b) = i F(v1) + p2F(v2)
beB

und somit F' ein Homomorphismus.
Da die Abbildung F' durch die Werte F(b) = f(b) bestimmt ist, wird F' von f eindeutig
bestimmt. n

Bemerkung 2.29. Fiir jeden Unterraum U von V ist die Inklusionsabbildung

w: U — V
u — u

linear. Des Weiteren ist die Komposition G o F' : V' — W' linearer Abbildungen F' : V — W
und G : W — W’ wiederum linear. Insbesondere ist fiir jeden Homomorphismus F' : V — W
die Einschrinkung Fy auf den Unterraum U von V, definiert als

F[UI U — W
u — F(u)

linear, weil F'yy = F o 4y
Die Menge Homg (V, W) aller Homomorphismen F': V' — W ist ein K-Vektorraum beziiglich
der Summe linearer Abbildungen
F+G: 'V — w
v = F)+G)
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und der Skalarmultiplikation
AF Vo — W

v = AF(v)

Der Nullvektor in Homg (V, W) ist die Nullabbildung 0 (Siehe Beispiel [2.26)).
Der Dualraum zu V ist der K-Vektorraum Homg (V, K) und wird mit V* bezeichnet.

2.3 Isomorphismen und Quotienten

Definition 2.30. Ein Homomorphismus F' : V. — W ist ein Monomorphismus, schreibe F' :
V — W, falls F' als Abbildung injektiv ist. Der Homomorphismus F' ist ein Epimorphismus,
falls F' surjektiv ist.

Die Vektorrdaume V und W sind isomorph, schreibe V' ~ W falls es einen Isomorphismus
von V nach W gibt, das heifit, einen bijektiven Homomorphismus F' : V' — W. Ein Endo-
morphismus ist ein Homomorphismus F : V — V. Ein Automorphismus ist ein bijektiver
Endomorphismus.

Bemerkung 2.31. Aus dem Lemma folgt, dass der Kern
Ker(F) = F~'(0w)

des Homomorphismus F : V' — W sowie auch das Bild F(V'), Unterrdume von V' beziehungs-
weise von W sind.

Wenn W endlich-dimensional ist, bezeichen wir mit dem Rang Rg(F') von F' die Dimension
des Unterraums F(V).

Proposition 2.32. Folgende Aussagen sind fiir einen Homomorphismus F' : V' — W dquivalent:

(a) F ist ein Monomorphismus.
(b) Der Kern von F besteht nur aus dem Nullvektor.

(c¢) Fir jede Basis B von V ist die Einschrinkung f = F\p injektiv und die Menge F(B)
besteht aus linear unabhdngigen Vektoren.

Beweis. (a) = (b): Wenn F' ein Monomorphismus ist, dann ist der Kern trivial, denn wenn v
im Kern liegt, gilt
F(U) = OW = F(Ov)

und somit v = Oy,.

(b) = (c): Wir zeigen zuerst, dass f = Fp injektiv ist: Angenommen f(b;) = f(bq), ist
F(by — by) = Ow, also liegt by — by in Ker(F) = {0y} und somit folgt, dass by = by. Fiir die
lineare Unabhéngigkeit der Vektoren aus F'(B) nehmen wir an, dass

> NE(b) = 0w

fiir Skalare A\, aus K, wobei fiir alle bis auf endlich viele b’s aus B gilt, dass A\, = Ox (wenn die
Basis B unendlich ist). Insbesondere liegt der Vektor

U:Z)\bb
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in Ker(F) = {0y} und somit sind alle A\, = Ok, weil B eine linear unabhéngige Familie ist.

(¢) = (a): Wir nehmen F(v;) = F(vy) fiir zwei Vektoren v; und vy aus V' an und miissen
vy = v zeigen. Die Vektoren v, und vy aus V' lassen sich eindeutig als Linearkombination der
Basisvektoren aus B darstellen:

vi= Y Aipb firi=1,2,

beB

wobei (i), = 0 fiir alle bis auf endlich viele b’s, falls die Basis B unendlich ist.
Insbesondere liegt

STAE®D) = Fon) = Flu) = 3 A@WF()

beB beB

im Unterraum Lin(F(B)) von W. Der Unterraum Lin(F'(B)) hat als Erzeugendensystem die
Familie der Vektoren aus F'(B), welche nach unserer Annahme linear unabhéngig ist. Die Menge
F(B) ist also eine Basis von Lin(F(B)) und somit muss A(1), = A(2), fiir alle b’s aus B. Das
heifit, dass wegen der Eindeutigkeit der Darstellung die beiden Vektoren v; und v, gleich sind.
Die Abbildung F' ist somit injektiv, wie gewiinscht. O

Proposition 2.33. Folgende Aussagen sind fiir einen Homomorphismus F' : V. — W dquivalent:
(a) F ist ein Epimorphismus.

(b) Fir jede Basis B von V ist die Menge F(B) ein Erzeugendensystem.

Ferner, wenn W endlich-dimensional ist, sind obige Aussagen dquivalent zu:

(¢) Der Rang Rg(F') ist genau dimg W.

Beweis. (a) = (b): Wenn F surjektiv und B eine Basis von V ist, liefert die Gleichung
W = F(V) = F(Lin(B)) 22 Lin(F(B)),

dass F'(B) ein Erzeugendensystem ist.

(b) = (a): Waihle eine Basis B von V. Aufgrund unserer Annahme ist F'(B) ein Erzeugen-
densystem von W. Aus der Bemerkung folgt, dass W = Lin(F(B)) = F(Lin(B)) = F(V)
und somit ist F' surjektiv.

Wir nehmen nun an, dass W endlich-dimensional ist. Wenn F' surjektiv ist, dann haben wir
F(V) =W und somit Rg(F) = dimg F(V') = dimg W. Dies zeigt die Richtung (a) = (¢).
Die andere Richtung (¢) = (a) folgt unmittelbar aus der Proposition [2.15] O

Satz 2.34. Gegeben einen Homomorphismus F 'V — W mit dimg V' < oo, ist
dimg V' = dimg Ker(F) + Rg(F).

Insbesondere ist ein Endomorphismus bijektiv, sobald er injektiv oder surjektiv ist.

30



Beweis. Mit Hilfe der Proposition [2.21] schreibe V = Ker(F) & Vi, wobei V; ein Komple-
mentarraum von Ker(F') in V' ist. Da Ker(F') und V; transversal liegen, folgt

dimg V' = dimg Ker(F') + dimg V3

aus dem Satz 2.16

Wir zeigen zuerst, dass die Einschrénkung F';y; ein Monomorphismus ist: Hierfiir miissen
wir wegen der Proposition nur den Kern der Einschrdnkung F';y;, betrachten. Wenn der
Vektor v aus V; in Ker(Fy,) liegt, dann ist F(v) = Oy und somit liegt v in Ker(F'). Da
Vi und Ker(F') transversal liegen, folgt v = Oy. Also ist die lineare Abbildung F'y, injektiv.
Insbesondere ist F'y; (B;) linear unabhéngig fiir jede Basis By von Vi. Weil F'y; den Raum Vj
surjektiv auf F'(V;) abbildet, folgt aus der Proposition [2.33] dass

dimg F(V)) = |F(B))| = |By| = dimg V}.

Es geniigt also dimg Vi = Rg(F') = dimg F(V') zu zeigen. Sei w ein Element aus F'(V') und
schreibe w = F(v) fiir ein v aus V. Weil V' die direkte Summe von Ker(F') und V] ist, ldsst
sich v eindeutig als v = u + ¢/, mit u aus Ker(F) und v’ aus Vj, schreiben. Insbesondere ist
F(u) = Oy und somit liegt w = F(v) = F(u) + F(v') = F(v') in F(V}). Das bedeutet, dass
F(V) = F(V;) und es folgt Rg(F) = dimg F(V) = dimg F(V}) = dimg V;, wie gewiinscht.

Fiir die letzte Behauptung geniigt es in der obigen Gleichung festzustellen, dass die Gleich-
heit dimg V' = Rg(F’) genau dann gilt, wenn dimg Ker(F') = 0. O

Korollar 2.35. Folgende Aussagen sind fiir einen Homomorphismus F : V — W dquivalent:
(a) F ist ein Isomorphismus.

(b) Flir jede Basis B von V ist die Einschrinkung f = F\p injektiv und die Menge F(B) eine
Basis von W.

Ferner, wenn V' und W endlich-dimensional sind, so sind obige Aussagen dquivalent zu:
(¢) dimg V = Rg(F') = dimg W.

Insbesondere sind zwei endlich-dimensionale Vektorrdume genau dann isomorph, wenn sie
dieselbe Dimension haben.

Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt direkt aus den Propositionen und
2.33l Wenn V und W endlich-dimensional sind, folgt die dritte Aquivalenz aus der Proposition
2.33] und aus dem Satz 2.34 O

Korollar 2.36. Jeder K-Vektorraum V' der Dimension n ist zu K" isomorph.

Beachte allerdings, dass der obige Isomorphismus von der Wahl einer Basis abhingt. Insbe-
sondere ist er nicht kanonisch.

Korollar 2.37. Ein Homomorphismus F : V — W st genau dann ein Isomorphismus, wenn
es einen Homomorphismus G : W — V' gibt mit

GOF:IdV undFoG:IdW

31



Beweis. Eine Richtung folgt sofort aus dem Beispiel Wir nehmen nun an, dass I ein
Isomorphismus und B eine Basis des K-Vektorraumes V' ist. Aus dem Korollar folgt, dass
f = Fp eine Bijektion zwischen B und der Basis F'(B) von W definiert. Sei g : F'(B) — B die
eindeutige Abbildung mit

gof=1Idg und fog=Idpep.
Wegen des Satzes [2.28 induziert ¢ eine lineare Abbildung G : W — V und die Eindeutig-

keit im Satz bedeutet, dass G o F' = Idy, weil die Abbildung auf B die Identitét ist.
Dementsprechend ist F' o G = Idy, wie gewiinscht. O

Bemerkung 2.38. Weil die Komposition zweier bijektiver Abbildungen wiederum bijektiv
ist und Linearitdt unter Komposition erhalten bleibt, folgt, dass Isomorphie ~ zwischen K-
Vektorrdumen eine Aquivalenzrelation (siche Definition im Appendix [B)) liefert:

o V ~V.
o VoW =—W=>V.
o U~V undV W =U=~W.

Die lineare Gruppe GL(V') eines K-Vektorraumes ist die Menge aller Automorphismen F': V' —
V. Die Menge GL(V') bildet eine Gruppe beziiglich der Komposition.

Aufgabe. Auf der Menge End(V') aller Endomorphismen F' : V' — V betrachte die Summe
linearer Abbildungen (siche Bemerkung [2.29) und die Komposition als Produkt. Zeige, dass
End(V') mit diesen Operationen einen Ring mit Eins bildet. Ist dieser Ring kommutativ?

Bemerkung 2.39. Wir haben in der Proposition gesehen, dass jeder Unterraum U des
K-Vektorraumes V' einen Komplementarraum W besitzt. Insbesondere ist V= U & W. Es
kann verschiedene Komplementarraume geben, jedoch sind je zwei zu U komplementére Raume
kanonisch isomorph: Wir nehmen an, dass V =U @ W = U @& W’ und wollen W ~ W' zeigen
(ohne Dimensionsrechnungen!). Gegeben w in W C V' = U@W’ stelle w eindeutig als w = u+w’
dar, mit u aus U und w’ aus W’. Die Abbildung

F: w —= W

w = w

ist wohldefiniert, weil die Darstellung w = u + w’ eindeutig ist, das heifit, der Vektor F'(w) ist
das einzige Element von W’ mit w — F(w) in U. Es lisst sich leicht zeigen, dass F' linear ist,
da U, W und W’ Unterrdume sind.

Aus der letzten Bemerkung folgt, dass die Abbildung F' bijektiv ist mit inverser Abbildung

G: W —= W
w o= w

wobei G(w') das einzige Element von W ist mit w’ — G(w’) in U. Alternativ kénnten wir die
Bijektivitdt von F' leicht zeigen, indem wenn wir Ker(F') und F (W) beschreiben.

Der Grund, warum alle Komplementarraume zueinander isomorph sind, liegt darin, dass
jeder (und daher alle) Komplementérraum zum Quotientenraum isomorph ist, welchen wir nun
am Ende dieses Abschnittes einfiihren.
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Bemerkung 2.40. Gegeben einen Unterraum U eines K-Vektorraumes V, definiert die Relation
vt = v—1v el
eine Aquivalenzrelation auf V/ (siche Appendix . In der Tat:
e Es gilt v ~y v, weil v —v =0y in U liegt.
e Wenn v ~y v/, so ist v/ ~y v, denn v' — v = —(v — v') liegt auch in U.

e Wenn v ~y v und v ~y w, so ist v ~y w, denn v — w = (v — V') + (v — w) liegt im
Unterraum U, wenn (v — ¢') und (v" — w) aus U kommen.

Die Aquivalenzklasse von v modulo der Aquivalenzrelation ~¢ heiBt Nebenklasse von v modulo
U und wird mit v + U bezeichnet. Des Weiteren heifit die Menge aller Nebenklassen

V/U = {v+ Ublyey

der Quotientenraum von V nach U.
Beachte, dass jedes Element v aus U in der Nebenklasse 0y + U liegt.

Proposition 2.41. Der Quotientenraum V/U ist ein K-Vektorraum und die kanonische Pro-
jektion
w: V. — V/U
v o= v+U

ist ein Epimorphismus mit Ker(m) = U.
Beweis. Analog zu der Bemerkung ist leicht zu zeigen, dass die Abbildungen

VxV — V/U
(Ul, UQ) — (Ul + UQ) +U
und
vV - VU
v o= (\W)+U
kompatibel mit der Aquivalenzrelation ~; von der Bemerkung sind. Aus dem Lemma
folgt, dass V/U ein K-Vektorraum mit der Nebenklasse 0 + U als neutrales Element ist.

Die Linearitdt der Projektion 7y folgt trivial aus der Definition der Vektorraumstruktur
auf V/U. Klarerweise ist 7y surjektiv, weil V/U aus Aquivalenzklassen von Elementen aus V'
besteht.

Wir zeigen nun, dass der Kern von 7y gerade der Unterraum U ist: FEine Richtung ist trivial,
weil u+ U = Oy + U. Angenommen, dass v in Ker(7) liegt, so ist my(v) = v+ U = 0y + U, das
heilt, das Element v = v — 0y liegt in U, wie gewiinscht. O

Aus dem Satz folgt sofort folgendes Resultat.

Korollar 2.42. Wenn V' endlich-dimensional ist, so st
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Korollar 2.43. Jeder zu U komplementire Raum W ist zu V/U isomorph.
Wenn V' endlich-dimensional ist, so gilt

dimK V = dimK U+ dimK w.

Beweis. Wegen U N W = {0y} ist die Einschrénkung 7y 1w der kanonischen Projektion 7y :
V — V/U auf W injektiv. Wir miissen nur noch zeigen, dass 7y 1w surjektiv ist: Gegeben eine
Nebenklasse v + U, mit v aus V, schreibe v = u + w mit w aus U und w aus W. Insbesondere
ist v ~w, weil v —w = w in U liegt. Also myw(w) = my(w) =w+ U = v+ U, wie gewiinscht.

Die letzte Gleichung folgt sofort aus dem Korollar [2.35 O

Definition 2.44. Die Kodimension eines Unterraumes des endlich-dimensionalen K-Vektorraumes
V ist dimg (V) — dimg (U). Die Kodimension von U in V' entspricht der Dimension des Quoti-
entenraumes V/U.

Satz 2.45. Fir jeden K-Vektorraum Homomorphismus F : V — W und jeden Unterraum U
von V_mit U C Ker(F), gibt es eine eindeutige von F induzierte Abbildung F': V/U — W so,
dass F oy = F, das heifit, das Diagramm

1% £ s W
/;1
R 0 /’/H'F
V/U

kommutiert (wir kennzeichnen dies mit dem Zeichen [J). Ferner gilt F(V) = F(V/U) und so
ist ' genau dann surjektiv, wenn F es ist.
Des Weiteren ist ' genau dann injektiv, wenn U = Ker(F).

Beweis. Die Abbildung F ist klarerweise kompatibel mit der Aquivalenzrelation ~¢ des Quo-
tientenraumes V/U: Wenn vy ~p v9, so liegt v; — vy in U. Insbesondere ist

F(Ul) = F(Ug -+ (’Ul — Ug)) = F('UQ) + F(’Ul - UQ) = F('UQ) -+ OW = F('UQ),
weil U C Ker(F). Aus dem Lemma folgt die Existenz der Abbildung
F: VU — W
v+U — F(v)

Insbesondere gilt F ony = F und der Bildbereich von F ist gleich dem Bildbereich von F, weil
my surjektiv ist. N

Wir zeigen zuerst, dass F' linear ist: Gegeben A und p in K sowie Nebenklassen vy + U und
Vg + U, gllt

F()\(Ul + U) + ,lL(’UQ + U)) = F(()\Ul + [LUQ) + U) = F()\'Ul + ,LLUQ) =
= \F(v1) + uF(vy) = \F(vy + U) + uF (vy + U).

Ferner ist die Eindeutigkeit des Homomorphismus F offensichtlich: Angenommen F; erfiillt,
dass F'y oy = F', dann ist

Fi(v+U)=Fiomy(v) =F()=Fv+U),
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fiir alle Nebenklassen v + U aus V/U, und somit F' = F|, wie gewiinscht.

Wir nehmen nun U = Ker(F) an und zeigen, dass F injektiv ist: Wegen der Proposition
- miissen wir nur zeigen, dass Ker(F') = {0y + U}. Wenn die Nebenklasse v + U in Ker(F)
liegt, ist F((v+U) = F(v) = Oy Also liegt v in Ker(F) = U und somit ist v + U = Oy + U. Die
andere Richtung, dass U = Ker(F") aus der Injektivitéit von F' folgt, lasst sich analog zeigen. [J

Da jeder Homomorphismus eine Surjektion auf seinem Bildbereich induziert, folgt folgender
Satz:

Korollar 2.46. (Noctherscher Isomorphiesatz) Jeder Homomorphimus F 'V — W induziert
einen Isomorphimus F : V/Ker(F) — F(V).
Insbesondere gilt

dimg V' = dimg Ker(F') + Rg(F),

wenn V' endlich-dimensional ist.

2.4 Matrizen und Morphismen

Sei K ein Korper. In diesem Abschnitt sind alle K-Vektorrdume endlich-dimensional.

Bemerkung 2.47. Wenn V ein K-Vektorraum der Dimension n ist, bestimmt wegen des Sat-
zes jede Wahl einer Basis {vy,...,v,} von V einen (nicht-kanonischen) Isomorphismus
¢ : K" — V, welcher eindeutig durch ¢(e;) = v; gegeben wird, wobei {ey, ..., e,} die kano-
nische Basis von K" ist. Analog gibt es zu einem m-dimensionalen K-Vektorraum W einen
Isomorphismus ¢ : K™ — W beziiglich der kanonischen Basis {e},... e/ } von K" und der
Basis {wy, ..., w,} von W.
Gegeben eine lineare Abbildung F' : V' — W sowie Basen {vy, ..., v,} von V und {wy, ..., w,}

von W, betrachte nun folgendes kommutative Diagram:

1% £ y W
v 0 "
K — o0, gm

Aus dem Beispiel folgt, dass die lineare Abbildung ¥~ o F o ¢ : K* — K™ durch eine
m x n-Matrix A = (a;;) gegeben wird, also ¢! o Flop = Fy mit Fu(e;) = Ae; = Z;n:1 aji€}.
Beachte, dass ¥ o Fiy = F o und dass die i-te Spalte der Matrix A genau das Produkt Ae; ist.

Gegeben nun einen Vektor v aus V, dessen Koordinaten beziiglich der Basis {v,...,v,}
durch das Tupel (A1,...,\,) gegeben sind, gilt

= F(Z i) = Z NF(v;) = Z Ai(F o)) = Z Xi(Yh o Fale;)) =
= ZA1¢<ZGJ2 Z)\ Z&ﬂw Z)\Z(Zaﬂwj) = Z (ZCL]Z)\Z)U}J
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Insbesondere sind die Koordinaten des Bildvektors F'(v) beziiglich der Basis {wy, ..., w,,} von
W gegeben durch das Tupel

m m
( E aridi -« - ami)\z‘),
i=1 i=1

oder in symbolischer Notation

aiq
F(v;) = (wy, ..., wy) : ,

Ay

wobei dies ein Produkt zweier Matrizen ist (siehe Beispiel [1.16]).

Definition 2.48. Gegeben eine lineare Abbildung F' : V' — W, ist die obige Matrix A die
Darstellungsmatriz von F beziiglich der Basen {v1,...,v,} von V und {wy, ..., w,} von W.

Definition 2.49. Der Zeilenraum einer m x n-Matrix A = (a;;) ist der von den Zeilenvektoren
a; = (a;,...,a;) erzeugte Unterraum von K". Der Zeilenrang der Matrix A ist die Dimen-
sion des Zeilenraumes. Analog definieren wir den Spaltenrang als die Dimension des von den
Spaltenvektoren

erzeugten Spaltenraums.

Bemerkung 2.50. Der Zeilenrang einer Matrix A in Zeilenstufenform (siehe Definition
entspricht gerade dem Rang der Matrix A, das heifit, der Anzahl der Stufen: Es ist offensichtlich,
dass die Pivotzeilenvektoren eine Basis des Zeilenraumes bilden, weil sich die Nullvektoren
trivialerweise als Linearkombination schreiben lassen. Ferner sind die Pivotzeilenvektoren linear
unabhéngig, weil die Pivots an verschiedenen Stellen liegen.

Mit Hilfe des Isomorphismus v folgt sofort, dass die Vektoren F'(v;), ..., F(v;) genau dann
linear unabhéngig sind, wenn die Spaltenvektoren a', ..., a* linear unabhingig sind, denn a’ =
A-e; = Fale;) = Y Y (F(v;)). Aus dem Basisauswahlsatz schlieen wir, dass der Rang der
linearen Abbildung F' gleich dem Spaltenrang der Darstellungsmatrix ist.

Wir werden im Satz sehen, dass der Spaltenrang der Matrix gleich dem Zeilenrang ist.
Weil der Zeilenraum bei Zeilenumformungen erhalten bleibt, das heifit, unter solchen Umfor-
mungen invariant ist, enspricht wiederum der Zeilenrang dem Rang (das heift, der Anzahl von
Stufen) jeder Umformung der Darstellungsmatrix in Zeilenstufenform.

Beispiel 2.51. Analog zu den Zeilenumformungen in der Definition kénnen wir die Spal-
tenumformungen Vertauschung, Multiplikation und Addition (von Spaltenvektoren) definieren.
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Es ist offensichtlich, dass der Spaltenraum (und somit der Spaltenrang) unter Spaltenumfor-
mungen invariant ist. Allerdings bleibt der Zeilenraum unter Spaltenumformungen nicht immer

erhalten, z. B. lasst sich die 2 x 2-Matrix
10
0 0

durch Spaltenvertauschung zu folgender Matrix

01

00
umformen. Jedoch hat sich der Zeilenraum geéndert (wir werden im Folgenden sehen, dass der
Zeilenrang erhalten bleibt).

Satz 2.52. Der Zeilenrang bleibt unter Spaltenumformungen erhalten. Der Spaltenrang bleibt
unter Zeilenumformungen erhalten.
Insbesondere stimmen Zeilenrang und Spaltenrang einer Matriz iberein (und wir bezeichnen

ihn nur als den Rang Rg(A) von A).

Beweis. Weil sich beide Behauptung dhnlich beweisen lassen, werden wir nur zeigen, dass der
Zeilenrang unter Spaltenumformungen erhalten bleibt. Hierfiir reicht es eine einzige beliebige
Spaltenumformung zu betrachten. Weiter geniigt es die Operationen Spaltenmultiplikation
und Spaltenaddition zu betrachten, da sich jede Spaltenvertauschung als Komposition von
Spaltenmultiplikation und -addition schreiben ldsst (siche das Diagramm nach der Definition
[L.4). Sei nun A = (a;;) eine m x n-Matrix und B = (b;;) die durch die Spaltenumformung
entstandene Matrix. Im Folgenden bezeichnen wir mit a;, bzw. b;, den i-ten Zeilenvektor der
Matrix A, bzw. B.

Spaltenmultiplikation: Wir nehmen an, dass die Matrix B aus A entsteht durch Multiplika-
tion der k-ten Spalte mit dem Skalar p # Ok, also

Qij, falls ] 7é k
bij = L
pag, fir j =k

Gegeben nun Skalare Ay, ..., A, aus K, gilt:
Z)\Zal:O <~ Z)\Za”:()furallelgjgn
i=1 i=1

7&0 m m
g Z )\iaij =0 furj 7é k und Z()‘l : ,u)a,k, =0
i=1 i=1
=1
i=1

Somit bleibt der Zeilenrang in diesem Fall erhalten, wie gewiinscht.
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Spaltenaddition: Wir nehmen nun an, dass die Matrix B aus A entsteht durch Addition des
p-Fachen der f-ten Spalte zur k-ten Spalte (mit & # /), also

b )i falls j # k
' ag, + pag, fir j =k

Gegeben nun Skalare \q,..., \,, aus K, gilt:

Nia; =0 <= > Na;;=0firallel <j<n
i=1 i=1

< Y Na;; =0fir j #kund Y N(aig + payg) =0
i=1 i=1
i=1
i=1

und somit bleibt der Zeilenrang auch in diesem Fall erhalten. O]

Korollar 2.53. Gegeben eine lineare Abbildung F' : V. — W mit Darstellungsmatriz A beziiglich
der Basen {vy,...,v,} von V und {wy,... ,wy,} von W, ist der Rang von F gleich dem Zei-
lenrang, bzw. dem Spaltenrang, der Matriz A.

Korollar 2.54. (Gauf-Jordan-Eliminationsmethode) Jede Matriz iber dem Kérper K lisst
sich durch Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen in Hermitische Normalform bringen,
das heifst, in die Form:

ciy o+ 0
*
0 - ¢
0 --- 0
0
0 --- 0

wobei r der Rang der Matrix ist, die Elemente c; nicht Null sind, und die Zeichen *, bzw. 0, fiir
eine beliebige Matrix, bzw. die Nullmatriz, in der entsprechenden Grife stehen. Wir kénnen
sogar annehmen, dass c¢;; = 1g, fir1 <i <r.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir mit Hilfe der Gauf-Eliminations-
methode annehmen, dass die Matrix A in Zeilenstufenform mit Pivots a1y, ..., apj( ist.
Durch sukzessive Anwendungen der Zeilenoperation Addition kénnen wir die Matrix so um-
formen, dass alle Eintrége in der j(i)-ten Spalte oberhalb des Pivotes a;;;) Null sind. Es geniigt
jetzt die erste mit der j(1)-ten Spalte, sowie die zweite mit der j(2)-ten Spalte usw. zu vertau-
schen, um die Matrix in Hermitische Normalform zu bringen. Mit Hilfe der Multiplikation
kénnen wir annehmen, dass alle Pivots gleich 1k sind. O

Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt nun folgendes Resultat.

38



Korollar 2.55. Sei A eine m x n-Matriz iber K und Sy die Lisungsmenge in K™ des homo-
genen Gleichungssystems Ax = 0.
Die Menge Sy ist ein Unterraum von K" mat

Beweis. Beachte, dass ein Vektor v aus K" genau dann in Sy liegt, wenn F4(v) = 0, das heifit,
wenn v im Kern von Fy ist. Aus der Bemerkung folgt, dass Rg(Fa) = Rg(A). O

2.5 Basiswechsel

In der Bemerkung haben wir gesehen, dass es eine Korrespondenz zwischen linearen Abbil-
dungen F': V — W der endlich-dimensionalen K-Vektorrdume V' und W, und m x n-Matrizen,
mit m = dimg W und n = dimg V' gibt, in dem wir Basen {vy,...,v,} von V und {wy, ..., w,}
von W auswéhlen. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass diese Korrespondenz mit der
Verkniipfung linearer Abbildungen einerseits und mit der Matrixmultiplikation (siehe Beispiel
andererseits kompatibel ist.

Proposition 2.56. Seien U, V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit gewdhlten
Basen {uy,...,un} von U, sowie {vy,...,v,} von V und {ws,...,we} von W. Gegeben zwei
lineare Abbildungen F :V — U und G : U — W mit Darstellungsmatriz A fiir F beziiglich der
Basen {v1,...,v,} von' V und {uq, ..., uy} von U, sowie Darstellungsmatriz B fiir G beziiglich
der Basen {uy, ..., Uy} von U und {wy,...,w;} von W, ist die Darstellungsmatriz der linearen
Abbildung Go F : V. — W beziiglich der Basen {vy,...,v,} von V und {wy, ..., we} von W die
Produktmatriz B - A.

Beachte, dass B- A als Produkt der £ x m-Matrix B und der m xn-Matrix A eine £ x n-Matrix
ist.

Beweis. Schreibe A = (a;;) und B = (b;), sowie B - A = (ey;) mit

Ckj = E briij-

1<i<m

Die Darstellungsmatrix wird eindeutig bestimmt, wenn wir die Koordinaten jedes Bildvektors
beziiglich der entsprechenden Basis berechnen. Also miissen wir nur zeigen, dass Go F'(v;) durch
die Matrix B - A in der Basis {wy, ..., w;} gegeben wird. Nun ist

Go F(Uj) = G(F(U])) == G( Z aijui) = Z CLZJG(UZ) = Z al-j( Z bkzwk) =

1<i<m 1<i<m 1<i<m 1<k<e
= E E aijbkiwk = E ( E bkiaij)wk = E €L W
1<i<m 1<k</ 1<k<e 1<i<m 1<k<e

und somit hat G o F' die Darstellungsmatrix B - A beziiglich der Basen {vy,...,v,} von V und
{wy,...,we} von W, wie gewiinscht. ]

Korollar 2.57. Fir A in M,x,(K) und B in Myxm(K) ist Fgo Fy = Fp.4.
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Korollar 2.58. Das Matrizprodukt definiert auf der Menge der quadratischen Matrizen M, x,,(K)
der Grifle n ein nicht-kommutatives Monoid (Definition , dessen neutrales Element die
n X n-Einheitsmatrix

100 --- 0
010 -0
Id,, = oo0o1--0 n Zeilen
000 --- 1
ist. n S};glten

Definition 2.59. Eine Matrix A in M,,«,,(K) ist reguldr (oder invertierbar), falls A ein mul-
tiplikatives Inverses in M, (K) besitzt, das heifit, falls es eine Matrix B gibt, mit

A-B=1d,=B"-A.

In diesem Fall wird die obige Matrix B von A eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen die inverse
Matrix von A mit A1,
Eine n x n-Matrix A, welche nicht regular ist, heifit singuldr.

Das Produkt invertierbarer Matrizen ist wiederum invertierbar. Insbesondere haben wir
folgendes Korollar:

Korollar 2.60. Die Teilmenge aller requldrer Matrizen aus M, (K) bildet eine nicht-kommu-
tative Gruppe, genannt die lineare Gruppe GL,(K) (vom Grad n).

Weil der einzige Isorphismus auf K™ mit Darstellungsmatrix Id,, die Identitdtsabbildung
Idgn ist, bekommen wir folgendes Resultét:

Korollar 2.61. Die Abbildung

¢: GL,(K) — GL(K")
A — Fy

ist ein Gruppenhomomorphismus, wobei GL(K™) die lineare Gruppe des K-Vektorraumes K"

ist (siehe Bemerkung[2.38).
Insbesondere ist wegen des Korollars und der Bemerkung eine n X n-Matrix genau

dann requldr, wenn thr Rang n ist.

Definition 2.62. Seien B = {vy,...,v,} und B" = {v],..., v} Basen des n-dimensionalen
K-Vektorraumes V. Die Ubergangsmatriz S von B’ nach B ist die Darstellungsmatrix in
M (K) der Identitétsabbildung Idy, welche offensichtlich linear ist, beziiglich der Basen
B’ (vom Vektorraum V' als Definitionsbereich) und B (vom Vektorraum V' als Bildbereich).
Die Ubergangsmatrix S = (s;;) ist durch die Koordinaten

'Ué = Z Sjivj fur alle 1 S 7 S n
1<j<n

eindeutig bestimmt.
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Bemerkung 2.63. Die Ubergangsmatrix S von B’ nach B ist regulir und Inverse S~! ent-
spricht der Ubergangsmatrix von B nach B’: Sei T' die Ubergangsmatrix von B nach B’. Es
geniigt zu zeigen, dass S -7 = T - S = 1Id,. Aus der Proposition folgt, dass T - S die
Darstellungsmatrix der Identitétsabbildung beziiglich der Basis B’ (sowohl im Definitions- als
im Bildbereich), welche die Einheitsmatrix ist. Analog ist S - T = Id,,.

Mit Hilfe der Ubergangsmatrix konnen wir leicht die Koordinaten eines beliebigen Vektors
v beziiglich der Basis B aus den Koordinaten von v beziiglich B’ berechnen:

mit

=51 |, wobei wv= Z Ay,
A, s 1<i<n
wegen der Bemerkung

Korollar 2.64. Seien V und W endlich-dimensionale K- Vektorriaume und B = {vy,...,v,}
und B = {v},...,v,} ausgewdhite Basen von' V', sowie C' = {wy, ..., wy} und C" = {w},...,wl,}
ausgewdhlte Basen von W . Sei S die Ubergangsmatriz von B' nach B inV und T die Ubergangs-
matriz von C' nach C in W.

Wenn die lineare Abbildung F : V' — W beziiglich der Basen B von V und C von W
die Darstellungsmatriz A besitzt, hat F beziiglich der Basen B’ von V' und C' von W die
Darstellungsmatriz

T AS.

Beweis. Die Identitdtsabbildung G auf V' hat Darstellungsmatrix S beziiglich der Basis B’ (im
Definitionsbereich) und der Basis B (im Bildbereich). Aus der Bemerkung hat die Iden-
titétsabbildung H auf W Darstellungsmatrix 7! beziiglich der Basis C' (im Definitionsbereich)
und der Basis C” (im Bildbereich).

Beachte, dass die Abbildung H o F o G : V. — W genau die Abbildung F' ist. Aus der
Proposition folgt nun, dass die entsprechende Darstellungsmatrix beziiglich der Basen B’
von V und €’ von W das Produkt T—'AS ist, wie gewiinscht. O

Definition 2.65. Zwei Matrizen A und A’ in M, (K) sind dquivalent, falls es regulidre Ma-
trizen S in My, (K) und T in M,,5,,(K) derart gibt, dass A’=T"1-A-S.

Bemerkung 2.66. Der obige Begriff bestimmt eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge
Misen (K.
Eine Matrix A in M,,»,(K) hat genau dann Rang r, wenn A zur folgenden Matrix

(43

dquivalent ist, wobei 0 die Nullmatrix in der passenden Gréfle bezeichnet: Eine Richtung ist klar,
da dquivalente Matrizen denselben Rang haben, weil sie dieselbe lineare Abbildung K" — K"
bestimmen (beziiglich verschiedener Basen!). Wir nehmen also an, dass A Rang r hat und
Fy : K" — K™ die von A bestimmte lineare Abbildung ist, sodass A die Darstellungsmatrix von

41



F4 beziiglich der kanonischen Basen von K" und von K™ ist. Beachte, dass r = Rg(F4) = Rg(A)
aus der Bemerkung Wegen des Korollars [2.64] miissen wir nur zeigen, dass es Basen B
von K" und C von K™ so gibt, dass die Darstellungsmatrix von F4 beziiglich B; und C; die
Form H, hat, mit r = Rg(F}a).

Wir beweisen allgemein folgende Behauptung, welche den gewiinschten Beweis liefert.

Behauptung. Sei F' : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorraumen. Es gibt Basen By von V und Cy von W derart, dass die Darstellungsmatrixz von
F' beziiglich der Basen By und C die Form

- ()

Beweis der Behauptung. Sei U ein Komplementéirraum zu Ker(F') in V| siehe die Proposition
2.21} Aus dem Korollar folgt, dass dimg U = dimg V' — dimg Ker(F') = Rg(F') = r, wegen
des Noetherschen Isomorphiesatzes [2.46]

besitzt, wober v der Rang von F' ist.

Wihle eine Basis {vy,...,v,.} von U und eine Basis {v,11,...,v,} von Ker(F). Wegen des
Korollars bildet By = {v1,...,v,} eine Basis von V. Die Einschrankung F'; ist klarerweise
injektiv und somit sind die Bilder F'(vy),..., F(vx) der Basisvektoren von U linear unabhéngig

in W, wegen der Proposition Mit Hilfe des Basisergdnzungssatzes finden wir eine
Basis C; von W, welche die Teilmenge {F(vy),..., F(vx)} ergénzt. Ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit ist

Cr={F(v1),..., F(vg), Wgy1,- -, Wn}

Klarerweise hat die Darstellungsmatrix von F' beziiglich B; und C die obige Form H,, mit
r = Rg(F), weil

IkF(v;) + > 0xF(v;) + >, Ogwp, fir 1 <i<k
B 1<5<k k+1<h<n
F(v;) = G

0, sonst

|:|Beh4

Insbesondere sind zwei Matrizen in M,,«,(K) genau dann dquivalent, wenn sie denselben
Rang besitzen, weil die obige Aquivalenzrelation transitiv und symmetrisch ist.

Analog zur Definition koénnen wir folgende Aquivalenzrelation definieren: Zwei quadra-
tische Matrizen A und A’ in M., (K) sind @hnlich, wenn es eine reguldre Matrix S in M, (K)
mit A’ = S~'- A. S gibt. Eine Charakterisierung jeder Aquivalenzklasse beziiglich Ahnlichkeit
ist wesentlich komplizierter und wird uns in der néchsten Vorlesung Lineare Algebra II zur
Jordanschen Normalform fiithren.
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Kapitel 3

Determinanten

Im folgenden sei K ein Koérper.

3.1 Elementarmatrizen

In diesem Abschnitt werden wir eine explizite Methode angeben, um die Inverse einer regulidren
Matrix iiber K zu berechnen. Insbesondere wird folgen, dass die Gruppe GL,(K) von den
Elementarmatrizen erzeugt wird.

Definition 3.1. Gegeben eine natiirliche Zahl n > 1 und Indizes 1 < 7, j < n, definiere folgende
quadratische n x n-Matrix E;;: Der Eintrag an der (i, j)-Stelle von E;; ist 1x und alle anderen
Eintrége sind Og. Das heifit, fir die Matrix E;; = (ay,) ist

a _ 0K7 ﬁiI‘ (k7£> 7£ (7’7]>
M) 1k, fiir (K, 0) = (4, 5)

Eine quadratische Matrix ist elementar, falls sie zu einem der drei folgenden Féllen gehort

(siche Definition [I.4):

Vertauschung Die Matrix V;; entsteht aus der Einheitsmatrix Id, durch Vertauschung der
i-ten und j-ten Zeile

Vy=1d,—E; —E;, + B + E;;.

Multiplikation Die Matrix M;(\) entsteht aus der Einheitsmatrix Id,, durch Multiplikation
der i-ten Zeile mit dem Skalar A # Ok

M;(\) =1Id, + (A — 1) - Eg.

Addition Fiir i # j entsteht die Matrix S;;(4) aus der Einheitsmatrix Id,, durch Addition des
pu-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile
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Bemerkung 3.2. Alle elementare Matrizen sind regulér:

Vit = V(= Vi)
Mi()\)_l = MZ()\—I)
St = Sy(—n)

Sei nun B eine beliebige quadratische n x n-Matrix. Gegeben eine Elementarmatrix A, ist
die Matrix A - B die quadratische Matrix, welche aus B durch Anwendung der entsprechenden
Zeilenumformung in Definition entsteht. Des Weiteren gilt fiir die Matrix B - A:

Vertauschung Falls A = V;; entsteht die Matrix B - A aus B durch Vertauschung der i-ten
und j-ten Spalte.

Multiplikation Falls A = M;(\) entsteht die Matrix B - A aus B durch Multiplikation der
i-ten Spalten mit .

Addition Falls A = §;;(p) entsteht die Matrix B - A durch Addition des p-fachen der i-ten
Spalte zur j-ten Spalte (Achtung auf die Reihenfolge!)

Satz 3.3. Eine quadratische Matriz A in M«,(K) ist genau dann regulir, wenn sie durch
endlich viele Zeilenumformungen in die Finheitsmatriz 1d,, tberfiihren werden kann. Wenn A
requldr ist, entsteht die Matriz A~' aus Id,, durch Anwendung genau dieser Zeilenumformungen.

Insbesondere wird die Gruppe GL,(K) durch die Elementarmatrizen erzeugt, das heifst, jede
requldre Matrix ldsst sich als endliches Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

Beweis. Aus dem Korollar folgt, dass A genau dann regulér ist, wenn sie Rang n hat.
Die Gauf-Eliminationsmethode und liefert, dass A genau dann Rang n hat, wenn es
Elementarmatrizen B, ..., B, derart gibt, dass B,,--- By - A = 1d,,.

Ferner ist GL,(K) nach Korollar eine Gruppe und somit ist die Inverse A~" durch die
Gleichung X - A = Id,, eindeutig bestimmt, wegen des Lemmas [I.22] Weil Elementarmatrizen
reguldr sind, ist insbesondere A=t gleich B,,--- By = B,, - -- B - Id,,, wie gewiinscht. O]

Bemerkung 3.4. Der obige Satz lasst sich leicht als Verfahren implementieren, um zu bestim-
men, ob eine gegebene Matrix regulédr ist und gegebenenfalls die Inverse Matrix zu gewinnen.

Wir erklaren das Verfahren anhand eines konkreten Beispiels: Betrachte folgende 3 x 3-Matrix
iiber R:

Sei
(A|Ids) = 2 -1 —

die erweiterte Matrix. Wir wenden die Zeilenumformungen auf die Matrizen A und Ids (oder
aquivalent dazu, auf die erweiterte Matrix) an, bis wir auf der linken Seite entweder die Iden-
titdtsmatrix bekommen (in diesem Fall ist A regulér und die Matrix auf der rechten Seite ist
gerade die Inverse A™1), oder bis eine Nullzeile auf der linken Seite entsteht (in diesem Fall ist
A nicht invertierbar, weil der Rang zu klein ist):
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3 -2 —2[100 Vi -1 1 11]001 S21(2) - S51(3) -1 11/00 1
2 -1 —-2/0 10 _ 2 -1 —-2{0 1 0 > 0 1 0l0 1 2
-1 1 110 01 3 -2 =21 0 0 0 1 11 0 3
~1 0 1[0 =1 =1\ g gy [ —1 0 0[-1 0 =2 Mi(—1) 1001 0 2
0 1 0j0 1 R — 0 1 0] 0 1 2 > 010j0 1 2
0O 0 141 -1 1 o o141 -1 1 00 1|1 -1 1
1 0 2
Die Matrix A ist also invertierbar mit Inverse A=' = [0 1 2
1 -1 1

Aufgabe. Ist die Matrix

1 -1 0
A=13 -3 1
1 -2 2

invertierbar?

3.2 Determinantenfunktionen

Determinanten werden eine wichtige Rolle bei der Charakterisierung der Ahnlichkeit quadra-
tischer Matrizen spielen. Es gibt verschiedene Methoden, um Determinanten einzufithren: Ab-
strakt, mit Hilfe multilinearer Abbildungen und &uflerer Produkte, oder eher geometrisch, als
Volumenfunktion n-dimensionaler Parallelepipede.

Wir haben uns fiir eine Matrix-basierte Definition entschieden, rein aus zeitlichen Griinden,
um den Inhalt dieser Vorlesung selbstgeniigsam zu halten. Dennoch soll dem Leser bewusst
sein, dass alle Definitionen der Determinante dquivalent sind.

Definition 3.5. Eine (n-dimensionale) Determinantenfunktion ist eine Abbildung

D:(K')"=K"x.--xK"—K
—_——

mit folgenden Figenschaften:

Zeilenmultiplikation (ZM) Fiir alle A aus K und 1 <i <n gilt

D(al, RN ¢ 7 )\ai, Ajt1y- - - ,an) =\ D(al, cee ,CLn).

Zeilenaddition (ZA) Fiir alle 1 < i # j < n gilt

D(al, ey i1, 04 + Qjy Qjq1ye--y an) = D(al, . ,an).
Normiert Fiir die kanonische Basis {ej,...,e,} von K" ist D(eq,...,e,) = Ik.
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Beispiel 3.6. Wenn wir die Elemente aus K? als Zeilenvektoren einer Matrix befassen, so ist

ay as

D((ay,az), (by,b9)) = D(<b1 bz)) = a1by — asby

eine 2-dimensionale Determinantenfunktion.
Lemma 3.7. Fir jede Determinantenfunktion D : (K*)" — K gilt:

(a) Fir X\ aus K und 1 <1 +# j <n ist

D(ay,...,a;i—1,0; + Aaj, a1, ..., an) = D(aq, ..., ay).
(b) Wenn ay,...,a, linear abhdngig sind, ist D(ay,...,a,) = Ok. Insbesondere ist
D(ay,...,a;—1,0kgn, ais1,...,a,) = Og.
(¢) Falls a; = a; fir i # j, dann ist D(aq,...,a,) = Og. Insbesondere ist die Determinanten-

funktion alternierend, das heifst,

D(ay,...,a;...,05,...,0,) = —D(a1,...,0;,...,0;,...,0y).

(d) Fliir jedes 1 < i <mn ist
D(ah...,ai_l,ai—i—bi,aiﬂ,...,an) :D(al,...,ai,...,an)—l—D(al,...,bl-,...,an).

Insbesondere ist die Determinantenfunktion multilinear, das heifit, linear in jeder Koordi-
nate.

Beweis. Fiir (a) ist ohne Beschrankung der Allgemeinheit A # Og und somit folgt aus

ZM

A-D(ay,...,a,) = D(a1,...,Aaj,...,a,) = D(a,...,a; + Aaj, ..., A, ..., a,) =

ZM
=X D(ar,...,a;+Xaj,....q5,...,a,),

dass
D(al, e, @i, + )\aj,aiﬂ, . ,CLn> = D(Cll, . ,an),

wie gewiinscht.

Fiir (b) geniigt es wegen der Bemerkung die erste Behauptung zu zeigen. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit gibt es einen Index 1 < i < n so, dass sich der Vektor a; als
Linearkombination der anderen Vektoren schreiben lisst, also a; = 4 Ajaj fir Skalare A;
aus K. Nun ist

D(aq,...,ay) @D(al,...,ai—Alal,...,an) ® @D(al,...,ai—Z)\jaj,...,an):
n—i Mal JF#
ZM
= D(ay,...,a;-1,0gn,a;—1,...,a,) = Ox - D(ay...,a;,...,a,) = Ok.

46



Fiir (c) folgt die erste Behauptung aus (b), weil die Vektoren ay, ..., a;,...,a;,...,a, kla-
rerweise linear abhéngig sind. Weiter ist

ZA ZA
D(ay,...,a,) = D(ar,...,a;...,0; + ;... 0,) =
ZA
=D(ay,...,a;, — (a; + a;),...,a;+a;,...,a,) = D(ay,...,—aj,...,a; + a;,...,a,) =
ZM
= D(ay,...,—aj,...,a;+a;, —aj;,...,a,) = D(ay,...,—aj,...,aq;,...,a,) =
=(—1g)-D(ay....aj,...,a¢;...,0,) = —D(ar...,a;,...,G;...,0a,).

Wir beweisen nun (d) durch Fallunterscheidung: Wenn die n — 1-elementige Menge
{a, ..., q;i_1,a;41,...,a,}
linear abhéngig ist, so sind {aq,...,a,} und {a,...,a;1,b;, a;11,...,a,} sowie
{ay, ..., a;i_1,a; + bj,a41, ..., a,}
auch linear abhéngig. Aus (b) folgt, dass

D(al,...,ai_l,ai+bi,ai+1,...,an) :OK:0K+OK:
=D(ay,...,a;...,a,)+ D(ay,...,b; ... a,),

wie gewiinscht. Also konnen wir annehmen, dass die Vektoren aq,...,a;_1,a;:1,...,a, linear
unabhéngig sind. Es gibt nun zwei Moglichkeiten: Entweder der Vektor a; ist eine Linear-
kombination der Vektoren ay,...,a;_1,a;41,...,a, oder die Menge {ay,...,a;, ... ,a,} bildet

eine Basis des n-dimensionalen K-Vektorraumes K". Im ersten Fall schreibe a; = 3, Aja;,
dann ist
D(ay,...,ai—1,a; + by, aiq1,. .., an) = D(ay, ..., a;1,a; + b; — Z Ajaj, Qig1, .. Q) =
i
_ _ )
—D(al,...,bi,...,an) —OK—I—D(al,...,bi,...,an) =
= D(al,...,ai,...,an)+D(a1,...,bi,...,an),
wie gewiinscht. Im Falle, dass die Menge {a1,...,a;, ..., a,} eine Basis von K" bildet, lésst sich
der Vektor b; schreiben als
b; = Z i,
k=1

mit Skalaren p aus K. Insbesondere ist

D(ay,...,ai—1,a; +bi, Giq1, . .., ap) (;i)D(aly---aai—lyai+bi_Zﬂkakaai—&-la---aan) =
ki
ZM
= D(ay,...,a; + pia;, ...,a,) = D(ay, ..., (Ix + pi)as, ..., a,) =
= (Ix + i) - D(ay,...,a;...,a,) = D(ay,...,a;,...,a,) + p; - D(aq, ..., a; 7%)@4
:D(al,...,ai,...,an)+D(al,...,ai_l,uiai,aiﬂ,...,an) @

:D(al,...,ai,...,an)+D(a1,...,2pkak,...,an):
k=1

D(ay,...,a; ... a,)+ D(ay, ... b ... a,).
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Korollar 3.8. Sei D eine n-dimensionale Determinantenfunktion. Gegeben eine quadratische
Matriz A aus M xn(K) mit Zeilenvektoren

ai
A=1:1,
an
schreibe D(A) = D(ay,...,a,). Wenn die Matriz A" durch eine elementare Zeilenumformung

aus A entsteht, gilt entsprechend:
Vertauschung D(A') = —D(A).
A-Multiplikation D(A’) = AD(A).
Addition D(A") = D(A).

Wenn die Matriz A in Diagonalform ist, das heifst

A 000 0

0 A O 0
A= )

0O 0 0 --- A\,

gilt D(A) = Ay - Ag- - A\, Insbesondere ist eine quadratische Matrix B genau dann reguldr,
wenn D(B) # Ok.

Beweis. Mit Hilfe des Lemmas lassen sich die ersten vier Behauptungen sofort zeigen.
Wenn die Matrix B nicht regulér ist, dann ist der Zeilenrang echt kleiner als n und somit
die Zeilenvektoren linear abhéngig. Also ist D(B) = Og wegen des Lemmas (b). Wenn
die Matrix B regulér ist, ldsst sich B durch Zeilenumformungen in Hermitische Normalform
bringen, welche dann in Diagonalform mit nicht-Null Eintragen auf der Diagonalen ist, weil B
Rang n hat. Da die Zeilenumformungen die Nulligkeit des Wertes der Determinantenfunktion
erhalten, schlieflen wir aus dem obigen, dass D(B) # Ok. O

Bemerkung 3.9. Eine Funktion D : M,,+,(K) — K mit den folgenden Eigenschaften (mit
der Notation der Definition [3.1]):

(a) D(M;(\) - A) = \- D(A).
(b) D(A) = D(Sij(1) - A) (es geniigt D(A) = D(Sy; (1) - A)).
(¢) D(Id,) = 1.

liefert mit der Ubersetzung aus Korollar eine n-dimensionale Determinantenfunktion. Mit
Hilfe der obigen Korrespondenz werden wir ab jetzt von Determinantenfunktionen auf der
Menge M,,«,(K) der quadratischen Matrizen iiber K reden.

Korollar 3.10. Je zwei Determinantenfunktionen auf M, «,(K) sind identisch.
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Beweis. Seien D und D’ zwei Determinantenfunktionen wie in der vorigen Bemerkung[3.9] Wir
miissen zeigen, dass D(A) = D’(A) fiir jede Matrix A aus M,,,,(K). Wenn A nicht regulér ist,
sind wir fertig, weil D(A) = Og = D’(A) aus dem Korollar [3.8| folgt.

Wenn die Matrix A reguliir ist, so ist auch A™! invertierbar. Wegen des Satzes ent-
steht die Matrix A = (A7)~ aus der Einheitsmatrix Id, durch Anwendung endlich vieler
Zeilenumformungen. Beachte, dass D(Id,) = D’(Id,) und dass in jedem Schritt D und D’
denselben Wert annehmen nach Korollar 3.8 Somit folgt auch in diesem Fall D(A) = D'(A),
wie gewiinscht. O]

Bemerkung 3.11. Der Grund fiir die Eindeutigkeit der Determinantenfunktion ist, dass die
Menge aller alternierenden multilinearen n-dimensionalen Formen auf K" (oder allgemein, auf
einem n-dimensionalen K-Vektorraum) einen K-Vektorraum der Dimension 1 bilden und dann
nur eine Moglichkeit bleibt, wenn wir noch verlangen, dass die alternierende multilineare Form
normiert ist.

Proposition 3.12. (Produktformel fiir Determinanten) Fiir jede Determinantenfunktion D auf
M (K) gilt die Produktformel:

D(A-B) = D(A)- D(B) fiir alle Matrizen A und B aus M, x,(K).
Insbesondere ist D(A™') = D(A)™!, falls A invertierbar ist.

Beweis. Weil D(I1d,) = 1k fiir jede (normierte) Determinantenfunktion, folgt die zweite Be-
hauptung aus dem Korollar und der Produktformel. Seien also A und B zwei beliebige
Matrizen aus M,,x,(K). Wenn B nicht reguldr ist, kann A - B auch nicht reguldr sein, weil

Fy.p = F4 o Fg nach dem Korollar und

Insbesondere ist D(A - B) = 0x = D(A) - 0x = D(A) - D(B), wie gewiinscht.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir also annehmen, dass B regulér ist und
somit u = D(B) # Ox. Wegen der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion im Korollar [3.10]
geniigt es zu zeigen, dass die Funktion

D' Myn(K) — K
A — pt-D(A-B)

im Sinne der Bemerkung eine Determinantenfunktion ist. Wenn wir dies gezeigt haben, sind
wir fertig, da D(A) = D'(A) = D(A - B)/D(B) und somit

D(A)-D(B) = D(A - B),

wie gewiinscht.
Gegeben A aus K, ist

D/(Si(1) - A) = = D( (S35(1) - A) - B) = = D(Sij(1x) - (A - B)) = u™'D(A - B) = D/(A),
weil D die Eigenschaft (a) in der Bemerkung [3.9 besitzt. Aus demselben Grund ist

D'(M;(N)-A) = - D((My(A)- A)-B) = u~-D(M;(N)-(A-B)) =A™ -D(A-B) = \-D'(A).
Des Weiteren ist D'(Id,,) = = - D(Id- B) = p=' - D(B) = = - u = 1g, wie gewiinscht. [
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Aus dem Korollar und der Produktformel folgt nun, dass D(S;;(p)) = 1g und
D(M;(X)) = A. Insbesondere ist D(V;) = —1k, weil V;; = M;(—1xk) - S;;(1k) - Sji(—1k) - S (1k)
(siche Definition [1.4]). Folgendes Ergebnis folgt mit Hilfe der Produktformel direkt aus der
Bemerkung [3.2

Korollar 3.13. Sei D eine Determinantenfunktion auf der Menge M,.,(K) der quadratischen
Matrizen. Wenn die Matriz A" aus A durch eine elementare Spaltenumformung entsteht, ist:

Vertauschung D(A’) = —D(A).
A-Multiplikation D(A’) = AD(A).
Addition D(A’) = D(A).

Definition 3.14. Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix mit Koeffizienten aus K. Die zu A trans-
ponierte Matrix 'A ist die n x m-Matrix, welche als Zeilenvektoren die Spaltenvektoren von A
hat, dies bedeutet, dass

aip ... Qmi
A= ¢+ . n Zeilen,
A1p - - Amn
>y
. Vv
wobeil m Spalten
ay; ... Qin
A= DT m Zeilen.
am1 --- Amn
A\
~
n Spalten

In der Literatur werden hiufig die Notationen A7 oder A" fiir die transponierte Matrix von
A verwendet.

Aufgabe. Zeige (A+ B) ='A+'Bund (A- B) ='B - 'A.

Korollar 3.15. Gegeben eine Determinantenfunktion D auf M, «,(K), gilt fir jede n x n-
Matriz A, dass
D(A) = D(*A).

Beweis. Wenn A singulir ist, so ist dies auch ‘A, weil der Spaltenrang gleich dem Zeilenrang
ist, siehe Satz und Korollar 2.61] Somit ist in diesem Fall D(A) = 0x = D(*A).

Wenn nun A regulér ist, gibt es ein endliches Produkt von Elementarmatrizen, welches A auf
die Einheitsmatrix bringt. Die entsprechenden Spaltenoperationen iiberfiihren ‘A in Id,, = Id,,.
Somit folgt aus der Produktformel, dass D(A) = D(*A), wie gewiinscht. O

Aus den Ergebnissen dieses Abschnittes folgt, dass eine Determinantenfunktion auf M,y (K)
durch ihre definitorische Eigenschaften eindeutig bestimmt wird. Wir werden nun explizit zei-
gen, dass Determinantenfunktionen existieren. Im Beweis werden wir implizit die Laplace’sche
Entwicklung verwenden.

Hierfiir brauchen wir die folgende Notation. Gegeben eine n x n-Matrix A = (a;;) und zwei
Indizes ¢ und j, sei A;; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht, so wie es im folgenden Diagramm zu sehen ist:
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all .. all .. al] .« .. aln

l

a1 'aij"" Qin,
v

7
\,;

anl DY anz DR an] o e a/nn

Satz 3.16. Fliir jede natiirliche Zahl n > 1 ¢ibt es genau eine Determinantenfunktion
D, s Mysn(K) — K.

Ste erfillt die Gleichung

Dn(A) = Z (_1K)i+1ai1Dn—1(Ai1)-

1<i<n

Beweis. Die Eindeutigkeit wurde bereits bewiesen. Wir zeigen die Existenz induktiv iiber n.
Fir n = 1 ist Myx,(K) = K und die Funktion D;(A) = A erfiillt alle Bedingungen einer
1-dimensionalen Determinantenfunktion. Die letzte Behauptung folgt in diesem Fall trivialer-
weise, weil es keine Teilmatrizen gibt.

Angenommen nun, dass wir D,, bereits konstruiert haben, setze

Dpi1(A) = Z (—1k)" ™ an Dy (Ai)

1<i<n+1

fiir A aus My, 1 1xn+1(K). Wir miissen zeigen, dass D,, ;1 die gewiinschten Eigenschaften besitzt:

ZM: Gegeben A aus K, sei A" = M;(\)- A die Matrix, welche aus der (n+1) x (n+1)-Matrix
A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A entsteht. Wir miissen D,,;1(A") = AD,,11(A) zeigen.
Beachte, dass aj; = A - a;; und A}, = A;; sowie aj; = ap; und

Q12 T a1 n4+1
Aajg )‘ai,nJrl
/ —
Am -
p—-12 - Qg—1n+1
Ap+1,2 " Qg4+intl
an4+1,2 " Gpyln+tl

fiir k # i. Aus der Induktionsannahme folgt D, (A};) = A - D,,(Ag1) fiir k # i. Nun ist

Dypi1(A) = Z (_1K>k+1a;len(A;cl) = (—1g)™*aj Dn(A}) + Z(_lK)k+la;€1Dn(A;cl) =

1<k<n+1 1<k<n+1
i
Y ((—1K)i+lai1Dn(Ai1) + Z(—lK)k“alen(Akl)) = A~ Dyir(A),
1§17€;§£ﬂ+1

wie gewiinscht.
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ZA: Seien i # k zwei Indizes. Setze

ai
Qi—1
a; + ag

A = zk(lK) A= Qi+1

g

An1

wobei a; die j-te Zeile von A ist. Beachte, dass aj; = (ai + ar1) und Aj; = Ay sowie af; = a;;
und

ay
a;—1
a; + ag
Qiy1

A =

71
aj—1

aj+1

An1

fiir j # i, wobei a, das n-Tupel sei, welches aus dem n + 1-Tupel a, durch Streichen der ersten
Koordinate entsteht. Aus der Induktionsannahme folgt D,(A}) = D,(A;) fiir j # i, k. Fiir
j = k folgt aus dem Lemma [3.7] (d), dass D,,(A};) = Dy(As1) + Dy, (B) mit

a1

a;—1
ay,
Qjq1

Qr—1
Qr+1

An1

Beachte, dass sich B in A;; iiberfiihren lasst, wenn wir |k —i| — 1 viele (Zeilen-)Vertauschungen
anwenden. Somit folgt .
Dy (B) = (—1x)" "1 D(An)

aus der Produktformel [3.12] weil der Wert der Determinantenfunktion auf einer elementaren
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Vertauschung —1g ist. Nun ist

Dpa(A) = ) (—1g)aj Da(A) =

1<j<n+1
= (—1g)™*aj Dn(Aj) + (—1 )’““aﬁﬂ (A%) +Z k) a), (A;l) =
1<j<n+1
JFuk

= (_1K)i+1(ai1 + ag1) Dy (An)+
+ (= 1g)"ay, (Dn(Akl) + (_1K)‘i_k|_1Dn(Ai1)> + Z(—lK)j+1aj1Dn(Ajl) =

1<j<n+1
iRk
= (=1g)"ainDn(An) + (=1x)" ™ ap D, (Agr) + Z(_lK)j+laj1Dn(Ajl) +n,

1<j<n+1
ik

mit
1= a1 Dy (An) <(_1K)i+1 + (—1K)k+1(—1K)‘i_k|_1> = a1 Dy (Ain) <(_1K)i+1 - (—lK)i> = Ox.
Also

Dy (A)) = (_1]K)i+1ai1Dn(Ai1) + (_1K)k+1ak1Dn<A’f1) + Z(_lK)j+laj1D”(Ajl) 0k =
1<j<n+1
iFik

S D) = Do)

1<j<n+1

Normiert: Fiir die Einheitsmatrix Id,, 11 = (a;;) ist a;; = Ok fiir ¢ # 1. Weil a;; = 1g und
die Teilmatrix (Id, ;1)1 gerade die Einheitsmatrix Id,, ist, folgt D,,((Id,,41)11) = D,(Id,) = 1k
aus der Induktionsannahme. Insbesondere ist

Dy (A)) = Z (—1K)j+1a;‘1Dn(A;‘1) =

1<j<n+1

= (—1g)"" 1x - 1x + Z(—lK)HlaﬂDn(Aﬂ) = lg + Og = Ik,
1<j<n+1
71
und somit erfiillt D,,,; alle Eigenschaften einer n+1-dimensionalen Determinantenfunktion. [J

Notation. Da die Determinantenfunktion auf M,,«,(K) eindeutig bestimmt ist, benutzen wir
fir eine quadratische Matrix der Grofie n die Notation det(A) statt D, (A) und bezeichnen
diesen Wert det(A) als die Determinante der Matrix A. Fiir

aix - Qpp
A=
Ap1 "+ Gpn
schreibe
a1l - Qpp
= det(A)
Ap1 -+ Qpn
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) Aus der Produktformel folgt, dass die Determinante einer quadratischen Matrix unter
Ahnlichkeit erhalten bleibt.

Korollar 3.17. Sei A eine Matriz aus M« (K) und B eine invertierbare Matriz aus GL,(K).
Fir A'=B-A- B! ist det(A) = det(A’).
Insbesondere definieren wir die Determinante eines Endomorphismus F des endlich-dimen-

sionalen Vektorraumes V' als die Determinante der Darstellungsmatriz von F' beziiglich der
Basis B von V. (Diese Definition hdngt nicht von der Wahl der Basis ab.)

Korollar 3.18. (Entwicklungssatz von Laplace) Die Determinante einer Matriz A aus M, x,,(K)
lasst sich nach der k-ten Spalte

det(A) = Z (—1)"*"*ag det(Ai)

1<i<n

sowie nach der k-ten Zeile

det(A) = Z (—1)**ay; det(Ag)

1<j<n
entwickeln.

Beweis. Weil die Determinante der transponierten Matrix gerade die Determinante der ur-
spriinglichen Matrix ist, geniigt es, wenn wir die Entwicklung nach Spalten zeigen. Fiir £ = 1
folgt dies aus dem Satz [3.16] Fiir 2 < k < n setze

ayp aix - Q1 k-1 A1 k+1 0 Qi
A/: . . . .

Qpk Qp1 **° OQpk—1 Qpk+1 *°° QApp
Weil die Matrix A" aus A durch (k — 1)-viele Spaltenvertauschungen entsteht, ist
det(A") = (=1)*"'det(A),
wegen der Produktformel Nun ist

(1) ' det(A) =det(A) = Y (—lg)Magdet(A)) = Y (—1x) M ay, det(Ay),

1<j<n 1<j<n

und somit gilt
det(A) = > (—1g)™a;,p det(Ay),

1<j<n

wie gewiinscht. O

Bemerkung 3.19. Wenn wir die Determinante einer groen Matrix berechnen miissen, ist es
oft sinnvoll, zuerst Zeilen- und Spaltenumformungen anzuwenden, bis eine konkrete Zeile (bzw.
Spalte) viele Nulleintriage besitzt.
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Korollar 3.20. (Kdstchenregel) Gegeben eine Matriz der Form

A %
(o 5),
wobei A und B quadratische Matrizen sind (und 0 die Nullmatriz der entsprechenden Grofle

bezeichnet), ist
det(C) = det(A) - det(B).

Insbesondere hat die Matriz

Ay % oo %
0 Ay - x
0 --- 0 A

wobei alle A; quadratische Matrizen (mdglicherweise verschiedener Griflen) sind, die Determi-
nante

det(D) = det(A;) - - - det(Ay).

Fiir eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz

aj; ko s+ % a; 0 -+ 0
0 929 * 929 0
A= , bzw A = ,
0 0 apn * X Qpn

gilt det(A) = ayy -+ - apy.

Beweis. Die letzte Behauptung folgt klarerweise aus dem Korollar und der zweiten Be-
hauptung, welche sich induktiv aus der ersten Behauptung ergibt. Wir miissen also nur zeigen,
dass

det(C) = det(A) - det(B)

A x
(1)
Wir beweisen es induktiv iiber die Grofie der quadratischen Matrix A. Falls A in M, (K) ist,
so ist A ein Skalar A. Die Laplace’sche Entwicklung nach der ersten Spalte von C' liefert

fiir eine Matrix C der Form

det(C) = (—1g)" "' Adet(C11) = det(A) - det(B),

wie gewiinscht. Wir nehmen nun an, dass A = (a;;) aus My, 11xn+1(K) kommt, und dass die Be-
hauptung fiir Matrizen der Grole n bereits gezeigt wurde. Wende die Laplace’sche Entwicklung

nach der ersten Spalte von
A %
(o 5)

det(C) = Z (—1g)"™*" - a;; det(Cy) + Ok,

1<i<n+1

al:
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wobei

. Ail *
Beachte, dass A;; in M5, (K) liegt und somit aus der Induktionsannahme (fir C;;) folgt, dass

Also ist

det(C) = Y (=1x)™-andet(Cn) = > (=1g)"™" - an det(Ay) - det(B) =

1<i<n+1 1<i<n+1
=det(B)- > (—1g)"™"" - a; det(A;) = det(B) - det(A),
1<i<n+1
wie gewiinscht. O

Aufgabe. Fiir eine natiirliche Zahl n > 1, sei S,, die Gruppe aller Permutationen der Menge
{1,...,n} (siehe Beispiel [1.23). Gegeben eine Permutation o in S,, ist die 2-elementige Menge
{i,j} ein Fehlstand, falls durch o die Ordnung invertiert wird: d. h. i < j aber o(i) > o(j)
(oder andersherum). Das Vorzeichen von o wird definiert als

Sigﬂ(o‘) — (_1K)Anzahl der Fehlstinde von o
(a) Sei A = (a;;) eine Matrix aus M,,,(K). Zeige, dass

Z sign(o) H aro(k) = Ok,

0ESK 1<k<n

falls zwei Zeilen von A identisch sind.

Hinweis: Seien die i-te und j-te Zeile von A identisch sowie k # ¢ gegeben. Wie unter-
scheiden sich die Vorzeichen zweier Permutationen o und 7 mit

o(k)=1i,0(0) =jund 7(k) = j,7(¢) =1,
sowie o(r) = 7(r) fiir r # k, 07

(b) Schliefle mit Hilfe des Korollars die Leibniz Formel fiir Determinanten:

det(A) = Z sign(o) H Aleor (k) -

0ESH 1<k<n

3.3 Geometrie, Inversen und Determinanten

Bemerkung 3.21. Fiir 3 x 3-Matrizen konnen wir nun die bekannte Formel (genannt die Regel
von Sarrus) nachrechnen: Gegeben

a1; Q12 Qi3
A= [an ax a23

az1 asz 33
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liefert die Laplace’sche Entwicklung nach der ersten Spalte

Q12 a3
a22 A23

A2 Qa23
az2 a3s3

det(A) = a1

32 A33

= a1 (a22a33 - a23a32) — a2 <a12a33 - a13a32> + a3y <a12a23 - CL13G22) =

= Q11Q92033 + A21Q13032 + A31A12023 — 11023032 — (21012033 — (31013022

oder als Merkregel illustriert im folgenden Bild:

Bemerkung 3.22. Die Determinante liefert die Moglichkeit, den Flacheninhalt eines Paral-
lelograms in R?, beziehungsweise das Volumen eines Parallelotops in R?, zu berechnen. Ge-
geben zwei Vektoren @ = (ay,as) und b = (by,by) aus R?, sei J((ay,as), (by,by)) der Wert des
Fliicheninhalts des von @ und b erzeugten Parallelograms in R2. Klarerweise ist J((1,0), (0,1)) =
1. Ferner, wenn wir einen der beiden Vektoren mit A skalieren, wird der Wert J dementspre-
chend skaliert. Weil der Flicheninhalt des von @ und b erzeugten Parallelograms genau dem
Flicheninhalt des von @ + b und b erzeugten Parallelograms entspricht, folgt aus der Eindeu-
tigkeit [3.10] dass dieser Flidcheninhalt gerade den Absolutbetrag der Determinante

ap as
det ( b, b2)
sein muss. Analog gilt fiir Volumina in R3: Das Volumen des von den drei Vektoren a;, @, und
as aus R3 erzeugten Parallelotops ist gleich den Absolutbetrag von

det as

Wir werden nun eine explizite geometrische Anschauung in der Ebene liefern, welche zeigt,
dass die Determinante gerade den Flacheninhalt berechnet. Sei P das von a und b erzeugte
Parallelogram wie im folgenden Bild:
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Ziehen wir von der Flédche des Rechteckes mit den Kanten a; +b; und as+ b, jeweils zweimal
die Flachen der Dreiecke T7 und T, sowie zweimal die Flache des Rechteckes ()1 ab, erhalten
wir die Flache von P. Somit gilt

VOl(P) = (al + bl)(a2 + bQ) - 2<b1b2/2 + a1a2/2> — 2@261 =

= a1by + a1b2 + asby + b1be — 01Dy — ajas — 2a2b1 = a1by — axby = det (Zl Z;) .
1

Beachte, dass in der obigen Berechung wir keinen Absolutbetrag geschrieben haben, weil
die Vektoren in unserem Bild im positiven Quadranten lagen. Allgemein miissen wir eventuell
Verschiebungen, aber vor allem Verspiegelungen anwenden, welche das Vorzeichen der Deter-
minante dndern.

Wir werden nun sehen, wie wir die Inverse einer Matrix explizit mit Hilfe von Determinan-
ten berechnen konnen. Insbesondere werden wir einen Beweis der Cramer’schen Regel liefern.
Hierfiir brauchen wir die folgende Definition.

Definition 3.23. Sei A = (a;;) eine quadratische Matrix aus M, ., (K). Fiir jeden Eintrag a;;
sei A;; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte entsteht. Die Komplementdrmatriz B von A ist die transponierte der Matrix (¢;;) mit
(1, 7)-Eintrag

Cij = (—1K)i+j det(A”)
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Der Wert det(A;;) ist der (4, j)-Minor (der Grée n — 1) von A.
Insbesondere ist der (i, j)-Eintrag der Komplementérmatrix gleich (—1x)"*7 det(4;;).

Proposition 3.24. Gegeben eine quadratische Matriz A = (a;j) aus My, (K) mit Komple-
mentdrmatric B, ist

A-B=B-A=det(A)-1Id,.

Wenn A regulir ist, dann ist
A7l =det(A)"! - B.

Beweis. Die zweite Behauptung folgt sofort aus der ersten, weil die Inverse einer invertierbaren
Matrix eindeutig bestimmt ist, siehe Lemma [1.22
Wir zeigen nur A - B = det(A) - Id,,, weil sich die andere Gleichung analog zeigen ldsst.
Schreibe A - B = (d;;) mit
dij = Z aik(—lK)kH det(Ajk).
1<k<n

Klarerweise folgt

dii = Y (—1g) P ay det(Ay) = det(A) = det(A) - 1,

1<k<n

aus der Laplace’schen Entwicklung von A nach der i-ten Zeile. Wir miissen nur noch zeigen,
dass d;; = Ok fiir ¢ # j. Dafiir betrachten wir die Matrix A’, welche aus A durch Ersetzen der
j-ten Zeile mit der i-ten Zeile entsteht. Klarerweise ist det(A’) = Ox. Wenn wir A’ nach der
j-ten Zeile entwickeln, erhalten wir

O = det(A) = Y (1x)ay det(Az) = dyj,

1<k<n
wie gewiinscht. |

Beispiel 3.25. Wir wenden das obige Verfahren auf die reelle Matrix

1 -1 0
A=1|3 -3 1
1 -2 2

an. Die Laplace’sche Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

det(A) = det (:‘3 ;) — (—1) det G’ ;) =—4+5=1

und somit ist A invertierbar.
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Wir berechnen nun die Minoren von A:

det(A23> = ‘ =-1
3 1 1 =2
det(Alg) = 1 2 I =35
det(Agl) = -0 ‘ =-1
3 -3 -3 1
det(Alg) = 1 -2 ‘ =-3
det(Agg) = ;) (1] ’ =1
det(Agl) = -0 = -2
—2 2 1 -1
det(Agg) = ‘ =0
10 3 =3
det(A22> = 1 2 ‘ =2
Die Komplementérmatrix von A ist also
/-4 —5 -3 —4 2 -1
2 2 1 |=|-52 —-1]1,
-1 -1 0 -3 1 0
und somit erhalten wir
-4 2 -1 -4 2 -1
Al =(det(A) -5 2 1] =[-5 2 -1
-3 1 0 -3 1 0

Korollar 3.26. (Cramer’sche Regel) Sei A eine requlire Matriz aus GL,(K) und b ein Vektor
aus K". Die eindeutige Lisung des linearen Gleichungssystems A - x = b ist gegeben durch
(c1,...,cn) mit

= det(A)’

wobei die Matriz B; aus A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch den Spaltenvektor 'b entsteht.

Beweis. Wegen der Proposition ist A7 = (a!;) mit

ij

a'~- = (—]_]K)H_j det(A)_l det(Aﬂ)

)
Da fc = A7, gilt
B B . i (») det(B;)
ci= Y al-by=det(A)™" Y (=1)"b;det(A;) = qoi(Ad)

1<j<n 1<j<n

wobei die letzte Gleichung () durch Entwicklung der Matrix B; nach der i-ten Spalte gewonnen
wird. =

Allgemein kénnen wir mit Hilfe von Minoren eine Charakterisierung des Ranges einer Matrix
geben (sogar wenn sie nicht quadratisch ist).

60



Gegeben eine Matrix A = (a;;) aus M, «,(K) und eine natiirliche Zahl 1 < r < min (m, n)
ist ein r-Minor gegeben durch det(A’) mit A’ eine quadratische r x r-Teilmatrix, welche aus r
vielen Zeilen und r vielen Spalten von A entsteht: Die Matrix A" = (a;;,)1<s<r mit i3 < ... <1,
und j; < ... < J,.

Aus dem Korollar folgt folgende Charakterisierung:

Korollar 3.27. Eine m X n-Matriz A hat genau dann héchstens Rang v — 1, wenn alle ihre
r-Minoren Null sind.

Es folgt insbesondere aus dem Korollar [2.61] dass eine quadratische Matrix genau dann
reguldr ist, wenn ihre Determinante nicht Null ist (siehe Korollar , weil es fiir eine n X n-
Matrix A nur einen einzigen n-Minor gibt (ndmlich det(A)).
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A Das Induktionsprinzip der natiirlichen Zahlen

In dieser Vorlesung wird die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen zusammen mit
den kanonischen Operationen (oder Verkniipfungen) Summe + und Produkt - als bekannt
vorausgesetzt. Beachte, dass 0 in N liegt (in diesem Punkt sind sich nicht alle Mathematiker
einig). Insbesondere ist eine Aufzéhlung z1, ..., x, leer, wenn n = 0.

Die Multiplikation natiirlicher Zahlen kann mit Hilfe der Addition definiert werden:

n-m=n+---+n
N——
m

Die totale Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen (sieche Appendix |C] fiir die entsprechenden
Begriffe) konnen wir folgendermafien definieren:

n<m<=3Jdk#0eN mitn+k=m
Beziiglich dieser Ordnung ist 0 das kleinste Element. Allgemein gilt folgendes Prinzip:

Prinzip A.1. (Prinzip des kleinsten Elementes)
Jede nicht-leere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Aus dem obigen Prinzip folgt eines der wichtigsten Prinzipen in der Mathematik: Induktion
(Beide Prinzipien sind sogar dquivalent).

Prinzip A.2. (Prinzip der vollstindigen Induktion auf N)
Sei P eine mathematische Eigenschaft derart, dass:

e Die Eigenschaft P qilt fiir das Element 0 aus N.

o Wenn die Eigenschaft P fir das Element n aus N gilt, so gilt P auch fiir das Element
n+1.

Dann gilt die Figenschaft P fir alle natirlichen Zahlen.

Beweis. Wir beweisen das Prinzip indirekt durch Widerspruch: Angenommen, dass die
Teilmenge
M = {n € N | n erfiillt nicht die Eigenschaft P} # (),

dann besitzt M wegen des Prinzips ein kleinstes Element ng. Nun ist ng # 0, da P fiir 0
gilt. Also schreibe ng = m + 1 fiir ein m aus N. Insbesondere muss m < ny und somit kann m
nicht in der Menge M liegen, weil ng das kleinste Element von M ist. Das bedeutet, dass P
fiir m gilt. Aus der Annahme muss dann P auch fiir m + 1 = ny gelten, was den gewiinschten
Widerspruch liefert. O

Folgende Variante des Induktionsprinzips lasst sich leicht zeigen:

Korollar A.3. Sei P eine mathematische Eigenschaft derart, dass es ein Element ng aus N
gibt mat:

e Die Figenschaft P gilt fiir das Element ny.

o Wenn die Eigenschaft P fir alle Elemente k aus N mit ng < k < n gilt, so gilt P auch
fiir n.
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Dann gilt die Figenschaft P fir alle natirliche Zahlen n > nyg.

Fiir den Beweis des Korollars geniigt es vollstindige Induktion fiir folgende Eigenschaft
(befasst als Eigenschaft von n):

»Alle natiirliche Zahlen im Intervall [ng, ng 4+ n| erfiillen P*

anzuwenden.

B Aquivalenzrelationen und Quotienten

Definition B.1. Eine Aquivalenzrelation E auf einer (nicht-leeren) Menge X ist eine binire
Relation £ C X x X, welche fiir alle x, y und z aus X die folgenden Eigenschaften erfiillt:

Reflexivitit Es gilt  Ex (Wir schreiben zEy anstatt (z,y) € E).
Symmetrie Wenn xFEy gilt, so gilt auch yFx.

Transitivitdt Wenn xFEy und yFEz gelten, so gilt xFz.

Die Aquivalenzklasse eines Elementes  ist die Menge
oo = 2/E = {y € X | 2Ey}.
Beachte, dass [x]g # 0, wegen der Reflexivitét.

Beispiel B.2. In jeder (nicht-leeren) Menge definiert Gleichheit eine Aquivalenzrelation derart,
dass jede Aquivalenzklasse eine Einermenge ist.

Bemerkung B.3. Gegeben eine Aquivalenzrelation E auf einer (nicht-leeren) Menge X sowie
zwei Elemente z und y aus X, gilt

By < [z]lgN[yls #0.
Insbesondere sind zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Wenn zEy, dann liegt das Element z in [x]z und in [y]g, also [z]g N [y]g # 0.

Falls z im Durchschnitt [z]g N [y|g liegt, dann gilt zEz und yFEz. Aus der Symmetrie und
der Transitivitéat folgt nun xEy.

Aus zFy folgt [x]g = [y]p wegen der Symmetrie und der Transitivitét. O

Definition B.4. Der Quotientenraum X/E von X durch die Aquivalenzrelation E ist die
Menge, deren Elemente die Aquivalenzklassen sind.

Gegeben eine Aquivalenzrelation E auf einer nicht-leeren Menge X, definiert die Kollektion
aller Aquivalenzklassen eine Partition (oder Zerlegung) von X: Keine der Teilmengen in der
Zerlegung ist leer, je zwei verschiedene Teilmengen sind disjunkt und die Vereinigung aller
Teilmengen ist die Menge X selbst. Ferner induziert jede Zerlegung von X

iel

in disjunkte nicht-leere Teilmengen (A;);e; eine Aquivalenzrelation: Setze xEy genau dann,
wenn z und y in derselben Menge A; liegen.
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Definition B.5. Ein Reprdsentantensystem der Aquivalenzrelation F ist eine Teilmenge P von
X derart, dass jede Aquivalenzklasse genau ein Element aus P enthélt.

Beachte, dass eine Aquivalenzrelation verschiedene Reprisentantensysteme haben kann, so-
bald es eine Aquivalenzklasse mit mehreren Elementen gibt.

Beispiel B.6. Gegeben eine natiirliche Zahl n > 1, definieren wir folgenderweise die Kon-
gruenzklassen modulo n auf 7Z :

xFEy <= x — y ist durch n teilbar (schreibe x = y mod n).

Es lisst sich leicht zeigen, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist. Ein mogliches Re-
prasentantensystem wird durch die Menge {0,...,n — 1} gegeben. Wir bezeichnen den Quoti-
entenraum mit Z/nZ.

Definition B.7. Sei E eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Die Abbildung f: X — Y
ist F-kompatibel falls
nEr, = f(z1) = f(22).

Lemma B.8. Gegeben eine Aquivalenzrelation E auf der Menge X , induziert jede E-kompatible
Abbildung f : X — 'Y eine wohldefinierte Abbildung

f: X)JE - Y
2]z = f(z)

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass f nicht vom Repriisentanten der Aquivalenzklasse abhéngt:
Wenn [z = [22] g, gilt 21 Fxy und somit

f([ea]p) = f(@1) = f(x2) = f([w2]p),

wegen der F-Kompatibilitdt von f. n

C Das Zorn’sche Lemma

Definition C.1. Eine Menge S ist partiell angeordnet, falls sie eine binédre Relation < mit den
folgenden Eigenschaften besitzt:

Reflexivitat x < z fiir alle x aus S;

Antisymmetrie Fiir alle z und y aus S gelten x < y und y < x gleichzeitig genau dann, wenn
T =Y,

Transitivitat Fiir alle z, y und z aus S gilt die Implikation

r<yundy<z=—x<2z.

Wir schreiben = < y, falls x < y aber x # y.
Eine partielle Ordnung < auf § ist total, oder linear, falls x < y oder y < x fiir alle x # y aus
S.

Sei < eine partielle Ordnung auf S.
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e Ein Element x ist eine obere Schranke fiir die Teilmenge I" von S, falls v < z fiir alle v
aus .

e Ein Element z ist eine untere Schranke fiir die Teilmenge I" von S, falls x < v fiir alle v
aus I

e Das Element z aus S ist mazimal, falls die einzige obere Schranke der Teilmenge {x} von
S das Element z selbst ist. Oder dquivalent dazu, dass kein y aus § mit x < y existiert.
Das Element x ist das grofite Element der Teilmenge I', falls x in I' liegt und y < z fiir
alle y aus I'.

e Das Element x aus S ist minimal, falls die einzige untere Schranke der Teilmenge {x} von
S das Element z selbst ist. Oder dquivalent dazu, dass kein y aus § mit y < x existiert.
Das Element x ist das kleinste Element der Teilmenge I', falls x in I" liegt und = < y fiir
alle y aus I'.

e Das Element a ist das Supremum (oder das Oberste) der Teilmenge I' von S, falls a die
kleinste obere Schranke von I' ist. Das Element a ist das Maximum von I', wenn a das
Supremum von I' ist und a in I' liegt.

e Ein Element a ist das Infimum der Teilmenge I' von S, falls a die grofite untere Schranke
von I' ist. Das Element a ist das Minimum von I', wenn a das Infimum von I' ist und «a
in I' liegt.

e Die Menge § ist induktiv, falls jede linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke in S
besitzt.

Bemerkung C.2. Beachte, dass jede induktive partiell geordnete Menge S nicht-leer ist, da
die leere Menge () linear geordnet ist und somit eine obere Schranke in S besitzt (jedes Element
aus S ist eine obere Schranke fiir ).

Trotz des folgenden Namens ist das Zorn’sche Lemma eine Aussage der Mengenlehre, welche
unabhéngig vom Zermelo-Fraenkel-System und dquivalent zum Auswahlaxiom ist.

Lemma C.3 (Zorn’sches Lemma). Jede induktive partiell geordnete Menge (S, <) besitzt ein
mazximales Element.

D Polynomringe

Sei K ein Korper (siehe Definition [1.36])

Definition D.1. Der Polynomring iber K in der Variablen T ist die Kollektion K[T'| von
Ausdriicken der Form
P:a0+a1T+---+anT”,

wobei n eine (beliebige) natiirliche Zahlen ist und jeder Koeffizient a; in K liegt. Das Nullpoly-
nom (oder das triviale Polynom) 0 ist das Polynom, dessen Koeffizienten alle Null sind. Jedes
nicht-triviale Polynom ldsst sich eindeutig als

P=ay+a; T+ - +a,T"
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schreiben, mit a,, # 0 fiir eine natiirliche Zahl n = deg(P), genannt den Grad von P. Als
Konvention setzen wir deg(0) = —oo.

Wenn P Grad n hat, ist der Koeffizient a,, in der Darstellung von P der Fiihrungskoeffizient
von P. Das Polynom P ist normiert, falls der Fiihrungskoeffizient 1 ist.

Bemerkung D.2. Jedes Element A von K ldsst sich als konstantes Polynom vom Grad 0
auffassen.
Auf dem Polynomring kénnen wir folgenderweise eine Summe definieren: Gegeben Polynome

P = i(J,ZTZ und Q - ibjTJ7
i=1 J=1

konnen wir annehmen, dass n = m ist (fiir d = max(n,m) setze firn <i < dund m < j <d
die neuen Koeflizienten a;, = b; = 0). Dann ist

i=1
Analog definieren wir folgendermafien eine Multiplikation auf K[T:

n+m

P-Q = chTk mit ¢, = Z a;b;.
k=1

i+j=k

Es ldsst sich leicht zeigen, dass K[T'] mit diesen beiden Verkniipfungen ein kommutativer Ring
mit Eins ist und eine kompatible Struktur als K-Vektorraum derart besitzt, dass fiir alle A aus
K sowie Polynome P und @ aus K[T] gilt:

AP-Q)=(AP)- Q= PQAQ).

Solche Ringe heiflen kommutative K-Algebren.
Beachte, dass der Polynomring K[7] ein Integritdtsbereich ist (siehe Definition |1.34)): Wenn
P und @ beide nicht trivial sind, dann ist PQ # 0, da

Cdeg(P)+deg(Q) — adeg(P)bdeg(Q) 7& OKJ
weil der Korper K ein Integritédtsbereich ist.

Bemerkung D.3. Der Polynomring iiber K in einer Variablen kann leicht in folgender Weise
konstruiert werden. Betrachte die Menge Z aller abzéhlbaren Folgen (a,,),en aus K derart, dass
alle bis auf endlich viele a,, Null sind.

Die Folge (ay)nen aus Z ist eindeutig in Korrespondenz mit dem Polynom

P(T)=ap+ T+ ---

Beachte, dass wegen der Definition von Z der obige Ausdruck in der Tat ein Polynom ist. Die
Summe von Polynomen ist in Korrespondenz mit der koordinatenweisen Summe von Folgen.
Allerdings entspricht das Produkt von Polynomen nicht dem koordinatenweisen Produkt von
Folgen. Die Nullfolge (0),en stellt das triviale Polynom dar.

Der Polynomring ist bis auf K-Algebra-Isomorphismus eindeutig bestimmt. Daher reden wir
vom Polynomring anstatt von einem Polynomring.
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Satz D.4. (Division mit Rest) Gegeben Polynome P und @ mit deg(Q) > 0, existieren ein-
deutig bestimmte Polynome H und R mit

P =HQ + R und deg(R) < deg(Q).

Das Polynom H ist der Quotient und das Polynom R der Rest der Division mit Rest von
P durch Q. Wenn R = 0 ist, teilt ) das Polynom P. Das Polynom @ ist ein echter Teiler (oder
Faktor) von P, falls @ das Polynom P teilt und 0 < deg(Q) < deg(P).

Beweis. Existenz: Wenn deg(P) in der Menge {—00,0,1,...,deg(Q) — 2} liegt, setze H = 0
und R = P. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass deg(P) =
deg(Q) — 1 + k fiir eine natiirliche Zahl k. Wir beweisen die Existenz des Quotienten und des
Restes induktiv iiber k. Fiir k = 0 setze H = 0 und R = P. Fiir k£ > 0 schreibe

deg(P) deg(Q)

P = Z a;T" und Q = Z bjTj7
j=1

i=1
Mit dgeg(p) 7 Ok UNd byeg(@) 7 Ox. Setze nun

P'= P = Gaeg(p)bgg )T ' Q = cot a1+ + Cacg(py T
fiir gewisse Elemente ¢; aus K (es wird nicht behauptet, dass Cdeg(P)—1 7 Ok). Beachte, dass
deg(P’) < deg(P) — 1 = deg(Q) — 1+ k — 1. Wegen der Induktionsannahme gibt es H und R’
mit deg(R') < deg(Q) und

P = Qaeg(P)bgep( ) I"Q = H'Q + R,

also
P = (tges(r iy T + H') Q + R,

wie gewiinscht.
Eindeutigkeit: Wir nehmen an, dass P = QH; + Ry = QHs + Ry mit deg(R;), deg(Rsy) <
deg(Q). Dann gilt
Ry — Ry = Q(Hs — Hy).

Weil der Grad von Ry — Ry echt kleiner als deg(Q)) ist, muss das Polynom Hs — H; trivial sein.
Das heifit, dass H; = H, und somit R; = Ry, wie gewiinscht. O

Bemerkung D.5. Jedes Polynom P ="  a;T" definiert in folgender Weise eine Abbildung

auf K:
P: K — K

c = Ylpac

Das Element ¢ aus K ist eine Nullstelle von P, falls P(¢) = 0. Zum Beispiel besitzt das Polynom
T? — 3 zwei Nullstellen in R, aber das Polynom 72 + 1 hat keine Nullstellen in R.

Fiir das triviale Polynom ist jedes Element aus K eine Nullstelle, aber ein konstantes nicht-
triviales Polynom besitzt keine Nullstelle.
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Korollar D.6. Gegeben ein Element ¢ aus K, ldsst sich jedes nicht-konstante Polynom P
eindeutig als
P = (T —¢)*H + P(c)

schreiben, fiir ein Polynom H mit H(c) # Ok und eine natirliche Zahl k. Insbesondere ist k > 1
und
P=(T—c)"H,

wenn ¢ eine Nullstelle von P ist.
Die Zahl k = ord.(P) heiit die Vielfachheit der Nullstelle c.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass eine solche Darstellung eindeutig ist: Angenommen, dass
P=(T—¢)"H+ P(c) = (T — ¢)'H' + P(c),
mit k& # ¢, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass k < ¢, also
(T —c)FH = (T — )P H = (T — )" (T — ) FH'.
Weil der Polynomring ein Integritétsbereich ist, folgt aus dem Lemma [1.35] dass
H=(T-c)"*H

Weil H(c) # Ok, jedoch £ — k > 1, liefert dies den gewiinschten Widerspruch.

Die Existenz wird induktiv iiber deg(P) bewiesen. Weil P nicht konstant ist, ist deg(P)
eine positive natiirliche Zahl. Wir wenden nun Division mit Rest fir Q@ =T — ¢ (welches
nicht-trivial ist) an. Also

P=(T—-c)P +R,

wobei deg(R) < deg(T — ¢) = 1. Dies bedeutet, dass R = b ein konstantes Polynom ist
(moglicherweise ist der Rest R das triviale Polynom). Wenn wir in die obige Gleichung ¢ ein-
setzen, erhalten wir P(c) = R(c) = b.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung: Falls P;(c) # Ok, setze H = P; und k = 1. Wenn
Py (c) = Ok, beachte, dass P; nicht konstant sein kann, denn sonst wire P, = Ogp) und somit
wére P = P(c) konstant. Weil

deg(P) = deg ((T — ¢)P1 + R) = max(deg((T — ¢)P1),0) = deg (T — ¢)P1) = 1 + deg(P,),
schreibe nun induktiv Py als
P, = (T —¢)'H + Pi(c) = (T — ¢)'H,
mit H(c) # Og. Insbesondere ist
P=(T—c¢)P,+P(c)= (T —c)((T —¢)'H) + P(c) = (T — ¢)*'H + P(c),

also setze k = ¢ + 1. O
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Korollar D.7. Jedes nicht-triviale Polynom P tber K ldsst sich (bis auf Permutation) eindeutig
schreiben als

P = (T—Cl)"'<T—Ck)P0,
fir eine natirliche Zahl 0 < k < deg(P) sowie Elemente cy,...,c, aus K (mdglicherweise mit
Wiederholungen) und ein Polynom Py, das keine Nullstelle in K besitzt.

Insbesondere besitzt ein nicht-triviales Polynom héchstens deg(P) viele Nullstellen im Kérper

K.

Beweis. Da jede Nullstelle von P eines der Elemente ¢; sein muss, folgt die zweite Behauptung
sofort aus der obigen Darstellung. Wir beweisen die Existenz einer solchen Darstellung wie
oben induktiv iiber deg(P). Wenn deg(P) = 0, ist das Polynom P konstant und besitzt keine
Nullstelle in K. Setze also & = 0 und Py = P. Wir nehmen nun an, dass deg(P) > 1. Wenn P
keine Nullstelle in K besitzt, sind wir fertig: setze k = 0 und Fy = P. Sei also c¢; eine Nullstelle
von P. Mit Hilfe des Korollars schreiben wir P = (T — ¢;)°"%<(P) H fiir ein Polynom H mit
H(cy) # Og. Weil ord.(P) > 1, ist

deg ((T - cl)ordC(P)’lH> < deg(P)
und so konnen wir induktiv schreiben
(T — Cl>0rdC(P)71H = (T — CQ) ce (T — Ck)PO,

fiir eine natiirliche Zahl £ mit £ — 1 < deg ((T — cl)‘”"dC(P)*ll-O7 wobei das Polynom Fj keine
Nullstelle in K besitzt. Insbesondere ist k& < deg(P) und

P = (T — Cl)ordc(P)H = (T — Cl)((T — Cl)ordC(P)ilH) = (T — Cl) s (T — Ck)P07

wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt leicht aus der Kommutativitéit des Po-
lynomringes zusammen mit dem Lemma [1.35] [

Aufgabe. Kann die Menge {P(c)}.cx endlich sein, wenn P ein nicht-konstantes Polynom ist?

Definition D.8. Der Kérper K ist algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Po-
lynom iiber K eine Nullstelle in K besitzt.

Bemerkung D.9. Weder R noch Q sind algebraisch abgeschlossen, weil das Polynom 72+1 mit
ganzzahligen Koeffizienten keine Nullstelle besitzt. Jedoch lésst sich jeder Korper als Teilkorper
in einen algebraisch abgeschlossenen Korper einbetten.

Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, wegen des Fundamen-
talsatzes der Algebra, dessen Beweis nicht nur algebraische Methoden verwendet (wir werden
den Beweis in dieser Vorlesung nicht sehen).

Korollar D.10. Wenn der Kirper algebraisch abgeschlossen ist, zerfdllt jedes nicht-konstante
Polynom P in Linearfaktoren. Das heif§t, dass

P=XT —c1) (T — Cacg(p))

fiir Elemente ci, . .., Caegp) und A # Og aus K.
Wenn P normiert ist, ist A = 1k.
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Beweis. Mit Hilfe des Korollars schreibe
P: (T—Cl)"'<T—Ck>P0,

fiir eine natiirliche Zahl k£ < deg(P) und ein Polynom P, ohne Nullstellen in K. Insbesondere
muss Py konstant sein, weil K algebraisch abgeschlossen ist. Da P nicht-konstant ist, haben wir
Py = X\ # 0k und somit k& = deg(P), wie gewiinscht.

Die zweite Behauptung folgt sofort, weil der Fiihrungskoeffizient des Produktes

MT =) (T —cx)

gerade das Element \ ist. O]
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