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Lineare Algebra I

Typische Fehler in der Klausur

Aufgabe 1 (9 Punkte).

(a) Definiere, wann ein kommutativer Ring ein Integritdtsbereich ist.
e Falsche Definition (z.B. jedes Element hat ein Inverses, oder Verwechslung mit der
Charakteristik).
e Nicht erklart, was Nullteiler sind.

(b) Zeige, dass Korper Integritéitsbereiche sind. Gilt die Rickrichtung?
e Falsche oder unvollstindige Argumentation (z.B. wird mit (a - b)~! multipliziert,
obwohl a - b = 0).

e Riickrichtung einfach nur behauptet ohne Beispiel oder falsche Beispiele (beispiels-
weise ist N kein Ring und Z/pZ ist ein Korper fiir p eine Primzahl).

e Es wird behauptet, dass der Satz von Wedderburn impliziere, dass jeder Kérper
endlich sei.

(c) Zeige, dass jeder endliche (kommutative) Integritdtsbereich ein Korper ist.

e Falsche Begriindungen (zum Beispiel wird die Endlichkeit nicht benutzt; Spielerei-
en mit Charakteristik, Kommutativitit, Assoziativitit ohne Substanz; ein richti-
ger Beweis steht im Skript, aber darauf konnte in dieser Aufgabe nicht verwiesen
werden).

Aufgabe 2 (6 Punkte).
Gegeben ein Polynom P iiber einem Koérper K der Charakteristik 0, zeige, dass das
Polynom P genau dann konstant ist, wenn die Menge {P(c)}.ck endlich ist.

e Es wird nur eine Richtung der Aquivalenz gezeigt.
e Verwechslung zwischen Polynom und der vom Polynom induzierten Abbildung.

e Es wird versucht Methoden aus der Analysis zu verwenden (zum Beispiel Stetigkeit
und Zwischenwertsatz), obwohl diese nicht fiir jeden Kérper funktionieren, zum Bei-

spiel Q.

e Dass ein nicht-triviales Polynom nur endlich viele Nullstellen besitzt, wird nicht ver-
wendet, ist jedoch der Kern dieser Aufgabe.
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Aufgabe 3 (8 Punkte). (a) Fiir welche Werte von z hat die von der Matrix A= [0 7+ z
0 4
induzierte Q-lineare Abbildung F4 Rang mindestens 27

e [nspektionsbeweise, die unvollsténdig sind, weil Félle iibersehen wurden. Nur fiir
konkrete Werte von x wurde der Rang berechnet.

e Es wird benutzt, dass 3 Zeilen linear unabhéngig sind, wenn je zwei Zeilen es sind.
Das ist jedoch falsch.

e Es wird durch 7 4+ x geteilt, ohne zu beachten, dass dieser Wert 0 sein kénnte.

(b) Fiir welche Werte von = hat die von A induzierte Q-lineare Abbildung F4 trivialen
Kern?

e Eine unvollstandige und fehlerhafte Argumentation von (a) wurde fortgefiihrt,
anstatt zum Beispiel die Determinante zu berechnen.

e Rechenfehler.
Aufgabe 4 (15 Punkte). Uber einem Koérper K der Charakteristik 0, sei V' der K-
Vektorraum aller Polynome mit Koeffizienten aus K und Grad héchstens 3.
(a) Zeige, dass die Vektoren

vy =—2T*+T vg =273 —T +3
Vo =T +T? —T+1vg=T>-2T>+T -2

eine Basis von V bilden.

e Zeilenvektoren anstatt Spaltenvektoren fiir die Koordinaten.

e Bemerkung: 4 linear unabhingige Vektoren eines 4-dimensionalen Raumes bilden
eine Basis, und es ist nicht notig noch explizit zu zeigen, dass es ein Erzeugenden-
system ist.

(b) Gib die Ubergangsmatrix von der Basis {1, 7,72, T3} nach {v1,...,v4} an.

Die falsche Matrix (die Ubergangsmatrix in die andere Richtung).

Die Variable T' kommt als Eintrag in den Matrizen vor.
Rechenfehler.

Zeilenvektoren anstatt Spaltenvektoren fiir die Koordinaten.

Reihenfolge der Basisvektoren gedndert.
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(c) Gib die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung h: V — V
P o~ T-95—2P—pP(1)

beziiglich der Basis {vi,...,v4} (sowohl im Definition- als auch im Bildbereich) an,
wobei 98 = 3 apkTF 1 fir P= Y TR
1<k<3 0<k<3

e Falsche Vorgehensweise (zum Beispiel Transformationen in der falschen Richtung).
e Rechenfehler.
e Nur Schritte wurden beschrieben ohne zu rechnen.

e Bemerkung: Die (b) sollte verwendet werden.

Aufgabe 5 (8 Punkte). Seien n und m aus N beide grofer gleich 1. Gegeben eine Basis
{v1,...,vp} des endlichdimensionalen R-Vektorraumes V' sowie verschiedene Primzahlen
P1,-- -, Pm , definiere den Vektor

w; = v1 + pivg + - +p?*1vn, fiir ¢ < m.

Zeige, dass die Vektoren {wy,...,w,} genau dann linear unabhéngig sind, wenn m < n.
Hinweis (fiir eine Richtung): Wie sieht die Matrix aus, deren Spalten die Koordi-
naten der Vektoren wi, ..., wy, beziiglich der Basis {v1,...,v,} sind?

e Ls sind zwei Richtungen zu zeigen, auch wenn eine trivial ist: Wie grofs kann eine
linear unabhingige Familie in einem n-dimensionalen Vektorraum héchstens sein?

e Falsche Spielereien mit Primzahlen, anstatt die Vandermonde-Matrix zu benutzen.
Die Aufgabe hat nichts mit Primzahlen zu tun!

e Fehlerhafte Argumentationen mit Pivoten.

Aufgabe 6 (15 Punkte).
Seien B = {T"};eyund g: B — RS

Ti ORG, falls 4 > 4
€it+1, sonst
wobei {ey, ..., eg} die kanonische Basis von RS ist.

(a) Berechne das Bild G(P) jedes (beliebigen) Polynomes P iiber R beziiglich der von g
bestimmten R-linearen Abbildung G : R[T] — RS.
e Es wird nicht zwischen g und G unterschieden.

e Die Abbildung G wird als Matrix angegeben, obwohl der Definitionsbereich unendlich-
dimensional ist!



e Es wird nur das Bild bestimmter Polynome berechnet, anstatt das eines festen,
aber beliebigen Polynoms.

o Rechenfehler.
(b) Wie lautet der Noethersche Isomorphiesatz?
e Oft wurde ein anderer oder sogar falscher Satz angegeben.

(c) Schlieke auf die Existenz eines Isomorphismus zwischen R[T]/Ker(G) und dem R-
Vektorraum

5
W= {(z1,...,25) €R® | Y x; =0}.
=1

e Dimensionsformel wurde auf einen unendlich-dimensionalen Vektorraum angewen-
det.

e Es wurde behauptet, dass G Werte in W annimmt, obwohl W keine Teilmenge
von RO ist.

e Falsche Dimensionen der Vektorrdume berechnet.

Allgemeine Bemerkungen

e Seien Sie kritisch mit Thren eigenen Argumentationen. Wenn Sie sowieso wissen, dass
die Argumentation so nicht stimmen kann, hilft es nicht, sie zu schreiben. Argumente
raten funktioniert in der Mathematik leider nicht. Es werden keine Teilpunkte fiir
falsche Begriindungen vergeben, auch wenn diese sehr kreativ sind.

e Es ist eine Klausur. Die Abgabe soll lesbar und ordentlich aufgeschrieben sein.
e Vermeiden Sie in einer Klausur Worter wie klarerweise, offensichilich, trivial, usw.

e In Argumentationen sind Pfeile mit Vorsicht zu benutzen. Um Missversténdnisse zu
vermeiden, benutzen Sie besser also statt =.

e Eine Aufgabe mit zwei verschiedenen (unvollstdndigen) Losungsversuchen kann nicht
bewertet werden.



