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41. Wachstumslemma für Polynome und rationale Funktionen

(a) (1 Punkt) Es sei p ∈ C[z] ein Polynom vom Grad m ≥ 0 mit p(z) =
∑m

k=0 akz
k,

am 6= 0. Es sei R = max{1, 2
|am|

∑m−1
k=0 |ak|}. Zeigen Sie, daß für alle z ∈ C mit

|z| ≥ R gilt: 1
2 |am||z|

m ≤ |p(z)| ≤ 3
2 |am||z|

m.

(b) (1 Punkt) Es seien p, q ∈ C[z] \ {0} Polynome vom Grad m bzw. n. Zeigen Sie,

daß es reelle Zahlen K,L,R > 0 gibt, so daß für alle z ∈ C mit |z| ≥ R gilt:

K|z|m−n ≤
∣∣∣p(z)q(z)

∣∣∣ ≤ L|z|m−n.

(c) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß eine holomorphe Funktion f : C → C genau dann

ein Polynom vom Grad ≤ n ist, wenn es reelle Zahlen a, b > 0 gibt, so daß

für alle z ∈ C gilt: |f(z)| ≤ a + b|z|n. Welche Aussage erhält man für den Fall

n = 0 ?

42. Anzahlformel für Null- und Polstellen

(a) (2 Punkte) Es seien U ⊂ C offen, f, g ∈ M(U), r > 0 und a ∈ U so dass

Br(a) ⊂ U . Auf ∂Br(a) gebe es keine Polstellen von f oder g, und es gelte:

|f(z)− g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|

für alle z ∈ ∂Br(a). Zeigen Sie, dass dann für die Gesamtanzahlen der Null-

und Polstellen (mit Multiplizität) in Dr(a) gilt:∑
z∈Dr(a)

νz(f) =
∑

z∈Dr(a)

νz(g).

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie: f(z) = z5 − z + 2 hat genau fünf einfache Nullstellen in

D2(0).



43. Rationale Funktionen

(a) (2 Punkte) Sei f : C → C eine ganze Funktion. Zeigen Sie: f hat eine hebbare

Singularität in ∞ genau dann, wenn f konstant ist.

Zeigen Sie außerdem: f hat einen Pol in ∞ genau dann, wenn f ein nicht-

konstantes Polynom ist.

(b) (1 Punkt) Sei f : C → C meromorph. Zeigen Sie: Es gibt z1, . . . , zk ∈ C und

n1, . . . , nk ∈ N \ {0}, so dass

F (z) := (z − z1)n1 . . . (z − zk)nkf(z)

nur hebbare Singularitäten in C hat.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass jede meromorphe Funktionen wie in (b) eine rationale

Funktionen ist.

44. Nullhomotopie und Nullhomologie.

Es seien f(z) = (z2 − 1)2, γ1(t) =

√
1 +

√
1− 1

2e2πit, γ2(t) =
√

1 + 1√
2
eπit, γ3(t) =√

1− 1√
2
e−πit, γ4 = −

√
1− 1√

2
e−πit, t ∈ [0, 1], wobei die Wurzelfunktion durch den

Hauptzweig des Logarithmus definiert ist. Weiter sei γ = γ1 ∗ γ2 ∗ γ3 ∗ γ4.

Zeigen Sie, dass gilt:

(a) (2 Punkte) Die Kurve γ̃ := f ◦ γ in C \ {0, 1} ist nullhomolog.

Berechnen Sie dazu die Umlaufzahlen um 0 und 1.

(b) (2 Punkte) Die Kurve γ̃ ist nicht nullhomotop.

Wählen Sie dazu eine lokale Umkehrfunktion g von f mit g(12) = γ(0) =√
1 + 1√

2
. Zeigen Sie, dass sich g längs jedes Weges in C∗ holomorph fortset-

zen lässt. Bestimmen Sie dann für die holomorphe Fortsetzung von g entlang

γ̃ mit Hilfe von Aufgabe 40 den Wert von gγ̃ am Endpunkt des Weges γ̃ und

betrachten den Punkt γ(4) = γ4(1) = −
√

1 + 1√
2
.
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