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Einleitung
— komplexe Zahlen als Losung von Polynomialgleichungen
= -1

Definiere 7 := v/ —1
~ 16. Jhdt

— Funktionen von komplexen Argumenten

exp(z), z€C
Euler, ~ 18.Jhdt
— komplexe Differenzierbarkeit
f+DcC—-C
heikt komplex differenzierbar in 29 € D, falls der Limes f’(2) := lim %ﬁézo)
z2—20

existiert.

— f holomorph, das heift f komplex differenzierbar auf ganz D, offen.

Anwendungen
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— Geometrie, z.B Riemannsche Flichen, komplexe Differentialgeometrie

— z.B in analytischer Zahlentheorie
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Jénich (knapp)
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Teil 1.
Komplexe Zahlen und
holomorphe Funktionen

1. Komplexe Zahlenebene

Wir wollen Gleichungen der Form x? = —1 16sen, und erreichen dies durch Definition
einer Losung ¢ := /—1 und fiigen diese zu den reellen Zahlen hinzu.

Frage: Komimt man so zu einer widerspruchsfreien Theorie?

1.1. Definition

Mit C bezeichnen wir den Vektorraum (R?, +) der reellen Zahlenpaare zusammen mit
der Multiplikation:

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, be + ad) Y(a,b), (c,d) € R?
1.2. Proposition
(C,+, ) ist ein Korper.
Beweis:

i) R? ist mit der Vektoraddition (a,b)+(c,d) = (a+c, b+d) eine kommutative Gruppe
mit neutralem Element (0,0)

ii) Die Multiplikation ist assoziativ
((a,b)-(e,d))(e, f) = (a,b)((c,d)-(e, f)) = (ace—adf —bcf—bde, acf+ade+bce+bdf)
iii) Die Multiplikation ist kommutativ
(a,b)(c,d) = (ac — bd,bc + ad) = (c,d)(a,b)

iv) Das Einselement ist (0,1)

v) Ist (a,b) € C* := C\{(0,0)} so ist das Inverse von (a,b) gegeben durch

1 a —b
(a.0)7" = <a2+b2 ’ a2+b2>




vi) Es gilt Distributivitét
(a,b)((¢,d) + (e, f)) = (a,b)(c, d) + (a,b) (e, [)

1.3. Bemerkung

i) Die Standardbasis von R? ist {(1,0), (0,1)}. Folglich kann jede komplexe Zahl (a, b)
dargestellt werden als a - (1,0) +b-(0,1) a,beR

ii) Es existiert ein injektiver Kérperhomomorphismus
p:R—C, ar~ (a,0)

d.h. p(a+b) = p(a) + ¢(b) und p(a-b) = p(a) - p(b)

Wir identifizieren R mit ¢(R) C C, setzen also a = (a,0).
Insbesondere ist dann 1g = (1,0) =1
Weiter lasst sich jede komplexe Zahl schreiben als

(a,b) = (a) - (1,0) +¢(b) - (0,1) = a + ib
I e o ol

a b =1
mit der imagindren Einheit ¢ := (0, 1)

iii) Esist i? = (0,1)-(0,1) = (—1,0) also tatsichlich i> = —1 und i damit eine Losung
von 22 = —1. Die Multiplikation ist dann nichts anderes als Ausmultiplizieren unter

Zuhilfenahme dieser Beziehung:

(a,b) - (¢,d) = (a + ib)(c + id)
= ac + iad + ibc + i* bd
=1

= ac — bd + i(ad + be)

iv) Ist 2 = a + ib eine komplexe Zahl, so nennen wir a = Re(z) den Realteil und
b =Im(z) den Imaginirteil von z.
Dann ist z = Re(z) + i - Im(2), beachte Re(z),Im(z) € R

v) Es gilt fiir z,w € C



Fiir a € R ist

Insbesondere sind Re,Im: C 2 R? — R, R-lineare Abbildungen

1.4. Bemerkung

Diese Konstruktion liefert C nicht nur als Menge von
Zahlen, sondern als geometrisches Objekt, ndmlich als
2-dim. R-Vektorraum bzw. als Ebene.

Addition in C ist die Vektoraddition in R2.

Re, Im: C — R sind die Projektionen auf die Achsen
in R?.

Die Veranschaulichung der Multiplikation kommt spa-
ter (Ubung).

Ist (a,b) € Csoist (a,b) - (0,1) = (—b,a) gerade der
um 90° gedrehte Vektor.

1.5. Definition
Sei ze C

TN

Re(2) Re

i) Es bezeichne Z die konjungiert komplexe Zahl zu z, das ist die Spiegelung von z an

der reellen Achse, ndmlich fiir z = a + b ist Z = a — ib.

ii) Setze |z| := /Re(z)2 + Im(2)? die euklidische Linge des Vektors z.

1.6. Proposition

Fiir alle z,w € C gilt

|z| = VzzZ
27l = %

Beweis: Ubung




1.7. Proposition

i) |-|: C — R ist eine Norm, das heift es gilt |2| >0 Vz€ Cund 2| =0 2=0
und |z +w| < |z| + |w| Vz,weC

i) |w-z| =|w|-|z] Vz,weC

Beweis:

i) jwz|? =wz-wz =wz - W-Z=ww- 2z = |w|? - |z|?
Diese Norm ist gerade die euklidische Norm auf R? und induziert eine Metrik
d(z,w) = |z — w|(dann ist d(z,w) > 0

und d(z,w) =0z =w
und d(z,2') < d(z,w) + d(w,2") Vz,2',w e C)

1.8. Definition

i) Ein (offener) Ball in C um zp € C mit Radius r > 0 ist die Menge

By(20) ={z€C:|z—2z| <r}

ii) Eine Teilmenge U C C heift offen, wenn es zu jedem 2y € U ein r > 0 gibt, so
dass By(z9) CU

iii) Eine Teilmenge A C C heifst abgeschlossen falls C\ A offen ist.

1.9. Proposition

i) 0, C sind offen und abgeschlossen

ii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen

)
)
iii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen
)
)

iv) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen

v) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen

Beweis: Ubung

1.10. Bemerkung
Offene Bélle B, (zp) sind offen

Beweis:
Ist z € By(20) so gilt fiir alle w € B,_|,_,(2) dass



lw—z0| < lw—z| +|z—20| <r—|2— 20|+ |2 — 20| =7
~——

<r—|z—zo|

also Br—\z—zo|(z) - BT(ZO)

1.11. Definition
Sei B C C eine beliebige Teilmenge

i) B:=|J{U : U offen ,U C B}
heifst das Innere von B, und ist die grofite offene Menge, die in B enthalten ist.

ii) B:=[){A: A abgeschlossen und B C A}
heifst abgeschlossene Hiille von B.

iii) 8B := B\B heikt Rand von B.

1.12. Definition

Eine Folge (zp)neny € C konvergiert gegen z € C, falls zu jedem € > 0 ein ng € N
existiert, so dass Vn > ng : |2, — 2| < e.
Wir schreiben dann:

lim z, = z oder kurz z, — z
n—oo

1.13. Bemerkung

Seien (z,) C C und (w,) € C konvergente Folgen.
Dann gilt:

i) lim (z, + wy) = lim z, + lim w,
n—oo n—oo n—oo

i) lim (zpwy) = (lim z,)( lim wy,)

iii) Ist z, #0 Vn und nh_)rgo zn 7 0. Dann gilt

lim zi = liml z
n—oo m n—oo n

iv) lim z, = lim z,
n—oo n—oo

Beweis: Ubung

1.14. Bemerkung

i) Eine Folge z, C C konvergiert genau dann, wenn die reellen Folgen (Re(z))nen
und (Im(zy))nen konvergieren. Dann ist

lim z, = lim (Re(z,)) +i- lim (Im(z,))

n—oo n—oo n—oo



ii) Eine Folge(z,) konvergiert genau dann gegen z, wenn fiir jede offene Menge U mit
z € U ein ng € N existiert mit z, € U Vn > ny.

iii) Ist B C C eine beliebige Menge, (z,) C B eine konvergente Folge,

dann ist lim z, € B
n—oo

iv) zu jedem z € B existiert eine Folge (z,) C B mit lim z, = z.
n—oo

Insbesondere liefern iii) und iv), dass B genau die Menge der Grenzwerte von Folgen
in B ist.

Beweis:

i) ” : 2
Sei z, — z,& > 0 gegeben, und |z, — z| < & Vn > ng. Dann gilt:
|[Re(zn) — Re(2)| = |[Re(zn — 2)| < |z — 2] < €

kY] <: b))

Sei Re(z,) — x,Im(2,) — y,€ > 0 gegeben, und |[Re(z,) — x| < §

und [Im(z,) —y| < §, Vn > ng. Dann ist:

. . . L £

2u (i) = [Re(z) —a-i(m(z0) )| < [Re(z) |+l /(I (z)—0)] < 45 = 2
11) ” = b2

Sei z, — z eine konvergente Folge, U offen mit z € U. Da U offen, existiert ein

e >0 mit Be(z) CU. Zu € ex. ein ng € N, so dass |z, — z| <&, Vn >ny

= 2zn, € Bo(2) CU, Vn>mng

kM) <: 2
Wihle U = B.(2), Ve >0

iii) Sei 2z, — z mit (z,) C B.
Ist z ¢ B, so ist z € C\B offen, also ex. ¢ > 0 so dass B:(2) C C\B
= B.2)NB=0= |z, — 2| > Vn
=4zuz€EB

iv) Sei z € B. DannlstB() #0, ¥Yr>0
(ansonsten: B,.(z) N B =0,= B C C\B,(z2))
———

abg.

= BCC\B.(2)=2¢B
Also existiert zu jedem n ein z, € Bi1(z) N B. Dieses (zy,,) ist die gesuchte Folge

n

1.15. Definition

Eine Folge(z,) C C heifst Cauchy-Folge, wenn zu jedem £ > 0 ein ng € N existiert
mit |z, — zm| <&, Vn,m >ng



1.16. Bemerkung
Aus Bemerkung i) und der Vollstandigkeit von R folgt die Vollstéandigkeit von C,
d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

1.17. Definition

i) Ein Punkt z € C heift Hiufungspunkt einer Menge, wenn z € B\{z}
Wegen iii) existiert dann eine Folge (z,) € B\{z} die gegen z konvergiert

ii) Eine Menge K C C heikt kompakt, wenn jede Folge (z,) C K eine konvergente
Teilfolge besitzt deren Limes in K liegt.
1.18. Bemerkung
K C C ist genau dann kompakt, wenn K beschrinkt und abgeschlossen ist. Dabei
heifit K beschriinkt wenn ein R > 0 existiert, so dass K C Br(0)
1.19. Definition
i) Ein (stetiger) Weg ist eine stetige Abbildung

v:[0,1] = C
Dabei ist v genau dann stetig, wenn Re(v) bzw. Im(y) : [0, 1] — R stetig sind.

ii) Eine Menge B C C heift (weg)zusammenhiingend wenn zu jedem Paar p,q € B
ein Weg v : [0,1] — B existiert mit v(0) =p, (1) =g¢

iii) Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhéngende Teilmenge U C C

1.20. Bemerkung

Ist U C C ein Gebiet, so hat U folgende Eigenschaft:
Sind Uy, Us C C offene Mengen mit Uy NUs = ) und U = Uy U Us, dann folgt Uy = U
und Uy =@ oder Uy =0 und Uy =U

Beweis:

Sei U ein Gebiet. Angenommen es existieren Up, Us offen mit U = U; U Uy und
U NUs = () sowie Uy #(Z)und Us 7&@

Sei p € Up,q € Us. Sei 7 : [0,1] — U ein Weg mit y(0) = p und (1) = ¢

Sei t :=sup{t:y(s) € Uy Vs € [0,t)}

Wegen Stetigkeit von ~ ist ¢ > 0, da U; offen ist. (Da U; offen 30 > 0 so dass
Bs(p) C Uy. Wegen Stetigkeit von v ex. € > 0 so dass y(t) C Bs(y(0)) Vt € [0,¢).)
Setze p:=~(t) € Uy NUs

Es gilt p ¢ Uy und daher p € Us
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Andererseits ist Uy offen, und damit C\Us abgeschlossen.
Daﬁl - C\Ug = 71 - (C\UQ
:UlﬂUQ:@aberT)EUlﬁUgﬁé

Wir betrachten jetzt Abbildungen f : D — C, D C C eine Teilmenge. Solche
Abbildungen nennen wir (komplexwertige) Funktionen.

1.21. Definition

i) Eine Funktion f : D — C heift stetig in 29 € D wenn zu jedem £ > 0 ein § > 0
existiert mit |f(2) — f(20)| < e falls |z — 29| < d und z € D

ii) f: D — C heilt stetig wenn f stetig in 29 ist Vzg € D

1.22. Bemerkung

i) Aquivalent zu[1.21]1) ist, dass fiir jede konvergente Folge (z,) C D mit lim z, € D

n—oo

gilt:
lim f(zn) = f( lim z,)
ii) Ist D offen, soist f : D — C genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge U C C
das Urbild f~1(U) offen ist. (f~1(U) :={z € D : f(z) € U})
1.23. Bemerkung

i) Sind f,g: D — C stetigin z9p € D sosind f+g,f-g: D — C stetigin 29 € D
ist g(z) #0 Vz € D, so ist auch % stetig in z9 € D

ii) Ist f : D — C stetig in 29 € D, f(D) C D',g : D' — C stetig in f(29), so ist
go f: D — C stetig in zg.

iii) f: D — C ist genau dann stetig, wenn Re(f),Im(f) : D — R stetig sind.

1.24. Beispiel
i) Alle Polynome sind stetig auf C

ii) z+ Z ist stetig auf C

iii) z — |z| ist stetig auf C

2. Holomorphe Funktionen

2.1. Definition

i) Sei D C C ein Gebiet, f : D — C eine Funktion. Dann heifst f in 29 € D komplex
differenzierbar, wenn es eine komplexe Zahl A € C und eine in zg stetige Funktion

11



ii)

iii)

2.2,

ii)

i)

R:d— C mit R(z9) = 0 gibt, so dass:
f(z) = f(z0) + A(z — 20) + (2 — 20) - R(2) Vze D
A heifst Ableitung von f in zg. Wir schreiben f'(z9) = A

Ist f auf ganz D differenzierbar, so nennen wir die Funktion z — f’(z) die Ablei-
tungsfunktion von f auf D

Ist f auf ganz D komplex differenzierbar, so nennen wir f holomorph auf D

Beispiel

Die konstanten Funktionen z — ¢ € C sind auf ganz C komplex differenzierbar,
denn
c=c+0(z — 29)

Die Ableitungsfunktion ist daher die konstante Funktion 0.

Die Funktion id : z — z ist auf ganz C komplex differenzierbar, denn
z=20+1(z —20) Vz,20€C

Die Ableitungsfunktion ist daher die konstante Funktion z +— 1

Die Funktion z — Z ist nirgends komplex differenzierbar. Denn gilt fiir ein zg € C
die Darstellung

Z=Z20+A(z—20) + (2 — 20) - R(2)  (R(z) stetig mit R(zp) = 0)
Setze z =ty +a a € R, also

20+a=%+ Aa+a-R(z)+a)
=a(l-A—R(z0+a))=0 Va#0
=1—A—R(z0+a)=0

= A=1flira—0

Andererseits gilt auch fir z = zg + ia

Zo—ia=%Z0+i-A-a+i-a-R(2)

= —ia(—1—-A—R(z0+ai)) =0 Va#0
= —-1—A—R(z0+ai)=0
=>A=—-1fira—0

=1

12



2.3. Bemerkung
Sei f: D — Cmit D C C eine Funktion

i) Ist f in zp € D komplex differenzierbar, so ist f dort stetig

ii) Ist f in z9 € D komplex differenzierbar, so existiert der Limes

tig £ =S20) _ ALz m20) F = 20)RE) _ 44 gy = a

Z—20 z — ZO Z—20 Z — ZO Z—Z0

2.4. Bemerkung

Seien f,g: D — C Funktionen und in zg € D komplex differenzierbar, dann gilt:

i) f+gistin zg € D komplex diﬁerenzierbaﬂ mit
(f +9)'(20) = f'(20) + ¢'(20)
i) fgistin zg € D komplex differenzierbarﬂ mit
(f9)(20) = f'(20) - 9(20) + f(20) - 4 (20)
iii) Ist f(2) # 0 Vz € D, so ist % eine Funktion auf D und in zp € D komplex

differenzierbar mit ,
(3) o= 22
f O Fw)?

iv) Seien f: D — D', g : D' — C Funktionen mit D, D" C C. Ist f in 29 € D komplex
differenzierbar, so ist go f : D — C in 29 € D komplex differenzierbar mit

(go f)(20) = f'(z0) - ¢’ (f(20))

Beweis: ANA 1

2.5. Beispiel

n
i) Ist p(z) = > apz" ein Polynom mit Koeffizienten a; € C, so ist p auf ganz C

k
komplex differenzierbar mit Ableitungsfunktion

P =3k b
k=1
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m
i) Ist q(2) = 3 bp2* ein weiteres Polynom und D := {z € C : ¢(z) # 0}, so ist

k=0
2 Z Ezg auf D komplex differenzierbar.

Wir erinnern uns jetzt daran, dass als Menge bzw. als normierter Vektorraum ]1§2 = C.
Daher kénnen wir Funktionen f : D — C auch auffassen als Funktionen f : D — R?
wie folgt:

Wir zerlegen z = x + iy, =,y € R und ebenso f(2) = u(z) +iv(z), u(z),v(z) € R.
Wir setzen f(z,y) = (gg’gj;) a(z,y) = u(z + iy) fir (z,y) € D

D :={(x,y) €ER:z+iy € D}

2.6. Definition

Eine Funktion f : D — Cheift in ¢g € D reell differenzierbar, wenn die zugehorige
Funktion f: D — Rin (xo,y0) € R? reell differenzierbar ist, mit 29 = x¢ + Yo

2.7. Bemerkung

i) Ist f: D — R? reell differenzierbar in <z§>, so ist die totale Ableitung f (z0,Y0)

gegeben durch die Jacobi-Matrix

af d
an?/O - an an T y

Dann gilt:

Feun) = flava + 7o) (5720 4| (5 220) |- G

Y—% Y—Y

mit einer in (zg, yo) stetigen Funktion R : D — R mit R(xq,yo) = 0.

ii) Sei f: D — Cin 2 = xo + 1yo reell differenzierbar. Wir unterscheiden nun nicht
mehr zwischen f und f und nennen die Matrix

(ux(Zo) uy(Zo)>

vz(20)  vy(20)

die totale Ableitung von f in zp.
Dabei ist u,(20) = 9% (20), uy(20) = %(ZO)

2.8. Definition

Sei f: D — Cin 2y € D reell differenzierbar. Wir definieren

G (z0) = f2(20) = §(fa(20) — ify(=0)

14



und §L(z0) = fo(z0) = 5 (fal20) + iy (20))
die sogenannten Wirtinger- Ableitungen von f.

=)

2.9. Bemerkung
Es gilt:

o) = 5 ((sa(z0) + va(20) = iy 20) + vy )

= 2 ((a(z0) + vy (20)) + (va(z0) — uy(0)

Foe0) = 5 (ua(20) + i z0) iy (20) + iy 20))

1

= 5 (o) — vy (20)) + 5 (1 (20) + 1y (20)

2.10. Proposition
Sei f: D — C reell differenzierbar in zy. Dann gilt

f(z) = f(20)(z = 20) + fz(20)(Z = Z0) + (2 = 20) - B(2)
mit einer in zg stetigen Funktion R : D — C mit R(z9) = 0.

Beweis:
Da f: D — Cin z— reell differenzierbar ist, gilt:

f(z,y) = f(xo,y0) + f'(x0,y0) (x _ :ro> T ‘ (x _ 360)

Y —Yo Y—%Y%

wobei R : D — R? eine in (zq, o) stetige Funktion ist mit R(zg, 1) = 0.
Wir berechnen:

(20, 90) (il‘ - iUo) _ (uz(fU — x0) + uy(y — y0)> (+)

Y — Yo vz (2 — x0) + vy (¥ — o)

15



Andererseits ist:

Folan)(z = 20) = (5 + )+ 500 = 1))@ = 20) + iy — )

= 2 (e — 20) (e — 20) — vy — 0) + gy — w0)

+i(uz(y — yo) +vy(y — vo) + va(x — 20) — uy(T — 20)))

Folen) = 3) = 5 = 1) + 50+ 1))@ = 20) ~ iy~ )

= 5 (ua(z — 20) —vy(z — 20) + uy(y = yo) + v2(y — yo)

+ i(vg(z — 20) 4 uy(z — 20) — uz(y — Yo) + vy(y — v0)))
und daher

f2(20)(2=20) + fz(20) (7= 20) = wa(x—20) +uy (Y —yo) +i(ve(x—20) +vy(y —10)) (%)

Identifizieren wir C = R? ist die rechte Seite von (x) gleich der rechten Seite von ().

r—XxQ
Damit folgt die Behauptung mit R(z) = ‘<y y(’)‘ R(z) = =20l R(2).

z zo Z—Z20

2.11. Theorem

Ist f: D — C ein Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
i) fist in z € D komplex differenzierbar

i) fistin zg € D reell differenzierbar und es gilt fz(zp) =0

Beweis:

ii)=i)

aus Prop [2.10] folgt dass f(z) = ( 0)(z — 20) + (2 — 20) R(2) mit einer in zp stetigen
Funktion R : D — C mit R(z) = 0, d.h. f ist in zp komplex differenzierbar mit

Ableitung f'(20) = f.(20)-

1)=-ii)

Zu zeigen ist insbesondere, dass komplex differenzierbar in zg = reell differenzierbar
m zg

Sei f in zg komplex differenzierbar, dann gilt:

f(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + (2 — 20) R(2)  (¥)
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mit einer in zq stetigen Funktion R : D — C mit R(zg) = 0.
Identifiziert man wieder C = R?, so gilt fiir die Funktion

Flau) = Feom) + 4 (57 50) 4| (47500 R

Y—% Y=Y

mit z = = + iy, 2o = xo + iyo, R(z,y) = é%g'R(z) und einer Matrix A wie in
Aufgabe 4, Blatt 1.

R ist stetig in (xg, yo) mit R(zo,y0) = 0

= f ist reell differenzierbar in (g, yp) mit Ableitung A

Aus Prop folgt dann die Darstellung

f(z) = f(z0) + f2(20) (2 — 20) + f2(Z — 2) + (2 — 20) R(2)

R ist stetig in 29 mit R(z0) = 0.
Subtraktion von (x*) von (k) ergibt

0= (f'(20) = f(20))(z — 20) — f2(Z — Z0(R(2) — R(2))

Fiir z # 7y dividiere durch z — z

0= f'(e0) = f(a0) =~ f(z0) + Bz) ~ R(:)

Z —_
=Q(2)

zZ—20 Re(z—2)—i-Im (z— 20)

z—z9 Re(z—2)+i-Im (z— z)

Fiir z mit Im (2 — 29) = 0 ergibt sich

0= (20) — fo(z0) — f(0) + Q) (1)
Fiir z mit Re (z —29) =0

0= f'(20) = f=(20) + fz(20) + Q(2) (2)
(1) +(2) = f'(2) = f=(20)

(1) = (2) = fz(20) = 0

2.12. Bemerkung

i) Ist f: D — C komplex differenzierbar in zg, so gilt:

F(20) = fle0) = 5 (falz0) = 8y (20)) = 5 (1 (20) + vy (20)) + 5 (va(20) — 1y (20))

ii) Ist wieder f: D — C komplex differenzierbar in zo mit f(z) = u(z) +iv(z), so gilt
nach Theorem [2.11] dass fz(z9) =0
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Zerlegung in Real- und Imaginirteil liefert

ua(20) — vy(20) = 0

Uy(20) + vz(20) =0
bzw. ug(20) = vy(20)

uy(20) = —vz(20)

Dieses System von partiellen Differentialgleichungen heiftt die Cauchy-Riemann-
Gleichungen

iii) Eine Funktion f : D — C, die auf ganz D reell differenzierbar ist, mit f, = 0 aut
ganz D heifit antiholomorph. Dann ist f : D — C: z — f(z) holomorph.

2.13. Bemerkung
Ist f: D — C holomorph, D ein Gebiet, und f/ = 0, dann ist f konstant.

Beweis:
Wegen ' = f, = 0und f5 = 0 verschwindet die totale Ableitung von f in D identisch.

3. Durch Potenzreihen gegebene Funktionen

Jede holomorphe Funktion lésst sich in ihre Taylorreihe (lokal) entwickeln, daher spie-
len Potenzreihen eine zentrale Rolle beim Studium holomorpher Funktionen.

3.1. Definition

i) Eine Folge fr : D — C von Funktionen konvergiert gleichméfiig gegen eine
Grenzfunktion f, wenn zu jedem € > 0 ein kg € N existiert mit

sup |fx — fl <e Vk>ko
D

i) (fx) konvergiert lokal gleichmifsig, wenn zu jedem z € D eine offene Menge
U C D mit z € U existiert, so dass (fx|v)r gleichméRkig gegen fi konvergiert.

3.2. Bemerkung
Sind alle fj stetig und konvergiert (f;) lokal gleichméfig gegen f, so ist f auch stetig.

3.3. Definition

i) Eine Potenzreihe ist eine formale Reihe der Form

P(z) = Z ap(z — z)F
k=0
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dabei ist (ax) C C ein Folge komplexer Zahlen und zy der Entwicklungspunkt.

n
ii) Eine Potenzreihe P(z) heift konvergent fiir z € C, wenn die Folge (Z ax|z — zok>
k=0 neN
der Partialsummen konvergiert.

iii) Eine Potenzreihe P(z) heikt absolut konvergent fiir z € C, wenn die Reihe
n
3 aglz — 20|F konvergiert.

Wie in ANA I impliziert absolute Konvergenz Konvergenz.

3.4. Beispiel
o0
Die geometrische Reihe Y z.
k=0

n
Wie in ANA T gilt fiir die Partialsummen Y 2% = ﬁ d.h. fiir [z] < 1 konvergiert

[e.e]

die geometrische Reihe gegen > z =
k=0

Fiir |z| > 1 ist die Folge(2*)ren keine Nullfolge, daher divergiert die Reihe fiir |z| > 1

1

1—2z"

3.5. Proposition

[e.e]
Sei P(z) = Y ax(z — 20)¥ mit (a;) C C eine komplexe Potenzreihe.
k=0
Dann konvergiert P(z) entweder auf ganz C absolut und lokal gleichméfbig, oder es

existiert ein r > 0, so dass P(z) in B,(z9) absolut und lokal gleichméfig konvergiert,
und in {z € C, |z — 2| > r} divergiert.
r heift Konvergenzradius von P und ist gegeben durch 1 = limsup {/|ax| bzw.

— 00
r = 0 fiir limsup V/|ax| = o0
k—o0

Beweis:

i) Seir = (hmsup ag))t >0
Sei 6 > 0 gegeben o.E. & > r. Wegen Definition von r existiert ein kg, so dass

\’“/|ak| < (1 +5)r Vk > k.

Sei z € B(_s)r(20). Dann gilt fiir alle k& > ko, dass
|lag||z—20|% = (¥/]ar||z—20])" 1+5) (1—5)7’)k <(1-Hk=¢* ¢=1-6%*<1

o0
das heift die geometrische Reihe Y ¢* ist eine Majorante, und wir erhalten Kon-
k=0

vergenz von z lax||z — z0|¥, das heikt absolute Konvergenz.
k=0
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Weiter gilt fiir z € B(;_s).(20) und k > ko

o o
—Zak(z—zo)k Z ag( z—zo
k=0

k=n+1

o0
= Z jallz = 2/* < > ¢

k=n+1 k=n+1

oo

Da die geometrische Reihe Y ¢* konvergiert fiir ¢ < 1, existiert zu jedem ¢ > 0
k=0

ein ng € N, so dass Vn > ng

oo n

> 4"

k=0 kO

<e VYn>ng

das heifit, zu gegebenem e > 0 wihle ng wie oben

= ‘P(z) — > ap(z — zo)k' <& Vn2>mng, Vz€ Bu_s(20)
k=0
= gleichméfkige Konvergenz in B(;_s).(20) VY >0

Da fiir jedes z € By(z0) ein > 0 existiert, mit z € B(_s)(20) folgt die Be-
hauptung, das heifst absolute und lokal gleichméfige Konvergenz.

ii) Divergenz
Ist |z — 29| ! < limsup {/]ay|, so existieren unendlich viele k,
k—oo

so dass {/|an| > |z — 20| L.

Fiir diese k gilt:

Jarllz = zol* = (Vlanllz — 20])* > 1

= Die Folge (|ax||z — 20/*)ren ist keine Nullfolge
= (ar(z — 20)¥)ren ist keine Nullfolge = Divergenz

3.6. Satz

Sei P(z) = >3, ax(z — 20)" eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius r €
(0, 00]. Dann ist P(z) auf B, (zp) holomorph mit Ableitungsfunktion

o0
Zk CLkZ—ZQ Zk—l—l ak+1z—zo)k
k=0

Beweis:
Spater. Der gleichméfige Limes holomorpher Funktionen ist holomorph.
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3.7. Beispiel

Die Potenzreihen

konvergieren absolut und lokal gleichmékig auf ganz C.

4. Die Riemannsche Zahlensphire

In der Geometrie spielen ldngen- und winkelerhaltende Abbildungen eine grofse Rolle
(Isometrien).

Wichtig sind aber auch Abbildungen, die nur winkelerhaltend sind (konforme Abbil-
dungen).

Die komplexe Multiplikation ist eine Drehstreckung, also winkelerhaltend.

Eine holomorphe Funktion f : D — C wird lokal beliebig gut durch eine komplexe
Multiplikation beschrieben, ist also auch konform.

Suchen wir konforme Abbildungen C — C, bijektiv, so bleiben nur die linearen Ab-
bildungen z — az + b.

Lésst man jedoch einen Punkt aus, und sucht konforme Abbildungen C\{0} — C\{0},
so existiert neben den linearen Abbildungen z — az+b, a # 0 auch noch die Inver-
sion z +— %

Die von Multiplikation, Translation und Inversion erzeugte Gruppe besteht aus allen
Abbildungen der Form f: C\{z1} — C\{22}

b
Z’_>az+ a,b,c,de C, ad—bc+#0
cz+d
mit z1 = 7%1 und 29 = ¢
Alle f dieser Form sind bijektiv und holomorph und folglich konform.
Ist w = ZZZIZ so gilt z = _dclzujfa also ist die Umkehrfunktion f~!(w) = _dguj:’a auch

holomorph, und von derselben Form f : C\{2} — C\{-4
f hat also eine holomorphe Umkehrfunktion, wir nennen f biholomorph.
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An der Definitionsliicke von f gilt:

lim [f(2)] = oo

2——2
c

Wir setzen C := C U {co} und definieren f(—%) = oo sowie f(o0) = 2.
Dies macht f zu einer Funktion

f:@—>@

4.1. Definition

C heiftt Riemannsche Zahlensphire. Wir erkliren eine Topologie auf C wie folgt:

4.2. Definition

i) Eine Menge U C C heift offen, wenn entweder gilt:
oo ¢ U und U C C ist offen oder oo € U und C\U C C ist kompakt.

ii) A C C heikt abgeschlossen, wenn C\A offen ist.

4.3. Bemerkung

i) Wir kénnen jetzt alle topologischen Begriffe aus Kapitel [2 I auf C iibertragen.
Insbesondere konvergiert eine Folge (2, )nen C C gegen ein z € C genau dann wenn
zu jeder offenen Menge U mit z € U ein ng € N existiert, so dass z, € U, Vn > ng.
Ist 2z = o0, so ist dies dquivalent zur Forderung, dass zu jedem € > 0 ein ng existiert
mit z, = oo oder |z,| > é, Vn > ng

ii) Versehen mit dieser Topologie sind die Abbildungen

az+b
cz+d

f: C—=C: zm—
mit f (—%) = 00, f(00) = & die eindeutigen stetigen Fortsetzungen der Abbildungen

I (C\{_}_>(C\{CCL}7 ZHaz—l—b

cz+d

4.4. Bemerkung

Der Begriff Riemannsche Zahlensphire wird durch folgendes Modell erldutert:
Betrachte S? := {z = (21,72, 23) € R? : |z| = 1} C R3, und identifiziere C C R3 mit
der (z1,z2)-Ebene. N := (0,0, 1) sei der Nordpol.

Verbinde z € C mit N. Die Verbindungslinie schneidet S? im Punkt ¢(z). Wir erhalten
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eine Abbildung:

0:C— SN{N}: 2+iy— (22, 2y,2° +y* — 1)

1422 +y2
Die Umkehrabbildung

1 .
e 1 SN\{N} = C:  (z1,19,13) — 3 (x1 +ix2)

ist auch stetig.

Wir kénnen ¢ fortsetzen als Abbildung ¢ : C — 52 mittels ¢(c0) = N, bzw. p~1(N) =
0o und erhalten stetige Abbildungen ¢ : C — $2,071: 2 — C.

Denn fiir z € C gilt

2
2(233,2y,a:2—|—y2—1—(1—|—x2+y2)) =—————0 firz— o

1+a22+y V14|22

p(2)=N| =

4.5. Satz

C ist mit der Topologie aus Def kompakt, in dem Sinne, das jede Folge (2, )nen C C
eine kompakte Teilfolge besitzt.

Beweis:
Gegeben (zp)nen

1.Fall

zn, = oo fur endlich viele n

= 3 Teilfolge (zy, ) mit z,, =oo, Vk
es gilt z,, — oo

2. Fall

zpn, = oo nur fir endlich viele n

Streiche die z, mit z, = co. Dies liefert eine Teilfolge (2, ) mit z,, # oo, Vk
Daher 0.E. z,, 00 Vn

a) (zn)nen ist beschrankt. Wegen Bolzano- Weierstrass existiert eine konvergente Teil-
folge.

b) (zn)nen ist unbeschrinkt, dann existiert zu jedem k € N ein ny mit |z,, | > k o.E.
(ng)ken monoton wachsend. Dann ist (2, )ren ein Teilfolge mit z,, — oo

4.6. Bemerkung

i) Die Abbildung f : C — C : 2z +— 2 mit (¢4) € GI(2,C) heifen Mbi-
ustransformationen
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ii)

iii)

4.7.

Sind f, g : @ — C Mébiustransformationen mit Matrizen F,G € G1(2,C) so ist
fog:C — C auch eine Mobiustransformation mit Matrix F'- G.

Die Abbildung F = (2%) € G1(2,C) — (z — gjig) € {Mobiustransformationen}

ist folglich ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, das heift es gilt ii) und
F~l f=1 VF € Gl(2,C). Der Kern ist gerade (}9)-C*={(292),a € C*}

Satz

Sind (21, 22, 23) und (wy, we, ws) paarweise verschiedene Tupel von Punkten in C, so
existiert genau eine Mobiustransformation f mit f(zp) = wg, k=1,2,3

Beweis:

i)

ii)

Ist (w1, wa,w3) = (0,1,00), und z1, 22, 23 # co. Dann ist

zZ— 21 29 — 23
Z = .
Z — Z3 Zo — Z1

1St 21 = 00 S0 Ist es

22 — 23
Z > —
Z — Z3
ist z9 = 0o so ist es
z—zZ1
Z =
z— 23
fir z3 = o0
z— 21
Z =
Z9 — 21

Zu jedem Tripel (21, 22,23) existert also eine Mobiustransformation f., ., ..y die
(21, 22, 23) auf (0,1, 00) abbildet. Die Transformation f(zulljw%w?)) O f(21,20,24) leistet
also das Gewiinschte, bildet also (z1, 29, z3) auf (w, we,ws) ab.

Gébe es zwei solche Mébiustransformationen fi, fo mit

filzg) = wg, =1,2 k = 1,2,3 so ist f := f;l o f1 mit drei Fixpunkten
21452924523

Ist z; = oo fiir ein k, so ist f(z) = az + b also linear. Da f zwei weitere Fixpunkte
hat

=flz)=2z =f=id =fi=h

Ist weiter 21, 20, 23 # 00, dann existieren drei verschiedene Lésungen der Fixpunkt-
gleichung ‘Cfig
Ist ¢ = 0, so hat diese Gleichung nur eine Losung aufber fiir a = d und b = 0, dann
ist f =id und f; = fo.

Fiir ¢ # 0 ist die Gleichung dquivalent zu cz? + (a — d)z — b = 0, und diese quadra-
tische Gleichung hat nur 2 Losungen

= tritt nicht auf.

= Z.

24



4.8. Bemerkung

Mobiustransformationen bilden Geraden und Kreise auf Geraden und Kreise ab.
(hier: oo ist ein Punkt jeder Geraden)

Beweis:
Die Gruppe der Mébiustransformationen wird erzeugt von Translation, Drehstreckung
und der Inversion z — %, etwa.

az+b_

_ -1
cz—i—d_(b ad)(z+d)"" +a

f(z) =

Fiir Translationen und Drehstreckungen ist die Behauptung klar.
Eine Gerade in C ist gegeben durch die Gleichung

nz+nz+b=0<2(z,n) +b=0 beR

(wegen nz + (nz) = nz + nzZ = 2Re(zn) = 2(Re(z) - Re(n) + Im(2) - Im(n)) = 2(z, n))

Ist b # 0, so ist z # 0 fiir alle Punkte auf der Gerade bzZ(
fiir w = % folgt

+ &£ 4 ) = 0 baw.

||

SIE]

n_-.n 2 _
bw+bw+|w\ =0
2 _ _ 2
n n.._ . n . m_ n In|
<:>’w+b :(w+g)(w+5):w+gw+gw+b72
nl? |2 n |n|?
j’ —g :bT (Kreis uin —gmlt Radius bT)

Ist b = 0, Gleichung ist 7z +nz =0
Vz # 0= nw + nw = 0 (die um 90° gedrehte Gerade).

Teil II.
Der Cauchy-Integralsatz und
Konsequenzen

Die Cauchy-Integralformel: f : D — C holomorph:

f(z) = / g(_oz d¢ VBy(20) C D, Vz € By(z0)

OBy (20)
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5.

5.1.
i)

ii)

iii)

5.2.

ii)

iii)

Integration komplexer Funktionen, Wegintegrale

Definition

Eine Funktion f : [a,b] — C heifit stiickweise stetig wenn es eine Zerlegung
a=ty <t <..<t,=">bvon [a,b] gibt, so dass f ’(tk—lytk) stetig auf [tx_1, tx]
fortsetzbar ist.

Eine Funktion f : [a,b] — C heift stiickweise stetig differenzierbar wenn f
stetig ist, und eine Zerlegung a = tg < t; < ... < t,, = b von [a, b] existiert, so dass
f ‘(tk—htk) stetig differenzierbar ist.

Ist f: [a,b] — C stiickweise stetig, so setzen wir
b b b
/ f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Im(f(¢))dt

Bemerkung

Fiir zwei stiickweise stetige Funktionen f, g : [a,b] — C und Konstanten A\, u € R
gilt:

b b b
| A+ ngwde=x- [ e+ n [ gt

und

/abf(t)dt = (/abf(t)dt>

d.h das Integral ist auf den stiickweise stetigen Funktionen ein C-linearer Operator,
der mit der Konjugation vertauscht (d.h. ein reeller Operator).

Ist F': [a,b] — C stetig differenzierbar, so gilt:
b
F(b) — F(a) = / F'(t)dt
a
Ist ¢ : [a,b] — [c, d] stiickweise stetig differenzierbar und bijektiv so gilt:

b d
/f@@W@ﬁZ/f@ﬁ

fiir alle stiickweise stetigen Funktionen f : [¢,d] — R
Beweis:

Alle Aussagen folgen sofort aus den entsprechenden Aussagen fiir reellwertige Funk-
tionen, angewandt auf Real- und Imaginarteil.
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5.3. Lemma

Es gilt:

b b
[ swd] < [
Beweis:
Fiir reelle Integrale bekannt. Es existiert ein ¢ = %, so dass c - ff f(t)dt € Rxo.
Dann gilt:
/f dt’—c/f dt‘—c/f t)dt = /c-f(t)dt
:/Re( f())dtg/ Re(c |dt</ - f |dt</ F(8)]dt

5.4. Definition

i) Eine stiickweise stetig differenzierbare Abbildung ~ : [a,b] — C heift Integrati-
onsweg.

i) v([a, b]) heift Spur von v, wir bezeichnen |y| := v([a, b])

iii) v heifst geschlossen wenn ~y(a) = ~(b)

5.5. Beispiel
i) Fiir zg € C und r > 0 ist die Abbildung
K(z,7): [0,20] = C: t 29+re =29+ 1 (cost +isint)

ein Integrationsweg mit Spur |K (29, 7)| = 0By (20).
K (zp,r) ist geschlossen.

K(zo,7) (t) = ire®
Wir nennen K (zp,r) die positiv orientierte Kreislinie
ii) Sind zg, 21 € C, so ist
v:[0,1]] =C:  t (1 —t)zp + 1tz

ein Integrationsweg mit v/(t) = 21 — 2o.
Die Spur von 7 ist die Verbindungsstrecke von zg und z;.
Wir bezeichnen v auch mit [z, 21]

iii) Sind allgemeiner (n+ 1) Punkte zp, ..., z, € C gegeben, soist v:[0,n] - C: ¢t
(1=t+k—1)zp1+(t—k+1)z; falls t € [k—1, k] ein stiickweise stetig differenzierbarer
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iv)

5.6.

ii)

iii)

5.7.

Weg. Wir nennen diesen Weg den Streckenzug zwischen zg, 21, ..., 2z, und bezeichnen
diesen Weg als [z9, 21, ..., 2n]

Sind drei Punkte zg, 21, 20 gegeben, so bezeichnen wir
[20, 21, 22, 20) = OA(20, 21, 22)

A(zp, 21, 22) ist das abgeschlossene Dreieck mit Eckpunkten zg, 21, 2o

Bemerkung

Sind 71 : [a,b] — C und 73 : [¢,d] — C Integrationswege mit v1(b) = y2(c), so ist
der zusammengesetzte Weg

mxzifabtd—d—C: “ﬁ{zglb+@2iiigjhd—d
auch ein Integrationsweg mit Spur |y, * 2| = |71| U |2
Fiir v : [a,b] — C ist der entgegengesetzte Weg

7y tifa,b) = C: t—y(a+b—t)

auch ein Integrationsweg mit Spur |y e

Aus ANA II wissen wir, dass die Linge von « gegeben ist durch
b
L) = [ Wl
a

Definition

Sei v : [a,b] — C ein Integrationsweg und f : |y| — C stiickweise stetig.
Dann ist das Kurvenintegral von f entlang v definiert durch

5.8.
i)

b
/ f(2)dz = / FOr(D) - (Bt

Beispiel

Sei zp € C. Dann ist

o ; ELN iT’Z it12m
/ (z — z0)dz = / re' - iredt = i7“2/ e?tdt = — [*"] =0
K (z0,7) 0 0 24 -
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ii)

2m 1 )
/ (z — 20) " tdz = / = iredt = 2mi
K(zo,r) 0 re

5.9. Bemerkung
Sei v ein Integrationsweg, und f : |y| — C stetig. Dann gilt

Lf(z)dz

< L(v)-gé?ﬁlf(dl

Beweis:
Sei 7y : [a,b] = C

L f(2)dz

b /
<maxl 7)1 Ol = max|£)] - L)

b b
/ f(v(t))-’v’(t)dt}s [ 1@l

5.10. Satz

Sei 7y : [a,b] — C ein Integrationsweg und = : [¢, d] — [a, b] eine Parametertransforma-
tion, d.h. v ist bijektiv und stiickweise stetig differenzierbar, und 7/(t) > 0 V¢t € [¢, d]
(Ist t € [c,d] eine Stelle an der v nicht differenzierbar ist, so existieren aber die ein-
seitigen Ableitungen, die dann jeweils positiv sein miissen)
Dann ist yo ¢ : [¢,d] — C ein Integrationsweg, und es gilt:

/ f(z)dz = / f(z)dz  V stetigen Funktionen f :|y] — C
Yo g

Beweis: Ubung

5.11. Satz

Sei 7 : [a,b] — C ein Integrationsweg, und y~! der entgegengesetzte Weg
(y"t:[a,b] = C, t~ y(a+b—t)). Dann gilt:
/f(z)dz = —/ f(z)dz Vf |y — C stetig
gl vt

5.12. Satz

Sei v : [a,b] — C ein Integrationsweg
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i) Seien f,g: |y| — C stetig, A\, u € C, dann gilt:
[AG) + ngtdz = [ 5+ [ gtz
g g g
ii) Seien 7 : [a,b] — C und 72 : [¢,d] — C Integrationswege mit v1(b) = y2(c) so gilt:

/ f(z)dz = (2)dz+ | f(z)dz
M*72 m

2

Beweis:
Dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften reeller Integrale.

5.13. Bemerkung

In Teil ii) von Satz benétigen wir die Voraussetzung v1(b) = ~2(c¢) nur um zu
zeigen, dass y; * y2 ein Integrationsweg ist.

Wir wollen daher die Definition eines Integrationswegs etwas verallgemeinern.

Eine Kette I sei eine Abbildung

[': {7 : v Integrationsweg} — 7Z

so dass I' nur auf endlich vielen Integrationswegen einen Wert # 0 annimmt, d.h. wir
ordnen jedem Integrationsweg 7 eine ganzzahlige Vielfachheit I'(y) = n(v) zu.
Die Menge der Ketten bildet eine kommutative Gruppe unter punktweiser Addition

(Fl + Fg)(’y) = Fl(’y) + FQ(’V) VvI'1, ' Ketten
Wir identifizieren jeden Integrationsweg v mit der Kette

1 fallsy=+7
By mit I(3) = {O s;j)nsstfy !

Dann lasst sich jede Kette I' schreiben als:

I'= n (V) Ly,

——

l
k=1
=I'(v)

d.h. Ketten sind formale, endlich Linearkombinationen von Integrationswegen mit

ganzzahligen Koeflizienten.
Wir definieren die Spur dieser Kette als

!
T = Il
k=1
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Das Integral einer stetigen Funktion f : |I'| — C ist definiert als
[ 1@izi=>ntw) [ sz
r k=1 Yk

Dann gilt fiir zwei beliebige Ketten 'y, I's, dass

[ sede= [t [ s
INES P Iy Iy

Achtung:
Lopsye 7 Ty + Ty

6. Stammfunktionen

6.1. Definition

i) D C C sei offen und f : D — C sei stetig. Eine Funktion F' : D — C heiftt
Stammfunktion von f, wenn F holomorph ist und F’ = f gilt.

ii) Existiert zu jedem zp € D eine offene Menge U mit 2o € U, so dass f|; eine

Stammfunktion besitzt, so sagen wir, dass f lokale Stammfunktion hat.

6.2. Satz

Sei f: D — C stetig, und F': D — C ein Stammfunktion von f. Sei «y : [a,b] — D
ein Integrationsweg, dann gilt:

/ﬂawzfmw»—mﬂw>
Y

Das Kurvenintegral hdngt in diesem Fall nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges

~ ab.

Beweis:

Sei v : [a,b] — D ein Integrationsweg.

Wihle eine Zerlegung a =ty < t; < ... <t, = b, so dass 7‘[tk_1,tk] stetig differenzier-
bar ist fiir k = 1,...,n. Dann gilt:

b n g s 23
/f(z)dz=/ @) -y ()dt =Y fy(t) -/ (t)dt = Z/ (F ) (t)dt
v a k=1 k=1

tk—1 tp—1

=Y F(y(ty) = F(y(te-1)) = F((ta)) = F(v(t)) = F(v(b)) = F((a))
k=1
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6.3.
i)

i)

6.4.

ii)

iii)

6.5.

Bemerkung

Ist f: D — C stetig und sind F} und Fy Stammfunktionen von f, so ist
(Fh—F)' =f-f=0,

d.h. Fy} — F5 ist lokal konstant.

Dabher gilt auf zusammenhéngenden Gebieten, dass sich zwei Stammfunktionen nur
um eine Konstante unterscheiden.

Ist v : [a,b] — D ein geschlossener Weg, und hat f : D — C eine Stammfunktion

auf D, so gilt:
/f(Z)dZ =0
.

Beispiel

Ist f(z) = 2" mit n # —1, so ist F(z) =
bzw. C\{0} falls n < 0.
Fiir einen Integrationsweg v mit Anfangspunkt zg und Endpunkt z; erfillt daher

1
/anz — ﬁ(Z§L+1 _ ZSL_H)
v

n%rlznﬂ eine Stammfunktion von f auf C

n
Das Polynom P(z) = Y a2z* hat Stammfunktion Q(z) = > k“T’j‘lzkH
k=0 k=0

In Bsp. ii) hatten wir gesehen, dass
2

1
/ —dz=2m#0, VYr>0
K(0,r)

Die Funktion z +— 2z~! hat also keine Stammfunktion auf C\{0} bzw. auf keinem
Anulus Bg(0)\B,(0) YO<r <R

Satz

Sei f: D — C stetig und D sei ein Gebiet, und gilt f,y f(2)dz = 0 fiir alle geschlosse-
nen Wege in D, so besitzt f eine Stammfunktion in D.

Beweis:

Sei zp € D fest. Fiir jedes z € D existiert ein Integrationsweg v, in D von zy nach z
(vgl. Bem. 6.7)

Wir setzen F(z) := [ _f(¢)d¢

Wir zeigen: Es gilt F'(2) = f(z) Vze D

Sei z1 € D fest. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir alle z € B(z1) die Strecke [z1, 2]
ganz in D liegt.
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Der Weg 7., * [21, 2] * 7, ! ist ein geschlossener Weg in D, folglich gilt:

0= [ [f(Qd¢+ F(Qd¢ — [ f(Q)d¢ = F(z1) — F(2) + f(Q)d¢

V21 [#1,2] ¥z [21,2]

also:

1
F(Z)—F(Zl)—/ C)dC—/O f(artt(z=21))-(z=z1)dt = (2=21) f(21)+(2—21) R(2)

[ZLZ]

mit R(z fo

f(z+t(z = z1))dt — f(z1)
Es gllt R(zl) =0 und

1
z)| = ; f(z+t(z — 21))dt — f(21)

< —_
Olgggl\f(zﬂ(z 21)) = f()]
Da f stetig ist, existiert zu jedem § > 0 einr > 0 mit |f(2")—f(z1)] < §, V|z'—z1| <7
Damit gilt fiir z € B, (z1) dass |R(2)| < 6
= R ist stetig in 21
= Behauptung

6.6. Bemerkung

Die Stammfunktion von f : D — C ist also gegeben durch F(z f f(€)d¢ wobei
v, ein beliebiger Weg von zg nach z ist.

Dabei héngt F'(z) nicht von der Wahl von ~,, denn ist v, ein anderer Weg in D, der
2o mit z verbindet, so ist 7, * 7, ! ein geschlossener Weg und daher gilt:

f(Q)d¢

Yz

6.7. Bemerkung

Ist D C C ein Gebiet, so existiert fiir alle zg,2; € D ein stiickweise linearer Weg ~,
der zp mit z7 verbindet.

Beweis:
Sei v : [0,1] — D ein stetiger Weg der zp und z; verbindet.
Ist A C C abgeschlossen, setze dist(z, A) := inf{|z —a|,a € A}
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Dann ist dist(z,A) =0< 2z € A

(Ist (a,) C A eine Folge mit |z — a,| — 0 ARe ¢ A)

Die Funktion z +— dist(z, A) ist stetig. Dann ist z, — z eine konvergente Folge. Ist
€ > 0 gegeben, so wihle ng so grok, dass [z, — z| < §, Yn > ng

Wihle a € A so dass [z — a| < dist(z, 4) + §

Wihle a,, € A so dass |z, — a,| < dist(z,, A) + 5

Dann gilt:

dist(zn, A) < |z, —a| < |zn — 2|+ |z —a| < % + dist(z, A) + %

und
dist(z, A) < |z —an| < |2 — 2p| + |20 — ap| < dist(z,, A) + ¢

= lim dist(z,, A) = dist(z, A)

Damit ist auch die Funktion ¢ — dist(y(t), C\D) definiert auf [0, 1] mit Werten in
R. Diese Funktion ist positiv auf [0, 1]

= Je > 0 so dass dist(v(t),C\D) > ¢ Vt € [0,1]

Da ~ gleichmifsig stetig ist, existiert ein § > 0, so dass

[v(#) —~(t)] <e V[t —t| <t te0,1]

Wihle eine Zerlegung 0 =tg < t; < ... <t, =1mit |t,_1 —tx| <d Vk=1,...,n
Dann ist ’7|[tk—17tk} ([tk—1,tk]) C Be(v(tk—1)) €D Vk=1,..,n
Jetzt approximiere v durch den Weg [y(to),v(t1), ..., v(tn)] € D

6.8. Definition

i) Eine Menge M C C heikt konvex, falls zu je zwei Punkten 29,21 € M auch die
Verbindungsstrecke (29, z1] ganz in M enthalten ist.

ii) Eine Menge M C C heifst sternformig, falls ein zg € M existiert, so dass zu
jedem z; € M die Verbindungsstrecke [z, z1] ganz in M enthalten ist. zy heifst
Sternpunkt.

6.9. Beispiel

i) Vze€ C, r>0ist By(z) konvex.
Die Halbebene H = {z € C : Im(z) > 0} ist konvex.
Das Innere des Dreiecks A(zp, 21, 22) ist konvex.

ii) Jede konvexe Menge ist sternformig, jeder Punkt in der Menge ist dann Sternpunkt.
Die geschlitzte Ebene C\{z € C : Re(z) < 0,Im(z) = 0} ist nicht konvex aber
sternformig mit Sternpunkten alle zp mit Re(zg) > 0, Im(zp) =0

Fiir sternformige Gebiete braucht man nicht zu fordern, dass fv f(z)dz = 0 fur al-
le geschlossenen Integrationswege um eine Stammfunktion zu konstruieren, es reicht
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folgendes Kriterium:

6.10. Satz
Sei D ein sternformiges Gebiet mit Sternpunkt zp und f : D — C sei stetig mit

faA(zo w129/ (2)dz = 0 fiir alle Dreiecke A(z0, 21, 22) C D.

Dann besitzt f eine Stammfunktion auf D der Form
P = [0
20,2

Insbesondere gilt dann f7 f(€)d¢ = 0 fiir alle geschlossenen Integrationswege in D.

Beweis:
Genau wie in Satz [6.5] nur wird 7, immer durch [z, z1] ersetzt.

6.11. Bemerkung

Ist D ein beliebiges Gebiet, so besitzt jeder Punkt zy € D eine konvexe, offene Um-
gebung die ganz in D liegt (etwa B.(zp) fiir kleines ¢).

Es gilt daher fiir eine stetige Funktion f : D — C, dass faA(ZO7Z1’22) f(¢)d¢ = 0 fur
alle Dreiecke A(zg, 21,22) € D

Es existiert auf U eine Stammfunktion von f, dass heifit in diesem Fall hat f lokale
Stammfunktion.

7. Der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-Integralformel

Wir werden jetzt voriges Kapitel anwenden, um zu zeigen, dass eine holomorphe Funk-
tion eine lokale Stammfunktion besitzt. Das ergibt dann die Darstellungsformel:

[
6 =5r [ o
K (zo,r)

fiir holomorphe Funktionen f: D — C mit B,(z9) € D

7.1. Lemma (Lemma von Goursat)
Sei A C C ein Dreieck. Ist D C C offen mit A € D und f : D — C holomorph, so
gilt:
f(€)d¢ =0

OA
Beweis:

35



Wir unterteilen das Dreieck A = A(zo, z1,22) wie
folgt in vier Teilbereiche A, A2, A3 A}. Wir bezeich-
nen die Seite die z; nicht enthilt mit eg:

eo = [21, 2]
e1 = [22, 20]
ea = [20, 21]

Sei wy, der Mittelpunkt von ep. Dann ist:

A] = A(zg, wo, w1)
A2 = A(ws, 21, wp)
A? = A(wo, 22, w1)
A} = A(wo, wi, wy)

Dann gilt:

4
/A F(Q)de = ; /A F0c

da sich die Integrale iiber die Strecken [w;, w;] jeweils wegheben. Sei A das Dreieck
unter den A¥ fiir das gilt:

REGERES = | [ s <a| [ nou

/. TQc

Induktiv wenden wir obige Unterteilung auf A; an, und konstruieren weitere Dreiecke
A D A; D As DO As D ... mit der FEigenschaft:

/. f(C)dC‘ < 4.

f<<>d<] k=12 .
Ay

Beachte, das nach Konstruktion die Seiten in jedem Schritt halbiert werden, d.h.
L(0A) < 27FL(OA). Ist diam(A) := max{|z — w| : z,w € A} so gilt ebenso
diam(A) < 27%diam(A) Folglich gilt fiir alle w € A, dass |z — w| < 27%diam(A)
falls I > k.
Daher bilden die Folgen der Eckpunkte der Ay Cauchyfolgen und konvergieren folglich
gegen ein zp € A. Auferdem zp € ] Ag.

E>1
Wir haben daher eine Folge von Dreiecken konstruiert die in immer kleineren Um-
gebungen von zq liegen.
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Da f holomorph ist, gilt:
f(2) = f(20) + (2 = 20) - f'(20) + (2 — 20) - R(20) =0

mit einer in 2o stetigen Funktion R(z) mit R(zp) = 0.
Da die lineare Funktion z — f(z0) + (2 — 20)f’(20) eine Stammfunktion hat, gilt:

f(Q)d¢ = (¢ = 20) R(¢)dC

A, AL,
folglich:

f(C)dC‘ S/ ¢ — 20| |R(¢)]d¢ < 27FL(0A) - 27 F diam(A) - max [R(¢)] < C-47% - max |R(¢)|
AL CEAL CEAy

OA

Da R in zg stetig ist, und zu jedem & > 0 ein kg existiert, so dass

Ay € Bs(z0)  Vk > ko

existiert zu jedem € > 0 ein kg, so dass

R < Vk >k
?éi’,f‘ Ol <e = ko

Fiir diese k gilt dann

f(C)dC' <4t ‘ / f(C)dc‘ <Ce
aA aA),

Da e > 0 beliebig war folgt:
f(Q)d¢ =0
oA

7.2. Bemerkung

Obiges Lemma bleibt giiltig, wenn f : D — C stetig ist, und auf D\{z¢} holomorph
ist, wobei A C D,z € D

Beweis:
Zerschneidung von A:

Fall 1: z ist Eckpunkt von A.

Zerschneide wie in der Abbildung mit
20 = (1—8)z0 + 62 Z
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Dann gilt:

0
0A
-|/ [ )
OA(22 ,21,22) OA(22,22,23) OA(22,23,20)
-|/ £(Q)dc
8A(z‘1$7zg,2())

§5-L(A)-I?€21A)(\f(f)]—>0fiir5—>0

Fall 2: 2 liegt auf einer Seite von A
Fall 3: 2 liegt im Inneren von A

7.3. Satz
(Cauchy-Integralsatz fiir sternférmige Gebiete)

Sei D C C ein sternformiges Gebiet und f : D — C stetig
und holomorph auf D\{zo} fiir ein zp € D. Dann gilt fiir
jeden geschlossenen Integrationsweg v in D:

/f(z)dz =0
.
Beweis:

Wegen Lemma [7.1, Bem. und Satz folgt dass f eine Stammfunktion auf D
hat. Bem. liefert dann die Behauptung.

7.4. Bemerkung

Ist f: D — C holomorph, D aber nicht notwendig sternférmig so gilt immer noch,
dass f lokale Stammfunktion besitzt. Daher verschwinden dann Integrale {iber , kleine®
geschlossene Wege.

7.5. Satz

Sei D C C ein Gebiet, f : D — C eine holomorphe Funktion und B,(zp) C D. Dann
gilt fiir alle z € B, (zp) dass:

fe) =5, ) ¢

B % K(z0,r) C_

Beweis:
Da D offen ist, exisitert ein € > 0 so dass By4<(z9) C D gilt

(denn dist(B,(z9), C\D) > 0).
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Da B, :(z0) konvex ist, konnen wir den Cauchy-Integralsatz auf B,;.(zp) anwenden.
Betrachte die Funktion:

F(O—f(2)
PR Y R O S
1(2), wenn ( = 2

fiir z € By (z0) fest.
Dann ist g stetig auf B,4-(20) und holomorph auf B, .(20)\{z}.
Wegen des Cauchy-Integralsatzes gilt:

_ B R P s |
0= \/K(zo,r) g(C)dC B /K(zo,r) C(—z2 d= /K(zo,r) ¢— ZdC /K(zo,r) ¢— ZdC

Um den Beweis zu beenden, berechnen wir fK(zo r) CledC'

Sei H™ := C\{w € C: Re(w) < Re(z),Im(w) =Im(z)}
H" :=C\{w € C : Re(w) > Re(z),Im(w) = Im(2)}

Dann sind H* sternférmig mit Sternpunkten z + 1

also gilt dort der Cauchy-Integralsatz fiir die holo-
morphe Funktion ¢ — CiZ'

Wihle § > 0 so klein, dass Bs(z) C B, (20)

Setze

{25} ={w € K(20,7) : Re(w) = Re(z), s.d.
Im(z") > Im(z), Im(27) < Im(z)}

und 3 = 2 +46

Betrachte folgende Wege im H™:

1 : Das Stiick von 2z~ nach 2" entlang K (zo,7)

Y2 - [Z+> 2+]
3 : Das Stiick von 2~ nach 2T entlang K(z,6) in entgegengesetzter Richtung

Y4 - [2_7 Z_]
Q1= Y] * Y2 * 773 * Y4 geschlossener Weg in H™
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Weiter betrachte die Wege in H™:

+

75 : Das Stiick von 2™ nach 2z~ entlang K (2o, r)

Y6: [¢7, 2]

77 : Das Stiick von 2~ nach ZT entlang K(z,6) in entgegengesetzter Richtung
st [ZF,27]

B =75 %Y * V7 * V8

Wegen des Cauchy-Integralsatzes gilt:

(ﬁilcizawuécizm

1 1 1 1
— M+/'M+/ @+/ A
/71*75 C—z Y2*Y8 ¢—z Y3*kY7 C—2 Ya*Ye6 C(—=z
—_—— —_——

=0 =0

1 1
- dc — / ac
/K(zo,r) (—z K(z,6) C— 2

1

K (zo,r) ¢—2

= d¢ = 2mi

= Behauptung

7.6. Bemerkung

Sei v C C Integrationsweg, D C C ein Gebiet und ¢ : |y| x D — C stetig.
Definiere f : D — C:  f(z) = f7 (¢, z)dC.
Dann gilt:

i) f ist stetig

ii) Ist die Funktion z +— ¢((, 2) holomorph fiir alle ¢ € C und ist g—f |yl x D —C
stetig, so ist f holomorph, und es gilt:

e = [ S

Beweis: Ubung 2
In der Cauchy-Integralformel

o 1)
6 =g | e
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ist (¢, 2) = Jé(fz) holomorph fiir alle { # z. Damit gilt:

oy L f©)
f(Z)_Tm K(zo,r) (C_Z)

7dC

Wir erhalten aus der Cauchy-Integralformel auch eine Darstellungformel fiir die Ab-
leitung und weiter sehen wir aus der Darstellungsformel, das f’ wieder holomorph sein
muss.

7.7. Satz

Ist f: D — C holomorph, D C C ein Gebiet, so ist f beliebig oft komplex differen-
zierbar. Jede Ableitung von f ist eine holomorphe Funktion.
Ist weiter B,(z9) C D, so gilt fiir jedes z € B,(2p), dass

k! f(©)
M= 35 g

7.8. Korollar

Ist D C C ein Gebiet, f, : D — C eine Folge holomorpher Funktionen, die in D lokal
gleichméfig gegen eine Funktion f : D — C konvergiert. Dann ist f holomorph, und
die Folge f], : D — C konvergiert lokal gleichmébig gegen f'.

Beweis:
Sei zg € D, By(z0) C D, so dass die f,, auf B,(z9) gleichméfig gegen f konvergieren.
Wegen der Cauchy-Integralformel gilt:

1 fn(C)
fu(z) = 5 /K(zw) = Zd( Vz € By (20)

Fiir z € Bz (o) gilt dann:

|f<2)—1~/ ) gl < 170) - fulo) + 1/ F&) =19 4
K(z0,r) K (20,1)

271 (—z 274 (—z
1 2
< e [7(2) = ful2) + g LK Gor) L e 1a(©) = SO
<(142)- max |f(z)— fu(z)] =0 firn — oo
z€Br(z0)

da die f, gleichméfig gegen f konvergieren:

o1 f(©) ,
> 1=) = 2mi /K(zo,r) ¢— zdc e B% (z0)
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daher ist f in Bz (zo) holomorph wegen Bem. und damit auf ganz D.
Damit gilt die Cauchy-Integralformel fiir die Ableitung von f, d.h.

1 f(Q)
2mi K (zo,r) (C - Z)

f(z) = d¢  Vze By(2)

2

und wir kénnen abschétzen:

/ / 1 f(C)—fn(C)
PO - REI s 5 | [ T
1 4
< 7 27r7ﬂ72-Ze%?éo)ﬁ(z)ffn(z” — 0 fiir n — oo

Wir erhalten, dass f], — f' gleichméfig in B%(zo) bzw. lokal gleichméfig in D.

7.9. Korollar
oo
Ist P(z) = Y ap(z — 29)¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius B, (zp). Dann ist
k=0
o
P(z) auf B,(zg) holomorph und es gilt P'(z) = > (k + 1)aps1(z — 20)*.
k=0

Beweis:

Die Partialsummen f,(z) = 3 ax(z — 20)* konvergieren lokal gleichméfig gegen P
k=0
auf B, (z9) und sind holomorph, daher ist wegen Korollar auf By (z9) holomorph

und

n—oo

P'(z) = lim f (2 Zk‘+1ak+1z—zo)k
k=0

7.10. Beispiel

Anwendung des Cauchy-Integralsatzes zur Berechnung von

Wegintegralen:

Berechnung von K(0,2)
/ COS T dC //“\ ﬁ\\ .

K(0,2) ¢2—1

Es ist

COS 71 COS T COS T
COST e — / COST g+ / dc
/02 -1 (11) 2 —1 “1,1) -1
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Es ist

Ccos T COS T 1 f(o ‘
=% = 5 | ——=d( = ondC = _
/K(Ll) -1 ‘ /1((1,1) <C2 - 1) ¢—1 ¢ /1((1 16— ¢ =2mi-f(1) m

und weiter

cos ¢

cos 9(0) - )
/K(11)C—1C / 11C+1dC7229( 1) = mrmtg(g)fg_l
cos (¢
d¢ =
:>/K(’ ¢

7.11. Bemerkung

i) D C C sei offen, beschriankt und sternférmig mit Stern- 1O))
punkt zg € D.
Zu jedem 0 € [0, 27| setze

r(0) =sup{r >0: 2 +r-e? € D}
= 20+ 7(0-€?) e dD

Wir sagen D hat stiickweise stetig differenzierbaren
Rand, wenn r : [0,27] — R™T stiickweise stetig differen-

zierbar ist, und r(0) = r(2).
Dann ist v : [0,27] — C, 0 — 25+ 7(0) - € ein ge-
schlossener Integrationsweg, der 0D parametrisiert.

ii) Sei D' C C ein Gebiet und f : D’ — C holomorph. Ist

weiter D C D’ ein beschriankter sternférmiges Gebiet mit
D C D’ mit stiickweise stetigem Rand, so gilt:

R (9

21 8DC—Z

f(z) =

d¢ Vze D
wobei Integration iiber 9D bedeutet, dass wir iiber den
Integrationsweg ~ integrieren.
Beweis:
ii) Wie im Beweis von Satz folgt
f(6) — f(z f(¢ 1
0= [ TO=TE) 4 ()dC—f(Z)a ¢

oD C—Z 8DC_Z DC—Z

Wir miissen nur noch berechnen, dass |, oD C_%d( = 2mi. Dies folgt dhnlich wie im
Beweis von Satz [T.5l
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8. Konsequenzen der Integralformel / des Integralsatzes

8.1. Bemerkung (Satz von Morera)

Sei D C C ein Gebiet, und f: D — C stetig. Gilt fiir jedes Dreieck A C D, dass

f(z)dz=0
OA

so ist f holomorph auf D.

Beweis:
Wegen Satz besitzt f lokale Stammfunktionen. Diese sind holomorph. Damit ist
f lokal die Ableitung einer holomorphen Funktion und damit wieder holomorph.

8.2. Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Sei D C C ein Gebiet, f: D\{zp} — C holomorph, und gilt lim (z — z)f(z) = 0 so

Z—20

existiert eine holomorphe Funktion f : D — C mit f )D\{ y = f, d.h. eine holomorphe
20

Fortsetzung von f iiber zg hinweg.

Beweis:

0.E. zp = 0. Betrachte die Funktion ¢g(z) = z - f(z) fir z € D\{0}. Diese Funktion ist
durch ¢(0) = 0 stetig in den Ursprung fortsetzbar, und holomorph in D\{0}. Wegen
Bem [7.2] gilt fiir alle Dreiecke A C D, dass

/8A g(2)dz =0

Aus Bem folgt, dass ¢ in ganz D holomorph ist.
Folglich gilt:
2+ f(2) = g(2) = g(0) +2- ¢'(0) + 2 - R(2)
~~
=0

mit einer in 0 stetigen Funktion R mit R(0) = 0.
= f(2) =¢'(0) + R(z) fiir 2z #0
= f ist stetig in den Ursprung fortsetzbar
= Bem. und liefern dann die Behauptung

8.3. Bemerkung

i) Der Hebbarkeitssatz ist insbesondere dann anwendbar, wenn f in einer Umgebung
von zg beschrinkt ist, etwa wenn f stetig in zg fortsetzbar ist.

ii) Sei D C C ein Gebiet, und A C D eine in D diskrete Menge (d.h. Va € A existiert
ein € > 0, so dass AN DN B:(a) = {a}).
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Ist dann f : D\A — C holomorph, und gilt lim(z — a)f(z) = 0 Va € A, so

existiert eine holomorphe Fortsetzung f:D — C.Das folgt durch Anwendung von
Satz auf den Mengen D N B(a), € wie oben.

8.4. Satz (Potenzreihenentwicklung)

Ist D C C offen, f : D — C holomorph und 2y € D. Dann ist f um zp in eine
o0

Potenzreihe f(2) = 3. ag(z—20)" entwickelbar, mit den durch f eindeutig bestimmten
k=0
Koeffizienten

F®) (20)

k!
Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist mindestens R, wobei Bpr(zp) die grofte
Kreisscheibe ist, die in D enthalten ist (R = dist(z9, C\D)), dort konvergiert die
Potenzreihe lokal gleichméhig gegen f.

ap =

8.5. Bemerkung

Die Koeffizienten lassen sich auch mit der Cauchy-Integralformel berechnen, es gilt:

1 f(¢)

ar = — e
g 2mi K (zo,r) (C - Z)k+1

d¢ Vr < R
Beweis:
Eindeutigkeit:

Lisst sich f um zg in eine Potenzreihe entwickeln so gilt f*)(z) = k!- a;, durch
gliedweises Differenzieren, d.h. die Koeffizienten sind durch f eindeutig festgelegt.

Existenz:
Sei r < R, d.h. B,(z9) C D und wegen der Cauchy-Integralformel gilt

! 70
f) = 5 /K e

Wir beobachten, dass die Funktion z — % fiir festes ¢ in eine Potenzreihe entwickelt

C_
werden kann:

I 1 I (2= =)
C_Z_l_zfzo-g_zo—z::(c )k+1

— 2
¢—20 k=0 0

denn falls z € B,(29) und ¢ € 9B, (zp) ist Iz:zg‘l <1

Eingesetzt in die Cauchy-Integralformel ergibt sich

_ L (220"
F= 3 [ O e

0
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o
Ist z € B,(z0) fest, so konvergiert I;O % gleichmifig in ¢ € dB,(20).
Auferdem ist f auf 0b,(z9) beschrinkt, also konvergiert der Integrand gleichméfig
auf 9b,(z0). Integration und Grenzwert diirfen daher vertauscht werden, es folgt:

[ 1
1=y <2W L (Cfffkﬂdc) (s - )"

k=0
f(Q)
277”. /K(zo,r) (C - z)k+1

mit ag =

& folgt f(z) = an(z— z0)F
k=0

Die Potenzreihe hat also Konvergenzradius >r Vr < R
= der Konvergenzradius ist > R
In B, (z9) konvergiert die Potenzreihe lokal gleichméfig gegen f.

8.6. Bemerkung

Es ist moglich, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe grofer ist als R.

Ein Beispiel ist etwa f : B1(0) = C 2+ z

Es sind aber weitere Probleme moglich, insbesondere wenn der Konvergenzradius D
in mehr als einer Komponente schneidet.

Beispiel: spiter, Logarithmen auf C\{z : Re(z) < 0,Im(z) = 0}

8.7. Korollar
o0
Ist P(z) = Y ar(z — 20)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, so kann P um
k=0

jeden Punkt z; € Bgr(29) in eine Potenzreihe entwickelt werden, deren Konvergenzra-
dius mindestens r = R — |z1 — 2| ist.

8.8. Korollar
o0
Ist P(2) = Y an(z — 20)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann existiert
k=0

keine holomorphe Funktion f: D — C mit Bg(z0) € D und fl|pg, pP.

20)
Beweis:

Wiire f : D — C eine solche Funktion, so gibe es ein R’ > R mit Bg/(z9) C D (denn
diSt(BR(Z()), (C\D) > 0).

Auf Bpr/(29) ist f dann in seine Taylorreihe entwickelbar, die aber die gleichen Koef-
fizienten wie P haben muss.

= Konvergenzradius von P ist > R’ > R 4

8.9. Satz

Ist f : D — C eine Funktion mit D C C offen, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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i) f ist holomorph, d.h. komplex differenzierbar

il) f besitzt lokale Stammfunktionen

iii) f ist um jeden Punkt zp € D in eine Potenzreihe entwickelbar.

) f
i)
) f
) f

iv) f ist reell differenzierbar, und erfiillt die Cauchy-Riemann Differentialgleichung.

8.10. Definition
Ist f: D — C holomorph, zy € D und gilt:
f(z0) = f'(z0) = .. = f"" D (20) = 0

aber f("(z)) # 0, so sagen wir, dass f eine Nullstelle n-ter Ordnung besitzt.

8.11. Bemerkung

Eine holomorphe Funktion f : D — C hat genau dann in zg eine Nullstelle n-ter
Ordnung, wenn folglich gilt:

i) Die Taylorentwicklung von f um zy lautet
o
z):Zak(z—ZO) mit a, # 0

ii) Es gibt eine Umgebung U von zy und eine holomorphe Funktion g : U — C mit
9(z0) # 0 so dass

F(2) = (z—z20)"g(z) VzeU

oo
( Zak+nz—z0 wo f(z Zakz—zo )
k=n

8.12. Satz

Sei D C C ein Gebiet und f : D — C holomorph. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) f=0
ii) f hat in D eine Nullstelle der Ordnung oo

iii) Es gibt eine Menge M C D und ein zg € D, so dass B, (z0)N(M\{z0}) #0 Vr >0
und f(2)=0 VzeM
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Bem.:

So eine Menge heifst nicht-diskret in D.

Beweis:

)= ii), ii)= iii) klar

iii)= ii):

Nach Annahme existiert eine Folge z, — zo mit 2z, # 20 Vn und z, € M (z.B.
Zn € B% (z0) " M\{z0})

Betrachte die Talorentwicklung von f um zg
o
F(2) = a(z — 20)F
k=0

Da f stetig ist gilt:
ap = f(z0) = nhjgo f(zn) =0

Sei nun schon gezeigt, dass ay = 0 fiir alle £k <1 — 1. Dann gilt:
F(2) = ar(z—20)" = (2= 20)' Y ar(z — 20)*"
k=l k=l

fiir z = 2z, folgt:
o
0= (20— 20)" ) ar(zn — 20)""
k=l

= 0= ap(zn — 20)"" wegen 2, # 2o (Vor.)
k=l
fiir limy, o folgt a; =0

= f hat eine Nullstelle der Ordnung oo

i)=> i):

SeiA:={zeD:f®(z)=0 VkeN

Dann gilt nach Voraussetzung A # ()

— A ist offen. Denn ist zp € A, dann kann f um zg in eine Potenzreihe entwickelt
werden.

= f =0in B,(2g) fiir r klein genug, da alle Koeffizienten der Potenzreihe verschwin-
den.

— D\A ist auch offen. Denn ist zp € D\A, dann existiert n € N, so dass f(™(zp) # 0
auf B, (zp) fiir r klein genug.

= BT(Z()) - D\A

Jetzt folgt D = AU D\ A, beide offen und disjunkt. Daher folgt weil D zusammen-
héngend ist

= A=D
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8.13. Bemerkung

Wollen wir also nachweisen, dass zwei holomorphe Funktionen {ibereinstimmen, reicht
es das auf einer Menge M zu tun, die nicht diskret im Definitionsbereich liegt, d.h.
zeige f = g auf M

=f—g=0auf M

= f=gauf D, wo f,g: D — C, D ein Gebiet falls M nicht diskret in M ist.
Beispiele sind Kurvenstiicke oder gewisse konvergente Folgen (wie im Beweis) etc.

8.14. Beispiel

i) Sei cos: C — C gegeben
Dann gilt cos(t + 27) = cos(t) VteR
R ist nicht diskret in C
= Die Funktion z +— cos(z + 2m) — cos(z) muss auf ganz C verschwinden.
= cos(z 4+ 27) = cos(z) VzeC

ii) Die Funktionalgleichung fiir exp, die Additionstheoreme fiir sin,cos etc. folgen dann
flir komplexe Argumente aus den entsprechenden Aussagen fiir reelle Argumente.

Bem.:
Die Aussage iii)=-i) des Satzes heift Identitétssatz

9. Die Cauchyschen Ungleichungen

9.1. Satz (Cauchy-Ungleichungen)

Sei f : D — C holomorph und B,(z9) C D dann gilt fir jedes § < r und z € B,_5(z0)
die Abschétzung

n

(n) < r L
O <5 5 max 7O
Beweis:
Nach der Cauchy-Integralformel gilt fiir alle z € B,.(z)
n! £ (Ol
f(n) z)| < / d¢
| ( )| 2mi K(z0,r) ‘C - Z|n+1

ist nun z € B,_5(20) so gilt:

min —zl=0
C€0Br(20) |C ‘

- ‘f(")(z)| < n—' 2mr - max [ f(¢)]- SES
- 27'[' CGB’V'(’ZO) 5n+1
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9.2. Bemerkung
i) Firo=r

|
M) < max [£(0)

"™ ¢€0B,(20)

=Ist f(2) = iak(z — 2)"
k=0

= lax| < & max |f(C)]

r* ccoB,(z0)

i) Ist § = 5 und z € Bz (z), so gilt:

2"n!
- max
- a0

fP) <0

C unabhingig von f,r,n

iii) Fine erste Anwendung haben wir schon gesehen, vgl. den Beweis des Weierstrak-
schen Konvergenzsatzes.

9.3. Lemma

Ist D C C ein Gebiet f : D — C holomorph und B,(z9) C D. Ist |f(z0)] <

min |f(¢)], dann hat f in B,(z¢) eine Nullstelle.
C€OBr(20)

Beweis:
Angenommen f hat in B,(zg) keine Nullstelle, dann ist fiir alle { € 9B, (2o)

> i > |f(z0)| >0
FQ1= _min 17O] = 1o
also hat f auf 0B, (z9) auch keine Nullstelle, und daher folgt aus Stetigkeitsgriinden,
dass f auf einer offenen Umgebung D D U D B, (zp) auch keine Nullstelle hat.
Dannist g: U - C, z+— ﬁ holomorph auf einer Umgebung von B,(2p).
Die erste Cauchysche Ungleichung (fiir n = 0) ergibt

1 1
=l9(20)l < max [g(Q)] = —
| f(20)] DB (20) i
= i <
celuin | |f (O] < [f(20)]
=4
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9.4. Satz (Satz von der Gebietstreue)
Ist D C C ein Gebiet f: D — C holomorph und nicht konstant, so ist f(D) auch ein
Gebiet.
Beweis:

i)

ii)

9.5.

f(D) zusammenhéngend:

Ist wo, wy € F(D), wihle 29,21 € D mit f(zx) =wg, k=0,1.

Weil D zusammenhangend ist, ex. ein stetiger Weg a : [0,1] — f(D) mit a(k) =
Zk k= 0, 1

Dann ist foa : [0,1] — f(D) ein stetiger Weg mit foa(k) = f(2x) = wg, k=0,1

f(D) offen
Sei wg € f(D), wéhle zp € D mit f(z9) = wp.
Da f nicht konstant ist, existiert ein r > 0, so dass in B,(zp) kein weiterer Punkt
z existiert mit f(z) = wp (sonst gibe es eine Folge z, — 20, 2, # 2o mit f(z,) =
wo Vn und der Identitdtssatz implizierte dann f = wy).
Dann ist

ceiin 1f(¢) —wo| 2€>0

ist nun w € Bg (wo) so gilt fiir z € 9B, (20)

£ (2) = w| = [f(2) = wo| = |wo —w| >

| ™

aber fiir z = zg ist

9
£(20) = wl = o — w] < 5

Wegen Lemma 9.3 angewandt auf die Funktion f —w hat f —w eine Nullstelle auf
B, (20), d.h. w liegt im Bild von f.

= B%(wo) C f(D)

= f(D) ist offen

Korollar

Ist f: D — D’ holomorph und bijektiv (D, D’ sind Gebiete). Dann ist f~!: D’ — D
stetig.

9.6.

Satz (Maximumsprinzip)

Sei D C C ein Gebiet, f: D — C holomorph.

i)

Hat |f| in D ein Maximum, so ist f konstant
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ii) Ist D beschriankt, und hat f eine stetige Fortsetzung f : D — C so ist

sup |f(2)] < max |/(2)

Beweis:

Sei 2y ein lokales Maximum von |f| in D, d.h. es existiert ein r > 0, so dass B,(z9) C D
und |f(z0)| > |(2)] V2 € By (z0).

Dann ist:

f(Br(20)) € {w : Jw| < [f(20)}

also f(By(20)) keine Umgebung von zj.

Aus dem Satz der Gebietstreue folgt, dass f in B,(zp) konstant sein muss. Wegen des
Identitatssatzes folgt, dass f auf ganz D konstant ist.

= i)

ii):

Nimmt f sein Betragsmaximum im Inneren an, so folgt aus i), dass f konstant ist,
und damit gilt die behauptete Ungleichung trivialerweise.

9.7. Korollar
Sei D C C ein Gebiet, f: D — C holomorph.

i) Hat |f] in zo ein lokales Minimum, so ist f(z9) = 0 oder f ist konstant.

ii) Ist D beschriankt, und f: D — C eine stetige Fortsetzung von f, so hat f entweder
Nullstellen in D, oder

inf [£(2)] = min |7(2)]

Beweis:
Wende Satz auf die Funktion z — ﬁ an.

10. Mittelwertbedingung und Maximumsprinzip

Kap. @ Satz von Gebietstreue = Maximumprinzip
tatsdchlich <

Frage: Gilt das Maximumprinzip auch fiir andere als nur holomorphe Funktionen?

10.1. Definition

Sei D C C offen und f : D — C stetig. Wir sagen, dass f die Mittelwerteigenschaft
hat, wenn zu jedem zy € D ein R > 0 existiert, so dass fiir alle 0 < r < R gilt:

1 21

f(z0) = flzo+ reit)dt

27 Jy
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Wir bezeichnen: )
s

1 .
u(f20,7) == o= f(z0 + re)dt
27[' 0

10.2. Bemerkung
Ist f: D — C holomorph, so gilt wegen des Cauchy-Integralsatzes, dass:

2m it ]
flz) = S (9 d¢ = L M Cirettdt
27 JK (z0) € — 20 2mi Jo ret
2m
= L f(z0 + re't)dt Vr, so dass By(z9) C D
2 Jq
10.3. Beispiel

i) Die Funktion z — Re(z) hat die Mittelwerteigenschaft

ii) Haben f,g: D — C die Mittelwerteigenschaft, so auch f +g¢g, Af fiir A € C und
f. Damit haben auch Re(f) und Im(f) die Mittelwerteigenschaft

10.4. Satz

Sei D C C offen, f: D — C stetig und f habe die Mittelwerteigenschaft. Hat |f| in
zo € D ein lokales Maximum, so ist f in einer Umgebung von zg konstant.

Beweis:
0.E. f(20) # 0 und f(z0) > 0 (€ R) sonst gehe zu z — f((z?) tiber.
Wihle R > 0, so dass

[f(20)] = f(20) > |f(2)]  Vz € Bgr(20)
f(20) = p(fy20,7) VYO<r<R

Setze g(2) = Re(f(2)) — f(2)
Dann hat g die Mittelwerteigenschaft. Aufserdem gilt:

2m
0= 9(2) = (g 20.1) = 5 [ ala+ reya
Weiter ist g(z) < [f(2)| — f(20) <0
Daher ist g = 0 auf 0B, (20) VO<r<R
= g = 0 auf Bg(20)
= Re(f(2)) = f(z0). Daher [£()] < f(20) = [Re(f())] = f(z0)

= Behauptung

23



10.5. Korollar
Sei D C C ein Gebiet, f: D — C stetig und f habe die Mittelwerteigenschaft

i) Hat |f] in zo € D ein globales Maximum, so ist f konstant.

ii) Ist D beschrankt und f: D — C eine stetige Fortsetzung von f, so gilt:

sup | £()] < max |f(2)

Beweis: b Geb
Die Menge M :={z € D : f(z) = f(z0)} ist offen (Satz[10.4) ° =2 M=D

11. Ganze Funktionen

11.1. Definition
Eine holomorphe Funktion f : C — C heikt ganze (holomorphe) Funktion

11.2. Bemerkung

i) Eine ganze Funktion ist um jedes zg € C in eine Potenzreihe entwickelbar, die auf
ganz C konvergiert

ii) Beispiele sind Polynome (mit endlicher Potenzreihe) sowie exp, sin, cos, ...
Ganze Funktionen die nicht Polynome sind, heifen transzendente Funktionen.

11.3. Bemerkung

n
Ist P(z) = a2 ein Polynom vom Grad n, das heikt a,, # 0, so existiert zu jedem
k=0

e > 0 ein R(e) > 0 so dass:

(1 —&)lanl[z|" < |P(2)] < (14 ¢)lan][2]"

Beweis: .
~ n—

Sei P(z) = Y ap2”
k=0

Dann gilt fiir |2| > 1

_ n—1 n—1 1 n—1
@1 5 ol < St = (5 ) e
k=0 k=0 k=0
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n—1
Fir R(e) = max {1 L (Z |ak|>} gilt dann mit |z| > R(e)

Telanl \

n—1
P()1 < 75 (Dam) 2" < elanl2I"

k=0

= |P(2)] = an2" + P(2)] < |an||2" + elanll2]” = (1 + €)lan||2["
bzw. [P(2)] = |an[[2]" — elanl|z[" = (1 = &)[an||2["

11.4. Korollar

7

Ist P(z) = Y apz® ein Polynom mit a, # 0, so liegen alle Nullstellen von P in
k=0
Bp()(0) fiir 0 < e < 1. Im Limes ¢ — 1 folgt, dass alle Nullstellen von P in Bg(0)

n—1
liegen mit R = max {1, ﬁ > \ak\}
" k=0

11.5. Satz
Sei f : C — C ein ganze Funktion. Existieren einn € N, R >0, M > 0 so dass

() <M-|z[" V]z| >R
Dann ist f ein Polynom vom Grad <n

Beweis:
Wir entwickeln f in eine Potenzreihe um den Nullpunkt f(2) = Y52, ax2”
Die Cauchyschen Ungleichungen liefern:

x| < €™ ma [£(2)] < OMr

fiir r — oo folgt, dass ap, =0 flir k>n+1

11.6. Korollar (Satz von Liouville)

Ist f: C — C eine ganze beschrinkte Funktion, so ist f konstant.

11.7. Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

n

Sei P(2) = 3 a2 ein Polynom mit a, # 0, > 1, dann besitzt P eine Nullstelle.
k=0

i) Wihle & = £ in Bemerkung so dass P(z) > L|a,|[z|" fiir |2| > R = R(3)
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Dann existiert ein R so dass

min  |P(z)| < \an\ R" < |P(z)| fir |z| > max{R,R} = R
ZeBmax{R,ﬁ}(O)

mit Korollar (Minimumsprinzip) folgt, dass P in By(0) eine Nullstelle besitzt.

ii) Angenommen P hat keine Nullstelle. Dann ist z — % eine ganze Funktion mit

lan|R™™ fiir |2/ > R und R = R (3) aus Bem. [11.3]

‘ P(2)
In Br(0) ist ‘m‘ beschrénkt, da Br(0) kompakt ist, ( y ist also eine beschréinkte

Funktion, und wegen dem Satz von Liouville konstant. Dann war aber schon P
konstant.

11.8. Satz

Sei P(z) = 3" apz" ein Polynom mit a,, # 0 fiir n > 1. Dann besitzt P die Nullstellen
k=0
21, ..., z; mit Vielfachheiten ny,...,n;, und es gilt

l
- HZ_ZP

Beweis:
vgl. LA oder Algebra, Polynomdivision durch Linearfaktoren.

11.9. Korollar

Ist P(z) ein Polynom vom Grad n. Dann nimmt P jeden Wert w € C genau n-mal an
(mit Vielfachheit gezahlt)

Fiir transzendente Funktionen ist das Abbildungsverhalten

viel uniibersichtlicher, z.B. exp : C — C hat keine Nullstelle,
bildet aber jeden Streifen

2mi

R x 21k, 2 (k + 1))

bijektiv auf C* ab

11.10. Satz

Y

Sei f eine transzendente Funktion. Dann gibt es zu jedem

wp € C eine Folge (2p)neny € C mit lim, 00 2, = 00 und

limy, 00 f(2n) = wo.

Anders formuliert: Fiir jedes R > 0 liegt f(C\Dg(0)) dicht in C.

26




Beweis:
Angenommen das gilt nicht. Dann existiert R > 0,¢ > 0 und wq € C, so dass fiir alle
|z| > R gilt:

f(2) —wo| 2 €

o.E. R > 1. Da f nicht konstant ist, hat f in Dg(0) nur endlich viele wy Stellen
21, ..., 2z mit Vielfachheiten nq, ..., n,.
Setze

9(2) = 47—
fle-

Da g keine Nullstelle hat, ist % eine ganze Funktion ohne Nullstellen.

Da
N ‘ N
S0 < (Dair) x
1=0 =0

N
fir [z2] > R>1, mit N = ) n;, und f(z) —wp > ¢ fiir |z| > R ist
i=0

r

H(z —z)™

i=1

i

< Clz|N, fir|z| >R

Satz m liefert, dass % ein Polynom vom Grad < N ist. Da % keine Nullstellen hat,
T
ist é, und damit auch g konstant, etwa g = ¢. Dann ist aber f(z) = c¢- [[ (z—2)™ +wp
i=1

ein Polynom, also nicht transzendent. 4

11.11. Korollar
Sei f : C — C eine ganze Funktion. Existieren n € N, M, R > 0, so dass
[f(2)] = M[z[" fiir [z 2 R (%)
Dann ist f ein Polynom vom Grad > n.

Beweis:
Mit Satz [11.10] folgt direkt, dass f nicht transzendent, also ein Polynom ist. Mit
Bemerkung folgt, dass falls f Grad m hat, folgendes gilt:

[f(2)] < Clz[™

fiir eine Konstante C' und |z| > R,,. Das ist nur mit (%) konsistent falls m > n ist.
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11.12. Bemerkung

Wir werden spiter (vielleicht) noch sehen, dass fiir jede transzendente Funnktion
f:C — C die Menge f(C\Dg(0)) D C\{wp} fiir ein wp € C und fir alle R > 0.
Es werden alle Werte angenommen bis auf hichstens ein Ausnahme.

12. Harmonische Funktionen

12.1. Definition
Ist D C C offen und f : D — C zweimal stetig differenzierbar. Dann ist
0%f  0°f
Afi=—5+—
/ 0x? + 0y?

Der Operator A heifst Laplace-Operator. Erfiillt eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f die Gleichung Af = 0, so heifst f harmonisch.

12.2. Bemerkung

i) Der Operator A taucht an vielen Stellen in der Physik auf. Etwa Wellengleichung,
stationdre Wiarmeverteilung, Elektrostatik.
Af = p liefert das Gravitationspotential f zu einer Dichte p (modulo Konstanten)

ii) Ist f: D — C holomorph, so gilt

0% f

Af=4. =
! 020%Z

0 (vgl. Blatt 2, Aufgabe 4)

Wegen der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind auch Real- und Imaginér-
teil von holomorphen Funktionen harmonisch.

12.3. Satz

Jede reelle harmonische Funktion f : D — C auf einem sternférmigen Gebiet D ist
Realteil einer holomorphen Funktion.

Beweis:
Idee: Lose die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen, Ansatz f = u + v mit w :
D — R die gegebene harmonische Funktion. Es muss gelten:

Uy = Uy, Uy = —Ug

Anders gesagt: Lose dv = a = —uy dv + u, dy.
Wir suchen also eine Stammfunktion von a. Also: Auf einem sternférmigen Gebiet
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existiert eine Stammfunktion v, wenn « geschlossen ist, also wenn gilt

Berechne: 01ag — 0201 = (ug)e — (—uy)y = Au =0
und by — O1ag = ... = —Au =0

Damit folgt die Existenz einer Stammfunktion v (vgl. Poincaré-Lemma, Analysis)
Zuletzt miissen wir nur noch v(z), fiir z9 € D festlegen.

12.4. Korollar

Ist f: D — C harmonisch, so ist f beliebig oft differenzierbar. Real- und Imaginirteil
lassen sich entlang jeder Geraden in eine reelle Potenzreihe entwickeln, d.h. sind reell
analytisch (d.h. die Funktion t — Re(f(z0 + ta)) lésst sich in Potenzreihe um ¢y =0
entwickeln).

Beweis:

Durch Ubergang zu Real- und Imaginirteil kénnen wir ohne Einschrinkung anneh-
men, dass f reell ist. Sei zo € D und By(2) € D. Dann ist f[g ) Realteil einer
holomorphen Funktion F : B, (z9) — C. Damit folgt die erste Behauptung.
Betrachte nun die Gerade t — zg + wt, t€R, w € C, |w|=1.Da die Funktion
G : z+— F(z9 + wz) holomorph ist, ist G in B, (zp) (0.E. zp = 0) in eine Potenzreihe
entwickelbar.

G(z) = Z ap® fir z=t € R, also G(t) = Zaktk
k=0 k=0

o0
Insgesamt: f(zo +wt) = > Re(az)t’
k=0

12.5. Korollar

Harmonische Funktionen haben die Mittelwerteigenschaft, d.h. wenn f : D — C
harmonisch ist, ist

1 2w

f(20) f(z0 +re'®)do fiir alle zo € D und B,.(z9) € D

_27TZ 0

12.6. Korollar (Maximum- und Minimumprinzip)

Fiir D beschrénkt und f : D — R harmonisch gilt:

i) Hat f in D ein lokales Extremum, so ist f konstant.

ii) Hat f eine stetige Fortsetzung f:D — C, so nimmt f Minimum und Maximum
auf 0D an.

EIZmin; Zmax € oD Vze D: f(zmin) < f~(2:) < ]E(Zmax)
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12.7. Satz

Fiir ¢ # z definiere
12—z
P = . "
P, heifst Poisson-Kern
Ist f: D — R holomorph und B,(0) C D dann gilt:

D=t [ TOp = [T e e o o
L JK(0,r)

¢ 0
Beweis:
Ist w € B,-(0) so ist z — TQ(U)JZ holomorph auf Bz(0) 2 B,(0) mit 7 = 2r — |w| > r.
Nac der Cauchy-Integralformel ist folglich
f(2) 1 f(Q)
= — 7d B,
r2—wz 27 Jgp TP - Wz ( — ¢ vz B:(0)

Setze jetzt w = z, dann ist 72 — 2¢ = ((C — 2)
1 fQ)r?—1z)?
LY (A Kl 1
" om / ¢ -
12.8. Satz

i) Ist f: B,(0) — C stetig und harmonisch in B,(0) so gilt:

2m
f(z) = f(r-e?) - P(r-e”, 2)db Vz € B,(0)
0

ii) Ist g : 0B,(0) — C stetig, so ist die Funktion

2 ) )
FG) = [ o) P, 2)as
0
harmonisch in B, (0)

Beweis:

i) Ist ¢ fest, so ist A, P ((,2) = (88722 + 5%) P.(¢,z + iy). Die Aussage folgt dann
durch Differentation unter dem Integralzeichen

i) 0.E. f reell, sonst betrachte Real- und Imaginérteil seperat. Dann existiert eine
holomorphe Funktion F' : B,(0) — C mit Re(F) = f. Fiir alle p < r und alle
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z € B,(0) gilt wegen Satz die Darstellung

2w
F(z) = /0 F(p-e®) - P,(p-e”, 2)do

Da P, reell ist folgt

f( >:R<F>:/%R<F< “6)) - By(p- ¢, 2)df
2 e ; e(F(p-e »(p e’z
27

= | flp-e”)-Pylp-e”, 2)db
0

Fiir festes z € B,(0) und p — r konvergiert der Integrand gleichméfig in 0 gegen
f(re??) . P.(re?, z) das heibt

() = lim/... :/027r Fre®) - Pu(ret®, 2)df

p—r

12.9. Satz
Sei g : 0B, (0) — C stetig.
2
Setze dann f(z) = Ofg(T e) (r-e”, 2) iur z (0)
g(Z) fir z € 8BT(0)
Dann ist f : B,(0) — C stetig un harmonisch in B,(0)

Beweis:

Zu zeigen ist nur die Stetigkeit am Rand, d.h. fiir z9 € 9B,(0), o.E. r = 1. Sei also
zZo0 = 61’90’ 90 S [0,27‘1’), o.E. (90 =0.

Wir miissen zeigen, dass zu € > 0 ein § > 0 existiert mit

|f(z) — f(z0)] <e falls |z — 2| <0

Da f(z) = g(z) fiir z € 9B1(0) und g stetig ist, existiert fiir z € 9B;(0) solch ein g.

Wiihle §p > 0 so klein, dass (6p — 0o, 00 + do) C [0, 27), und

so dass

l9(e”) — g(e™)| <& V|0 — ol < & —

. 5
S :={re" € B1(0): |0 — 6| < g}
S eh=2z

Ist jetzt z € S und 6 mit |6 — Gy| > Jo so gilt | — 2| > ¢
fir ein ¢ > 0.
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Damit gilt

27 ) )
f(2) — f(z0) = /0 (9() — g(z0))Py(¢, 2)d0

0o+
:/90—5 (...)d9+/|6_0026(...)d9

=5 =:I5
Es gilt:
2 ) )
B1< [ (0le®) - ga) P, 2)as
0
2w )
<eg- Py 2)d < e
0
i0 oy L — ElS i0
I2] < (lg(e™)| + [g(e™)]) 5d0, (=e
10—00|>5 ¢ — 2|
1— 2
< 27 -2 max |g]- 2’2‘
9B, (0) c
Insgesamt:

f(z) = fo)l Se+i-(1—[2f?), VzeS
Ist nun € > 0 gegeben, wihle § > 0, so dass fiir alle z mit |z — 29| < J gilt, dass

i) ze S

= Stetigkeit

12.10. Korollar

Zu jeder stetigen Funktion g : 9B,(0) — C gibt es genau eine Funktion f : B,(0) — C,
so dass flyp ) =9 und Af =0in B,(0)

12.11. Korollar

Ist D C C offen und f : D — C stetig, geniigt f der Mittelwertbedingung so ist f
harmonisch und insbesondere reell analytisch.

Beweis:
Ist 2o € D und B,(z9) € D. Dann existiert auf B,(zy) eine harmonische Funktion

9 Br(20) — C, g ist stetig auf By (z0) mit glyp. (.o) = flos, 0)-
Dann erfiillt g — f die Mittelwertbedingung auf B, (0).
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Auferdem |g — f| = 0 auf 9B, (2p).

Wegen des Maximumprinzips folgt g — f = 0 auf B, (0)
= g = f in B;(0)

= Behauptung
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