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. Mengentheoretische Topologie

1 Topologische Raume

Ziel dieses Kapitels ist die Axiomatisierung der Begriffe Konvergenz und Stetigkeit.

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7) aus einer Menge X und
einer Menge 7 C PX von Teilmengen von X, so dass gilt:

(T1) €T und X €T,

(T2) Ist I eine beliebige Indexmenge und U, € 7 fiir alle € I, soist auch {J,c; Ua € 7.
(T3) Ist n € N und sind Uy, ...,U, € 7 soist auch (,_, Uy € 7.

Dann heifit 7 Topologie auf X. Ist U € T so nennen wir U offen.

Eine wichtige Klasse von Topologien ist auf metrischen Raumen definiert. Wir wieder-
holen kurz die Definition eines metrischen Raums und erldutern die zugehorige Topologie.

Definition 1.2. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer
Abbildung d : X x X — [0, 00), so dass gilt:

(M1) Sind z,y € X soist d(x,y) =0< z =y,
(M2) Va,y € X : d(x,y) = d(y,x) und,

(M3) Vz,y,z € X : d(z,2) < d(z,y) + d(y, z).
Dann nennt man d eine Metrik auf X.

Beispiel 1.3. Sei |- | : R — [0,00) mit |z|?> = 22 + ... + 22 fiir © = (21,...,2,) € R"
die Euklidische Norm auf R"™. Dann ist d : R" x R"™ — [0, 00) mit d(z,y) = |x — y| eine
Metrik auf R™.

In einem metrischen Raum bezeichnen wir die offene Kugel vom Radius r € (0, 00)

um r € X mit
By (z) ={ye X :d(z,y) <r}.

Beispiel 1.4. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so kénnen wir die metrische Topologie Ty
auf X wie folgt definieren. Wir setzen U € 7y, also U offen, genau dann wenn zu jedem
x € U ein r, > 0 existiert, so dass B, (x) C U.

Beweis. Wir iiberpriifen, dass 7; die Axiome einer Topologie erfiillt:

(T1) 0,X € 7; ist Klar.
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(T2) Sei I eine Indexmenge und U, € g fiir alle a € I. Setze U = (J ¢ Ua- Ist nun
x € U, so ist zu zeigen, dass ein ganzer offener Ball um x in U liegt. Da z € U
ist x € Ug fiir ein & € I. Da Us € 7y existiert ein r > 0 so dass B,(z) C Uy C U.
Also ist U € 1.

(T3) Seien Uy, ..., Uy, € Tyund x € U = ();_, Ui. Fiir alle k = 1,..., n existiert ein ry,
so dass By, (x) C Uy, da x € Uy und Uy, € T3. Setze r := min{ry : k = 1,...n}.
Dann ist By, (x) C By, () C Uy, fur alle k, also By(z) C U und U € 7.

O
Beispiel 1.5. Sei X eine beliebige Menge.

a) Dann ist {0, X'} eine Topologie auf X, die sogenannte Klumpentopologie.

b) Auch PX, die volle Potenzmenge ist eine Topologie auf X, die sogenannte diskrete
Topologie.

Im folgenden werden wir die Topologie 7 eines topologischen Raumes als implizit
gegeben voraussetzen. Statt zu schreiben Sei (X, 7T) ein topologischer Raum . .. schreiben
wir nur noch Sei X ein topologischer Raum ..., wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.

Definition 1.6. Sei X ein topologischer Raum.

a) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement CA := X \ A offen
ist.

b) Eine Teilmenge V' C X heit Umgebung von x € X, falls eine offene Menge U
existiert, so dass x € U C V.
c¢) Ist B eine beliebige Teilmenge und z € X.

i) x heiBt innerer Punkt von B, wenn B eine Umgebung von z ist.
ii) 2 heiflt duBerer Punkt von B, wenn (B eine Umgebung von 1z ist.

iii) = heifit Randpunkt von B, wenn z weder duflerer noch innerer Punkt von B ist.

d) Wir bezeichnen mit B° die Menge der inneren Punkte von B und mit B, die Menge
der Punkte in X, die nicht duflere Punkte sind. B heifit abgeschlossene Hiille von B.

Bemerkung 1.7. Wegen der Rechenregeln von [ : PX — PX konnte man eine Topologie
auf X auch durch ihr System von abgeschlossenen Mengen definieren. Folgende Axiome
sind dquivalent zu (T2) und (T3):

(A1) Ist A, fiir o € I eine Familie abgeschlossener Teilmengen, so ist auch (), c; Aa
abgeschlossen.

(A2) Sind Ay, ..., A, abgeschlossen, so ist auch |Jj_; A abgeschlossen.

Definition 1.8. Seien X und Y topologische Riume.
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a) Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig, wenn fiir jede offene Menge U C Y ihr Urbild
f~Y(U) auch offen ist.

b) Eine bijektive Abbildung f : X — Y heifit Homdomorphismus, wenn sowohl f als
auch f~! stetig sind.

c¢) Existiert ein Homdomorphismus f : X — Y ,so nennen wir X und Y homdomorph
uns schreiben X =2Y.

Bemerkung 1.9. a) Sind X und Y topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.
Dann ist f genau dann stetig wenn fiir alle z € X und alle Umgebungen U C Y von
f(z) das Urbild f~1(U) eine Umgebung von z ist.

b) Sind (X, 7x), (Y,7y) und (Z,7z) topologische Rdume und f : (X,7x) — (Y, 7y)
und g : (Y, 7y) — (Z,7yz) stetige Abbildungen, so ist auch go f: (X, 7Tx) — (Z,72)
stetig.

Bemerkung 1.10. Sei X eine Menge.

a) Sei {74 }acr eine Familie von Topologien auf X. Dann ist ihr Durchschnitt () ;7o C
P(X) wieder eine Topologie auf X.

b) Sind 77 und 73 Topologien auf X, so nennen wir 77 grober als 73 oder 73 feiner als
Ti, wenn 73 C 75. Dann ist die Identitét idy : (X,72) — (X, 77) stetig, aber kein
Homdoomorphismus falls 77 # 7.

c¢) Fiir jede Teilmenge A C PX existiert eine grobste Topologie 74, die A enthiilt,
namlich

Ty = U {’T : T Topologie und A C T}.

T4 heifit die von A erzeugte Topologie. In diesem Fall nennen wir A eine Subbasis
von 7T4.

d) Sind X und Y topologische Rdume und sei A eine Subbasis fiir die Topologie auf Y.
Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir alle U € A die Menge
f~YU) offen in X ist.

Definition 1.11. Sei X ein topologischer Raum.

a) Fir z € X sei U(xz) C PX die Menge aller Umgebungen von z. B(z) C U(x) heifit
Umgebungsbasis von z, falls zu jedem U € U(x) ein B € B(x) existiert mit B C U.

b) Eine Menge B C 7 heifit Basis von 7, wenn jedes Element von 7 Vereinigung von
Elementen aus B ist.

Definition 1.12. Sei X ein topologischer Raum.

a) X erfiillt das erste Abzdihlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt x € X eine abzéhlbare
Umgebungsbasis hat.
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b) X erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaziom, wenn es eine abzihlbare Basis fiir die To-
pologie gibt.

Beispiel 1.13. a) Ist (X,d) ein metrischer Raum und = € X, so ist B(z) := {By/, () :
n € N} eine abzéhlbare Umgebungsbasis. Also erfiillt jeder metrische Raum das erste
Abzahlbarkeitsaxiom.

b) Ist X = (R™,|-|), so ist

B:= {Bl/n(q) :neN,qge Q”}
eine abzéhlbare Basis der Topologie.

Definition 1.14. Sei X ein topologischer Raum. Eine Folge (z,)nen C X konvergiert
gegen x € X, genau dann, wenn es zu jeder Umgebung U € U(z) ein 7 € N gibt mit
T, € U fiir alle n > n. Dann schreiben wir z,, — = oder lim,_,~ z,, = . Wir nennen x
dann den Grenzwert der Folge ().

Proposition 1.15. Seien X und Y topologische Rdume. X erfiille das erste Abzihl-
barkeitsaxiom. Dann ist eine Abbildung f : X — Y genau dann stetig, wenn fir alle
konvergenten Folgen (x,) mit x,, — x auch f(x,) — f(z) konvergiert.

Beweis. “=" Sei x, — z, y = f(x) und V € U(y). Da f stetig ist, ist f~1(V) € U(x),
also existiert 7 € N, so dass z, € f~1(V) fiir alle n > . Damit ist f(z,) € V fiir alle
n > N, also f(z,) — f(x).

Sei nun (Up)nen C U(x) eine abzéhlbare Umgebungsbasis von z € X. Wir kénnen
annehmen, dass U,, C U,, fiir m < n.

“<" Sei V € U(y). Angenommen U, ¢ f~1(V) fiir alle n € N. Also existiert zu
jedem n € N ein z, € U, \ f~1(V). Da z,, € U, und (Uy,)nen eine Umgebungsbasis
von z ist, folgt =, — x. Da aber z, ¢ f~1(V) ist f(z,) € V. Also f(z,) /A f(z).
Dies ist ein Widerspruch. Unsere Annahme war also falsch und es existiert ein 7 so dass
Un C f71(V). Also f~1(V) e U(x). O

Bemerkung 1.16. Ist X ein beliebiger topologischer Raum, so kann eine Folge mehrere
Grenzwerte haben, wenn die Topologie zu grob ist.

Definition 1.17. Ein topologischer Raum X ist Hausdorffsch oder separiert oder T,
wenn zu allen x # y € X offene Mengen U, und U, existieren so dass z € U, y € U,
und U, N U, = 0.

Beispiel 1.18. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist 7; Hausdorffsch. Denn fiir x # y € X
sind Uy = By(g,y)/2(7) und Uy = By 4)/2(y) wie oben.

Proposition 1.19. Ein topologischer Raum X, der das erste Abzdihlbarkeitsaxiom er-
fullt, ist genau dann Hausdorffsch, wenn jede Folge in X hdchstens einen Grenzwert
hat.
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Beweis. “=" Sei &, — x und sei x # y € X. Da X Hausdorffsch ist, existieren offene
Umgebungen U, von z und Uy von y mit U, N U, = 0. Da z,, — =z, existiert 7 € N, so
dass x, € U, fiir alle n > n. Insbesondere ist x,, € U, fiir alle n > 7, also z, /4 y.

“<” Seien x # y und seien (Up)nen C U(x) und (V,)nen C U(y) abzéhlbare Um-
gebungsbasen von x bzw. y. Wir kénnen annehmen, dass U,, C Uy, und V,, C V,,, fiir
m < n. Auflerdem konnen wir annehmen, dass U,, und V,, offen sind fiir alle n.

Angenommen U,, N'V,, # { fiir alle n € N. Dann existiert x,, € U, NV, also x,, — x
und z,, — y. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, also existiert ein 7 mit Uz NV; = ()
und X ist Hausdorffsch. O

2 Konstruktion topologischer Raume

Definition 2.1. Ist (X, 7) ein topologischer Raum und A C X eine beliebige Teilmenge.
Dann ist
Ta={UNA:UecT}

eine Topologie auf A, die sogenannte Teilraumtopologie.
In der Teilraumtopologie sind die offenen Mengen also gerade die Mengen von der
Form ANU wo U € 7.

Beispiel 2.2. Wir betrachten [0,1] C R und versehen [0, 1] mit der Teilraumtopologie

der Inklusion [0,1] € R. Dann sind zum Beispiel folgende Mengen offen in [0, 1]: (a,b)

fir0<a<b<1,1,[0,a) mt0O<a<1und (a,1] mit 0 <b< 1.

Bemerkung 2.3. a) Ist igq : A — X die Inklusion ig(z) = x,soist ia: (A, 74) — (X, 7T)
stetig.

b) Die Teilraumtopologie ist die grobste Topologie auf A, fiir die i4 stetig ist.

c) Ist Z ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung f : Z — A genau dann stetig,
wenn i4 o f : Z — X stetig ist.

d) Wenn X das erste bzw. zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, dann auch A. Ist X
Hausdorffsch, so auch A.

Beispiel 2.4. Ist X = R™ mit der Standardtopologie, so bezeichnen wir B" := {z €
R" : |z|] < 1} € R™ mit der Teilraumtopologie als den n-dimensionalen Ball, mit
B" := {z € R" : |z| < 1} C R"™ den abgeschlossenen n-dimensionalen Ball, und
8" :={x € R""! : |z| = 1} mit der Teilraumtopologie als die n-dimensionale Sphire.

Definition 2.5. a) Seien X, fiir @ € I Mengen. Die disjunkte Vereinigung »_ .; Xq
ist gegeben durch
> Xo=J Xa x {a}.

ael acl
Es existieren injektive Abbildungen

ig: Xg— ZXO‘ cxg (25, 0),
acl
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so dass iq(Xa) Nig(Xs) =0 fiir o # 5 und

> Xo =] ia(Xa).

acl ael

b) Sind alle X, fiir o € I topologische Rédume, so wird X = " _; X, auch ein topolo-
gischer Raum mit folgender Topologie. Wir definieren U C X als offen, genau dann
wenn i1 (U) offen ist fiir alle o € I. Damit ist i, : X, — X stetig fiir alle a € I und
auflerdem ein Homoomorphismus auf sein Bild (eine Einbettung).

Diese Topologie heifit Summentopologie und ist die feinste Topologie auf X fiir die
alle i, stetig sind.

Bemerkung 2.6. Ist Y ein topologischer Raum, dann ist eine Abbildung f: " . Xo —
Y genau dann stetig, wenn die Komposition f oi, : X, — Y stetig ist fiir alle « € 1.

Beispiel 2.7. Die topologische Summe S? + S? von zwei S? ist homdomorph zu
{zeR?: |z -2, |=1}U{zcR®: Jx —z_| =1}
wo 2+ = (£2,0,0) € R3. Fiir die nicht-disjunkte Vereinigung gilt S? U S? = S2.

Definition 2.8. Seien {X, : a € I} topologische Réume. Sei weiter X := []
kartesisches Produkt und

acl Xa ihr

mg: X — Xg: (Za)acr — 23

die kanonische Projektion auf den Faktor Xg fiir alle 5 € 1.
Die Produkttopologie auf X ist die grobste Topologie, so dass alle {mg : 8 € I} stetig
sind.

Bemerkung 2.9. a) Die Projektion 73 : X — Xp ist stetig, falls fiir alle offenen Mengen
Us C Xz die Menge
-1 _ : _
m (Ug) = H U, mit U, = X, falls a # 3
acl

offen in X ist. Endliche Schnitte von Mengen dieser Form sind die folgenden:

B:= {H Uy : U, # X, fiir nur endlich viele a} .
acl

Also ist B eine Basis der Produkttopologie auf X.

b) Ist f: Y — X eine Abbildung, so ist f genau dann stetig, wenn fiir alle o € I die
Abbildung mgo f : Y — Xj stetig ist.

c) Ist I abzéhlbar und erfiillen alle X, fiir a € I das erste bzw. zweite Abzdhlbarkeits-
axiom, so erfiillt X es auch.

10



2 Konstruktion topologischer Raume

d) Ist X, Hausdorffsch fiir alle o € I, so auch X.
Beispiel 2.10. a) Die Produkttopologie auf []" ; R stimmt mit der Standardtopologie

auf R" {iberein.

b) Fiir n > 1 setzt man T = [[;", S 1. Versehen mit der Produkttopologie heifit 7" der
n-dimensionale Torus.

c) Sei X ein topologischer Raum. Dann definieren wir den Zylinder ZX iiber X als
ZX =X x[0,1].

Definition 2.11. a) Sei X eine Menge und R C X x X eine Aquivalenzrelation. Fiir
x € X sei[z] ={y € X : (x,y) € R} die Aquivalenzklasse von x.
Sei X/R := {[z] : x € X} die Quotientenmenge sowie 7 : X — X/R : x > [z] die

kanonische Projektion.

b) Ist X ein topologischer Raum, so definieren wir eine Topologie auf X/R indem wir
U C X/R als offen definieren, falls 771 (U) offen in X ist. Dies definiert die Quotien-
tentopologie auf X/R.

Bemerkung 2.12. a) Die kanonische Projektion 7w : X — X/R ist stetig in der Quotien-
tentopologie. Auflerdem ist die Quotiententopologie die feinste Topologie auf X/R,
fiir die 7 stetig ist.

b) Ist Y ein topologischer Raum. Dann ist eine Abbildung f : X/R — Y genau dann
stetig, wenn fom: X — Y stetig ist.

Beispiel 2.13. a) Sei R C [0,1] x [0,1] die Aquivalenzrelation auf [0, 1], die von 0 ~ 1
erzeugt wird, dh.
R ={(0,1),(1,0), (2, 2) fiir z € [0, 1]}

Dann ist [0,1]/R = S* via
f:I/R— S*:[t] — exp(2mit).

Hier fassen wir S! C C als die komplexen Zahlen vom Betrag 1 auf. f ist wohldefiniert
und stetig, auflerdem bijektiv. Wie wir unten sehen ist f sogar ein Homéomorphismus.

b) Sei X = [0,1] x [0,1] und R die von (0,t) ~ (1,¢) und (s,0) ~ (s,1) erzeugte
Aquivalenzrelation.

F100,1] x [0,1] = T? = S' x S : (s,t) — (exp(2mis), exp(2mit))
induziert einen Hom6omorphismus

f:X/R— T

11
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c¢) Sei X ein topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Sei R die von A x A erzeugte
Aquivalenzrelation R = A x AU {(x,2) : € X} auf X. Wir bezeichnen X/R auch
mit X/A. Der Quotient X/A entsteht aus X durch Identifizieren von A zu einem
Punkt. Es ist X \ A = X/A\ {[A]} via der Projektion 7 : X — X/A eingeschrénkt
auf X \ A.

Satz 2.14. Sind X und Y topologische Riume und R, S Relationen auf X bzw. Y. Ist
[ X =Y eine mit R und S vertrdgliche stetige Abbildung (dh. fiir alle z,z" impliziert
x ~p ', dass f(x) ~g f(2') gilt), so induziert [ eine stetige Abbildung

f:X/R—Y/S: [z]r— [f(2)]s

Ist f ein Homéomorphismus und f~' 1Y — X auch mit S und R vertrdglich, so ist
auch f ein Homdomorphismus.

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

!

x 1.
o e
X/R —1— v/s

Dann ist f o mg = 7g o f, das Diagramm kommutiert also. Nach Bemerkung 2.12 ist
f: X/R — Y/S genau dann stetig, wenn forg : X — Y/S stetig ist. Da forg = ngo f
ist dies der Fall, da die rechte Seite als Verkettung stetiger Abbildungen stetig ist. [

Definition 2.15. Sei X ein topologischer Raum.

a) Der Quotient ZX/X x {1} = CX heifit Kegel iiber X, mit Spitze [X x {1}].
b) Der Quotient ZX/X x {0,1} = SX heifit Finhdingung von X.

Beispiel 2.16. a) CS™ = B"! via [(z,t)] — (1 — t)z.

b) S(Sm) = gt
Beispiel 2.17. a) Sei X = [0,1] x[0, 1] und R; die Relation, die von (0,t) ~ (1,t) erzeugt
wird. Dann ist [0,1] x [0,1]/R; = ZS*.

b) Sei X = [0,1] x [0,1] und Ry die Relation, die von (0,t) ~ (1,1 —t) erzeugt wird.
Dann nennt man M := [0,1] x [0,1]/Ry das Mdbiusband.

c) Sei R3 die Relation auf X = [0, 1] x [0, 1], die von (0,¢) ~ (1,¢) und (s,0) ~ (1 —s,1)
erzeugt wird. Dann nennt man K := [0,1] x [0,1]/Rs die Kleinsche Flasche.

Beispiel 2.18. Auf R"*!\ {0} sei x ~ y genau dann, wenn es ein A € R* = R\ {0} gibt,
so dass = \y. Der Quotient RP" := R"*!/ ~ heifit der n-dimensionale reell projektive
Raum.

12
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Fiir [x] € RP"™ schreibt man [zg : ... : x,]|. Es existiert eine Einbettung ip : R" —
RP": (z1,...,2y) — [l :x1:...: 2], dh. iy ist ein Hombomorphismus auf ig(R™). Die
Menge RP™ \ io(R") heifit die unendlich ferne Hyperebene.

Definiert man auf S® ¢ R™*! die Relation, die Antipoden identifiziert, dh. z ~ —uz,
so ist 8™/ ~= RP™ via

(o, ..., zn)] — [To 1 ...t 2]

Definition 2.19. Seien (X,, x4 )aecr punktierte topologische Réume, dh. z, € X, sind
feste Basispunkte. Sei {x,, } abgeschlossen in X, fiir alle a € I (etwa weil X, Hausdorffsch
ist). Dann ist die Menge A := {z, : a € I} C }_,; auch abgeschlossen. Der Raum

\ (Xa,2a) =) Xa/A

acl acl

heiflt Einpunktvereinigung von (Xa, Ta)aer- Ist m: > o1 Xa — Vo1 Xao die kanonische
Projektion so ist 7(xq) = [A] =: x¢ fiir alle a € 1.

Ist ig : Xg — 3,7 Xa die kanonische Inklusion, so ist ij; := moig : Xg — V 1 Xa
eine Einbettung, und i, (Xa) Ni5(Xg) = o fir alle a # 8 € I.

Beispiel 2.20. S' v S! = Figur Acht.

Im folgenden Beispiel lernen wir eine der wichtigsten Konstruktionen topologischer
Réume kennen, das Verkleben entlang einer Abbildung.

Beispiel 2.21 (Verkleben topologischer Rdume). Seien X,Y topologische Raume und
Xo € X ein Teilraum von X. Ist eine stetige Abbildung f : Xg — Y gegeben, so
definieren wir auf X + Y die Relation zg ~ f(zp) fiir alle ¢ € Xp.

Den Quotientenraum X Uy Y := X + Y/ ~ nennen wir die Verklebung von X und 'Y
entlang f.

XX qy<2y
R
TOolYy
XUfY

Dann ist moiy : Y — X Uy Y eine Einbettung, im Allgemeinen moix : X — X Uy Y
aber nicht (ist nicht injektiv, wenn f nicht injektiv ist.

Beispiel 2.22. a) Ist X ein topologischer Raum, ZX = X x [0,1] der Zylinder iiber
X, Xo =X x {1} C ZX und f : X9 — {pt.} die konstante Abbildung. Dann ist
ZX Uy {pt.} = CX.

b) Sind X =Y = B", und

f:8"cB"— 8" B”

die Identitit, so ist B” Uy B = S",

13
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3 Zusammenhang

Zusammenhang ist eine erste topologische Eigenschaft, mit der sich gewisse topologische
R&aume unterscheiden lassen.

Definition 3.1. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdingend, wenn folgendes
gilt: Sind U,V C X offen und ist X = U UV (kurz X = UUV) und U NV = {, so ist
U=10oder V=10.

Bemerkung 3.2. a) Ist X zusammenhingend, so ist X die einzige nichtleere Menge, die
zugleich offen und abgeschlossen ist.

b) X ist zusammenhingend, genau dann wenn X nicht die topologische Summe zweier
nichtleerer Teilmengen ist.

Beispiel 3.3. [0,1] C R ist zusammenhéngend.

Beweis. Sei [0,1] = UUV und sei U # . Sei a := supU. Da U abgeschlossen ist, ist
a € U. Da aulerdem U offen ist, folgt a = 1 € U. Ist V' # () erhalten wir mit der gleichen
Argumentation, dass 1 = supV € V. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass U
und V' disjunkt sind. ([

Proposition 3.4. Sind X und Y topologische Riume und X zusammenhdngend. Ist
f: X =Y eine stetige Abbildung, so ist auch f(X) CY zusammenhingend.

Beweis. Wir kéonnen annehmen, dass f surjektiv ist, sonst gehen wir zur Abbildung
/X — f(X) iiber.

Sei also Y = UUV und U, V offen. Da f stetig ist, sind U’ := f~}(U) und V' := f~1(V)
auch offen. Da auBerdem X = U’UV’ und X zusammenhiingend ist, folgt U’ = () oder
V=0, also U = () oder V = {). O

Definition 3.5. Sei X ein topologischer Raum.

a) Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung « : [0,1] — X. «(0) heit Anfangspunkt und
a(1) Endpunkt von a.

b) X heiit wegzusammenhingend, wenn es zu allen z,y € X einen Weg « mit Anfangs-
punkt z und Endpunkt y existiert.

Beispiel 3.6. R\ {0} ist nicht wegzusammenhéngend (auch nicht zusammenhéngend).
Jedes abgeschlossene, offene oder halboffene Intervall ist wegzusammenhéngend.

Proposition 3.7. Ist X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum, so ist X zu-
sammenhdngend.

Beweis. Sei X = UUV. Angenommen U # () und V # (). Dann existieren z € U und
y € V. Da X wegzusammenhingend ist, existiert ein Weg o : [0,1] — X mit «(0) = =
und «a(1) = y. AuBerdem ist [0,1] = o~ (U)Ua"(V), beide offen und nichtleer, ein
Widerspruch zur Tatsache, dass [0, 1] zusammenhéngend ist. O
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4 Kompaktheit

Beispiel 3.8. Der folgende Teilraum von R?:
{(t,;sin(})) eR*:t >0} U{(0,y): -1 <y <1}
ist zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend.

Definition 3.9. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdngend, wenn
jeder Punkt z € X eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhingenden Mengen besitzt.

Bemerkung 3.10. a) Ein lokal wegzusammenhéngender Raum braucht nicht wegzusam-
menhéngend zu sein. Beispiel: R \ {0}.

b) Ein wegzusammenhéngender Raum braucht nicht lokal wegzusammenhéngend sein:

X:{<o,y>eR2:0SyS1}UGW

n=1

Proposition 3.11. Sei X ein lokal wegzusammenhdngender Raum. Dann ist X wegzu-
sammenhdngend genau dann wenn X zusammenhdngend ist.

Beweis. “=" Proposition 3.7.

“=”Sei z € X und U, := {y € X : 3 Weg von x nach y} # 0 die Wegkomponente
von x, dh. U, ist die grofite wegzusammenhingende Teilmenge von X, die x enthilt.
Klar ist, dass fir y € U, gilt U, = Uy und fir y ¢ U, Uy NU, = (. AuBerdem ist
X:U$UUy¢mUy.

Da X wegzusammenhéngend ist, existiert zu jedem y € U, eine offene, wegzusammen-
hingende Umgebung. Also ist U, offen, auflerdem ist Uy;éx U, als Vereinigung offener
Mengen auch offen. Da X zusammenh#ngend ist folgt Uy 22Uy = ¢ und X = U,. Also
ist X wegzusammenhéngend. O

Bemerkung 3.12. Sind X und Y topologische Rdume. Dann sind X und Y genau dann
(weg-)zusammenhéngend, wenn X X Y bzw. X VY (weg-)zusammenhéingend sind.

Beispiel 3.13. R 2 R"™ fiir n > 2.
Beweis. Angenommen f : R — R" ist ein Homdomorphismus. Dann ist auch
flrygoy s RA{0} — R\ {f(0)}

ein Hom6éomorphismus. Aber R \ {0} ist nicht zusammenhéngend, obwohl R™ \ {f(0)}
zusammenhéngend ist. O

4 Kompaktheit

Definition 4.1. Sei X ein topologischer Raum.

a) Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie (U,)aecs offener Mengen, so dass
X =Uner Ua

15
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b) X heiit kompakt, wenn X Hausdorffsch ist und jede offene Uberdeckung (U, )acr
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Es existieren also aq,...,a, € I, so dass X =

U?:l Uai'

Bemerkung 4.2. Seien X und Y Hausdorffraume. Ist f : X — Y eine Stetige Abbildung
und X kompakt, so ist auch f(X) kompakt.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f surjektiv ist, f(X) =Y. Sei (Uqa)acr eine offe-
ne Uberdeckung von Y. Dann ist (f~*(Ua)) eine offene Uberdeckung von X. Also
existieren aq, ..., a, so dass

acl

Damit ist dann auch

O

Proposition 4.3. a) Ist X ein kompakter topologischer Raum und A C X abgeschlos-
sen, so ist A kompakt.

b) Sei X ein Hausdorff-Raum. Ist K C X kompakt, so ist K abgeschlossen.

Beweis. a) Sei (Uy)aer eine offene Uberdeckung von A, dh. die U, sind offen in der
Teilraumtopologie von A C X. Also existieren offene Mengen V,,, so dass U, = V,NA.
Die V, iiberdecken A, also ist (V)aecr zusammen mit X \ A eine offene Uberdeckung
von X (hier haben wir benutzt, dass A abgeschlossen ist).

Da X kompakt ist, existieren also endlich viele oy, ..., o, so dass

X:X\AUCJV%
=1

Da AN(X\A)=0,ist AC U, Va,, also A= ;- Ua,-

b) Wir zeigen, dass X \ K offen ist. Sei dazu x € X \ K. Da X Hausdorffsch ist, existieren
zu jedem y € K offene Umgebungen U, von y und V, von z so dass Uy, NV, = 0.
Day e Uy ist K = UyeK Uy. Da K kompakt ist, existieren endlich viele yq, ..., yn,
so dass K C |J;-, Uy,. Die Menge V := (), V}, ist als endlicher Schnitt offener
Umgebungen von z eine offene Umgebung von = und da Uy, NV, = 0 folgt VN K = 0.
Daraus folgt, dass X \ K offen ist.

O

Proposition 4.4. Sei X ein kompakter topologischer Raum und Y ein Hausdorffraum.
Ist f: X — Y eine bijektive, stetige Abbildung, so ist f ein Homdéomorphismus.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass f abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen
abbildet.

Sei also A C X abgeschlossen. Dann ist wegen Proposition 4.3a, A kompakt. Wegen
Bemerkung 4.2 ist f(A) kompakt, daher nach Proposition 4.3b abgeschlossen. O

Definition 4.5. Ist X ein topologischer Raum und (z,,),eN eine Folge in X. Ein Punkt
x € X heifit Haufungspunkt von (z,) wenn in jeder Umgebung von = unendlich viele der
x, liegen.

Bemerkung 4.6. Erfiillt X das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, so ist  ein Haufungspunkt
von (Zp)neN genau dann, wenn es eine gegen = konvergente Teilfolge gibt.

Proposition 4.7. Sei X ein Hausdorffraum mit abzdihlbarer Topologie (das zweite Ab-
zihlbarkeitsaxiom gilt). Dann ist X genau dann kompakt, wenn jede Folge (x,) C X
einen Hdufungspunkt hat.

Beweis. “=" Sei (zy,)nen eine Folge. Angenommen z;,, hat keinen Haufungspunkt. Dann
existiert zu jedem y € X eine Umgebung Uy, die nur endlich viele Folgenglieder enthélt.
Da die U, ganz X iiberdecken, und X kompakt ist, existieren endlich viele y1,...yp, so
dass X = (Ui, Uy,. Da aber (z,)nenunendlich ist, muss eines der Uy, unendlich viele
Folgenglieder enthalten. Ein Widerspruch.

“<" Sei (Uqy)aer eine offene Uberdeckung von X. Sei (Bn)nen eine Basis der Topologie
auf X.

Sei

J = {kEN:HOzk €l:B,C Uak}:{nl,ng,...}

Setze Uy, := Uy,,. Da X =J;2 | By, und By, C Uy, ist auch Uy, eine Uberdeckung. Wir
haben also gezeigt, dass jeder topologische Raum, der das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom er-
fiillt, die Eigenschaft hat, dass jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teilitberdeckung
besitzt.

Setze V,, := J_; U;. Angenommen V,, # X fiir alle n € N. Dann existiert zu jedem
n € N ein z,, in X\ V,,. Wegen unserer Annahme an X hat (x,),en einen Hiufungspunkt
rzeX. DaX =2, U ist © € Uy fiir ein n € N. Da z,, ¢ V,, D Vj, fiir alle n > 72 und
Uy eine Umgebung von x ist kann x kein Haufungspunkt sein. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme dass V,, # X fiir alle n € N, also existiert n € N so dass V,, = X also
erhalten wir die endliche Teilitberdeckung X = (J;", U;. O

Proposition 4.8 (Spezialfall vom Satz von Tychonov). Seien fiir n € N die topo-
logischen Rdume X, Hausdorffsch mit abzdhlbarer Topologie. Dann ist das Produkt
X =112, X, kompakt, genau dann wenn alle X,, kompakt sind.

Beweis. “=" Sei X kompakt, dann ist X,, kompakt, da die kanonische Projektion 7, :
X — X, stetig und surjektiv ist (vgl. Bemerkung 4.2).

“«<"” Da alle X,, Hausdorffsch sind, ist auch X Hausdorffsch. Da alle X,, abzahlbare
Topologie haben, hat auch X abzéhlbare Topologie. Insbesondere ist X kompakt, wenn
jede Folge in X einen Hiufungspunkt besitzt.
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Sei also (zp)ken C X eine Folge. Dann ist (m1(zx))ren eine Folge in X;. Da X,

folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge x} so dass (1 (z1))ken konvergiert.

Induktiv konstruieren wir Teilfolgen (w?jl)keN von (z4)ren so dass alle (m,(z4)) in

X, konvergieren. Setzt man yj := zf, so konvergiert m,(yx) fiir alle n € N und damit
(yx) in X. Nach Konstruktion ist (yz) C (xx) also ist X kompakt. O

Bemerkung 4.9. a) Der obige Beweis ldsst sich ohne Probleme auch fiir endliche Pro-
dukte anpassen.

b) In der Tat gilt der Satz von Tychonov in der viel allgemeineren Form: Ist I eine
beliebige Indexmenge und sind (X)aer Hausdorffraume, so ist [[,.; genau dann
kompakt, wenn alle X, kompakt sind.

c¢) Ist die Indexmenge endlich ist dies sehr einfach zu beweisen.

Beispiel 4.10. a) Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt, da nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl jede Folge in [a, b] einen Haufungspunkt besitzt.

b) Nach Bemerkung 4.9 ist damit auch
[a1,b1] X ... X [an,by] C R
mit ap < by fiir kK =1,...,n eine kompakte Teilmenge.
c) B" ist eine abgeschlossene Teilmenge von [—1, 1] also nach Proposition 4.3a kompakt.

Proposition 4.11. FEine Teilmenge K C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie be-
schrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. “="Ist K C R" kompakt, so ist K abgeschlossen nach Proposition 4.3b, da R"
Hausdorffsch ist. Wir betrachten folgende offene Uberdeckung von K:

K c | (B(0)nK).
r>0

Da K kompakt ist existiert eine endliche Teiliiberdeckung, also ry,...,7r, mit K C
Ui~ Br,(0). Folglich ist K C Bmaxr,;(0) also beschriinkt.

“<” Da K beschrénkt ist existiert R > 0 mit K C [—R, R|". Da K abgeschlossen ist
und [—R, R]" kompakt, ist K nach Proposition 4.3 a kompakt. O

Definition 4.12. a) Ein Hausdorffraum X heifit lokal kompakt, wenn jeder Punkt in X
eine kompakte Umgebung besitzt.

b) Ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Topologie heifit n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
wenn jeder Punkt = € X eine Umgebung besitzt, die homéomorph zu R" ist.

c¢) Eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit heifit auch Fldche.

Bemerkung 4.13. a) Jede Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt, da R™ lokal kompakt ist.
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4 Kompaktheit

b) Ist f : R® — R differenzierbar und grad f(x) # 0 fiir alle z € M := {z € R"*! :
f(xz) = 0}, so ist M eine Mannigfaltigkeit, wegen des impliziten Funktionensatzes.
Denn ist %(f) # 0 mit & = (ZTo,...,Tn), so existiert eine Umgebung U von
in R""!, eine Umgebung V von Z’' = (Z1,...Z,) in R™ und eine differenzierbare
Abbildung ¢ : V — R , so dass M NU = {¢(2’) : 2’ € V}. Die Abbildung (¢(z'),2) :
M NU — V ist dann der gesuchte lokale Homdomorphismus.

c) Die Menge
S = {(z,y) eR*:y* =2°}

ist eine topologische 1-Mannigfaltigkeit, da
R—S:t— (t321)
ein Homo6omorphismus ist.
d) Die folgende Teilmenge des R?:
T:={z=0}U{y=0}
ist lokal kompakt aber keine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.
e) Ist X kompakt, so ist X lokal kompakt, da X Umgebung jedes seiner Punkte ist,

Proposition 4.14. Sei X ein lokal kompakter Raum. Dann existiert ein kompakter
Raum X, so dass X zu einem Unterraum von X homdomorph ist, und dessen Komple-
ment nur aus einem Punkt besteht. X ist bis auf Homdéomorphie eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir setzten X = X + {w} als Menge.

Eindeutigkeit. Da X Hausdorffsch ist, ist {w} C X abgeschlossen, dh. X = X \ {w}
ist offen. Also ist U C X offen in X genau dann wenn U offen in X ist. Ist w e U € X
und U offen, so ist A := X \ U C X abgeschlossen. Da X kompakt ist, ist A kompakt.

Umgekehrt, ist A C X C X kompakt, so ist A abgeschlossen in X und folglich X \ A
offen.

Der einzige Kandidat fiir eine Topologie auf X = XU{w} ist also die folgende: U ¢ X
ist offen genau dann wenn

i) wg U und U C X offen.
il) w € U und X \ U kompakt.

Ezistenz. Zeige, dass die so definierten offenen Mengen tatséchlich eine kompakte,
Hausdorffsche Topologie auf X definieren. O

Bemerkung 4.15. a) War X schon kompakt, so ist {w} offen , also ist dann X homéo-
morph zu X + {w} als topologischer Raum.

b) X heifit Einpunktkompaktifizierung von X.
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Beispiel 4.16. Die Einpunktkompaktifizierung von R™ ist homéomorph zu S™. Denn
ist 7 : S — R" die stereographische Projektion, so ist die Fortsetzung 7 : S" —
R", N — w stetig und bijektiv. S™ ist kompakt und R™ Hausdorffsch, also ist 7 ein
Homoéomorphismus.

Definition 4.17. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit eigentlich, wenn Urbilder
f~1(K) kompakter Mengen K C Y kompakt sind.

Bemerkung 4.18. a) Ist X kompakt, so ist jede stetige Abbildung eigentlich.

b) Hat X abzidhlbare Topologie, so ist f : X — Y genau dann eigentlich, wenn gilt: Ist
(x,) C X eine Folge ohne Haufungspunkt, so hat auch f(x,) keinen Hiufungspunkt.

c) f: X — Y ist genau dann eigentlich, wenn die Fortsetzung auf die Einpunktkom-
paktifizierungen X und Y mit

f:X =Y wx—wy
stetig ist.

Beweis. “="” Sei V' C U(wy) offen. Dann ist X \ f~1(V) = f~(Y \ V) kompakt, da
Y \ V kompakt und f eigentlich ist. Also ist f~'(V) € U(wx) offen. Folglich ist f stetig.

“<” Sei K C Y kompakt, und damit ¥ \ K € U(wy) offen. Dann ist f~1(V \ K) €
U(wx) offen, also X \ f~H(Y \ K) = X\ f~1(Y'\ K) offen. Folglich ist f~!(K) kompakt
und f eigentlich. O

5 Konstruktion stetiger Funktionen

Definition 5.1. a) Ist X ein topologischer Raum, so nennen wir eine Abbildung f :
X — R eine Funktion auf X.

b) Die Menge der stetigen Funktionen auf X bezeichnen wir mit C'(X).
Frage: Gibt es viele stetige Funktionen auf einem gegebenen topologischen Raum?

a) Auf R" konnen wir aus den Koordinatenfunktionen viele neue Funktionen konstru-
ieren.

b) Auf Mannigfaltigkeiten kénnen wir durch lokale Homéomorphismen viele lokal defi-
nierten Funktionen konstruieren, die bei geeigneter Wahl stetig durch eine Konstante
auf die ganze Mannigfaltigkeit fortgesetzt werden konnen.

c¢) In metrischen Rdumen konnen wir die Metrik selbst benutzen und diese in stetige
Funktionen f: R — R einsetzen.

d) In allgemeinen topologischen Rdumen sind nur noch die konstanten Funktionen sofort
als stetig zu erkennen.
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Konkretere Frage: Sind A, B C X disjunkte abgeschlossene Teilmengen. Existiert
dann eine stetige Funktion f: X — R mit f|4 =0 und f|p =17

FEine notwendige Bedingung ist ergibt sich aus folgender Beobachtung. Ist f : X — R
eine solche Funktion, so sind U = f~1((—00, 1)) und V = f~1((3,00)) disjunkte offene
Mengen mit A C U und B C V. Also konnen dann A und B durch disjunkte offene
Umgebungen getrennt werden.

Definition 5.2. Ein topologischer Raum X heifit Tj-Raum, wenn es zu je zwei disjunk-
ten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X disjunkte offene Umgebungen U,V gibt mit
ACUwund BCV.

Bemerkung 5.3. a) Ist X ein Tj-Raum, in dem alle einpunktigen Mengen abgeschlossen
sind, so ist X auch Hausdorffsch.

b) Jeder metrische Raum ist 7}.

c¢) Ist X ein kompakter Hausdorffraum, so ist X ein Tj-Raum.

Beweis. (Fiir Aussage c). Seien A, B disjunkte abgeschlossene Mengen. Da X Haus-
dorflsch ist, existieren fiir alle @ € A und b € B disjunkte offene Umgebungen U, > a
und Vg 2 b.

Fixiere a € A. Dann ist {V,;}sep zusammen mit X \ B eine offene Uberdeckung von
X. Also existieren by, ... by, so dass B C |J" | Vo, = Va.

Nach Konstruktion ist U, := ﬂ?zl Uap, disjunkt von V; und als Durchschnitt endlich
vieler offener Mengen wieder offen. Wir haben also {a} und B durch disjunkte offene
Umgebungen U, und V, getrennt.

Weiter ist {U,}qea zusammen mit X \ A eine offene Uberdeckung von X. Also exi-
stieren endlich viele aq, ..., am,, so dass A C U;T‘:l Ua; = U. Setze V := ﬂ?zl Va, - Dann
ist wie oben U, V offen, disjunkt und A C U bzw. B C V. O

Lemma 5.4 (Lemma von Uryson). Ist X ein Ty-Raum und A, B C X disjunkte, nicht-
leere und abgeschlossene Teilmengen, so existiert eine stetige Funktion f : X — R mit
fla=0und flp=1.

Lemma 5.5. Ist X ein Ty-Raum, A C X eine abgeschlossene Teilmenge und U eine
offene Menge mit A C U. Dann existiert eine offene Menge V', so dass

AcCcVcVcU

Beweis. Da B := X \ U abgeschlossen und disjunkt von A ist, existieren nach Definition
5.2 disjunkte offene Umgebungen Uy D A und Up D B.
Nach Konstruktion ist

AcUpscX\UgpCc X\B=U

Da X \ Up ‘abgeschlossen ist, und U, die kleinste abgeschlossene Menge ist, die Uyg
enthélt, ist U4 C X \ B. Dann ist V := U4 die gesuchte offene Menge mit

ACVcVcU.
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Beweis (Lemma 5.4). Seien A, B disjunkte, nichtleere Teilmengen von X. Eine zuliissige
r-Kette sei ein (r + 1)-Tupel von Mengen

A= (Ao,..., A)
mit
A=AyCcA C...CA CX\B
und/_lk,chZ furk=1,...,r.

Auf einer zuléssigen r-Kette definieren wir die Treppenfunktion g4 : X — R via

r € Ay
x €A\ Ay firk=1,...,r
r g A,

ga(z) ==

—= s O

wir setzen S,“:‘ = AE_H \ A fir k=0,...r mit A_; = 0 und Ar+1 = X. Dann ist
{S¢{'} eine offene Uberdeckung von X. Fiir alle z,y € S¢* ist
|9.4(x) = ga(y)| < ;-
Eine Verfeinerung A’ der zuldssigen r-Kette ist die zuléssige 2r-Kette
A/ = (A07 Alla A17 A/27 A27 s aA;ﬂa AT)
mit
AgC Ay C (A cAicAc...Cc A CA,

Nach Lemma 5.5 existiert zu jeder zuléssigen Kette eine zuléssige Verfeinerung.
Wir starten nun mit Ay := (A, X \ B) und setzen induktiv A,+1 = A}, fiir n > 0.

n

Auflerdem setzen wir g, := g4, und S} := S,“j” fuir k=0,...,2™.
Fiir alle z € X ist die Folge g, (x) monoton fallend und nach unten durch 0 beschrénkt,
also existiert fiir jedes x € X der punktweise Limes f(x) := limy,_,o0 gn(x) mit f(z) €
[0, 1]. Die Funktion f: X — R erfiillt f|4 =0 und f|p = 1, da die g, dort jeweils alle 0
oder 1 sind.
Wir miissen noch zeigen, dass f stetig ist. Zunéchst ist fiir alle x € X

f(@) —gn(@)| < D 27F =27

k=n+1

Ist x,y € S} so ist aulerdem

‘gn(x) - gn(y)’ <2™"

Also

1f(@) = fFW)] < (@) = gn(@)] + |9n(2) — gn(W)| + lgn(y) — F(y)] < 227"
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Sei also # € X und € > 0 gegeben. Wir wihlen dann n so grof, dass 22~" < e. Dann ist
x € S fiir ein k = 0,...2" und daher

Sk C fTH(f(@) — e, f(2) + ).

Spist offen, also ist f~!((f(x) —¢, f(z) +¢)) eine Umgebung von X und f daher stetig.
(]

Lemma 5.6 (Tietze Erweiterungslemma). Ist X ein Ty-Raum, und A C X eine abge-
schlossene Teilmenge, so ldsst sich jede stetige Abbildung f : A — R zu einer stetigen
Abbildung f : X — R fortsetzen.

Beweis. Schritt 1. Wir zeigen zunéchst, dass sich jede stetige Abbildung f: A — [—1, 1]
zu einer stetigen Abbildung f : X — [—1,1] fortsetzen lisst.

Dazu definieren wir eine Folge von stetigen Funktionen g, : X — [—1, 1] wie folgt. Wir
setzen go(z) = 0 fiir alle z € X.

Sei nun g, gegeben, so definieren wir

By :={xecA: f(z)— gn(x)
Cni={zeA: f(x)—gnlz)

%(%)"}, und
33

Diese Mengen sind abgeschlossen, da f — g, stetig ist. Nach Lemma 5.4 existiert eine

IN IV

stetige Funktion vy, : X — [—2(2)", 3(2)"] mit v,|p, = —1(3)" und vy|c, = £(3)". Wir
setzen nun gn+1 = gn — vVn. Dann ist
a) —1+ ()" < g, <1— ()" fiir alle z € 4, da

Int1 = g0 — 3(3)" 2 —1+ ()" - 3(3)" = -1+ ()"

b) |f(z) — gn(x)| < (3)™ fiir alle z € A.

Sei dazu etwa x € By, so ist f(z) — gn(z) € [3(3)", (3)"] also existiert ein r € [1,1],
so dass f(z) — gn(z) = r(3)". Dann ist

¢) |gn+1 — gn(2)| < 3(3)" fiir alle 2 € X, und

2
3
d) |gn(x) — gm(x)| < (%)min{m,n}7 da
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Der letzte Punkt impliziert, dass die Folge der g, gleichmiilig gegen die Funktion f(z) :=
lim,,—,o0 gn (), konvergiert dh.

nlirglosup {|f(@) = gn(z)| :2€ X} =0
Insbesondere ist f stetig. Wegen Punkt b) gilt fiir alle z € A, dass
F(@) — F@)| = [f(@) ~ lim g(2)] = lim |f(2) — ga(a)| = 0

also f|a = f. auBerdem ist wegen a) f € [—1,1] fiir alle z € X.

Schritt 2. Ist f : A — R eine stetige Funktion, so ist g : A — [—1,1] mit g(x) =
2 arctan(f(z)) auch stetig. Schritt 1 impliziert, dass eine stetige Fortsetzung von g auf
den ganzen Raum, g : X — [—1,1], existiert. Die Menge B := g~ 1({—1,1}) ist abge-
schlossen in X und disjunkt von A.

Nach Lemma 5.4 existiert eine Funktion A : X — [0,1] mit h|4 = 1 und h|p = 0.
Dann ist

f: X —-R:z+ tan (TFT{2(.’L‘)§($))

die gesuchte Fortsetzung von f. U

Definition 5.7. Ein Hausdorffraum X heifit parakompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung (Uy)aer von X eine lokal endliche Verfeinerung (Vj)ges gibt. Das heifit

i) (V3)ges ist eine offene Uberdeckung von X,

ii) Fiir jedes © € X existiert eine offene Umgebung O,, so dass die Menge {3 € J :
Vs N O, # 0} endlich ist.

ili) Zu jedem § € J existiert v € I mit Vg C U,.

Bemerkung 5.8. a) Ist X ein lokal kompakter Raum, der das zweite Abzihlbarkeits-
axiom erfiillt, so ist X parakompakt.

b) Damit sind alle Mannigfaltigkeiten parakompakt.

c) Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist X parakompakt.

Beweis. a) Fiir jedes x € X sei K, eine kompakte Umgebung von z. Da X abzihlbare
Topologie hat und x € K fiir alle z € X, existieren abzdhlbar viele (zy,)nenN, so dass
mit K,, = K,

(o)
x=JK;.
=1

(vgl. der Beweis von Proposition 4.7). Sei nun (U,) eine beliebige Uberdeckung. Da
K7 kompakt ist, reichen endlich viele der U, um K; zu iiberdecken, etwa

Ua%,...,Ua%l.
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5 Konstruktion stetiger Funktionen

Wir betrachten nun folgende offene Uberdeckung von X
{UZ-}C ck=1,..nm}U{U,\ Ky = U}, fira #ajk=1,...,n1}

Diese hat die Eigenschaft, nur endlich viele Mengen K7 schneiden, aulerdem ist sie
eine Verfeinerung von (Uy)aer. Wir konnen nun mit K5 analog verfahren und induktiv
eine lokal endliche Verfeinerung konstruieren.

b) Klar wegen a).

c) vgl. [4].

Proposition 5.9. Ist X parakompakt, so ist X auch Ty.

Beweis. Seien A, B disjunkte abgeschlossene Mengen. Da X Hausdorffsch ist, existieren
zu jedem Paar a € A und b € B offene disjunkte offene Mengen U, ; > a und V5 > b.

Fixiere a. Da (V,4)pep zusammen mit X \ B eine offene Uberdeckung von X bildet,
existiert eine lokal endliche Verfeinerung (V; 5)ges. Sei

J = {ﬁ e J:3b mltVa'ﬁ C Va,b}

und definiere V, := Uﬂe 7 Va’ 3 Dann ist V, offen und B C V,. Da die Uberdeckung
(Va’7 B) ge lokal endlich ist, existiert eine offen Umgebung O von a, so dass O nur endlich
viele Va’ﬁ schneidet, etwa «1/,61’ ey Va/,ﬁn' Zu jedem f; existiert b; mit Va/, 5 C Vap,, fiir
1=1,...,n.

Setze U, := O Ny Uyp,. Dann ist U, offen, a € U, und U, NV, = 0. Wir haben
also {a} und B durch disjunkte, offene Mengen U, und V,, getrennt.

Weiter ist (U,)qea zusammen mit X \ A eine Uberdeckung. Also existiert eine lokal
endliche Verfeinerung {U/, }aer. Sei wieder

I''={ael:Jaec Amit U, CcU,}

Setze U := J,ep Uj,- Zu b € B existiert nun eine Umgebung Oy so dass Oy nur endlich
viele der U/, schneidet, etwa U’,,...,U’, . Sei a? so dass U’, C Uy mit i =1,...,m.
[e%1 Oémb [e% i

3

Setze V, := Op N ﬂTbl V_». Dann ist V; offen und disjunkt von U und daher ist auch
J

Ve={JW

beB

offen und disjunkt von U. Aulerdem ist A C U und B C V. Es folgt, dass X ein Ty-Raum
ist. (]

Definition 5.10. Sei X ein topologischer Raum.
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I. Mengentheoretische Topologie

a) Eine Familie (f3)ges stetiger Funktionen fg : X — [0,1] heifit Partition der Eins,
wenn (f3)ges lokal endlich ist, dh. fiir alle € X existiert eine Umgebung U von z,
so dass fs|y # 0 nur fiir endlich viele 5 € J. AuBerdem gelte

Zfﬁ(x) =1 firalle zeX.
BeJ

b) Ist (Us)aer eine Uberdeckung und (fs)secs eine Partition der Eins, so nennen wir
(f3)ges der Uberdeckung (Uy) untergeordnet, wenn zu jedem 3 € J ein o € I existiert,
so dass

suppfg :={x € X : fg(x) #0} C Uy,

Satz 5.11. Ist X ein parakompakter Raum, so existiert zu jeder offenen Uberdeckung
(Ua)aer eine untergeordnete Partition der Eins (fg)ge-

Beweis. Sei (Uy)aer eine offene Uberdeckung. Da X parakompakt ist, kénnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, dass (U,) lokal endlich ist.

Schritt 1. Zeige: Es existiert eine offene Uberdeckung (Vo) aer mit V, C U, fiir alle
acl

Sei dazu x € X. Da X Hausdorffsch ist, existiert eine offene Menge O, so dass
r € Op C O C U, fiir ein a € I mit € U, (vgl. Hilfssatz 5.5 mit A = {x} und
U = Uy). Sei (Oj)pe eine lokal endliche Verfeinerung von (Oy)zex. Setze

J,={BeJ:05CU.}

und V, = s O/’B. Dann ist (V,)aes wieder eine offene Uberdeckung von X, da alle
O, in einem V,, enthalten sind. AuBerdem ist V, C U,, denn fiir z € V,, existiert zu
jeder Umgebung U € U(z) ein B € Jg, mit U N O # (). Wegen der lokalen Endlichkeit
von (O’ﬁ) ge existiert eine Umgebung U von z, so dass U nur endlich viele der O% trifft,
diese seien etwa O,,Bp cel Olﬁn‘ Dann ist aber

n
xEUO’i
i=1

und damit z € J}" Olﬁi C U,. Dies war die Behauptung von Schritt 1.

Schritt 2 Sei (Vy)aer die oben konstruierte Uberdeckung mit V, C U, fiir alle a €
1. Durch eine zweite Anwendung von Schritt 1 folgt die Existenz einer Uberdeckung
(Wa)aEI mit B B

WQCWQCVQCVQCUQ'

Nach dem Lemma von Uryson 5.4 existiert eine stetige Funktion
i X —[0,1] mit f(;’Wa =1 und f(;’X\Va =0.

dann ist (f)aers lokal endlich und suppf’, C V,, C Us,.
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5 Konstruktion stetiger Funktionen

AuBerdem ist Y- o fo(x) # 0 fiir alle z € X. Wir setzen dann

file
falz) = o ,) )
Zae[ fa (.T)
Dies ist eine stetige Funktion mit den gesuchten Eigenschaften. ([
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Il. Homotopie

Ziel der Vorlesung ist es, Invarianten topologischer Raume X zu betrachten, etwa die
Fundamentalgruppe 71(X) oder die Homologiegruppen H;(X). Diese sind aber nicht
nur invariant unter Homoomorphismen, sondern sogar unter Homotopiedquivalenzen.
Die Invarianten fiir X und Y sind also schon dann isomorph, wenn X in Y deformierbar
ist, wie etwa R? \ {0} ~ S

Die Fundamentalgruppe ist die erste Homotopiegruppe und definiert als die Menge der
geschlossenen Wege « : S' — X mit festem Basispunkt x¢p € X, dh. a(1) = x9 modulo
Homotopie, also modulo stetiger Deformationen.

Dieser Abschnitt dient nun der Formalisierung des Begriffs der stetigen Deformation
in Form der Homotopie.

6 Homotope Abbildungen

Definition 6.1. Seien X und Y topologische Rdume.

a) Eine Homotopie ist eine stetige Abbildung H : X x [0,1] — Y. Manchmal schreiben
wir auch H; : X — Y und meinen H(-,t) : X — Y fiir ¢t € [0, 1].

b) Zwei stetige Abbildungen f,g : X — Y heiflen homotop, wenn es eine Homotopie
H: X x[0,1] =Y gibt, mit Hy = f und H; = g. Wir schreiben dann H : f ~ g oder
f~ug

Bemerkung 6.2. Man stelle sich ¢t € [0, 1] als Zeitparameter vor. Dann wird fiir jedes
x € X der Punkt f(z) € Y entlang des Weges t — Hy(z) in g(x) iiberfiihrt.

Bemerkung 6.3. Die Homotopierelation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf C'(X,Y), dem
Raum der stetigen Abbildungen von X nach Y.

Beweis. a) f~ f via Hy = f fiir t € [0,1].
b) Ist H : f ~ g, so ist g ~ f vermdge

G:Xx[0,1] -Y:G(x,t) = H(z,1—1).
c) Sei f ~p g und g ~¢ h. Setze

F(x,2t) te0,14]

H:Xx[OJHY:(”C’t)H{G(x 2t—1) te(3]]

Dann ist H : f ~ h.
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II. Homotopie
Bemerkung 6.4. a) Wir bezeichnen die Homotopieklasse einer stetigen Abbildung f :
X — Y mit [f].
b) Der Raum aller Homotopieklassen von Abbildungen zwischen X und Y wird mit
[X,Y]:=C(X,Y)/ ~

bezeichnet.

Bemerkung 6.5. Diese Aquivalenzrelation ist mit der Komposition von Abbildungen
vertrdglich. Seien f, f' : X — Y stetig und ¢,¢' : Y — Z stetig mit f ~ f' und g ~ ¢'.
Dann ist go f ~ ¢’ o f’.

Beweis. Sei F: f ~ fund G : g ~ ¢. Setze
H :Xx[0,1]—-2, H=goF = Hy:dof~gof

und
Hy: X xI—Z, Hy(z,t)=G(f(z),t) = Hy:gofe~gof

Daraus folgt go f ~g' o f ~ ¢’ o f'. O
Bemerkung 6.6. Fir f € C(X,Y) und g € C(Y, Z) setzt man

[9][f] == 1[go f]

Dies definiert ein assoziatives Produkt auf [X, X].

Definition 6.7. a) Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit konstant, wenn ¢(X) = {y} C Y
einpunktig ist. Die Abbildung, die den konstanten Wert y € Y annimmt,nennen wir
Cy-

b) Eine Abbildung f : X — Y heifit nullhomotop, wenn f homotop zu einer konstanten
Abbildung ist.

¢) Ein Raum X heifit zusammenziehbar, wenn id : X — X nullhomotop ist.
Bemerkung 6.8. a) Ist X zusammenziehbar, so ist X auch wegzusammenhéingend.

b) Ist Y wegzusammenhéngend, so sind zwei konstante Abbildungen c¢j,co : X — Y
homotop. (ist a(t) ein Weg von ¢1(X) nach co(X) so ist H(t,z) = a(t) die gesuchte
Homotopie.

c) Die Klasse der konstanten Abbildungen wird dann mit “0” bezeichnet: 0 = [¢,]. Sind
X,Y, Z wegzusammenhéngend, f : X — Y stetigund ¢, : W — X, ¢, 1 Y — Z
konstante Abbildungen, so gilt

[f] U= [f”c;t] = [focac] = [Cf(x)] =0

0-[f]=lellfl =lez0 fl=es] =0
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6 Homotope Abbildungen

Beispiel 6.9. a) R™ ist zusammenziehbar vermoge H(z,t) = (1 — t)x, denn H : idg» ~
co. Allgemeiner sind alle sternférmigen Teilmengen von R™ zusammenziehbar.

M ist sternformig, wenn ein x € M existiert, so dass fiir alle y € M die Verbindungs-
linie Ty ganz in M liegt.

b) Ist X zusammenziehbar und Y wegzusammenhéngend, so ist [X,Y] = 0, also ein-
punktig, denn

[f] = [foidx] = [f]lidx] = [f]-0=0

Ebenso ist fiir zusammenziehbares Y:
[f] = [idy of] = [idy][f] =0-[f] =0

c) Ist {p} der einpunktige Raum, so ist #[{p}, X] gleich der Anzahl der Wegekompo-
nenten von X.

Definition 6.10. Seien X, Y topologische Rdume und A C X ein Teilraum. Seien f, g :
X — Y Abbildungen mit f(a) = g(a) fiir alle a € A.

Dann heiflen f,g homotop relativ A oder f ~ g rel A, wenn es eine Homotopie H :
X x [0,1] = Y gibt mit Hy = f, H; = g und H(a,t) = f(a) = g(a) fiir alle a € A. Das
heifit die Homotopie verdndert die Abbildungen in A nicht.

Die Relation homotop relativ A ist auch eine Aquivalenzrelation.

Frage: Oben haben wir viele Beispiele fiir nullhomotope Abbildungen gesehen. Gibt
es auch nicht-nullhomotope Abbildungen? Gibt es nichttriviale [X, Y], also solche, die
mehr als die uns schon bekannten Konzepte ausdriicken? Idee: Suche einen nicht zu-
sammenziehbaren aber wegzusammenhingenden Raum X und betrachte idx. Ein guter
Kandidat ist S!.

Suche dann eine algebraische Grofe fiir f : S' — S! die invariant unter Homotopie
ist und die fiir idg1 und ¢; verschieden ist. Dies wird die Windungszahl sein.

Lemma 6.11. Seiex: R — S':t s exp(2rit). Fiir jede stetige Abbildung f : S* — S*
existiert genau eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — R mit ¢(0) = 0 und f(ex(t)) =
f(D)ex(op(t)), dh. foex = f(1)(exop). Hier ist jeweils die Multiplikation komplexer
Zahlen gemeint und S* wird als {z € C : |z| = 1} aufgefasst.

Beweis. Wir benutzen den Hauptzweig des Logarithmus
log:C\R_ - C

Ist z € C\ R_ mit z = rexp(iw) fir w € (—m,7), so ist logz = Inr + iw. Dann gilt
expolog = idc\r_. Aulerdem gilt exp(z + w) = exp(z) exp(w).
FEindeutigkeit: Seien ¢, : [0,1] — R zwei Abbildungen f(1)(exo¢) = f(1)(ex o))
und ¢(0) = ¢(0) = 0. Dann ist
ex og(t)

exXp (27TZ<¢(ZL) - Q/J(t))) = ox O"L/J(t) =1
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II. Homotopie

Das heifit ¢(t) — 1(t) € Z fiir alle ¢t € [0, 1]. Da ¢ — 1) stetig ist, ist ¢ — ¢ konstant also
B(t) — (t) = ¢(0) — ¥(0) = 0.

Ezistenz: Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass f(1) = 1, oder wir gehen
zu g(z) = f(1)71f(2) iiber. Da f stetig ist und [0, 1] kompakt, existiert eine Unterteilung

O=th<t1 <...<tp =1,
so dass fiir h = f o ex gilt, dass
|h(t) — h(tj)‘ <2 fir te [tj,tj+1] 7=0,... k.

Da h(t), h(t;) € St folgt damit h(t) # —h(t;) fiir t € [t;,t;+1]. Dann ist log(h(t)/h(t;))
definiert.
Setze ¢ : [0,1] — R fiir ¢ € [t;,t;41] wie folgt:

0= () (1) o () (1)

Dann ist ¢ stetig, da log stetig ist. Es ist ¢(0) = 0 und

et <o (o (2) 35 (1)
— exp (log (ZEZ;)) | (log <£L((tt'))>>
_ b)) h(@) ]
~ h(to)  h(t))
MOy oy

O

Definition 6.12. Ist f : S! — S! stetig und ¢ : [0,1] — R die eindeutig bestimmte
stetige Abbildung mit f o ex = f(1) exo¢, so nennen wir

deg(f) := &(1)
den Abbildungsgrad von f.

Bemerkung 6.13. a) Wegen ex(¢(1)) = f(1)"'foex(1) = f(1)"L1f(1) = 1 ist ¢(1) € Z.
Der Abbildungsgrad beschreibt die Windungszahl von f um p = 0.

b) Ist a : S' — R? ein geschlossener Weg, so konnen wir die Windungszahl von o um
einen Punkt p € R?\ a(S!) mittels

n(a,p) = deg fa,p
definieren, wobei

favngl_,gl:z,_)m_
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6 Homotope Abbildungen

Beispiel 6.14. a) Die konstante Abbildung f : S* — S!: 2z + 1 hat Abbildungsgrad 0,

denn foex = f(1)exo¢p mit ¢(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1], also insbesondere ¢(1) = 0.
b) Die Identitit f : S* — S! : 2z + z hat Abbildungsgrad deg f = 1. Denn f o ex =

f(1)exop mit ¢(t) =t. Also deg(f) = ¢(1) = 1.
c) Die Abbildung f : S' — S': 2+ 2", mit n € Z hat den Abbildungsgrad deg f = n,
denn foex = f(1)exo¢p mit ¢(t) = nt.
Satz 6.15. Sind fo, f1 : S' — S homotop, so ist deg(fo) = deg(f1).
Beweis. Sei (fs) eine Homotopie zwischen fy und fi. Dann kénnen wir auch fs(1) =1
annehmen, sonst gehe zu gs(t) = fs(1)71 fs(t) iiber.

Setze hs := fsoex : [0,1] — S’ Nun liften wir alle hs wie oben zu ¢, : [0,1] — R
mit ¢5(0) = 0 und hs = exogps. Da die Abbildung (s,t) — hs(t) gleichmifig stetig ist,
existiert eine Unterteilung

O=to<ti<...<tpr =1

so, dass
hot) = ho(t)] <2 V€ [t,ty0] Vs € [0,1]

Setze fiir t € [tj, tj-‘rl]

- () o (242).

Daraus folgt ¢5(0) = 0, exops = hs und ¢4(t) ist stetig in s und ¢. Damit ist auch
s +— ¢s(1) = deg(fs) € Z stetig in s, und damit konstant. Also ist deg(fo) = ¢o(1) =

$1(1) = deg(f1). O
Korollar 6.16. St ist nicht zusammenziehbar.
Beweis. degidgi = 1 # 0 = deg(cy). Also idg1 # ¢;. O

Korollar 6.17 (Retraktionssatz). Es gibt keine stetige Abbildung v : B?> — S! mit
r(z) = z fiir alle z € S* C B2.

Beweis. Angenommen 7 : B? — Sl ist stetig mit r|g1 = idg1. Dann wére
H:S'x[0,1] — S : (2,t) — r(t2)
eine Homotopie zwischen hg = ¢, (o) und idg:. Ein Widerspruch. ([

Korollar 6.18 (Browerscher Fixpunlitsatz). Jede stetige Abbildung f : B> — B? besitzt
einen Fizpunkt, dh. es existiert x € B% mit f(z) = x.

Beweis. Angenommen f : B> — B? hat keinen Fixpunkt. Dann gilt fiir jeden Punkt
r € B2, dass f(x) # x. Wir betrachten den Strahl

Ly o= {f(x) +t(z— f(x))}

und setzen r : B2 — S': x + L,NS'. Dann ist r stetig mit r|g1 = idg1. Ein Widerspruch.
O
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II. Homotopie

Satz 6.19 (Borsuk-Ulam). Ist f : S? — R? stetig, so emistiert ein x € S? mit f(x) =
f(=x). Insbesondere ist S? nicht homomorph zu einem Teilraum von R2.

Beweis. Angenommen f : S? — R? ist stetig und f(z) # f(—x) fiir alle € S?. Setze

f(x) — f(=x)

~' 2—> 1:£U’—>~$:—
8= 8 e F) = e T )

und g: S* — S! mit g = f|g1.
Dann ist g nullhomotop, denn

G: St x[0,1] = St (2,t) = f(tz, /1 —12)

ist eine Homotopie zwischen ¢ 70,1) und g.
Andererseits ist —g(z) = g(—=2) fiir alle z € S'. Sei ¢ : [0,1] — R stetig mit g o ex =
g(1) exop. Es ist

g(1)exog(t + 3) = goex(t + 5) = glex(t) ex(3)) = g(—ex(t))
= —g(ex(t)) = —g(1) exop(t) = g(1) ex((t)) ex(5) = g(1) ex(d(t) + 3)

Also gilt, dass ¢(t + %) — o(t) — % = k € Z unabhingig von t ist. Insbesondere ist
#(3) = ¢(0) +  + k = k + 5. Damit ist

~+
S~—
S—

degg=¢(1) =k+(3)+35=2k+1#0
O

Korollar 6.20. Ist S? die Vereinigung dreier abgeschlossener Mengen Ai, As, As, dann
enthdlt mindestens eine dieser drei Mengen ein Paar von Antipodenpunkten {tx}.

Beweis. Sei d; : S* — R die Abstandsfunktion von A;, dh. d;(x) = inf,ca, d(a,z) fiir
z € §%2 und i = 1,2. Dies sind stetige Funktionen. Mit dem Satz von Borsuk-Ulam,
angewandt auf die Abbildung

S?2 SR?2:z— (di(zx),da(x))

folgt, dass ein z € S? existiert mit (di(z),da2(x)) = (di(—x),d2(—x)). Ist eines der
di(z) =0,i=1,2, so ist {z, —x} C A;. Andernfalls ist {£z} C As. O

Satz 6.21. Sind fo, f1 : St — S' zwei stetige Abbildungen, so gilt fo ~ f1 genau dann
wenn deg(fo) = deg(f1).

Beweis. “=" Satz 6.15.
“«<” Ohne Einschréinkung sei fo(1) = fi(1) = 1. Sei deg(fo) = deg(fi) und seien
¢0,¢1 : [0,1] — R die Abbildungen mit

fioex=exo¢; und ¢;(0)=0 i=0,1
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6 Homotope Abbildungen

Da deg(fo) = deg(f1) folgt ¢o(1) = $1(1). Setze
¢s:10,1] = R: (s,t) — ¢s(t) = (1 — 8)do(t) + sp1(t)

Dann ist ¢s(1) = ¢o(1) = ¢1(1) € Z und folglich exogs(1) = 1 = exops(0). Die
Abbildung ¢, ist also mit der Identifikation der Endpunkte von [0, 1] zu S* vertriglich.
Nach Satz 2.14 existiert eine stetige Abbildung

H:8"x[0,1] — S*

so dass H(ex(t),s) = exogs(t). Dann ist H die gesuchte Homotopie.

0,1] x [0,1] -2~ R

Sl X [071]i>51

O

Bemerkung 6.22. Wir haben gesehen, dass deg : [S', S'] — Z eine bijektive Abbildung
ist, dh. die Mengen [S!, S'] und Z sind gleich. In diesem Fall ist (Z, +) aber auch noch
eine additive Gruppe. Mit Hilfe von deg lisst sich dann auch auf [S!, S!] eine Gruppen-
struktur definieren. Es stellt sich dann die Frage, ob dieses Produkt eine geometrische
Bedeutung hat.

Definition 6.23. Sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

a) A heiBBt Retrakt von X, wenn es eine stetige Abbildung r : X — A gibt, so dass
r|4 = id4. Dann heiit r Retraktion.

b) A heiBt Deformationsretrakt, wenn es eine Retraktion r : X — A gibt, so dass mit
der Inklusion i4 : A — X gilt, dass i4 or >~ idx.

Bemerkung 6.24. a) Ein Retrakt braucht kein Deformationsretrakt zu sein. Zum Bei-
spiel ist die konstante Abbildung c¢; : X — {z} eine Retraktion, aber {z} ist nur
dann Deformationsretrakt, wenn X auf {x} zusammenziehbar ist.

b) Eine Retraktion r : X — A ist links-Inverses fiir die Inklusion i4 : A — X, dh.
roiy =idy.

Fiir ein Deformationsretrakt gilt, aulerdem, dass r auch rechts-Inverses ist, wenn
man zu Homotopieklassen von Abbildungen iibergeht

[ia][r] = [ior] = [idx]

Beispiel 6.25. St € R?\{0} ist Deformationsretrakt vermoge r(z) = x/|z| und H(x,t) =
(I —t)z +tx/|z|
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II. Homotopie

Proposition 6.26. Sei A C X abgeschlossen und f : A — Y stetig. Dann existiert
genau dann eine Fortsetzung f : X —Y mit fla = f, wenn Y Retrakt von X UpY ist.

Beweis. “=7 Sei m: X +Y — X Uy Y die kanonische Projektion. Ist f: X — Y eine
Fortsetzung von f, so ist (f +1idy) : X +Y — Y eine stetige Abbildung, die mit der
Relation a ~ f(a) vertréglich ist. Also induziert (f + idy) eine Retraktion

“e"Ist r: XUpY — Y eine Retraktion, so ist f = ro(r|x) die gesuchte Fortsetzung.
O

Definition 6.27. Ist A C X abgeschlossen, so sagen wir, dass (X, A) die allgemeine
Homotopieerweiterungseigenschaft (AHE) hat, falls zu jedem topologischen Raum Y, zu
jeder Homotopie H; : A — Y, und zu jeder stetigen Abbildung f: X — Y mit f|4 = Hp
eine Homotopie H; existiert mit Hy|4 = H; und Hy = f.

Diese Homotopie H ist also insbesondere eine Fortsetzung der Abbildung

fUH: X x{0}UAX[0,1] =Y
auf den Raum X x [0, 1].

Satz 6.28. Das Paar (X, A) hat die AHE genau dann wenn X x {0} U A x [0, 1] Retrakt
von X % [0,1] ist.

Beweis. “=” Hat (X, A) die AHE. Betrachte die Daten
H: A— X x{0}UAx[0,1]:a— (a,t),

mit f: X — X x{0}UAx[0,1] : # — (z,0). Dann existiert wegen der AHE eine
Homotopie

H;: X x[0,1] — X x {0} UA x[0,1],

mit FIt|X><{O}UA><[0,1} = [ U Hy =1idx«{0juaxo,1)- Dies ist die gesuchte Retraktion.
“<”Sind Y, f: X - Y und H : Ax[0,1] - Y gegeben mit f|a = Hy, so ist die
Abbildung g := fUH : X x {0} UA x [0,1] — Y stetig. Ist auBerdem r : X x [0,1] —
X x {0} UA x[0,1] eine Retraktion, so ist gor : X x [0, 1] — Y die gesuchte Fortsetzung.
(]

Beispiel 6.29. a) (B",S"!) hat die AHE, da B" x {0} U 8" x [0,1] Retrakt von
B™ x [0,1] ist.

b) Hat (X, A) die AHE und ist f : A — Y eine stetige Abbildung, so hat (X Uy Y, A)
die AHE.

c) Hat (X, A) die AHE, so hat (X x Z, A x Z) die AHE.
Bemerkung 6.30. Das Paar (X, A) habe die AHE.

a) Sind f,g: A — Y stetige Abbildungen mit f ~ g und f ist auf X fortsetzbar, so ist
auch g auf X fortsetzbar.
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b) Ist f: X — Y stetig und f|4 nullhomotop, so ist f homotop zu einer Abbildung, die
auf A konstant ist.

Definition 6.31. a) Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit Homotopiedquivalenz,
wenn es eine stetige Abbildung ¢ : Y — X gibt mit [go f] = [idx] und [f o g] = [idy].
g heit Homotopieinverses von f. Wir schreiben f: X ~ Y.

b) Existiert eine Homotopiedquivalenz f : X — Y, so sagen wir, dass X und Y den
gleichen Homotopietyp haben.

Bemerkung 6.32. a) Ist A C X Deformationsretrakt, so ist i4 : A ~ X.

b) Hat (X, A) die AHE, so ist i : A ~ X, genau dann wenn A C X ein Deformationsre-
trakt ist.

Beweis. a) Klar.

b) Hat (X, A) die AHE und ist ¢ : A >~ X. Sei dann f : X — A das Homotopieinverse
von ¢. Nun ist f eine Fortsetzung von foi: A — A auf X und foi~idy. Da (X, A)

die AHE hat, ist id4 auf X zu r : X — A fortsetzbar (vgl. Bemerkung 6.30). Also ist
A Retrakt von X. Sei Hy :idy ~io f: X — X. Setze

Hy; t e [0, %]

Gy: X — X :(x,t) — R
roHy o(x) te(s,1]

Dies ist die gesuchte Homotopie G; : idx >~ ior.
O

Beispiel 6.33. a) X hat genau dann den Homotopietyp eines Punktes, wenn X zusam-
menziehbar ist.

b) X x {0} ist Deformationsretrakt von X x [0, 1].
c) Die Spitze des Kegels [X x {1}] € CX ist Deformationsretrakt von C'X.

d) Ist Y zusammenziehbar auf y € Y, so ist X x {y} Deformationsretrakt von X x Y.
Beispiel 6.34. Sei T? = S' x S! und p € T%. Dann hat T2\ {p} den Homotopietyp von
Stv st

Definition 6.35. Sei g > 2 und E,y C R? das regulire 4¢g-Eck mit den Ecken wj =
exp(2mij/4g) mit j = 0,...,49 — 1. Sei R die Aquivalenzrelation auf E,4, die von fol-
genden Identifikationen erzeugt wird:

a;: (1 — t)w4j + tQU4j+1 ~ t’U)4j+2 + (1 — t)’LU4j+3

bj : (1 — t)?.U4j+1 + tw4j+2 ~ tlU4j+3 + (1 — t)w4j+4

fir j =0,...,9— 1. Dann heifit F,, := E4,4/R die geschlossene, orientierbare Fliche vom
Geschlecht g. Wir setzen Fy = S? und F; = T?.
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II. Homotopie

Bemerkung 6.36. Die Iy konnen als Verklebung von g Tori realisiert werden.

Sei ¢ : B? — T? eine Einbettung. Setze B := ¢(B?), S := #(S) und T’ := T?\ B.
Wir kénnen eine Abbildung f : S — S definieren mittels f(¢(z)) = ¢(z71). Dann ist
Fy =T Uy T'. Vergleiche mit der Zerschneidung des reguléren 8-Ecks an der z-Achse.

Entsprechend kann Fj, als Verklebung von Fy_; \ B mit 7" realisiert werden.

Bemerkung 6.37. F,\ {p} ist homotopiedquivalent zu \/>9, S*.
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7 Die Fundamentalgruppe

7 Die Fundamentalgruppe

Definition 7.1. Sei (X, zg) ein punktierter topologischer Raum.
a) Ein Weg o : [0,1] — X heifit geschlossen mit Stiitzpunkt x¢o, wenn a(0) = a(1) = xo.

b) Wir nennen zwei geschlossene Wege mit Stiitzpunkt xzy homotop, wenn sie homotop
relativ {0, 1} sind. Sind also «, 3 : [0,1] — X homotop, existiert also eine Homotopie
H :[0,1] x [0,1] — X, so dass Hy = o, Hy = fund H(0,s) = H(1,s) = x fiir alle
s €10,1].

¢) Homotopie geschlossener Wege ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse eines
geschlossenen Weges a bezeichnen wir mit [a] und die Menge der Aquivalenzklassen
mit 7T1(X, 1‘0).

Bemerkung 7.2. Da [0, 1] zusammenziehbar ist, ist jeder Weg « : [0, 1] — X nullhomotop.
Hier verlangen wir jedoch, dass die Homotopie von « nach 8 aus geschlossenen Wegen
besteht und den Stiitzpunkt fest ldsst.

Definition 7.3. Sei C(z¢) die Menge der geschlossenen Wege in (X, xp). Auf C(zo)
definieren wir eine Verkniipfung * durch Aneinanderfiigen von Wegen «a, 8 € C(cp) wie

folgt:
a2t tel
o ft) = {6(275—1) te(

=

3]

1]

D[

Bemerkung 7.4. a) Ist (a) eine Homotopie geschlossener Wege von g nach a; und ()
eine Homotopie geschlossener Wege von [y nach (1, so ist («s * 3s) eine Homotopie
von aq * By nach aq x 1. Daher definiert * auch ein Produkt auf Homotopieklassen
geschlossener Wege:

m1 (X, 20) X m(X, 20) = m (X, wo) : ([o, [B]) = [e][B] = [a 3],

b) In C(zg) ist * nicht assoziativ, denn (a* (3) *y und « * (3 *~y) haben zwar das gleiche
Bild, sind aber i.a. verschieden parametrisiert.

c) Ist co = ¢z : [0,1] — X der konstante Weg ¢o(t) = xo fiir alle ¢ € [0, 1], so haben
axcy und cg * o das gleiche Bild wie «, aber die Parametrisierung ist i.a. verschieden:
Co*xaF aF axc.

Lemma 7.5. Sei o € C(xg) und ¢ : [0,1] — [0, 1] stetig mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1.

Dann sind o und oo ¢ homotop: o ~ o ¢.

Beweis. Definiere a(t) = a((1 — s)t + s¢(t)) Dann ist ag = v, a1 = o ¢ und a5(0)
as(l) = a(0) = a(1).

O

Definition 7.6. Ist o € C(xg), so definieren wir den inversen Weg a~! als a~1(t) =
a(l —1t).

39



II. Homotopie

Proposition 7.7. Sei (X, zq) ein punktierter topologischer Raum und C(xo) die Menge

der geschlossenen Wege in X mit Stitzpunkt zo. Dann, gilt:
a) Sind a, 8,7 € C(zo), so ist ([o][B]) Y] = [ ([B]7])-

b) Fiir alle a € Cxo) gilt [o][co] = [o] = [co][a].

¢) Fiir alle o € C(zo) gilt [o][a~Y] = [co] = [oY][a].

Beweis. a) Zeige (ax 3) x v ~ ax* (f*7). Es ist

o(4t) tel0,1]
(axB)x~(t)={ B4t —1) telg,3]
(2t -1) tels1]
und
a(2t) telo, 3]
*(Bx7)(t) =14 Bt —2) t€ (3]
(4t —3) te[2,1].

Setzen wir nun ¢ : [0, 1] — [0, 1] als

2T TG[O,%]
or)=q7+1 TE[L 3]
%T+% TG[%,H.

Dann ist (a* (8% 7)) o ¢ = a* ) *x vy und Lemma 7.5 impliziert dann [o]([5][7])
([dBDI]-

b) Setze ¢ : [0,1] — [0, 1] als

_J2r Te|o, 3
o(7) = {1 TE [%j]

Dann ist (% ¢g) 0 ¢ = o und wegen Lemma 7.5 daher [a][co] = [a]. Genauso sieht

man [cola] = [a].

c) Setze H :[0,1] x [0,1] — X als

2st telo,3
SO CICRY =04
a(2s(1—-1)) tels,1]
Dann ist Hy = cp, H1 = a*a~! und H(0,s) = H(1,s) = xg. Also ist cg ~ a * a~
Wegen (a1 ™1 = a ist auch ¢g ~ a~! x a. Also [a][a™!] = [c ] [a™1][a].

Bemerkung 7.8. Wegen Proposition 7.7 ist 71 (X, z¢) = C(x¢)/ ~ mit der von x auf C(zg)
induzierten Verkniipfung eine Gruppe mit Einselement [cg]. Sie heiit Fundamentalgruppe

von (X, xo).
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7 Die Fundamentalgruppe

Bemerkung 7.9. Sind zg,yo € X und v : [0,1] — X ein Weg von z( nach yy. Setze
7 1:[0,1] = X : t+ v(1 —t). Dann ist

D, m (X, y0) — m (X, 20) : [a] — [’Y*Oé*’y_l]

ein Gruppenisomorphismus.

1

Beweis. Ist o : ag =~ a1, 80 ist (7% as * 1) eine Homotopie zwischen v * ag * v~ und

v x oy %y~ L, also ist @, wohldefiniert. Es ist

yraxy Ny« Bxy = [(yxaxy )« (yxBxy70)]
=[yrax (v sy xBxy =y raxBryT
also ist @, ein Homomorphismus. Andererseits ist

® 1 (X, z0) = m(X o)t [a] = [y xaxq]

mit der gleichen Argumentation auch ein Homomorphismus und

1

@10y ([a]) =y xyxaxaTxq] = [a].

Daher ist ®,-1 0 ®, = id, (x4, und entsprechend @, 0 @, -1 = id; (x ). Also ist P,
ein Isomorphismus. O

Bemerkung 7.10. a) Ist X wegzusammenhéngend, so ist 71 (X, z0) = 71 (X, yo) fiir al-
le zg,y0 € X. Wir schreiben dann einfach m1(X), da es auf den Stiitzpunkt nicht
ankommt.

b) Ein wegzusammenhéngender Raum mit 71 (X) = 1 heiit einfach zusammenhdingend.

c) (R™,0) (bzw. jede sternférmige Teilmenge A C R" ist einfach zusammenhéngend,
da fir o : [0,1] — R"™ die Abbildung H : [0,1] x [0,1] — R" : (s,t) — ta(s) eine
Homotopie zwischen ¢y und « ist.

d) Die Fundamentalgruppe eines wegzusammenhéngenden Raumes X ist im Allgemei-
nen nicht abelsch. Wir werden spiiter sehen, dass in S'Vv.S? fiir die beiden S*-Schlaufen
a und B gilt, dass [a* Bxa~!* 871 # [col.

Bemerkung 7.11. m(S1,1) = Z.

Beweis. Ist a : [0,1] — S! ein geschlossener Weg mit a(0) = (1) = 1, so existiert wegen

Satz 2.14 eine stetige Abbildung & : S' — S' mit @ o ex = a. Setze

®:m(Sh1) = Z: o deg(a).

Dies ist wohldefiniert, da die Homotopie H : a ~ 3 geschlossener Wege wegen Satz 2.14
eine Homotopie H : & ~ (3 induziert mit H o (ex x id) = H.

Seien «, 3 € C(1). Dann existieren ¢, : [0,1] — R mit ¢(0) = ¢(0) =0, « = @oex =
exop und = Boex = exotp. Dann ist a * f = ex oy mit

1
o {¢<2t> el

)

d(1) +(2t) te[3.1]
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II. Homotopie

also ist deg(a * 3) = x(1) = ¢(1) + (1) = deg(a) + deg(3). Das bedeutet ®([a][3]) =
O ([a]) + ®([4]). Damit haben wir gezeigt, dass ® ein Homomorphismus ist.

Ist deg(a) = 0, also ®([a]) = 0, so ist & homotop zu c; etwa via H : & ~ c; relativ {1}
(vgl. Satz 6.21). Dann ist H = H o (ex x id) eine Homotopie von « zu ¢; relativ {0, 1}.
Damit impliziert ®([a]) = 0 dass [a] = [¢1] und ® ist injektiv.

® ist auBerdem surjektiv, da fiir oy, = ex(kt) gilt, dass ®([ax]) = k € Z. O

Bemerkung 7.12. a) Bisher haben wir jedem punktierten topologischen Raum (X, zg)
eine Gruppe m1(X,zg) zugeordnet. Ist nun f : (X,z9) — (Y, o) stetig (also u.a.
f(xo) = yo), so induziert f einen Homomorphismus 71 (f) = f«

Je i m(X,20) = m(Y,y0) : [o] — [foal

Das ist wohldefiniert, da H : o ~ 8 impliziert fo H : foa ~ f o 5. Aulerdem ist f,
ein Homomorphismus, da f o (a*b) = (f o a) * (f o #) und daher

Fla][8]) = fula]) £((8))
f. heiBt der von f induzierte Homomorphismus.
b) Ist f =idy, so ist f. die Identitéit auf m (X, o).
¢) Sind f: (X,z0) — (Y,y0) und g : (Y, y0) — (Z, z) stetige Abbildungen, so gilt
(g0 f)x:m(X,20) = m(Z, 20) : [o] = [(go f) 00
ist gleich der Abbildung g, o f,. Denn
(g0 f)([e]) = gu([foa]) = [go(foa)l=[(go f)oal = (go f)([a)).

Also ist die induzierte Abbildung mit der Komposition stetiger Abbildungen vertrag-
lich.

d) Ist f ~g:(X,z0) = (Y,90), so ist fu = g« : m1(X,20) — m(Y,%0). Denn ist « :
[0,1] — (X, x0) ein geschlossener Weg, so ist foa ~ goa vermdge (s,t) — H(a(s),t),
wenn H : f ~ g eine Homotopie relativ {zo} ist.

Satz 7.13. Seien f ~ g: X — Y homotope Abbildungen und xg € X. Ist H : f ~ g und
v:[0,1] =Y : t— H(zo,t), so gilt fir alle [o] € m1(X,zg), dass

fe(la]) = @ (g4([e]))

O, (Y, g(z0)) — m (Y, f@o) : [B] = [y * Bxy7Y

der Homomorphismus aus Bemerkung 7.9 ist.
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7 Die Fundamentalgruppe

List. Dies folgt aus der Behauptung,

Beweis. Zu zeigen ist, dass foa~~yx* (goa)*xvy~
dass foaxvy ~vx(goa«) relativ {0,1}.

Betrachte dazu die Abbildung
G:[0,1] x [0,1] — Y : (s,t) — H(a(s),t).

Dann ist

H:0,1]x[0,1] Y
(5.1) {G(2s(1 —t),2st) se|

)

3]
1]

_1].

O

G221 —s)(1—t)+(2s—1),2(1 —s)t+(2s—1)) se]

I

D=

die gesuchte Homotopie H : foa*vy ~ v (goa). Folglich ist [foa] = [y* (goa)*~y

Satz 7.14. Ist f : X — Y eine Homotopiedquivalenz und xy € X, so ist fi : 11 (X, z9) —
m1(Y, f(xo)) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g : Y — X Homotopieinverses von f. Dann ist go f ~idx und fog ~idy.
Daher ist im Diagramm
f* * f*
m1(X, 20) —=>m (Y, f(20)) —=m(X,g o f(z0)) —>m(Y, f ogo f(x0))

wegen Satz 7.13 die Kombination der beiden linken Abbildungen ein Isomorphismus, und
g« folglich surjektiv. Auflerdem ist die Kombination der beiden rechten Abbildungen ein
Isomorphismus, also g, injektiv. Damit ist g, ein Isomorphismus und folglich f, auch. (J

Bemerkung 7.15. Sei (X, zp) ein punktierter topologischer Raum.
a) Ist X auf 2y zusammenziehbar, so ist 71(X) = 1.

b) Ist zp € A C X, so induziert die Injektion 7 : A — X einen Homomorphismus
ix: m1(A,20) — m1(X, 20). Ist A C X ein Deformationsretrakt, so ist diese Abbildung
auch ein Isomorphismus.

c) Ist Xy die Wegekomponente von X, die xy enthilt, so induziert ¢ : Xg — X einen
Isomorphismus i, : 71 (Xo, o) — 71 (X, zo).

Bemerkung 7.16. Sind G und H Gruppen, so ist das direkte Produkt G x H beziiglich
komponentenweiser Multiplikation

(9,h)-(¢", 1) = (gg",hh)  g,d € G,hh € H

auch eine Gruppe mit Einselement (eg4, e;), wo e, und ey, die Einselemente der Gruppen
G bzw. H sind. Das Inverse von (g,h) € G x H ist (g,h)™' = (g7}, h71).

Satz 7.17. Sind (X, xo) und (Y, yo) punktierte topologische Rdume, so ist

(X)) (Ty)x) 1 T1(X XY, (w0, 90)) — T1(X, x0) X T1(Y, y0)

ein Gruppenisomorphismus.
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Beweis. Wegen Bemerkung 7.12 ist klar, dass ((71')()*, (Wy)*) ein Homomorphismus ist,
wir miissen nur zeigen, dass diese Abbildung auch bijektiv ist.
Surjektivitit: Sind [a] € 71 (X, z¢) und [5] € m1(Y, y0), so ist

axf:00,1]] - X xY :t— (at),B(t))

ein Weg mit 7x o (a X 3) = @ und 7y o (a x 3) = (. Also ist (wx)«[a X f] = [a] und
(ry).la % 8] = [6].

Injektivitdt: Ist [y] € m1(X X Y, (wo,y0)) mit ((7x)«, (7y)«)([7]) = (1,1), so sind
Q= Tx 07y~ Cyy Und B = my 0y ~ ¢y, jeweils nullhomotop. Also existieren Hy : a ~ ¢y,
und Hs : 3 ~ ¢y,. Dann ist

Hy x Hy:[0,1] x [0,1] = X x Y : (s,t) — (Hi(s,t), Ha(s,1))

eine Homotopie von v = [a x 3] ~ ¢ O

70,90)"

Beispiel 7.18. a) Da (T?,(1,1)) = (S, 1) x (S',1) ist 71 (T2, (1,1)) = Z x Z vermoge
[a] = (deg(n! 0 @), deg(n? 0 @)

wo 7’ die Projektion auf den i-ten Faktor ist.

Folglich ist jede Homotopieklasse geschlossener Wege in 72 durch ein Umlaufzahlen-
paar (m,n) charakterisiert.

Sei a:[0,1] = T?:tw (ex(t),1) und b: [0,1] — T? : t — (1,ex(t)). Dann ist also
jeder geschlossene Weg homotop zu

a"b =ax...xa*xb*x...xb.

n—mal m—mal

Insbesondere ist [a * b] = [b* a], da Z x Z abelsch ist. Dies folgt auch daraus, dass
a*bx*a~!%b~! nullhomotop ist.

b) Induktiv folgt dass 7 (T") = Z".

Wir wollen nun die Zuordnung (X, zg) — 71(X, zo) formalisieren und in einem breite-
ren Zusammenhang betrachten. Dazu fithren wir die Sprache der Kategorien und Funk-
toren ein.

Definition 7.19. Eine Kategorie C besteht aus folgenden drei Daten:
a) Eine Klasse von Objekten X,Y, Z, ... die wir mit Ob(C) bezeichnen.

b) Fiir je zwei Objekte X, Y aus einer Menge von Morphismen, die wir mit Mor(X,Y’) =
{f,g,h,...} bezeichnen.

c¢) Fiir je drei Objekte X,Y, Z in C aus einer Abbildung
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z) : (f,g9) — gf

die wir die Komposition in dieser Kategorie nennen.
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7 Die Fundamentalgruppe

Wir fordern folgende Axiome:

(K1) Ist f € Mor(X,Y), g € Mor(Y, Z) und h € Mor(Z, W) so gilt
h(gf) = (hg)[.

(K2) Fiir jedes Objekt X existiert ein Element idy € Mor(X, X), so dass fiir alle wei-
teren Objekte Y und fiir alle g € Mor(X,Y’) und h € Mor(Y, X) gilt

gidx =g und idxh = h.

Bemerkung 7.20. a) Die Identitét idxy € Mor(X, X) ist eindeutig bestimmt.

b) Ist f € Mor(X,Y) und existiert ein Morphismus g € Mor(Y, Z), so dass ¢gf = idx
und fg = idy, so heifit f Isomorphismus der Kategorie. In diesem Fall ist g eindeutig
bestimmt.

Beispiel 7.21. a) Die Kategorie Mengen der Mengen mit den Abbildungen als Morphis-
men Mor(X,Y) = {f : X — Y} und der Komposition als Komposition von Abbil-
dungen. Isomorphismen sind hier bijektive Abbildungen.

b) Die Kategorie Top der topologischen Riume mit den stetigen Abbildungen als Mor-
phismen Mor(X,Y) = C(X,Y) und der Komposition von Abbildungen. In dieser
Kategorie sind die Isomorphismen gerade die Hombomorphismen.

c) Die Kategorie H-Top der topologischen Rdume mit den Homotopieklassen stetiger
Abbildungen als Morphismen. Isomorphismen sind Homotopieiquivalenzen.

d) Die Kategorie Topg der punktierten topologischen Rdume mit basispunkterhaltenden
stetigen Abbildungen als Morphismen.

e) Die Kategorie Grp der Gruppen mit ihren Homomorphismen.

f) Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen mit ihren Homomorphismen.

g) Die Kategorie Vect der Vektorrdume mit linearen Abbildungen.

h) Die Kategorie der topologischen Mannigfaltigkeiten mit stetigen Abbildungen.

i) Beliebig viele weitere Beispiele mathematischer Objekte mit strukturerhaltenden Ab-
bildungen.

Definition 7.22. a) Seien C; und Cy Kategorien. Ein (covarianter) Funktor 7' ordnet
jedem Objekt X in C; ein Objekt X9 = T(X7) in Cy zu und jedem Morphismus
f € Mor(X1,Y7) einen Morphismus 7'f = f, € Mor(T(X1),T(Y1)) in C2 zu, so dass
gilt
(F1) Fiir jedes Objekt X; in Cy ist T'(idx,) = idp(x,)-

45



II.

b)

Homotopie

(F2) Fiir f € Mor(X1,Y7) und g € Mor (Y1, Z;) gilt
T(gf) = T(9)T(f)-

Seien C; und Cy Kategorien. Ein contravarianter Funktor ordnet jedem Objekt X in
C1 ein Objekt X9 = T'(X3) in Cy zu und jedem Morphismus f € Mor(X;,Y]) einen
Morphismus T'f = f, € Mor(T(Y1),T(X1)) in Cy zu, so dass gilt

(F1) Fiir jedes Objekt X7 in Cy ist T'(idx,) = idp(x,)-

(F2) Fir f € Mor(Xy,Y7) und g € Mor(Y1, Z7) gilt

T(gf) =T(f)T(g)-

Beispiel 7.23. a) Der Vergiss-Funktor. Top ist eine Kategorie, deren Objekte Mengen

b)

c)
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sind. Daher ist
Vergiss : Top — Mengen,

der Funktor, der einem topologischen Raum (X, 7") die unterliegende Menge X zuord-
net und jeder stetigen Abbildung f : X — Y die Abbildung von Mengen f : X — Y,
ein covarianter Funktor. Der Vergiss-Funktor vergisst also die Zusatzstruktur eines
topologischen Raumes.

Es gibt auch Vergiss- Funktoren Topg — Top oder Top — H-Top.

71 : Topg — Grp ist ein covarianter Funktor (vgl. Bemerkung 7.12).

71 : H-Topg — Grp ist auch ein Funktor (vgl. Satz 7.13). Hier ist H-Topg die Kategorie
der punktierten topologischen Raume mit Homotopieklassen (relativ zum Basispunkt)
von Abbildungen als Morphismen.

Ist X ein topologischer Raum und sei mp(X) C PX die Teilmenge der Wegekompo-
nenten von X. Dabei ist fiir x € X die Wegekomponente von = gegeben als

U(z) = {y € X : 3 Weg von  nach y}

Sei I C X ein vollstéindiges Repriasentantensystem, so dass

X = UIQEIU(%).

Dann ist mo(X) = {U(zq) : @ € I}.

Ist f: X — Y stetig, und Y = Uge; V(yp) so existiert fiir jedes a € I genau ein
B € J mit f(Uy) C V. Setze dann

mo(f) = fu i mo(X) = mo(Y) : Uy — V.

So wird mg zu einem covarianten Funktor Top — Grp.
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e) C: Top — Top mit C(X) = CX, der Kegel iiber X ist ein covarianter Funktor, wenn
wir fiir eine stetige Abbildung f : X — Y definieren

Cf=f.:CX = CY : [(x,0)] = [(f(2),1)].

f) In der Kategorie der K-Vektorrdume (K = R oder K = C) ist die Dualbildung
*: K — Vect — K — Vect

ein contravarianter Funktor. Seien V, W Vektorrdume und f : V — W eine K-lineare
Abbildung, so ist
xf=f" W' >V w" —w'of.

Lemma 7.24. Sei T : C; — Ca ein Funktor und f € Mor(X,Y) ein Isomorphismus in
C1, so ist auch Tf € Mor(TX,TY) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f € Mor(X,Y') ein Isomorphismus und sei g € Mor(Y, X) mit gf = idx und
fg = idy. Dann gilt:

TgTf=T(gf) =T(dx) =idrx
und

TfTg=T(fg)=T(idy)=idpy .
Also ist T'f € Mor(TX,TY') ein Isomorphismus. O
Bemerkung 7.25. a) Vergleichen Sie die Argumentation mit der aus Satz 7.14.

b) Haben zwei topologische Réume X und Y Mengen 7o(X) und mo(Y") mit unterschied-
licher Kardinalitét, so konnen sie nicht homdomorph sein.

Definition 7.26. Sei C eine Kategorie und (X, )qcs eine Familie von Objekten in C.

a) Eine Familie (X, 7 )aer, wo X ein Objekt von C und 7, € Mor(X, X,) Morphismen
sind, heiit Produkt von (X,) in C, wenn es zu jeder anderen solchen Familie (Y, 7, )aer
genau einen Morphismus ® € Mor(Y, X) gibt, so dass 7, ® = 7/, fiir alle o € T gilt.

b) Eine Familie (X, i4)aer wo X ein Objekt von C ist und i, € Mor(X,, X) Morphismen
sind, heifit Summe oder Coprodukt in C, wenn es zu jeder anderen solchen Familie
(Y, ja)aer genau einen Morphismus ¢ € Mor(X,Y') gibt, mit ®i, = j, fiir alle a € I.

Bemerkung 7.27. Produkte und Summen sind bis auf Isomorphie eindeutig, sofern sie
existieren.

Beispiel 7.28. a) In Mengen existieren allgemeine Produkte und Summen. Diese sind
[Moer X, mit den kanonischen Projektionen n, : X — X, bzw. Zae 7 X mit den
kanonischen Injektionen iq : Xo — > c; Xa (vgl. Definition 2.5a).

b) In Top existieren Produkte und Summen, niamlich gerade 1,7 X, mit der Produktto-
pologie und » . ; X, mit der Summentopologie (vgl. Definition 2.8, Bemerkung 2.9,
Definition 2.5).
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c¢) In Topg existieren Produkte und Summen. Ist (X, z4)aer eine Familie punktierter
topologischer Réume, so ist X = [[,c; Xo mit 2 = (24)aecr als Basispunkt das
Produkt in Topg.

AuBerdem ist (\/,c;(Xa» ), T) mit = [2,] die Summe in Topg.

d) In Grp existieren Produkte und Summen. Das kartesische Produkt [ [, ; G mit kom-
ponentenweiser Multiplikation ist Produkt. Das freie Produkt von Gruppen *,c;Gq
ist die Summe in dieser Kategorie.

Beweis. a) Ist (Y,7,)acr eine weitere Familie 7, : Y — X,. Setze @ : Y — [] ;7 Xa
y — (m),(y)). Dies erfiillt m, o ®(y) = 7ra(<I>(y)) = 7 (y). AuBerdem ist ® die einzige
solche Abbildung.

Ist andererseits (Y, ja)acr eine Familie mit j, : Xo — Y, so setze @ : )
Y : ®(x) = jo(Ya), falls £ = in(ya) € ia(Xy). Dann ist @i, = j,.

acl XO‘ -

b) Wie a), da in der Kategorie der Topologischen Réume alle der beteiligten Abbildungen
stetig sind.

c¢) Produkt ist klar.

Summe: Ist ((Y,40),Ja) eine Familie mit j, : (Xa,2q) — (Y,Y0) so setze ®(x) =
Ja(Ya), falls £ = i (ya) € ia(Xa). Dies ist wohldefiniert, da falls € i (Xa) Nig(Xp)
fir o # 3, so ist = T = in(za) = ig(x3) und daher jo(zo) = jg(x) = Yo.

d) Produkt ist klar. Summe spéter.
(]

Bemerkung 7.29. Satz 7.17 impliziert, dass der Funktor 7; : Topg — Grp Produkte in
den jeweiligen Kategorien respektiert. Der gleiche Beweis liefert dies auch fiir beliebige
(nicht nur endliche) Produkte.

Definition 7.30. Seien GG1, Gy Gruppen. Das freie Produkt von G1 und G5 besteht aus
allen Worten (bzw. formalen Ausdriicken) der Form

9="919293 """ gi”
Hierbei gilt kK € Ng und g; # 1 fiir alle j = 1,...,k und
(9j € G1 und gj+1 € Go) oder (9; € Go und gj+1 € Gh).

k ist die Lange des Wortes g. Das leere Wort hat die Linge k£ = 0.
Die Multiplikation zweier Worte g = "g1---gx” und h ="hy --- h;” ist definiert als

gh = ”gl gkhl "'hl”>

wobei ausmultipliziert wird in G; bzw. G2, wenn zwei Buchstaben aus dem gleichen
Alphabet G bzw. G4 aufeinandertreffen. Die Einselemente werden gestrichen.
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7 Die Fundamentalgruppe

Bemerkung 7.31. a) G1 * Gy ist mit dieser Verkniipfung tatséchlich eine Gruppe. Eins-
element ist das leere Wort, Inversenbildung ist wie folgt:

(”91 . 'gk”)_l _ ”91;1 . 'gflﬁ-

b) Die natiirlichen Inklusionen i, : G, — G1 * G2, a = 1,2 sind gegeben durch i,(g) =

7g”. Dh. i4(g) besteht aus dem Wort, welches nur einen Buchstaben hat, ndmlich g.

c) (G1* Ga,iy,i2) ist eine Summe von G; und Gq in der Kategorie Grp, denn sind j, :
G4, — H, a = 1,2 Gruppenhomomorphismen, so existiert genau ein ® : G; * Gy — H
mit ® o i, = j,, ndmlich

®("g1- - gr”) = Jar (91) - Jax (9)
wobei q; = 1 falls g; € G1 oder q; =2 falls gy € Gy fir I =1,... k.

d) Analog zur Definition von Gj * G kann man das freie Produkt *,c;G, fiir eine
beliebige Indexmenge definieren. Die Worte hier haben dann die Form

b

g="91"""Gk
mit g; € G, \ {eq} fiir ein o € I und g; € Go = g1 € Gg fir B € I\ {a}.

e) Ist A eine Menge, so bezeichnet man mit F(A) = %,c4Z die von A frei erzeugte
Gruppe. Thre Elemente sind Worte der Form

__» N1, N2 Nk
g = ap ay" - ay

mit a; € A und a; # a;j41, sowie n; € Z.

Sie hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist G eine beliebige Gruppe und A C G
eine Teilmenge von G, so gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ® : F'(A) —
G mit ®("a”) = a fiir alle a € A, ndmlich

P("aftay? - ap*) = afta? - -4k,
wobei rechts in der Gruppe ausmultipliziert wird.
f) Ist ® surjektiv, so sagen wir dass G von A erzeugt wird.
g) G1* G2 wird von G U Go erzeugt.
Definition 7.32. Sei GG eine Gruppe und A eine Teilmenge A C G.

a) (A) :=(N{H C G: A C H und H Untergruppe von G} heifit die von A erzeugte
Untergruppe.

b) N(A):=N{H C G: AC H und H Normalteiler von G} heifit der von A erzeugte
Normalteiler.
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Bemerkung 7.33. a)

(A) = {0]111 azk ta; € An; € Z} =3(F(A))
N(A) — {b;ll . bZk . Haj c A7 8; € G so dass bj = Sjajsj_l,nj S Z}

b) Ist G von A erzeugt, also (A) = G bzw. & : F(A) — G surjektiv und R C ker ®
ein Erzeugendensystem von ker @ als Normalteiler, so sagt man, dass G durch die
Erzeuger A und die Relationen R gegeben ist. Dann ist

G = F(A)/N(R)

wir schreiben dann G = (A|R).

Bemerkung 7.34. Sind G1, G2 Gruppen und j, : G, — H Homomorphismen, so existiert
wegen der universellen Eigenschaft genau ein Homomorphismus & : G1 * Gy — H mit
® o0 iy, = j,. Diesen Homomorphismus bezeichnen wir mit j; * jo.

Satz 7.35. Ist X ein topologischer Raum, U,V C X offen, so dass X = U UV und
U, V,UUV wegzusammenhdngend sind. Seixg € UNV undiy : U — X bzw. iy : V — X
die jeweiligen Inklusionen. Dann ist der induzierte Homomorphismus

O = (i)« * (1v)s : T (U, o) * m1(V, z0) — m1(X, z0)
surjektiv.

Bemerkung 7.36. a) Im Allgemeinen ist schon (ir)s : m1(U,z9) — II1(X, zo) nicht in-
jektiv, da ein geschlossener Weg in U iiber X zusammenziehbar sein kann, aber nicht
in U. (Etwa U = R?\ {0} C R? = X).

b) Ist o ein Weg in U, so schreiben wir [a]y fiir die Aquivalenzklasse in 71 (U, zq). Fiir
die Aquivalenzklasse von « in 71(X, zq) schreiben wir [a]x oder auch nur [a]. Also
(iv)«([a]v) = [a]x.

Beweis. Sei o ein geschlossener Weg in X mit a(0) = a(1l) = . Dann ist das Paar

(a1 (U), a1 (V)) eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Wegen der Kompaktheit von [0, 1]

existiert daher eine Zerlegung

O=to<ti<...<tp =1

derart, dass
[ti, ti+1] - Oz_l(U) und [ti+1, ti+2] C Oz_l(V).
oder
[ti,ti+1] C Oz_l(V) und [ti+1,ti+2] C Ot_l(U).
fir i = 0,...k — 1. Setze weiter z; = a(t;) € UNV und «; : [0,1] — U/V als «a;(t) =
a((1 =)t +tit1).
Wihle Hilfswege v; in U NV von z¢ nach x; wobei 79 = v = ¢, Setzte schliefilich
Bi = i * a * ’Yi_+11' Dann ist

la]x = [Bi]x - [Br]x-
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Andererseits ist [3;] = (iv)«([Gi]u), wenn (; ein Weg in U ist, oder [3;] = (iv)«([Bi]v),
wenn [; ein Weg in V' ist. Damit ist
[a]x =@ [Biluyv[Beluyy - [Bkluv™)-
O
Korollar 7.37. Ist X die Vereinigung zweier offener, einfach zusammenhdingender Men-

gen U und V', deren Durchschnitt wegzusammenhdngend ist, so ist X auch einfach zu-
sammenhdngend.

Beweis. m(U)=m(V)=1=mU)*m(V)=1=m(X) = 1. ]
Beispiel 7.38. a) 71(S™) = 1fiirn > 2. Denn U = S™\{Nordpol} und V' = S™\ {Siidpol}

erfiillen die Bedingungen von Korollar 7.37.

b) R™ % R? fiir n > 3. Denn wire R" = R?, so wire auch R"\ {p} = R?\ {0}. Dann
gélte
Sl ~ R™\ {p} = R%\ {0} ~ St
Aber 7 (S 1) =12 Z = 1 (S!). Ein Widerspruch.
Bemerkung 7.39. Nach Satz 7.35 ist
P = (ZU)* * (’lv)* : 7T1(U, .730) * 7T1(V, xo) — 71'1(X, xo)
surjektiv. Damit ist also nach dem Hauptsatz der Gruppentheorie

(X, o) = w1 (U, x0) * 71 (V, IL‘())/keI‘(I)

Wenn wir also ker @ bestimmen koénnen, haben wir die Fundamentalgruppe von X =
U UV berechnet.

Bezeichne jy : UNV — U und jy : UNV — V die Inklusionen, so kommutiert
offensichtlich das erste der folgenden Diagramme

UQVLU (UﬂVﬂZo)%TI‘l(U‘%‘o)
jVJ/ ' liU (jv)*l l(iu)*

V—Y o x (iv )«
m1(V, x0) 71 (X, 20)

und damit auch das zweite. Es ist daher (iy).(ju)«([e]unv) = (iv)«(Gv)«([a]unv) fiir
alle [a|yny € m1 (U NV, xp). Setzt man daher

N = N({(G)+(aluov) G ) (alooy) ™ € m1 (U, 20) = 1 (Vi 20)
falunw € MU N V,20)})

=N ({"[a]ulaly™ : [eluny € m(U NV, 20)}) .
so gilt fiir alle v € N, dass ®(y) = 0. Denn fiir v = (ju)«([a]unv) (v )« ([a]uay) ! gilt

®(v) = (iv)«(jv)«([duav) (iv)« (Gv) ([ gi]) = [ax[a]x" = 1.
Da ker ® C 71(U, x) * m1(V, z9) Normalteiler ist, gilt N C ker ®.
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Satz 7.40 (Seifert-van Kampen). Sei X ein topologischer Raum, U,V C X offen, U,V
und U NV wegzusammenhdngend und xo € UNV. Sei

O (U, o) * 1 (V,20) — m1(X, 20)

der Homomorphismus aus Satz 7.35 und N C w1 (U, zg) * 71 (V, x0) der von Elementen
der Form (ju)«([e]unv)(v)«([lphy) erzeugte Normalteiler. Dann ist der induzierte
Homomorphismus

® -y (U, z0) * w1 (V, 20) /N — m1(X, x0)

ein Isomorphismus, dh. ker ® = N.

Korollar 7.41. Ist X die Vereinigung wegzusammenhdngender offener Mengen U und
V', deren Durchschnitt einfach zusammenhdngend ist, so ist w1 (X) = 71 (U) x w1 (V).

Beweis. Wegen m(UNV)=1ist N =1. O

Bemerkung 7.42. Damit respektiert m; also auch (endliche) Summen, zumindest auf
der Unterkategorie C C Topqg der punktierten, lokal zusammenziehbaren topologischen
Réume.

7T1(X vV Y) = 7T1(X) * 7T1(Y)

Beispiel 7.43. a) m1(S'V...VSY) = Zx...xZ (gleich oft). Insbesondere ist 1 (S*V.S1) =
Z+7Z = F(a,b).

b) mi(Fy) = F(ay,by, ... ag,by)/{arbiay by " - agbgastby1). Denn mit U = Fy \ {p}
und V = B%ist F, = UU V. AuBerdem ist U NV ~ S'. Dann ist 71(V) = 1 und
7T1(U) = F(al,bl, e ,ag, bg).

Ist 7y ein Erzeuger von m (U NV) = Z, so ist

()+(0)) = larbray "0y -+ agbgay 0]
und (jv)«([y]) = 1. Folglich ist
N = N(aibray 'b7" - - agbgay 'b, ")
Beweis. (von Satz 7.40) Sei G1 = m1 (U, zg) und Ga = m1(V, x0). Sei v € G1 * Go, etwa

v ="[BlvvIBeluy - [Brluy”

so dass ®(y) = 1 ist. Wir miissen zeigen, dass v € N ist. Wegen ® () = 1 existiert eine
Homotopie H : [0,1] x [0,1] — X von () * ... [k 2u Cyy.

Zerlege Q = [0,1] x [0,1] in Rechtecke Q;; = [=1, L] x [%,%], so dass fiir alle
i=1,...,nund j=1,...,m entweder H(Q;;) C U oder H(Q;;) C V.

Ist nun « : [0,1] — @ ein Weg, so ist H o : [0,1] — X ein Weg in X. Wir wihlen
fir jedes ¢ € @ einen Hilfsweg v, : [0,1] — X mit v,(0) = z¢ und v4(1) = H(q). Ist
H(q) € UNYV, so verlangen wir, dass v, C UNV, ist H(q) € U\ V, so verlangen wir
v C U und ist H(q) € V' \ U, so verlangen wir v, C V.
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Ist o wie oben, so setze
~ -1
Q= Ya(0) * H o ax7,)-

Dies ist ein geschlossener Weg in X mit Stiitzpunkt xg. Liegt H o in U NV, U bzw.
V', so liegt auch ain U NV, U bzw. V.

Sei nun @;; ein Rechteck im Gitter. Wir bezeichnen die Kanten mit w;j, 75, 045, l;j :
[0,1] — @, aufgefasst als Wege in Q. (I;; ist der Weg von der oberen linken Ecke zur
unteren linken Ecke, u;; geht von der unteren linken Ecke zur unteren rechten Ecke, 7;;
von der oberen rechten Ecke zur unteren rechten Ecke und o;; von der oberen linken
Ecke zur oberen rechten.)

In Q;j ist lij * uij =~ 055 * ri; rel {0, 1}. Daher ist auch

P

lij * Uiy = 045 * T rel {0, 1}

und zwar in U bzw. V je nachdem ob H(Q;;) C U oder H(Q;;) C V.
Betrachte die Unterkante von @, sie ist ui1 * ... * up1. In G1 * Go gilt

"Biloyv (Beluy - Brluy” =" anluy” 7 oy

die rechte Seite ist wegen der eingefiigten Wege Yo, 4) eine eventuell nicht reduzierte

Darstellung des Elements auf der linken Seite.
Wir gehen nun wie folgt vor:

Schritt 1: o.E. kénnen wir annehmen, dass H(Q11) C U. Dann ist @11 ~ l11 * u11, da
H entlang [1; den konstanten Wert xy annimmt. Also ist

[t11]u = [l11 * va1] = [ou]u[fulu
und folglich
v = [an]ulaaluy - [@mluy = [bulvifululteyyy - [Gnlov-
Fall 1: H(Q21) C U: Dann ist
v = [oululflulte]o - [@ni]uyv-

und

—_—~—
P

[F11)v oo = [lar]ulin)u = [lo1 * uat]y = [021 * 7a1]y = [621]v[F21]

Dabher ist
v = [onlu[oa1]u[Falultsi]yv - - - [Gn]uyv.

Fall 2: H(Qy) C V. Dann ist 715 = ly; € U NV, also

Fiilo = [loalo = ]y [la1]y la1]u
~—_———

=mo1EN
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Es folgt

V= [511]U[l~21]vn21[7121}1/[7131](]/\/ o lapa]uy
= [on]ulla]v o v asi)u v - - [Gnt]o v

([a21]v - - [amaluyv) ™ e fas]v - - [ ]u v

=:m21EN

= [ou]ullaalv[@er]v[@siluyv - - [Gnt]uyv Tioa

= [ou1]u[oa]v [Falv[isi]uyy - - - [Uni]u/v iz
Entsprechend verfahren wir mit den Rechtecken @Q;; fiir ¢ = 3,...,n und erhalten:

v = [ou]uyvioaluv - [Onaluvin

mit n; € N. Dabei wenden wir die Prozedur aus Fall 1 immer an wenn wir benachbarte
Quadrate betrachten, deren Bild in der gleichen Menge U oder V liegt und Fall 2 wenn
die entsprechenden Bilder in verschieden Mengen U oder V liegen.

Wiére nun m = 1, dh. es existiert nur eine Reihe, so wére [0;1] = [cg,] und damit
v =mn1 € N, und wir sind fertig. Andernfalls brauchen wir:

Schritt 2: Wir miissen zeigen, dass

v = [t2]p v toe]uv - - - [Un2]u/v iy

und kénnen dann die Prozedur aus Schritt 1 fiir die zweite Reihe wiederholen.
Dies funktioniert analog zu obiger Reinterpretation von [ri1]y /v zu [li41,1]: Wir hatten
angenommen, dass H(Q;1) C U.

Fall 1: H(Q12) C U. Dann ist [611][] = [’1112](].

Fall 2: H(Q12) C V. Dann ist 011 = a2 CU NV und
011y = [t12]u = [ﬁlz]v[ﬁlz]‘_/l [t12]U = [U12]vni2

mit n1o € N. Entsprechend fiir QQ;o. Wir bekommen also immer Gleichheit wenn
benachbarte Quadrate ();; und Q;2 in dieselbe Menge U oder V abgebildet wer-
den, ansonsten bekommen wir noch einen Korrekturfaktor aus dem Normalteiler.

Als Endergebnis folgt
v = [wa]uyvltg2]uv - - [tn2]uvns

mit ny € N. Wir wiederholen Schritt 1 in der zweiten Zeile und erhalten
v = [o12]uyv[022]uyv - - - [On2]yyvme

mit ny € N. Ist m = 2, so sind wir fertig, ansonsten wiederholen wir Schritt 2 so lange
notig. O
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8 Uberlagerungen

Definition 8.1. Sei X ein zusammenhingender topologischer Raum. Ein Paar (X, )
heiBt (zusammenhiingende) Uberlagerung, wenn X zusammenhingend und 7 : X — X
eine stetige und surjektive Abbildung ist, so dass folgendes gilt:
Jeder Punkt € X besitzt eine Umgebung U C X, so dass 7~ 1(U) = Uae[ﬁa mit
offenen Mengen U, C X, und
mlg, 1 Ua — U
ist ein Homomorphismus.

X heifit Basisraum, X heiBt Totalraum und 7 heiBit Projektion.

Bemerkung 8.2. a) Ist U eine Umgebung von x € X wie in Definition 8.1, so sagen wir,
dass U gleichmdfsig tberlagert ist.

b) Das Urbild F, := erl({:u}) eines Punktes x € X heifit Faser von x. Im Falle einer
Uberlagerung 7 : X — X ist ihre Teilraumtopologie diskret.

c¢) Die Kardinalitét |I| der Faser iiber x ist unabhéngig von x. Denn ist U eine gleich-
mifig iiberlagerte Umgebung, so ist fiir alle y € U offenbar |7~ 1({y})| = |I| =
|7=t({x})|. Definiert man nun V, := {y € X : |[7~'({y})| = |I|}, so ist V, offen. Da
X zusammenhéngend ist, folgt V, = X.

Die Anzahl |I| nennt man die Blitterzahl der Uberlagerung 7 : X — X und nennt
dann auch eine |I|-blittrige Uberlagerung.

d) Ist U gleichmiBig iiberlagert und 7= (U) = Uae U, 5o heiBen die U, die Blitter
von 7 iiber U.

Beispiel 8.3. a) m=ex: R — S :t s exp(27it) ist eine oo-blittrige Uberlagerung von
St da fiir U = S'\ {1} und V = S\ {1} gilt:

o 1(U) = Unez(n —n+3) und (V) = Unez(n,n +1)

und ex| 1

(L dy bzw. ex |(, 41) sind Homdomorphismen. Die Umkehrabbildungen
2T
sind ¢n(2) = 55 log(z) + n bzw. ¥, (2) = 5 log(—2) + n+ 1 wo log der Hauptzweig

des komplexen Logarithmus ist.
b) m=idx : X — X ist eine 1-blittrige Uberlagerung.
¢) ¢n: S — STz 2" ist eine n-blittrige Uberlagerung (n € N).

d) 7 : 8" — RP" ist eine zweiblittrige Uberlagerung. Dabei ist RP™ = S"/{+} und
m: 8" — S"/{x} die Quotientenabbildung die Antipoden identifiziert.

Bemerkung 8.4. a) Die Uberlagerungsabbildung  ist surjektiv und ein lokaler Homao-
morphismus.

95



II. Homotopie

b) Die Umkehrung braucht aber nicht zu gelten. Etwa
ex ‘(072) . (0, 2) — Sl
ist surjektiv und lokaler Homéomorphismus, aber keine Uberlagerung, da 7= '({1})
einpunktig ist, aber 771({z}) zweipunktig fiir alle z € S*\ {1}.
Definition 8.5. a) Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die auerdem eine To-
pologie trigt, so dass die Gruppenmultiplikation

GxG—G:(g,h)— gh

und die Inversenbildung

G—G:gr—gt

stetig sind. Dabei trigt G x G die Produkttopologie.

b) Eine topologische Gruppe heifit diskret, wenn sie die diskrete Topologie tréigt.

Beispiel 8.6. a) Die Gruppen Gi(n,R) und Gi(n,C) mit der vom Raum der n x n
Matrizen Mat(n,n,R) = R" bzw. Mat(n,n,C) = C" =~ R("? induzierten Teil-
raumtopologie ist eine topologische Gruppe. Das gleiche gilt fiir jede abgeschlossene
Untergruppe G C Gl(n,R), zB. Si(n,R), O(n,R) C Gl(n,R) bzw. G C Gi(n,C)
zB. U(n) C Gl(n,C).

b) Jede endliche Gruppe, bzw. Z mit der diskreten Topologie ist eine diskrete Gruppe.

Definition 8.7. Eine (Gruppen-)Operation oder Wirkung einer topologischen Gruppe
G auf einem topologischen Raum X ist gegeben durch eine stetige Abbildung

:GxX—X:(g9,2)— g,

so dass gilt: 1.z = z fiir alle z € X und (gh).x = g.(h.z) fir alle z € X und g,h € G. In
diesem Fall nennen wir X einen G-Raum.

Beispiel 8.8. a) Ist G C Gl(n,R), so operiert G auf natiirliche Weise auf R": (g, z) — gz
wobei rechts die Multiplikation einer n x n-Matrix mit einem Vektor gemeint ist.

b) Ist O(n) C Gl(n,R), so operiert O(n) auf S*~! C R", da Elemente g € O(n) die
Linge von Vektoren im R™ nicht @ndert. Also ist fiir y € S~ auch gy € S*~! wobei
g € O(n) und wiederum die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor gemeint
ist.

Bemerkung 8.9. G operiere auf X.

a) Ist g € G, so ist die Abbildung p(g) : X — X : & — g.x ein Homdomorphismus auf
X, da p(g) stetig ist und p(g~!) das Inverse von p(g) ist:

logr=lz==z

plg™ 1) o plg)(x) = g7 (gx) = (9~
fiir alle € X. Daher ist p(g~1) o p(g9) = idy und ebenso p(g) o p(¢~!) = idx.

Also ist p : G — Aut(X) ein Gruppenhomomorphismus. Dabei bezeichnet Aut(X)
die Gruppe der Hombéomorphismen von X in sich. p heiit dann Darstellung von G
auf X.
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8 Uberlagerungen

b) Halt man z € X fest, so nennt man die Menge
Gr:={gx:9eG}CX

die Bahn von x unter G. Gilt fiir jedes g # 1, dass g.x # x ist, fiir alle x € X, so
sagt man, dass G (fixzpunkt-)frei auf X operiert. Besteht X nur aus einer Bahn, sagt
man, dass G transitiv auf X operiert.

¢) Definiert man = ~ 3 wenn y € Gz, also folglich Gy = Gz, so ist ~ eine Aquivalenzre-
lation. Der Quotientenraum X/ ~ wird mit X/G bezeichnet und heifit Bahnenraum
von X unter G.

Definition 8.10. Sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. Eine
Wirkung von G auf X heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn jeder Punkt z € X eine
Umgebung U besitzt, so dass fiir alle g1,¢2 € G mit g1 # go gilt, dass g1U N goU = (.
Hierbei ist gU = {g.u:u € U}.

Bemerkung 8.11. Operiert G eigentlich diskontinuierlich auf X, so operiert G auch frei,
und G tragt die diskrete Topologie.

Beweis. Sei z € X und U eine Umgebung von z wie in Definition8.10, so ist gU NU = ()
fiir alle g € G, also insbesondere gx # x fiir alle g € G.

Auflerdem trigt jede Bahn Gz die diskrete Topologie, da gU eine offene Umgebung
von g.x ist, mit Gx N gU = g.x. G ist homdomorph zu Gz, der Homéomorphismus ist
g — g.z, das ist stetig und bijektiv, da die Wirkung frei ist, die Umkehrabbildung ist
stetig, da Gx diskret ist. O

Bemerkung 8.12. Ist X ein zusammenhéngender Raum, G eine diskrete Gruppe, die
eigentlich diskontinuierlich auf X operiert. Dann ist der Bahnenraum X = X /G zusam-
menhiingend und die natiirliche Projektion m: X — X /G eine Uberlagerung.

Beweis. Sei x € X und & € 7~ (z) = F, ¢ X. Wihle eine Umgebung U von &, so dass

g1U N goU = () fiir alle g1 # g2 € G. Dann gilt fiir U = 7(U), dass U offen ist, denn

) =, o0

und alle gU sind offen, da p(g): X — X ein Homdomorphismus ist. .
Es ist auch 7|5 : U — U stetig, bijektiv und offen (dh. fiir V' C U offen ist n(V) C U
offen), da

(V) = UgeGgf/.

Folglich ist |5 : U — U ein Homéomorphismus. AuBerdem ist g gU — U ein
Homo6omorphismus, denn

mlg = (wlg) o plg™").

Also ist 7 eine Uberlagerung. O
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Beispiel 8.13. a) Z operiert auf R durch Translationen n.z = z +n mit z € R und
n € Z. Diese Operation ist eigentlich diskontinuierlich, da fiir n # 0 gilt

(z—3.2+3)N(@+n—Lz+n+3)=0.

Der Bahnenraum R/Z ist homéomorph zu S! vermoge ex : R/Z — S! und exo 7 =

S

R/Z -~ g1

b) Z™ operiert eigentlich diskontinuierlich auf R™ durch Translationen n.x = x + n mit
x € R" und n € Z". Es ist R"/Z" = T".

c) Z operiert auf R? vermoge n.(x,y) = (x + n, (—1)"y) eigentlich diskontinuierlich.
Der Quotient R2/Z ist homdomorph zum offenen Mébiusband, dh. dem Mébiusband
ohne Rand.

d) Zs operiert auf S™ durch +1.z = +xz eigentlich diskontinuierlich. Der Bahnenraum
ist RP™ = S™/Zs.
AuBerdem ist RP" =2 R\ {0}/R*, wo R* = R\ {0} durch Homothetien operiert

Az = Az fiir A € R* und € R"™!\ {0}. Diese Wirkung ist aber nicht eigentlich
diskontinuierlich.

e) Z, = {w € C: wP = 1} operiert fiir ¢ teilerfremd zu p mit 1 < ¢ < p auf $* ¢ C?
frei und eigentlich diskontinuierlich vermoége w.(z1,22) = (wz1,w%z3). Der Quotient
L(p,q) := S3/Z, heift der Linsenraum fiir (p, q).

Definition 8.14. Sei 7 : X — X eine Uberlagerung. Ist Y ein topologischer Raum und
[+ X — Y stetig, so nennt man eine stetige Abbildung f : Y — X einen Lift von f,
wenn 7o f = f.

<

ahaa

Y
Bemerkung 8.15. a) Ist Y = [0,1] und f =« : [0,1] — X ein Weg, so spricht man bei
& :[0,1] - X mit m o & = « von einem gelifteten Weg.
b) Ist f: S — S stetig und o = f o ex, so existiert nach Lemma 6.11 ein Lift ¢ = &
von « der durch @(0) eindeutig festgelegt ist.

Hier zeigt sich schon, dass & nicht geschlossen zu sein braucht, obwohl « geschlossen
ist. In der Tat ist & genau dann geschlossen, wenn deg o = 0.

Lemma 8.16 (Eindeutigkeit von Lifts). Sei 7 : X — X ein Uberlagerung, Y zusam-
menhdngend und f Y — X stetig. 3 3 3 .
Sind f1, fo: Y — X Lifts von f mit fi(yo) = fa(yo) fiir ein yo €Y, so ist f1 = fa.
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8 Uberlagerungen

Beweis. Seiy €Y,z = f(y) € X und U eine gleichméfig iiberlagerte Umgebung von z.
Seien U; und U2 dle Blatter tiber U, die fi(y) bzw. fo(y) enthalten.
Setze V = frHU) N f2 L(T,), dann ist V eine offene Umgebung von 3. Damit ist

filv = (xlg,) " o fund foly = (n|g,) " o f auf V.

Fall 1 Uy = U,. Dann st i
h(2) = (xlg,) " (f(2) = fa(2).

fiir alle z € V.
Fall 2 Uy # Us. Dann ist f1(2) # fa(z) fiir alle z € V.

Daraus folgt, dass die Menge
M:={yeY: fily) = fo(y)}

offen, abgeschlossen und nicht leer ist, da yo € M. Da Y zusammenhéngend ist, folgt
M =Y und daher f; = fo. O

Lemma 8.17 (Liftung von Wegen). Sei 7 : X — X eine Uberlagerung, o € X und
a:[0,1] — X ein Weg mit a(0) = zg. Zu jedem %o € 7~ ({xo}) ewistiert genau ein Lift
a von « mit &(0) = Zo.

Beweis. Eindeutigkeit folgt aus Lemma 8.16.

Ezistenz. Sei 0 = tp < ... <t = 1 eine Unterteilung von [0, 1], so dass a([t;, ti+1]) C
U; C X, wo U; eine gleichméfig iiberlagerte offene Menge in X ist.

Setze @ : [to, t1] — X, a1 = (ﬂlﬁl)*l 0 ljty,¢,], Wobei U, das Blatt iiber Uy ist, das zg
enthilt.

Setze induktiv den Weg &; : [ti—1,t;] — X als a; := (7T|Ui)*1 ooy, ¢ wobei U; das

[tistita])
Blatt tiber Uj ist, das &;—1(t;—1) enthilt. 3
Wir erhalten einen Weg & : [0,1] — X als &, , ;) = &;. Dann ist & stetig und
auferdem ein Lift von «, da 7o a; = ay,_, +,1- Nach Wahl von &1 ist &(0) = Zo. O

Lemma 8.18. Sei m : X — X eine Uberlagerung, o, f3 0,1] — X Wege mit a(O) =
B(0) = zo und (1) = B(1) = 1, so dass a =~ 3 rel{0,1} gilt. Sind &, [0,1] — X die
Lifts von a und 3 mit Anfang Ty € 7' ({xo}), so ist & ~ 3 rel{0,1}. Insbesondere ist
a(1) = A(1).

Beweis. Sei H : [0,1] x [0,1] — X eine Homotopie zwischen « und f relativ {0,1}.
Wir konstruieren einen Lift H : [0,1] x [0,1] — X von H mit 7o H = H, so dass
H(0,0) = &o. Dann ist fiir alle s € [0, 1]

7o H(0,s) = H(0,s) = x und ToH(1,s) = H(1,s) = x;.

Da 7 1({zo}) diskret ist, gilt daher H(0,s) = const = & und H(1,s) = const =
#1. Damit ist H eine Homotopie relativ {0,1} zwischen ¢ — H(t, 0) und ¢ — H(t, 1)

Wegen des Eindeutigkeitslemma sind dies genau die Lifts & bzw. 8 von « und [ mit
Anfangspunkt zg.
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Wir zeigen jetzt die Existenz von H:

Wihle eine Unterteilung 0 =tg <1 < ... <tz =1und 0 =5y <851 < ... <5 =1,
so dass H(Qi;) C Uij, wo Qi = [ti—1,t;] X [sj—1, s;] und U;; eine gleichméBig iiberlagerte
offene Menge in X ist.

Sei (711 das Blatt iiber Uy, das Zy enthélt. Setze

Hy:Qu— X :Hy = (mlg,) " o (Hlgu)-
Sei nun Ty = ﬁn(tl, s0) und Usq das Blatt iiber Usy, das 791 enthilt. Setze
Hy Qa1 — X : Hy = (7l ,) " o (Hlga)-

Dann gilt H1; = Hoy auf {t1} % [s0, s1], was aus der Eindeutigkeit der Liftung von Wegen
folgt. Also ist H : Q11 U Q22 — X mit H|g,, = H;; wohldefiniert und stetig.

Induktiv konstruieren wir so H auf Qs1,. .., Qs und entsprechend auf ganz H. U

Bemerkung 8.19. a) Wir konnen jetzt Lifts von Abbildungen f : Y — X konstruieren,
falls Y = [0,1] oder Y = [0, 1]?. Wir wollen die allgemeine Frage stellen, wann sich
Abbildungen f : X — Y liften lassen.

b) Sei (Y,yo) wegzusammenhéngend, f : (Y,yo) — (X, zo) stetig und Zg € 71 ({xo}).
Existiert ein Lift f: (Y, y9) — (X, Xp) mit mo f = f, so ist auch

mi(m)m (f) = m1(f), oder e 0 fo = f.

Also ist Bild(f.) C Bild(my) in 71 (X, zg). Dies ist also eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz von Lifts.

c) Ist Y =[0,1] oder Y = [0,1]?, so ist diese Bedingung trivialerweise erfiillt, da 71 (Y")
trivial ist.

d) Es existiert kein Lift von f =id : S — S! {iber 7 = ex: R — S

Satz 8.20 (Liftungssatz). Sei 7w : (X,%o) — (X,z0) eine Uberlagerung und Y zu-
sammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend. Dann hat eine stetige Abbildung f :
(Y,yo0) — (X, x0) genau dann einen Lift f : (Y,yo) — (X, Zo), wenn Bild(f,) C Bild(m).

Beweis. “=" Bemerkung 8.19.

“<" Sei y € Y beliebig. Wihle einen Weg w von yg nach y, setze a = f o w und lifte
o zu & mit Anfangspunkt 7. Definiere jetzt f:Y — X als f (y) = a(1). Zu zeigen ist
Wohldefiniertheit und Stetigkeit.
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Wohldefiniertheit. Ist v ein weiterer Weg von yy nach y, so ist vxw ™

Weg in Y mit Stiitzpunkt yg. Wegen

ein geschlossener

f([v*w™1]) € Bild(r.)
existiert ein geschlossener Weg 4 in X mit Stiitzpunkt Zg, so dass

fe([o*w™1]) = mo([a)).

Also ist
(fov)*(fow™)~modrel{0,1}

beziehungsweise
fov~(moa)x* (fow)rel{0,1}.

Ist & der Lift von a und 3 der Lift von 3 = f o v, beide mit Anfangspunkt Zo, so ist
% & der Lift von (mo @) * (fow). Damit gilt nach Lemma 8.18, dass B~ G*a rel {0,1}.
Insbesondere ist $(1) = &(1). Also hingt die Definition von f nicht von der Wahl von
w ab.

Stetigkeit. Sei y € Y beliebig, x = f(y) und & = f(y) Sei U eine gleichméBig iiber-
lagerte Umgebung von x und U das Blatt iiber U das 7 enthélt. Wir suchen jetzt eine
offene Umgebung V von y mit f (V) c U. Da f~1(U) eine offene Umgebung von ¥ ist
und Y lokal wegzusammenhiingend ist, existiert eine Umgebung V C f~1(U) von y, die
wegzusammenhéngend ist.

Behauptung: f(V) C U. Sei also z € V beliebig und w ein Weg von y noch z. Dann
ist R

B = (nlg) " o (fow)
ein Lift von g = f o w mit Anfang Z. Ist nun v ein Weg von yg nach y, so ist v % w ein
Weg von gy nach z. Fiir « = (f ov) * (f ow) ist dann

a=(fou)x(fow)=(fov)xp.
Also ist f(z) = &(1) = §(1) € U. Damit folgt die Stetigkeit von f in y. O

Bemerkung 8.21. a) Wir wollen im Folgenden den Liftungssatz fiir Y = X anwenden.
Daher nehmen wir ab jetzt an, dass X zusammenhéngend und lokal wegzusammen-
hingend ist. Nach Proposition 3.11 ist X dann wegzusammenhingend. Auch X ist
dann wegzusammenhéngend.

b) Der Liftungssatz zeigt, dass fiir das Liftungsverhalten von Abbildungen die Unter-
gruppe H := 7w, (m1(X, Zo)) von m1 (X, z¢) eine entscheidende Rolle spielt. Wir nennen
H die charakteristische Untergruppe von 7.

Proposition 8.22. Sei : (X,%0) — (X, x0) eine Uberlagerung. Dann ist die Abbildung
i (X, To) — w1 (X, z0) injektiv.

Beweis. Sei & C X geschlossen und o = 7 o & nullhomotop, dh. o ~ Cxz rel{0,1}.
Da & der Lift von « ist und cz, der Lift von ¢, mit Anfangspunkt z¢ ist, folgt mit
Proposition 8.18, dass & ~ ¢z, rel {0, 1}. Folglich ist 7, injektiv. O
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Proposition 8.23. Ist 7 : (X, %) — (X,xq) eine Uberlagerung mit charakteristischer
Untergruppe H, so ist die Bldtterzahl n von m gerade der Index von H in (X, xg),
n = [m1(X,zo) : H].

Beweis. Sei {«;}icr ein vollstdndiges Repréasentantensystem der Rechtsnebenklassen von
H

m (X, m0) = J,_ Hloi]
also [G : H] = |I|. Setze nun

O T — 71 Yxg): ®() = au(1).

® st wohldefiniert: Ist @ ein geschlossener Weg in X mit @(0) = @(1) = & und
u = 7oii. Ist dann [3;] = [u][a;] ein anderer Vertreter aus H[ay] so ist 3i(1) = (axdy)(1) =
a;(1).

® ist surjektiv: Ist 7' € 7~ 1(xo) beliebig, so wihle 3 von Zy nach #’. Folglich ist 3 ein
Lift von (3 := 7o (. Also existiert ein ¢ € I mit H[F] = H[e;] und &’ = (1) = &;(1) =
(7).

® ist injektiv: Ist &;(1) = &;(1), so ist @ := &; * d_l geschlossen. Folglich
[ozi][aj_l] =[(mod;)*(mo dj_l)] = [mo (&; * dj_l)} = [u] € H.

Also ist H[o;] = Hloy) [aj_l][aj] = Hul[oy] = H|oy). O
Bemerkung 8.24. Ist also (X,x) einfach zusammenhéingend, so existiert (im wesent-

lichen) nur eine Uberlagerung, nimlich die Identitit, da eine 1-blittrige Uberlagerung
notwendig ein Hom6éomorphismus ist.

Definition 8.25. a) Seien 7 : (X, %) — (X, z9) und 7 : (X}, 7)) — (X,x0) zwei
Uberlagerungen. Eine stetige Abbildung f : (X, %) — (X’ , &) heit Uberlagerungs-
morphismus, wenn 7’ o f = 7 ist.

(X, xo)

b) Ein Uberlagerungsmorphlsmus f (X&) — (X', &) heifit Uberlagemngszsomor—
phismus, wenn es einen Uberlagerungsmorphismus ¢ : (X’ xy) — (X, %) gibt, so
dass go f =idg und fog =1idg,. Dann heiflen 7 und 7’ dquivalent.

Bemerkung 8.26. a) Jeder Uberlagerungsmorphismus ist selbst eine Uberlagerung.

b) Ein Uberlagerungsmorphismus ist ein Lift von 7 bzgl. ’. Da f(&o) = &} gilt, gibt es
wegen Lemma 8.16 hochstens einen solchen Uberlagerungsmorphismus.
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c) Der Liftungssatz impliziert, dass es einen Uberlagerungsmorphismus f : (X ,Zo) —
(X', Z(,) genau dann gibt, wenn Bild(,) C Bild(x?}).

Satz 8.27. Zwei Uberlagerungen © : (X, o) — (X, x0) und 7' : (X}, &) — (X, x0)
sind genau dann dquivalent, wenn ihre charakteristischen Untergruppen H und H' in
m1 (X, xo) dbereinstimmen.

Beweis.
S f =, .
(X, :Eo) J (X/,:L‘6)
(X7 wO)

“=” Aus der Existenz von f folgt H C H' und aus der Existenz von g folgt H' C H,
folglich H = H'.

“<” Aus H C H' folgt die Existenz von f und aus H' C H die Existenz von g. Die
Gleichungen go f =id ; bzw. fog = idy, folgen, da es jeweils nur einen Uberlagerungs-
morphismus (X, ) — (X, &) baw. (X', 7)) — (X, &) gibt. O

Um die Existenz von Uberlagerungen zu kldren, miissen wir uns folgenden Fragen
widmen:

a) Welche Untergruppen H C m1(X,zp) treten als Bild(m.) einer Uberlagerung 7 :
(X,ig) — (X, 330) auf?

b) Wie hiingt Bild(7,) vom Basispunkt &g € 7~ () ab?
Proposition 8.28. Sei 7 : X — X eine Uberlagerung und zo € X.

a) Sind Ty und &, € 7 1(x0), so gilt fir die charakteristischen Untergruppen H, H' von
7 beziiglich &g bzw. (), dass [a] € m (X, x0) existiert mit

H' = [a]H[a ™,
dh. H und H' sind konjugiert.

b) Ist g € 7 (x0) und H die charakteristische Untergruppe von 7 : (X, &g) — (X, z0).
Ist H' konjugiert zu H, dann existiert ein T(, € 7 (xg) so, dass H' die charakteri-
stische Untergruppe fir ' : (X, Z{) — (X, zo) ist.

Beweis. a) Sei & ein Weg von o nach Z(,. Bach Bemerkung 7.9 ist die Abbildung
(X, &) — (X, Zo) : [B] =[G+ f G ]

ein Gruppenisomorphismus. Der Weg « := 7o & ist geschlossen, da Zo und Z{, auf z
abgebildet werden. Dann ist

H' = m.(m1(X, %)) = [o]m(m1(X, 20))[07"] = [a] H[a] 7.
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b) Ist H = Bild(w.) und H' = [a]H[a]™! fiir ein [a] € 71(X,z0). Lifte a zu & mit
&(0) = Zo und setze Z( := &(1). Wegen Teil a) folgt dass

Bild(7)) = [a]H[a] ™} = H'.
O

Bemerkung 8.29. a) Betrachtet man eine Uberlagerung 7 : X — X ohne Basispunkte
zu fixieren, so bekommt man fiir jede Wahl von zg € X eine ganze Konjugationsklasse
von Untergruppen in 71 (X, x), ndmlich

{W*(ﬂ'l(f(,ﬁco)) 1T € 7T_1(CC0)},
sie heifit die charakteristische Konjugationsklasse von .

b) Ist H = m.(m1(X, %)) ein Normalteiler in 71 (X, ) fiir ein Zo € 7~ (z), so sind alle
Konjugierten von H gleich H. Solche Uberlagerungen sollten besondere Betrachtung
finden.

Definition 8.30. Eine Uberlagerung heifit reguldr, normal oder galoisch, wenn fiir jede
Wahl von zp € X und Zo € 7 ({xo}) gilt, dass die charakteristische Untergruppe H
von 7 : (X, %) — (X, x0) eine Normalteiler in (X, zg) ist.

Definition 8.31. Sei 7 : X — X eine Uberlagerung. Eine Decktransformation f : X —
X ist ein Uberlagerungsmorphismus (also mo f = 7), so dass es einen Uberlagerungs-
morphismus g : X — X gibt mit go f = fog=idg.

- f -

(X,i'()) g (X7‘%6)

A

(X, z0)

Bemerkung 8.32. Die Menge aller Decktransformationen von 7 : X — X wird mit
Deck(X, X) bezeichnet. Deck(X, X) ist eine Untergruppe der Homéomorphismengruppe
Aut(X), sie heifit Decktransformationsgruppe.

Proposition 8.33. Eine Uberlagerung T X — X ist genau dann regulir, wenn die
Decktransformationsgruppe T' = Deck(X, X) auf einer (und damit auf jeder) Faser
7 ({z}) transitiv ist.

Beweis. “=" Seien %, i{, € 7 1(z0). Sind H bzw. H' die charakteristischen Untergrup-
pen von 7 : (X,%0) — (X,z0) baw. 7 : (X, %)) — (X, x0), so folgt aus der Annahme,
dass H = H'.

Nach dem Liftungssatz existiert ein Lift  von 7 : (X, #o) — (X, ) mit 7 : (X, %) —
(X, %)) mit 7oy =7 und (i) = 7).

(X, i‘())
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1 1

AufBlerdem existiert ein Lift v~ = 7 und v~ Y(Z}) = Zo. Dann sind yoy~! bzw.
v~ Yoy Lifts von m mit yoy ™1 (Z() = &{, bzw. v Loy(Zg) = Zo, also yoy ™t =y loy = id,
da Lifts eindeutig sind. )

“<” Ist H = [a]H[a"!] und H charakteristische Untergruppe von 7 : (X, %) —
(X, xp), so gibt es wegen Proposition 8.28 ein 7, € 7 1(x0), so dass H' charakteristische
Untergruppe von 7 : (X, () — (X, x0) ist. Da aber v € T' existiert mit v(Zg) = Zj
gilt H C H' und ebenso H C H’, also H = H'. Daraus folgt, dass H C (X, )
Normalteiler ist. ]

Bemerkung 8.34. Ist 7: X — X eine Uberlagerung und I' = Deck(X', X), so operiert I'
eigentlich diskontinuierlich auf X.

mit oy~

Beweis. Sei Zg € X und 1,72 € T mit v # 2 also v1(Zo) # Y2(Zo).-

Sei U eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von xy = 7 (Z), so gilt fiir die Blitter
ﬁo, 01, Ug iiber U, die Zg, 71(.7:’0) bzw. 72(:%0) enthalten, dass 01 = ’yl(Uo), UQ = ’)/2(00)
und U; N Uy = 0. Also operiert T' eigentlich diskontinuierlich. O

Proposition 8.35. a) Operiert G C Aut(X) eigentlich diskontinuierlich auf X, so ist

die Uberlagerung 7 : X — X /G =: X regulir und Deck(X, X) = G.

b) Ist ' : X — X eine regulire Uberlagerung und G = Deck(X, X), so existiert ein
Homdéomorphismus ® : X /G — X mit Por =7'.

7

X/G

X
Beweis. a) G operiert transitiv auf den Fasern der Uberlagerung
m: X — X/G,

(FaserI} sind die Gzo mit Zg € X ) also ist 7 reguldr. Klar ist auch, dass G C
Deck(X, X /G). Da jedes Element f € Deck(X,X/G) durch f(Zo) € 7~ ({m(Zo)})
festgelegt ist, und G frei operiert, ist tatsidchlich G = Deck(X, X /G).

b) Da n’ oy = ' fiir alle v € Deck(X, X) und 7’ : X — X regulr ist, folgt, dass ein
stetiges ® : X /G — X mit ® o = 7’ existiert.

X

| N
X/ x

® ist surjektiv, da 7 und 7’ surjektiv sind. ® ist injektiv, da 7’ regulir ist. Da 7, 7’
beides lokale Hom6omorphismen sind, ist auch ® ein lokaler Homdomorphismus.
O
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Bemerkung 8.36. Ist 7 : X — X eine regulire Uberlagerung, G ihre Decktransfor-
mationsgruppe, zop € X und H die charakteristische Untergruppe in 7 (X, xg), so ist
G=m(X,z)/H.

Beweis. Sei 7o € m1({zo}) fest, v € G und &, ein Weg von Zo nach (). Wir setzen
O:G —m(X,z0)/H : v+ [ay]H = H[ay),

WO Ly = T O (ty ist. . )
® ist wohldefiniert: Ist (3, ein weiterer Weg von o nach (%), dann ist & * B L=q
geschlossen, also
0] = ()8, in 7 (X, a0).

Also ist [ay] € H[3,] = [8y]H. Insbesondere stimmen die Linksnebenklassen {iberein.
® ist Homomorphismus: Sind v1,v2 € G, &; ein Weg von &y nach ~;(Zg) fur i = 1,2,
80 ist @j * (71 o &) ein Weg von & nach 1 (y2(Zo)). Also

®(y172) = [ o (a1 * (y10a2))|H = [an][ao] H = [ H[ao] H = @(71)®(72)-

O ist injektiv: Sei v € G und ®(y) = 1H. Ist &, wie oben, so ist [a] = m.([d])
fiir einen geschlossenen Weg 4 in X. Also ist @« ~ w o 4 bzw. & =~ 4. Daraus folgt
v(Zo) = @(1) = u(1l) = Zp und damit v = id.

O ist surjektiv: Ist [a]H € m1(X,x0)/H und & ein Lift von o mit Anfang Zo. Wegen
der Regularitét folgt aus Proposition 8.33 die Existenz von v € G mit v(Zg) = a(1).
Dann ist ®(v) = [o]H. O

Bemerkung 8.37. Fiir nicht regulire Uberlagerungen ist ® ein Isomorphismus nach
Norm H/H, wo Norm H der Normalisator von H in 71 (X, ) ist.

Bemerkung 8.38. Bemerkung 8.36 erlaubt es die Fundamentalgruppe (X, ) zu be-
rechnen, wenn 71 (X, Zg) und die Decktransformationen bekannt sind. Am einfachsten

ist dies, wenn 71 (X, &) = 1 ist, dann ist néimlich 71 (X, zo) = Deck(X, X).

Korollar 8.39. Operiert I eigentlich diskontinuierlich auf einem einfach zusammen-
hidngenden Raum X, so gilt fir die Fundamentalgruppe von X = X /T, dass m1(X) = T.

Beispiel 8.40. a) Da S' 2 R/Z und 7 (R) = 1 ist, gilt m(St) = Z.

b) RP™ = S"/Z3 und S™ ist einfach zusammenhingend fiir n > 2, also ist in diesem
Fall m (RP™) = Zs.

¢) Fiir die Linsenrédume L(p, q) = S3/Z, ist aus dem gleichen Grund m(L(p, q)) = Z,.

Definition 8.41. Ist # : X — X eine Uberlagerung und X einfach zusammenhéngend,
so heifit 7 die universelle Uberlagerung.

Bemerkung 8.42. a) Ist g € X und &9 € 7 (20), soist 7 : (X, &0) — (X, xo) universell
in folgendem Sinne: Ist 7 : (X,Z9) — (X, xo) eine weitere Uberlagerung von X, so
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existiert genau ein Uberlagerungsmorphismus ® : (X ,#0) — (X, Z0), ndmlich der Lift

von 7 entlang 7.

(X, #0) = (X, 7o)

(X, )

b) Daraus folgt, dass die universelle Uberlagerung bis auf einen Uberlagerungsisomor-
phismus eindeutig ist.

c¢) Offenbar sind ex: R — S!, 7: 8" — RP", m: 8% — L(p,q) und 7 : R* — R"/Z" =
T" universelle Uberlagerungen.

Theorem 8.43 (Haupsatz der Uberlagerungstheorie). Sei (X, zq) ein zusammenhdn-
gender, lokal wegzusammenhingender topologischer Raum, der eine universelle Uberla-
gerung besitzt. Dann gibt es zu jeder Untergruppe H der Fundamentalgruppe von (X, x¢)
bis auf Isomorphie genau eine Uberlagerung m : (X, &) — (X, x0), deren charakteristi-
sche Untergruppe gerade H 1ist.

A~

Beweis. Eindeutigkeit folgt aus Satz 8.27.
Ezistenz: Sei G = 71 (X, xo). Wir fassen G als Decktransformationen von 7 : (X, Zg) —
(X, zp) vermoge des Isomorphismus

P - G—>Deck(X',X) o] — 7,

wo v die Decktransformation von X ist, die o in &(1) iiberfiihrt. Dabei ist & der Lift
von « mit Startpunkt zg.

Idee: wenn es iiberhaupt ein 7 : (X, %) — (X, z0) gibt, das charakteristische Unter-
gruppe H hat, so existiert ein eindeutig bestimmtes f : (X &o) — (X, &) mit wo f = 7,
und dieses f muss eine universelle Uberlagerung von (X Zo) sein. Da f regulér ist, ist
damit X = X /H der einzige Kandidat.

Setze also X := X /H. Weil #(y(2)) = #(2) fiir alle v € H,# € X, existiert genau ein
stetiges 7 : X — X mit o f = 7.

~

X X
e
X=X/H

Ist x € X beliebig, so wihle eine Umgebung U von z, die beziiglich 7 gleichmafig

iiberlagert ist. .
I U) = Uaelﬁa‘

In der Indexmenge I setzte o ~ 3 wenn es ein v € H gibt mit 7Ua = U/g. Sei J C I ein
vollstandiges Repriasentantensystem fiir diese Aquivalenzrelation, dann ist

1 (U) = UBEJUﬂ
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WO Ug =f (ﬁg) ist, und fiir jedes § € J gilt 7T|l~],8 : 05 — U ist ein Homdomorphismus,
denn fo (fr|lf]1) ist das Inverse. Also ist 7 eine Uberlagerung.
)

SchlieBlich gilt: [a] € 71 (X, zg) ist in H < 3y € ®(H) C Deck(X, X) mit vio = &(1)
& [o] € Bild(m,). 0

Beispiel 8.44. a) Zur Untergruppe nZ C Z fiir n > 1 gehort die Uberlagerung pot,,
St — S1: 2 2" Es gibt nur diese und die universelle # = ex : R — S*.

b) Da m(RP") = Z/2Z fiir n > 2, gibt es nur zwei Uberlagerungen, nimlich id :
RP" - RP" und 7 : S" — RP".

Frage: Wann existiert eine universelle Uberlagerung?

Bemerkung 8.45. Sei X lokal wegzusammenhingend und zusammenhéngend. Hat X eine
universelle Uberlagerung, so hat jeder Punkt x € X eine Umgebung U C X, so dass fiir
die Inklusion i : (U, x) — (X, z) gilt, dass i, : m (U, x) — 71 (X, z) trivial ist.

Beweis. Sei # : X — X universelle Uberlagerung von X und z € X. Wiihle eine gleich-
miBig iiberlagerte Umgebung U C X von z und & € 71 ( ). Sei U C X das Blatt iiber
U, das 2 enthilt. Ist [a]y € (U, z), so ist & := (7|;) "' o a ein geschlossener Lift von
a, also (@] ¢ = 1 und folglich i, ([o]y) = [a]x = 7x ([d] ) =1. O

Definition 8.46. Ein lokal wegzusammenhéngender, zusammenhéngender topologischer
Raum heiit semilokal einfach zusammenhdngend, wenn jeder Punkt x € X eine Umge-
bung U C X besitzt, so dass fir i : (U,x) — (X,z) die Abbildung i : w1 (U,z) —
m1 (X, x) trivial ist.

Beispiel 8.47. a) Hat jedes x € X eine einfach zusammenhéngende Umgebung U, also
m1(U) =1, so ist X semilokal einfach zusammenhéngend.

b) Insbesondere sind alle Mannigfaltigkeiten semilokal einfach zusammenhéngend.

¢) Ein unendliches Produkt von Kreislinien S' x S! x ... ist nicht semilokal einfach
zusammenhéngend.

d) Ein unendliches Bukett von Kreislinien X = \/72; S! ist semilokal einfach zusam-
menhéngend.

e) Der Raum
o0
U {(z.y) eR*: (@ = 1)+ = 5}
ist nicht semilokal einfach zusammenhéngend. Insbesondere ist X 2 Y.

Satz 8.48. Fin zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender Raum X ist genau
dann semilokal einfach zusammenhdngend, wenn er eine universelle Uberlagerung besitzt.
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8 Uberlagerungen

Beweisidee: “«<” Bemerkung 8.45.

“=7 Ist 7 1 (X, #0) — (X, xo) eine universelle Uberlagerung, so ist # ein “Biindel” iiber
X mit Faser I' = m1 (X, zg), d.h. fiir alle z € X existiert eine offene, wegzusammenhén-
gende, Umgebung U von z, so dass #~1(U) = U x I, wobei I' die diskrete Topologie
tragt. Ein HomGomorphismus ist folgendermaflen gegeben. Wihle einen Weg v von xg
nach x und fiir jedes y € U einen Weg w von x nach y in U. Setze fiir « = v *w

Pyt Ux T — 7 1(U) : (y,[6]) = a(1),

wo & der Lift von a ist mit &(0) = 8(1) und 3 ist Lift von 8 mit Anfangspunkt .

Py ist wohldefiniert, falls iy : m(U,x) — m(X,x) trivial ist, denn dann sind alle
moglichen w homotop zueinander, und Endpunkte von Lifts hingen nur von der Homo-
topieklasse ab.

Dy, ist surjektiv, denn zu § € #~1(U) wihle U, das Blatt, das § enthilt und & =
a7 (z)N U. Wihle einen Weg @ von 4(1) nach #. Dann gilt mit 3 := y*moa*vy~!, dass
O (7(9), 18]) = ¥

Oy ist injektiv, denn Py (y1, [41]) = Puy (Y2, [B2]), genau dann wenn y; = y» und
B * (2 ein geschlossener Weg und damit nullhomotop ist. Dann ist [8; * 55 1] =1 bzw.
[61] = [B2]- .

®y ist Homdomorphismus, denn ist Ujg das Blatt iiber U ist, das @y, (z, [(]), so ist
Py, U x {[B]} — U[ﬁ], ist ein Homomorphismus, da 7o @y, : U x {[B]} — U ein
Homoéomorphismus ist.

Ist # : X — X gegeben, so konnen wir X durch offene Mengen {U; : j € J} tber-
decken, die wegzusammenhéngend sind, und fiir die i, : 7 (U;) — m1(X) trivial ist.
Wiihle z; € U; und Wege v; von z¢ nach x;. Sind i; : #=5(U;) — X die Inklusionen, so
ist

F:) UpxT =X mit Fly,xr=ij0y, 4,
jeJ
eine surjektive Abbildung.
Setzen wir fiir y;, € Uj, x I', i = 1,2 dass y;, ~ y;, < F(y;,) = F(y;,), so folgt, dass
X:ZjeJUj x '/ ~.

Um X zu konstruieren miissen wir also diese Relation berechnen. Dies tun wir indem

wir Klebeabbildungen g;; : Uy N U; — I' bestimmen, so dass gilt

(I)(}jl,yj o Dy, 4, (z,[a]) = (xygij [a]).

Ist X gegeben, so kénnen wir die g;; wie folgt berechnen. Setze ®; := ®y, ,, bzw. &; =
Oy, ;. Fiir @710 @, : (UiNUj) x T — (U; N U;) x T gilt

(1, 18) = (y, [a* (i x wi xwy 7)),

wo w; Weg von x; nach y ist und wj; ist ein Weg von x; nach y. Denn

i (y, [a]) = ®;(y, [B]) & a 77 Fwi(1) = B x; *w;(1)
& (axyixwixw; !+ )= 6(1).
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Setzen wir g;; : Uy NU; — ' 1y = [y * w; * w; *fyj 1, so gilt <I>j_1 o ®,(y,[a]) =
(v, []gi5(y))-

Dann ist g;; unabhéngig von den Wahlen w;, w; und auflerdem ist g;; konstant auf
den Zusammenhangskomponenten von U; NUj, also ist g;; stetig. Damit kénnen wir nun
den Beweis beginnen.

Beweis (von Satz 8.48). Sei z9 € X. Wihle eine Uberdeckung {U; : i € I} von X und
Punkte z; € U;, so dass i, : m1 (Ui, x;) — w1 (X, z;) trivial ist. Wihle nun feste Wege ~;
von xg nach z;. Fiir jedes Paar (i,5) € I x I setze

:U;NU; =T x'—>[*yl>sz>x<w £ 1

wobei w; ein Weg in U; von x; nach z ist und w; ist ein Weg in U; von z; nach x. Da
is 2 1 (Us, ;) — m1(X, x;) trivial ist, hdngt g;; nicht von der Wahl der Wege w; und w;
ab und ist auf Zusammenhangskomponenten von U; N U; konstant.

Setze schliefllich fiir (z,[a]) € U; x I' und (y,[B]) € U; x I die Relation (z, [a]) ~
(y,[0]) :& « =y und [5] = [a]gi;j(x). Definiere X := (Ziel Uy xT)/ ~.

Bezeichne
q: ZUi xI'— X : (z,[a]); — {(z,[a])i}
i€l
wobei (z, [a]); € U; x I und {(z,[a]);} die Aquivalenzklasse davon in X ist. Setze
7: X — X {(z[a])i} — =

Ist ig € I und xo € U;y, so setze Zo := {(xo, 1), }-
Nach Konstruktion ist

dluoqiony Ui x {[a]} = Ul = a(Ui x {[e]})

ein Homoomorphismus, denn ¢ ist bijektiv, da ~ nur Punkte aus verschiedenen U; x
{la]} und U; x {[#]} identifiziert, und damit ein Homéomorphismus nach Definition der
Quotiententopologie. Auflerdem ist

1y | i

Also ist 7 eine eventuell nicht zusammenhingende Uberlagerung, insbesondere ist X
lokal wegzusammenhéngend.
Fiir den Beweis bendtigen wir weiterhin folgendes Lemma:

Lemma 8.49. Sei xg € Uy, [a] € T' = m1 (X, x0). Dann gilt fir alle [5] € T, dass der Lift
& von o mit Anfang {zo, [0])i,} Endpunkt {(xo, [5][a])i,} hat.

Damit kénnen wir den Beweis von Satz 8.48 nun fortsetzen.

X st zusammenhdngend. Sin 1, To € X. Wihle einen Weg ~1 von x1 = 7(Z1) nach xg
und einen Weg ~, von xa = 7(Z2) nach zg. Lifte diese zu 41 bzw. 42 mit anfangspunkten
#1 bzw. 9. Daher sind &1 und &5 mit der Faser #~!(zg) verbindbar.
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Wir koénnen im Folgenden also ohne Einschréinkung annehmen, dass &1 = {(zo, 1), }
und 3 = {(zo, [])i, }. Der Lift von a verbindet nach Lemma 8.49 aber gerade #; mit
Zo.

X st einfach zusammenhingend. Fiir &g = {(x0, 1)} sei [a] € 1(X,Z0). Dann ist &
Lift von o = & o & mit Anfang Zp. Aus Lemma 8.49 folgt, dass

{(®0,1)ip} = 20 = &(1) = { (w0, L[])io }

und damit [o] = 1. Aus Lemma 8.18 folgt [4] = 1. Also ist 7 : (X, &0) — (X,z0)
universell. O

Beweis (Beweis von Lemma 8.49). Sei « : [0,1] — X, ein Weg mit «(0) = a(l) = zp.
Wihle eine Unterteilung
O=tr<thiL <...<tp, =1,

so dass oy, 4 ([tk—1,tk]) C U, fir k= 1,...,n und i, = io.

Setze yr = a(ty) und ay := o, _, 4,]- Nach Konstruktion von g;; gibt es einen Weg
Vi, von zg nach z;, und einen Weg wy, in Uy, von zy nach yg, so dass gi, i, (yx) = [ui]
mit

Ufp = Vi—1 * W1 * Qf * w;l * fyk_l.
Ist T = G(tg), so ist wenn Zx_1 = {(yr—1,[0])s,) auch & = {(yg, [5])i, }, da T diskret ist.
Folglich ist

a(1) = {(zo, [B]ioir (Y0)Giris (Y1) * * * Gir_1in (Yn—1))io }
= {(zo, [B][w1] - -~ [un])io }
= {(zo, [B][on * - - - x an])io }
= {(z0, [A] [a])lo}

O

Bemerkung 8.50. In vielen mathematischen Disziplinen bzw. Kategorien kann man ein-
fach zusammenhéngende Objekte klassifizieren. Daher hat die Uberlagerungstheorie hiu-
fig Anwendungen auflerhalb der Topologie:

a) Funktionentheorie. Riemannsche Fléchen. Uniformisierungssatz der Funktionentheo-
rie: X einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche = X = D? C,CP".

Da Aut(D?), Aut(C) und Aut(CPl) einfach zu berechnen sind, kennen wir alle Rie-
mannschen Flichen X = X /T recht gut.

b) Differentialgeometrie. Einfach zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeiten
mit konstanter Krimmung: S™ R"™, H™.

c¢) Lie-Gruppen.

d) M einfach zusammenhéngende 3-dimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit, dann ist M3 = §3.
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Motivation

e Der Funktor m; kann nur niederdimensionale Lécher finden, z.B. ist m1(S™) = 1
fiir n > 2. Wir wollen nun auch solche Locher wie in der S™ finden.

e Dazu konstruieren wir einen Funktor Hy : Top — Ab, der einem topologischen
Raum X eine abelsche Gruppe Hj(X) zuordnet, so dass Hy(X) — grob gesprochen
— fiir jedes k-dimensionale Loch einen Faktor Z hat.

e Der Hauptunterschied zur Fundamentalgruppe im Falle Hy(X) ist folgender. Ein
geschlossener Weg o : Sq¢ — X ist nullhomotop, wenn er Rand einer Scheibe B>
in X ist. Wir wollen nun Rénder allgemeinerer Objekte zulassen, und definieren
einen Weg als nullhomolog, wenn er Rand einer Flache F' C X ist.

e [dee Eine k-Kette in X ist eine Aneinanderreihung von Bildern von k-Simplizes. k-
Rénder sind die Bilder der Rénder von (k+1)-Ketten. Ein k-Zykel ist eine k-Kette,
die keinen Rand hat. Wir fragen dann welche Zykel keine Rénder sind. Algebraisch:

8k,1 o@k =0

//\
. >Ck(X)Tk>Ck71(X)K>Ck*2 s

9 Kettenkomplexe

Definition 9.1. a) Ein (nicht-negativer) Kettenkomplex C besteht aus einer Familie
abelscher Gruppen (Cj)kez mit Cy = (0) fiir £ < 0 und einer Familie von Homomor-
phismen (9 : Cx — Ck—1)kez mit der Eigenschaft 01 o 0 = 0 fiir alle k € Z, kurz
0% = 0. 9 = O, heiBt Randoperator von C und die Elemente von Cj, heilen k-Ketten.

b) Sind C und C’ zwei Kettenkomplexe, so ist eine Kettenabbildung f : C — C' gegeben
durch eine Familie von Homomorphismen (fj : Cy — C}.)rez, so dass fiir jedes k € Z
gilt 8,; o fk: = fk—l o ak

0
o Ny -

J/fk \Lfk—l
8/

= Ol O
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Definition 9.2. Sei C ein Kettenkomplex. Fiir jedes £ € N nennen wir Zy(C) := ker(dk)
die k-Zykeln von C und By(C) = im(dpy1) die k-Rinder von C. Da 02 = 0 gilt, ist
By(C) C Zi(C) eine Untergruppe. Die Faktorgruppe H(C) := Z;(C)/Bx(C) heifit die
k-te Homologiegruppe von C. Ihre Elemente [z] = z + By(C) fiir z € Z;(C) heilen Homo-
logieklassen.

Bemerkung 9.3. Ist f : C — C’ eine Kettenabbildung, so bildet f Zykel in Zykel und
Rénder in Rénder ab, und induziert damit fiir jedes k € N einen Homomorphismus

Hy(f) = fr - He(C) = Hi(C') : [2] = [fu(2)].

Beweis. Ist z € Zy(C), so ist 0}, fr(2) = fr—10k(z) = 0. Und ist z = Ox41(c) € Bi(C), so

gilt fe(2) = feOky1(c) = Op 1 fry1(c). U

Bemerkung 9.4. a) Die Kettenkomplexe bilden mit den Kettenabbildungen eine Kate-
gorie KK.

b) Fiir jedes k € N ist Hy ein Funktor von KK nach Ab, da Hi(id) = id, Hx(f o g) =
Hy,(f) o Hy(9)-

c) Hj, respektiert (endliche) Summen
Hi(C® ') = H,(C) @ Hi(C')
Definition 9.5. Eine Sequenz (Ag)qer (mit I = Z oder I endlich) von abelschen Grup-
pen mit Homomorphismen f, : Ay — Ag4_1
s Aga A, Ta s

heifit exakt, wenn fiir alle ¢ gilt, dass im f,41 = ker f,.

Bemerkung 9.6. a) Ein Kettenkomplex ist also genau dann exakt, wenn alle Homologie-
gruppen trivial sind. Es gilt immer imdy1 C ker dk, und H(C) ist ein Maf fiir die
Nicht-Exaktheit.

b) Die Sequenz
0——=A——B
ist genau dann exakt, wenn f injektiv ist. Die Sequenz
B—2~C—>0
ist genau dann exakt, wenn g surjektiv ist.
c¢) Eine exakte Sequenz der Form

f

0— A1 9o0c— >0

heifit kurze exakte Sequenz. Hier ist f injektiv, g surjektiv, und es gilt imf = ker g.
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9 Kettenkomplexe

Beispiel 9.7. a) Seien A, B abelsche Gruppen, A @ B(= A x B) ihre direkte Summe,
sowie i : A — A @ B die Inklusion auf den ersten Summanden und 7 : A® B — B
die Projektion auf den zweiten Summanden. Dann ist

0*>A$A ®B—L>B——>0
exakt.

b) Fiir eine kurze exakte Sequenz

braucht aber nicht zu gelten, dass C' = A & B. Dies ist aber genau dann der Fall,
wenn ¢ ein Rechtsinverses h : B — C besitzt, d.h. es gilt g o h = idp.

In diesem Fall sagt man, dass die kurze exakte Sequenz spaltet. Folgende kurze exakte
Sequenz spaltet zum Beispiel nicht:

0 y A

Z—">7/2Z—>0

c¢) Ist B eine freie abelsche Gruppe, so spaltet

immer.

Definition 9.8. a) Eine kurze Sequenz von Kettenkomplexen

f g
0 c’ C c” 0

mit Kettenabbildungen f, g heif3t exakt, falls fiir jedes k € Z die Sequenz

0——=C. T o

exakt ist.

b) Wir definieren fiir jede kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

f g
0 c C c” 0

den verbindenden Homomorphismus Oy : H,(C") — Hy_1(C") wie folgt:

0:([2"]) = [fiy 0 O 0 g (2")].

75



III. Homologie

v
i% ( la,@ ia,’;
/ fk—l & 9k—1 1/
0—=Cpy Cr— Cr-1 0
lallc—l Ok—1 iaga
0— > 012_2 Jr—2 Crsy Gk—2 C]:;/_Q 0

Bemerkung 9.9. 0. ist wohldefiniert, denn 0, ([2"]) héngt nicht von der Wahl der Urbilder
ab, und diese Urbilder existieren auch.

Beweis. a) FEzistenz: gy ist surjektiv, also 3¢ € Cy : gx(c) = 2.

Eindeutigkeit: Seien c1,co € Cy mit ggc1 = giCa.

b) Ezistenz: gr—10kc = Ol gre = 02" = 0 also 32’ € C}_; mit fr_12" = Jyc.

Eindeutigkeit: Seien 21,25 € C}, mit fy_12] = Opc1 und fr_125 = Opca.

¢) Existenz: fr_20;_12" = Op—1fr—12" = Op—10kc = 0. Also ist 9;_,2" = 0 wegen Exakt-
heit und folglich 2’ € Z}_;.

Eindeutigkeit gi(ca — c1) = 2" — 2" = 0. Also existiert ¢ € C} mit fid = c2 — c1.
Dann ist

Je—104¢ = Opfrd = Or(c2 — 1) = fr125 — fro—121 = fo—1(2p — 21)-

Damit folgt 25 — 2 = 0,.¢ also [2]] = [25].
Satz 9.10 (Die lange exakte Homologiesequenz). Sei

f g
0 c’ C c” 0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann ist die (lange) Sequenz abelscher
Gruppen

* * 8* *
o Hin(€) o Hin(€) =2 Higa (€)%= Hy(C') == Hy(€) -~

exakt.

Beweis. Insgesamt sind sechs Inklusionen zu zeigen. Exemplarisch zeigen wir hier die
Exaktheit an der Stelle H(C').

76



a) S(?l Z’” E Z// 1 Z =+ C// . DaIlIll l

Fe0.([2"]) = Fullf " Ors193 i1 (Z)]) = [Ors1g 1 (Z7)] = 0
Also ist im0, C ker fi.

b) Ist 2’ € Z; mit f.([2']) =0, so ist fz2z’ € By. Folglich existiert ¢ € Cy1 mit Opy1c =
fr?'. Setze 2" := gj1c. Dann gilt

/! 1! /! !
012" = 04 19k41¢ = grOkgr1c = gr o frz' =0

also ist 2" € Z}! 1+ Schlieflich ist

0u([2"]) = [fy ' Okr19512") = Ufy "Okae) = [ fi2'] = 2]
und damit ker f, C im0,.
O

Definition 9.11. Zwei Kettenabbildungen f, g : C — C’ heiflen kettenhomotop, wenn es
eine Familie von Homomorphismen

{Dk 1 Cp — Cllc+1}k:ez

gibt, mit
Oy1Dk + D10k = gk — [

Wir nennen D eine Kettenhomotopie zwischen f und g und schreiben D : f ~ g.

v fem v
—_— !
—
Ck+1 gl k41

| .

Cr —3 o

| ]

_— I
—=C
Cr-1 gr—1 k-1

Bemerkung 9.12. Sind f,g : C — C’ kettenhomotop, so stimmen die induzierten Homo-
morphismen f, g, : H(C) — H(C') iiberein, also fi = gx.
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III. Homologie

Beweis. Sei z € Zy(C) dann ist
91(2) = fio(2) = O 41 Di(2) + Di—1 Dz, € Bi(C')
=0
und folglich
fell2]) = [fe(2)] = lgr(2)] = g«([2])-
(]

Bemerkung 9.13. a) Ist C ein Kettenkomplex, so nennt man C’ einen Teilkomplex C' C C,
wenn C}, C Cy, fiir alle k € Z eine Untergruppe ist, so dass 0;x(C},) C C}._,. Dann ist
{Cl: Olc; = O trez selbst ein Kettenkomplex.

b) Sind €’ und C” Teilkomplexe, so sind auch ihr Durchschnitt C' N C" C C und ihre
Summe C' + C" C C wieder Teilkomplexe.

¢) Fiir C',C" C C induzieren die Inklusionen j' : ¢’ — C'+C” c Cund j” : " — C'+C"
eine Kettenabbildung

(I) — (j/’j//) . C/ EBC// N C/ +C// . (C’,C//) — j/(C/) +j//(0//)

denn die direkte Summe von C’ und C” ist die Summe von C’ und C” in der Kategorie
KK.

Definition 9.14. Sei C ein Kettenkomplex. Ein Paar (C’,C"”) von Teilkomplexen heifit
Ausschneidungspaar, wenn die Inklusion 7 : C' + C” — C einen Isomorphismus in der
Homologie induziert:

iv: Hi(C'+C") — H(C).

Satz 9.15. Sei C ein Kettenkomplex und (C',C") eine Ausschneidungspaar. Dann exi-
stiert eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen

o Hy 1 (C) 2= Hy,(C' 0 C") 2= Hy (C') @ Hi,(C") = Hy,(C)—2> . ..

die sogenannte Mayer-Vietoris-Sequenz.

Beweis. Betrachte folgende Sequenz von Kettenkomplexen

0——=C'NC"'——C @ C'—">C +C"—0 (I1..1)

mit i(c) = (¢, —¢) und 7(c, ") = ¢ + . i ist injektiv, 7 ist surjektiv und 7 (¢, ") =
0< Jee ' NC” mit (¢, ") =i(c), ndmlich ¢ = ¢ = —¢”. Also ist die Sequenz (III..1)
exakt.
Ist nun ® der natiirliche Isomorphismus von H(C') & H(C") — H(C' @ C") mit
®([2'], [z"]) = [(z',2")] und
U:HC +C")— H(C)
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10 Die singuldren Homologiegruppen

der von C' + C"” — C induzierte Isomorphismus, so setze
A:=0,09 1 M 1(C) — Hy(C'NC")
p=o"toi,: HC' NC") — H(C") @ H(C")
vi=Vomod:H(C® H(C") — H(C).

Dann folgt aus der Exaktheit der langen Homologiesequenz von (III..1) die Exaktheit
der Mayer-Vietoris-Sequenz.

e HW(C'NC) — s Hy(C' a0 — " Hy(C' 0" -2 Hy (N ) ——

NN

Hy(C") @ Hi(C") Hi(C)

10 Die singularen Homologiegruppen
Definition 10.1. Sei k € N = {0, 1,...}. Das k-dimensionale Standardsimplex ist
k k
A = {$ S RFHL . $:ZA7;€Z',O <\ < 1,2)\1 = 1},
i=0 i=0
wobei eq, . .., e die Standardbasis von R™*1 ist.

Bemerkung 10.2. a) Jeder Punkt x € Ay hat eine eindeutige Darstellung x = Ef:o Ai€;
(baryzentrische Koordinaten).

b) Die der Ecke e; gegeniiberliegende Seite wird mit
' k
1 =T EAp T = Z Aje;

J=0,57#1

bezeichnet. Dabei ist AY, := ().

Ist 5,’;_1 s Ap_q — AZ—1 die Einschrinkung der linearen Abbildung von R* nach
RFHL die ej — ¢; fiir j < 7 und e; — e;jqq fiir j > 4 abbildet, so ist (5,’;_1 offenbar
bijektiv.

Lemma 10.3. Firk e N und 0 <i < j <k gilt

J i Y j—1
0310 0p_g = 0p_1 003 _5.
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III. Homologie

Beweis. Die linke Seite bildet wie folgt ab:

[<i:e e e
i§l<j—1:el»—>el+1»—>el+1
le—1:€l’—>€l+1D—)el+2

und die Rechte Seite:

[<i:e e ¢
i§l<j—1:€ll—>€l'—>el+1

1 >j—1:e €41 ey

O

Bemerkung 10.4. Ahnlich wie in der Kategorie der Gruppen ordnet man auch in der
Kategorie Ab der abelschen Gruppen jeder Menge A die von A frei erzeugte freie abelsche

Gruppe zu:
F(A) =Pz,
acA

dh. ihre Elemente sind von der Form g = ) acA Naa wobei nur endlich viele der n, € Z
von Null verschieden sind.

Ist i : A — F(A) mit i(a) = a = la, so ist die universelle Eigenschaft von (F(A),1)
diejenige, dass zu jedem anderen Paar (G, j), wo G eine abelsche Gruppeund j: A — G
ist, genau ein Homomorphismus ® : F(A) — G mit ® o i = j gibt, ndmlich

@:ZnaaHZna]’(a) A*ZSF(A)

N

G

Definition 10.5. Sei X ein topologischer Raum, k& € N und Ay das Standard k-Simplex
mit der von R¥*! induzierten Topologie.

a) Ein singulires k-Simplex in X ist eine stetige Abbildung o : Ay — X.
b) Sei Si(X) die von allen singuléren k-Simplizes erzeugte freie abelsche Gruppe
Sk(X) = F(3(X))

WO
Yp(X) :={o: A — X : o stetig}.

Jedes Element ¢ = v ny0 heifit k-Kette in X.

c) Fiir jedes k € N definiert man den Randoperator

Ok + Sp(X) — Sk—1(X)
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10 Die singuldren Homologiegruppen

auf den erzeugenden singulidren k-Simplizes wie folgt:

k

0o =Y (~1)'c 08} € Sp_1(X)
1=0

und setzen dann J auf eindeutige Weise zu einem Homomorphismus fort.

Bemerkung 10.6. Die Familie S(X) = {Sx(X), Ok }rez mit Sip(X) = 0 fiir k£ < 0 ist ein
Kettenkomplex.

Beweis.

k
Ok—1 0 0k(0) = Ok—1 Z jao(%fl

j=0

k
= E )"*go08] 00}

(U}
Z Do (5%_1 00k o+ Z (-=1)"™go (5%_1 0dh 4
0<i<j<k k—=12>i>35>0

— (-D)™ood, 08 5+ > (-)Mood] 04,
0<i<j<k k—1>i>5>0

=) >, (DHoog 08+ Y (D)Mo 08,

0<i<j<k—1 0<i<j<k—1
=0.

Dabei haben wir im letzten Schritt in der ersten Summe den Index j durch j — 1 ersetzt
und in der zweiten Summe ¢ und j getauscht. (]

Bemerkung 10.7. a) Wir nennen C = {S(X), 0} den singuliren Kettenkomplex von X.

Entsprechend heiflen die Elemente von Zi(X) = ker 0y singuldre Zyklen und die
Elemente aus By (X) = im0g4+1 singulire Réinder auf X. SchlieBlich heifit Hy(X) =
Zy(X)/Br(X) die k-te singuldre Homologiegruppe von X . Es ist fiir jedes k € N eine
abelsche Gruppe.

Wiéhrend i.a. Si(X) und auch Zx(X) sehr grole Gruppen sind, so ist die Hoffnung,
dass auch By (X) so grof ist, damit Hy(X) = Zy(X)/Bk(X) iibersichtlich wird und
gerade die k-dimensionalen Rénder von X findet.

Beachte, dass wir an die Erzeuger o € ¥ (X) keine Voraussetzung auler der Stetigkeit
gemacht haben. Dies ist erstaunlich, da wir in intuitiven Bildern meist an eingebettete
o denken.

Wir machen S : Top — KK zu einem Funktor wir folgt. Ist f : X — Y stetig, so sei
Sf:S(X)— S(Y) auf singuliren k-Simplizes o gegeben durch Sy f(c) = foo. Dazu
ist nachzupriifen, dass 0;S, = Si_10k.

Damit ist HioS : Top — Ab ein Funktor. Insbesondere sind zwei topologische Rdume
X und Y nicht homéomorph, wenn Hy(X) und Hy(Y') nicht isomorph sind.
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III. Homologie

Bemerkung 10.8. Sei X = {pt} der einpunktige topologische Raum. Dann ist Hy(X) = Z
und Hy(X) = (0) fir £ > 1.

Beweis. Fiir jedes k € N gibt es nur ein singuléres k-Simplex, das konstante, oy, : A —
X. Sein Rand ist

k k
, . ) 0 k ungerade, k> 1
dor =3 (~1)igod) = <§ j<—1>2> Oho1 = { g

p p 1 k gerade.

Also ist S(X) = Z und Z;(X) = (0) fiir k gerade (k > 2) also Hy(X) = (0) fiir k& gerade
und k& > 2.

Fiir k£ ungerade ist Zy(X) = Sp(X) = Z, sowie Bi(X) = Sip(X) = Z. Folglich ist
Hy(X)=12Z/Z = (0).

SchlieBlich ist Zy(X) = So(X) = Z und By(X) = 0 und damit Hy(X) = Z. O
Bemerkung 10.9. Sei X ein topologischer Raum und X = U
Wegekomponenten. Dann gilt fiir jedes k € N, dass

Hy(X) = @5 He(X2).

el

serXi sel eine Zerlegung in

Beweis. Das Bild eines singulédren k-Simplexes o : Ap — X liegt in einer Wegekompo-
nente, denn Ay ist wegzusammenhingend. Also ist

Sp(X) = & Sk(Xi) Zn(X) = 6P Zr(Xi)

iel iel
und jedes S(X;) C S(X) ist ein Teilkomplex, da 9(S(X;)) C S(X;). Damit ist S(X) die
direkte Summe von S(X;) und folglich Hy(X) = @, H(X;). O

Bemerkung 10.10. Ist X wegzusammenhingend, so ist Ho(X) = Z.

Bewets. Eine 0-Kette ist ein Element ¢ = Z:Zl n;x; mit Gewichten n; € Z und z; € X.
Definiere ¢ : So(X) — Z, e(z) = 1 bzw.

r r
i=1 i=1

Ist o ein singuldres 1-Simplex, so ist o ein Weg von o(ep) nach o(e;) und €(do) =
e(o(e1) —o(eg)) = 0. Also existiert eine Abbildung

Zm] =Y n

Ist xp € X fest, so ist &([nxzg]) = n fiir n € Z, also ist € surjektiv.
Jeder 0-Simplex ist homolog zu zg € X, da X wegzusammenhéngend ist. Ist z =
> mix; mit £(z) = 0, so ist Y n; = 0 und damit

[2] = milwi] = > nilag] = 0.

Also ist € injektiv und folglich ein Isomorphismus Hy(X) = Z. O

E:Ho(X)—Z:
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10 Die singuldren Homologiegruppen

Bemerkung 10.11. a) Nach Bemerkung 10.9 und 10.10 ist Hy(X) also eine freie abelsche
Gruppe. Thr Rang ist die Anzahl der Wegekomponenten von X.

b) Ein topologischer Raum X heifit azyklisch, wenn Ho(X) = Z und Hy(X) = 0 fiir
k > 1. Er hat dann keine “wesentlichen” Zykel.

Satz 10.12. Fir jedes n € N ist R™ azyklisch.

Beweis. Kegelkonstruktion. Sei k € N. Jeder Punkt = € Ay hat eine eindeutige Dar-
stellung
= (1—t)ey+ 5y (y)
mit y € A und 0 <t < 1.
Ist p € R™ ein beliebiger Punkt, so definiert man fiir jeden k-Simplex o : Ay — R”
den Kegel tiber o durch

Cpo i Apyp1 — R™: (1 —t)eg +top(y) — (1 —t)p + to(y)

und setzt dann C), zu einen Homomorphismus C), : Sp(R") — Si41(R") auf allen k-
Ketten fort.
Behauptung: Fiir alle ¢ € Sp(R™) mit k£ > 1 gilt

9(Cpe) = ¢ — Cp(0c)

Insbesondere ist also jeder Zykel Rand des Kegels iiber ihm, z = 9(Cpz) und damit
Hiy(R") =0 fir k > 1.
Beweis der Behauptung: Es reicht zu zeigen, dass 0(Cpo) = 0 — Cp(0do) fiir alle o €

Yr(R™). Es gilt

k+1

0(Cpo) = (~1)'Cyo 0 6.

=0
Nach Definition von Cpo ist Cpo 0 §) = 0. Fiir y € Ap_1 mit y = (1 — t)eg + tdy_,(2)
mit z € Ap_q gilt fiir i > 1

i(y) = (1 —t)eq + 0509 _1(2) = (1 — t)eg + 62581 (2).

Also ist
k+1 ' ' k+1 ' A
D (-1)iCpo o Gi(y) = > (-1 (1 = t)p + to )"} (2))
i=1 i=1
k
= (-1)> (1) (1 = t)p + tod}_,(2))
=0
k
== (=1)'Cy(o 06, _1)((1 = t)eo + t6)_(2))
=0
k
=-Cp (Z(—l)iff ° 51@1) (y)
=0
= —Cp(90)(y)

83
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Folglich ist 9C), = o — Cp(00). O
Bemerkung 10.13. Satz 10.12 gilt fiir jede konvexe, bzw. sternférmige Teilmenge des R™.
Lemma 10.14. Seien i,j : Ap — Ag x [0,1] die Inklusionen mit i(x) = (x,0) und
j(z) = (z,1), so sind Si,Sj : S(Ar) — S(Ak x [0,1]) kettenhomotop.

Beweis. Wir konstruieren eine Kettenhomotopie D : S;(Ag) — Si+1(Ag x [0,1]) per
Induktion.

Sei [ = 0 und o ein singulérer 0-Simplex o(eg) = x© € Ag. Setze Dyo((1 —t)eg+ter) =
(x,t), dann ist

0Dgo = (x,1) — (2,0) = j(z) —i(x) = Sj(o) — Si(o).

und folglich 0Dy + D_10 = Sj — Si.
Die Kettenhomotopie D : Sy, (Ax) — Sm+1(Agx[0,1]) sei fiir alle m < [—1 konstruiert.
Sei o : A; — Ay ein singuldrer [-Simplex. Betrachte die Kette

z=.8j(0) — Si(c) — D;_1(00).
Dann ist
9z = 0(Sj(0) — Si(o) — Di_1(90)) = Sj(00) — Si(do) — (Sj(00) — Si(da) — D;_2(0%c))

da nach Voraussetzung 0D;_1 + D;_20 = Sj — St gilt. Folglich ist 0z = 0. Da A x [0, 1]
konvex und daher azyklisch ist, existiert eine Kette ¢ € S;41(Ag x [0,1]) mit de = z,
némlich ¢ = Cpz fiir ein p € Ay x [0,1].

Setze Djo = ¢ = Cp(Sj(0) — Si(0) — D;—1(00)) und setze D; homomorph auf Si(A)
fort. Dann ist nach Definition

(Sj — Si)o = (0D — D;—10)(0)
und D folglich eine Kettenhomotopie. O

Satz 10.15 (Homotopiesatz). Sind f,g: X — Y homotope stetige Abbildungen, so sind
fergx  Hi(X) — H(Y) fiir alle k € N gleich, f. = g..

Beweis. Seien ¢, : X — X x [0,1] die Inklusionen mit ¢(x) = (z,0) und ¢(z) = (z, 1),
und sei H : X x [0, 1] — Y die Homotopie zwischen f und g mit Ho¢ = f und Ho®) = g.
Behauptung 1: S¢, Sy : S(X) — S(X x [0,1]) sind kettenhomotop. Denn es gilt

S¢(o) = S¢poSo(id) = S(¢poo)(id)
= 85((o xid) 04)(id) = S(o x id) o Si(id)

Akz id Akz o X

’ |

oxid

Ag x [0,1] — X x [0, 1]
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10 Die singuldren Homologiegruppen

Genauso erhilt man

S?ﬁ(o‘) = Saxid 9] S](ld)
Ist Sj — Si = D, 0+ 0Da, mit der Kettenhomotopie

Da, : S(Ak) — S(Ag x [0,1])
aus Lemma 10.14, so setze
Do = SaxidDAk (id)
dann ist (Sv — S¢)(0) = (DI + 9D)(0).
Behauptung 2: Sf,Sg: S(X) — S(Y) sind kettenhomotop, da
Sf=SHop)=SHoSp~SHoSyY=S(Hor)=>_5g.

wegen Bemerkung 9.12 folgt damit f. = g., da f. = H(Sf). O

Bemerkung 10.16. a) Jetzt wird die Bedeutung einer Kettenhomotopie D zwischen zwei
Kettenabbildungen Sf, Sg : S(X) — S(Y) klar. Ist o ein singuldres k-Simplex in X,
so ist Dyo eine (k + 1)-Kette in Y mit

0Dyo = Sg(o) — Sf(o) — Di(d0o).

Ist also z € Hy(X) ein Zykel, so ist Dy(z) eine (k+1)-Kette mit Rand Sg(z) —Sf(2),
dh. die Zykel Sf(z) und Sg(z) sind homolog.

b) Nennt man zwei Zykel zy, 2 € Z(Y') homotop, wenn es einen topologischen Raum
X gibt, zwei homotope Abbildungen f,g : X — Y und einen Zykel zx € Zp(X)
so dass zy = Sf(zx) und z{, = Sg(zx) so sagt Satz 10.15, dass homotope Zykel
homolog sind.

Bemerkung 10.17. a) Aus Satz 10.15 folgt, dass die Homologie auch als Funktor Hy :
H-Top — Ab aufgefasst werden kann.

b) Insbesondere gilt fiir jeden zusammenziehbaren Raum X, dass Ho(X) = Z und
Hi(X) =0 fiir alle £ > 1.

Definition 10.18. a) Fiir den Standard k-Simplex Ay definiert man

1
Ck+1

Pk (eo+...+ex) € Ay

den Schwerpunkt von Ay und setzt induktiv

ug 1= eqg € So(Ao)

k
ug 1= Gy, (Z(—l)i(sﬁ;_l(%—l))) € Sk(A)
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b) Fiir jeden Raum X definiert man den baryzentrischen Unterteilungsoperator
B:S(X)— S(X)

durch By (o) = So(uy) fiir alle o € ¥ (X) und setzt dies dann zu einem Homomor-
phismus fort.

Bemerkung 10.19. a) uy, = Cp, (Br—10ida, ), wobei ida, : Ay — Ay ein Simplex in Ay,
ist.

b) B:S(X) — S(X) ist eine Kettenabbildung, Bdo = 0Bo.

c¢) Fiir jedes stetige f : X — Y ist By oSf =Sfo By : S(X)— S(Y), denn
By oSf(c)=B(foo)=5S(foo)(u)=SfSo(u) =Sf Bo.

Lemma 10.20. B ~id: S(X) — S(X).

Beweis. Behauptung 1: B ~id : S(A,;,) — S(An).
Wir definieren induktiv eine Kettenhomotopie D. Setzte D_; = Dy = 0. Wegen
By =idg ist
8D0+D_18:0:Bo—ido.

Sei die Kettenhomotopie D fiir [ < k — 1 schon konstruiert, so dass
0D, + D;_10 = B; —id; . (I11..2)
Sei ¢ € Sp(Ay,). Setze z = (By — idy —Dj_10)c. Dann gilt
9z = OByc — ¢ — dDj_10¢ = Bj_10¢ — d¢ + Dy,_90%c — By,_10¢ + de = 0,

da die Gleichung (II1..2) fiir k¥ — 1 gilt und die By Kettenabbildungen sind. Setze Djc =
Cpz. Dann ist dDyc = 2 = —Djy_10c + (By, — idg)c und die Behauptung folgt.
Behauptung 2: B : S(X) — S(X) ist kettenhomotop zu id.
Ist 0 € 3k(X), so setze

Dk : Sk(X) — Sk+1(X) :0— So ODk(idAk).
Gilt Byida, —ida, = (0Dy + Di_19)(ida, ), so ist
Byo — o = So(Bgida, —ida,) = So(0Dg + Di_10)(ida,) = (0Dy, + Dy_10)0
O

Lemma 10.21. Ist B : S(X) — S(X) die baryzentrische Unterteilung, so gilt fir jeden
k-Zykel z in X, dass Bz auch ein Zykel ist, der homolog zu z ist Byz — z € Bi(X).

Beweis. Sei Dy, : Si(X) — Sk+1(X) die Kettenhomotopie zwischen B ~ id : S(X) —
S(X). Dann ist fiir z € Zi(X)

Brz — 2 = O 41Dz + Di_10kz = 011Dy 2.
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Lemma 10.22 (Kleine Ketten). Ist X = U UV, sind U,V C X offen und ist c eine
k-Kette in X. Dann existiert ein v > 0 und Ketten © € Si(U), y € Sk(V), so dass
B'c=z+y.

Beweis. Sei k € N und o € ¥4(X). Dann ist (o~1(U),0~(V)) eine offene Uberdeckung
von Ay C RFFL

Da A}, kompakt ist, existiert ein A > 0, die Lebesgue-Zahl dieser Uberdeckung, so dass
falls A C Ay eine Teilmenge ist mit diam(A) < A (bzgl. der Euklidischen Metrik), gilt:
AcC o YU)oder AcC o H(V).

Andererseits, ist u}, := B"(ida, ) = ZS(TI) nio'”, so gilt

1= 7

~ max diam(afr)) —0 fiir r — 00.

Wir kénnen daher r € N so grofl wihlen, dass max;—; ) diam(ay)) < A gilt. Dann
ist

B"o = B"So(ida, ) = SoB"ida,,

s(r)
= Soup, = So Zniai(r) = So Z niay) + So Z niay)

=1 i:o'l(r)Ca—l(U) i:o‘ET)Cafl(V)
~ (M) -1

— g, Zo (U)
=y

O

Theorem 10.23 (Mayer-Vietoris). Sei X ein topologischer Raum U,V C X offen mit
X =UUV. Dann ezistiert eine lange exakte Sequenz abelscher Gruppen

o Hio 1 (X) === H(U N V)" Hy (U) & Hi(V)—">Hy(X) - * >

die Mayer-Vietoris-Sequenz.

Beweis. Wegen Satz 9.15 reicht es zu zeigen, dass (S(U), S(V)) ein Ausschneidungspaar
fir S(X) ist. Sei also i : S(U)+S(V) — S(X) die Inklusion und i, : H(S(U)+S(V)) —
H(X) der induzierte Homomorphismus. Zu zeigen ist, dass i, ein Isomorphismus ist.

a) 1. ist surjektiv. Sei z, € Hp(X) ein Zykel. Dann existiert r > 0, z € S(U),y € Sk(V)
mit B"z = z+y. Esist 0 = B"0z = 0B"z = d(x+y), also ist z+y € Zx(S(U)+S(V)).
Weiter gilt

i«([z + ylsw)rsvy) = [z +ylsx) = [B 2] = [2],

also ist 7, surjektiv.
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b) i, ist injektiv. Sei x +y € S(U) + S(V) mit i ([z + ylsw)+s(v)) = 0. Dann existiert
ein ¢ € Sg41(X) mit ¢ = x +y. Sei r > 0 und 2’ € Sp1(U), Y € Si41(V) mit
B"c =’ + 4. Dann ist

o(x' +vy')=0B"c=B"0c=B"(z +y)

also
[z + ylsy+sovy = [B"(z +y)] = [0(z" +y)] = 0.

also ist 7,4 injektiv.

Korollar 10.24. Fuir allen > 1 gilt

Z firk=0 oderk=n

0 sonst

() = {

Beweis. Wihle U = S™ \ {Nordpol} und V = ™\ {Siidpol}. Dann ist U NV ~ S7~1.
Da U =2 V =2 R" und folglich azyklisch sind, folgt aus Satz 10.23, dass die Sequenz fiir
k>2

Hy(R") © H(R") —> Hy(S") —=> Hy,_y (™) —> H_1(R") @ Hy,_1(R")

0 0
exakt. Folglich ist A : Hy(S™) — Hjy_1(S™ 1) ein Isomorphismus. Induktiv sieht man,

dass fiir k > n+ 1 gilt, dass Hg(S™) = Hj,_,,(S°) = 0, da S° = pt + pt. Fiir k¥ < n lautet
das Ende der Sequenz

0——H,; (S”*k+1)i>Ho(S”*k)*M>Ho(R”) o) HO(RR)*V>HO(S”*’“+1) 0
und fiir ¥ < n — 1 im Besonderen

Aq vo

0—H; (Sn—k+1) 7" 707 Z 0

m——s(m, —m)
(m, n)——=m+n

also imA; = ker g = 0 und folglich A; = 0 und damit H;(S™) = 0 fiir n > 2. Also gilt
fiir 1 < k <mn — 1, dass Hy(S™) = H(S"**1) = 0.
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Fiir £k = n haben wir die Sequenz

0 — Hy(SY) 25 Hy(8%) —2= Ho(pt) & Ho(pt) —2> Hy(S') —= 0

262 ——7ZDZ Z 0

(m,n)+——(m+n,—m —n)

(m,n)—m+n
Damit ist H;(S') =imA; = ker o = Z(1, —1) = Z und folglich H,(S™) = H(S') = Z.
(]
Damit kénnen wir nun endlich folgendes beweisen.
Satz 10.25. R™ 2 R™ fiir n # m.
Beweis. o.E. kbnnen wir annehmen, dass 2 < n < m. Angenommen R" 2 R™. Dann ist
S~ R™\ {0} = R™\ {0}

Also folgt
Z=H, (S" Y ~H, (S

und daher m = n. O

I

Definition 10.26. a) Ein Paar (X, A) aus einem topologischen Raum X und einer
Teilmenge A C X heiit Raumpaar. Eine stetige Abbildung f : (X, A) — (Y, B) von
Raumpaaren (X, A) und (Y, B) ist eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B.

b) Fiir ein Raumpaar (X, A) ist trivialerweise S(A) ein Teilkomplex von S(X). Die
Inklusion i : A — X induziert eine injektive Kettenabbildung Si : S(A) — S(X).
Der Faktorkomplex

S(X, 4) == S(X)/S(A)
heifit der relative singulire Kettenkompler des Raumpaares (X, A).

Bemerkung 10.27. Ist f : (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Raumpaaren, so wird
S(A) unter Sf: S(X) — S(Y) in S(B) abgebildet. Daher induziert Sf eine Kettenab-
bildung Sf : S(X,A) — S(Y, B). Man erhilt also einen Funktor S von der Kategorie
(Top, Top) der Raumpaare mit Abbildungen von Raumpaaren als Morphismen in die
Kategorie KK der Kettenkomplexe.

Definition 10.28. Die k-te relative singulire Homologiegruppe des Raumpaares (X, A)
ist

Dabei heiflen die Elemente von Zi(S(X,A) die k-Zykel relativ A und die Elemente in
Bp(S(X, A)) die k-Rdinder relativ A.
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Bemerkung 10.29. a) Ein Zykel z € Z;(S(X, A)) ist ein Element mit 0z € Sk_1(A). Die
Klassen [z] und [2/] in Hg(X, A) sind genau dann gleich, wenn z — 2’ = d¢ + z, wobei
¢ € Sp41(X) und x € Sk(A).

b) Ist f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Raumpaaren, so induziert f die Abbildung
fe it H(X, A) — Hi(Y, B) : [2](x,4) = [Sf(2)](v,B)-
Damit wird Hy : (Top, Top) — Ab zu einem Funktor.

c) Esgilt H(X,X) =0, H(X,0) = H,(X) fiir alle k € N. Ist X wegzusammenhiingend
und A # (0, so ist Ho(X, A) = 0.

d) Der Homotopiesatz gilt auch fiir die relative Homologie. Sind f,g: (X, A) — (Y, B)
homotop relativ A, dh. existiert eine Homotopie

H:Xx[0,1]—Y

mit Hy = f, Hi = g und H(A x [0,1]) C B, soist f. = g« : Hy(X,A) — Hy(Y, B)
fiir alle £ € N.

Satz 10.30. Fir jedes Raumpaar (X, A) existiert eine lange exakte Homologiesequenz
7:*

Tk Tk Ox
T o (X, A) 2 H (A)— o i (X) " Hiy (X, A)- %

Dabei ist i, die von der Inklusion i : S(A) — S(B) und 7, die von der Projektion
m:S5(X)— S(X)/S(A) induzierte Abbildung.

Beweis. Betrachte die kurze Sequenz

0—=5(4)—=8(X)—=5(X, A) = $(X)/S(A)—=0

i ist injektiv, m die kanonische Projektion also surjektiv und i(S(A)) gerade der Kern
von 7, also ist diese Sequenz exakt. Die Behauptung folgt daher aus Satz 9.10. U

Beispiel 10.31. Fiir n > 1 ist H,(B", S" 1) =2 Z und Hy(B",S"!) = 0 fiir alle k # n.
Beweis. Wir betrachten die Homologiesequenz aus Satz 10.30

Hy1(B") " Hyi1 (B", §" 1)~ Hy (S"~ 1) = Hy,(B") "~ Hy(B", 5" 1)
Ist k # 0, so ist Hy1(B™) = Hy(B") = 0 und wir erhalten eine exakte Sequenz

0——= Hjs1 (B", 5" 1)—2m Hy (57 1) ——=0

Also ist Oy : Hyy1(B™, 5" 1) — Hp(S™ 1) ein Isomorphismus. Es folgt

H,B",S" Y)~Z und  Hy(B",S" ') =0 fir k>2k+#n
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Fiir £ =0 und n # 1 lautet das Ende der Sequenz

OH_}Il(ansn—l)i> i/ L> Z L)HO(Bn, Sn—l)i>0
=Ho(S"~1) =Ho(B")
Daher ist surjektiY und 0, injektiv. Weiter ist i, ein Isomorphismus. Damit ist 0 =
ker i*_ = imd, = Hy(B", S"_l) = 0. Da imi, = ker 7, und 4, und m, surjektiv sind, gilt
Hy(B™, S”’l) =0.
Fiir kK =0 und n = 1 lautet das Ende der Sequenz

OHHl(B%Snfl)i) VAV e 7 LHO(BMSWHI)&)O
=Ho(S™1) =Hy(B™)

Daher ist 7, surjektiv und 0, injektiv. Es ist

Z = (1,-1)Z = keri, = imd, = H(B", S" ).

Da imi, = ker 7w, und 7, und m, surjektiv sind, gilt HO(B”, S”_l) = 0. O

Satz 10.32 (Ausschneidungssatz). Seien B C A C X topologische Riume mit B C A°.

Dann induziert die Inklusion

i:(X\B,A\B) — (X,A)
einen Isomorphismus
iv: Hy(X \ B,A\ B) — Hp(X, A).

Beweis. Da B C A°ist X = A°U (X \ B)° = UUV wie in Lemma 10.22. Zu zeigen ist,

dass i, ein Isomorphismus ist.

a) i ist surjektiv: Sei [z] € Hi(X, A) mit z € S,(X). Wihle r > 0 so gro8, dass B"z =
a+x wobei a € Sk(A°) und x € Si((X \ B)°). Dann ist [z]g(x 4) = [B"2]s(x,4) =
[z + a]s(x,4) = [z]s(x,4)- Nun liegt Ox € Sp_1((X \ B)°), aber da

Ox =0B"z — 0a = B"0z — da
und 0z € Sk_1(A) gilt auch dz € Sp_1(A) also ist Oz € Sk_1(A\ B). Damit ist = €
Sk(X\ B) ein Zykel relativ A\ B, représentiert also [z]g(x\p a\p) € Hr(X\ B, A\ B).
Dann gilt
ix([2]s\B,aB)) = [2]s(x,4) = [Zls(x,4)-
Folglich ist i, surjektiv.

b) i, ist injektiv. Sei [z]sx\B,a\B) € Hi(X\B, A\B) mit i.([z]s(x\B,a\B)) = [2]s(x.4) =
0. Dann existiert ¢ € Si41(X) und a € Sk(A) mit dc = z + a. Wihle r so grof}, dass
B¢ =d + 2 mit @’ € Sg41(A°) und z € Sk1((X \ B)°). Also ist da’ + 0z = 0B"c =
B"0c= B"z+ B"a.

Die Kette y = B"2—0x = 0a’— B"a liegt in S (X \ B) wegen der ersten Gleichheit und
in S(A) wegen der zweiten Gleichheit. Folglich liegt y € Sx(A\ B). Da B"2 = 0z +y
ist B"z ein Rand relativ A \ B, dh.

[zls(x\B,a\B) = [B"2]s(x\B,a\B) = [0]-

Es folgt, dass i, injektiv ist.
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11 Anwendungen der Homologietheorie

Die erste Anwendung, namlich zu zeigen, dass R™ 22 R" fiir m # n haben wir schon in
Satz 10.25 formuliert.

Satz 11.1. Es gibt keine Retraktion v : B™ — S™! mit r|gn—1 = idgn-1.
Beweis. 0.E. n > 2. Wire r : B” — S™! eine solche Retraktion, so wire
H:S" 1 x[0,1] — 8" (z,t) — r(tz)
eine Homotopie zwischen der konstanten Abbildung ¢,y und idgn-1 und S™=1 folglich
zusammenziehbar, S"~! ~ pt, aber S"~! ist nicht azyklisch, da H,_1(S""!) # (0). Ein

Widerspruch. O

Satz 11.2 (Browerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : B™ — B™ hat einen
Fixpunkt.

Beweis. Genau wie Korollar 6.18. |

Bemerkung 11.3. Wir hatten jeder stetigen Abbildung f : S' — S ihren Abbildungsgrad
deg(f) € Z zugeordnet. Wir verallgemeinern dies fiir Abbildungen f : S™ — S™ firn > 1
wie folgt. Ist f: S™ — S™ stetig, so ist

fo: Ho(S") 2 Z — Z = H, (S

ein Homomorphismus. Es gibt also ein d € Z, so dass fiir alle [z] € H,(S™) gilt f.([z]) =
d[z].

Definition 11.4. Ist f : S™ — S™ stetig, so ist ihr Abbildungsgrad d = deg f die
eindeutig bestimmte Zahl, so dass fiir alle [z] € H,(S™) gilt f.([z]) = d[z].

Bemerkung 11.5. a) Nach Definition, bzw. Satz 10.15 ist deg f eine Homotopieinvariante

deg : [S",S"] — Z.

b) Fiir n = 1 und f = poty : S' — S : € &% ist deg f = d. Deshalb stimmt diese
Definition fiir n = 1 wegen Satz 6.21 mit Definition 6.12 {iberein, da jedes f : ST — S*
homotop zu potge, ¢ ist.

c¢) In der Tat ist deg : [S™, S"] — Z bijektiv.

d) Es gilt fir f,g:S™ — S™, dass deg f o g = deg f degg.

Lemma 11.6. Ist F : R"*! — R"t! die Spiegelung an einem Unterraum E C R™*!
mit dim E =n, und S := F|gn : S™ — S™, so ist deg S = —1.
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Beweis. Eine Rotation r : 8" — S™, r € SO(n + 1) ist homotop zur Identitdt. Daher
diirfen wir annehmen, dass

E={(2,2pn11) € R"™ .2 e R, 2pqy = 0}

und S(z/, xp41) = (2, —2p41). Betrachte nun U = S™ \ {Nordpol}, V = S™\ {Siidpol}
und den Aquator S"~! = S"NE ~UNV. Weil S gerade U und V vertauscht, erhilt
man einen Homomorphismus zwischen den Mayer-Vietoris-Sequenzen von S" = U UV
bzw. S*" =V UU:

Ay,v

0= Ho(U) ® Hn(V) —= Ho(S™) —2% H,y 1 (S71) —= Hy 1 (U) & Ho_1(V) =0

ls* |s.

Avy,u

0=H,(V)® H,(U) — H,(S") —>H,, (8" ') ——=H,_1(V)® H,_1(U)=0

da S|gn-1 = idgn-1 und Aypy = —Ayy (nach Konstruktion der Abbildung A in
Satz 9.15) ist
AyyoSi=Ayy =-Ayy

und folglich
Ay o S«([2]) = Avu([—2])

Da Ay injektiv ist (wegen obiger Sequenz), folgt Si([z]) = —[z]. O

Bemerkung 11.7. Die Antipodenabbildung A : S™ — S™ hat Grad deg A = (—1)"*!, da
sie Verkettung der n + 1 Spiegelungen an den Koordinatenebenen ist.

Lemma 11.8. deg: [S",S"] — Z ist surjektiv.

Beweis. Induktiv. Fiir n = 1 ist die Behauptung schon gezeigt.
Sein>2und g: S" ! — S"! eine Abbildung vom Grad k, k € Z. Setze

f:(B™, 8" = (B", 8" ) i ta — tg(x) fir t€[0,1],z € S"!

Dann ist wegen 0f, = f,dd und f|gn-1 = g fi die Multiplikation mit k. Diese Abbildung
f induziert eine Abbildung

h:Snan/Snflﬁgn/SnflgSn
vom Grad k. U

Satz 11.9. Ist f: S™ — S" eine stetige Abbildung ohne Fixpunkt, so ist f homotop zur
Antipodenabbildung A : S™ — S™, also insbesondere deg f = (—1)"+1.

Beweis. Die gesucht Homotopie ist

(1-8)f(@)—ta

(=) f(z) —ta|

Der Nenner kann nur verschwinden, wenn die Verbindungslinie von f(z) und —z durch

den Ursprung geht. Dann ist —z aber die Antipode von f(z), f(z) = —(—z) = z, bzw.
x ein Fixpunkt. O

H:S58"x[0,1] = S": (x,t) —
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Satz 11.10. Ist f : S™ — S™ eine stetige Abbildung, so dass f(x) # —x fir alle x € S™.
Dann ist f 2 idgn und damit deg f = 1.

Beweis. Ist f(x) # —ux fiir alle x, so ist Ao f(x) # x fiir alle z. Wir kénnen also Satz 11.9
auf Ao f anwenden und erhalten deg A o f = (—1)"*! und damit deg f = 1. O

Korollar 11.11. Ist n gerade, so hat jede Abbildung f : S™ — S™ einen Fizpunkt
f(z) = x oder es existiert ein x mit f(x) = —x.

Beweis. Ansonsten hiitte f Grad —1 wegen Satz 11.9 und Grad 1 wegen Satz 11.10. [

Definition 11.12. Ein tangentiales Vektorfeld auf S™ ist eine stetige Abbildung v :
S™ — R so0 dass fiir alle z € S™ der Vektor v(z) orthogonal zu x ist.

Folgender Satz heifit in zwei Dimensionen n = 2 auch Satz vom Igel, denn er impliziert,
dass “man einen Igel nicht ohne Scheitel kimmen kann”.

Satz 11.13. Ist n > 2 gerade, so hat jedes tangentiale Vektorfeld auf S™ eine Nullstelle.
Ist n > 1 ungerade, so existieren tangentiale Vektorfelder ohne Nullstellen.

Beweis. Ist v : S™ — R"*! ein tangentiales Vektorfeld ohne Nullstelle, so ist

fix—

eine stetige Abbildung f : S™ — S™ mit f(z) # L« fiir alle x € S™, da f(z) immer
orthogonal zu x ist. Wegen Korollar 11.11 existiert fiir gerades n keine solche Abbildung.
Ist n = 2m — 1 ungerade, so ist

(71,72, .+, Tam—1,T2m) = (=T2, T1, .., —T2m, T2m—1)
ein tangentiales Vektorfeld ohne Nullstellen. O

Definition 11.14. Sei X ein topologischer Raum, ¢y € X und k € N. Die Gruppe
Hi (X, X\ {zo}) heiBt die k-te lokale Homologiegruppe von X in x.

Satz 11.15. a) Ist x¢ abgeschlossen in X, so gilt fiir jede Umgebung U von xy in X,
dass Hip(X, X \ {zo}) = Hi,(U,U \ {zo}) fir alle k € N.

b) Seien X,Y topologische Riume, o € X,yo € Y, U eine Umgebung von xy in X,
V' eine Umgebung von yo in Y und f : U — V ein Homdéomorphismus. Dann gilt
Hi (X, X \{zo}) = Hp(Y,Y \ {yo})-

Beweis. a) Benutze den Ausschneidungssatz mit A = X \ {zo} (nach Voraussetzung ist
dies eine offene Menge, also A = A°) und B = X \ U. Da U eine Umgebung von xg
ist ist B C A. Dann liefert der Ausschneidungssatz:

Hi(U,U\{zo}) = H,(X \ B,A\ B) = Hy(X, A) = Hy(X, X \ {zo}).
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b) Wegen Teil a) und Funktorialitéit gilt

Hi(X, X\ {wo}) = Hi(U,U \ {zo}) = He(V,V \ {yo}) = Hp(Y, Y \ {wo})-

O

Beispiel 11.16. a) Sei x9 € B™ C B™ ein innerer Punkt. Dann ist S"~! Deformationsre-
trakt von B" \ {zo}. Daher gilt

Hy(B",B"\ {z0}) & Hy(B", S™ ).

Insbesondere ist
Z firk=n

0 sonst

Hy,(B",B" \ {xo}) = {

b) Ist w9 € S~ C B, so ist 0 € B™\ {zo} ein Deformationsretrakt. Daher ist
Hy(B™, B"\ {z0}) =0 fiir alle k € N.

Dies zeigt, dass die lokale Homologie Punkte in B" C B"™ von Randpunkten in S"~! C
B™ unterscheiden kann.

c¢) Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so gilt fiir alle o € M, dass

Z firk=n

0 sonst

Hy (M, M\ {zo}) = {

Insbesondere sind Mannigfaltigkeiten mit unterschiedlicher Dimension nicht homéo-
morph. Sie sind sogar nicht lokal homéomorph. Die Dimension einer Mannigfaltigkeit
ist daher eine wohldefinierte Zahl.

Korollar 11.17. Sei f : B® — B" ein Homéomorphismus. Dann ist f(S*~1) c S»!
und die Abbildung f|gn-1 : S"1 — S"71 ebenfalls ein Homéomorphismus.

Die néchste Anwendung, die hier besprochen werden soll, ist der Jordansche Kurven-
satz.

Theorem 11.18. Ist f : S' — R? eine Einbettung, so besteht R?\ f(S') aus genau
zwei Wegekomponenten.

Wir haben genug Methoden zur Verfiigung, um den folgenden, allgemeineren Satz zu
beweisen.

Theorem 11.19 (Jordan-Browerscher Trennungssatz). Sei X = R" oder X = S™ mit
n > 2 Ist f: S" ! — X eine Einbettung, so besteht X \ f(S™ ') aus genau zwei
Wegekomponenten X =U UV,

Bemerkung 11.20. Man kann zeigen, dass U und V offen sind, und dass U\U = V\V =
f(S™ 1), wobei U und V den Abschluss von U und V in X bezeichnet.
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Lemma 11.21. Sei f : B" — S" eine Einbettung. Dann ist S™\ f(B") azyklisch und
insbesondere wegzusammenhdngend.

Beweis. Induktion nach r. Setze B := f(B"). Fiir r = 0 ist B ein Punkt und S"\ B & R"
ist zusammenziehbar also azyklisch.

Sei nun r > 1 und der Satz gelte fiir (r — 1)-Bille f : B"~! — S™. Sei z € Si(S™\ B).
Zu zeigen ist, dass ¢ € Si1+1(S™ \ B) existiert mit dc = z.

Schritt 1: Tst ¢ : [0,1]"71 x [0,1] — B" ein Homdomorphismus, so ist ¢ := fo ¢ :
[0,1]"~! x [0,1] — B auch ein Homdomorphismus. Setze B := ¢([0,1]"~! x {t}). Dann
ist By ein (r —1)-Ball in S™. Da z € S(S™\ By liegt, gilt nach Induktionsannahme, dass
¢t € Skr1(S™\ By) existiert mit de; = z. Wére ¢; € Sp1(S™ \ B), wiire der Satz schon
bewiesen.

Ist ¢, = Zé:l n;o; mit o; € Ygq(S™\ By), so ist der kompakte Teilraum Ui:l 0i(Agt1)
disjunkt von der ebenfalls kompakten Menge B;. Daher existiert eine offene Umgebung U;
von Br, die auch disjunkt von U§:1 0i(Ag+1) ist. Insbesondere ist also ¢; € Sk1(S™\Uy).
In [0,1]"! x [0, 1] sind die Mengen ¢~ (B N U;) offene Umgebungen von [0,1]" ! x {¢}.
Daher existiert eine Unterteilung

O=tg<t1 <...<tm=1
von [0, 1], so dass fiir alle ¢; mit j =1,...,m gilt, dass
0,17 x [tj—1,t]] C o~ (BNU,)
und damit
V= ([0,1]" 7! x [tj—1,¢]) C Uy,

Dann ist ¢; := ¢;; eine Kette in S™ \ V; und dc; = z.
Schritt 2: Setze X1 := S™\ V1 und Xo = 5™\ Vo. Wir betrachten die Mayer-Vietoris
Sequenz fiir X7 U Xo:

A
Hj 1 (X1 U X)) —2> Hy (X1 N Xo)—>Hy,(X1) & Hy(X2)

Da X; U X5 das Komplement des (r —1)-Balls Vi NV = By, in S ist, und da k+1 > 1
ist, gilt Hgy1(X7 U X3) = 0 und p ist folglich injektiv.

Die Klasse [z] € H(X1 N X2) erfiillt p([z]) =0, da z = dc; bzw. z = dcy. Damit folgt
[2] =0, dh. z = 0¢; fur ¢ € Sp+1(S™\ (V1 U Wa)).

Wir wiederholen dieses Argument mit X; = S™\ (V1 U V2) und Xy = S™ \ V3 und
erhalten als Ergebnis, dass z = 0¢y mit ¢ € Si11(S™ \ (v1 U Va2 U V3)) ist. Induktiv folgt
die Behauptung. O

Satz 11.22. Ist f: B" — R" eine Einbettung mit r > 0 und n > 2. Dann ist

Z firk=0n-1

0 sonst

H,(R™\ f(B")) = {

Insbesondere ist R™\ f(B") wegzusammenhdingend.
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11 Anwendungen der Homologietheorie

Beweis. Seien n,s € S™ Nordpol und Siidpol der S™, und ¢ : R" — S™\ {n} das Inverse
der stereographischen Projektion. Dann ist 1 o f : B” — S™ ein Ball in S™ \ {n}. Setze

A:=1o f(B").
Aus der Homologiesequenz von Satz 10.30 folgt, dass die Sequenz
Tx O« s
Hiy1 (8" \ A)——=Hp 11 (5" \ A, 5"\ (AU{n})) —=H(S" \ (AU {n}))—
— Hy(S™\ A= Hi(S™\ A, 5™\ (AU {n}))

exakt ist. Fir k£ # 0 ist J, ein Isomorphismus, da die Gruppen Hpy1(S™ \ A) und
Hi(S™\ A) wegen Lemma 11.21 trivial sind. Daraus folgt, dass

H,(R™\ f(B")) = Hy(S"\ (AU{n})) = Hpy1 (S \ A, 8™\ (AU {n})
Z firk=n—1

0 sonst

= Hpy1 (5", 5" \ {n}) = Hp 1 (5", {s}) = {

Ist k =0, soist H1(S™\ A4,5™\ (AU {n})) =0, da n > 2. Es folgt, dass i, injektiv ist.
Da i, auch surjektiv ist, wegen Ho(S™\ A, 5™\ (AU {n})) = 0 ist i, ein Isomorphismus
und Ho(S™\ (AU {n})) = Ho(S"\ A) = Z. O

Satz 11.23. Sei f:S" — S" eine Finbettung mit n > 2 und 0 < r < n —1. Dann ist

Z falls (k=0undr <n—1) oderk=n—r—1
Hp(S"\ f(SN=KZBZ fallsk=0undr=n—1
0 sonst

Beweis. Induktion nach r. Setze S := f(S"). Fiir r = 0 ist S zweipunktig und wegen
S\ S ~ S" 1 ist die Aussage richtig.

Sei also 0 < 7 < n—1 und wir nehmen an, dass der Satz fiir eingebettete (r—1)-Sphéren
gilt.

Sei D := {zx € S": x = (w0,...,2,),£x, > 0} und setze By := f(D<). Dann sind
B eingebettete r-Bille in S™, so dass S = By UB_ und T' = By N B_ eine eingebettete
r—1-Sphiére ist. Betrachte die Mayer-Vietoris Sequenz von S™\T = (S™\ B4 )U(S™\B-):

His1(S™\ By) @ Hy1 (8™ \ B)—"= Hyyy (8™ \ T)—=>
2 HL(S"\ S)—E=H(S"\ By) @ Hy(S™\ B_)
wobei S™\ S = (S™\ By)N(S™\ B-). Ist k # 0, so sind die beiden duleren Gruppen
trivial, also Hy41(S™ \ T) = Hi(S™\ S). Aus der Induktionsannahme folgt dann die

Behauptung.
Ist £ = 0, so lautet die Sequenz:

0—L=Hy(S™\ T)—2>Hy(S™\ S)—> 77 Ve Z  —0
=Ho(S"\B4)®Ho(S"\B-) =Ho(S™\T)
Ist n £Ar —1,so0ist Hi(S"\T) =0, p damit injektiv und Hy(S™\ S) = Z.

97



III. Homologie

Ist n =7r—1,soist H1(S"\T) = Z. Da imu = kerv = Z(1,—1) = Z existiert eine

exakte Sequenz

0—>Z—25Hy(S"\ )L~ Z — 0
=impy

Diese Sequenz spaltet, daher ist Hyo(S™\ S) X Z & Z. O

Ahnlich wie im Beweis von Satz 11.22 folgt aus diesem Satz folgender:

Satz 11.24. Sei f:S" — R"” eine Finbettung mit n > 2 und 0 <r < n — 1. Dann ist

Z falls (k=0k=n—r—1Lk=n—1)undr <n-—1

HyR"\ f(S") 2 Z&Z fallsk=0undr=n—1

0 sonst

Bemerkung 11.25. a) Ist » < n — 1, so separiert eine eingebettete r-Sphéire weder S™

b)
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noch R™.

Eine eingebettete (n — 1)-Sphére zerlegt sowohl S™ als auch R™ in genau zwei We-
gekomponenten, abzulesen an Hy(S™ \ S) bzw. Hy(R™\ S). Dies ist der Jordansche
Kurvensatz im Fall n = 2 oder der Jordan-Browersche Trennungssatz. Theorem 11.19
ist daher bewiesen.

Im Fall § C R"™ ist genau eine der beiden Komponenten beschréankt, sie heifit das
Innere von S, die andere heifit das Auffere von S.

Im Fall einer Kreislinie S C R?, gilt der Satz von Schoenflies, der besagt, dass ein
Homoomorphismus f : R? — R? mit f(S) =5 L. Daher ist das Innere von S homoo-
morph zu B2, das AuBere zu R?\ B2.

Im Falle hoherer Dimensionen ist eine analoge Aussage noch nicht bekannt, sie ist
Gegenstand der Schoenflies-Vermutung.
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