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Übungen zur Topologie — Blatt 3

Aufgabe 1 Seien X und Y Hausdorffräume. Zeigen Sie, dass X und Y genau dann kompakt
sind, wenn X × Y kompakt ist.

Aufgabe 2 Zeigen Sie, dass folgende topologischen Räume paarweise nicht homöomorph
sind:

[0, 1], [0, 1), (0, 1), S1, S1 ∨ S1,R2, S2, S2 ∨ S2

Aufgabe 3 Sei X ein topologischer Raum.

a) Sei C(X) der Raum der stetigen Funktionen f : X → R auf X. Zeigen
Sie, dass wenn f, g ∈ C(X) gilt, dann sind auch folgende Funktionen in
C(X):

(i) f − g : X → R : x 7→ f(x)− g(x), und
(ii) f · g : X → R : x 7→ f(x)g(x).

Insbedondere bildet der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen C(X)
auf X einen Ring bezüglich punktweiser Addition und Multiplikation.

b) Sei Cb(X) der Raum der beschränkten Funktionen in C(X), dh. aller Funk-
tionen f ∈ C(X) mit

sup
{
|f(x)| : x ∈ X

}
<∞

Auf Cb(X) definieren wir d : Cb(X)× Cb(X)→ R via

d(f, g) := sup
{
|f(x)− g(x)| : x ∈ X

}
Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf Cb(X) ist.

c) Wir sagen, dass eine Folge von Funktionen (gn)n ∈ N ⊂ Cb(X) gleichmäßig
gegen eine Funktion f : X → R konvergiert, wenn für jedes ε > 0 ein
n̄ ∈ N existiert, so dass

sup
{
|f(x)− gn(x)| : x ∈ X

}
< ε

für alle n ≥ n̄. Zeigen Sie, dass dann f ∈ Cb(X).

Aufgabe 4 Sei M eine kompakte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass sich
M in ein endliches Produkt von n-Sphären, und damit in einen RN für großes
N ∈ N einbetten läßt.

Hinweis: Zeigen Sie: Ist U ⊂ M eine zu Rn homöomorphe Umgebung und
A := M \ U , so ist M/A homöomorph zu Sn.
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