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Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1 Literaturempfehlungen

Die folgenden Bücher stehen immer in der Mathematikbücherei und können
nicht ausgeliehen werden. Sie sind eingeladen, Lesebesuche abzustatten. Außer-
dem gibt es alle drei Werke auch in der Bibliothek der Technischen Fakultät.
H.-D. Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas. Einführung in die Mathematische
Logik. Hochschultaschenbuch, 4 edition, 1996. [3]
Herbert Enderton. A Mathematical Introduction to Logic. Academic Press, 3
edition, 2001.[4]
Michael Sipser. Introduction to the Theory of Computation, PWS Publishing
Company, Boston, 1997. [14]

Folgendes ausgezeichnete Lehrbuch gibt es in der Bibliothek für Mathematik
und in der Lehrbuchsammlung II:
Martin Ziegler Mathematische Logik, Birkhäuser, Mathematik kompakt, 2010.
[16]

Außerdem stehen einige sehr gute Bücher und Artikel in den Literaturan-
gaben. Sie sollten sich keinesfalls nur auf dieses Skript beschränken!

1.2 Die Bestandteile

Wir beginnen jetzt die formale Entwicklung der Aussagenlogik (propositional
logic, sententional logic).

Die natürlichen Zahlen sind N = {0, 1, 2, . . . }. Wir fassen jede natürliche
Zahl n auch als Vertreter einer Menge mit n Elemente auf, und nehmen oft eine
einfache Menge mit n Elementen, nämlich die Menge der Vorgänger von n, also
n = {0, 1, . . . , n− 1}.

Definition 1.1. Die Symbole der Aussagenlogik sind wie folgt:

(a) Klammern: ( (linke Klammer, Linksklammer, öffnende Klammer) und
) (rechte Klammer, Rechtsklammer, schließende Klammer)

(b) Junktoren (propositional connectives): ¬ (nicht), ∧ (und), ∨ oder, →
(wenn . . . dann), ↔ (genau dann, wenn).
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2 KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

(c) Satzsymbole, auch Variable genannt: A0, A1,. . . Wir lassen, wenn nicht
anders genannt, immer abzählbar unendlich (genaueres zu diesem Be-
griff findet man in Definition 1.32 und kurz danach) viele, durch n ∈
N = {0, 1, . . . } indizierte Variable {An |n ∈ N} zu.

Definition 1.2. Ein Ausdruck ist eine endliche Folge von Symbolen.

Zum Beispiel ist → ((A4 ein Ausdruck. Aber nur gewisse Ausdrücke haben
eine Bedeutung, und diese werden Formeln genannt.

Definition 1.3. Wir definieren die Menge der Formeln der Aussagenlogik wie
folgt:

(a) Jedes Satzsymbol ist eine Formel.

(b) Wenn α und β Formeln sind, dann sind auch ¬α und (α∧β) und (α∨β),
(α→ β) und (α↔ β) Formeln.

(c) Kein Ausdruck ist dann eine Formel, wenn er es nicht aufgrund von (a)
oder (b) sein muss.

Wir sagen (α ∧ β) entsteht aus α und β durch Anwendung des Junktors ∧.
Indem wir die Junktoren (im Falle von ¬) als einstellige oder zweistellige Funk-
tionen auffassen, können wir auch von unter diesen Funktionen abgeschlossenen
Mengen sprechen.

Definition 1.4. Sei f eine m-stellige Funktion, deren Definitionsbereich ir-
gendeine Menge ist. Die Menge M ist unter f abgeschlossen, genau dann, wenn
für alle ~m in Mn, falls f(~m) definiert ist, auch f(~m) ein Element von M ist.

Wir schreiben
f [X] = f ′′X = {f(x) |x ∈ X}

und nennen diese Menge die Bildmenge von f angewandt auf X.
Bemerkung: Beide Schreibweisen, f [X] und f ′′X sind eingebürgert. Beach-

ten Sie, dass f(X) 6= f [X] sehr wohl möglich ist.

Lemma 1.5. Sei M eine Menge, sei n ∈ N und sei f eine n-stellige Funkion.
Dann gibt es eine kleinste unter f abgeschlossenen Obermenge von M .

Beweis. Wir definieren induktiv über k ∈ N eine Folge 〈Mk | k ∈ N〉 = (Mk)k∈N:
M0 = M , Mk+1 = Mk ∪ f ′′Mn

k . Dann ist M∞ =
⋃

k∈ω Mk unter f abgeschlos-
sen. Für jede gegen f abgeschlossene Menge A gilt: A ⊇ M∞, denn induktiv
folgt für alle k, A ⊇Mk. a

Entsprechend kann man ”abgeschlossen unter einer Menge von Funktionen”
definieren. Eine andere Art, Definition 1.3(c) auszudrücken, ist zu sagen, dass
die Menge der Formeln dadurch erzeugt wird, dass die ”Menge der Satzsymbo-
le unter den Junktoren abgeschlossen wird”. Da der (im Sinne von ⊆) kleinste
Abschluss, nämlich der mit obigem Schema gebildete, genommen wird, gilt fol-
gendes:
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Satz 1.6. Induktionsprinzip für Eigenschaften von Formeln. Wenn eine Eigen-
schaft für die Satzsymbole wahr ist und bei Anwendung der Junktoren erhalten
bleibt, so ist sie für jede Formel wahr.

Zum Beispiel nehmen wir folgende Eigenschaft:

Lemma 1.7. Jede Formel hat gleich viele Linksklammern wie Rechtsklammern.

Beweis: Die Behauptung ist wahr für Satzsymbole, da diese keine Klammern
enthalten. Wenn α und β Formeln mit der behaupteten Eigenschaft sind, dann
haben auch ¬α, (α ∧ β), (α ∨ β), (α → β) und (α ↔ β) die behauptetete
Eigenschaft. Wegen des Induktionsprinzips hat jede Formel die gewünschte Ei-
genschaft. a

Lemma 1.8. Keine Formel ist echtes Anfangsstück einer anderen Formel.

Beweis: Die Behauptung ist eine Aussage über alle Paare von Formeln. Wir
führen den Beweis induktiv über den Aufbau der längeren Formel simultan für
alle ihre Anfangsstücke. Die Behauptung ist wahr für Satzsymbole, da diese
keine nicht-leeren echten Anfangsstücke haben. Wir zeigen induktiv:

(∗) Jedes nicht-leere echte Anfangsstück einer zusammengesetzten Formel
hat strikt mehr Linksklammern als Rechtsklammern.

Die Behauptung für ¬α folgt unmittelbar aus der Behauptung für α. Jedes echte
Anfangsstück von (α∨β) ist entweder ein echtes Anfangssück von α, und dann
folgt die Aussage aus der Induktionsvoraussetzung von (∗) und der Tatsache,
dass am Kopf des Anfangsstücks eine unpaarige Linksklammer steht, oder das
Anfangsstück ragt in β hinein, dann gibt es nach dem vorigen Lemma zu Beginn
von β im Anfangsstück eine Linksklammer mehr als Rechtsklammern. Der Teil
des Anfangsstücks nach dem Beginn von β hat nach der Induktionsannahme
(∗) für β wieder echt mehr Linksklammern als Rechtsklammern. a

Überlegen Sie sich, dass man statt der Klammern auch eine polnische No-
tation einführen könnte: ∧αβ entspricht dann (α ∧ β), usf. Ist die polnische
Notation eindeutig lesbar? Warum?

1.3 Wahrheitsbelegungen

Wir definieren, was es bedeutet, dass eine Formel aus anderen Formeln logisch
folgt.

Definition 1.9. Es bedeuten W wahr und F falsch. Sie werden die Wahrheits-
werte genannt.

Definition 1.10. Eine Wahrheitsbelegung v für eine Menge S von Satzsym-
bolen ist eine Funktion

v : S → {W,F}.
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Sei S̄ der Abschluss von S unter den fünf Junktoren. Wenn S = {Ai | i ∈ N}
dann ist S̄ also die Menge aller Formeln.

Satz 1.11. Induktionsprinzip für Definitionen. Induktiv über den Aufbau der
Formeln lassen sich Eigenschaften von Formeln auf der Menge S̄ definieren,
indem man festlegt, für welche A ∈ S die Eigenschaft zutrifft, und festlegt, wie
sich das Zutreffen der Eigenschaft bei Anwendung eines Junktors fortpflanzt.
Induktiv über den Aufbau der Formeln lassen sich Funktionen auf der Menge
S̄ definieren, indem man die Funktion auf S definiert und festlegt, wie sich die
Funktionswerte bei der Anwendung eines Junktors verhalten.

Eine erste Anwendung ist:

Definition 1.12. Wir definieren eine Erweiterung v̄ von v auf S̄ wie folgt:

(1) v̄(A) = v(A) für A ∈ S,

(2) v̄(¬α) = W :gdw v̄(α) = F ,

(3) v̄(α ∧ β) = W :gdw (v̄(α) = W und v̄(β) = W ),

(4) v̄(α ∨ β) = W :gdw (v̄(α) = W oder v̄(β) = W ),

(5) v̄(α→ β) = W :gdw (v̄(α) = F oder v̄(β) = W ),

(6) v̄(α↔ β) = W :gdw (v̄(α) = W gdw v̄(β) = W ).

v̄ wird manchmal auch Wahrheitsbelegung genannt, so wie wir schon v Wahr-
heitsbelegung genannt haben. (Da v̄ sich eindeutig aus v ergibt, ist diese Benen-
nung nicht gefährlich.)

Die obige Definition lässt sich auch in den bekannten Wahrheitstafeln für
Junktoren schreiben mit der Konvention, dass der Wahrheitswert von α in der
linken Spalte steht und der von β in der oberen Zeile (dies ist bei asymmetri-
schen Junktoren wichtig):

¬ W F
F W

∧ W F
W W F
F F F

∨ W F
W W W
F W F

→ W F
W W F
F W W

↔ W F
W W F
F F W

Überlegen Sie sich: Nach dem Induktionsprinzip ist durch Definition 1.12 v̄ auf
ganz S̄ wohldefiniert.

Konvention. Wir lassen die äußerste Klammer um eine Formel machmal weg.
Beim weiteren Zusammensetzen schreiben wir die Klammer dann natürlich,
denn wir wollen ja die eindeutige Lesbarkeit garantieren.

Beispiel 1.13. Als Beispiel für das Ausrechnen von v̄ betrachten wir folgende
Formel α:

α = ((A2 → (A1 → A6))↔ ((A2 ∧A1)→ A6))

mit der Wahrheitsbelegung v für A1, A2, A6: v(A1) = W , v(A2) = W , v(A6) =
F . Wir rechnen nun die Erweiterung v̄ von v an der Stelle α aus: v̄(A1 → A6) =
F , v̄(A1 ∧A2) = W , v̄((A2 ∧A1)→ A6)) = F , v̄((A2 → (A1 → A6))) = F , und
wir erhalten schließlich v̄(α) = W .
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Definition 1.14. Wir sagen, dass eine Wahrheitsbelegung v eine Formel ϕ
erfüllt, wenn v̄(ϕ) = W ist. Dazu muss natürlich der Definitionsbereich von v
jedes Satzsymbol in ϕ enthalten.

Definition 1.15. > ist eine Abkürzung für A0 ∨ ¬A0. ⊥ ist eine Abkürzung
für A0 ∧ ¬A0.

> steht für true, und ⊥ steht für die Umkehrung: falsch.

1.4 Tautologische Implikation und äquivalente For-
meln

Nun betrachten wir eine Formelmenge Σ, die als Menge der Vorsausstzungen
fungiert, und eine weitere Formel τ , die eine Schlussfolgerung sein kann.

Definition 1.16. Wir sagen Σ impliziert tautologisch τ oder Σ impliziert τ , in
Zeichen Σ |= τ , gdw folgendes der Fall ist: Für jede Wahrheitsbelegung v aller
Symbole, die in Σ oder in τ auftreten, gilt: Wenn v̄ jedes Element von Σ erfüllt,
dann erfüllt v̄ auch τ .

Falls Σ die leere Menge ist, dann bedeutet das, dass jede Wahrheitsbelegung
der Satzsymbole in τ die Formel τ erfüllt. In diesen Falle sagen wir, dass τ eine
(aussagenlogische) Tautologie ist und schreiben |= τ . Noch einmal explizit:

Definition 1.17. (a) τ ist allgemeingültig oder eine Tautologie, gwd für
alle Wahrheitsbelegungen v : S → {W,F}, v̄(τ) = W .

(b) τ ist eine erfüllbar, gwd es eine Wahrheitsbelegung v : S → {W,F} gibt,
so dass v̄(τ) = W .

Beobachtung 1.18. > is allgemeingültig. ⊥ ist nicht erfüllbar.

Das erstere wird auch tertium non datur genannt.
Wenn Σ nur ein Element enthält, dann schreiben wir σ |= τ statt {σ} |= τ .

Definition 1.19. Wenn sowohl σ |= τ als auch τ |= σ, dann sagen wir, dass σ
und τ (tautologisch) äquivalent sind. Wir schreiben σ ≡ τ .

Beobachtung 1.20. (1) σ ≡ τ gdw σ ↔ τ allgemeingültig ist.

(2) σ is allgemeingültig gdw σ ≡ >.

(3) σ is erfüllbar gdw σ 6≡⊥.

(4) ≡ ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.

Einschub: Sie wundern sich vielleicht über den Spielraum der Festlegung,
welche Junktoren zum Aufbau der aussagenlogischen Formeln zulässig sind. Die
folgenden Übungsaufgaben zeigen, dass es viel Spielraum gibt:

Definition 1.21. Eine Junktorenmenge J heißt vollständig, gdw es zu jeder
aussagenlogischen Formel σ eine (tautologisch) äquivalente aussagenlogische
Formel τ gibt, die nur Junktoren aus J enthält.
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Ü1. Für den Junktor | (”Scheffer stroke”, ”weder noch”) gilt: v̄((ϕ|ψ)) = W
gdw v̄(ϕ) = F und v̄(ψ) = F für alle Erweiterungen v̄ von Wahrheits-
belegungen v. Zeigen Sie, dass {|} eine vollständige Junktorenmenge
ist.

Ü2. Zeigen Sie, dass {¬,→} eine vollständige Junktorenmenge ist. Analoges
gilt für ∨ anstelle von→ und für ∧ anstelle von→. Wie ist die Lage für
↔ anstelle von →?

Ü3.∗ Für den Junktor + (”entweder oder”) gilt: v̄((ϕ+ψ)) = W gdw v̄(ϕ) =
W oder v̄(ψ) = W , aber nicht beide wahr, für alle Erweiterungen v̄ von
Wahrheitsbelegungen v. Zeigen Sie, dass {∧,↔,+} eine vollständige
Junktorenmenge ist und — ist der ∗-Teil der Aufgabe — dass jedoch
keine ihrer echten Teilmengen vollständig ist.

Für schlanke Beweise über Eigenschaften von Formeln, die bei äquivalenten
Formeln gleich entschieden werden, bietet es sich daher an, mit der recht kleinen
vollständigen Junktorenmenge {¬,∧} zu arbeiten. Dies werden wir in manchen
Induktionsbeweisen aus Sparsamkeitsgründen tun.

Definition 1.22. Sei ϕ eine Formel, aufgebaut aus ∧, ∨, ¬, > und ⊥. Die
duale Formel ϕ∗ ensteht durch Vertauschen von ∨ und ∧, > und ⊥.

Lemma 1.23. ϕ ≡ ψ gdw ϕ∗ ≡ ψ∗.

Beweis durch Induktion über den Aufbau der Formeln. a

Satz 1.24. Für Variable A, B, C gelten die folgenden Grundäquivalenzen:

A ∧A ≡ A Idempotenz
A ∧B ≡ B ∧A Kommutativität

((A ∧B) ∧ C) ≡ (A ∧ (B ∧ C)) Assoziativität
(A ∧ (A ∨B)) ≡ A Absorption
(A ∧ (B ∨ C)) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C) Distributivität

⊥ ∧A ≡ ⊥ Minimales Element
> ∧ A ≡ A Maximales Element

Da das Assoziativgesetz gilt, sind folgende Abkürzungen wohldefiniert: Sei
I = {im |m < n} eine nicht-leere endliche Menge. Wir schreiben∧

i∈I

ϕi := ϕi0 ∧ · · · ∧ ϕin−1 ,∨
i∈I

ϕi := ϕi0 ∨ · · · ∨ ϕin−1 ,

für irgendeine Klammerung des Ausdrucks auf der rechten Seite, die aus ihm
eine Formel macht. Wieviele solche Klammerungen gibt es?

Wir setzen ∧
i∈∅

ϕi := >,

∨
i∈∅

ϕi := ⊥,
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Wir benutzen die Schreibweise auch für Formelmengen, die nicht durch Indizes
beschrieben werden:

∧
Φ =

∧
ϕ∈Φ ϕ usf. Im Falle eines unendlichen Φ gehört∧

Φ allerdings nicht zur Aussagenlogik, sondern zu einer sogenannten infinitären
Sprache.

Die Ersetzung ist eine Technik, Formeln von innen her komplexer zu machen:

Definition 1.25. Seien ϕ, ψ Formeln, und sei A eine Variable. Dann ist
ϕ(ψ/A) (sprich ϕ, A ersetzt durch ψ) die Formel, die aus ϕ entsteht, indem
jedes Vorkommen von A durch ψ ersetzt wird.

Wie zeigt man, dass ϕ(ψ/A) tatsächlich ein Formel ist?

Lemma 1.26. Ersetzungslemma. Sei ϕ ≡ ϕ′ und sei A eine Variable und ψ
eine Formel. Dann ist ϕ(ψ/A) ≡ ϕ′(ψ/A) und ψ(ϕ/A) ≡ ψ(ϕ′/A).

Satz 1.27. Es gelten die de Morgan’schen Regeln:

¬¬A ≡ A,

¬(A ∨B) ≡ (¬A ∧ ¬B),
¬(A ∧B) ≡ (¬A ∨ ¬B).

Beweis: Man rechnet man mit Definition 1.12 nach, dass v̄, angewandt auf die
linke Seite, mit v̄, angewandt auf die rechte Seite, für alle Wahrheitsbelegungen
v von A und B übereinstimmt a

Bemerkung: Wir haben die de Morgan’schen Regeln separat von den Grundäqui-
valenzen geschrieben, weil sie die Negation beschreiben. Die Grundäquivalenzen
beschreiben einen distributiven Verband mit Minimum und Maximum. Die Ne-
gation gibt die Komplementierung, die aus einem distributiven Verband eine
Boole’sche Algebra (siehe Abschnitte 1.6 macht.

Definition 1.28. Ein Literal ist eine Variable oder eine negierte Variable.

Definition 1.29. Eine aussagenlogische Formel ϕ ist in disjunktiver Normal-
form gdw es k ∈ N und mi ∈ N, i < k, und Literale Ai,j , i < k, j < mi, gibt, so
dass

ϕ =
∨
i<k

∧
j<mi

Ai,j .

Eine aussagenlogische Formel ϕ ist in konjunktiver Normalform gdw es k ∈ N
und mi ∈ N, i < k, und Literale Ai,j, i < k, j < mi, gibt, so dass

ϕ =
∧
i<k

∨
j<mi

Ai,j .

Welcher Normalformtyp gestattet unmittelbares Ablesen der Erfüllbarkeit?

Satz 1.30. Jede Formel ist zu einer Formel in konjunktiver Normalform und
zu einer Formel in disjunktiver Normalform äquivalent.
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Beweis: Simultan für beide Aussagen, induktiv über den Aufbau der Formel.

Korollar 1.31. Jede Äquivalenz lässt sich mit Hilfe des Ersetzungslemmas 1.23
aus den Grundäquivalenzen 1.24 und aus den de Morgan’schen Regeln formal
herleiten.

Beweisskizze: Der Beweis des vorigen Theorems wird aus den Grundaussagen
und Ersetzungen in Grundaussagen geführt. Dann darf man jetzt schon ver-
wenden, dass man mit Hilfe des Ersetzungslemmas 1.23 aus den Grundäqui-
valenzen 1.24 formal hergeleitet hat, dass jede der beiden zu untersuchenden
Aussagen in disjunktiver Normalform dasteht. Nun dünnt man mit den Absorp-
tionsgesetzen die Disjunktionsglieder in

∨
i<k

∧
j<mi

Ai,j aus, indem man die un-
erfüllbaren Disjunktionsglieder (bei denen es j, j′ gibt mit Ai,j =6= Ai,j′) und
diejenigen, zu denen es noch ein schwächeres Disjunktionsglied gibt, weglässt.
Dann ordnet man die Reihenfolge der minimal starken Disjunktionsglieder um
und ordnet auch die Konjunktionsglieder innerhalb jedes Disjunktionsglieds be-
liebig um. Man prüft ob es eine Umordnung der ersten Formel gibt, so dass nach
der Anwendung des Idempotenzgesetzes auf beiden Seiten, die erste Formel als
Zeichenreihe wie die zweite Formel aussieht. a

Natürlich kann man Äquivalenz von ϕ und ψ auch einfach semantisch prüfen:
Man geht alle Belegungen der Variablen in beiden Formel durch, und für jede
Belegung v muss gelten v̄(ϕ) = W gdw v̄(ψ) = W . Die semantische Prüfung
wird uns zum Beweis des Satzes 1.42 dienen.

Wir haben also ϕ ≡ ψ gdw es eine formale Herleitung der Äquivalenz gibt.

1.5 Kompaktheit und Entscheidbarkeit

In desem wichtigen Abschnitt beweisen wir eine Kompaktheitseigenschaft für
die Aussagenlogik und die Entcheidbarkeit der Menge der erfüllbaren Formeln.
Um nicht zu viel mengentheorietische Technik zu benötigen, beschränken wir
uns auf abzählbar viele Satzsymbole. Die Analoga für größere Symbolmengen
werden hier nicht bewiesen

Definition 1.32. Eine Menge X heißt abzählbar gdw es eine surjektive Funk-
tion f : N→ X gibt.

Definition 1.33. Eine Menge X heißt abzählbar’ gdw es eine injektive Funk-
tion f : X → N gibt.

Lemma 1.34. Abzählbar und abzählbar’ sind äquivalent.

Beweis: ”⇒”: Sei f : N→ X surjektiv. Für x ∈ X sei g(x) := min{n | f(n) =
x}. Dann ist g : X → N injektiv, da f eine Funktion ist.

”⇐”: Sei g : X → N injektiv. Sei X 6= ∅ und sei x0 ∈ X. Wir definieren

f(n) =
{
x, wenn g(x) = n;
x0, wenn n 6∈ g′′X.

Dann ist f : N→ X surjektiv. a
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Definition 1.35. Seien A und B Mengen.

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Sei n = {0, 1, . . . , n− 1} ∈ N.

An = {f | f : n→ A} = {{(0, f(0)), . . . , (n− 1, f(n− 1))} | f : n→ N}.

Man identifiziert oft den endlichen Graphen {(0, f(0)), . . . , (n−1, f(n−1))}
mit dem Tupel (f(0), . . . , f(n− 1)). In diesem Sinne ist also A×A = A2.

Lemma 1.36.
⋃

n∈N Nn ist abzählbar. Die Menge der endlich langen Zeichen-
reihen (Wörter) über einem abzählbaren Alphabet ist abzählbar.

Beweisskizze: Man zeigt jeweils, z. B. durch ein diagnonales Abzählverfah-
ren:

(a) Wenn A und B abzählbar sind, dann ist auch A×B abzählbar.

(b) Wenn für n ∈ N die Menge An abzählbar ist, dann ist auch
⋃

n∈NAn

abzählbar.

a

Korollar 1.37. Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist abzählbar.

Eine wichtige Tatsache ist der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik.

Definition 1.38. Eine Menge Σ von Formeln ist erfüllbar gdw es eine Wahr-
heitsbelegung gibt, die jedes Element von Σ erfüllt.

Satz 1.39. Kompaktheitssatz für die Aussagenlogik. Sei Σ eine abzählbare
Menge von Formeln, so dass jede endliche Teilmenge von Σ erfüllbar ist. Dann
ist auch Σ erfüllbar.

Beweis: Nennen wir Σ endlich erfüllbar gdw jede endliche Teilmenge von Σ
erfüllbar ist. Unter Verwendung dieser Definition können wir den Kompakt-
heitssatz wie folgt formulieren: Wenn Σ endlich erfüllbar ist, dann ist Σ erfüll-
bar. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil erweitern wir unsere
gegebene endlich erfülbare Menge Σ zu einer maximalen endlich erfüllbaren
Menge ∆. Im zweiten Schritt verwenden wir ∆, um eine Wahrheitsbelegung zu
wählen, die Σ erfüllt.

Wir wählen eine Liste α1, α2, . . . der Menge aller Formeln, die mit den
natürlichen Zahlen indiziert ist.

Wir definieren nun ∆0 = Σ. Für jede natürliche Zahl n definieren wir nun
∆n+1 = ∆n ∪ {αn+1}, wenn dies endlich erfüllbar ist, sonst definieren wir
∆n+1 = ∆n ∪ {¬αn+1}. Sei ∆ die Vereinigung der ∆n.

Wir beweisen nun durch Induktion über n: Jedes ∆n ist endlich erfüllbar. Die
Induktionsaussage gilt für n = 0, weil Σ nach Voraussetzung des Satzes endlich
erfüllbar ist. Wir nehmen nun an, dass ∆n endlich erfüllbar sei, und zeigen, dass
dann auch ∆n+1 endlich erfüllbar ist. Wir müssen zeigen, dass ∆n∪{αn+1} oder
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∆n ∪ {¬αn+1} endlich erfüllbar ist. Wenn dies nicht der Fall ist, können wir
endliche Teilmengen Σ0 und Σ1 von ∆n wählen, so dass beide, Σ0 ∪ {αn+1}
und Σ1 ∪ {¬αn+1}, nicht erfüllbar sind. Dann ist aber Σ0 ∪ Σ1 ⊆ ∆n endlich
und nicht erfüllbar, weil jede Wahrheitsbelegung entweder αn+1 oder (¬αn+1)
erfüllen muss. Das steht im Widerspruch zu unserer Induktionsannahme.

Dann ist auch ∆, die aufsteigende Vereinigung der ∆n, endlich erfüllbar.
Und ∆ ist maximal im folgenden Sinn: Für jede Formel α ist α ∈ ∆ oder
¬α ∈ ∆.

Nun definieren wir eine Wahrheitsbelegung v wie folgt: Für jedes Satzsymbol
A setzen wir v(A) = W gdw A ∈ ∆.

Behauptung: Für jede Formel ϕ gilt: v̄(ϕ) = W gdw ϕ ∈ ∆.
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über den Aufbau von ϕ.

Wenn ϕ ein Satzsymbol ist, dann gilt die Behauptung aufgrund der Definition
von v und von v̄. Nun sei ϕ = ¬ψ und die Behauptung gelte für ψ. Dann ist
v̄(ϕ) = W gdw v̄(ψ) = F gdw ψ 6∈ ∆ wegen der Induktionsannahme. ψ 6∈ ∆
impliziert aber nun ¬ψ = ϕ ∈ ∆, da ∆ ja maximal ist. Umgekehrt gilt auch,
wenn ϕ ∈ ∆ dann ψ 6∈ ∆, da ∆ ja endlich erfüllbar ist. Dehalb haben wir
v̄(ϕ) = W gdw ϕ ∈ ∆, wie gewünscht. Die anderen Fälle, in denen ϕ von der
Form (ψ∧χ), (ψ∨χ), (ψ → χ), (ψ ↔ χ) ist, sind ähnlich. Wenn Sie die Aufgabe
Ü2 über die Junktoren gemacht haben, können Sie sich auf ∨ oder ∧ oder →
alleine beschränken (nicht jedoch auf ↔, wie Ü3 zeigt).

Nun haben wir, dass v eine Wahrheitsbelegung ist, die jede Formel von ∆
erfüllt und daher erst recht jede Formel von Σ ⊆ ∆ erfüllt. Also ist Σ wie
gewünscht erfüllbar. a

Korollar 1.40. Wenn Σ |= τ , dann gibt es ein endliches Σ0 ⊆ Σ, so dass
Σ0 |= τ .

Beweis: Wenn es keine endliche Teilmenge Σ0 von Σ gibt, die ϕ impliziert,
dann ist Σ ∪ {¬ϕ} endlich erfüllbar, und daher nach dem Kompakheitssatz
erfüllbar. a

Ü4. Nun eine Aufgabe mit etwas Topologie: Zeigen Sie, dass die Anzahl
der logisch nicht äquivalenten Vervollständigungen einer konsistenten
Menge C aussagenlogischer Formeln entweder endlich oder 2ω (dies ist
die Mächtigkeit des Kontinuums) ist.
Hinweis: Wir führen eine Topologie τ ein auf der Menge aller Ver-
vollständigungen. Eine Basis B für die Menge τ der offenen Mengen
ist gegeben durch

B = {[ϕ] |ϕ Formel},
[ϕ] = {Σ |ϕ ∈ Σ}.

Dies ist eine Basis aus clopen (abgeschlossenen und offenen) Mengen.
Nach dem Kompaktheitssatz ist der Raum

({Σ |Σ Vervollständigung von C}, τ)
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kompakt. Kompakte Räume mit Basen aus clopen Mengen heißen auch
kompakte nulldimensionale Räume, sind entweder endlich oder betten
die Äste eines perfekten Baumes (ein perfekter Baum ist ein abzählbar
unendlich hoher binärer Baum, auch 2<ω genannt) ein [5].

Man könnte natürlich Def. 1.1 dahingegehend ändern, dass man überabzähl-
bar viele Variablen zuässt, z.B., Ar, r ∈ R.

Satz 1.41. Der Kompaktheitssatz gilt auch für überabzählbare Mengen aussa-
genlogischer Formeln.

Beweis durch transfinite Induktion. Dies ist eine Technik aus der Mengenlehre.
Eine rudimentäre Einführung gibt es in Kapitel 7.

Satz 1.42. Die Menge der aussagenlogischen Tautologien ist entscheidbar.

Beweis: Für eine gegebene Formel gibt es einen Algorithmus oder eine effek-
tive Prozedur, die in endlicher Zeit entscheidet, ob ϕ eine Tautologie ist oder
nicht. Ein mögliches Verfahren sieht wie folgt aus: Wir erstellen eine Liste aller
Möglichkeiten, den in ϕ auftretenden Satzsymbolen Wahrheitswerte zuzuord-
nen. Für jede dieser Möglichkeiten v berechnen wir den sich ergebenden Wahr-
heitwert von ϕ, v̄(ϕ). Wenn dieser Wahrheitswert für alle v W ist, dann ist ϕ
eine Tautologie, sonst nicht. Ein weiteres Verfahren kann man aus einen Beweis
der Korollars 1.31 herleiten. a

Wir werden im Kapitel über Komplexitätstheorie lernen, von welcher seit-
lichen Komplexität der gerade geschilderte Algorithmus ist.

1.6 Boole’sche Algebren

Die Strukturklasse der Boole’schen Algebren ist eng mit der Aussagenlogik
verwandt.

Definition 1.43. Eine Boole’sche Algebra (B, 0, 1,u,t, c) ist eine Menge B
mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1 und Operationen u,t : B×B → B
und c : B → B, für die folgenden Gleichungen gelten:

a u a = a a t a = a (1.1) Idempotenz
a u b = b u a a t b = b u a (1.2) Kommutativität

(a u b) u c = a u (b t c) (a t b) t c = a t (b t c) (1.3) Assoziativität
a u (a t b) = a a t (a u b) = a (1.4) Absorption
a u (b t c) = (a u b) t (a u c) a t (b u c) = (a t b) u (a t c) (1.5) Distributivität

0 u a = 0 1 t a = 1 (1.6) Minimum und Maximum
a u ac = 0 a t ac = 1 (1.7) Komplementierung

Die Axiome entsprechen den grundlegenden Äquivalenzen von Satz 1.24.
Das zweite Distributivitätsaxiom ist überflüssig. In Boole’schen Algebren gel-
ten die de Morgan’schen Regeln. Eine Struktur (V,t,u), in der (1.1), (1.2),
(1.3) und (1.4) gelten, ist ein Verband. Wenn (P,≤) eine partielle Ordnung
ist, in der je zwei Elemente ein Supremum (oder Maximum) und ein Infimum
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(oder Minumum) haben, ist (P, inf, sup) ein Verband. Jeder Verband hat diese
Gestalt, wenn man a ≤ b durch a t b = a oder, äquivalent, durch a u b = b
definiert. Die Gleichungen (1.6) bedeuten, dass 0 und 1 kleinstes und größtes
Element sind; (1.7) drückt aus, dass ac ein Komplement von a ist. In einem
distributiven Verband, d.h. in einem Verband, in dem (1.5) gilt, gibt es immer
nur höchstens ein Komplement. Eine Boole’sche Algebra ist also ein ”komple-
mentärer distributiver Verband”.

Beispiel 1: Sei X eine Menge. Dann ist die Potenzmenge P(X) zusammen
mit den ausgezeichneten Elementen ∅ und X und den Operationen Durch-
schnitt, Vereinigung und Komplement Ac = X \ A eine Boole’sche Algebra,
die Potenzmengenalgebra von X.

Satz 1.44. Stone. Jede endliche Boole’sche Algebra ist isomorph zu einer Po-
tenzmengenalgebra. Jede unendliche Boole’sche Algebra ist isomorph zu einer
Unteralgebra einer Potenzmengenalgebra.

Beweis: Sei B eine endliche Boole’sche Algebra. Wie definieren: x ∈ B ist ein
Atom, genau dann wenn (∀y ≤ x)(y = x ∨ y = 0). Sei A ⊆ B die Menge
der Atome von A. Die Abbildung ϕ : (B,t,u, c, 0, 1)→ (P(A),∪,∩, c, ∅, A) mit
ϕ(b) = {x ∈ A |x ≤ b} ist ein Isomorphismus der beiden Boole’schen Algebren,
d.h. ϕ ist treu bezüglich aller Funktionen und Konstanten und bijektiv.

Für den allgemeinen Fall. U ⊆ P(B) ist ein Ultrafilter auf B gdw U gegen
u abgeschlossen ist und (∀u ∈ U)((∀v ∈ B)(u v v → v ∈ U) und 0 6∈ U ist und
U ⊆-maximal mit diesen Eigenschaften ist. Sei S(B) = {U |U Ultrafilter auf
B}, der sogenannte Stoneraum von B. Wir definieren ϕ : B → P(S(B)) durch
ϕ(b) = {U ∈ S(b) | b ∈ U}. Man rechnet wieder nach, dass ϕ eine Einbettung
ist (zu Isomorphismus fehlt nur die Surjektivität).

a

Beispiel 2: Die Elemente der Lindenbaumalgebra LAn sind Äquivalenzklas-
sen ϕ/ ≡ von Formeln ϕ, die höchstens die Variablen A0, ..., An−1 enthalten.
Wenn man definiert

0 = >/ ≡
1 = ⊥ / ≡

(ϕ/ ≡) u (ψ/ ≡) = (ϕ ∧ ψ)/ ≡
(ϕ/ ≡) t (ψ/ ≡) = (ϕ ∨ ψ)/ ≡

(ϕ/ ≡)c = ¬ϕ/ ≡,

wird (LAn,t,u, c,>,⊥) zu einer Boole’schen Algebra. LAn is isomomorph zur
Potenzmengenalgebra einer Menge mit 2n Elementen, hat also 22n

Elemente.
LAn wird von den An/ ≡ frei erzeugt, d.h. jede aus den Ai gebildeten erfüllbare
Formel ϕ genügt in der Lindenbaumalgebra der Gleichung (ϕ/ ≡) 6= 0.



Kapitel 2

Komplexitätstheorie

2.1 Turingmaschinen

Das Gebiet ”Rekursionstheorie”, seit einigen Jahren auch ”Berechenbarkeits-
theorie” genannt, untersucht die prinzipielle Berechenbarkeit von Problemen
aus der Informatik. Zum Beispiel nennen wir das Problem der Hamiltonpfade:
Welche endlichen Graphen haben einen Pfad, der jeden Vertex genau einmal
berührt? Ein Problem in diesen Sinne ist (nach einer geeigneten Kodierung, in
unserem Beispiel kann man die Graphen als endliche Matrizen über N kodieren
und diese Matrizen wiederum als naürliche Zahlen) eine Teilmenge von N. Da
es nur abzählbar viele Programme gibt, zeigt ein Abzählbarkeitsargument, dass
es nicht berechenbare Teilmengen von N gibt.

Wenn man schon weiß, dass A ⊆ N berechenbar ist, kann man weiter fragen:
Wieviel Zeit braucht ein Algorithmus, um die Frage ”Ist n ∈ A?” zu beantwor-
ten? Fragen dieser Art gehören in das Gebiet ”Komplexitätstheorie”.

Es gibt viele Modelle, Algorithmen exakt zu fassen: C++, Perlscripts, Ihre
Lieblingsprogrammiersprache, Turing-Maschinen, Registermaschinen, Flussdia-
gramme. Alle diese Modelle werden hier jeweils auf Maschinen mit unbegrenz-
tem Speicherplatz idealisiert. Mit viel Geduld und schrittweiser Übersetzungs-
arbeit kann man zeigen, dass alle gängigen Berechnungsmodelle gleich stark
sind: Was unter einem Modell berechenbar ist, bleibt in jedem anderen Modell
berechenbar. Dies ist die Church’sche These, dass es genau einen Begriff ”re-
kursiv” (auch berechenbar, effektiv oder effektiv berechenbar oder entscheidbar
genannt) gibt.

Und mit noch geduldigerer Übersetzungsarbeit kann man zeigen, dass auch
die Zahl der Berechnungsschritte bis auf konstante Faktoren und kleine po-
lynomiale Verzerrungen recht unabhängig vom gewählten (deterministischen
oder nicht determinsistischen) Berechnungsmodell ist. Wir verlieren also nicht
nicht viel, wenn wir uns zunächst auf das Modell der Turing-Berechnungen be-
schränken. Bei diesen betrachten wir deterministische und nicht deterministi-
sche Berechnungsmodelle. Einige der wichtigsten Komplexitätsklassen werden
mit Hilfe der Zeitkomplexität nicht deterministischer Algorithmen definiert.

Bildlich gesprochen hat eine Turingmaschine ein nach rechts unendlich lan-
ges Band und einen Lesekopf, der auf das Band Symbole schreiben und sich

13
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nach links und nach rechts bewegen kann. Am Anfang enthält das Band ei-
ne endliche Inputfolge als Inschrift, die das Zeichen ”leer” (wir nehmen ∅ als
Zeichen für ”leer”) nicht enthält, und ist sonst leer. Die Maschine rechnet, bis
sie einen Output qak (”akzeptieren”, ”ja”) oder qab (”ablehnen”, ”nein”) liefert,
oder rechnet unendlich lange, ohne zu stoppen.

( ∗ ∗ |• ∗ ) ∅ ∅ . . .

q

?

Definition 2.1. Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel M = (Q,Σ,Γ, δ,
q0, qak, qab), das folgende Bedingungen erfüllt:

1. Q ist die endliche Menge der Zustände.

2. Σ ist das endliche Eingabe-Alphabet, das das Symbol ∅ nicht enthält.

3. Γ ist das Band-Alphabet, das ∅ enthält und Σ als Teilmenge hat.

4. δ : Q×Γ→ Q×Γ×{L,R} ist die Übergangsfunktion, auch Turingtafel
genannt.

5. q0 ∈ Q ist der Anfangszustand.

6. qak ∈ Q ist der Akzeptierungszustand.

7. qab ∈ Q, qab 6= qak, ist der Ablehnungszustand.

Definition 2.2. Der sogenannte Kleene-Stern Sei Σ eine Menge. Dann ist

Σ∗ = {(a0, . . . , an−1) |n ∈ N, ai ∈ Σ}

die Menge der endlichen Tupel aus Σ, die auch Wörter über Σ genannt werden.

Wir lassen üblicherweise Kommata und Klammern weg, wenn wir Wörter
schreiben (a0, . . . , an−1) = a0 . . . an−1. Dies setzt natürlich die Wohlunterscheid-
barkeit der Buchstaben voraus.

Eine Turingmaschine M rechnet anschaulich gesprochen wie folgt: Ein In-
put ist von der Form w = w1w2 . . . wn ∈ Σ∗. Am Anfang der Berechnung ist
w auf die ersten n Zellen des Bandes geschrieben und der Rest des Bandes
ist unbeschriftet. Der Lesekopf beginnt auf der ersten Zelle des Bandes. Dann
verläuft die Berechnung nach der Übergangsfunktion wie in Definition 2.3 bis
2.5 beschrieben. Auf der ersten Zelle des Bandes ist die Bewegung L des Le-
sekopfes nicht erlaubt, er bleibt dann nur stehen. Die Berechnung fährt fort,
bis M entweder in den Zustand qab oder qak eintritt. Genau in diesen beiden
Zuständen hält M . Sonst fährt M auf immer fort.

Definition 2.3. Eine Konfiguration von M ist eine Folge uqv ∈ Γ∗ ×Q× Γ∗.
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Die Bedeutung ist: M ist im Zustand q, das Wort u steht links vom Lesekopf
auf dem Band und und rechts davon steht das Wort v, der Lesekopf steht auf
dem ersten Symbol von v. Wir verwenden hier a, b, c für Buchstaben und u, v
für Wörter.

Definition 2.4. Seien u, v Wörter, und a, b, c Buchstaben. Ein Konfiguration
uaqbv hat als Nachfolgerkonfiguration

uq′acv gdw δ(q, b) = (q′, c, L), und
uacq′v gdw δ(q, b) = (q′, c, R).

Ein Konfiguration qbv hat als Nachfolgerkonfiguration

q′cv gdw δ(q, b) = (q′, c, L), und
cq′v gdw δ(q, b) = (q′, c, R).

Nun folgt eine sehr wichtige dreiteilige Definition:

Definition 2.5. (1) M akzeptiert den Input w gdw es ein k ∈ N und eine
Folge von Konfigurationen C0, C1, . . . , Ck gibt, so dass die folgenden
Bedingungen erfüllt werden:

1. C0 ist die Anfangskonfiguration q0w von M .

2. Ci+1 ist die Nachfolgerkonfiguration von Ci für alle i.

3. Ck ist die Konfiguration mit dem Zustand qak.

(2) Sei M eine TM, die angesetzt auf jeglichen Input, immer nach endlich
vielen Schritten hält. (Für Kenner: Wenn man diese Forderung weglässt,
dann werden auch rekursiv aufzählbare Mengen Akzeptierungsmengen.
Aber wir möchten hier, dass alle Akzeptierungsmengen rekursiv ent-
scheidbar sind). Die Menge der Folgen aus Σ, die M akzeptiert, wird
die Akzeptierungsmenge A = A(M) genannt. Wir sagen auch M akzep-
tiert A, wenn A = A(M).

(3) Ein Menge A ⊆ Σ∗ heißt Turing-berechenbar gdw es eine auf jedem
Input nach endlich vielen Schritten stoppende Turingmschine M gibt,
so dass A = A(m).

Nach der Church’schen These kann man diese exakte Definition nun als
Definition von ”berechenbar” nehmen. Wir werden das von nun an tun.

2.2 Einige Beispiele von Turingmaschinen

Unsere Beispiele werden nicht genau in den eben beschriebenen Rahmen einge-
passt, sondern eher intuitiv beschrieben.

Beispiel 1: Ein M mit A(M) = {02n |n ∈ N}.
Sei ein Input w gegeben. Sei Σ = {0}, Γ = {0, x, ∅}.
1. Gehe von nach rechts das Band entlang und setze jede zweite 0 durch x.
2. Wenn die Anzahl der Nullen ungerade und größer 1 ist, lehne w ab.
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3. Wenn das Band eine einzige 0 enthält, dann akzeptiere den Input w.
4. Gehe zum Anfang des Bandes zurück.
5. Wiederhole Schritt 1.
Zustände {q0, qak, qab, q1, q2, q3, q4}. Dank xy-pictures haben wir nun folgen-

de Skizze
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?>=<89:;qab ?>=<89:;qak 76540123q3

0→x,R

VV
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∅→L
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Die Übergangsfunktion von M :
q0: auf der ersten Zelle:

δ(q0, 0) = (q1, 0, R)
δ(q0, ∅) = (qab, ∅, R)
δ(q0, x) = (qab, x, R)

q1: am Anfang der Reihe, auf der 2. Zelle, prüfen, ob noch andere Buchstaben
außer x auf dem Band stehen:
δ(q1, 0) = (q2, x, R)
δ(q1, ∅) = (qak, ∅, R)
δ(q1, x) = (q1, x, R)

q2: ungerader Zustand, aber nicht auf dem linkesten Platz, 0 bleibt:
δ(q2, 0) = (q3, 0, R)
δ(q2, ∅) = (q4, ∅, R)
δ(q2, x) = (q3, x, R)

q3: gerader Zustand, aber nicht am linkesten Platz, wechselt sich mit q3 ab:
δ(q3, 0) = (q2, x, R)
δ(q3, ∅) = (qab, ∅, R)
δ(q3, x) = (q3, x, R)

q4: gehe zurück nach links, bis zu ∅ (das ja in der ersten Zelle steht):
δ(q4, 0) = (q4, 0, L)
δ(q4, ∅) = (q1, ∅, R)
δ(q4, x) = (q4, x, L)

Jedes Mal, wenn M Schritt 1 wiederholt, dividiert M die Anzahl der Nullen
durch 2. Die Maschine sieht, ob die Anzahl der Nullen gerade oder 1 ist, wenn
nicht, lehnt sie ab. Wenn M genau eine Null sieht, dann akzeptiert M den
Input.

Beispiel 2: Ein M mit A(M) = {w#w |w ∈ {0, 1}∗}.
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Sei ein Input w gegeben.
1. M schaut sich w an, um zu überprüfen, ob w genau ein # Symbol enthält.

Wenn nicht, lehnt M w ab.
2. M geht auf dem Band hin und her und überprüft, ob entprechende Zellen

zu beiden Seiten von # dasselbe Symbol enthalten. Wenn nicht, lehnt M w ab.
M löscht Symbole, nachdem sie überprüft wurden, um in Auge zu behalten,
welche Symbole einander entsprechen. Vorschlag: Q ⊃ Σ×Q′, um das Gelesene
als Zustand im Gedächtnis zu behalten.

3. Wenn alle Symbole zur linken Seite von # gelöscht sind, überprüft M ,
ob kein Symbol auf der echten Seite von # übrig bleibt. Wenn ja, abzeptiert M
w.

Beispiel 3: Ein M mit A(M) = {aibjck | i · j = k und i, j, k > 0}.
Sei ein Input w gegeben.
1. M schaut sich w an, um zu überprüfen, ob w von der Form aibjck ist.

Wenn nicht, lehnt M w ab.
2. Der Lesekopf geht zum Anfang des Bandes.
3. M löscht ein a, und sein Lesekopf geht nach rechts, bis ein b auftritt.

Dann löscht M ein b und ein c, abwechselnd, bis kein b mehr übrigbleibt.
4. M schreibt die b wieder hin, und wiederholt Schritt 3. Wenn kein a mehr

da ist, überprüft M on kein c mehr da ist. Wenn ja, akzeptiert M w, und im
anderen Fall lehnt M w ab.

Beipiel 4: Ein M mit A(M) = {#x1#x2 . . .#x` | ∀i 6= j(xi ∈ {0, 1}∗∧xi 6=
xj)}.

Angesetzt auf einen Input w, arbeitet M mit zwei Marken, d.h. zwei neuen
Zeichen, die auch beide dasselbe Zeichen sein köennen. Ein markiertes # ist
eine Zelle, in der eine Marke (statt #) steht. Eine Marke bewegen heißt, dass
an ihre alte Stelle wieder # geschrieben wird.

1. M schreibt eine Marke auf das erste Bandsymbol. Wenn das Symbol ∅
ist, akzeptiert M w. Wenn das Symbol kein # ist, lehnt M w ab. Sonst geht
M zum nächsten Schritt über.

2. M geht nach rechts zum nächsten # und schreibt eine Marke darauf.
Wenn es kein zweites # gibt, abzepiert M w. Sonst gibt es nun zwei Marken,
die linke und die rechte genannt.

3. M vergeicht die zwei Folgen auf den rechten Seiten der markierten #en.
Wenn sie übereinstimmen, lehnt M w ab.

4. M bewegt die rechte Marke zum nächsten #-Symbol. Wenn die rechte
Marke schon vor einem ∅ steht, bewegt M die linke Marke zum ihr nächstfol-
genden #-Symbol und holt die rechte Marke zurück auf das der linken Marke
nächstfolgende #-Symbol. Wenn es kein solches nächstfolgendes # gibt, auf das
die rechte Marke zurückgeholt werden kann, dann akzeptiert M w.

5. M wiederholt Schritt 3.

Übung Könnte man die Beispiele auch programmieren, wenn die Turingmaschi-
ne nicht schreiben darf? Welche Mengen kann eine Turingmaschine, die
nicht schreiben darf, akzeptieren? Ungeduldige Leser finden die Anwort
mit ”google” unter ”Schleifenlemma” oder “Pumping Lemma”.
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2.3 Mehrbandturingmaschinen

Es gibt mehrere Varianten zu Turingmaschinen, die sich jedoch in in der Klasse
der akzepierten Mengen nicht unterscheiden. Eine Mehrbandturingmaschine ist
eine TM mit mehreren Bändern. Jedes Band hat einen eigenen Lesekopf. Am
Anfang ist der Input auf Band 1 geschrieben und die anderen Bänder sind leer.
Die Übergangsfunktion beschreibt die gleichzeitige Arbeit aller k Leseköpfe:

δ : Q× Γk → Q× Γk × {L,R}k,

wenn k die Anzahl der Bänder ist. Der Ausdruck

δ(qi, a1, . . . , ak) = (qj , b1, . . . , bk, L,R, . . . L)

bedeutet: Falls die TM im Zustand qi die Einträge (a1, . . . , ak) liest, dann schrei-
ben ihre Leseköpfe die Symbole (b1, . . . , bk) in diese Zellen, und bewegen sich
wie beschrieben nach rechts oder links und die Maschine geht in den Zustand
qj . Wir beschränken uns hier wieder auf Turingmaschinen, die auf jedem Be-
rechnungsast nach endlich vielen Schritten stoppen.

Falls der Lesekopf auf dem ersten Feld des Bandes steht, bleibt er beim
Befehl L einfach auf demselben Feld.

Ähnliches für die Bewegungen des Lesekopfes nach rechts. Die Nachfolger-
konfiguration kann länger sein als ihr Vorgänger, wenn der Lesekopf nach rechts
in die Region, wo bis jetzt nur b’s stehen, läuft.

Satz 2.6. Zu jeder Mehrband-TM gibt es eine Einband-TM, die dieselbe Menge
akzeptiert.

Der Beweis wird durch Programmieren einer Turingtafel geführt. Siehe [14,
Theorem 3.8]. Um den Kombinationen der Bewegungen der verschiedenen Le-
seköpfe Herr zu werden, wird der Lesekopf nach links bewegt, nur wenn alle
Leseköpfe sich nach links bewegen. Sonst wird der Lesekopf nach rechts be-
wegt, und die Bänder, auf denen sich die jeweiligen Einzelleseköpfe nach links
bewegen sollten, werden statt dessen um zwei Felder nach rechts gerückt.

Der Entscheidbarkeitsbegriff hängt also nicht von der Anzahl der Bänder
ab, obwohl man mit höhere Bänderzahl vielleicht “eleganter” und “schneller”
rechnen kann. Die Schnelligkeit werden wir mathematisch durch den Begriff
“Zeitkomplexität” erfassen.

2.4 Nicht deterministische Turingmschinen

Bei nicht-deterministischen Maschinen ist der Zielbereich der Übergangsfunk-
tion δ̂ nun die Potenzmenge P des früheren Zielbereichs:

δ̂ : Q× Γ→ P(Q× Γ× {L,R}).

Die Interpretation einer Berechnung ist nun ein Baum, der sich von jeder Kon-
figuration aus genau in alle Konfigurationen, die durch Punkte in δ̂ beschrieben
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werden, verzweigt. Wenn ein Ast dieses Baumes zum Akzeptierungszustand
führt, dann akzeptiert die Maschine den Input.

Da obige Definition in Worten recht knapp ist, geben wir hier noch eine
ausführliche Definitionen des nicht deterministischen Berechnens:

Definition 2.7. Eine nichdeterministische Turingmaschine ist ein 7-Tupel

M = (Q,Σ,Γ, b, q0, S, F, δ)

dessen Komponenten die folgenden Bedeutungen haben:

Q: ist die nicht leere endliche Menge der Zustände,

Γ: ist die nicht leere endliche Menge der Bandsymbole,

Σ: Σ ⊆ Γ ist die Menge der Eingabesymbole,

∅: das Leersymbol, ∅ ∈ Γ r Σ. Im Anfangszustand stehen in allen bis auf
endlich vielen Feldern Leerzeichen.

q0: ∈ Q ist der Anfangszustand,

S: S ⊆ Q, die Menge der Stoppzustände,

F : F ⊂ S die Menge der akzeptierenden Zustände,

δ: die Übergangsfunktion δ : (Qr S)× Γ→ P(Q× Γ× {R,L}). δ(q,X) =
(p, Y,D) bedeutet: im Zustand q wird X gelesen und durch Y überschrie-
ben, die neue Zustand ist q, und der Lesekopf geht in Richtung D.

Definition 2.8. Die Fortsetzung von δ auf Konfigurationen:
Konfigurationsbeschreibungen (IDs- instantaneous descriptions). Eine Kon-

figuration beschreibt die Stellung des Lesekopfes, den Zustand q und die Bandin-
schrift vom linken Rand bis zur Stellung des Lesekopfes oder bis zur ersten Stel-
le, rechts von der nur noch b’s stehen, je nachdem, welches weiter rechts liegt.
Üblicherweise nimmt man Q∩Γ = ∅ and und schreibt (q,X) direkt vor das Feld,
auf dem der Lesekopf steht, wenn dort der Buchstabe X steht. So braucht man
keine extra Koordinate für die Stellung des Lesekopfes. Sei w = a0a1 . . . ak−1

das Eingabewort. Dann ist die Anfangskonfiguration von M angesetzt auf w
folgendes k-Tupel: ((q0, a0), a1, . . . ak−1).

Die Konfiguration

(a0, a1, a2, . . . , ai−1, ai, (q, ai+1), . . . , an−1)

hat die Menge der (direkten) Nachfolgerkonfigurationen

δ̂(a0, a1, a2, . . . , ai−1, (q, ai), . . . , an−1)
= {(a0, a1, a2, . . . , ai−2, (q′, ai−1), a′i, . . . , an−1) | δ(q, ai) 3 (q′, a′i, L)}∪

{(a0, a1, a2, . . . , a
′
i, (q

′, ai+1), . . . , an−1) | δ(q, ai) 3 (q′, a′i, R)}.

Die Nachfolgermenge einer Konfigurationenmenge ist die Vereinigung der Men-
gen der Nachfolgerkonfigurationen. Wir schreiben δ̂ auch für diese auf die Po-
tenzmenge des Konfiurationenraums geliftete Funktion. Für C ′ ∈ δ̂(n)({C}) (n
Iterationen, für ein beliebiges n) schreibt man C ` C ′.
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Eine Berechnung ist eine endliche oder unendliche Folge von endlichen
Mengen von Konfigurationen. Die Nachfolgermenge einer Konfigurationenmen-
ge ist die Vereinigung der Mengen der Nachfolgerkonfigurationen. Ein Pfad in
einer Berechnung ist eine Konfigurationenfolge, die jeweils aus Nachfolgerkon-
figurationen besteht. Die Berechnung beginnt mit der Einermenge der Anfangs-
konfiguration.

Satz 2.9. Zu jeder nichtdeterministischen TM gibt es eine deterministische
TM, die dieselbe Menge akzeptiert.

Beweis [14, Theorem 3.10]. Für Turingmaschinen, die längs jedes Berechnungs-
astes stoppen (dies trifft nach unserer Definition immer zu, doch viele Autoren
nehmen eine schwächere Definition), kann man die deterministische Abarbei-
tung aller Äste der nicht deterministischen Berechnung nach Belieben anord-
nen. Wenn man diese Forderung hingegen weglässt, dann charakterisiert de
Satz die rekursiv aufzählbaren Mengen, und die deterministische Simulation
muss “breadth first” durchgeführt werden. Dies heißt, dass in jedem Block von
Simulationsschritten alle Äste der nicht deterministischen Berechnung gleich-
zeitig um einen Schritt länger simuliert werden. Man simuliert also den Niveaus
nach (der Breite nach) durch einen gedachten Suchbaum: Jedes Niveau wird
vor dem Aufstief zu einem höheren Knoten im Baum abgearbeitet.

Korollar 2.10. Sei A ⊆ Σ∗. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. A ist von der Form A(M) für eine TM M , also Turing-berechenbar.

2. A ist von der Form A(M) für eine Mehrband-TM M .

3. A ist von der Form A(M) für eine nicht-deterministische TM M .

2.5 Zeitkomplexität

Innerhalb der berechenbaren Mengen treffen wir nun Einteilungen nach der
Komplexität der berechnenden Algorithmen. Die Zeitkomplexität bezieht sich
auf die Zahl der Rechenschritte. Es gibt auch noch die Raum-Komplexität, die
die Anzahl der gebrauchten Speicherplätze misst.

Definition 2.11. Sei M eine deterministische oder nichtdeterministische TM,
die auf jedem Input anhält. Die Zeitkomplexität von M ist die Funktion f : N→
N, bei der f(n) das Maximum der Schrittzahl von M für einen Input der Länge
n ist. In nicht deterministischen Fall wird zusätzlich noch das Maximum über
alle Berechnungspfade gebildet (und dieses existiert nach dem Lemma von (De-
nes) König: Ein endlich verzweigender Baum mit unbeschänkter Höhe hat einen
unendlich langen Ast. Da wir unendlich lange Äste ausschließen, ist unser Be-
rechnungsbaum also immer nur endlich hoch.) Ein Schritt ist ein Übergang von
eine Konfiguration zu ihrer Nachfolgerkonfiguration. Wir sagen ”M läuft in
Zeit f” oder ”M ist ein f -Zeit-TM” (statt f -Zeit auch f(n)-Zeit, wenn f(n)
ein Term von n ist).
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Definition 2.12. Seien f, g : N → N. Wir schreiben f = O(g), wenn es ein
c ∈ N \ {0} gibt, so dass für alle hinreichend großen n, f(n) ≤ c · g(n). Wir
schreiben f = o(g) wenn es für alle ε > 0 ein n0 gibt, so dass für alle n ≥ n0,
f(n) ≤ ε · g(n).

Beispiel: Wir analysieren nun die Zeitkomplexität folgender TM M , die
A(M) = {0k1k | k ≥ 0} hat.

Sei ein Input w der Länge n gegeben:
1. Gehe das Band entlang, und lehne w ab, wenn es ein 0 rechts von einer

1 gibt.
2. Wenn es sowohl eine 0 als auch eine 1 auf dem Band gibt, gehe das Band

entlang und lösche sowohl eine einzige 0 als auch eine einzige 1. Wiederhole
gegebenenfalls Schritt 2.

3. Wenn eine 0 aber keine 1 übrig bleibt oder umgekehrt, lehnt w ab. Wenn
weder eine 0 noch eine 1 übrigbleibt, dann akzeptiert w.

Anweisung 1 braucht n Schritte. M braucht dann noch einmal n Schritte,
um den Lesekopf wieder zurück auf die erste Zelle zu bewegen. Insgesamt sind es
also O(n) Schritte. In jeder Runde der Anweisung 2 muss M das Band lesen und
zwei Symbole löschen. Es kann höchstens n/2 Runden gehen, und deshalb ist die
Anzahl der Schritte für Anweisung 2 höchstens n/2 ·O(n) = O(n2). Anweisung
3 braucht noch einmal n Schritte. Alle Anweisungen zusammen brauchen also
O(n) + O(n2) + O(n) = O(n2) Schritte. Die Zeitkomplexität von M ist daher
O(n2).

Definition 2.13. Sei t : N → N. Die Zeitkomplexitätsklasse [N ]ZEIT (t) ist
die Menge

{A |A = A(M) für eine [nicht-deterministische] O(t)-Zeit TM M}.

Wir zeigten, dass A0 = {0k1k | k ∈ N} zu ZEIT (O(n2)) gehört. Kann man
dies verbessern? Tatsächtlich gibt es eine O(n · lg(n))-TM mit Akzeptierungs-
menge A0. Außerdem gibt es eine O(n)-TM mit zwei Bändern und Akzeptie-
rungsmenge A0. Die Zeitkomplexität kann also von der Wahl des Berechnungs-
modells abhängen. Für die verschiedenen Turingmaschinen, die wir bis jetzt
betrachteten, gilt:

Satz 2.14. Sei t : N→ N so dass für alle n, t(n) ≥ n.

1. Jede t-Zeit-Mehrband-TM ist äquivalent zu einer O(t2)-Zeit-TM mit ei-
nem Band. Äquivalent heißt: haben dieselbe Akzeptierungsmenge.

2. Jede nicht-deterministische t-Zeit-TM ist äquivalent zu einer (determi-
nistischen) 2O(t)-Zeit-TM

Beweis: Man schaut sich die in den Beweisen von Satz 2.6 und Satz 2.9
skizzierten Algorithmen an und schätzt deren Schrittzahl ab.

Deshalb unterscheiden sich Einband- und Mehrband-Turingmaschinen höchs-
tens um die Anwendung eines Polynoms, während sich deterministische und
nicht-deterministische Turingmaschinen höchstens um eine Exponentiation un-
terscheiden. Wir sehen Polynome als klein und Exponentiationen als groß an.
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Alle vernünftigen deterministischen Berechnungsmodelle sich polynomial äqui-
valent, d.h. ihre Arbeitsschritte können in polynomialer Zeit ineinander über-
setzt werden und ihre Zeitkomplexitäten unterscheiden sich höchstens um die
Anwendung einer polynomialen Funktion.

Definition 2.15. Folgende Menge heißt ”Komplexitätsklasse P”:

P = {A(M) | für ein k ∈ N ist M eine deterministische nk-Zeit-TM}.

D.h., P =
⋃

k ZEIT (nk).

Definition 2.16. Folgende Menge heißt ”Komplexitätsklasse NP”:

P = {A(M) | für ein k ∈ N ist M eine nicht deterministische nk-Zeit-TM}.

D.h., P =
⋃

k ZEIT (nk).

P is unabhängig von der Wahl des Berechnungsmodells, solange es determi-
nistisch ist. Nach heutiger Auffassung entspricht P der Klasse der Probleme (=
Akzeptierungsmengen), die prinzipiell mit einem Computer berechnet werden
können.

2.6 Beispiele für Probleme in P

Definition 2.17. (1) Ein gerichteter Graph ist eine Stuktur (V,E) aus ei-
ner endlichen Menge V und aus einer Relation E ⊆ V ×V \{(v, v) | v ∈
V }. V steht für vertex, vertices, E steht für (directed) edge, (gerichtete)
Kante.

(2) Seien s, t ∈ V . Ein Pfad in (V,E) von s nach t ist eine Folge s0, . . . sn,
so dass s0 = s, sn = t und für alle i (si, si+1) ∈ E.

PFAD = {(V,E, s, t) | (V,E) ist ein
gerichteter Graph mit einem Pfad von s nach t}.

Satz 2.18. PFAD ∈ P .

Beweis: Wenn ein Input (V,E, s, t) der Größe n gegeben ist, gehe wie folgt vor:
1. Setze eine Marke auf s.
2. Betrachte die Kanten E. Wenn a markiert ist, und (a, b) ∈ E, dann

markiere auch b.
3. Wiederhole Punkt 2. bis kein weiterer Punkt mehr markiert werden kann.
4. Wenn t eine Marke hat, akzeptiere (V,E, s, t). Sonst lehne (V,E, s, t) ab.
Wir kodieren einen Graphen (V,E) mit |V | = m durch einen m×m-Matrix,

haben also Input-Größe n = m2 und |V | = O(
√
n). Anweisungen 1 und 4

brauchen jeweils nur einen Schritt. Anweisung 2 kann höchstens |V | Mal aus-
geführt werden. Jede einzelne Anwendung benötigt höchstens O(n) Schritte.
Somit ist die Gesamtzahl der Schritte höchstens 1 + 1 + |V | · O(n) = O(n

3
2 )

und PFAD ∈ P . Hier ist |V | die Mächtigkeit von V , d.h. die Anzahl seiner
Elemente. a
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Definition 2.19. (1) Zwei natürliche Zahlen heißen relativ prim zueinan-
der, wenn 1 ihr größter gemeinsamer Teiler ist.

(2)
RELPRIM = {(n,m) |n und m sind relativ prim}.

Satz 2.20. RELPRIM ∈ P .

Beweis: Wenn ein Input (x, y) der Größe n gegeben ist, gehe wie folgt vor:
1. Ersetze x durch xmod y.
2. Vertausche x und y.
3. Wiederhole Anweisung 1 und 2 bis y = 0.
4. Wenn x = 1, akzeptiere den Input, sonst lehne ihn ab.
Wir analysieren nun die Zeitkomplexität dieses Algorithmus. Nach einer

Anwendung von 1 ist x < y. Nach einer Anwendung von 2 ist x > y, da sie
vertauscht wurden. Jede Anwendung von 1 halbiert nun x (oder y, je nachdem,
wer gerade dran ist): Wenn x/2 ≥ y ist, dann xmod y < y ≤ x/2, und somit
erhalten wir eine Zahl < x/2 . Wenn x/2 < y ist, dann xmod y = x− y < x/2
und somit erhalten wie wieder ein Zahl < x/2.

Mit jeden Anwendung von 2 werden x und y vertauscht, deshalb sind die
ursprünglichen Werte von x und y nach je zwei Anwendungen von 1 und 2 hal-
biert. Daher könnnen 1 und 2 höchstens 2 ·min(log2 x, log2 y) Mal angewendet
werden. Da log2 n = O(n) und da jede Anwendung von 1 oder 2 nur polyno-
miale Zeit dauert und zur Kodierung der Zahlen ≤ n höchstens noch einmal
poly(log2 n) braucht, ist die gesamte Berechnungszeit polynomial. a

2.7 NP -Vollständigkeit und der Satz von Cook

An dem Beispiel PFAD sahen wir, dass Mengen die auf den ersten Blick expo-
nentiell erscheinen, dennoch polynomial sein können. Doch nicht alle Probleme
sind so einfach wie PFAD: Es gibt zahlreiche Probleme, für die nicht bekannt
ist, ob sie in P liegen. Viele dieser Probleme liegen in NP , der Klasse mit

”Überprüfungen in polynomialer Zeit”. Wir beschäftigen uns hier mit einigen
berühmten Vertretern, die zudem noch NP -vollständig (s.u.) oder NP -hart
sind.

Definition 2.21. Eine Überprüfung für eine Menge A ist ein Algorithmus V
zur Untersuchung von Paaren (u, c), so dass

A = {u ∈ Σ∗ |V akzeptiert (u, c) für ein c}.

Wenn V in polynomialer Zeit in Abhängigkeit von (u, c) läuft und wenn die
Länge von c polynomial von der Länge von u abhängt, dann sagen wir, dass
V eine Überprüfung in polynomialer Zeit ist. Eine Folge c, so dass V (u, c)
akzeptiert, heißt Zertifikat für u.

Die Überprüfung verwendet also eine Zusatzinformation c aus Γ≤p(|w|) für
ein (von A, aber nicht von w abhängendes) Polynom p. Hier steht x≤y für
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die Menge aller Folgen (= Wörter) über x der Länge höchstens y. Für Γ mit
mindestens zwei Elementen ist das Abarbeiten aller Zusatzinformationen also
von exponentieller Schrittzahl.

Satz 2.22. NP ist die Klasse (nun ja, es ist modulo Isomorphie keine echte
Klasse) der Mengen, die eine Überprüfung in polynomialer Zeit haben.

Beweis: Warum reicht einmal Raten (nämlich das Erraten eines zertifikats) zu
Anfang aus? Die Übergangstafel einer nicht deterministischen TM darf ja bei
jedem Berechnungsschritt raten. Wir werden dies im Beweis des Satzes von
Cook 2.26 sehen: Jedes Problem in NP lässt sich durch eine in polynomialer
Zeit berechenbare Reduktion in das Problem 3−SAT übersetzen, und 3−SAT
hat einen Algorithmus, der zu Anfang einmal ein Zertifikat polynomialer Länge
errät. a

Definition 2.23. Sei Σ ein Alphabet. Eine Funktion f : Σ∗ → Σ∗ heißt in
polynomialer Zeit berechenbar, gdw es eine polynomiale TM gibt, die aus den
Input w den Output f(w) (auf den ersten Zellen des Bandes, wenn die Maschine
in den Stoppzustand qak eintritt) liefert. qab kommt nicht mehr vor.

Definition 2.24. Eine Menge A heißt in polynomialer Zeit auf eine Menge
B reduzierbar, und wir schreiben A ≤P B gdw es eine in polynomialer Zeit
berechenbare Funktion f gibt so dass für alle w ∈ Σ∗:

w ∈ A gdw f(w) ∈ B.

f wird eine Reduktion von A auf B in polynomialer Zeit genannt.

Definition 2.25. Eine Menge A heißt NP -vollständig, gdw A ∈ NP und für
jedes B ∈ NP , B ≤P A

Wir werden zeigen, dass es NP -vollständige Mengen gibt, Es ist P = NP
gdw eine (und damit jede) NP -vollständige Menge in P ist. Unser Beispiel eine
NP -vollständigen Menge ist

SAT = {ϕ |ϕ ist eine erfüllbare Formel der Aussagenlogik}.

Satz 2.26. Cook, 1970. SAT ist NP -vollständig.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass SAT in NP ist: Ein Zertifikat für eine
Formel ϕ ist eine Wahrheitsbelegung der Satzvariablen in ϕ, die ϕ erfüllt. Da

ϕ ∈ SAT ↔ ¬ϕ ist nicht allgemeingültig,

bezeugt unser im Beweis des Satzes 1.42 skizzierten Algorithmus, der tatsächlich
in NP ist, die Behauptung.

Sei A ∈ NP . Wir zeigen, dass A ≤P SAT ist. Sei N eine nichtdetermini-
stische nk-Zeit-TM, so dass A(N) = A für eine feste natürliche Zahl k. Eine
Berechnungsmatrix für N mit Input w ist eine nk × nk-Matrix, deren Zeilen
die Konfigurationen eines Astes einer Berechnung von N auf den Input w hin
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sind. Wir nehmen an, dass jede Konfiguration mit dem Symbol # beginnt
und endet. Die erste Zeile der Matrix ist die Anfangskonfiguration von N mit
Input w, und jede weitere Zeile folgt aus ihrer Vorgängerzeile gemäß der nicht-
deterministischen Übergangsfunktion von N . Die Berechnungsmatrix akzeptiert
w gdw eine ihrer Zeilen eine Akzeptierungskonfiguration ist.

Wir beschreiben nun eine Reduktion f von A auf SAT in polynomialer Zeit.
Auf den Input w liefert f eine Formel

f(w) = ϕw

der Aussagenlogik. Sei C = Q ∪ Γ ∪ {#}, Q die Zustandsmenge von N , Γ
das Bandalphabet von N . Die Satzsmbole von ϕ sind von der Form xi,j,s mit
1 ≤ i, j ≤ nk und s ∈ C. Die nk×nk Matrix hat (nk)2 Zellen. Die Zelle in Zeile
i und Spalte j wird z(i, j) genannt.

ϕw ist von der Form ϕZelle ∧ ϕAnfang,w ∧ ϕBewegung ∧ ϕAkzeptiertung. Wir be-
schreiben nun diese vier Teile einzeln.

Das Satzsymbol xi,j,s hat die Bedeutung: z(i, j) enthält das Symbol s. ϕZelle

garantiert, dass z(i, j) genau s enthält.

ϕZelle =
∧

1≤i,j≤nk

[
∨
s∈C

xi,j,s ∧
∧

s,t∈C,s6=t

(¬xi,j,s ∧ xi,j,t)].

ϕAnfang,w garantiert, dass die erste Zeile der Matrix die Anfangskonfigura-
tion von N mit Input w ist.

ϕAnfang,w = x1,1,# ∧ x1,2,q0 ∧ x1,3,w1 ∧ · · · ∧ x1,n+2,wn ∧ x1,n+3,∅∧
· · · ∧ x1,nk−1,∅ ∧ x1,nk,#.

ϕAkzeptierung garantiert, dass eine Akzeptierungkongfiguration in der Matrix
auftritt.

ϕAkzeptierung =
∨

1≤i,j≤nk

xi,j,qak
.

Und schließlich garantiert ϕBewegung, dass jede Zeile der Matrix eine Kon-
figuration enthält, die aus der vorherigen Zeile folgt. Eine 2 × 3-Untermatrix
der Matrix heißt zulässig, gdw sie der Übergangsfunktion δ̂ von N folgt: Z.B.,
wenn δ̂(q1, a) = {(q2, b, R)} und δ̂(q1, b) = {(q2, c, L), (q3, a, R)}, dann ist die

Untermatrix
(
a, q1, b
q2, a, c

)
zulässig, und die Untermatrix

(
a, q1, b
q2, a, a

)
ist unzulässig.

Auch bei Untermatrizen, die gerade nicht die Stelle des Lesekopfes in der Mitte
enthalten, ist klar, wie man Zulässigkeit definiert. Folgendes ist leicht zu sehen:
Wenn die erste Zeile der Matrix der Anfangskonfiguration entspricht und jede
Untermatrix zulässig ist, dann folgt die Gesamtmatrix der Übergangsfunktion.
Nun konstruieren wir die Formel ϕBewegung. Die (i, j)-Untermatrix ist die Un-
termatrix in den Zeilen i und i + 1 und in den Spalten j − 1, j, j + 1. Deren
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Zulässigkeit kann wie folgt ausgedrückt werden:

ϕzul(i,j) =∨
“

a1, a2, a3
a4, a5, a6

”
ist zulässig

(xi,j−1,a1∧xi,j,a2∧xi,j+1,a3∧xi+1,j−1,a4∧xi+1,j,a5∧xi+1,j+1,a6).

Nun beschreibt ϕBewegung die Zulässigkeit aller 2× 3-Untermatrizen

ϕBewegung =
∧

1≤i<nk,1<j<nk

ϕzul(i,j).

Schließlich betrachten wir die Komplexität dieser Reduktion. Die Größe von
ϕZelle ist O(nk), von ϕAnfang,w ist O(nk), von ϕBewegung und von ϕAkzeptierung

O(n2k). Also erhalten wir insgesamt O(n2k). Die Anzahl der Satzvariablen ist
O(n2k), und deshalb ist die Länge von ϕ in der Klasse O(log2 n) ·O(n2k), also
in O(n2k+1) und somit ein Polynom in n. Wir brauchen O(log2 n), um die
wachsenden Indizes binär zu schreiben, denn das Alphabet ist ja fest, und darf
nicht mit n wachsen.

Aus der Konstruktion von w 7→ ϕw folgt, dass es einen nichtdeterministi-
schen akzeptierenden Lauf von N angesetzt auf w gibt genau dann, wenn es
eine Belegung der Satzvariablen xi,j,s, i, j ≤ nk, s ∈ C gibt, so dass ϕw wahr
ist. a

Der obige Beweis zeigt etwas mehr: Eine KNF-Formel (Formel in konjunk-
tiver Normalform) ist eine Konjunktion von Disjunktionen der Form∧

i<k

∨
j<mi

Li,j

mit Literalen Li,j (siehe Def. 1.28). Wenn für alle i, mi ≤ 3 ist, sagen wir,
dass die Formel eine 3-KNF-Formel ist. 3-SAT ist die Menge der erfüllbaren
3-KNF-Formeln.

Korollar 2.27. 3-SAT ist NP -vollständig.

Beweis. In polynomialer Zeit können wir die Formel ϕ des obigen Beweises
in eine KNF-Formel umformen. Weiterhin können wir eine Disjunktion von
Satzsymbolen und Negationen von Satzsymbolen in eine Konjunktion von Dis-
junktionen von höchtens drei Satzsymbolen und Negationen von Satzsymbolen
umformen, z.B. B1 ∨ · · · ∨Bn in

(B1∨B2∨C1)∧ (¬C1∨B3∨C2)∧ (¬C2∨B3∨C3)∧ · · ·∧ (¬Cn−3∨Bn−1∨Bn).

Deshalb ist die KNF ϕw zu einer 3-KNF-Formel äquivalent und letztere Formel
kann in polynomialer Zeit in der Länge von ϕ berechnet werden. Es folgt, dass
3-SAT NP -vollständig ist. a
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Weitere NP -vollständige Probleme sind CLIQUE, HAMPFAD,
TEILSUMME.

Beweise in Michael Sipser “Introduction to the Theorie of Computation”
[14].

Satz 2.28. 2-SAT ist in P .

(Auch habe ich nirgends einen Beweis gefunden, das Folgende ist selbst ausge-
dacht. In Sipser steht dies als Übungsaufgabe. Ist 2-SAT P -vollständig?)

Am leichtesten geht es mit der Resolutionsmethode, die wir in Kapitel 8 ken-
nenlernen werden. Es gibt hierzu auch Hinweise in Exercise 36 [12]. Formeln in
KNF mit höchstens zwei Literalen pro Konjunktionsglied heißen Krom-Formeln.
Horn-Formeln (siehe Kapitel 8) sind spezielle Krom-Formeln.

Skizze einer etwa O(n9)-Zeit-Turingmaschine: Sei ϕ =
∧

i<I(ai,1 ∨ ai,2) ge-
geben und ai,j = Ak oder = ¬Ak für Satzvariablen A0 bis An, n ≤ |ϕ|. Wir
berechnen einen gerichteten Graphen (V,E) = ({Ai | i ≤ n}∪ {¬Ai | i ≤ n}, E),
so dass ((a, b) ∈ E und (¬b,¬a) ∈ E) gdw (¬a ∨ b) ein Konjunktionsglied von
ϕ ist oder (b ∨ ¬a) ein Konjunktionsglied in ϕ ist. (Mit a = Ai oder ¬Ai und
dann ¬a = Ai.)

Wir erweitern nun in (2n)5 Schritten die Kantenmenge um jeweils eine Kan-
te oder um keine Kante. Sei vor dem Schritt s der Graph (V, Fs) gegeben,
Fs ⊇ E. Wir wählen drei Vertizes a, b, c ∈ V , die durch eine Schrittnummerie-
rung für den Schritt s estimmt werden, so dass jedes der (2n)3 Tripel (2n)2 oft
vorkommt. Dann fügen wir (a, c) ∈ Fs+1 \ Fs gdw (a, b) ∈ Fs und (b, c) ∈ Fs

und (a, c) 6∈ Fs.
Nun zeigt man induktiv über die Schritte: ϕ is erfüllbar gdw für kein Va-

riablenpaar (a, b) (a, b) ∈ F und (a,¬b) ∈ F . Da |F | ≤ n2, braucht man hierzu
≤ n4 Schritte.

Damit ist die Erfüllbarkeit entschieden. Aber man kann auch noch eine
Wahrheitsbelegung berechnen, die ϕ wahr macht. Wir arbeiten nun mit (V, Fn5) =
(V, F ) und vollführen jetzt folgende O(n4)-viele Schritte:

A0 wird als ”wahr” gesetzt und alle Konsequenzen, d.h. alle von A0 aus-
gehenden Kanten in F , werden angeschaut. Die Enden dieser Kanten heißen
die Nachbarschaft (adjacency) von A0. Ist ¬A0 nicht in der Nachbarschaft von
A0 und sind auch kein für kein i Ai und gleichzeitig ¬Ai in der Nachbarschaft,
dann wählt die Maschine A0. Sonst werden ¬A0 und dessen Nachbarschaft wie
eben betrachtet und A0 als ”falsch” gesetzt. Wenn auch bei ¬A0 zwei gegensätz-
liche Konsequenzen dastehen, dann ist ϕ unerfüllbar. Dann sind alle Aj und
¬Ai in der Nachbarschaft von A0 oder ¬A0, wenn dieses gewählt wurde, be-
stimmt. Nun setzt man das Verfahren induktiv fort: ”A` ist wahr” wird geraten
für das nächste `, so dass bis jetzt A` und ¬A` noch nicht in der Nachbar-
schaft eines früher gewählten Vertex’ stehen. Wenn A` wie oben Widersprüche
in seiner Nachbarschaft hat, wählen wir ”¬A` wahr”. Wenn beide scheitern,
ist ϕ unerfüllbar. Wir iterieren, bis der ganze Graph abgedeckt ist, wenn dies
möglich ist (höchstens n Mal wird die Wahl wiederholt). Genau dann, wenn
durch Fortsetzung des Verfahrens jedem Vertex ein Wahrheitswert zugeordnet
werden kann, ist ϕ erfüllbar. a
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2.8 Beipiele von Mengen in NP

Definition 2.29. Sei (V,E) = G ein gerichteter Graph. Ein Hamiltonpfad ist
ein Pfad, der jeden Punkt genau einmal enthält.

HAMPFAD = {(V,E, s, t) | es gibt einen Hamiltonpfad von s nach t in (V,E)}.

Folgender Algorithmus zeigt, dass HAMPFAD ∈ NP :
Für gegebenen Input ((V,E, s, t), c):
1. Prüfe, ob c = (c0, . . . , cm−1) eine Folge der Länge |V | von paarweise

ungleichen Elementen aus V ist.
2. Überprüfe, ob s das erste und t das letzte Element von c sind.
3. Schaue, ob für jedes i < m, ob (ci, ci+1) ∈ E. Wenn dies für ein i fehl-

schlägt, lehne (V,E, s, t, c) ab. Sonst akzeptiere sie.
Nach unseren Vorarbeiten (z.B. auch die Maschine von Beispiel 4) sehen

wir, dass dieser Algorithmus in polynomialer Zeit läuft.
Wir wenden uns nun den ungerichteten Graphen zu. Diese sind üblicher als

die gerichteten Graphen und werden oft einfach nur Graphen genannt.

Definition 2.30. Ein (ungerichteter) Graph ist eine Paar (V,E), so dass V
eine Menge ist und E ⊆ P × E \ {(v, v) | v ∈ V } eine symmetrische Relation
ist, d.g., dass für alle (v, w) ∈ E auch (w, v) ∈ E ist. (v, w) ∈ E heißt Kante
von (V,E), und v ∈ V heißt Knoten oder Vertex.

Definition 2.31. Sei k ∈ N. Eine k-Clique in (V,E) ist eine Teilmenge C von
V , so dass für je zwei x 6= y ∈ C gilt: (x, y) ∈ E.

CLIQUE = {(V,E, k) | (V,E) ist ein ungerichteter Graph mit einer k-Clique}.

Folgender Algorithmus zeigt, dass CLIQUE ∈ NP :
Für gegebenen Input ((V,E, k), c):
1. Prüfe, ob c = (c0, . . . , ck−1) eine Menge von k Elementen aus V ist.
2. Schaue, ob für jedes i < j < k, ob (ci, cj) ∈ E.
3. Genau wenn die Antworten zu 1 und zu 2 positiv sind, akzeptiere (V,E, k, c).

Definition 2.32. TEILSUMME = {(S, t) |S = {x1, . . . , xn} ⊆ N, ∃〈y1, . . . , y`〉,
so dass yi ∈ S und

∑
i≤` yi = t}. Die yi müssen nicht paarweise verschieden

sein.

Folgender Algorithmus zeigt, dass TEILSUMME ∈ NP :
Für gegebenen Input ((S, t), c):
1. Prüfe, ob c ein Folge von Zahlen mit Summe t ist.
2. Schaue, ob alle Einträge der Folge c Elemente aus S sind.
3. Genau wenn die Antworten zu 1 und zu 2 positiv sind, akzeptiere (S, t, c).
Sind diese Mengen nun auch in P oder nur in NP? Die Antworten auf diese

Fragen sind nicht bekannt. Tatsächlich ist nicht bekannt, ob es überhaupt eine
Menge in NP \ P gibt! Man weiß nur

NP ⊆ EXPZEIT =
⋃
k∈N

ZEIT (2nk
).
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Die Frage P = NP wird heute als das wichtigste offene Problem in der
theoretischen Informatik angesehen.
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Kapitel 3

Die Logik der ersten Stufe

Wie betrachten jetzt eine Logik, die viel reicher als die Aussagenlogik ist,
nämlich die Logik der ersten Stufe, auch Prädikatenlogik genannt. Insbeson-
dere kann diese Logik Ideen ausdrücken, die in verschiedenen mathematischen
Theorien vorkommen. Zuerst führen wie eine Beschreibung der Symbole einer
Sprache erster Stufe ein:

a) Logische Symbole :

0. Klammern ( und ),

1. Junktoren → und ¬,

2. Variable v0, v1, . . .

3. Gleichheitszeichen =,

4. Quantor ∀.

b) Zur Menge τ der nichtlogischen Symbole gehören (je nach Auswahl)

0. Prädikatssymbole: Für jede natürliche Zahl n > 0 eine leere, endliche
oder unendliche Menge n-stelliger Prädikatssymbole,

2. Konstantensymbole: Eine leere, endliche oder unendliche Menge von
Symbolen,

3. Funktionssymbole: Für jede natürliche Zahl n > 0 eine leere, endliche
oder unendliche Menge n-stelliger Funktionssymbole.

τ wird Symbolmenge, Sprache, similarity type, signature, Signatur genannt.
Es ist auch τ = ∅ gestattet. τ und L(τ) (s.u.) werden Sprache genannt.

Bemerkungen: Das Gleichheitszeichen ist ein zweistelliges Prädikatssymbol,
es wird jedoch im Gegensatz zu den anderen zweistelligen Prädikatssymbolen als
logisches Symbol betrachtet. Die Wörter ”logische Symbole” und ”nichtlogische
Symbole” sind einfach Namen, die sich, obwohl sie nicht sehr sinnvoll sind,
etabliert haben.

Andernfalls sagt man explizit, dass man mit einer Sprache ohne Gleichheit
arbeitet (non-equational language).

Beachten Sie, dass es tatsächlich viele verschiedene Sprachen der ersten
Stufe gibt, die von der Wahl der Prädikats-, Konstanten- und Funktionssymbole
abhängen. Zwei Beispiele sind:

31
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In der Sprache der Mengenlehre gibt neben dem Gleichheitszeichen nur ein
zweistelliges Prädikatssymbol: ∈. Es gibt keine anderen Prädikatssymbole jeg-
licher Stelligkeit und keine Konstantensymbole und keine Funktionssymbole.

In der Sprache der elementaren Zahlentheorie gibt es genau ein zweistelliges
Prädikatssymbol <, ein Konstantensymbol 0, ein einstelliges Funktionssymbol
S (für die Nachfolgerfunktion) und drei zweistellige Funktionssymbole +, ·, E,
die die Addition, die Multiplikation und die Exponentiation darstellen. Wir
schreiben Exy für xy, da wir alles auf einer Linie schreiben möchten. Die Ex-
ponentiation gehört manchmal nicht zur Sprache der Zahlentheorie.

3.1 Terme und Formeln

Wie bisher ist ein Ausdruck eine endliche Folge von Symbolen. Nur bestimmte
Ausdrücke haben eine Bedeutung, und diese heißen Formeln. Zunächst legen
wir fest, was Terme sind.

Definition 3.1. Terme.

1. Jedes Konstantensymbol und jede Variable ist ein Term.

2. Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und t1, . . . , tn Terme sind,
dann ist auch ft1 . . . tn ein Term. (Beachten Sie, dass wir keine Klam-
mern und keine Kommata schreiben. Wenn Sie dies auf +, · und E an-
wenden, erhalten Sie die sogenannte polnische Notation. Eine Zeitlang
wurde die umgekehrte polnische Notation t1 . . . tnf auf Hewlett-Packard-
Taschenrechnern benutzt.)

Natürlich liegt uns hier ein weiteres Beispiel einer induktiven Definition vor:
Ein Ausdruck ist demnach ein Term genau dann, wenn er es aufgrund der Regeln
1 und 2 sein muss. Wir sehen, dass die Menge der Terme durch Abschluss der
Menge der Konstantensymbole und der Variablen unter den Funktionssymbolen
erzeugt wird. Wenn es keine Funktionssymbole in der Sprache gibt, dann sind
die Konstantensymbole und die Variablen die einzigen Terne und eine Definition
durch Induktion ist nicht notwendig. Einige Beispiele für Terme in der Sprache
der elementaren Zahlentheorie:
+v2Sv1, in verständlicherer Form v2 + Sv1,
SSS0,
+Ev1SSEv300, zurückübersetzt vSSv0

3
1 + 0.

Als nächstes kommen wir nun zu der einfachsten Art von Formeln, den
sogenannten atomaren Formeln.

Definition 3.2. Atomare Formeln sind Ausdrücke der Form Pt1 . . . tn mit ei-
nem n-stelligen Prädikatssymbol P oder dem Gleichheitssymbol = (dann ist
n = 2) und Termen t1, . . . , tn.

Dieser Begriff wird also explizit definiert und nicht durch Induktion. Die ato-
maren Formel sind die Bausteine, aus denen kompliziertere Formeln aufgebaut
werden. Die Rolle der atomaren Formeln ist also analog zur Rolle der Satzva-
riablen in der Aussagenlogik. Wenn die Symbolmenge groß ist, kann schon die
Menge der atomaren Formel überabzählbar sein. Überlegen Sie sich ein Beispiel.
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Definition 3.3. Nun definieren wir für jede Symbolmenge τ die Menge der
Formeln in der Sprache L(τ), der Sprache der ersten Stufe zur Symbolmenge τ .
Die Menge der L(τ)-Formeln ist die kleinste Menge, für die folgendes gilt:

1. Jede atomare Formel ist eine Formel.

2. Wenn ϕ eine Formel ist, dann ich auch (¬ϕ) eine Formel.

3. Wenn ϕ und ψ Formeln ist, dann ist auch (ϕ→ ψ) eine Formel

4. Wenn ψ eine Formel ist und v eine Variable ist, dann ich auch ∀vψ
eine Formel.

Wir sagen, dass die Menge der Formeln dadurch erzeugt wird, dass die
Menge der atomaren Formeln unter den Junktoren und den Quantoren abge-
schlossen wird.

Wir geben als Beispiele zwei Formeln der Mengenlehre:
(∀v2 ∈ v2v1), in geläufigerer Form (∀v2v2 ∈ v1), auch (∀v2)(v2 ∈ v1), ∀v2v2 ∈

v1 u.ä.,
(¬∀v1(¬∀v2 ∈ v2v1)) auch ∃v1∀v2v2 ∈ v1.

Diese erste Formel sagt: ”Jede Menge ist ein Element von v1”, und die
zweite drückt aus: ”es gibt eine Menge, die jede Menge als Element enthält.” Es
gibt einen wichtigen Unterschied zwischen diesen beiden Beipielen: Im zweiten
Beispiel haben wir einen vollständigen Satz, im ersten Beispiel hingegen haben
wir eine Formel, deren Bedeutung von der Interpretation der Variablen abhängt.
v1 wird eine freie Variable der ersten Formel genannt. Wir geben jetzt eine
genaue Definition dieses Begriffs:

Definition 3.4. Die Eigenschaft ”v tritt frei in der Formel ϕ auf” wird induktiv
über den Aufbau von ϕ definiert.

0. Wenn ϕ atomar ist, dann tritt v frei in ϕ auf gdw v eine Variable in ϕ
ist.

1. v tritt frei in ¬ϕ auf gdw v frei in ϕ auftritt.

2. v tritt frei in (ϕ→ ψ) auf gdw v in ϕ oder in ψ frei auftritt.

3. v tritt frei in ∀viϕ auf gdw v frei in ϕ auftritt und ungleich vi ist.

Wir schreiben fr(ϕ) für die Menge aller Variablen, die frei in ϕ auftreten,

Definition 3.5. Wenn keine Variable frei in der Formel ϕ auftritt, dann sagen
wir, dass ϕ ein Satz ist.

Die Sätze sind die Formeln mit einer vollständigen Bedeutung. Sie ist un-
abhängig von der Interpretion der Variaben. Dies werden wir im Koinzidenz-
lemma beweisen.

Definition 3.6. Die Variablen, die in ϕ überhaupt vorkommen, heißen die
Variablen von ϕ. Die Variablen von ϕ, die nicht frei in der Formel ϕ auftreten,
heißen die gebundenen Variablen von ϕ.

Wir werden die beiden Weisen des Vorkommens genauer unterscheiden,
wenn wir die Semantik der Logik der ersten Stufe vorstellen.
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3.2 Abkürzungen und Klammern

Um unsere Fomeln einfacher lesen zu können, erlauben wir uns, Ausdrücke zu
schreiben, die streng genommen keine Formeln sind, aber einfach in Formeln
übertragen werden können:

Abkürzungen:
(α ∨ β) für (¬α→ β)
(α ∧ β) für (¬(α→ ¬β))
(α↔ β) für ((α→ β) ∧ (β → α))
∃vα für ¬∀v¬α
t1 = t2 für = t1t2
t1 6= t2 für (¬ = t1t2)

Klammern:
0. Wir lassen die äußersten Klammern weg.
1. ∃v und ∀v beziehen sich auf sowenig wie möglich. (Beispiel: ∀v1v1 ∈ v2∧v1 ∈
v3).
2. α→ β → γ steht für α→ (β → γ).

3.3 Wahrheit und Modelle

In der Aussagenlogik weien Wahrheitsbelegungen den Satzsymbolen und dann
auch beliebigen Formeln Wahrheitswerte zu. In der Logik der ersten Stufe wird
die Rolle der Wahrheitbelegung durch Strukturen übernommen. Strukturen lie-
fern eine Bedeutung für die Quantoren und die nichtlogischen Symbole der je-
weiligen Sprache ersten Stufe.

Definition 3.7. Eine Struktur A für eine gegebene Sprache erster Stufe ist eine
Funktion, die als Definitionsbereich {∀} vereinigt mit der Menge der nichtlogi-
schen Symbole der Sprache hat und für die folgendes gilt:

0. A weist dem Quantor ∀ eine nicht leere Menge |A| zu, die das Universum
von A oder der Träger von A (domain, universe, support) genannt wird.
Wir schreiben oft A für |A|.

1. A weist jedem n-stelligen Prädikatssymbol ein n-stelliges Prädikat P ⊆
|A|n zu, d.h. PA ist eine Menge von n-Tupeln von Elementen des Uni-
versums |A|.

2. A weist jedem Konstantensymbol c ein Element cA ∈ |A| zu.

3. A weist jedem n-stelligen Funktionssymbol eine n-stellige Funktion
fA : |A|n → |A| zu.

Die Idee ist: A gibt dem Quantor ∀ die Bedeutung für jedes Element von
|A|. Außerdem weist A den Prädikats-, Funktions- und Konstantensymbolen der
Sprache Bedeutungen zu. Wir verlangen, dass die n-stelligen Funktionssymbole
so interpretiert werden wie totale Funktionen auf dem Definitionsbereich |A|n.

Nun möchten wie eine Bedeutung für den Satz ”die Formel ϕ ist wahr in
der Struktur A” angeben. Hierfür müssen wir zuerst eine Bedeutung für die
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Vabiablen unserer Logik definieren. Eine Belegung in A oder eine A-Belegung
ist eine Funktion s von der Menge der Variablen in |A|. Wir wollen

”A mit der Belegung s erfüllt ϕ”,
kurz A |= ϕ[s], auch (A, s) |= ϕ, für beliebige A-Belegungen per Induktion

über ϕ definieren.
Zuerst erhalten alle Terme Bedeutungen, indem wir s zu einer Funktion s̄

auf der Menge der Terme erweitern:

Definition 3.8. Sei s : {v0, v1, . . . } → A eine Belegung für die τ -Struktur A.
Wir definieren die Fortsetzung s̄ von s auf die Menge aller τ -Terme wie folgt:
1. s̄(v) = s(v)
2. s̄(c) = cA

3. Wenn t1, . . . , tn Terme sind und f eine n-stelliges Funktionssymbol ist, dann
ist s̄(ft1 . . . tn) = fA(s̄(t1), . . . , s̄(tn)).

Um die Quantorenschritte in der Definition von ”A mit der Belegung s
erfüllt ϕ” richtig zu behandeln, definieren wir zunächst eine Art, Belegungen s
in einem ihrer Argumente eventuell zu ändern:

Definition 3.9. Wenn s eine A-Belegung ist und x eine Variable ist und a ein
Element von |A| ist, dann ist s(x|a) (sprich ”s, x ersetzt durch a”) die folgende
A-Belegung:

s(x|a)(y) =
{
s(y), falls y 6= x
a, falls y = x.

Warum haben wir ”eventuell zu ändern” geschrieben? Wenn s(x) = a, dann
ist s(x|a) = s.

Definition 3.10. ”A mit der Belegung s erfüllt ϕ” wird induktiv über den
Aufbau von ϕ gleichzeitig für alle s definiert:

Wenn ϕ atomar ist, dann gilt:

1. A |= t1 = t2[s] gdw s̄(t1) = s̄(t2).

2. Für jedes n-stellige Prädikatssymbol P , A |= Pt1 . . . tn[s] gdw
〈s̄(t1), . . . , s̄(tn)〉 ∈ PA.

Für zusammengesetzte ϕ gilt:

3. A |= ¬ϕ[s] gdw nicht A |= ϕ[s].

4. A |= (ϕ→ ψ)[s] gdw A 6|= ϕ[s] oder A |= ψ[s].

5. A |= ∀xϕ[s] gdw für jedes a ∈ A, A |= ϕ[s(x|a)].

Statt A |= ϕ[s] schreibt man auch (A, s) |= ϕ, und man nennt eine Struktur
A zusammen mit einer Belegung s eine Interpretation (A, s).

Aus der ”Erfüllt-Relation” |= wird nun, analog wie in der Aussagenlogik,
die logische Implikation für die Logik der ersten Stufe definiert. Es folgt nun
eine der wichtigsten Definitionen in der gesamten Vorlesung:
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Definition 3.11. Sei Γ eine Formelmenge und sei ϕ eine Formel. ”Γ impliziert
ϕ”, (oder ”aus Γ folgt ϕ” oder ”ϕ folgt aus Γ” oder, in Zeichen, Γ |= ϕ ) gdw
für jede Struktur A der Sprache von Γ ∪ {ϕ} und für jede A-Belegung s gilt:
Wenn (A, s) jedes Element von Γ erfüllt, dann erfüllt (A, s) auch ϕ.

Wenn Γ nur ein Element Γ hat, dann schreiben wir γ |= ϕ statt {γ} |=
ϕ. Wenn Γ leer ist, dann schreiben wir |= ϕ statt ∅ |= ϕ, und sagen dass ϕ
allgemeingültig (valid, gültig) ist. Die gültigen Formeln der Logik der ersten
Stufe entsprechen den Tautologien der Aussagenlogik. ϕ ist gültig gdw wenn
jede Struktur A und jede A Belegung zusammen ϕ erfüllen.

Vorsicht: Die logische Implikation |= heißt auf deutsch die Folge-Relation
oder auch die Folgerungsrelation. Letzters ist leicht zweideutig, wie Sie in den
nächsten Vorlesungen sehen werden (es kann auch die Relation ` unter ”Fol-
gerung” verstanden werden). Wenn wir den Gödel’schen Vollständigkeitssatz
bewiesen haben (ab Ende des Kapitels 4), können wir mit der Zweideutigkeit
leben, da wir dann wissen, dass |= und ` äquivalent sind.

Der folgende Satz beschreibt die Rolle der freien Variablen.

Satz 3.12. Koinzidenzsatz. Seien s1 und s2 A-Belegungen, die auf den Varia-
blen, die frei in ϕ auftreten, übereinstimmen. Dann gilt

A |= ϕ[s1] gdw A |= ϕ[s2].

Beweis durch Induktion über den Aufbau von ϕ.
Fall 1: ϕ ist atomar. ϕ = Pt1 . . . tn (P kann auch das Gleichheitszeichen

sein). In diesem Fall tritt jede Variable in ϕ frei auf. Deshalb stimmen s1 und
s2 auf allen Variablen in ti für jedes i überein, und s̄1(ti) = s̄2(ti) für jedes i.
Daher ist A |= ϕ[s1] gdw (s̄1(t1), . . . , s̄1(tn)) ∈ PA gdw (s̄2(t1), . . . , s̄2(tn)) ∈ PA

gdw A |= ϕ[s2], wie gewünscht.
Fall 2 und Fall 3: ϕ ist von der Form ¬α oder (α → β). Diese Fälle folgen

direkt aus den Induktionsannahmen.
Fall 4 (der interessante Fall): ϕ = ∀xψ. Dann ist jede Variable frei in ϕ gdw

sie frei in ψ und nicht gleich x ist. Somit stimmen s1(x|a) und s2(x|a) für jedes
Element a von |A| auf den freien Variablen von ψ überein. Nach der Induktio-
nannahme gilt für jedes a ∈ A, A |= ψ[s(x|a)] gdw A |= ψ[s(x|a)]. Da dies für
beliebiges a gilt, folgt, dass A |= ∀xψ[s1] gdw A |= ∀xψ[s2]. a

Korollar 3.13. Wenn σ ein Satz ist, dann gilt A |= σ[s] für keine Belegung
oder aber für alle Belegungen.

Wir sagen, dass der Satz σ wahr in A ist gdw wenn A mit mit jeder A-
Belegung erfüllt, geschrieben A |= σ. Sonst ist σ falsch in A. Wenn σ wahr in
(A, s) ist, dann ist (A, s) ein Modell von σ. Wenn Σ eine Menge von Sätzen ist,
dann ist (A, s) ein Modell von Σ gdw (A, s) ein Modell von jedem Satz Σ ist.

Korollar 3.14. Seien Σ eine Menge von Sätzen und sei τ ein Satz. Dann gilt
Σ |= τ gdw jedes Modell von Σ auch ein Modell von τ ist.
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Beachten Sie, dass die Definition der logischen Implikation für die Logik
der ersten Stufe viel komplizierter als für die Aussagenlogik ist. Um zu ent-
scheiden, ob eine Formel gültig ist oder nicht, müssen wir jede Struktur der
Sprache und jede Belegung beachten und dann prüfen, ob (A, s) ϕ erfüllt oder
nicht. Deshalb ist es nicht klar, ob die Menge der gültigen Formeln der Lo-
gik der ersten Stufe entscheidbar ist. Tatsächlich werden wir zeigen, dass die
Gültigkeit nicht entscheidbar ist. Überraschenderweise impliziert der Gödelsche
Vollständigkeitssatz, dass die Menge der gültigen Formeln der Logik der ersten
Stufe effektiv aufzählbar ist. Wir werden diese Aufzählbarkeit im Anschluss
an den Gödel’schen Vollständigkeitssatz zeigen und die Unentscheidbarkeit im
Kapitel über die Gödel’schen Unvollständigkeitssätze zeigen.

In einer vielleicht etwas willkürlichen, jedoch allgemein akzeptierten Auf-
teilung gehört |= zu den semantischen Begriffen, die sich unmittelbar mit den
Strukturen beschäftigen. Wir werden nun noch zwei weitere semantische Be-
griffe definieren, bevor wir uns auf die sogenannte synaktische Seite begeben.

Definition 3.15. Sei A eine Struktur und sei fr(ϕ) ⊆ {v0, . . . , vn−1} und seien
a0, . . . , an−1 Elemente aus |A|. Dann schreiben wir

A |= ϕ[a0, . . . , an−1]

gdw (A, s) |= ϕ für s(vi) = ai, i = 0, . . . , n− 1.

Definition 3.16. P ⊆ |A|n ist definierbar in A gdw es eine Formel ϕ mit
den freien Variablen aus {v0, . . . , vn−1} gibt, so dass P = {(a0, . . . , an−1) |A |=
ϕ[a0, . . . , an−1])}. Wir sagen hierzu ϕ definiert P in A.

Wir betrachten zum Beispiel Definierbarkeit in der Struktur N = (N, 0, 1,+, ·):
Einige Relationen sind in N definierbar, andere nicht. Da es nur abzählbar viele
Formeln gibt, sind nur abzählbar viele Relationen definierbar. Es gibt jedoch
überabzählbar viele Relationen auf N. Zum Beispiel ist die Ordungsrelation
{(n,m) |n < m} definierbar und die Menge der Primzahlen und die Exponen-
tiationsrelation {(n,m, s) | s = nm}. Die erstgenannte wird durch die Formel
∃v3v1 + Sv3 = v2 definiert, die zweite durch die Formel 1 < v1 ∧ ∀v2∀v3(v1 =
v2 · · · v3 → v2 = 1∨v3 = 1) und die dritte durch eine kompliziertere Formel, die
wir im sogenannten Gödel’schen β-Lemma 6.20 sehen werden. Wir werden im
Kapitel über die Unvollständigkeitssätze auch zeigen, dass jede entscheidbare
Relation und jede effektiv aufzählbare Relation und viele weitere Relationen
auf N in N definierbar sind.

Es ist oft viel schwieriger zu zeigen, dass eine gegebene Relation in einer
gegebenen Struktur A nicht definierbar ist. Ein hinreichendes Kriterium für
Nicht-Definierbarkeit in A ist zum Beispiel die Existenz eines Automorphismus
i von A, der P bewegt, d.h. i′′P := {i(ā) | ā ∈ P} 6= P . Hier schreiben wir
i(ā) = (i(a0), . . . , i(an−1)).

Definition 3.17. Seien A und B τ -Strukturen. i ist ein Isomorphismus von A

auf B gdw i : A→ B eine Bijektion ist, die alle Symbole in τ erhält. In Formeln
heißt dies:

(a) i(cA) = cB für jedes Konstantensymbol c ∈ τ ,
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(b) PA(a0, . . . , an−1) gdw PB(i(a0), . . . , i(an−1)) für jedes n und jedes Sym-
bol für ein n-stelliges Prädikat P ∈ τ und

(c) i(fA(a0, . . . an−1)) = fB(i(a0), . . . i(an−1)) für jedes n und jedes Symbol
für eine n-stellige Funktion in τ .

A und B heißen isomorph, in Zeichen A ∼= B, wenn es einen Isomorphismus
von A auf B gibt.

Isomrophismen von A auf A heißen Automorphismen.

Lemma 3.18. Jeder Isomorphismus von A auf B ist treu für jede definierbare
Relation.

Beweis: Dies zeigt man induktiv über den Aufbau der definierenden Formel.
Übung!



Kapitel 4

Der Gödel’sche
Vollständigkeitssatz

In diesem Kapitel beweisen wir Schritt für Schritt den Gödel’schen Vollständig-
keitssatz.

4.1 Beweistheorie

Der Begriff der Gültigkeit ist in der Logik der ersten Stufe ziemlich kompliziert.
Gibt es eine einfachere Definition? Können wir zum Beispiel für eine Sprache
mit nur endlich vielen nichtlogischen Symbolen die Menge der gültigen Formeln
effektiv aufzählen? Gödel gab eine positive Antwort. Dieses Ergebnis ist eines
der Korollare aus dem Gödel’schen Vollständigkeitssatz.

Die Idee des Vollständigkeitssatzes ist einfach. Wir zeigen, dass jede gültige
Formel mit einfachen Mitteln aus der leeren Voraussetzungsmenge beweisbar ist.
Hierzu präzisieren wir den Beweisbegriff wie folgt: Wir geben eine entscheidbare
Menge Λ gültiger logischer Axiome an. Dann nennen wir eine endliche Folge
von Formeln einen formalen Beweis, wenn jede dieser Formeln ein logisches
Axiom ist oder unter Verwendung der Schlussregel Modus Ponens aus früheren
Formeln folgt. Die Modus Ponens Regel (MP) lautet:

Aus ϕ und (ϕ→ ψ) folgt ψ.

Die Menge der formalen Beweise ist entscheidbar. (Überlegen Sie sich das,
nachdem Sie die Definition gesehen haben.) Nun ist eine Formel ein formaler
Satz gdw sie die letzte Formel eines Beweises ist. Da die Menge der Beweise
entscheidbar ist, folgt, dass die Menge der formalen Sätze effektiv aufzählbar
ist. Da die Menge der formalen Beweise mit der Menge der gültigen Formeln
übereinstimmt, ist daher such die letztere effektiv aufzählbar.

Formale Beweise
Wir geben nun ein kurzes vollständiges Regelwerk für formale Beweise an:

Sei eine Sprache τ der ersten Stufe gegeben. Wir folgen hier dem dem sogenann-
ten Hilbert’schen Beweiskalkül, der in den Büchern von Joseph Shoenfield[13],

39
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Herbert Enderton [4] und Ziegler[16] beschrieben wird. Eine äquivalenter Be-
weiskalkül, der sogenannte Sequenzenkalkül, wird in den Lehrbüchern von Hermes[6],
Ebbinghaus, Flum und Thomas[3] und auch Ziegler[16] beschrieben.

Wir definieren zunächst eine besondere Menge von Formeln Λ, die Menge
der logischen Axiome.

Einschub: Wie ist der Begriff ”Axiom” im Duden definiert?

Definition 4.1. Der sogenannte Hilbertkalkül für Beweise. Die Menge Λ der
logischen Axiome besteht aus sechs Teilmengen. ϕ heißt eine Verallgemeinerung
von ψ gdw für ein n ≥ 0 und Variablen x0 . . . , xn−1 gilt

ϕ = ∀x0 . . . ∀xn−1ψ.

Wir gestatten auch n = 0. Die logischen Axiome sind Verallgemeinerungen von
Formeln aus den Gruppen 1 bis 6. Seien x, y Variablen und α, β Formeln. Wir
beschreiben nun die Gruppen 1 bis 6:

1. Alle Tautologien der Aussagenlogik.

2. Ersetzungsaxiome: ∀xα→ αx
t , wenn t für x in α eingesetzt werden kann.

Wann t überhaupt für x eingesetzt werden kann, wird in Definition 4.2
beschrieben. Die Formel αx

t wird in Definition 4.3 definiert.

3. ∀x(α→ β)→ (∀xα→ ∀xβ).

4. α→ ∀xα, wenn x nicht frei in α auftritt.

5. x = x.

6. x = y → (α → α′), wenn α atomar ist und α′ aus α dadurch entsteht,
dass x durch y an einigen Stellen ersetzt wird.

Sei nun Γ eine Menge von Formeln und sei ϕ eine Formel. Ein Beweis von
ϕ aus Γ ist eine Folge 〈α0, . . . , αn〉 von Formeln, so dass αn = ϕ und für jedes
i ≤ n gilt:

1. αi ∈ Γ ∪ Λ oder

2. es gibt j, k < i so dass αk = (αj → αi) ist. In diesem Falle ergibt sich
αi aus vorangehenden αj und αk aus dem modus ponens.

Wenn es einen Beweis von ϕ aus Γ gibt, dann sagen wir, dass ϕ aus Γ
beweisbar ist, und schreiben Γ ` ϕ.

Gruppe 1: Tautologien.
Die Tautologien der Logik der ersten Stufe ergeben sich aus den Tautologien

der Aussagenlogik, die nur ¬ und → ( nicht aber ∧, ∨, ↔ enthalten), indem
wir jedes Satzsymbol durch eine Formel der Logik der ersten Stufe ersetzen.
In Gruppe 1 nehmen wie auch alle Verallgemeinerungen solcher Formeln auf.
Zum Beispiel gehört die Formel ∀x[(∀y¬Py → ¬Px) → (Px → ¬∀y¬Py)] zu
Gruppe 1, weil sie eine Verallgemeinerung der Formel in eckigen Klammern
ist und sich die Formel in eckigen Klammern aus der folgenden Tautologie der
Aussagenlogik ergibt:

(A→ ¬B)→ (B → ¬A).
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Eine andere Art, die Menge der Tautologien der ersten Stufe zu erklären, ist
folgende: Nennen wir eine Formel prim gdw sie entweder atomar ist oder von
der Form ∀xα ist. Jede Formel der Logik der ersten Stufe wird aus Primformeln
mithilfe der Junktoren ¬ und → aufgebaut. Nun definieren wir die Tautologien
der Aussagenlogik um, indem wir die Primformeln wie Satzsymbole behandeln
und nur die Junktoren ¬ und → verwenden. Dann darf ”außen” noch verall-
gemeinert werden. Das Ergebnis ist die Menge der Tautologien der Logik der
ersten Stufe.

Gruppe 2: Ersetzung. Von der Technik her ist dies die komplexeste Axio-
mengruppe.

Definition 4.2. Wir definieren induktiv über den Aufbau von α, wann t für x
in α eingesetzt werden kann.

1. t kann in atomaren α immer für x eingesetzt werden.

2. t kann in ¬α für x eingesetzt werden gdw dies für α möglich ist. t kann
in (α → β) für x eingesetzt werden, gdw dies für α und für β der Fall
ist.

3. t kann in ∀yα für x eingesetzt werden gdw

(a) x in ∀yα nicht frei auftritt, oder

(b) x 6= y und y in t nicht auftritt und t in α für x eingesetzt werden
kann.

Definition 4.3. Nun definieren wir für Formeln α, Variablen x und Terme t
die Formel αx

t , unter der Voraussetzung, dass t für x in α eingesetzt werden
kann. αx

t heißt α, x ersetzt durch t. Die Formel αx
t wird indukiv über den Aufbau

von α definiert, und — Vorsicht — ist nicht immer definiert.

1. Für atomares α ergibt sich αx
t , indem wir in α alle x durch t ersetzen.

2. (¬α)x
t = ¬αx

t , wenn t für x in α eingesetzt werden kann, undefiniert
sonst,

3. (α → β)x
t = (αx

t → βx
t ), wenn t für x in α eingesetzt werden kann und

in β eingesetzt werden kann, und undefiniert sonst,

4. (∀yα)x
t ist

(a) ∀yα, falls y = x,

(b) ∀y(αx
t ), falls y 6= x und x in ∀yα nicht frei auftritt,

(c) ∀yαx
t , falls x 6= y und y in t nicht auftritt und t in α für x

eingesetzt werden kann,

und undefiniert, falls keiner der drei Fälle eintritt.

Hier wird es interessant. Es scheint, dass (∀xα→ αx
t ) ein vernünftiges (d.h.

korrektes, s.u.) Axiom ist und dass wir die ungewöhnliche Einschränkung der
Definition nicht brauchen. Ohne die Einschränkung bei der Definition kann das
Axiom aber falsch sein, wenn nämlich z für ein freies y eingesetzt wird. Zum
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Beispiel schauen wir die Formel α = ∃y(y 6= x) und t = y an. Dann wird
∀xα→ αx

t zu
∀x∃y(x 6= y)→ ∃y(y 6= y),

was offensichtlich für jede Struktur falsch ist, deren Universum mehr als ein
Element hat. Wir lösen dieses Problem, indem wir α, x und t einschränken wie
in Definition 4.2. Erhalten wir nun tatsächlich eine gültige Formel ∀xα → αx

t ,
wenn t für x in α eingesetzt werden kann?

Lemma 4.4. Ersetzungslemma. Wenn der Term t in der Formel α für die
Variable x eingesetzt werden kann, dann

A |= αx
t [s] gdw A |= α[s(x|s̄(t))].

Beweis: Wir führen den interessantesten Schritt vor: Sei ϕ = ∀yα, und sei x 6= y
und trete y nicht in t auf und möge t für x in α eingesetzt werden können. Dann
A |= ϕx

t [s]
gdw A |= ∀yαx

t [s]
gdw f.a. a ∈ A, A |= αx

t [s(y|a)]
gdw (IV) f.a. a ∈ A, A |= α[s(y|a)(x| ¯s(y|a)(t))]
gdw (da x 6= y und da y in t nicht auftritt) f.a. a ∈ A, A |= α[s(x|s̄(t))(y|a)]
gdw A |= ∀yα[s(x|s̄(t))]
gdw A |= ϕ[s(x|s̄(t))].

Wir führen einen weiteren sehr interessanten Schritt vor, den von Definiti-
on 5.3 Punkt 4(b): Sei ϕ = ∀yα, und sei x 6= y und trete x nicht frei in ∀yα.
Dann A |= ϕx

t [s]
gdw A |= ∀yαx

t [s]
gdw f.a. a ∈ A, A |= αx

t [s(y|a)]
gdw (IV) f.a. a ∈ A, A |= α[s(y|a)(x| ¯s(y|a)(t))]
gdw (da x 6= y und da x in α nicht frei auftritt, Koinzidenzlemma) f.a. a ∈ A,
A |= α[s(y|a)]
gdw A |= ∀yα[s]
gdw (wieder Koinzidenzlemma) A |= ∀yα[s(x|s̄(t))]
gdw A |= ϕ[s(x|s̄(t))]. a

Korollar 4.5. Die Ersetzungsaxiome sind gültig.

Beweis: Nehmen wir an, dass t in α für x eingesetzt werden kann und (A, s) die
Formel ∀xα erfüllt . Wir müssen zeigen, dass (A, s) auch αx

t erfüllt. Wir wissen,
dass A |= α[s(x|a)] für jedes a ∈ |A|. Dann gilt dies insbesondere für a = s̄(t).
Damit ist die Formel (∀xα→ αx

t ) gültig, wie gewünscht. a

Satz 4.6. Gültigkeitssatz. Jedes Axiom ist gültig, d.h., wenn ϕ ein logisches
Axiom ist und A eine Struktur ist und s eine A-Belegung ist, dann gilt (A, s) |=
ϕ.
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Beweis: Beachten wir zuerst, dass jede Verallgemeinerung einer gültigen Formel
auch gültig ist. Wenn zum Beispiel ϕ die Formel ∀xψ mit einem gültigen ψ ist,
dann haben wir A |= ψ[s] für alle A, s, gdw A |= ψ[s(x|a)] für alle A, s, a, gdw
A |= ϕ[s].

Derselbe Beweis funktioniert, wenn ϕ von der Form ∀x1 . . . ∀xnψ ist.
Somit ist zu zeigen, dass alle Formeln in allen sechs Axiomengruppen gültig

sind. Das ist klar für die Tautologien, da sie sich aus Tautologien der Aussa-
genlogik ergeben. Wir haben für die 2. Gruppe schon gezeigt, dass die Erset-
zungsaxiome gültig sind.

Nun kommen wir zur Gruppe 3:
Betrachten wir das Axiom

∀x(α→ β)→ (∀xα→ ∀xβ)

Um die Gültigkeit dieses Axioms zu sehen, genügt es zu zeigen, dass A |=
∀xβ[s], wenn A |= ∀x(α → β)[s] und A |= ∀xα[s]. Die beiden Voraussetzungen
implizieren A |= (α→ β)[s] für alle a ∈ |A| und A |= α[s(x|a)] für alle a ∈ |A|.
Zusammen ergibt dies und A |= β[s(x|a)] für alle a ∈ |A|, also A |= ∀xβ[s].

Gruppe 4. Betrachten wir das Axiom

α→ ∀xα,

für α, in dem x nicht frei auftritt. Für die Korrektheit haben wir zu zeigen:
Für alle (A, s): Wenn (A, s) |= α, dann auch (A, s) |= ∀xα. Letzteres heißt,
dass für jedes a ∈ A, A |= α[s(x|a)]. Nun stimmen aber s und s(x|a) für alle
a ∈ |A| auf den freien Variablen von α überein, da x nicht frei in α auftritt.
Nach dem Koinzidenzlemma für Belegungen gilt, dass A |= ϕ[s(x|a) für jedes
a ∈ A. Deshalb ist A |= ∀xϕ[s].

Gruppe 5: Klar.

Gruppe 6: Wir nehmen ein atomares α und betrachten das Axiom. x =
y → (α → α′). Hierbei sei α′ die Abwandlungvon α, in der x an manchen
Stellen durch y ersetzt wurde. Wir zeigen für alle (A, s): Wenn A |= α[s]
und s(x) = s(y), dann A |= α′[s]. Nehmen wir an, dass α = Pt1 . . . tn und
α′ = Pt′1 . . . t

′
n und dass t′i aus ti durch Ersetzung einiger x durch y entsteht.

Die Relation P kann auch das Gleichheitszeichen sein. Da s(x) = s(y) ist, ist
auch s̄(ti) = s̄(t′i), wie man induktiv über den Aufbau der Terme zeigt. Daher ist
(s̄(t1), . . . , s̄(tn)) ∈ PA gdw (s̄(t′1), . . . , s̄(t′n)) ∈ PA und daher A |= Pt1 . . . tn[s]
gdw A |= Pt′1 . . . t

′
n[s]. Es folgt, dass A |= α′[s]. a

So, nun haben wir also zwei Begriffe logischer Implikation: Γ ` ϕ bedeu-
tet, dass es einen Beweis von ϕ aus Γ (und den logischen Axiomen Λ) gibt.
Und Γ |= ϕ (Γ impliziert ϕ logisch) bedeutet: Für jede Struktur A und jede
Belegung s gilt: Wenn (A, s) alle γ aus Γ erfüllt, dann erfüllt (A, s) auch ϕ.
Der Gültigkeitssatz oder Korrektheitssatz stellt eine Verbindung zwischen den
beiden Begriffen her:

Satz 4.7. Korrektheitssatz. Wenn Γ ` ϕ, dann Γ |= ϕ.
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Beweis: Per Induktion über die kürzeste Länge eines formalen Beweises von ϕ
aus Γ. Sei ϕ1 . . . ϕn = ϕ ein Beweis von ϕ aus Γ minimaler Länge.

Fall 1: ϕ ist ein logisches Axiom. Dann folgt aus dem Gültigkeitssatz, dass
∅ die Formel ϕ logisch impliziert. Daher impliziert Γ die Formel ϕ logisch.

Fall 2: ϕ ∈ Γ. Dann impliziert Γ ϕ.
Fall 3: Es gibt i, j < n, so dass ϕi = (ϕj → ϕ). Nach der Induktionsannah-

me impliziert Γ die beiden Formeln ϕi und ϕj logisch, weil es kürzerere Beweise
aus Γ für ϕi und für ϕj gibt. Es folgt, dass Γϕ logisch impliziert. a

Der Korrektheitssatz liefert auch ein Korollar, das die Begriffe Konsistenz
und Erfüllbarkeit in eine Richtung verbindet:

Definition 4.8. 1. Eine Formelmenge Γ ist widerspruchsfrei oder konsi-
stent (consistent) gdw es keine Formel ϕ gibt, so dass Γ sowohl ϕ als
auch ¬ϕ beweist.

2. Γ ist erfüllbar (satisfiable) gdw es eine Struktur A und eine Belegung s
gibt, so dass (A, s) |= ϕ für jedes ϕ ∈ Γ.

Die Konsistenz wird als syntaktischer Begriff aufgefasst, da sie sich mit
dem Konzept ”Beweis” befasst, die Erfüllbarkeit hingegen wird als semanti-
scher Begriff aufgefasst, da sie sich mit dem Konzept ”Struktur” befasst. Der
Korrektheitsatz liefert uns nun folgendes

Korollar 4.9. Wenn Γ erfüllbar ist, dann ist Γ auch konsistent.

Beweis: Wenn Γ nicht konsistent wäre, dann würde Γ sowohl ϕ als auch ¬ϕ für
ein ϕ beweisen. Wegen des Korrektheitssatzes bedeutet dies, dass Γ die Formel
ϕ und ¬ϕ logisch impliziert. Da ϕ∧¬ϕ in jeder Struktur A mit jeder A-Belegung
s falsch ist, kann Γ nicht erfüllbar sein. a

Der Vollständigkeitssatz liefert Umkehrungen zum Korrektheitssatz und zu
dessen Korollar.

Satz. Der Gödel’sche Vollständigkeitssatz.

(a) Jede konsistente Formelmenge ist erfüllbar.

(b) Wenn Γ |= ϕ, dann Γ ` ϕ.

Auf den folgenden sechs Seiten werden wir den Satz beweisen.

4.2 Metasätze

Dem Beweis des Vollständigkeitssatzes stellen wir zunächst einige Sätze über
formale Beweise voran. Diese werden Metasätze genannt, da sie Sätze über
das Konzept von Sätzen sind. Diese Ergebnisse erklären auch unsere Wahl der
logischen Axiome.

Wir sagen, dass {α1, . . . , αn} die Formel β tautologisch impliziert gdw die
Formel (

∧
1≤i≤n αi)→ β ein Axiom aus der ersten Gruppe ist.
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Lemma 4.10. (Metasatz über die Tautologische Implikation) Wenn Γ die For-
meln α0, α1, . . . , αn−1 beweist, und {α0, . . . , αn−1} die Formel β tautologisch
impliziert, dann beweist Γ auch β.

Beweis: Da die Formel
∧

i<n αi → β eine Tautologie ist, ist sie ein logisches
Axiom und somit aus Γ beweisbar. Wir können nun den modus ponens n Mal
anwenden, um zu zeigen, dass Γ die Formel β beweist:∧

i<n

αi → β ↔

(α0 → (α1 → · · · → (αn−1 → β) . . . ))

a

Lemma 4.11. (Deduktionsmetasatz) Wenn Γ∪{γ} die Formel ϕ beweist, dann
beweist Γ auch die Formel (γ → ϕ).

Beweis: Wir zeigen durch Induktion über die kürzeste Länge eines Beweises von
ϕ aus Γ ∪ {γ}, dass (γ → ϕ) aus Γ beweisbar ist.

Fall 1: ϕ = γ. Dann beweist Γ offensichtlich (γ → ϕ), da γ → γ eine
Tautologie ist.

Fall 2: ϕ ist ein logisches Axiom oder ein Element von Γ. Dann beweist
schon Γ alleine die Formel ϕ. Und {ϕ} impliziert tautologisch (γ → ϕ). Es folgt
aus der tautologischen Implikation, dass Γ die Formel (γ → ϕ) beweist.

Fall 3: ϕ entsteht durch modus ponens aus ψ und ψ → ϕ. Nach Indukti-
onsannahme beweist Γ dann die Formeln (γ → ψ) und (γ → (ψ → ϕ)). Aus
dem Lemma über die tautologischen Implikation folgt nun, dass Γ die Formel
(γ → ϕ) beweist. a

Lemma 4.12. Reductio ad absurdum, Widerspruchsbeweis, RAA. Wenn Γ ∪
{ϕ} nicht konsistent ist, dann beweist Γ die Formel ¬ϕ.

Beweis: Nach Annahme gibt es eine Formel β, so dass Γ∪{ϕ} sowohl β als auch
¬β beweist. Mit dem Deduktionsmetasatz erhalten wir, dass Γ sowohl (ϕ→ β)
als auch (ϕ→ ¬β) beweist. Es folgt aus der tautologischen Implikation, dass Γ
die Formel ¬ϕ beweist.

Viele einzelne Beweisschritte verstecken sich hinter dem vorigen deutschen
Satz: Aus (ϕ→ β) beweist man mit einer Tautologie und MP (¬β → ¬ϕ). Aus
(ϕ → ¬β) beweist man mit einer Tautologie und MP (¬¬β → ¬ϕ). Hieraus
erhält man mit MP (¬β → ¬ϕ)∧ (¬¬β → ¬ϕ). Außerdem ist (¬β ∨¬¬β) eine
Tautologie. MP gibt nun ¬ϕ. a

Lemma 4.13. (Erste Regel über die Verallgemeinerung). Wenn Γ die Formel
ϕ beweist, und x in keiner Formel von Γ frei auftritt, dann beweist Γ die Formel
∀xϕ.
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Beweis. Wir zeigen durch Induktion über die kürzeste Länge eines Beweises von
ϕ aus Γ, dass Γ die Formel ∀xϕ beweist.

Fall 1: ϕ ist ein logisches Axiom. Dann ist ∀xϕ auch ein logisches Axiom
und somit beweist Γ die Formel ∀xϕ. Wir haben aber vereinbart, dass alle
Verallgemeinerungen logischer Axiome wieder logische Axiome sind.

Fall 2: ϕ ∈ Γ. Dann tritt x nicht frei in ϕ auf. Deshalb ist (ϕ → ∀xϕ) ein
Axiom der Gruppe 3. Somit beweist Γ sowohl ϕ als auch (ϕ → ∀xϕ). Also
beweist Γ auch ∀xϕ.

Fall 3: ϕ entsteht via modus ponens aus ψ und ψ → ϕ. Jedoch gehört
folgende Formel zu Axiomengruppe 3:

∀x(ψ → ϕ)→ (∀xψ → ∀xϕ).

Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir Γ ` ∀xψ und Γ ` ∀x(ψ → ϕ).
Aus der doppelten Anwendung des modus ponens erhalten wir einen Beweis
von ∀xϕ aus Γ. a

Lemma 4.14. Einfache Tatsachen über die Ersetzung.

(a) x kann in jeder Formel für sich selbst eingesetzt werden.

(b) t kann in ϕ für x eingesetzt werden, wenn keine Variable von ϕ in t
auftritt.

(c) Wenn x, y Variablen sind und y nicht in ϕ auftritt, dann kann x in ϕx
y

für y eingesetzt werden, und es gilt (ϕx
y)y

x = ϕ (x wird zu y und dann
wieder zu x).

(d) Wenn x, y, z Variablen sind und x 6= z ist und t für x in ϕ eingesetzt
werden kann, dann kann t für x in ϕy

z eingesetzt werden.

(e) Wir nehmen an, dass t für x in ϕ eingesetzt werden könne, y ein Va-
riable sei, die nicht in ϕ auftrete, und c ein Konstantensymbol sei. Der
Term tcy und die Formel ϕc

y entstehen dadurch, dass wir in t und ϕ c
durch y ersetzen. Dann kann in ϕc

y t
c
y für x eingesetzt werden.

Beweis: Übung

Lemma 4.15. Zweite Regel über die Verallgemeinerung. Wenn Γ die Formel
ϕ beweist und c ein Konstantensymbol ist, das nicht in Γ auftritt, dann gibt es
eine Variable y, die in ϕ nicht auftritt, so dass Γ die Formel ∀yϕc

y beweist.

Beweis: Induktiv über den Aufbau eines Beweises von ϕ aus Γ. Beim Indukti-
onsschritt: modus ponens.

Lemma 4.16. Dritte Regel über die Verallgemeinerung. Wenn Γ die Formel
ϕx

c beweist und c ein Konstantensymbol ist, das weder in Γ noch in ϕ auftritt,
dann beweist Γ die Formel ∀xϕ, und es gibt eine Ableitung hierfür, in der c
nicht auftritt.
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Beweis: Vom vorigen Lemma haben wir eine Ableitung von ∀y((ϕx
c )c

y) aus Γ, in
der c nicht auftritt, wenn y neu ist. Aber da c nicht in ϕ auftritt, haben wir
auch

((ϕx
c )c

y) = ϕx
y .

Es bleibt zu zeigen, dass ∀yϕx
y ` ∀xϕ. Dies folgt, wenn man weiß, dass

∀yϕx
y → ϕ ein Axiom ist. Dies folgt aus (ϕx

y)y
x = ϕ und den Ersetzungsaxiomen

in Gruppe 2. a

Lemma 4.17. Metasatz über die Umbenennung von Variablen. Wenn ϕ eine
Formel, t ein Term und x eine Variable ist, dann gibt es eine Formel ϕ′ so
dass

(a) t für x in ϕ′ eingesetzt werden kann, und

(b) ϕ→ ϕ′ und ϕ′ → ϕ beweisbar sind.

Beweis: Übung

4.3 Der eigentliche Beweis

Wir wiederholen noch einmal:

Satz 4.18. Der Gödel’sche Vollständigkeitssatz

(a) Jede konsistente Formelmenge ist erfüllbar.

(b) Wenn Γ |= ϕ, dann Γ ` ϕ

Beweis: Es genügt, (a) zu beweisen, denn aus (b) erhält man (a) wie folgt:
Impliziere Γ die Formel ϕ logisch. Wir möchten zeigen, dass Γ ϕ auch beweist.
Wenn Γ ∪ {¬ϕ} inkonsistent ist, dann beweist Γ die Formel ¬ϕ durch reductio
ad absurdum, und deshalb beweist Γ ϕ durch tautologische Implikation, wie
gewünscht. Daher können wir annehmen, dass Γ ∪ {¬ϕ} konsistent ist. Dann
ist nach (a) dieses auch erfüllbar. Dies widerspricht unserer Annahme, dass Γ
die Formel ϕ logisch impliziert.

Nun beweisen wir (a). Sei Γ konsistent. Dann definieren wir eine neue For-
melmenge ∆ in einer um die Konstantensymbole c0, c1 . . . erweiterten Sprache,
so dass folgendes gilt:

(i) Γ ⊆ ∆,

(ii) ∆ ist in der erweiterten Sprache maximalkonsistent, d.h. für alle ϕ ∈
L(τ ∪ {ci | i ∈ N}) ist ϕ ∈ ∆ oder ist ¬ϕ ∈ ∆.

(iii) ∆ ist eine Henkin-Menge, d.h. für jede Formel ϕ und jede Variable x
gibt es eine Konstante c, so dass die Formel (¬∀xϕ→ ¬ϕx

c ) ein Element
von ∆ ist.

Danach konstruieren wir aus ∆ eine Struktur A und eine Belegung s, so
dass (A, s) ϕ erfüllt.
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Wir beschreiben nun die Definition von ∆, die sich in abzählbar viele Er-
weiterungen der ersten Art und eine Erweiterung der zweiten Art zergliedert.
Für jede Formel der Sprache L = L0 und jede Variable x wählen wir ein neues
Konstantensymbol cxϕ, das wir zu L hinzufügen, und erhalten so die Sprache
L1. Dann erweitern wir Γ für alle ϕ ∈ L und alle Variablen x um die Formel
(¬∀xϕ→ ¬ϕx

cx
ϕ
) und erhalten so Γ1.

Behauptung 4.19. Γ1 ist konsistent.

Beweis: Annahme: Γ1 wäre widerspruchsvoll. Wir denken uns Γ1 schrittweise
aus Γ aufgebaut, und nehmen die minimale Schrittzahl, so dass Γ ∪ {ψ0, . . . ,
ψn, ψn+1} widerspruchsvoll ist. Dann folgt nach RAA: Γ∪{ψ0, . . . , ψn} ` ¬ψn+1.
ψn+1 ist von der Form (¬∀xϕ → ¬ϕx

cx
ϕ
). Also ist ¬ψn+1 = ¬∀xϕ ∧ ϕx

cx
ϕ
. Wir

haben daher Γ ∪ {ψ0, . . . , ψn} ` ¬∀xϕ und Γ ∪ {ψ0, . . . , ψn} ` ϕx
cx
ϕ
.

Aus letzterem erhalten wir mit dem Lemma 4.16 (der dritten Regel über die
Verallgemeinerung) Γ∪{ψ0, . . . , ψn} ` ∀xϕ. Nun ist also schon Γ∪{ψ0, . . . , ψn}
widerspruchsvoll, im Widerspruch zur Minimalität. a

Jetzt wiederholen wir diese Konstruktion, und erhalten aus der Sprache L1

die Sprache L2 und die Formelmenge Γ2, so dass Γ2 alle Formeln der Form
(¬∀ϕ → ¬ϕx

cx
ϕ
) enthält, für jede Formel ϕ, die in L1, aber nicht in L0 ausge-

drückt werden kann. Dann folgt wieder aus der Behauptung 4.19, dass die Kon-
sistenz von Γ1 jene von Γ2 impliziert. Durch wiederholte Erweiterungen dieser
Art erhalten wir eine Kette Γ ⊆ Γ1 ⊆ Γ2 . . . in den Spachen L ⊆ L1 ⊆ L2 . . . .
Schließlich definieren wir Γ∗ =

⋃
{Γn |n ∈ N} und L∗ =

⋃
{Ln |n ∈ N}. Eine

aufsteigende Vereinigung von widerspruchsfreien Mengen ist widerspruchsfrei,
da man für einen Widerspruch nur endlich viel Elemente braucht.

Behauptung 4.20. Γ∗ ist Teilmenge einer maximalkonsistenten Formelmenge
∆ in der Sprache L∗. ∆ ist ebenfalls eine Henkin-Menge, da Erweiterungen von
Henkin-Mengen in derselben Sprache Henkin-Mengen bleiben.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung hier nur für den Fall eine abzählba-
ren Formelmenge Γ. Die Behauptung für überabzählbare Γ ist auch richtig,
doch hierzu braucht man überabzählbar lange Auflistungen, und das heißt
überabzählbare Ordinalzahlen.

Behauptung 4.21. Jede konsistente Formelmenge Γ∗ in einer abzählbaren
Sprache L kann zu einer maximalkonsistenten Formelmenge ∆ erweitert wer-
den.

Beweis: Sei ϕ0, ϕ1 . . . eine Liste der Formel der Sprache L∗. Wir definieren ψn

per Induktion über n. Wenn Γ ∪ {ψ0, . . . , ψn−1} ∪ {ϕn} konsistent ist, dann
setzen wir ψn = ϕn. Sonst beweist Γ ∪ {ψ0, . . . , ψn−1} die Formel ¬ϕn und wir
definieren ψn = ¬ϕn. Induktiv über n zeigt man nun, dass Γ ∪ {ψ0, . . . , ψn}
konsistent ist. Daher ist Γ ∪ {ψi | i < ω} konsistent. Da für jede Formel ϕ oder
¬ϕ zu ∆ gehört, ist ∆ maximalkonsistent, wie gewünscht. a
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Somit sind nun (i), (ii) und (iii) unseres Beweisplanes erreicht. Wir definieren
nun die Struktur A wie folgt: Sei T die Menge der L∗-Terme. Wir schreiben
t ≈ t2 und sagen, dass t1 und t2 äquivalent sind, wenn die Formel t1 = t2 in ∆
ist.

Behauptung 4.22. ≈ ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis: Dies folgt aus den Fakten über die Gleichheit (a), (b), (c) und Ein-
setzen der Terme für x, y, z. Falls dies verboten sein sollte, nimmt man zuerst
andere Variablennamen anstelle von x, y, z, die nicht in den fraglichen Termen
vorkommen. a

Nun schreiben wir [t] für die Äquivalenzklasse von t. Das Universum von A

ist die Menge T / ≈ all dieser Äquivalenzklassen. Nun sei

(a) Für jedes n-stelliges Prädikatssymbol P

PA = {〈[t1], . . . , [tn]〉 |Pt1 . . . tn ∈ ∆}.

(b) Für jedes n-stelliges Funktionssymbol P

fA([t1], . . . , [tn]) = [ft1 . . . tn].

(c) Für jedes Konstantensymbol c ist cA = [c].

Behauptung 4.23. PA und fA sind wohldefiniert. Wenn für i < n, [ti] = [t′i],
dann gehört Pt0 . . . tn−1 zu ∆ gdw Pt′0 . . . t

′
n−1 zu ∆ gehört. [ft0 . . . tn−1] =

[ft′0 . . . t
′
n−1] ∈ ∆.

Beweis: Die Wohldefiniertheit folgt aus den Teilen (d) und (e) des Lemmas über
die Fakten über die Gleichheit. Wenn [ti] = [t′i], dann ist ti = t′i ∈ ∆. Daher ist
wieder nach den Fakten über die Gleichheit und der Abgeschlossenheit von ∆
unter ` (∆ ist ja maximal widerspruchsfrei) auch (Pt0 . . . tn−1 ↔ Pt′0 . . . t

′
n−1)

in ∆ gehört. Hieraus folgt dann, dass Pt0 . . . tn−1 zu ∆ gehört gdw Pt′0 . . . t
′
n−1

zu ∆ gehört. Wenn für alle i ti = t′i ∈ ∆, dann ist nach selben Argumenten
auch ft0 . . . tn−1 = ft′0 . . . t

′
n−1 ∈ ∆. a

Die A-Belegung s ist definiert durch s(x) = [x] für jede Variable x.

Behauptung 4.24. (A, s) |= ϕ gdw ϕ ∈ ∆.

Beweis: Wir verwenden die erste Regel über die Verallgemeinerung, den Meta-
satz über die tautologische Implikation, das Ersetzungslemma, die Eigenschaf-
ten einer maximalkonsistenten Henkin-Menge und den Metasatz über die Um-
benennung von Variablen.

Zuerst beachten wir, dass für jedes Term t die Gleichheit s̄(t) = [t] gilt. Dies
beweisen wir durch Induktion über den Aufbau von t: Wenn t eine Variable oder
ein Konstantensymbol ist, dann folgt dies aus der Definition von s. Wenn t von
der Form ft1, . . . tn ist dann haben wir s̄(t) = fA(s̄(t1), . . . , s̄(tn)), das nach
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Induktionsannahme gleich fA([t1], . . . [tn]) ist. Letzteres ist nach Definition von
fA gleich [t].

Wir beweisen nun die zentrale Behauptung der Induktion über den Aufbau
von ϕ. ϕ sei atomar. Wenn ϕ die Formel t1 = t2 ist, dann haben wir A |= ϕ[s]
gdw s̄(t1) = s̄(t2) gdw [t1] = [t2] gdw t1 = t2 ∈ ∆. Wenn ϕ die Formel Pt1 . . . tn
ist, dann A |= ϕ[s] gdw 〈s̄(t1), . . . , s̄(tn)〉) ∈ PA gdw 〈[t1], . . . , [tn]〉 ∈ PA gdw
Pt1 . . . tn ∈ ∆. Der letzte Schritt verwendete die Definition von PA.

ϕ = ¬ψ. Wir haben (A, s) |= ϕ gdw (A, s) 6|= ψ gdw ψ 6∈ ∆ gdw ϕ ∈ ∆. Der
letzte Schritt verwendete die Maximalkonsistenz von ∆.

ϕ = (ψ → γ). Wir haben A |= (ψ → γ)[s] gdw (A 6|= ψ[s] oder A |= γ[s])
gdw (ψ 6∈ ∆ oder γ ∈ ∆) gdw (¬ψ ∈ ∆ oder γ ∈ ∆). Letzteres impliziert wegen
der Maximalität von ∆, dass (ψ → γ) ∈ ∆. Sei umgekehrt (ψ → γ) ∈ ∆. Dann
können wegen der Konsistenz von ∆ nicht sowohl ψ als auch ¬γ zu ∆ gehören.
Wegen der Maximalkonsistenz von ∆ erhalten wie daher ¬ψ ∈ ∆ oder γ ∈ ∆.

ϕ = ∀xψ. Zu zeigen ist A |= ∀xψ([s]) gdw ∀xψ ∈ ∆. Erfülle A die Formel
∀xψ mit s. Wir wählen ein Konstantensymbol c, so dass das Axiom (¬∀xψ →
¬ψx

c ) zu ∆ gehört. Dies ist möglich, da ∆ eine Henkin-Menge ist. Nach Annahme
gilt A |= ψ[s(x|[c])] und [c] = s̄(c). Nach Ersetzungslemma ist A |= ψx

c [s]. Nach
Induktionsannahme ist ψx

c ∈ ∆ und deshalb ¬∀xψ 6∈ ∆ wegen des obigen
Henkinaxioms. Weil ∆ maximal konsistent ist, ist daher ∀xψ ∈ ∆.

Nun nehmen wir an, dass A 6|= ∀xψ[s]. Dann gibt es einen Term t, so dass
A 6|= ψ[s(x|[t])] und [t] = s̄(t). Wir möchten nun mithilfe des Ersetzungslemmas
folgern, dass A 6|= ψx

t [s]. Das Problem ist aber, dass wir nicht wissen, ob das
Ersetzungslemma anwendbar ist, da nicht klar ist, ob t für x in ψ eingesetzt
werden kann. Mit dem Metasatz zu Umbenennung von Variablen können wir
eine Formel ψ′ wählen, so dass ψ ` ψ′ ` ψ und so dass in ψ′ t für x eingesetzt
werden kann. Nach der ersten Verallgemeinerungsregel haben wir ∀xψ ` ∀xψ′,
da ∀xψ die Formel ψ und ψ die Formel ψ′ beweist. Wir haben:

A 6|= ψ[s(x|[t])] nach Voraussetzung. Da ψ und ψ′ logisch äquivalent sind,
ist A 6|= ψ′[s(x|[t])]. Nach dem Ersetzungslemma folgt hieraus A 6|= (ψ′)x

t [s].
Dann ist nach Induktionsannahme (ψ′)x

t 6∈ ∆. Da ∀xψ′ → (ψ′)x
t ein logisches

Axiom und ∆ abgeschlossen unter beweisbarer Implikation ist, haben wir daher
∀xψ′ 6∈ ∆. Da ∀xψ ` ∀xψ′, ist ∀xψ 6∈ ∆. a

4.4 Korollare aus dem Vollständigkeitssatz

Der Vollständigkeitssatz hat wichtige Folgen für die Relation |= der logischen
Implikation und für die Größe von Modellen von Theorien in der Sprache erster
Stufe.

Satz 4.25. Der Kompaktheitssatz.

(a) Wenn jede endliche Teilmenge von Γ erfüllbar ist, dann ist auch Γ erfüll-
bar.

(b) Wenn Γ die Formel ϕ logisch impliziert, dann gibt es ein endliches Γ0 ⊆
Γ, so dass Γ0 die Formel ϕ impliziert.
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Beweis. (a) Wegen des Vollständigkeitssatzes sind Erfüllbarkeit und Konsistenz
gleichwertig. Deshalb genügt es, (a) für ”konsistent” statt ”erfüllbar” zu be-
weisen. Wenn jede endliche Teilmenge von Γ konsistent ist, dann ist auch Γ
konsistent, da ein Widerspruchsbeweis aus Γ nur eine endliche Teilmenge von
Γ verwenden würde.

(b) Der Vollständigkeitssatz impliziert, dass die Relationen ` (beweist) und
|= (impliziert logisch) gleichwertig sind. Deshalb genügt es, (b) für die Relation
` zu beweisen. Wenn Γ die Formel ϕ beweist, dann gibt ein einen endlichen Be-
weis von ϕ aus Γ. Sei Γ0 die endliche Menge von Formeln aus Γ, die im Beweis
verwendet werden. Dann beweist Γ0 ϕ. a

Ein Beispiel für eine Anwendung des Kompaktheitssatzes: Ein Modell einer
Satzmenge Γ ist eine Struktur A, in der jeder Satz aus Γ wahr ist. Da Γ nur
Sätze enthält, brauchen wir keine Belegung. Der Kompaktheitssatz impliziert,
dass es keine Satzmenge gibt, deren Modelle genau die Strukturen mit endlichen
Universum sind: Wenn Γ eine solche Satzmenge wäre und für n der Satz ϕn

sagt, dass es mindestens n Elemente im Universum gibt, dann wäre die Menge
Γ∗ = Γ∪{ϕn |n < ω} endlich erfüllbar. (”Γ ist endlich erfüllbar” ist ein Jargon-
Ausdruck, und heißt korrekt: ”jede endliche Teilmenge von Γ ist erfüllbar”.)
Nach dem Kompaktheitssatz hat Γ∗ ein Modell. Diese ist auch ein Modell von
Γ und hat natürlich ein unendliches Universum.

Unsere nächste Anwendung des Vollständigkeitssatzes verwendet die infor-
malen Begriffe ”Entscheidbarkeit” und ”effektive Aufzählbarkeit”. Eine Sprache
erster Stufe heißt ”effektiv” gdw wenn die Menge ihrer nichtlogischen Symbole
abzählbar ist und darüber hinaus die drei Relationen

{(P, n) |P ist ein n-stelliges Prädikatssymbol}
{(f, n) | f ist ein n-stelliges Funktionssymbol}
{c | c ist ein Konstantensymbol}.

”entscheidbar” sind. Zum Beispiel ist jede Sprache mit nur endlich vielen
nichtlogischen Symbolen effektiv. Das Teilgebiet er mathematischen Logik, das
Rekursiontheorie oder auch Berechenbarkeitstheorie genannt wird, gibt eine ex-
akte Definition der Begriffe ”Entscheidbarkeit” und ”effektive Aufzählbarkeit”
und erforscht diese und weitere Begriffe über Algorithmen.

Satz 4.26. Aufzählbarkeitssatz. Sei Γ eine entscheidbare Formelmenge in ei-
ner effektiven Sprache. Dann ist die Menge der logischen Implikationen aus Γ
{ϕ |Γ |= ϕ} effektiv aufzählbar.

Beweis. Weil die Sprache effektiv ist, sind die Menge der Formel die Menge A
der logischen Axiome und die Menge der endlichen Beweise aus Γ entscheidbar.
Somit können wir eine effektive Liste der logischen Implikationen aus Γ herstel-
len, indem wir die Menge der Beweise aus Γ aufzählen und die letzte Formel
jedes Beweises in unsere effektive Aufzählung aufnehmen. a

Definition 4.27. Eine Theorie ist eine Satzmenge Γ. Genauer: Eine τ -Theorie
oder auch L(τ)-Theorie ist eine Satzmenge in L(τ).
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Dies könnte man natürlich auch für andere Logiken als die Logik L erster
Stufe betrachten, und dieses Spezialgebiet heißt allgemeine Modelltheorie (ab-
stract model theory).

Definition 4.28. Γ ⊆ L(τ) heißt vollständig in L (τ) gdw für jeden Satz ϕ ∈
L(τ) gilt: Γ |= ϕ oder Γ |= ¬ϕ.

Die meisten konsistenten Theorien sind nicht vollständig! Ohne Beweis ge-
ben wir hier Beispiele für vollständige Theorien:

1. In the Sprache L(∅): die Theorie der unendlichen Mengen.
2. In der Sprache L(<): die Theorie der dichten offenen linearen Ordnungen.
3. In der Sprache L(+, ·): die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Körper

einer festen Charakteristik.

Definition 4.29. Sei M eine τ -Struktur. Th(M) = {ϕ ∈ L(τ) |ϕ Satz und M |=
ϕ} heißt die Theorie von M (in der Sprache erster Stufe).

4. Die Theorie jeder τ -Struktur M ist vollständig. (Genau dann, wenn M

endlich ist, beschreibt die Theorie von M bis auf Isomorphie eindeutig, d.h.,
alle Elemente von Mod(Th(M)) = {N |N |= Th(M)} sind zu M isomorph.
Falls zusätzlich τ endlich ist, ist diese Theorie sogar endlich axiomatisierbar.)

Korollar 4.30. Sei Γ eine entscheidbare Satzmenge einer effektiven Sprache.
Sei Γ vollständig. Dann ist die Menge der Folgerungen aus Γ entscheidbar.

Beweis: Nach dem Aufzählbarkeitssatz sind sowohl diese Menge als auch ihr
Komplement (die Menge der Formeln ϕ, dass Γ die Formel ¬ϕ beweist) effek-
tiv aufzählbar. Jede effektiv aufzählbare Menge, die ein effektiv auszählbares
Komplement hat, ist aber entscheidbar mit folgendem Verfahren: Wir können
schrittweise abwechselnd die Menge und auch ihr Komplement aufzählen und
darauf warten, dass ein gegebener Satz in einer der zwei Aufzählungen auftritt.

a

Unsere dritte Anwendung des Vollständigkeitssatzes betrifft die Größe (Mäch-
tigkeit) von Modellen. Eine Struktur heißt abzählbar gdw ihr Universum abzähl-
bar ist.

Satz 4.31. Satz von Löwenheim und Skolem, Spezialfall für abzählbare Spra-
chen. Sei Γ eine konsistente Menge von Sätzen in einer abzählbaren Sprache.
Dann hat Γ ein abzählbares Modell. Wenn Γ eine unendliches Modell hat, dann
hat Γ auch ein überabzählbares Modell.

Beweis. Des Beweis des Vollständigkeitssatzes zeigt, dass jede konsistente Satz-
menge in einer abzählbaren Sprache ein abzählbares Modell hat.

Nun nehmen wir an, dass A ein unendliches Modell von Γ ist. Wir nehmen
eine überabzählbare Menge neuer Konstantensymbole {ci | i < ℵ1} und erwei-
tern Γ, indem wir für je zwei neue ungleiche Konstantensymbole ci und cj den
Satz ci 6= cj zu Γ hinzufügen.

Wir nennen diese erweiterte Satzmenge Γ∗. Jede endliche Teilmenge Γ∗0 von
Γ∗ ist erfüllbar, denn wir können in A die endlich vielen in Γ0 vorkommenden ci
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durch endlich viele verschiedene Punkte interpretieren und so ein Modell Γ∗0 er-
halten. Nach der Version des Vollständigkeitssatzes für überabzählbare Formel-
mengen — wenn Sie misstrauisch sind, da in der Vorlesung nur die abzählbare
Version bewiesen wurde, lesen Sie in einem Mengenlehrebuch über transfinite
Induktion nach — hat Γ∗ ein Modell B∗ = (B, (cB

∗
i )i<ℵ1). Wenn wir die nun

B∗ auf die Sprache τ beschränken, dann haben wir ein überabzählbares Modell
B von Γ. a

Der Satz von Löwenheim und Skolem hat überraschende Konsequenzen.
Zum Beispiel haben die natürlichen Axiome für die Struktur N = (N, 0, 1,+, ·)
der Arithmetik auch ein überabzählbares Modell. Wenn wir hingegen in einer
abzählbaren Sprache Axiome für eine große Struktur wie das Mengenuniversum
hinschreiben, dann haben unsere Axiome, wenn sie konsistent sind, notwendig
ein abzählbares Modell (dieser Sachverhalt heißt das Skolem’sche Paradoxon).

Diese Sachverhalte zeigen eine Schwäche der Sprache der ersten Stufe: Keine
Axiomenmenge (auch nicht in einer überabzählbaren Symbolmenge) kann eine
gegebene unendliche Struktur bis auf Isomorphie eindeutig charakterisieren.
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Kapitel 5

Der polynomiale Primzahltest
von Agrawal, Kayal und
Saxena

In diesem Kapitel lernen wir einen wirklich trickreichen Algorithmus kennen,
die Lösung eines jahrzehntelang offenen Problems: Gibt es einen Primzahltest
von polynomialer Komplexität?

2004 wurde dieses Problem von Agrawal, Kayal und Saxena bejahend gelöst
[1]. Es ist ein sehr eleganter Algorithmus, dessen Korrektheit auf etwas Algebra
endlicher Körper beruht.

5.1 Die Idee und Hintergrundnotation

Wir schreiben (a, n) für den größten gemeinsamen Teiler von a und n in diesem
Kapitel.

Lemma 5.1. Sei a ∈ Z, n ∈ N, n ≥ 2, und (a, n) = 1. Dann ist n prim gdw

(X + a)n = Xn + a (mod n).

Beweis: Sei X beliebig, oder eben eine Unbekannte, wie in der Algebra. Für
0 < i < n ist

(
n
i

)
an−1 der Koeffizient von Xi in (X + a)n − (Xn + a). Wenn

n prim ist, dann ist
(
n
i

)
= 0(mod n) für jedes i. Wenn n zusammengesetzt

ist, dann nehmen wir eine Primzahl q|n, so dass qk||n, das heißt, dass qk die
Zahl n teilt und qk+1 dieses nicht tut. Dann zählt man, zu welcher Potenz q in(
n
q

)
= (n′·qk)!

(n′·qk−q)!q!
vorkommt: Für den Zähler gilt

q
k(k+1)n′

2 ||(n′ · qk)!,

für den Nenner gilt:

q
k(k+1)n′

2
−k+1||(n′qk − q)!q!.

55
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Daher haben wir qk 6 |
(
n
q

)
. Da (n, a) = 1, ist q 6 |a und daher q 6 |an−q und qk 6 |an−q.

Daher ist der Koeffizient von Xq nicht 0 modulo qk und erst recht nicht 0 mo-
dulo n. a

Zn sei der Ring der ganzen Zahlen modulo n und Fp sei der Körper mit p
Elementen für eine Primzahl p.

Wenn p prim ist und h(X) ein irreduzibles Polynom der Grades d über Fp

ist, dann ist Fp[X]/(h[x]) ein endlicher Körper mit pd Elementen.
Wir schreiben f(X) = g(X)(mod h(X), n) für die Gleichung f(X) = g(X)

im Ring Zn[X]/(h(X)).
Wir schreiben Õ(t(n)) für O(t(n) ·poly(log t(n)) für Funktionen t(n) und ir-

gendeine polynomiale Funktion poly. Zum Beispiel ist Õ(logk(n)) = O(logk(n) ·
poly(log log(n))) = O(logk+ε(n)) für jedes ε > 0. Wir schreiben log für den
Logarithmus zur Basis 2 und ln für den natürlichen Logarithmus.

Definition 5.2. Für r ∈ N und a ∈ Z mit (a, r) = 1 ist die Ordnug von a
modulo r, kurz or(a), die kleinste natürliche Zahl k, so dass ak = 1(mod r).

Für r ∈ N, ist ϕ(r) die Eulerfunktion von r, d.h., die Anzahl der Zahlen
kleiner als r die zu r relativ prim sind.

Aus der Betrachtung der multiplikative Gruppe ergibt sich or(a)|ϕ(r) für
jedes a, r mit (a, r) = 1.

Lemma 5.3 ([10]). Sei lcm(m) das kleinste gemeinsame Vielfache von {1, 2, . . . ,m}.
Für m ≥ 9 gilt lcm(m) ≥ 2m.

Beweis: Es ist (1− x)n−m =
∑n−m

r=0 (−x)r
(
n−m

r

)
. Für 1 ≤ m ≤ n betrachten wir

das Integral

I(m,n) =
∫ 1

0
xm−1(1− x)n−mdx =

n−m∑
r=0

(−1)r

(
n−m
r

)
1

m+ r
.

Da alle Nenner ≤ n sind, gilt I(m,n) · lcm(n) ∈ N. Andrerseits können wir
I(m,n) durch wiederholte partielle Integration umformen:

(
xm

m
(1− x)n−m

)′
= xm−1(1− x)n−m − xm

m
(n−m)(1− x)n−m−1,(

xm+1

m(m+ 1)
(n−m)(1− x)n−m−1

)′
=

xm

m
(n−m)(1− x)n−m−1 −

xm+1

m(m+ 1)
(n−m)(n−m− 1)(1− x)n−m−2,

...

Da alle Stammfunktionen an der Stelle x = 0 und an der Stelle x = 1 ver-
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schwinden, haben wir also

I(m,n) =
∫ 1

0
xm−1(1− x)n−mdx

=
∫ 1

0
xn−1 (n−m)(n−m− 1) · · · · · 1

m(m+ 1) · · · · · (n− 1)
dx

=
m!(n−m)!
m · n!

=
1

m ·
(

n
m

)
Also gilt:

(∀m ≤ n)(m ·
(

n
m

)
| lcm(n)).

Nun wenden wir dies für (n′,m) = (2n, n) und für (n′,m) = (2n+ 1, n+ 1) an
und erhalten n ·

(
2n
n

)
| lcm(2n). Da (2n+ 1)

(
2n
n

)
= (n+ 1)

(
2n+1
n+1

)
, teilen sowohl

n
(

2n
n

)
als auch (2n+ 1)

(
2n
n

)
das kleinste gemeinsame Vielfache lcm(2n+ 1). Da

(n, 2n+1) = 1, erhalten wir n(2n+1)
(

2n
n

)
| lcm(2n+1) . Daher ist lcm(2n+1) ≥

n(2n + 1)
(

2n
n

)
. Da

(
2n
n

)
der führende der 2n + 1 Summanden der binomialen

Entwicklung von (1 + 1)2n ist, folgt

(2n+ 1) ·
(

2n
n

)
≥ 22n.

Also erhalten wir lcm(2n+ 1) ≥ n · 4n. Für n ≥ 2 ist also lcm(2n+ 1) ≥ 22n+1,
und für n ≥ 4 ist lcm(2n + 2) ≥ lcm(2n + 1) ≥ 22n+2. Also haben wir für alle
m ≥ 9,

lcm(m) ≥ 2m. a

5.2 Der Algorithmus und seine Korrektheit

Auf die Eingabe n hin, tue folgendes:

(1) Wenn es a, b ≤ n gibt, so dass b > 1 und n = ab, dann gebe zu-
sammengesetzt aus.

(2) Finde das kleinste r, so dass or(n) > log2(n).

(3) Wenn es ein a ≤ r gibt mit (a, n) > 1, dann gebe zusammenge-
setzt aus.

(4) Wenn n ≤ r, dann gebe prim aus.

(5) Für a = 1 bis b
√
ϕ(r) log(n)c tue das folgende: Wenn

(X + a)n 6= Xn + a (mod (Xr − 1, n)),

dann gebe zusammengesetzt aus.

(6) Gebe prim aus.
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Satz 5.4. Der Algorithmus gibt prim aus gdw n prim ist.

Lemma 5.5. Wenn n prim ist, dann gibt der Algorithmus prim aus.

Beweis: Wenn n prim ist, dann geben Schritte (1) und (3) nicht zusammen-
gesetzt aus und die Schleife in Schritt (5) tut dies nach Lemma 5.1 ebenfalls
nicht. Daher identifiziert der Algorithmus n im Schritt (4) oder im Schritt (6)
als prim. a

Nun kommen wir zur umgekehrten Implikationsrichtung: Wenn der Algo-
rithmus im Schritt (4) prim ausgibt, dann ist n wirklich prim, denn sonst hätte
der Algorithmus im Schritt (3) einen echten Teiler gefunden. Nun nehmen wir
an, dass der Algorithmus im Schritt (6) prim ausgibt.

Im Schritt (2) findet der Algorithmus ein geeignetes r, und in Schritt (5)
läuft a über einen geeigneten Bereich.

Wir zeigen zuerst, dass ein genügend kleines r gefunden wird:

Lemma 5.6. Es gibt ein r ≤ max{3, dlog5(n)e} so dass or(n) > log2(n).

Beweis: Die Behauptung stimmt für n = 2 und r = 3. Nun sei n > 2. Dann
ist m = dlog5(n)e > 10 und Lemma 5.3 gilt für dieses m. Seien r1, r2, . . . , rt alle
Zahlen, so dass entweder ori(n) ≤ log2(n) oder ri|n. Jedes ri teilt das Produkt

n ·
blog2(n)c∏

i=1

(ni − 1) < nlog4(n) ≤ 2log5(n).

Nach Lemma 5.3 ist lcm(m) ≥ 2m und daher gibt es ein s ≤ m, so dass
s 6∈ {r1, . . . rt}. Wenn (s, n) = 1 dann ist os(n) > log2(n) wie gewünscht.
Wenn (s, n) > 1 und s 6 |n, dann folgt aus (s, n) ∈ {r1, . . . , rt}, dass r = s

(s,n) 6∈
{r1, . . . rt} und daher ist or(n) > log2(n). a

Da or(n) > 1, gibt es einen Primteiler p von n so dass or(p) > 1. p > r, denn
sonst würden Schritt (3) oder (4) die Primheit von n entscheiden. Da (n, r) = 1
(wieder würden andernfalls Schritt (3) oder Schritt (4) die Primheit von n
entscheiden) sind p, n ∈ Z∗r Wir halten p und r für den Rest des Abschnitts
fest. Wir setzen

` = b
√
ϕ(r) log(n)c.

Schritt (5) prüft ` Gleichungen. Wenn der Alorithmus nicht zusammenge-
setzt ausgibt, dann ist

(X + a)n = Xn + a(mod Xr − 1, n)

für jedes a ∈ {0, . . . , `} Dies impliziert

(X + a)n = Xn + a (mod Xr − 1, p) (5.1)

für a ∈ {0, . . . , `}. Nach Lemma 5.1 haben wir

(X + a)p = Xp + a (mod Xr − 1, p) (5.2)
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für a ∈ {0, . . . , `}.
Aus (5.1) und (5.2) folgt

(X + a)
n
p = X

n
p + a (mod Xr − 1, p) (5.3)

für a ∈ {0, . . . , `}.

Definition 5.7. Für ein Polynom f(X) and number m ∈ N sagen wir m ist
introspektiv für f(X) gdw

[f(X)]m = f(Xm) (mod Xr − 1, p).

Gleichungen (5.2) und (5.3) sagen, dass n
p und p beide introspektiv sind für

X + a für alle a ∈ {0, . . . , `}.

Lemma 5.8. Wenn m and m′ introspektiv für f(X) sind, dann ist auch m ·m′
introspektiv.

Beweis: Dam introspektiv für f(X) ist, folgt [f(X)]m·m
′

= [f(Xm)]m
′
(mod Xr−

1, p). Da m′ introspektiv für f(X) ist habe wir nach Ersetzung von X durch
Xm

[f(Xm)]m
′

= f(Xm·m′)(mod Xm·r − 1, p) = f(Xm·m′)(mod Xr − 1, p),

(letzteres, da Xr − 1|Xm·r − 1). a

Für jedes m ist auch die Menge der Polynome, für welche m introspektiv
ist, unter der Multiplikation abgeschlossen.

Lemma 5.9. Wenn m introspektiv für f(X) und g(X) ist, dann ist m auch
introspektiv für f(X) · g(X).

Beweis: Wir haben

[f(X)ġ(X)]m = [f(X)]m · [g(X)]m = f(Xm) · g(Xm)(mod Xr − 1, p). a

Aus den beiden Lemmata erhalten wir, dass jede Zahl in

I = {(n
p

)i · pj) | i, j ∈ N}

introspektiv für jedes Polynom in der Menge

P = {
∏̀
a=0

(X + a)ea | ea ∈ N}

ist.
Nun definieren wir zwei Gruppen. Die erste Gruppe ist G = ({imod r | i ∈

I}, ·). Es ist eine Untergruppe von Z∗r , da (n, r) = 1. Wir setzen |G| = t. Da G
von n und p modulo r erzeugt wird und da or(n) > log2(n), ist auch t ≥ log2(n).

Für die Definition der zweiten, entscheidenden Gruppe, brauchen wir etwas
Körpertheorie:
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Definition 5.10. [9, 2.41, 2.43, 2.44]

(1) Sei n ∈ N\{0}. Der Zerfällungskörper von Xn−1 über einem Körper K
heißt der n-te zyklotomische Körper über K und wird mit K(n) bezeich-
net. Die Wurzeln von Xn− 1 in K(n) heißen die n-ten Einheitswurzeln
über K. Sei E(n) die Menge dieser n-ten Einheitswurzeln.

(2) Sei K ein Körper der Charakteristik p und sei n eine positive, nicht
durch p teilbare Zahl. Dann heißt jeder Generator der zyklischen Gruppe
(E(n), ·) primitive n-te Einheitswurzel über K.

(3) Sei K ein Körper der Charakteristik p sei n eine positive, nicht durch p
teilbare Zahl, und sei ζ eine primitive n-te Einheitswurzel über K. Dann
heißt das Polynom

Qn(X) =
n∏

s=1,(s,n)=1

(X − ζs)

das n-te zyklotomische Polynom über K.

Sei also Qr(X) das r-te zyklotomische Polynom über Fp. Qr(X) teilt Xr−1
und zerfällt in irreduzible Faktoren des Grades or(p) (siehe [9, Theorem 2.47]).
Sei h(X) ein solcher irreduzibler Faktor. Da or(p) > 1, ist der Grad von h(X)
echt positiv. Von nun an rechnen wir modulo h(X). Sei H die von X, X + 1,
. . . , X+ ` in der multiplikativen Gruppe von F = Zp/(h(X)) erzeugte Gruppe.

Lemma 5.11 (Hendrik Lenstra Jr.). |H| ≥
(

t+`
t−1

)
.

Beweis: Wenn h(X) = 0, dann ist Qr(X) = 0 und daher ist X eine r-te
primitive Einheitswurzel über F . Seien f(X) und g(X) Polynome in Fp[X]
und sein f(X) 6= g(X) und seien beide vom Grad < t. Wir zeigen, dass auch
f(X)/(h(X)) 6= g(X)/(h(X)). Seim ∈ I. Dann ist (f(X))m = (g(X))m(mod h(X))
und da beide introspektiv sind, ist auch f(Xm) = g(Xm)(mod h(X)). Nun
schränken wir dies aufm ∈ G ein und erhalten f(Xm)−g(Xm) = 0( mod h(X)).
Da (m, r) = 1 für alle m ∈ G, ist auch Xm eine primitive Einheitswurzel. Also
haben wir t = |G| primitive Einheitswurzeln von f(X) − g(X), die alle ver-
schieden sind, und daher ist f(X) = g(X)( mod h(X)), da beide vom Grad
< t sind.

Die Element X, X + 1, . . . , X + ` sind paarwise verschieden in Zp, da
p > r ≥

√
r log(n) > b

√
ϕ(r)c log(n) = `. Der Grad von h(X) ist > 1 und

daher sind alle X + a, ) ≤ a ≤ ` nicht 0(mod h(X)). Daher gibt es mindestens(
t+`
t−1

)
verschiedene Polynome vom Grad < t in H. a

Lemma 5.12. Wenn n keine Potenz von p ist, dann ist |H| ≤ n
√

t.

Beweis: Wir nehmen

Î =

{(
n

p

)i

· pj | 0 ≤ i, j ≤ b
√
tc

}
.
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Wenn n keine Potenz von p ist, dann ist |Î| ≥ (b
√
tc + 1)2 > t. Da |G| = t,

gibt es also m1 > m2 ∈ Î, so dass m1 = m2(mod r). Daher ist auch Xm1 =
Xm2(mod Xr − 1). Für f(X) ∈ P ist also

[f(X)]m1 = f(Xm1) (mod Xr − 1, p)
= f(Xm2) (mod Xr − 1, p)
= [f(X)]m2 (mod Xr − 1, p).

Daher ist jedes f(X) ∈ H eine Nullstelle von Y m1−Y m2 in F . Da der Grad von
Y m1−Y n2 höchstens m1 ≤ (n

p ·p)
b
√

tc ≤ n
√

t ist, kann es nur so viele Nullstellen

geben. Daher ist |H| ≤ n
√

t. a

Lemma 5.13. Wenn der Algorithmus prim ausgibt, dann ist n prim.

Beweis:

|H| ≥
(
t+ `

t− 1

)
≥

(
`+ 1 + b

√
t logc

b
√
t log nc

)
(da t >

√
t log n)

≥
(

2b
√
t log(n)c+ 1
b
√
t log nc

)
(da ` = b

√
ϕ(r) log(n)c ≥ b

√
t log(n)c)

> 2b
√

t log(n)c (da b
√
t log nc > blog2(n)c ≥ 1)

≥ n
√

t.

Nach dem vorigen Lemma ist n eine Potenz von p. Also ist n = pk für ein k ≥ 1.
Falls k > 1, dann gibt der Algorithmus im ersten Schritt zusammengesetzt
aus. Also ist k = 1 und n = p prim. Damit ist Satz 5.4 bewiesen.

5.3 Die Komplexität des Algorithmus

Wir benutzen folgenden

Satz 5.14. [15, Chapter 3] Die Addition, Multiplikation und die Division zweier
m-stelliger Zahlen können in Õ(m) Schritten durchgeführt werden.

a

Satz 5.15. Die asymptotische Zeitkomplexität des Algorithmus ist Õ(log21/2(n)).

Beweis: Der erste Schritt braucht asymptotisch Õ(log5(n)) Schritte. Wir brau-
chen nur log(n) viele mögliche b zu prüfen, und für alle diese b sukzessive wach-
send prüfen wir erst, ob (n/2)b ≤ n, (n/4)b ≤ n usf. Irgendwann ändert sich
der Wahrheitswert. Dann halbieren wir jenes Intervall, das mindestens eins
kürzer ist als im vorigen Schritt. So haben wir log(n) · log(n)+1

2 Halbierungs
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und Prüfungsschritte. Jeder Schritt dauert hat Õ(log(n)) Rechenschritte in den
Halbierungen und in den Multiplikationen und in den ≤-Vergleichen. In [15,
Chapter 3] gibt es einen Õ(log3(n))-Algorithmus.

Im zweiten Schritt wird r > log2(n) durch sukzessives Probieren gefunden.
Der Algorithmus testet in einer Probe r, ob nk 6= 1(mod r) für k ≤ log2(n)
indem er n, n2, usf. ausrechnet. Dies brauch für ein festes r, O(log2(n)) Multi-
plikationen modulo r und wird daher in Õ(log2(n) log(r)) Schritten gehen. Nach
Lemma 5.6 wissen wir, dass nur O(log5(n)) viele r probiert werden müssen. Also
braucht Schritt 2 asymptotisch Õ(log7(n)) Zeit.

Im dritten Schritt werden für r Zahlen (r, n) gebildet. Jede solche Rechnung
braucht O(log(n) Schritte nach [15]. Daher ist die Komplexität dieses Schritts
asymptotisch Õ(r log(n)) also Õ(log6(n)).

Schritt 4 braucht nur O(log(n)) Schritte.
Im fünften Schritt prüft der Algorithmus b

√
ϕ(r) log(n)c Schritte. Jeder

Schritt braucht O(log(n)) Multplikationen von Polynomen des Grades r mit
Koeffizienten der Größe O(log(n)). Also ist die asymptotische Zeitkomplexität
des fünften Schritte Õ(r

√
ϕ(r) log3(n)) = Õ(log21/2(n)). Dieses bestimmt die

Gesamtabschätzung der asymptotischen Zeitkomplexität. a



Kapitel 6

Die Gödel’schen
Unvollständigkeitssätze

In diesem Kapitel werden wir einige konkrete nicht rekursive Mengen sehen. Un-
ser erstes Beispiel ist das Halteproblem. Im ersten Gödel’schen Unvollständig-
keitssatz zeigen wir, dass für genügend reiche Symbolmengen τ die Menge der
allgemeingültigen Sätze in L(τ) nicht rekursiv ist. Dann betrachten wir die
Zahlentheorie und einige rekursiv axiomatisierbare Teiltheorien. Zum Schluss
geben wir einen recht vollständigen Beweis des zweiten Gödel’schen Unvoll-
ständigkeitssatzes.

6.1 Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems für
Turingmaschinen

Wir kehren zu Turingmaschinen zurück, um auf schnelle Weise eine unentscheid-
bare Menge herzustellen. Wir lassen nun auch Turingmaschinen zu, die niemals
stoppen stoppen.

Definition 6.1. M akzeptiert im weiteren Sinne das Wort w gdw M angesetzt
auf w stoppt. D.h., nach endlich vielen Anwendungen von δ auf die Anfangs-
konfiguration (q0, w) wird eine Konfiguration mit Zustand in F erreicht.

Definition 6.2. Die Menge der von M im weiteren Sinne akzeptierten Wörter,
traditionell auch Sprache von M genannt, ist die folgende Menge

L(M) = {w ∈ Σ∗ |M akzeptiert w}.

Nun folgt eine der wichtigsten Definitionen der Mathematik. Gödel 1931,
Church, Turing, 1936.

Definition 6.3. L ⊆ Σ heißt rekursiv aufzählbar, wenn es eine nicht notwen-
digerweise stoppende Turingmaschine M gibt, die genau L = L(M) im weiteren
Sinne akzeptiert.

Satz 6.4. L ⊆ Σ ist entscheidbar, gdw es eine Turingmaschine die L im wei-
teren Sinne akzeptiert und eine Turingmaschine gibt, die Σ∗ r L im weiteren
Sinne akzeptiert.

63
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Beweis: Die Vorwärtsrichtung folgt daraus, dass Komplemente entscheidbarer
Mengen entscheidbar sind. Für die Rückrichtung sei L(M1) = L und L(M2) =
Σ∗\L. Wir lassen M1 und M2, beide angesetzt auf w, abwechselnd einen Schritt
ausführen. Genau eine der Maschinen akzeptiert w im weiteren Sinne. Es ist
nun leicht, M1 und M2 zu einer Turingmaschine zusammenzusetzen, die immer
stoppt und genau L akzeptiert. a

Bemerkung 6.5. Es gibt eine Aufzählungsmaschine AM von L(M): AM gibt im
Akzeptierungszustand von M ein Wort aus, das in L(M) aufgenommen wird,
löscht die Eingabe und untersucht das nächste Wort mit M . Außerdem mischt
AM die Untersuchungen, da AM bei einer nicht haltenden Untersuchung ja nicht
abstürzen soll.

Definition 6.6. Gödelnummern in einem kleinen festen Alphabet für alle Tu-
ringmaschinen mit beliebigem endlichen Γ, Q.

Sei Q = {qi | i ≤ n}, q0 Anfang.
Sei Γ = {B = x0, x1, x2, . . . , xm}.
Wir setzen

ΣU = {|•,4, ∗, (, ), L,R}.

Nun definieren wir ein Codewort in für M , auch Gödelnummer von M genannt,
in ΣU : Wir schreiben ∗(i) für das Wort ∗ · · · ∗︸ ︷︷ ︸

i

. Sei B = x0. Für eine Zeile der

Tafel δ, δ(qi, xj) = (qi′ , xj′ , R), schreiben wir

(∗(i)|• ∗(j+2) |• ∗(i′) |• ∗(j′+2) |•R)

und wir schreiben die Tupel in δ in irgendeiner Anordnung einfach hinterein-
ander und erhalten so #(M), die Gödelnummer von M .

Wir führen die Idee einer einheitlichen Kodierung noch weiter, um alle Tu-
ringmaschinen und alle endlichen Bandinschriften zu erfassen:

Definition 6.7. Codewert für Wörter über Γ = ΣU ∪ {xi | i ≤ n}:

lettercode(xi) = 4 ∗(i+2) 4 für xi ∈ Γ r ΣU

lettercode(X) = X für X ∈ ΣU

wordcode(X0 . . . Xk−1) = lettercode(X0) . . . lettercode(Xk−1).

wordcode(#M) = #M .

Definition 6.8. Das Halteproblem ist die folgende Menge:

H = {(#(M)|•wordcode(w)) |M TM und M akzeptiert w}.

H ⊂ Σ∗U .

Satz 6.9. Das Halteproblem H ist nicht Turing-entscheidbar. Genauer: Das
Komplement Σ∗U rH = Hc des Halteproblems ist nicht rekursiv aufzählbar.
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Beweis: Annahme es gibt eine TM M , die das Komplement des Halteproblems,
Hc = Σ∗U rH, aufzählt. Dann gilt:

M akzeptiert #(M)⇔ (#(M)|•#(M)) ∈ Hc ⇔M akzeptiert #(M) nicht.

a

6.2 Der erste Gödel’sche Unvollständigkeitssatz

Sei T eine entscheidbare Satzmenge in einer effektiven Sprache ersten Stufe.
Wir haben gesehen, dass die Menge der Sätze, die aus T logisch folgen, effektiv
aufzählbar ist. Ist sie auch entscheidbar?

Wir beginnen auf der spielerischen Seite der Kunst mit einem Gedicht von
Hans Magnus Enzensberger:

Hommage à Gödel

Münchhausens Theorem, Pferd, Sumpf und Schopf,
ist bezaubernd, aber vergiß nicht:
Münchhausen war ein Lügner.

Gödels Theorem wirkt auf den ersten Blick
etwas unscheinbar, doch bedenk:
Gödel hat Recht.

”In jedem genügend reichhaltigen System,
lassen sich Sätze formulieren,
die innerhalb des Systems
weder beweisbar noch widerlegbar sind,
es sei denn, das System
wäre selber inkonsistent.”

Du kannst deine eigene Sprache
in deiner eigenen Sprache beschreiben:
aber nicht ganz.
Du kannst dein eigenes Gehirn
mit deinem eigenen Gehirn erforschen,
aber nicht ganz.
Usw.

Um sich zu rechtfertigen
muß jedes denkbare System
sich transzendieren,
d.h. zerstören.

”Genügend reichhaltig” oder nicht:
Widerspruchsfreiheit
ist eine Mangelerscheinung
oder ein Widerspruch.
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(Gewißheit = Inkonsistenz.)

Jeder denkbare Reiter,
also auch Münchhausen,
also auch du bist ein Subsystem
eines genügend reichhaltigen Sumpfes.

Und ein Subsystem dieses Subsystems
ist der eigene Schopf, dieses Hebezeug,
für Reformisten und Lügner.

In jedem genügend reichhaltigen System,
also auch in diesen Sumpf hier
lassen sich Sätze formulieren
die innerhalb des Systems
weder beweis- noch widerlegbar sind.

Diese Sätze nimm in die Hand
und zieh.

In diesem Teil der Vorlesung beschreiben wir eine einfache endliche Menge
AE von Sätzen in der Sprache {+, ·, E, 0, 1} der Arithmetik mit einem zweistel-
ligen Funktionssymbol E für die Exponentiation und zeigen, dass die Menge der
logischen Folgerungen aus jeder konsistenten Obermenge von AE unentscheid-
bar ist. Dann zeigen wir, dass genügend Eigenschaften der Exponentiation schon
aus der Theorie Q folgen. Zusammen mit dem Korollar 4.30 über vollständige
entscheidbare Satzmengen erhalten wir dann, dass keine entscheidbare konsi-
stente Obermenge von Q vollständig ist. Dieses Korollar ist sehr wichtig und
wird Erster Gödel’scher Unvollständigkeitssatz genannt.

Ein mathematisch exakter Beriff von Entscheidbarkeit heißt ”Rekursivität”
und wurde im Kapitel über Turingmaschinen definiert.

Eine Theorie ist eine Menge von Sätzen in einer Sprache erster Stufe. Sei
T eine Theorie in einer Sprache, die das Konstantensymbal 0 und das Funk-
tionssymbol S für eine einstellige Funktion enthält. Wir verwenden den Term
Sn0 für die natürliche Zahl n und schreiben einfach n. Außerdem schreiben wir
ϕ(n1, . . . , nk) für (· · · ((ϕ(v1, . . . , vk))v1

n1
)v2
n2

) · · · )vk
nk

.

Definition 6.10. Eine Formel ϕ stellt eine k-stellige Relation R ⊆ Nk in T
dar gdw für alle 1, . . . , nk ∈ N folgendes gilt:

〈n1, . . . , nk〉 ∈ R gdw T ` ϕ(n1, . . . , nk), und
〈n1, . . . , nk〉 6∈ R gdw T ` ¬ϕ(n1, . . . , nk).

(6.1)

R heißt darstellbar in T gdw es eine Formel ϕ gibt, die R in T darstellt.

Satz 6.11. Eine k-stellige Relation R ⊆ Nk ist rekursiv gdw R in einer endli-
chen Theorie T darstellbar ist.

Beweis: Durch abwechselndes Berechnen eines Schrittes einer Herleitung T ` ϕ
und eines Schrittes einer Herleitung von T ` ¬ϕ erhält man die Richtung ⇐
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im folgenden Satz. Durch Übersetzung der Turingtafel, die die Rekursivität be-
zeugt, in die Sprache erster Stufe erhält man eine darstellende Formel, die die
Richtung ⇒ beweist. a

Wir definieren nun eine endliche Theorie AE , die einige der Eigenschaften
des Standardmodells

NE = (N, 0, 1,+, ·, E, S,≤)

(mit der Nachfolgerfunktion S, der Kleinergleichrelation ≤ und der Exponen-
tiation E) der Arithmetik beschreibt. Wir zeigen, dass jede rekursive Relation
in AE darstellbar ist.

Danach gehen wir zu dem bekannteren Standardmodell

N = (N, 0, 1,+, ·, S,≤)

zeigen wir analoge Resultate ohne die Exponentiation, für die endlich axiomati-
sierbare Theorie Q ⊆ Th(N) und die nicht endlich axiomatisierbare, dafür aber
in Σ1-Sätzen (Def. 6.25) axiomatisierbare Theorie Q∗.

Aus diesen Tatsachen und aus einigen Lemmata erhalten wir danach recht
einfach die gewünschten Ergebnisse über Unentscheidbarkeit und Unvollständig-
keit.

Definition 6.12. (1) Die Axiome von AE:
S1. ∀xSx 6= 0.
S2. ∀x∀y(Sx = Sy → x = y).

L1. ∀x∀y(x < Sy ↔ x ≤ y).
L2. ∀x(x 6< 0).
L3. ∀x∀y(x < y ∨ x = y ∨ y < x).

A1. ∀x(x+ 0 = x).
A2. ∀x∀y(x+ Sy = S(x+ y)).

M1. ∀x(x · 0 = 0).
M2. ∀x∀y(x · Sy = x · y + x).

E1. ∀x(xE0 = S0).
E2. ∀x∀y(xESy = (xEy) · x).

(2) Die Axiome der Robinson’schen Theorie Q sind AE ohne E1 und E2,
also in der Sprache {=, 1.+, ·, S,≤} abgefasst.

(2) Die Axiome der Cobham’schen Theorie Q∗ sind
Q∗1. Für alle n,m ∈ N: Sn(0) + Sm(0) = Sn+m(0).
Q∗2. Für alle n,m ∈ N, Sn(0) · Sm(0) = Sn·m(0).
Q∗3. Für alle n ∈ N : (∀x)(x < Sn(0)↔ (x = S0(0) ∨ · · · ∨ x = Sn(0)).

Jeder Satz aus AE und somit jede Folgerung aus AE ist im Standardmodell
NE von AE wahr. Jedoch ist nicht jeder Satz, der in NE wahr ist, eine Folgerung
aus AE . Denn jede Theorie einer festen Struktur ist vollständig. Wir werden
sehen, dass AE in einem starken Sinne unvollständig ist.

Man zeigt induktiv über den Aufbau der quantorenfreien Sätze: Quanto-
renfreie Sätze, die in NE/N wahr sind, können aus AE/Q (und sogar aus Q∗)
gefolgert (=formal bewiesen) werden.
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6.3 Gödelnummern

Wir zeigen, dass jede rekursive Relation nicht nur in einer geeigneten endlichen
Theorie, sondern auch in AE darstellbar ist. Wie können wir zeigen, dass jede
Relation auf den natürlichen Zahlen, die unter Verwendung der Beweisbarkeit
aus einer endlichen Theorie definiert wird, in einer Theorie der Arithmetik, wie
zum Beispiel in AE , dargestellt werden kann?

Die Lösung dieses Problems wird durch die Verwendung von Gödelnummern
geliefert. Diese sind Kodenummern in N für die zentralen syntaktischen Objekte
der Logik: Symbole, Terme, Formeln und Beweise aus einer endlichen VOraus-
setzungsmenge T (im Sinne der Definition von `). Wir werden zeigen, dass die
Menge der natürlichen Zahlen, die Beweise der Logik ersten Stufe kodieren,
in AE darstellbar ist. Aus diesem Resultat folgt die Darstellbarkeit beliebiger
rekursiver Relationen in AE .

Zuerst beschreiben wir eine Funktion h, die jedem Symbol aus einer gegebe-
nen Sprache erster Stufe eine Kodenummer zuweist: Für die logischen Symbole
wird h wie folgt definiert Die Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 sind die Werte von h für die
Symbole (, ), ¬, →, =. Für die Variablen sei h(vn) = 9 + 2n + 2. Wir setzen
h(∀) = 0 und verwenden die andern gerade Zahlen, um die anderen nichtlogi-
schen Symbole in der effektiven Sprache (=Symbolmenge) zu kodieren. Obwohl
unser zentrales Interesse den Sprachen mit endlich vielen nichtlogischen Sym-
bolen gilt, nehmen wie lediglich an, dass unsere Symbolmenge rekursiv ist. Dies
bedeutet, dass die folgende Mengen in AE darstellbar sind:

{k | k ist h(c) für ein Konstantensymbol c},
{〈k, n〉 | k ist h(P ) für ein n-stelliges Prädikatensymbol P},
{〈k, n〉 | k ist h(f) für ein n-stelliges Funktionssymbol f}.

Dies gilt offensichtlich, wenn diese Mengen endlich sind.
Für eine endliche Folge s0, . . . , sn von Symbolen unserer Sprache L(τ) (diese

Folge kann ein sinnvoller Ausdruck der Sprache sein oder einfach nur eine Zei-
chenreihe) definieren wir die Gödelnummer p(s0, . . . , sn)q wie folgt. Sei p0, p1 . . .
die streng monotone Aufzählung der Primzahlen.

p(s0, . . . , sn)q = 〈〈h(s0), . . . , h(sn)〉〉 mit
〈〈k0, . . . , kn〉〉 = 2k0+1 · · · · · pkn+1

n .

Wenn Φ eine Menge von endlichen Folgen von Symbolen ist, dann schreiben
wir pΦq für die Menge {pεq | ε ∈ Φ}. Wir brauchen auch Kodenummern für
Beweise: Wenn 〈α0, . . . , αn〉 eine endliche Folge von Formeln ist, dann setzen
wir

p(〈α0, . . . , αn〉)q = 〈〈pα0q, . . . , pαnq〉〉.

Nun muss man zeigen, dass jeder syntaktische Begriff unserer Sprache er-
ste Stufe in AE darstellbar ist, wenn er in Gödelnummern übersetzt wird. Im
folgenden sagen wir kurz ”darstellbar” anstelle von ”darstellbar in AE”.
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Warnung: Ab hier ist der Rest des Kapitels nur eine Skizze. Die Durchführung
der ausgelassenen Beweise ist nicht schwer, würde jedoch etliche Sitzungen dau-
ern.

Lemma 6.13. 1. Die Menge der Gödelnummern für Variablen ist dar-
stellbar.

2. Die Menge der Gödelnummern für Terme ist darstellbar.

3. Die Menge der Gödelnummern für atomare Formeln ist darstellbar.

4. Die Menge der Gödelnummern für Formeln ist darstellbar.

5. Sei ers die folgende dreistellige Funktion: ers(pαq, pxq, ptq) = pαx
t q für

Formeln α, Terme t und Variablen x, und sonst undefiniert. Dann ist
der Graph von ers eine darstellbare vierstellige Relation.

6. Die Funktion, die n auf die Gödelnummer pnq abbildet, ist darstellbar.

7. Sei frei die folgende zweistellige Relation: 〈pαq, pxq〉 ∈ frei gdw x in α
frei auftritt. Dann ist frei darstellbar.

8. Die Menge der Gödelnummern für Sätze ist darstellbar.

9. Sei ein die folgende dreistellige Relation: 〈pαq, pxq, ptq〉 ∈ ein gdw in α
t für x eingesetzt werden kann. Dann ist ein darstellbar.

10. Sei all die folgende zweistellige Relation: 〈pαq, pβq〉 ∈ all gdw β eine
Verallgemeinerung von α ist. Dann ist all darstellbar.

11. Die Menge der Gödelnummern für logische Axiome ist darstellbar.

12. Sie A eine Menge von Formeln, so dass pAq darstellbar ist. Dann ist
{pDq |D ist ein Beweis aus A} darstellbar.

13. Jede rekursive Relation ist darstellbar in AE.

Beweis: 1. Dies ist die Menge {a | ∃b < a(a = 〈〈11 + 2b〉〉)}.
13. Sei R eine einstellige rekursive Relation. Dann ist R durch eine Formel

ϕ in einer endlichen Theorie T darstellbar. Wir definieren f(n) = das kleinste
d, so das d = pDq für einen Beweis D von ϕ(Sn0) oder ¬ϕ(Sn0) aus T ist.
Dann ist f darstellbar in AE : Für pϕ(Sn0)q = km ist f(n) = 〈〈k0, . . . , km〉〉,
falls T ` ϕ(Sn0), und sonst gilt Analoges mit ¬ϕ(Sn0). Daher ist R in AE

darstellbar. Dasselbe Argument gilt für n-stellige Relationen.

Satz 6.14. Der starke Unentscheidbarkeitssatz. Sie T eine Theorie, so dass
T ∪AE konsistent ist. Dann ist die Menge

{pϕq |ϕ ist ein Satz und T ` ϕ}

nicht rekursiv.

Beweis: Für jedes n definieren wir die Formel ϕn wie folgt: Wenn n die
Gödelnummer einer Formel ϕ ist, die nur eine freie Variable v1 hat, dann setzen
wir ϕn = ϕ. Im anderen Fall nehmen wir für ϕn die Formel v1 = v1.

Schließlich setzen wir

Rn = {k |T ∪AE ` ϕn(Sk0)}.
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Sei R eine rekursive Teilmenge von N. Dann gibt es nach unserer Definiti-
on von Rekursivität und nach dem Punkt 13 des obigen Lemmas eine Formel
ϕR(v1) so dass:

k ∈ R gdw AE ` ϕR(Sk0),

k 6∈ R gdw AE ` ¬ϕR(Sk0).

Dann gilt natürlich erst recht:

k ∈ R gdw T ∪AE ` ϕR(Sk0),

k 6∈ R gdw T ∪AE ` ¬ϕR(Sk0).

Nun setzen wir pϕR(v1)q = n und erhalten R = Rn. Rn, n ∈ ω, ist also eine
Auzählung aller rekursiven einstelligen Relationen.

Wir nehmen nun indirekt an, dass {pϕq |ϕ ist ein Satz und T ` ϕ} rekursiv
ist. Dann ist auch {pϕq |ϕ ist ein Satz und T `

∧
AE → ϕ} rekursiv. Somit ist

{pϕq |ϕ ist ein Satz und T ∪AE ` ϕ} rekursiv. Nun schränken wir dies ein auf
bestimmte Sätze und erhalten:

{〈k, n〉 |T ∪AE ` ϕn(Sk0)}

ist rekursiv. Nach unserer Definition der Relationen Rn ist also {〈k, n〉 | k ∈ Rn}
rekursiv. Es gibt also ein ψ(v1, v2), das {〈k, n〉 | k ∈ Rn} in AE darstellt. Dann
gibt es ψ′(v1) = ψ(v1, v1), so dass für alle n, AE ` ψ′(Sn0)↔ ϕn(Sn0).

Doch nun definieren wir eine weitere Menge:

n ∈ R gdw n 6∈ Rn.

Auch diese Menge R ist rekursiv, denn n ∈ R gdw T ∪AE 6` ψ′(Sn0).
Dieses ist aber ein Widerspruch, da sich im Punkte n die beiden Relationen

Rn und R unterscheiden. a

Korollar 6.15. (Starke Version des Gödel’schen Unvollständigkeitssatzes) Sei
T eine rekursive Menge von Axiomen, und sei T ∪ AE konsistent. Dann ist T
unvollständig: Es gibt einen Satz ϕ, so dass T 6` ϕ und T 6` ¬ϕ.

Beweis: Nach dem Satz über die starke Unentscheidbarkeit ist die Menge X =
{pϕq |ϕ ist ein Satz und T ` ϕ} nicht rekursiv. Wenn T vollständig wäre, dann
wäre aber X rekursiv.

Dies zeigt man wie folgt: Wenn T vollständig ist, dann definieren wir ei-
ne totale Funktion f wie folgt: f(n) das kleinste d, so dass entweder n keine
Gödelnummer eines Satzes ist oder aber n = pϕq für einen Satz ϕ und d von
der Form pDq für einen Beweis D aus T von ϕ oder von ¬ϕ ist. Die Funktion
f ist rekursiv, da T eine rekursive Axiomenmenge hat. Nun haben wir n ∈ X
gdw n die Gödelnummer eines Satzes ist und f(n) ein Beweis von ϕ ist und
pϕq = n ist. Dies widerspricht der Nicht-Rekursivität von X. a

Einige bekannte Spezialfälle des starken Unentscheidbarkeitssatzes sind: Sei
NE = (N,+, ·, E, 0, 1).
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Korollar 6.16. Sei T = Th(NE) die Zahlentheorie. Dann ist pTq nicht rekur-
siv.

Beweis T ∪AE ist konsistent, da AE ⊆ T . Und da es sich um eine unter |= und
unter ` abgeschlossenen Menge handelt, ist T = {ϕ |ϕ ist ein Satz und T ` ϕ}.
Deshalb folgt das Ergebnis aus dem starken Unentscheidbarkeitssatz. a

Korollar 6.17. Sei S die Menge der allgemeingültigen Sätze in der Sprache
der Arithmetik. Dann ist pSq nicht rekursiv.

Beweis: Dies folgt aus dem starken Unentscheinbarkeitssatz, weil S ∪ AE

offensichtlich konsistent ist. a

Nun können wir diese Ergebnisse verstärken. Erinnern Sie sich daran, dass
A ⊆ N definierbar in NE ist, gdw es eine Formel ϕ gibt, so dass k ∈ A gdw
NE |= ϕ(k).

Ein rekursives A ist definierbar in NE , da jede Formel ϕ die A in AE dar-
stellt, A auch in NE definiert. Dei Umkehrung ist falsch: als Beispiel ist die
Menge p{ϕ |ϕ ist ein Satz und AE ` ϕ}q nicht rekursiv aber definierbar in NE .

Wie haben gesehen, dass pTh(NE)q nicht rekursiv ist. Da dies vollständig
ist, haben wir sogar

Satz 6.18. Undefinierbarkeitssatz. pTh(NE)q ist nicht definierbar in NE.

Beweis: Dieser ist ähnlich wie der Beweis des starken Unentscheidbarkeitssatzes.
Für jedes n sei ϕn die Formel mit der Gödelnummer n, wenn eine solche solche
existiert und die freie Variable v1 hat, sonst sei ϕn die Formel v1 = v1.

Sei An = {k |N |= ϕn(k)}. Dann ist {An |n ∈ N} eine Aufzählung aller in
N definierbaren Mengen. Nehmen wir nun an, dass pTh(N)q in N definierbar
wäre. Dann wäre die Menge

A = {n |n 6∈ An}

auch definierbar in N. Da n ∈ A gdw pϕn(n)q 6∈ pTh(N)q. Aber da A sich von
allen An’s unterscheidet, ist dies ein Widerspruch. a

Die vorstehenden Ergebnisse haben wir in der Sprache der Arithmetik mit
Exponentiation ausgedrückt. Sie sind aber auch gültig für die Arithmetik ohne
Exponentiation.

Satz 6.19. E ist definierbar in Q, g.h. es gibt eine Formel ϕE so dass für alle
n,m, uinN gilt nm = u gdw Q ` ϕ(Sn(0), Sm(0), Su(0).

Beweis: Wir zeigen, dass Folgen kodierbar sind. ab wird durch die Folge (1, a, a2, a3, . . . , ab)
gegeben. Deren Glieder erfüllen die Formel a0 = 1 und an+1 = an · a, und ab

ist das gesuchte ab. Wenn also die gesamte Folge in Q definierbar ist, dann ist
auch die Exponentiationsfunktion definierbar.

Lemma 6.20. Das Gödel’sche β-Lemma. Es gibt eine Funktion β : N3 → N
mit den folgenden Eigenschaften
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(a) Für jede Folge (a0, . . . , ar) über N gibt es t, p ∈ N, so dass für i ≤ r,
β(t, pi) = ai.

(b) Es gibt eine {0, 1,+, ·}-Formel χ(v0, . . . , v3), die β definiert im folgenden
Sinn:

Q ` χ(St(0), Sp(0), Si(0), Sa(0)) gdw β(t, p, i) = a.

Beweis des Lemmas: Wir nehmen eine Primzahl p ≥ ai für i ≤ r und p ≥ r+ 1
und setzen

t = 1 · p+ a0p
1 + 2p2 + · · ·+ (r + 1)p2r + arp

2r+1.

t kodiert den Graphen von t in p-adischer Weise.

β(t, p, i) = a gdw Q ` χ(St(0), Sp(0), Si(0), Sa(0)),

mit folgenden Formeln

ψ(v0, . . . , v3) = ∃v4v5v6(v0 = v4 + v5((v2 + 1) + v3v1 + v5v
2
1)

∧ v3 < v1 ∧ v4 < v5∧
∃v7(v5 = v2

7 ∧ ∃v8(∀v9(v9 | v5 → v7 | v9))))

und χ(v0, . . . v3) sagt, dass v3 das <-minimale Element ist, so dass ψ(v0, . . . , v3)
wahr ist. a

Gödel zeigte das β-Lemma durch Verwendung des chinesischen Restsatzes.
Eine Struktur A heißt entscheidbar gdw pTh(A)q rekursiv ist. Wir wissen also
nun, dass nicht nur die Struktur NE sondern auch die Struktur NM unent-
scheidbar ist.

Korollar 6.21. Alle Sätze dieses Kapitels, auch diejenigen im nächsten Ab-
schnitt, über AE gelten auch für Q.

Man kann zeigen, dass die Struktur

NP = (N, 0, S,+, <)

entscheidbar ist, die Presburger-Arithmetik. Hieraus folgt insbesondere, dass die
Multiplikation nicht in NP definierbar ist.

Wir können auch die verwandten Strukturen (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R; +, ·) und
(C,+, ·) der Mengen der ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen be-
trachten. Die Menge der natürlichen Zahlen ist in den ersten beiden Strukturen
definierbar, daher sind diese unentscheidbar, Die letzten beiden Strukturen sind
entscheidbar aufgrund tiefer liegender Ergebnisse aus der Algebra.

6.4 Der zweite Gödel’sche Unvollständigkeitssatz

Sei T eine rekursive Theorie, die AE enthält. Wegen userer obigen Ergebnisse
wissen wir, dass

{pDq, pϕq) |D ist ein Beweis von ϕ aus T}
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rekursiv ist und somit durch eine Formel BewT (v1, v2) darstellbar in AE ist.
Nun betrachten wir den Satz ¬∃d(BewT (d, p0 = 1q)). Dieser Satz der Arithme-
tik drückt die Eigenschaft ”T ist konsistent” in der ersten Stufe aus, und wir
schreiben ihn als KonT . Wir skizzieren nun die Beweisidee für den Beweis der
Tatsache, dass für alle genügend starken Theorien T der Satz KonT nicht aus
T beweisbar ist. Zunächst betrachten wir die folgende allgemeine Tatsache

Satz 6.22. Fixpunktsatz. In der Sprache der Arithmetik gibt es für jede Formel
β mit nur einer freien Variablen einen Satz σ, so dass AE den Satz σ ↔ β(pσq)
beweist.

Beweis. Sei f die rekursive Funktion, die jedem Paar (pαq, n) den Wert pα(n)q
zuweist. Stelle θ(v1, v2, v3) f in AE dar. Wir betrachten nun die Formel

γ(v1) = ∀v3(θ(v1, v1, v3)→ β(v3)).

Sei q = pγq. Dann erfüllt der Satz

σ = γ(q) = ∀v3(θ(q, q, v3)→ β(v3))

das Gewünschte: Weil θ(v1, v2, v3) die obige Funktion f darstellt und pσq der
Wert dieser Funktion an der Stelle (q, q) ist, gilt

AE ` ∀v3(θ(q, q, v3)↔ v3 = pσq).

σ = ∀v3(θ(q, q, v3)→ β(v3)).

Sei AE ` σ. Dann AE ` ∀v3(θ(q, q, v3) → β(v3)). Wir setzen v3 = pσq ein.
AE ` θ(q, q, pσq) → β(pσq). Also erhalten wir AE ∪ {σ} ` β(pσq). AE ` σ →
β(pσq).

Umgekehrt
AE ` β(pσq)→ (∀v3θ(q, q, v3)→ β(v3)).
AE ` β(pσq)→ σ.

Somit ist AE ` σ ↔ β(pσq), wie gewünscht. a

Nehmen wir nun an, dass T eine Theorie und pTq rekursiv ist.

Definition 6.23. Der Lügnersatz σ. Sei β(v2) die Formel ¬∃v1BewT (v1, v2).
Wir wenden den Fixpunktsatz auf β an und erhalten dadurch einen Satz σ, so
dass AE |= σ ↔ β(pσq).

”Ich bin wahr genau dann, wenn es keinen Beweis für mich gibt.”

Dann sagt σ, dass σ aus T unbeweisbar ist:

Lemma 6.24. Wenn T ⊇ AE konsistent und rekursiv ist, dann T 6` σ.

Beweis: Wir nehmen an, dass T σ beweist. Dann sei D ein solcher Beweis
von σ aus T und sei d seine Gödelnummer. Dann ist AE ` BewT (d, pσq). Des-
halb gilt AE ` ¬β(pσq), daher AE ` ¬σ. Weil T die Theorie AE enthält, also
T ` ¬σ. Somit beweist T sowohl σ als auch ¬σ, und deshalb ist T inkonsistent.

a
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Definition 6.25. Eine Sar = {0, 1,+, ·, S,≤}-Formel ϕ heißt Σ1-Formel, wenn
sie nur Existenzquantoren und ∀-Quantoren der Form ∀x < Sn(0) für geeignete
n ∈ N (sogenannte beschränkte ∀-Quantoren) enthält.

Definition 6.26. Sei T eine Sar-Theorie. BewT (x) ist eine gute T -Beweisbarkeits-
formel gdw die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(1) BewT (x) ist Σ1, und BewT (n) ist wahr gdw es einen Satz ψ gibt, so
dass n = pψq und T ` ψ.

(2) Für Σ1-Sätze ψ: T ` (ψ → BewT (pψq)).

(3) Für alle Sätze ψ und γ: T ` (BewT (pψq) ∧ BewT (p(ψ → γ))q) →
BewT (pγq).

Definition 6.27. Sei T eine Sar-Theorie. (T,BewT (x)) erfüllt die Löb-Axiome
gdw die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(L1) T ` ϕ impliziert T ` BewT (pϕq)).

(L2) T ` (BewT (pψq)→ BewT (pBewT (pϕq)q)).

(L3) Für alle Sätze ψ und γ: T ` (BewT (pψq) ∧ BewT (p(ψ → γ)q)) →
BewT (pγq)).

Lemma 6.28. Sei BewT eine gute Σ1-Beweisformel für T . Dann erfüllt (T,BewT )
die Löb-Axiome.

Ein wichtiges Beispiel einer Theorie T , die AE enthält, für die es eine gute
T -Beweisbarkeitsformel gibt, ist die Peano-Arithmetik:

Definition 6.29. Die Peano-Arithmetik, kurz PA. ergibt sich, indem wir zu
Q für jede Formel ϕ, die möglicherweise zusätzlich zu x weitere freie Variablen
enthält, das folgende Induktionsaxiom für die natürlichen Zahlen hinzufügen:

(ϕ(0) ∧ ∀x(ϕ(x)→ ϕ(Sx)))→ ∀xϕ(x).

Satz 6.30. Satz von Löb. Die Peano-Arithmetik PA und ZFC (siehe nächstes
Kapitel) haben jeweils ein gutes Σ1-Beweisprädikat.

Beweis: Siehe Hinman [7] oder Ziegler [16, Kapitel 18 und 20].

Definition 6.31. Wir schreiben KonT für ¬BewT (p0 = 1q).

Satz 6.32. Zweiter Gödel’scher Unvollständigkeitssatz. Sei T eine konsistente,
rekursive (oder auch nur rekursiv aufzählbare) Axiomenmenge ist, so dass es
eine Beweisbarkeitsformel für T gibt, derart dass (T,BewT (x)) die Löb-Axiome
erfüllt. Dann T 0 KonT .

Beweis. Sei σ wie oben in Definition 6.23 gewählt. Zuerst zeigen wir, dass T `
KonT → σ. Da T 0 σ, folgt, dass T 0 KonT .

Es genügt zu zeigen, dass T ` ¬σ → ¬KonT . Wir haben:
T ` BewT (pσq)→ BewT (p(BewT (pσq))q) nach Axiom (L2) von BewT (x)
T ` BewT (pσq)→ (σ → 0 = 1) nach Wahl von σ
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T ` BewT (p(BewT (pσq)→ (σ → 0 = 1))q), denn AE ⊆ T beweist alle wahren
Σ1-Sätze
T ` (BewT (p(BewT (pσq))q) ∧ BewT (p(BewT (pσq) → (σ → 0 = 1))q)) →
BewT (p(σ → 0 = 1)q) nach Axiom (L3) für BewT (x).
Wir wissen aber, dass T sowohl die zweite Hypothese der letzten Implikation
als auch den Satz BewT (pσq) → BewT (p(BewT (pσq))q) beweist. Somit haben
wir:
T ` BewT (pσq)→ BewT (p(σ → 0 = 1)q).
Nach Axiom (L3) für die Formel BewT (x) erhalten wir:

T ` (BewT (pσq) ∧ BewT (p(σ → 0 = 1)q))→ BewT (p(0 = 1)q).

Also T ` BewT (pσq) → BewT (p(0 = 1)q). T ` ¬σ → BewT (pσq) nach Wahl
von σ. Es folgt, dass T ` ¬σ → ¬KonT , wie gewünscht. a

Die Bedingung, dass T eine gute Beweisformel hat, ist allerdings nicht so
einfach zu verifizieren und führt tiefer in die Beweistheorie (als Gebiet gemeint,
in der heutzutage gängigen Einteilung der mathematischen Logik in Beweis-
theorie, Rekursionstheorie, Mengenlehre und Modelltheorie).

Wir formulieren den zweiten Gödelschen Unvollständigkeitssatz noch einmal
für die gängigen Axiomensysteme PA und ZFC:

Korollar 6.33. PA 6` KonPA und ZFC 6` KonZFC.
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Kapitel 7

Mengenlehre

7.1 Die Axiomensysteme ZF und ZFC

ZF steht für die beiden Namen Zermelo und Fränkel. ZFC steht für Zermelo,
Fraenkel, und Choice.

Duden: Axiom: als absolut richtig anerkannter Grundsatz, gültige Wahrheit,
die keines Beweises bedarf.

Definition 7.1. (1) Zum Axiomensystem ZF gehören folgenden Axiome
und Axiomenschemata:
Axiom 0: Existenzaxiom. Es gibt die leere Menge.

∃x∀y(y 6∈ x).

Axiom 1: Extensionalität (Ext). Mengen, die dieselben Elemente ent-
halten, sind gleich.

∀x∀y(∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)→ y = x).

Axiom 2: Fundierungsaxiom (Fund). Die ∈-Relation ist fundiert, d.h.,
jede nicht leere Menge hat ein ∈-minimales Element,

∀x(∃y ∈ x→ ∃y ∈ x(¬∃z(z ∈ y ∧ z ∈ x)))

Axiom 3: Aussonderungsschema (Comprehension) (Aus). Für alle ϕ ∈
L(∈) mit fr(ϕ) ⊆ {x, z, w1, w2, . . . , wn} gilt folgendes

∀z∀w1 . . . ∀wn∃y∀x(x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ ϕ).

Axiom 4: Paarmengenaxiom (Pairing) (Paar)

∀x∀y∃z(x ∈ z ∧ y ∈ z).

Axiom 5: Vereinigungsmengenaxiom (Union) (Verein)

∀F∃A∀Y ∀x(x ∈ Y ∧ Y ∈ F → x ∈ A).

77
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Axiom 6: Ersetzungsschema (Replacement) (Ers).
∃!x heißt ”es gibt genau ein x’.
Für alle ϕ ∈ L(∈) mit fr(ϕ) ⊆ {x, y,A,w1, w2, . . . , wn} gilt folgendes

∀A∀w1 . . . ∀wn(∀x ∈ A∃!yϕ→ ∃Y ∀y(∃x ∈ Aϕ↔ y ∈ Y )).

Axiom 7: Unendlichkeitsaxiom (Infinity) (Inf)
Sei x eine Menge. Nach (Aus) gibt es ∅ = {z ∈ x | z 6= z}.

∃x(∅ ∈ x ∧ ∀y ∈ x(y ∪ {y} ∈ x)).

Axiom 8: Potenzmengenaxiom (Powerset axiom)
Sei x ⊆ y eine Abkürzung für ∀z ∈ x(z ∈ y)

∀x∃y∀z(z ⊆ x→ z ∈ y).

(2) Zum Axiomensystem ZFC gehören alle Axiome von ZF und zusätzlich
noch das
Axiom 9: Auswahlaxiom (Axiom of Choice)

∀F(∀Y ∈ FY 6= ∅ → ∃f : F →
⋃
F∀Y ∈ Ff(Y ) ∈ Y ).

7.2 Das Auswahlaxiom, der Satz von Tychonoff, das
Zorn’sche Lemma und der Wohlordnungssatz

Anmerkung:
⋃

F ist die mengentheoretische Schreibweise für
⋃

X∈F X, also
für {y | (∃X ∈ F )(y ∈ X)}.

In diesem Kapitel folgen wir der Konvention, dass ϕ (ohne jegliches Hinter-
grundmodell) steht für ”ZFC |= ϕ”, äquivalent ”ϕ ist ein Satz”, ”ϕ gilt”, ”ϕ ist
wahr” usf. Dies ergibt natürlich nur Sinn bei Formeln ϕ ohne freie Variablen.

Wenn man die Mengenlehre wie im vorigen Kapitel mit Modellen betrachten
möchte, dann muss man auf klassengroße Modelle (V,∈) |= ZFC zurückgreifen.
Hier ist V die Allklasse aller Mengen. V selbst ist keine Menge. ((V,∈), s) |= ϕ
wird induktiv über den Aufbau von ϕ definiert, wörtlich wie in Definition 3.9.
Doch Sie kennen sicher aus Ihrem Studium schon andere Techniken, wie man

”ϕ ist ein Satz” verfiziert, nämlich durch einen Beweis.

ZFChat acht Axiome und zwei Axiomenschemata (dies sind zwei mal abzähl-
bar unendlich viele Axiome). Die Liste gibt es in Kapitel 9. Hier stellen wir nur
ein Axiom daraus vor:

Definition 7.2. Das Auswahlaxiom (kurz: AC) sagt: Jede Familie F nicht
leerer Mengen hat eine Auswahlfunktion, d.h., es gibt eine Funktion f : F →⋃

F , so dass für alle X ∈ F , f(X) ∈ X.
Eine Funktion mit der beschriebenen Eigenschaft heißt Auswahlfunktion für

F .
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Definition 7.3. Sei I 6= ∅ eine Indexmenge. Für i ∈ I, sei Xi eine Menge.
Wir definieren das Produkt∏

i∈I

Xi := {f : I →
⋃
i∈I

Xi | (∀i ∈ I)(f(i) ∈ Xi)}.

Satz 7.4. Der Satz von Tychonoff. Falls kein Xi leer ist, so ist
∏

i∈I Xi nicht
leer.

Beweis: Wir setzen F = {{i} × Xi | i ∈ I} und nehmen eine Auswahl-
funktion f : F →

⋃
i∈I({i} × Xi). Dann gibt es ein g ∈

∏
i∈I Xi, nämlich

g(i) = zweite Koordinate von(f({i} ×Xi)). a

Satz 7.5. Auf der Basis von ZF: Der Satz von Tychonoff impliziert das Aus-
wahlaxiom.

Beweis: Übung.

Definition 7.6. Eine lineare (auch: totale) Ordnung ist ein Paar 〈A,R〉, so
dass R die Menge A linear ordnet, d.h., dass R eine Relation ist, die die fol-
genden Eigenschaften hat

1. Transitivität ∀x, y, z ∈ A(xRy ∧ yRz → xRz)

2. Irreflexivität: (auch Antisymmetrie) ∀x ∈ A¬xRx.

3. Trichotomie: (Linearität, Konnexität, Totalität) ∀x, y ∈ A(xRy∨yRx∨
x = y).

Definition 7.7. 〈A,R〉 heißt Wohlordnung, gdw 〈A,R〉 eine lineare Ordnung
ist, in der jede nicht leere Teilmenge von A ein R-minimales Element hat.
∀y((y ⊆ A ∧ ∃x ∈ y)→ ∃z ∈ y(∀u ∈ y(¬uRz))).

Man überlege sich, dass die hier geforderten R-minimalen Elemente auch
die R-kleinsten sind, d.h, dass man (¬uRz) durch (u = z∨ zRu) ersetzen kann.

Gegenbeispiele: (Q, <), (Z, <), (R, <).
Beispiele: (N, <), ({0, 1, 2}, <), (ℵ1, <).

Satz 7.8. Der Wohlordnungssatz, Zermelo 1904. Auf der Basis von ZF gilt:
AC ↔ ∀A∃R(〈A,R〉 Wohlordnung).

Beweis. ←. Sei
⋃
F via R wohlgeordnet. Dann ist f(Y ) = minR(Y ) eine

gewünschte Auswahlfunktion.
→ (vorläufig noch nicht ganz begründet) Sei A gegeben. Sei h : P(A)\{0} →

A eine Auswahlfunktion auf P(A). Nun definieren wir durch transfinite Rekur-
sion eine Funktion g : (β,∈)→ A durch g(α) = h(A \ g′′α), falls g′′α 6= A g ist
injektiv, und daher gibt es ein β, so dass g′′β = A. Nun setzen wir für a, b ∈ A,
aRb↔ g−1(a) ∈ g−1(b). a
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7.3 Transfinite Induktion und Rekursion

Definition 7.9. Eine Menge x heißt transitiv gdw ∀y ∈ x(∀z ∈ y(z ∈ x)).

Beispiele: ∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {{∅}}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.
Gegenbeispiele: {{∅}}, x 6= ∅, dann ist {x} nicht transitiv.

Definition 7.10. Eine Menge x heißt Ordinalzahl (kurz On) gdw x transitiv
ist und 〈x,∈〉 eine Wohlordnung ist.

Definition 7.11. Eine Ordinalzahl α heißt Nachfolgerordinalzahl gdw es eine
Ordinalzahl β ∈ α gibt, so dass α = β ∪ {β}.

Eine Ordinalzahl α heißt Limesfolgerordinalzahl gdw α 6= ∅ und α keine
Nachfolgerordinalzahl ist.

Definition 7.12. Eine Klasse G von Paaren heißt Operation auf D gdw ∀x ∈
D∃!y(〈x, y〉 ∈ G). Wir schreiben G : D → V.

Satz 7.13. Der Satz über die transfinite Induktion, hier in der Formulierung
mit einer Klassenvariablen X.

Sei X ⊆ On und sei 0 ∈ X und sei für alle α ∈ X auch S(α) ∈ X und sei
für alle Limesordinalzahlen λ ⊆ X auch λ ∈ X. Dann ist X = On.

Beweis: Wir nehmen an, dass es ein α ∈ On \X gäbe. Dann gibt es ein mi-
nimales Element β in der Menge α∩ (On\X). Nach den Voraussetzungen über
X ist β 6= 0. β kann auch kein Nachfolger sein, da X unter Nachfolgerbildung
abgeschlossen ist. Und falls schließlich β eine Limesordinalzahl wäre, hätten wir
β ⊆ X und daher nach Voraussetzung β ∈ X. Also ist X = On. a

Definitionen über transfinite Induktion heißen transfinite Rekursion und
werde nun begründet. Wieder arbeiten wir mit Klassenvariablen, die für Aus-
drücke in der Sprache der ersten Stufe stehen, so dass ∀x∃!yϕ gilt für geeignetes
ϕ, das die Definition der Operation F ist. Ein geeignetes anderes ψ, das im Be-
weis erst aufgebaut wird, wird die Definition der Operation G sein.

Satz 7.14. Der Satz über die transfinite Rekursion. Für F : V→ V gibt es ein
eindeutig bestimmtes G : On→ V, so dass

∀α(G(α) = F (G � α)).

Beweis: Zunächst zeigen wir die Eindeutigkeit von G. Seien G1, G2 zwei
Klassen, die den Rekursionsbedingungen genügen. Dann gilt G1(0) = F (∅) =
G2(0), und, wenn G1 � α = G2 � α, dann ist G(α) = F (G1 � α) = F (G2 � α) =
G2(α). Nach dem Satz über die transfinite Induktion ist daher G1 = G2.

Nun zur Existenz: g ∈ V heißt δ-Approximation gdw dom(g) = δ ∈ On und
∀α ∈ δ(g(α) = F (g � α)). Für je zwei Approximationen, sagen wir, für eine δ-
Approximation g und eine δ′-Approximation g′, zeigt man durch Induktion über
α < δ∩δ′, dass g � δ∩δ′ = g′ � δ∩δ′. Danach zeigt man durch transfinite Induk-
tion, dass ∀δ(∃δ-Approximation g). Zum Schluss definiert man G(α) = g(α) für
eine beliebige δ-Approximation g, so dass δ > α. a
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Nun zurück zum Wohlordnungssatz, Satz 7.8.
Beweis: → Sei A gegeben. Sei h : P(A) \ {0} → A eine Auswahlfunktion auf

P(A). Nun definieren wir durch transfinite Rekursion eine Operation G : On→
A ∪ {A} durch

G(α) =
{
h(A \G′′α), falls G′′α 6= A,
A, sonst.

G � (G−1)′′A is injektiv, wie man induktiv zeigt. Es gibt daher ein β so dass
G′′β = A. Sonst wäre G : On→ A injektiv, und daher On = (G−1)′′A nach dem
Ersetzungsaxiom eine Menge, was dem Satz von Burali-Forti widerspricht. β ist
eindeutig. Nun setzen wir für a, b ∈ A, aRb ↔ G−1(a) ∈ G−1(b) und erhalten
eine Wohlordnung R von A, so dass (A,R) ∼= (β,∈). a

Definition 7.15. Ein geordnetes Paar 〈P,<〉 heißt Halbordnung oder partielle
Ordnung (partial order), gdw < eine transitive, irreflexive Relation ist.

Definition 7.16. 1. Eine Teilmenge K einer Halbordnung heißt Kette, gdw

∀x, y ∈ K(x = y ∨ x < y ∨ y < x).

2. Eine Halbordnung heißt induktiv, wenn jede Kette K eine obere Schranke
hat, das heißt es gibt ein s ∈ P , so dass für alle x ∈ K s ≥ x.

3. Ein maximales Element ist ein Element x ∈ P , so dass für all y, y 6> x

Satz 7.17. 1. Das Lemma von Zorn. (ZFC). Jede nicht leere induktive
Halbordnung hat ein maximales Element.

2. Auf der Basis von ZF folgt aus dem Lemma von Zorn das Auswahlaxi-
om.

Beweis: 1. Sei R eine Wohlordnung auf P und sei f : (α,∈) ∼= 〈P,R〉. Wir
definieren induktiv über β < α eine Funktion G : α→ V. Wir setzen

G(β) =


die R-kleinste obere Schranke von rge(G � β) die nicht in rge((G � β) ist,

falls es so eine gibt,
{P},
falls es keine obere Schranke von rge(G � β) gibt, die nicht in rge((G � β) ist.

Nun zeigt man induktiv über α ∈ On, dass G : α→ K ∪ {P} für eine Kette
K ⊆ P . Ausserdem folgt der Induktivität von 〈P,<〉, dass die kleinste Zahl mit
G(β) = P eine Nachfolgerordinalzahl ist, denn andernfalls wäre {G(γ) | γ < β}
eine Kette ohne maximales Element.

Die Definition von G wird also bei einer Nachfolgerzahl β = γ ∪ {γ} zu
konstant P , weil der zweite Fall des Fallunterscheidung eintritt.

Sei γ der direkte ∈-Vorgänger von β. Dann ist G(γ) ein maximales Element.
2. Sei A gegeben. Wir setzen P = {〈B,S〉 |B ⊆ A,S Wohlordnung auf B},

und definieren ≺ auf P durch

〈B,S〉 ≺ 〈B′, S′〉 ↔ ∃c ∈ B′(〈B,S〉 ∼= 〈{b ∈ B′ | bS′c}, S′〉.
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Man rechnet nach, dass 〈P,≺〉 eine induktive Halbordnung ist. Das Lemma
von Zorn liefert nun ein maximales Element 〈B,S〉 in 〈P,≺〉. Falls B 6= A,
kann man die Wohlordnung 〈B,S〉 um einen grössten Punkt verlängern, und
hat daher einen Widerspruch zur Maximalität. Daher ist B = A. a

Es gibt zahlreiche Verwandte des Auswahlaxioms, und es gibt Bücher, die
sich alleine dem Auswahlaxiom widmen: [11] gibt äquivalente Versionen an, und
[8] behandelt auch echt schwächere Varianten. Wir stellen noch eine Äquivalenz
ohne Beweis vor:

Satz 7.18. 1. (ZFC). Jeder Vektorraum hat eine Basis.

2. (Blass, 1984 [2]) Auf der Basis von ZF: Wenn jeder Vektorraum eine
Basis hat, dann gilt das Auswahlaxiom.

Satz 7.19. Sei ϕ eine der folgenden Aussagen:

1. Es gibt einen freien Ultrafilter.

2. Es gibt Primideale.

3. Wenn f : R→ R nicht ε-δ-stetig ist, dann gibt es eine Folge 〈xn |n ∈ N〉,
so dass limn f(xn) 6= f(limn xn).

4. (Für Mengentheoretiker.) Es gibt disjunkte stationäre Teilmengen von
ω1.

Dann gilt:

(a) ZFC ` ϕ,

(b) ZF 6` ϕ,

(c) ZF ∪ {ϕ} 6` ZFC.

Beweis: Die Behauptungen (a) lernen Sie für (1), (2) und (3) sicherlich in einer
Vorlesung. Die Eigenschaften (b) und (c) benutzen Forcing zum Beweis, eine
mengentheoretische Technik, die in dieser Vorlesung nicht vorgestellt werden
kann.



Kapitel 8

Logisches Programmieren

8.1 Die Resolutionsmethode

In diesem Abschnitt kehren wir zurück zur Aussagenlogik. Wir sahen, dass man
mit disjunktiven Normalformen einfacher rechnen kann als mit allgemeinen For-
meln. Nun sehen wir eine andere Methode, die auf konjunktive Normalformen
zugeschnitten ist, die Resolutionsmethode.

Definition 8.1. (1) Eine Klausel C ist eine endliche Menge von Literalen
L.

(2) Eine Belegung v der Variablen erfüllt die Klausel C, wenn v̄(L) = W
für ein L ∈ C. Anders ausgedrückt, wenn v̄(

∨
L∈C L) = W .

(3) Sei C eine endliche Menge von Klauseln. Eine Belegung v erfüllt C, wenn
v̄ alle C ∈ C erfüllt. Das kann man auch schreiben als v̄(

∧
C∈C

∨
L∈C L) =

W .

Definition 8.2. Sei A eine Variable, C = {A} ∪ P und D = {¬A} ∪ Q zwei
Klauseln. Dann ist P ∪Q eine Resultante von C und D. Wir schreiben P ∪Q =
ResA(P,Q).

Satz 8.3. (Die Resolutionsmethode). Eine endliche Menge C von Klauseln ist
genau dann erfüllbar, wenn sich aus C durch sukzessives Bilden von Resultanten
niemals die leere Klausel ergibt.

Beweis: Der Beweis beruht auf folgender Beobachtung: Sei mit C|A = W die
Menge der Klauseln bezeichnet, die man aus C erhält, wenn man A = W setzt.
Das heißt, dass man alle Klauseln, in denen A vorkommt, weglässt und in
den verbleibenden Klauseln alle Vorkommen von ¬A streicht. Entsprechend sei
C|A = F definiert. Dann gilt das folgende Lemma:

Lemma 8.4. Sei v eine Belegung der Variablen von C und v̄(A) = W . Dann
ist v̄(

∧
C) = W genau dann, wenn v̄(C|A = W ) = W ist. Analoges gilt für

F statt W . Sei v eine Belegung der Variablen von C und v(A) = F . Dann ist
v̄(
∧
C) = W genau dann, wenn v̄(C|A = F ) = W ist.

83
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Beweis: Sei v(A) = W . Aus der Definition der Fortsetzung von v folgt: v̄(
∨

i Li) =
W wenn A unter den Li ist, und v̄(

∨
i Li) = v̄(

∨
i 6=j Li) wenn Lj = ¬A. Gepie-

geltes gilt für v(A) = F . a

Lemma 8.5. (1) Seien P , Q Klauseln in den Variablen A0, . . . , An−1.
(
∨
P ) ∧ (

∨
Q) ist erfüllbar gdw (

∨
P ) ∧ (

∨
Q) ∧

∧
i<n(

∨
ResAi(P,Q))

erfüllbar ist.

(2) C ist erfüllbar gdw C ∪ {ResAi(C1, C2) |C1, C2 ∈ C, i < n} erfüllbar ist.

Beweis: (1) Sei v̄(
∨
P ∧

∨
Q) = W und sei Ai eine Variable. Sei v(Ai) = F

(der andere Fall geht gespiegelt). Dann gilt nach dem vorigen Lemma v̄(P |A =
F ) = W und v̄(Q|A = F ) = W . Sei P = {A,P1, . . . , Pk−1} und sei Q =
{¬A,Q1, . . . , Q`−1}. Da v̄(P ) = W , ist v̄({P1, . . . , Pk−1}) = W . Daher ist auch
v̄(ResA(P,Q)) = W . Da A und F beliebig waren, gilt dies für alle Variablen
und alle Wahrheitswerte.

Teil (2) folgt daraus, dass man (1) iterativ auf alle Paare von Klauseln in C
anwenden kann. a

Ende des Beweises von Satz 8.3 Sei C eine endliche Menge von Klauseln
in den Variablen A0, . . . An−1. Das zweite Lemma, so oft angewandt, wie es
verschiedene Klauseln über {A0, . . . , An−1} gibt, nämlich höchstens 4n, da jede
Variable in jeder Klausel entweder gar nicht, positiv oder negiert oder (positiv
und negiert) vorkommen kann, beweist den Satz. �8.3

Sowohl die semantische Methode, Erfüllbarkeit zu prüfen (rate eine Bele-
gung v der Variablen und rechne dann v̄(

∨
C∈C

∧
C) aus) als auch die Reso-

lutionsmethode haben exponentielle Zeitkomplexität. Wir sahen im Satz von
Cook, dass das Erfüllbarkeitsproblem für Formeln in KNF NP -vollständig ist.

Es ist unbekannt, ob es bessere Algorithmen gibt.

8.2 Der Satz von Herbrand und automatisches Be-
weisen

Nun betrachten wir das Erfüllbarkeitsproblem (oder dual dazu das Allgemeingültig-
keitsproblem) in der Sprache der ersten Stufe. Beide Probleme sind von der
gleichen Komplexität, da ϕ nicht erfüllbar ist gdw ¬ϕ allgemeingültig ist.
Wir kennen diese Komplexität schon: Das Erfüllbarkeitsproblem ist nicht ent-
scheidbar. Jedoch ist sein Komplement rekursiv aufzählbar: Nach dem Gödel-
schen Vollständigkeitssatz ist die Menge der allgemeingültigen Formeln rekursiv
aufzählbar. Somit ist auch die Menge der unerfüllbaren Formel rekursiv aufzähl-
bar. Wir werden nun einen weiteren Algorithmus zur Auszählung aller unerfüll-
baren Formeln vorstellen. Im Gegensatz zu dem im Kapitel ”Unvollständig-
keitssätze” skizzierten Algorithmus arbeitet der jetzige Algorithmus mehr mit
der semantischen Seite als mit den formalen Beweisen des Beweiskalküls für die
Logik der ersten Stufe. Der Algorithmus wurde 1930 von Herbrand vorgestellt
und basiert auf einer Kombination folgender Gedankenschritte und Methoden:



Logik für Studierende der Informatik WS 10/11 85

(1) Resolutionsmethode für den quantorenfreien Kern

(2) Skolemisierung der zu untersuchenden Formel, so dass nur noch eine
Allformel dasteht.

(3) Reduktion auf Sprachen ohne die Gleichheit.

(4) Arbeit mit Termodellen (nicht modulo =) und Unifizierung

Für den ersten Schritt können wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts
verwenden, denn es gilt folgendes:

Lemma 8.6. Sei F (A0, . . . , Ak−1) eine aussagenlogische Formel, in den paar-
weise verschiedenen Variablen Ai. Für jedes i < k sei αi ein Literalformel (d.h.,
eine atomare Formel oder negierte atomare Formel) der Form R(t0, . . . , tn−1)
oder ¬R(t0, . . . , tn−1). Die αi seien paarweise verschieden. Dann ist F (α0, . . . , αk−1)
genau dann allgemeingültig, wenn F (A0, . . . , Ak−1) allgemeingültig ist.

Der Beweis ist offensichtlich.

Bemerkung 8.7. Beachten Sie: R(t0, . . . , tn−1) und R(t′0, . . . , t
′
n−1) sind nicht

äquivalent, wenn auch nur ein ti nicht buchstäblich mit t′i übereinstimmt. Die
Formel

R(t0, . . . , tn−1) ∨ ¬R(t′0, . . . , t
′
n−1)

is genau dann allgemeingültig, wenn die beiden Zeichenreihen R(t0, . . . , tn−1)
und R(t′0, . . . , t

′
n−1) übereinstimmen. Sie ahnen vielleicht jetzt schon, dass die

Unifikation (das ist ein Überführungsverfahren eines Tupels von Termen in ein
anderes Tupel, das wir später kennenlernen) von Termen für die Entscheidung
der Allgemeingültigkeit aussagenlogischer Kombinationen von Literalformeln
obiger Form relevant ist.

Nun kommen wir zur Skolemisierung, dem zweiten Bestandteil des Her-
brand’schen Verfahrens zur Aufzählung der allgemeingültigen Formeln.

Konvention. Wir schreiben in diesem Abschnitt alle Formeln in bereinigter
Form, d.h. keine gebundene Variable ist gleich benannt wie ein freie Variable,
und alle gebundenen Variablen sind paarweise verschieden benannt.

Da Qxϕ(x) äquivalent zu Qyϕ(y) ist, hat jede Formel eine äquivalente be-
reinigte Formel.

Definition 8.8. Eine Formel ist in pränexer Normalform, wenn alle Quantoren
am Anfang der Formel stehen, wenn also die Formel die Gestalt

Q0x0Q1x1 . . . Qn−1xn−1ψ

hat hat ψ quantorenfrei ist und Q ∈ {∃,∀}.

Lemma 8.9. (Pränexe Normalform). Jede Formel lässt sich in eine äquivalente
pränexe Formel umwandeln.

Beweis, induktiv über den Aufbau der Formeln. Sei ϕ = ϕ1 ∧ ϕ2, und seien
ϕi = Qi

0x
i
0Q

i
1x

i
1 . . . Q

i
ni−1x

i
ni−1ψi schon in pränexer Normalform. Wir nennen

die x0
j und die x1

k so um, dass

(∀j < n0)(∀k < n1)(x0
j 6= x1

k).
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Dann ist ϕ äquivalent zu

Q0
0x

0
0Q

0
1x

0
1 . . . Q

0
n0−1x

0
n0−1Q

1
0x

1
0Q

1
1x

1
1 . . . Q

1
n1−1x

1
n1−1(ψ0 ∧ ψ1).

Für den Induktionsschritt ϕ = ¬ψ nehmen wir an, dass ψ in pränexer Normal-
form ist und ziehen dann die Quantoren mithilfe der Umwandlungen von ¬∀ in
∃¬ und ¬∃ in ∀¬ die Quantoren nach vorne. Die Induktionsschritte der Form
ϕ = Qxψ bereiten keine Arbeit. a

Definition 8.10. Eine universelle Formel hat die Form ∀x0...∀xn−1ψ, wo-
bei ψ eine quantorenfreie Formel ist. Existentielle Formeln haben die Form
∃x0...∃xn−1ψ, wobei ψ eine quantorenfreie Formel ist.

Satz 8.11. (Skolem-Normalform). Zu jeder L(τ)-Aussage ϕ kann man eine
Spracherweiterung L(τ ′) und einen universellen L(τ ′)-Satz ϕ′ angeben, derart,
dass ϕ in einer τ -Struktur A genau dann gilt, wenn sich A zu einem τ ′-Modell
von ϕ′ expandieren lässt. ϕ ist also genau dann erfüllbar, wenn ϕ′ erfüllbar ist.

Beweis: Wir nummerieren nun die ∀-∃-Blöcke von rechts an, da im n-ten In-
duktionsschritt der mit n indizierte Block umgewandelt wird.

Wir nehmen an, dass die Formel schon in bereinigter pränexer Normalform
ist, und führen Induktion über die Anzahl der Quantorenblöcke. Nachdem wir
einen Quantor ∀x̄n−1 eventuell davor schreiben (beachten Sie: lh(barxn) = 0 ist
erlaubt), können wir o.B.d.A. annehmen, dass

ϕ = ∀x̄n−1∃ȳn−1 . . . ∀x̄0∃ȳ0ψ(x̄0, ȳ0, . . . , x̄n−1, ȳn−1, z̄)

mit einem quantorenfreien ψ, das auch der quantorenfreie Kern von ϕ genannt
wird. Hierbei stehen ∀x̄i für ∀xi,0 . . . ∀xi,mi−1 mit der Tupellänge lh(x̄i) = mi

und ∃ȳi für ∃yi,0 . . . ∃yi,`i−1 mit der Tupellänge `i.
Induktionsschritt: Sei ϕ = ∀x̄n−1∃ȳn−1χ, so dass χ = χ(x̄0, . . . x̄n−2, x̄n−1, ȳn−1, z̄)

nach Induktionsannahme schon eine Allformel ist. Wir nehmen ein neues Funk-
tionssymbol Fn−1 für eine

∑
j<nmj + lh(z̄)-stellige Funktion mit `n−1-stelligen

Wertebereich (oder `n−1 Funktionen mit jeweils einstelligem Wertebereich).
Wir zeigen:

ϕ ist erfüllbar, gdw
∀x̄n−1χ(x̄0, . . . x̄n−2, x̄n−1, Fn−1(x̄0, . . . , x̄n−1, z̄), z̄) ist erfüllbar.

(∗)

Wir schreiben x̄ = (x̄0, . . . , x̄n−1). Die Implikation ” ⇒ in (∗) folgt direkt aus
Auswahlaxiom, das garantiert, dass es zu ∀x̄∃yχ(x̄, ȳ, z̄) eine Auswahlfunktion
F gibt, so dass ∀xχ(x̄, F (x̄, z̄)). Eine Funktion heißt Auswahlfunktion zu einem
Mengensystem

{((x̄, z̄), {ȳ |χ(x̄, ȳ, z̄)}) | (x̄, z̄) ∈ A
P

j<n mj+lh(z̄)},

wenn für alle (x̄, z̄) ∈ A
P

j<n mj+lh(z̄, F (x̄, z̄) ∈ {ȳ |χ(x̄, ȳ, z̄))}.
Die Implikation ”⇐” in (∗) beweist man durch ”Vergessen” von F . a
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Proposition 8.12. Falls ϕ in einer Sprache ohne das Gleichheitszeichen for-
muliert ist, finden wir im Satz über die Skolem’sche Normalform immer ein ϕ′

ohne Gleichheitszeichen.

Man nennt die neu eingeführten Konstanten und Funktionszeichen in τ ′ \ τ
Skolemfunktionen. Streng genommen haben wir keine Funktionssymbole für
Funktionen mit `i-stelliger Bildmenge in einer zur ersten Stufe gehörenden Sym-
bolmenge, doch man kann leicht jede solche Funktion als `i Funktionen (nämlich
die Komponentenfunktionen) mit einstelliger Bildmenge schreiben.

Durch Bilden der negierten Formeln erhält man:

Korollar 8.13. (Herbrand-Normalform). Zu jeder L(τ)-Aussage ϕ kann man
eine Spracherweiterung τ ′ und einen existentiellen L(τ ′)-Satz ϕ′ angeben, der
genau dann allgemeingültig ist, wenn ϕ allgemeingültig ist.

Wir betrachten nun nur Sätze ϕ, denn jede Formel mit freien Variablen ist
allgemeingültig, genau dann wenn die All-Abquantifizierung aller freien Varia-
blen allgemeingültig ist.

Definition 8.14. Sei ϕ ein Allsatz in Skolemform. Falls es kein Konstanten-
symbol in ϕ (oder in der Sprache) gibt, fügen wir ein Konstantensymbol a hinzu.
Das Herbrand-Universum D(ϕ) von ϕ ist die kleinste Menge, so dass folgendes
gilt

(a) Jede Konstante in ϕ und a sind Elemente von D(ϕ),

(b) wenn t0, . . . , tn ∈ D(ϕ) und f ein Funktionssymbol ist (entweder eine
Skolemfunkion oder eine alte Funktion), dann ist ft0 . . . tn−1 ∈ D(ϕ).

Definition 8.15. Sei ϕ ein Allsatz in Skolemform. Eine Struktur A mit Träger
A heißt Herbrand-Struktur von ϕ, wenn folgendes gilt

(a) A = D(ϕ),

(b) wenn f ein Funktionssymbol ist (entweder eine Skolemfunkion oder eine
alte Funktion), dann ist für alle t0, . . . , tn ∈ D(ϕ), fA(t0 . . . tn−1) =
ft0 . . . tn−1 ∈ D(ϕ).

Definition 8.16. A heißt Herbrandmodell von ϕ gdw A eine Herbrandstruktur
für ϕ ist und A |= ϕ.

Hat jeder erfüllbare Allsatz in Skolemform ein Herbrand-Modell? Wenn zwei
Terme t0, t1 im Herbrand-Universum als unterschiedlich interpretiert sind, gibt
es Schwierigkeiten, wenn die Sprache = enthält und die Formel ϕ zum Beispiel
t0 = t1 fordert. Wir betrachten daher in diesem Kapitel nicht die ganze erste
Stufe, sondern lassen das Gleichheitszeichen weg. Man verliert dadurch keine
Ausdrucksstärke, wenn wir uns nur für die Erfüllbarkeit interessieren. Dies zei-
gen wir im Folgenden:

Definition 8.17. Eine zweistellige Relation E heißt Kongruenzrelation auf ei-
ner Struktur A, gdw wenn E eine Äquivalenzrelation (d.h. reflexiv, symmetrisch
und transitiv) ist, so dass für alle P ∈ τ und f ∈ τ und c ∈ τ gilt:
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(1) Wenn P n-stellig ist, dann gilt für alle ā, b̄ ∈ An,

((
∧
i<n

aiEbi)→ (ā ∈ PA ↔ b̄ ∈ PA))

.

(2) Wenn f n-stellig ist, dann gilt für alle āb̄ ∈ An, an, bn ∈ A,

((
∧

i<n+1

aiEbi)→ (fA(ā) = an ↔ fA(b̄) = bb))

.

(3) Wenn c ∈ τ eine Konstante ist, dann gilt für alle a, b ∈ A,

(aEb→ (cA = a↔ cA = b))

.

Sei E 6∈ τ . Beachten Sie, dass man ”E ist in allen τ -Strukturen eine Kon-
gruenzrelation” für endliches τ in einem Satz Kongr(E, τ) der ersten Stufe aus-
drücken kann. ϕ(=

E ) entstehe aus ϕ, indem man jedes Gleichheitszeichen durch
ein E ersetzt.

Satz 8.18. Sei ϕ ∈ L(τ) und E 6∈ τ . Dann ist ϕ erfüllbar gdw ϕ(=
E ) ∧

Kongr(E, τ) erfüllbar ist.

Beweis: Die Vorwärtsrichtung folgt daraus, dass die Gleichheit eine Kongru-
enzrelation ist. Für die Rückwärtstichtung nehmen wir ein Modell von ϕ(=

E ) ∧
Kongr(E, τ) und interpretieren jede E-Klasse als ein Element und übertra-
gen alle Relationen und Funktionen treu auf den Quotienten. Die so erhaltene
Quotienten-Struktur ist ein Modell von ϕ. a

Satz 8.19. Sei Φ eine Menge von Allsätzen in einer Sprache ohne das Gleich-
heitszeichen. Dann hat Φ ein Modell gdw Φ ein Herbrandmodell hat.

Beweis: Wir wiederholen die Henkin-Konstruktion. Sie liefert bei minimaler
Wahl der Konstantenmenge automatisch ein Herbrandmodell. a

Proposition 8.20. Falls ϕ in einer Sprache ohne das Gleichheitszeichen for-
muliert ist, finden wir im Satz über die Skolem’sche Normalform immer ein ϕ′

ohne Gleichheitszeichen.

Nun, nachdem wir uns nach den vorigen effiektiven Übersetzungen auf Exi-
stenzsätze ohne Gleichheitszeichen beschränken können, kehren wir zurück zum
Erfüllbarkeitsproblem für Formeln, oder dual dazu, zum Allgeingültigkeitspro-
blem:

Satz 8.21. (Satz von Herbrand). Sei ϕ(x0, . . . , xn−1) eine quantorenfreie For-
mel in einer Sprache L(τ), die mindestens eine Konstante enthält. Dann ist

∃x0∃x1 . . . ∃xn−1ϕ(x0, x1, . . . , xn−1)
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genau dann allgemeingültig, wenn es m ∈ N und Terme ohne Variable

t00, t
0
1, . . . , t

0
m−1, t

1
0, t

1
1, . . . , t

1
n−1, . . . , t

m−1
0 , tm−1

1 , . . . , tm−1
n−1

gibt, für die die quantorenfreie Aussage

m−1∨
i=0

ψ(t̄i) = ψ(t00, t
0
1, . . . , t

0
m−1)∨ψ(t10, t

1
1, . . . , t

1
n−1)∨· · ·∨ψ(tm−1

0 , tm−1
1 , . . . , tm−1

n−1 )

allgemeingültig ist.

Beweis: t00, t
0
1, . . . , t

0
m−1, t

1
0, t

1
1, . . . , t

1
n−1, . . . , t

m−1
0 , tm−1

1 , . . . , tm−1
n−1 impliziert natürlich

ϕ, denn die Kontraposition des entsprechenden Ersetzungsaxioms (erinnern Sie
sich an den Hilbertkalkül?) ist korrekt.

Für die umgekehrte Implikation nehmen wir an, dass für jede beliebige Wahl
der konstanten Terme tji die Formel

m−1∧
i=0

¬ψ(t̄i) = ¬ψ(t00, t
0
1, . . . , t

0
m−1)∧¬ψ(t10, t

1
1, . . . , t

1
n−1)∧· · ·∧¬ψ(tm−1

0 , tm−1
1 , . . . , tm−1

n−1 )

erfüllbar ist. Dann ist die Theorie

{¬ψ(t0, . . . , tn−1) | ti Terme ohne freie Variablen}

endlich erfüllbar und somit nach dem Kompaktheitssatz erfüllbar. Sei A ein Mo-
dell. In dieser Theorie sind alle Sätze quantorenfrei und daher sind sie Allsätze.
Nach dem Satz 8.19 hat die Theorie dann auch ein Herbrandmodell. In die-
sem sind alle Punkte konstante Terme, und daher erfüllt das Herbrandmodell
∀x0 . . . ∀xn−1¬ψ. Also ist ϕ nicht allgemeingültig. a

Definition 8.22. Sei ϕ = ∀x0 . . . ,∀xn−1ψ ein Skolemsatz in einer Sprache oh-
ne Gleichheitszeichen. Die Herbrand-Expansion E(ϕ) von ϕ ist definiert durch

(ϕ) = {ψ(
t0
x0
, . . . ,

tn−1

xn1

) | t0, . . . , tn−1 ∈ D(ϕ}.

Als Korollar des Satzes von Herbrand erhalten wir:

Satz 8.23. (Gödel, Herbrand, Skolem) Sei ϕ ein Skolemsatz in einer Sprache
ohne Gleichheitszeichen. Dann ist ϕ erfüllbar gew E(ϕ) als Menge aussagenlo-
gischer Formeln aufgefasst, ein Modell hat.

Nun kommen wir zum letzten Schritt des Herbrand’schen Aufzählverfah-
rens aller allgemeingültigen Formeln: Wann hat eine quantorenfreie Formel
der ersten Stufe kein Modell? Dies ist ein aussagenlogisches Problem (das wir
schon kennen) und ein Unifikationsproblem. Die Bestandteile (d.h., die ein-
zelnen Disjunktions- und die Konjunktionsglieder) der Formel sind ja von der
Form

R(s0, . . . , sn−1)

mit Termen si und Relationssymbolen oder negierten Relationssymbolen R.
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Definition 8.24.

S0(x0, . . . , xn−1) = (s0
0(x0, . . . , xn−1), . . . , s0

k−1(x0, . . . , xn−1))

und
S1(x0, . . . , xn−1) = (s1

0(x0, . . . , xn−1), . . . , s1
k−1(x0, . . . , xn−1))

seien zwei gleich lange Folgen von Termen. Eine Termfolge T = (t0, . . . , tn−1)
unifiziert S0 und S1, wenn

S0(t0, . . . , tn−1) = S1(t0, . . . , tn−1).

Hier steht Sj(t0, . . . , tn−1) für

〈sj
k′(

t0
x0
, . . . ,

tn−1

xn−1
) | k′ < k〉.

Bemerkung 8.25. Beachten Sie, dass es in den sukzessiven Ersetzungen ganz
entscheidend auf die Reihenfolge ankommt:

sk′(
t0
x0
, . . . ,

tn−1

xn−1
)

steht für
((sk′(

t0
x0

), . . . )(
tn−1

xn−1
).

Ersetzung ist die Substitution aus dem vierten Kapitel, die es auf der syntak-
tischen Seite dort in αt

x gibt. Die Bildung αt
x bedeutet die Bildung s(tx) (dies

heißt, s, in dem alle Vorkommen von x durch t ersetzt sind) für jeden Term
s in α. Schon in Kapitel 3 sahen wir eine entsprechende Substitution auf der
semantischen Seite. In den ti können die Variabeln xj mit j ≥ i vorkommen.

Satz 8.26. (Unifikationssatz, Julia Robinson). Wenn S0 und S1 unifizier-
bar sind, gibt es eine universelle unifizierende Termfolge U(x0, . . . , xn−1). Das
heißt, dass

S0(U(x0, . . . , xn−1)) = S1(U(x0, . . . , xn−1)

und dass eine Termfolge T genau dann S0 und S1 unifiziert, wenn es Terme
r0, . . . , rn−1 gibt, so dass

T = U(r0, . . . , rn−1).

Man kann U durch ein einfaches Verfahren finden, das gleichzeitig entscheidet,
ob S0 und S1 unifizierbar sind.

Beweis: Wir geben einen Algorithmus an und beweisen dessen Korrektheit. Wir
fassen S0, S1 als die Menge der Gleichungen

S = {s0
i = s1

i | i < n}

auf. Eine Folge von Ersetzungen T für die xi unifiziert S, wenn alle Gleichungen
in S allgemeingültig sind, d.h., in mit ∀x0 . . . ∀xn abquantifizierter Form gelten.
Unser Unifikationsverfahren formt S in äquivalente (und auch nicht stärkere)
Gleichungssysteme um. Wir wenden, solange es geht, (in irgendeiner möglichen
Reihenfolge) die folgenden beiden Umwandlungsschritte an:
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(1) Wenn S eine Gleichung f0t00 . . . t
0
`0−1 = f1t10 . . . t

1
`1−1 enthält und f0 6=

f1, dann ist S nicht unifizierbar und das Verfahren bricht ab. Wenn hin-
gegen f0 = f1, dann ersetzen wir die Gleichung durch t0j = t1j , j < `0.
(Es ist dann automatisch `0 = `1.) Überlegen Sie sich mithilfe des Term-
rangs (definiert durch rk(xi) = 0, rk(fs0 . . . sn−1) = max{rk(si) | i <
n} + 1), dass es im Verfahren nur endlich viele Schritte der ersten Art
geben kann.

(2) Wenn S eine Gleichung der Form xi = s enthält, und s ein zusammen-
gesetzter Term ist, in dem die Variable xi vorkommt, dann bricht das
Verfahren ab und S ist nicht unifizierbar. Wenn s = xi, dann streichen
wir die Gleichung einfach durch. Wenn xi nicht in s vorkommt, dann
ersetzen wir in allen anderen Gleichngen in S die Variable xi durch den
Term s. Beachten Sie, dass von nun an xi nicht mehr in S vorkommt.
Es gibt also höchstens n Schritte der zweiten Art.

Wenn das Verfahren nicht abbricht mit dem Ergebnis, dass es keine Uni-
fizierung gibt, dann stoppt das Verfahren, wenn das umgewandelte S – nach
Umnummerierung der Variablen – die Gestalt

{xm = um(x0, . . . , xm−1), . . . , xn−1 = un−1(x0, . . . xm−1)}

hat für ein 0 ≤ m ≤ n− 1. Eine gesuchte universelle unifizierende Termfolge ist
dann

U = (x0, . . . xm−1, um, . . . un−1).

Da das Verfahren erfolgreich stoppt, hat S also im Stoppzusand nur noch Glei-
chungen der Art t0j = t1j , in denen die beiden tij genau die gleiche Zeichenreihe
sind. Die Menge dieser Gleichungen ist natürlich allgemeingültig.

Wir zeigen nun (ohne Umnummerierung), dass U tatsächlich eine universale
unifizierende Folge ist.

Sei
U = subU

nU−1 ◦ · · · ◦ subU
0 = (subU

0 , . . . , subU
nU−1)

mit

subU
k =

tUk (x` | ` ∈ n \ {jU
0 , . . . , j

U
k })

xjU
k

für k < nU . Sei
V = (subV

0 , . . . , subV
nV −1)

mit

subV
k =

tVk (x` | ` ∈ n \ {jV
0 , . . . j

V
k })

xjV
k

für k < nV und sei
S0(V ) = S1(V ).

Wir zeigen, V = R ◦ U = U(R) für eine geeignete Ersetzung R.
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Werde xju
0

in der Ersetzung V im ind(jU
0 )-ten Schritt in subV

ind(jU
0 )

behandelt
Dann ist für i = 0, 1,

SiV =

(Si t
U
0

xjU
0

)(subV
0 (

tU0
xjU

0

), . . . , subV
indV (jU

0 )−1
(
tU0
xju

0

), subV
indV (jU

0 )+1
, . . . , subV

nV −1).

Für alle xi mit i 6= jU
0 ist dies klar. Für xjU

0
überlegt man sich, was V vor

der Ersetzung von xjU
0

, also in (subV
0 ( tU0

x
jU
0

), . . . , subV
indV (jU

0 )−1
( tU0

xju
0

)), bewirkt,

und was subV
indV (jU

0 )
(xjU

0
getan hätte.

In den subV
indV (jU

0 )+1
, . . . , subV

nV −1 kommt xjU
0

nicht vor. Sukzessive zieht
man mehr Schritte von U nach vorne, bis alle Ersetzungen in U in der Mitte im
Term auf der rechten Seite der Gleichung stehen. Dies ist gestattet, da U nur
Variablen identifiziert, die durch die Gleichung S0U = S1U gefordert werden. a

a

Korollar 8.27. Sei ψ(x0, . . . , xn−1) eine quantorenfreie L(τ)-Formel ohne Gleich-
heitszeichen und m eine naturliche Zahl. Man kann effektiv entscheiden, ob es
konstante Terme

t00, t
0
1, . . . , t

0
m−1, t

1
0, t

1
1, . . . , t

1
n−1, . . . , t

m−1
0 , tm−1

1 , . . . , tm−1
n−1

gibt, für die die quantorenfreie Aussage

ϕ =
m−1∨
i=0

ψ(t̄i) = ψ(t00, t
0
1, . . . t

0
n−1)∨ψ(t10, t

1
1, . . . , t

1
n−1)∨· · ·∨ψ(tm−1

0 , tm−1
1 , . . . , tm−1

n−1 )

allgemeingültig ist.

Beweis: Die Formel enthält womöglich freie Variablen. Daher ist sie allgemeingültig,
genau dann wenn ihre mit ∀ abquantifizierte Form allgemeingültig ist. Man
prüft, ob sich für jedes Symbol R, das in ϕ vorkommt, für alle Literalformeln
der Art

(¬)R(si
0, . . . , s

i
n−1)

jeden s̄i such mit jedem s̄i′ in der Formel unifizieren lässt, und wählt suk-
zessive Unifikatoren. Wenn das Unifikationsverfahren erfolgreich endet, dann
prüft man, ob die aussagenlogische Formel ψ allgemeingültig ist. Sie ist allge-
meingültig genau dann, wenn die Formel

ψ(x0, . . . , xm−1, um, . . . , un−1)

allgemeingültig ist (nach geeigneter Umnummerierung). Diese Formel kann man
aussagenlogisch behandeln mit unserem ersten Kapitel. Sie ist allgemeingültig,
genau dann, wenn ihre Allabquantifizierung allgemeingültig ist. Genau dann,
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wenn beide Prüfungen positiv enden, ist die Aussage allgemeingültig. a

Bemerkung: Jedoch kann man nicht entscheiden, ob es im Satz von Her-
brand ein m gibt, so wie dort (dies zeigt man wie im ersten Gödel’schen Un-
vollständigkeitssatz). Nur bei festem m und gegebenen tji , j < m, kann man die
Prüfung starten. Der Satz von Herbrand gibt eine positive Antwort, wenn die
Formel allgemeingültig ist. Doch bis zu welchem m soll man den Suchalgorith-
mus laufen lassen? Wir erhalten also wieder wie im Gödel’schen Vollständig-
keitssatz und dem ersten Unvollständigkeitssatz zusammen, dass die Menge der
allgemeingültigen L(τ)-Formeln rekursiv aufzählbar und im Allgemeinen nicht
rekursiv ist. (Dies ist sie allerhöchstens bei ganz kleinen Symbolmengen τ).
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Aufzählbarkeitssatz, 51
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