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1. Sei S = {0, 1,�, ◦, P,�}; dabei seien 0, 1 Konstantenzeichen, �, ◦ zweistellige Funktionszeichen
und P ein einstelliges und � ein zweistelliges Relationszeichen. Wir betrachten die natürlichen
Zahlen N als S-Struktur N, indem wir die Zeichen wie folgt interpretieren:

0N = 0, 1N = 1, �N = +, ◦N = ·, PN = {p ∈ N | p ist Primzahl}, �N =<

Drücken Sie folgende Aussagen als S-Formeln aus:

a) Nicht alle natürlichen Zahlen sind Primzahlen.

b) Zu jeder Primzahl gibt es eine größere.

c) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

d) Es gibt genau eine gerade Primzahl.

Beantworten Sie die folgenden Fragen und begründen Sie Ihre Antworten.

e) Gilt N |= ∀x∀y∃z∃v∃w(z = x� v ∧ y = z � w))?

f) Gilt N |= ∀x∀y∃z∃v∃w((z = x� v ∧ y = z � w)) ∨ (z = y � w ∧ x = z � w)) ?

2. Seien N = (N,+, ·) und Q = (Q,+, ·)

(a) Sei t(x, y, u, z, v) = x · (y + z). Berechnen Sie tN[1, 1, 2, 3, 5] und tQ[25 , 3, 5,
1
10 , 11].

(b) Sei φ(x, y, z) = ∃x z = x+ y. Gilt N |= φ[2, 2, 1]? Gilt Q |= φ[2, 2, 1]?

(c) Sei θ(y) = ∃x∀z x+ y = y. Gilt N |= θ[4]? Gilt Q |= θ[4]?

(d) Sei ψ(z) = ∃x∀y((x · z · y = y). Gilt N |= ψ[n] für alle n ∈ N? Gibt es n ∈ N, so dass
N |= ψ[n]? Für welche q ∈ Q gilt Q |= ψ[q]?

3. Ein Junktorensystem J heißt vollständig, wenn sich jede Funktion G : {W,F}n → {W,F}
durch eine aussagenlogische Formel f(p1, . . . , pn) darstellen lässt, in der nur Junktoren aus J
vorkommen.

”
f stellt G dar” heißt:

G(µ(p1), . . . , µ(pn)) = µ(f) für alle Belegungen µ : {p1, . . . , pn} → {W,F}.

Ist J = {|} mit dem Sheffer’schen Strich, engl. Sheffer stroke (f |g) := ¬(f ∧g) ein vollständiges
Junktorensystem? Begründen Sie die Antwort.

4. Seien A, B τ -Strukturen. Sei f : A→ B ein Isomorphismus. Gilt für jede Formel ϕ(v0, . . . , vn−1) ∈
L(τ) und jedes a0, . . . an−1 ∈ A,

A |= ϕ[a0, . . . , an−1] genau dann, wenn B |= ϕ[f(a0), . . . , f(an−1)]?
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