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1. Alle Variablen in dieser Aufgabe stehen für aussagenlogische Formeln.

Seien gi Konjunktionen von Variablen und negierten Variablen. Eine Formel der Form

N∨
i=1

gi

heißt Formel in disjunktiver Normalform.

Seien ci Disjunktionen von Variablen und negierten Variablen. Eine Formel der Form

N∧
i=1

ci

heißt Formel in konjunktiver Normalform.

Ist jede aussagenlogische Formel zu einer Formel in disjunktiver Normalform und zu einer Formel
in konjunktiver Normalform äquivalent?

(Hinweis: Führen Sie Induktion über die Anzahl der Variablen. Leiten Sie für drei Variable
Distributivgesetze her und benutzen Sie die de Morgan’schen Regeln.)

2. Gegeben eine Sprache L betrachten wir eine Struktur A mit Grundmenge A, b /∈ A und eine
Struktur B mit Grundmenge B := A ∪ {b}. Dann wähle ein Element a ∈ A aus. Man definiert:

• Für jede Konstante c ∈ L, cA := cB

• Für jedes Relationszeichen R und für jedes (b1, . . . , bn) ∈ Bn,

RB(b1, . . . , bn) genau dann, wenn RA(a1, . . . , an),

wobei

ai :=

{
bi, wenn bi ∈ A;

a, wenn bi = b.

• Für jedes Funktionszeichen F und für jedes (b1, . . . , bn) ∈ Bn,

FA(b1, . . . , bn) := FB(b1, . . . , bn),

wobei die ai wie oben definiert sind.
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Gegeben eine Belegung β′ : {v0, v1, . . . } → B definiert man eine Belegung β : {v0, v1, . . . } → A
wie folgt:

β(x) :=

{
β′(x), wenn β(x) ∈ A;

a, wenn β(x) = b.

Zeigen Sie, dass für jede quantorenfreie L-Formel ϕ

A |= ϕ[β] genau dann, wenn B |= ϕ[β′].

3. Gegeben eine Sprache τ mit einem zweistelligen Relationszeichen E ∈ τ betrachten wir die
L-Struktur A = (A,EA, (ZA)Z∈L\{E}), so dass

EA = {〈a, a〉 : a ∈ A}.

(Wir nennen eine τ -Struktur mit diese Eigenschaft normale Struktur.)

(a) Gibt es eine Menge von L (τ)-Aussagen T , so dass A |= T genau dann, wenn A normal ist?

(b) Nun lassen wir die atomaren Formeln des Typs t0 = t1 im Sprachaufbau weg und betrachten
also die erste Stufe L −(τ) ohne Gleichheitssymbol. Gibt es nun eine Menge von L −(τ)-
Aussagen T , so dass A |= T genau dann, wenn A normal ist?

4. Wir schreiben für die Aussagenlogik ϕ |= ψ, wenn für alle Wahrheitsbelegungen µ gilt: Wenn
µ(ϕ) = W , so µ(ψ) = W . Für Satzmengen sei ϕ |= ψ entsprechend definiert: Für alle µ, wenn µ
alle ϕ ∈ ϕ wahr macht, so µ(ψ) = W .

Sei L eine Sprache erster Stufe oder eine Menge aussagenlogischer Formeln. Φ ⊆ L heißt un-
abhängig, wenn für alle paarweise verschiedenen ϕ1, ϕ2 ∈ Φ nicht ϕ1 |= ϕ2. Ξ heißt Axiomati-
sierung von Φ, wenn für alle ϕ ∈ L gilt: Ξ |= ϕ gdw Φ |= ϕ.

(a) Hat jede abzählbare Formelmenge {ϕn : n ∈ N} eine unabhängige Axiomatisierung?

(b) Hat jede Formelmenge eine unabhängige Axiomatisierung, die Teilmenge von ihr ist?
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