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Aufgabe 1. Beantworten Sie die Fragen mit einem Beweis oder einem Gegenbeispiel.

i) Seien Xi topologische Räume für i ∈ I und X =
∏

i Xi ausgestattet mit der Produkttopologie.
Sind die Projektionsabbildungen pi : X → Xi definiert durch pi(x) = xi, offen?

ii) Sei (X, OX) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X → Y surjektiv. Die von f
erzeugte finale Topologie auf Y ist

OY,f := {A ⊆ Y : f−1[A] ∈ OX}.

Ist f : (X, OX)→ (Y, OY,f ) offen?

iii) Sei X eine Menge, (Y, OY ) topologischer Raum und f : X → Y surjektiv. Die von f erzeugte
initiale Topologie auf X ist

OX,f := {f−1[A] : A ∈ OY }.

Ist f : (X, OX,f )→ (Y, OY ) offen?

Aufgabe 2. Seien (Xn, dn) metrische Räume für n ∈ N. Gibt es eine Metrik d auf
∏

n Xn, sodass
O(d) mit der Produkttopologie übereinstimmt?

Aufgabe 3. Seien Xi topologische Räume für i ∈ I und Ai ⊆ Xi Teilmengen. Sei X =
∏

i Xi mit
der Produkttopologie ausgestattet.

1. Gilt (
∏

i Ai)◦ ⊆
∏

i Åi?

2. Gibt es ein Beispiel für (
∏

i Ai)◦ (
∏

i Åi?

Aufgabe 4. Die reellen R mögen als Bildraum aufgefasst die Standardtopologie O< tragen und als
Urbildraum zunächst keine Topologie tragen. Geben Sie eine Indexmenge I zusammen mit einer
Familie von Funktionen (fi : R→ R)i∈I an, sodass die von (fi,R, O<)i∈I bestimmte Initialtopologie
auf R mit der Sorgenfrey-Topologie übereinstimmt.

Bonus-Aufgabe (Die Boxtopologie). Seien Xi topologische Räume für i ∈ I.

1. Zeigen Sie, dass {
∏

i Ui : Ui ⊆ Xi offen} eine Basis einer Topologie ist.

2. Wir statten das Produkt
∏

i Xi mit der Topologie von 1. aus. Seien Ai ⊆ Xi Teilmengen. Gilt
dann (

∏
i Ai)◦ ⊆

∏
i Åi?

3. Gibt es ein Beispiel für (
∏

i Ai)◦ (
∏

i Åi?


