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Abgabe am 28.05.2019 vor 10:15 Uhr in der Vorlesung oder in den Briefkasten 3.27 oder 3.28 im
Keller der Ernst-Zermelo-Str. 1

Aufgabe 1 (6 Punkte). Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Entschei-
den Sie welche der folgenden Implikationen wahr ist, indem Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel
angeben.

a) Wenn U ein Ultrafilter auf X ist, dann ist
fUl={ACY : A eu} (1)
ein Ultrafilter auf Y.

Hinweis Sie kénnen benutzen: Sei F ein Filter. Dann ist H := {A C Y : f~1[4] € F} der
von B := {f[B] : B € F} erzeugte Filter, f(F) oder f[F], genannt. Die Definition aus
und die aus der Vorlesung stimmen also iiberein. Beweis: Sei A € H, also f~![A] € F. Dann
ist f[f71[A]] € A und f[f~![A]] € B. B erzeugt also H. Umgekehrt ist fiir B € F die Menge
F7YfIB]] 2 B, also f~'[f[B]] € F und daher f[B] € H.

b) Sei x € X ein Punkt. Wenn f stetig in z ist, dann gilt fir jeden Filter F auf X: Wenn F — «z,
so fIF] = f(x).

c) Sei x € X ein Punkt. Wenn fiir jeden Filter F auf X aus der Konvergenz F — z die
Konvergenz f[F] — f(x) folgt, dann ist f stetig in x.

Sei (z, : n € w) eine Folgein X und F ={AC X : 3k e N)(Vn > k)(z, € A)}.
d) Zeigen Sie, dass F ein Filter ist.

e) Wenn z € X Haufungspunkt der Folge (z, : n € w) ist, dann ist z Berithrungspunkt des
Filters F.

f) Wenn x Berithrungspunkt des Filters F ist, dann ist z Haufungspunkt der Folge (z,, : n € w).

Aufgabe 2 (2 Punkte). Geben Sie ein Beispiel eines topologischen Raumes (X, &) und einer
Aquivalenzrelation ~ auf X an, so dass R = {(z,y) € X x X : x ~ y} im Raum X x X nicht
abgeschlossen, jedoch fiir jedes = € X die Klasse z/.. abgeschlossen ist.

Aufgabe 3 (8 Punkte + 2 Bonus-Punkte). Sei X ein T7-Raum, x € X. Auf der Menge
F,={f:U—R:xeUCX offen, f stetig}
definieren wir eine Aquivalenzrelation ~, durch:
f1 ~z f2 < f1 und fo stimmen auf einer Umgebung um x iiberein.

Wir bezeichnen mit G, := F,/., die Menge der Aquivalenzklassen und mit v, : F, — G, die
Projektion, d.h., v,(f) ={h € F, : h ~; f}. Das Bild v,(f) wird auch Keim von f in x genannt.
Die Vereinigung G = J,cx Gz wird Garbe der Keime stetiger Funktionen genannt.

a) Zeigen Sie, dass fir z # y € X die Gleichung G, N G, = 0 gilt.

Bitte wenden.
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Wir kénnen also 7 : G — X durch
m(g) =2 & g€ Gy
definieren. Sei U C X offen und f : U — R stetig. Wir setzen By := {v,(f) : x € U} CG.

b) Zeigen Sie, dass # := {By : U C X offen, f : U — R stetig} eine Basis einer Topologie &
auf G ist.

c) Ist 7 bzgl. dieser Topologie ¢ dann ein lokaler Hom6omorphismus? D.h., gibt es fir jedes g €
G Umgebungen V von ¢ in G und U von 7(g) in X, sodass 7 [ V' — U ein Homéomorphismus
ist?

d) Wir betrachten X = R™ mit der Standardtopologie. Ist (G, &) hausdorffsch?
Hinweis: Betrachten Sie den Fall X = R und die Keime von f und h in 2¢p = 0 fiir f =0 und
h(z) =0, falls x < 0, h(z) = z, sonst.



