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Definiton. Ein topologischer Raum X heifit folgenkompakt, wenn X hausdorffsch ist und jede
Folge x; € X eine konvergente Teilfolge hat.

Aufgabe 1 (2 Punkte). Sei X ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann kompakt ist,
wenn X folgenkompakt ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Fiir eine beliebige Teilmenge
S C X sei
diam(S) := sup{d(z,y) : =,y € S}

der Durchmesser der Teilmenge S.

Zeigen Sie: Zu jeder offenen Uberdeckung % = {U;};c;r von X existiert eine reelle Zahl A > 0, so
dass jede Teilmenge S C X, die diam(S) < A erfiillt, vollstiandig in einer der Mengen U; enthalten
ist.

Aufgabe 3 (2 Punkte). Seien X,Y nicht leere Mengen, R eine (zweistellige) Relation auf X und
~ die durch R erzeugte Aquivalenzrelation auf X. Es gelte fiir eine Funktion f: X — Y

Vr,y € X(xRy — f(x) = f(y))-

Gilt dann auch
Va,y € X(x~y— f(z) = f(y)?

Aufgabe 4 (4 Punkte).

1. Seien (X;, 0;), (Y;, 0)), 1 < i < n topologische Rdume und f; : X; — ¥; Homéomorphismen.
Ist dann [] X; homéomorph zu [] Y;?

2. Es sei (Z",+) die Gruppe (Z,+) X --- x (Z,+). Die Gruppe Z™ operiere auf R"™ durch

n

D (21, ey 2n), (11, yrn)) = (21 + 71,0y 20 +70)

a) Ist @ tatsichlich eine Gruppenoperation?
b) Ist R"/zn homéomorph zu R/z x --- x R/z?

n

c¢) Ist R"/z» homéomorph zu St x ... x S17 Letzterer Hombomophietyp heiBt ,,n-dimen-
—_——

n
sionaler Torus”.

(Lese-)Anregung ohne Bepunktung: Ist der zweidimensionale Torus S* x S' als Teilmenge R3
durch R?/Z? parametrisierbar? Man findet Formeln unter dem Stichwort Torus auf der Wikipe-
dia und auf Wolfram Mathematics. Vielleicht sind Sie so geiibt im Umgang mit Verwandten der
Kugelkoordinaten, dass Sie lieber selbst eine Parametrisierung (einen Homéomorphismus) ersinnen.

Bitte wenden
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Definiton. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn es einen Punkt zg € X und
eine stetige Funktion H : X x [0,1] — X in den Einpunktraum {z(} gibt, so dass fiir alle z € X

H(x,0) =z und H(z,1) = xo.
Aufgabe 5 (4 Punkte). Beweisen oder widerlegen sie:
1. Die offene n-dimensionale Einheitskugel B" = {r € R" : |r| < 1} ist zusammenziehbar.
2. Wenn X zusammenziehbar ist, dann ist X wegzusammenhangend.

3. Wenn X wegzusammenhéngend ist, dann ist X zusammenziehbar.



