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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppe eines wegzusammenhéngenden
Raumes X genau dann abelsch ist, wenn fiir alle z,y € X der Isomorphismus

J’YO : 7T1(X, (L‘) — 7Tl()(a y)a
) = b ey 0]
nicht vom Weg 7y von z nach y abhéngt.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien (G, +), (H,+), (K, +) abelsche Gruppenund a : K — G,b: K - H
Gruppenhomomorphismen, so definiert man das amalgamierte Produkt von G und H iiber K (auch
Pushout, gefasertes/amalgamiertes Koprodukt, gefaserte/amalgamierte Summe genannt) durch

Gxx H=(GxH)/Q, Q={(a(k),—b(k))|k € K},
mit der Gruppenverkniipfung

((91,h1) + Q) + ((92, h2) + Q) = (g1 + g2, h1 + h2) + Q.

Ist (G x H)/Q eine abelsche Gruppe?

Seien i : G — G *xx H und j : H — G xx H die natiirlichen Homomorphismen, also i(g) =
(9,0)+@Q, j(h) = (0,h)+ Q. Sei L eine Gruppe und seien g: G — L, h: H — L Homomorphismen,
so dass

goa=hob: K — L. (1)

Zeigen Sie, dass es genau ein Gruppenhomomorphismus f existiert, so dass:
f:GxgH—Lund g= foiund h= foj.

Man kann die Situation in folgendem Diagramm beschreiben, muss sich aber merken, dass Gleichung
(??7) dazugehort.
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Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei G eine Gruppe. Fir g,h € G definieren wir den Kommutator
[9,h] := ghg~'h~! € G. Dann definieren wir die Abelisierung von G als G* := G/{[g, h]|g, h € G}.
Es sei p: G — G?P die Projektion auf den Quotienten.

Zeigen Sie:

1. Die Gruppe G?P ist abelsch (kommutativ).

2. Sei H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Homomorphismus, dann gibt es genau einen
Homomorphismus f2°: G*» — H, so dass f = f o p.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Seien G, H Gruppen, p: G — G*, ¢: H — H®® wie oben, und f: G — H
ein Homomorphismus.
Zeigen Sie:

1. Es gibt genau einen Homomorphismus f2°: G*» — H2b 5o dass go f = f2P o p.

2. Dadurch wird Abelisierung zu einem Funktor von der Kategorie aller Gruppen in die der
abelschen Gruppen.



