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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei L eine Symbolmenge. Eine Klasse von L-Strukturen heifit
elementar, wenn sie die Klasse aller Modelle einer Theorie ist.

1. Ist die Klasse aller unendlichen L-Strukturen elementar?
2. Ist die Klasse aller endlichen L-Strukturen elementar?
Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien A eine Menge und R C A x A eine fundierte Relation, d.h.
VB C A(B # () — 3b € BVYc € B-cRb).

Solch ein b heifit R-minimales Element von B. Man definiert eine Funktion 9 : A — On
wie folgt:
0, falls =3b(b € A A bRa);
ola) = {sup{g(b) +1:bRa}, sonst.

Hierbei steht « + 1 fiir x U {z}.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

1. Vz,y € A(xRy — o(x) < o(y)).
2. o(z) =inf{a: Vy € A(yRz — o(y) < o) }.

Hinweis: Bei Teil 2 konnen Sie Induktion tiber o versuchen.

3. Es wird behauptet, dass ¢ eine Funktion mit Definitionsbereich A und Zielbereich
On ist. Stimmt dies? Woraus folgern Sie dies?

Aufgabe 3 (4 Punkte). Eine lineare Ordnung heifit archimedisch, wenn die natiirlichen
Zahlen mit ihrer natiirlichen Ordnung eine Substruktur sind und die nicht erststufige For-
mel Va \/, ey T < n gilt.

Gegeben sei der angeordnete Korper R = (R, 0,1, +, -, <) der reellen Zahlen. Dieser ist
archimedisch. Gibt es eine zu R elementar dquivalente Struktur, die nicht archimedisch
geordnet ist? (Die Vollstandigkeit kann nicht erststufig ausgedriickt werden.)

Hinweis: Verwenden Sie die Kompaktheitssatz. Ein niitzlicher Trick ist auch eine Sprach-
erweiterung.
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Aufgabe 4 (4 Punkte). Wir betrachten eine alternative Definition der Endlichkeit.

e Eine Menge S heifit T-endlich, wenn jede nicht leere Menge X C B(S) ein C-
maximales Element hat, d.h. v € X und fiir alle v € X gilt v G v. (Der Buchstabe T
kommt von Tarski.)

e Eine Menge S heift T'-unendlich, wenn S nicht T-endlich ist.

e Eine Menge M heifit endlich, wenn es eine Bijektion von M auf eine natiirliche Zahl
gibt.

e Eine Menge heift unendlich, wenn sie nicht endlich ist.
1. Ist jedes n € w T-endlich?

2. Ist w T-unendlich?

3. Ist jede endliche Menge T-endlich?

4. Ist jede unendliche Menge T-unendlich?

Wo verwenden Sie in Threr Argumentation das Auswahlaxiom? Begriinden Sie die Ant-
worten.



