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Mengentheoretische Topologie






Kapitel 1

Topologische Raume und
stetige Abbildungen

1.1 Topologische Raume

Definition 1.1. Eine Abbildung d: X x X — R heiit Metrik auf X, wenn
sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. (Vz,y € X) (d(z,y) =0+ z=1y).

2. (Vo,y € X)d(z,y) = d(y, z).

3. (Vo,y,z € X)d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Eigenschaft |3 nennt man auch Dreiecksungleichung.

Definition 1.2. Ein Paar (X, d) heifit metrischer Raum, wenn X # () eine
Menge und d: X x X — R eine Metrik auf X ist.

Beisprele 1.3.

1. X =R mit d(z,y) = |z —y|.

2. X =R" mit d(z,7) = \/Zzl Yi)
0 fallsz=1y
3.X:R”mitd(9‘c,y):{ e
1 sonst.
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Definition 1.4. Eine Teilmenge ¢ C Z(X) heifit Topologie auf X, wenn
sie die folgenden Eigenschaften hat:

1.)e 0und X € 0.

2. O ist gegen endliche Schnitte abgeschlossen, d.h.

v,@gﬁo,%el\mﬂ,@: ﬂOeﬁ).

Oe#
3. O ist gegen beliebige Vereinigungen abgeschlossen, d.h.
vaco|J#=|)Beo.

Be#

Bemerkung 1.5. Wir verwenden die folgende Konvention:

i€ i€l
Definition 1.6. Ein Paar (X, &) heifit topologischer Raum, wenn X eine
Menge und ¢ C Z(X) eine Topologie auf X ist.

Definition 1.7. Es sei (X, €) ein topologischer Raum.

Eine Menge O heifit offen, wenn O € 0.

Eine Menge A heifit abgeschlossen, wenn X ~ A € €. Das System aller
abgeschlossenen Mengen wird mit o7 bezeichnet.

Definition 1.8. Es seien (X, 0)) und (X, 0y) topologische Réume. Falls
0y C 0, so sagen wir ,, 0, ist feiner als 01“ und ,, 0 ist grober als 05¢.

Beispiele: Denken Sie an X = R. Welche Topologien auf R kennen Sie?
Erinnern Sie sich an die Definition einer offenen Teilmenge von R aus der
Analysis?

Definition 1.9. Es sei (X, @) ein topologischer Raum.
Eine Teilmenge # C O heifit Basis von O, wenn

ﬁ:{Ye,@(X)]HBg% (Y:UB)}.
Eine Teilmenge . C & heifit Subbasis von €, wenn
B = {Ye P(X) |3t C.F (|d| eN/\ﬂM:Y>}

eine Basis von & ist.



Mildenberger Topologie SS 2025

Lemma 1.10. Jede Teilmenge . C (X)) ist Subbasis einer Topologie.

Lemma 1.11. Fine Teilmenge 8 C & (X) ist Basis einer Topologie, wenn
VAC B (|A\ eN—=3IBC B, UB:ﬂA),
resp. wenn
VAC# (JAleN—vee((A4,3Be B aeBC()A).
Beweis: Es sei € definiert durch
0:={0e€P(X)|Vr€O3IBec Brec BCO}

Wir zeigen, dass € eine Topologie und £ eine Basis von & ist.

Wenn wir in der obigen Definition A = () nehmen, folgt nach unsere Kon-
vention, dass es B C £ gibt, sodass |JB = (A =)0 = X. Insbesondere
gibt es fiir jedes x € X ein B € %, sodass ¢z € B. B C X ist klar. Also gilt
X € 0.0 € 0 gilt, da jede Aussage Va € (), ¢(z) wahr ist, egal, was ¢ ist.
Es sei A C 0 endlich und = € [ A. Dann folgt aus der Voraussetzung direkt,
dass ein B existiert wie gefordert. Also ist, da x beliebig war, (A € O.

Es sei A C @ beliebig und 0.B.d.A. nicht leer. Es sei z € [JA und Y € A,
sodass x € Y. Es sei B € &, sodass v € B C Y (daY € ). Dann ist
r € BCY C|JA. Also ist, da = beliebig war, |JA € 0.

O ist demnach eine Topologie.

Es sei Y € O beliebig. Nach Voraussetzung existiert damit fiir jedes x € Y
ein B, € #,sodass x € B, CY. Alsoist Y =J__y B, und

ﬁg{YeP(X)HBg%(Y:UB)}.

Die andere Inklusion folgt daraus, dass 4 C ¢ und & unter beliebigen
Vereinigungen abgeschlossen ist. O

Lemma 1.12 (und Definition). Jeder metrische Raum (X, d) trdagt eine To-
pologie, die von den offenen c-Umgebungen erzeugt wird. Hierbei bezeichnet
B.(z) :={y € X |d(z,y) < e} die offene e-Umgebung von x. Eine Basis der
metrischen Topologie ist

B :={B.(x) |z e X, e>0}.

9
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FEs ist also Oy durch beliebige Vereinigungen erzeugt:
Oy = {Y§X|EIB§,%’ (Y:UB)}.

Die Topologie Oy heifit die von der Metrik d erzeugte Topologie auf X.
Beweis: Wir iiberpriifen, dass 0; = & eine Topologie auf X definiert:
1. Esgit 0 =0 € 6 und X =,y Bi(z) € 0.

2. Zunéchst stellen wir fest, dass allgemein ({J,c; A;) N (Uje 7 Bj> =

Uiem.e] A;N B, gilt. Also reicht es zu zeigen, dass es fiir 21, 2o € X und
€1,€2 € R5q eine Menge B C A gibt, so dass B, (z1) N Be,(z2) = |J B.
1. Fall: BE1 (Il) N BEQ (.772) = Q) = U@

2. Fall: Falls z € B, (x1) N B.,(22) =: A, so wihle

g(z) :=min{ey —d(z,x1),e9 — d(2z,22)} > 0.

Dann gilt B.(;)(2) € A (man verwendet die Dreiecksungleichung). Es
folgt
A = U BE(Z)(Z).

z€A
3. Klar, da Vereinigungen von Vereinigungen wieder Vereinigungen sind.
O

Frage 1.13. Gibt es einen topologischen Raum (X, &), so dass & nicht von
einer Metrik erzeugt wird? Hier findet man leicht Gegenbeispiele. Schwerer
ist die folgende Frage: Gibt es einen Hausdorff Raum (X, ') mit abzdhlbaren
Umgebungsbasen, so dass & nicht von einer Metrik erzeugt wird? Wenn Sie
interessiert sind, schlagen Sie unter Bing, Nagata, Smirnov nach.

Beispiele 1.14 (Topologische Raume).

1. Die indiskrete Topologie auf X: ¢ = {0, X} ist die grobste Topologie
auf X. Sie ist nicht metrisierbar, falls X mindestens zwei Elemente
enthélt, aber pseudometrisierbar.

(Eine Pseudometrik ist eine Abbildung d: X x X — R, die die Me-
trikeigenschaften [2| und [3 erfiillt, aber anstelle von Eigenschaft [1] nur
Ve e Xd(z,x) =0.)

10
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2. Die diskrete Topologie auf X: 0 = Z(X), oder dquivalent Vz ({z} € 0),
ist die feinste Topologie auf X. Sie ist metrisierbar durch

A, ) = 0 fallsx =y,
W= 1 falls z #y.

3. Falls (X, <) eine lineare Ordnung ist (d.h. < ist transitiv, irreflexiv und
konnex), so ist
P :={(a,b) |a,be X}

eine Basis der Ordnungstopologie auf X, wobei

(a,b) :={r € X|a<az<b}.

4. Die kofinite Topologie auf X: Oyopinis := {X N A| A C X, A endlich} U
{0}.

5. Die Standardtopologie auf R: Dies ist die Ordnungstopologie von (R, <g)
und auch die von der Metrik d(z,y) = |x —y| erzeugte Topologie auf R.
Auf R™ wird die Standardtopologie durch die zweite (und auch weitere
andere Metriken) Metrik in Beispiel gegeben.

6. Die Sorgenfrey-Gerade: X = R, eine Subbasis ist durch die halboffenen
Intervalle {[a,b) | a,b € R} gegeben. Wir behaupten, dass die Topolo-
gie der Sorgenfrey-Gerade echt feiner ist als die Standardtopologie auf
R:

Es gilt (a,b) = U,.en [a + %, b), also ist eine Basis der Standardtopo-
logie in der Topologie der Sorgenfrey-Gerade enthalten. Damit gilt das
auch fiir die gesamte Standardtopologie.

Definition 1.15. Es sei (X, &) ein topologischer Raum und z € X.

Eine Teilmenge U C X heiBt Umgebung von x, wenn 30 (O CU Az € ONO € O).
Die Menge 7% (x) := {U C X | U Umgebung von x} heiit Umgebungssystem

von .

Definition 1.16. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
Eine Teilmenge # C Z(X) heifit Umgebungsbasis von x, wenn B C % (x)
und VA € % (z) 3B € B (B C A).

11
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Wir erinnern an die Definition der Abzédhlbarkeit vom ersten Aufga-
benblatt. Eine Menge A heifit abzdhlbar, wenn es eine injektive Funktion

f: A— N gibt.

Definition 1.17. Ein topologischer Raum (X, @) erfiillt das erste Abzihlbarkeits-
ariom, wenn jeder Punkt z € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis hat.

Ein topologischer Raum (X, &) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom, wenn

O eine abzdhlbare Basis hat.

Beispiel 1.18. Der topologische Raum (X, O,) besitzt {(a,b) |a < b e Q}
als Basis, erfiillt also das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

Definition 1.19. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
Das offene Innere von A C X ist

A=|J{oeo|OCA}.
Der Abschluss von A C X ist
A={x e X|VUeU(x)UNA#D}.

Der Rand von A ist
OA = A~_A.

Es sei Y C X. Eine Menge A C Y heifit dicht in Y, wenn A DY gilt.
Eine Menge A heifit nirgends dicht, wenn A = ) gilt.

Beispiel 1.20 (Das Cantor’sche Diskontinuum). Fir X C R sei 24+ X =
{242 :2€ X} und X = {£:2 € X}. Es sei Ay = [0,1] in den reellen
Zahlen, und fiir n > 0 sei

1
An+1 = g(An U (2 + An))7

C = N2y An. Jedes A, is abgeschlossen. Dann ist C' abgeschlossen, also
C = C, aber C = (). Also ist C' nirgends dicht. Interessanterweise ist C' aber
trotzdem nicht abzéhlbar, sondern sogar gleichméchtig zu den reellen Zahlen.

12
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1.2 Stetige Abbildungen

Definition 1.21. Es seien X,Y Mengen und sei f: X — Y eine Funktion.
Fir A C X sei f[A] = {f(z) |z € A}. Fir B C Y sei f7![B] = {z €
X | f(z) € B}. Es sei wiederum A C X. Die Finschrinkung von f auf A ist
die Funktion f[A = fN(Ax f[A]): A=Y, die fiir x € A wie f aussieht.

Definition 1.22. Es seien (X, 0;) und (Y, 0,) topologische Raume.
Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig, wenn

YO € 0y, f71[0] € 0.
Es sei x € X. Dann heifit f stetig in x, wenn
YV € U, (f(2)), fTHV] € Uoy(2).

Bemerkung 1.23. Um zu zeigen, dass f stetig ist, geniigt es nach den Re-
chenregeln fiir f~1, zu zeigen, dass f~![.#] C @) gilt fiir eine Subbasis .7
von 0.

Definition 1.24. Es seien (X, 0;) und (Y, 0,) topologische Raume.
Eine Abbildung f: X — Y heifit offen, wenn

VO € 0, f[O] € Os.
Die Abbildung f heifit abgeschlossen, wenn
VA abgeschlossen in &, f[A] abgeschlossen in 0.

Definition 1.25. Es seien (X, 0;) und (Y, 0,) topologische Raume.
Eine Abbildung f: X — Y heiit Homdomorphismus, wenn f bijektiv ist
und f sowie f~! stetig sind.

13
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Kapitel 2

Erzeugung topologischer
Raume

2.1 Die Spurtopologie

Definition 2.1. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum und A C X.
Dann heifit 04 := {ANO| O € O} die Unterraumtopologie (oder Spurtopo-
logie) von (X, O) auf A.

Lemma 2.2. Die Unterraumtopologie O 4 ist tatsichlich eine Topologie auf

A.
Beweis:
LLA=ANXeOpundD=ANDe O,
2. Esseien Uy, Uy € 0. Dannist (AN U)N(ANUy) = AN(Uy NUs) € Oa.

3. Es sei I eine beliebige Indexmenge und seien U; € & fiir alle i € I.
Dann ist U{AmUl‘ZEI} :AQU{UZ|16 ]} € 0,

O

Definition 2.3. Eine Teilmenge A C X heifit diskret in (X, 0), wenn (A, O4)
die diskrete Topologie auf A ist.

Lemma 2.4. Eine Teilmenge A C X ist diskret in (X, O) genau dann, wenn

Ya € A30 € %(a) (A~ {a})NO=0).

15
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Definition 2.5. Eine Abbildung f: (X,0) — (X', 0") heifit Einbettung,

f: <X7 ﬁ) — (f[X]vﬁ}[X])

ein Homdomorphismus ist.

Satz 2.6. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, U C X und v: U — X die
Inklusionsabbildung.

1.V (Y,0y) Yg: (Y, Oy) — (U, Oy) gilt: g ist stetig genau dann, wenn
tog: (Y,0y) = (X, 0)

stetig st.
Y, Oy) ——— (U, Op)

Log
t=Inklusion

(X, 0)

2. Die Inklusion v: (U, Oy) — (X, O) ist stetig und offen (also eine Ein-
bettung) und Oy ist die grobste Topologie auf U, fir die v stetig ist.

Beweis:

1. Zuerst gilt
(tog) ' [Bl= (g o) [Bl=¢g ' [BNUI.
Wenn g stetig ist, so ist g [BNU] € Oy und damit auch (10 ¢) " [B] €
Oy, also ist (1o g) stetig.

Falls (¢ o g) stetig ist, so ist g~ [BNU] € Oy fiir alle BNU mit B € 0,
und damit ist g stetig.

2. Es gilt VB € 0 . YB] = [BNU] € Oy. Weiterhin, sei 0’ eine weitere
Topologie auf U, sodass ¢ stetig ist, so gilt

VBe0BNU=."'Ble0
und da jedes A € Oy die Gestalt BN U fir B € O hat, gilt 0y C 0.

16
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O
Beispiel 2.7. Auf der Urbildseite hat der Ubergang zur Spurtopologie grofien
Einfluss: Betrachte die Funktion
f: (R7 ﬁ<) — (Ru ﬁ<>

1 falls z € Q,
T —
0 falls z ¢ Q.

Die eingeschriankte Funktion f [ Q: (Q, (ﬁ<)Q) — (R, 0.) ist stetig, da sie
konstant ist, aber f: (R, 0.) — (R, O.) ist nicht stetig.

Satz 2.8. Es seien (X, 0) und (Y, 0") topologische Riume und seien Ay, ..., A, C
X abgeschlossene Teilmengen, so dass Uign A;=X. FEsset f: X =Y eine
Abbildung, so dass f1A;: (Ai, Oa,) — (Y, 0") stetig ist fir jedes i.
Dann ist f stetig.
Beweis: f ist stetig genau dann, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Men-
ge abgeschlossen ist:

FHA =Y N (YN A =X N fFHY AL

Es sei B CY abgeschlossen. Fiir jedes 4 ist(f [ A;)*[B] abgeschlossen, da B
abgeschlossen (in der Spurtopologie) und f [ A; bzgl. der Spurtopologie stetig
ist. Es gibt daher ein abgeschlossenes C;, so dass C;NA; = (f [ A;)7'[B]. Dann
gilt

Bl = U (FUBINA) = (14) " Bl =J(CinA).

=1 =1

Die endliche Vereinigung ist abgeschlossen. O

2.2 Die Produkttopologie

Nun definieren wir kartesische Produkte mit beliebig vielen (mengenvielen)
Faktoren.

Definition 2.9 (mit Auswahlaxiom). Es sei I eine beliebige Indexmenge
und sei fiir ¢ € I X; eine nicht leere Menge. Dann ist

[[Xi={f:f: 1= J{Xiviel},Viel, f(i)e L}

i€l

die Produktmenge. Man schreibt statt f auch (z; : i € I), wenn f(i) = x;.

17
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Definition 2.10. Wie oben sei [ eine Indexmente und fiir ¢ € I sein X; eine
Menge. Es sei i € I. Die Funktion p;: [[;c; X; — X; mit pi((z; : j € I)) =
heifit die Projektion auf X;.

Auf der Menge [],.; X; méchte man nun aus den einzelnen Topologien
(Xi, 0;) eine in geeignetem MaBlen feine Topologie definieren. Es gibt mehrere
recht natiirliche Kandidaten.

Definition 2.11. Es sei I eine beliebige Indexmenge und seien (X;, 0;) to-
pologische Rdume fiir alle ¢ € I. Dann ist

B = {H U;| (Vi € I)U; € 0;, und es gibt nur endlich viele i, sodass U; # XZ}

iel

Basis einer Topologie auf [],.; X;, der sogenannten Produkttopologie.

iel
Lemma 2.12. & ist tatsdichlich eine Basis.

Beweis: (Hiel UZ») N (Hiel VZ-) = [Lie; UinV;) und U; N'V; # X; fiir nur
endlich viele i. Eine endliche Menge ergibt sich als Vereinigung der Menge
der ¢ € I, in denen U; # X;, mit der Menge der j € I, in denen V; # X,. [

Bemerkung 2.13. Eine Subbasis ist gegeben durch

= {H U; | es gibt genau ein i € I, sodass U; # XZ}
iel

Hierbei ist fiir ¢ € I die Abbildung p;: [[;c; U; — Ui, pi((x))jer) = w; die

Projektion auf die i-te Koordinate.

Die Produkttopologie, aufgefasst als Initialtopologie

Satz 2.14. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie auf [[,.; X;, sodass
alle Projektionen p; stetig sind. Also sind alle Projektionen offene Abbildun-
gen.

Beweis: Alle p; sind stetig, da p; '[U;] = [I;c; Uj, wobei U; = Xj fiir j # i.
Falls & eine andere Topologie auf dem Produkt ist, beziiglich der alle p; stetig
sind, so enthélt & die Subbasis der Produkttopologie, also auch die gesamte
Produkttopologie. O]

18
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Satz 2.15. g: (Y, Oy) = [l.c; (Xi, O) ist genau dann stetig, wenn p;og fiir
alle i € I stetig ist.

Beweis: Zunéchst wissen wir, dass es geniigt, wenn Urbilder einer Subbassis
in der Topologie enthalten sind (nach den Rechenregeln fiir Schnitte und
Vereinigungen). Dann gilt

g ' U] = (o g) ' [U]
und die Behauptung folgt. ]
Definition 2.16. Es sei [ eine Indexmenge und seien f;: (X, 0;) — (Y;, O))

)

Abbildungen fiir alle ¢ € I. Wir definieren die Produktabbildung f der f; durch
iel iel
failiel)) = (filz:) i€ I).
Satz 2.17. Die Produktabbildung
fo X0y = 1] v 6)
iel iel
ist genau dann stetig, wenn f;: (X;, 0;) — (Y;, O)) fir alle i € I stetig ist.

Beweis: Es bezeichnen p; und ¢; die i-te Projektionsabbildung fiir [] jer X

bzw. [[e; Y-

Es seien alle f; stetig. Es gilt ¢; 0 f = f; op;. Weil alle p; stetig sind, ist f; op;
und damit ¢; o f fiir alle ¢ stetig. Es folgt, dass f stetig ist.

Es sei umgekehrt f stetig. Also ist ¢; o f und damit f; o p; stetig fiir alle .
Fiir alle 7 ist (f; o p;) " [U] offen, also ist p; *[f;*[U]] offen in X;. Damit ist

£, [U] offen. O

2.3 Die Initialtopologie

Definition 2.18. Essei Y eine Menge, I eine Indexmenge und seien f;: Y —
(Xi, 0;) Funktionen in topologische Réume (X;, 0;) fiir alle ¢ € I. Dann heifit
die durch die Subbasis

S = {70 |Ui € O,i € I}

auf Y erzeugte Topologie die Initialtopologie von (Y, (fi, X5, ﬁ’i)ig).

19
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Bemerkung 2.19. Falls I = () ist, so erhéilt man . = () und als Initialtopologie
{0,Y}. Falls Y = 0 ist, so ist f; = 0 fiir alle i und wir erhalten . = {(}} und
{0} als Initialtopologie.

Bemerkung 2.20. Es sei 0y die Initialtopologie von (Y, (fi, X5, ﬁi)ig). Dann
sind alle f;: (Y, Oy) — (X;, 0;) stetig, aber im Allgemeinen nicht offen.

Satz 2.21. Es sei Oy die Initialtopologie von (Y, (fi, X5, @-)ie]). Dann ist
Oy die gribste Topologie auf Y, sodass alle Abbildungen f; stetig sind. Fiir
jede Abbildung

g: (Z, ﬁz) — (Yv, ﬁy)

gilt: g ist genau dann stetig, wenn f; o g fiir alle v stetig ist.

(Z, ﬁz) % (Y, ﬁy)
fiog 5

Beweis: Es sei 0’ eine weitere Topologie auf Y, sodass alle f; stetig sind.
Dann gilt . C ¢” und damit 0y C 0".

Die Vorwirtsrichtung der zweiten Behauptung folgt daraus, dass die Kom-
position stetiger Abbildungen stetig ist.

Es seien umgekehrt alle f; o g stetig. Es geniigt zu iiberpriifen, dass die Ur-
bilder der Mengen der genannten Subbasis unter g offen sind: Fiir alle ¢ € I
und U € 0; gilt

g TN = (fiog) ' [U] € O,

Demnach ist g stetig.

2.4 Die Finaltopologie

Definition 2.22. Essei Y eine Menge, I eine Indexmenge und seien f;: (X, 0;) —
Y Funktionen auf topologischen Riaumen (X;, ;) fir alle ¢ € I. Dann heif3t
die durch die Subbasis

s ={0CY|Viel [7'0] € O}

20
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auf Y erzeugte Topologie die Finaltopologie von ((fz, Xi, 03)ier 7Y).

Satz 2.23. Es sei Oy die Finaltopologie von ((fi,Xi, @)iel,Y). Dann ist
Oy die feinste Topologie auf Y, sodass alle Abbildungen f; stetig sind. Fiir
jede Abbildung

qg: (Y, ﬁy) — (Z, ﬁz)

qilt: g ist genau dann stetig, wenn g o f; fiir alle v stetig ist.

(Y, ﬁy) % (Z, ﬁz)
5 gofi

Beweis: Es sei 0’ eine weitere Topologie auf Y, sodass alle f; stetig sind.
Dann wihlen wir ¢ = id. Es folgt, dass g o f; = f; stetig ist. Demnach ist
auch id stetig und ¢’ =id[0'] C Oy.

Wenn g stetig ist, sind auch alle g o f; stetig, da ja nach Voraussetzung alle
fi stetig sind. Es seien umgekehrt alle g o f; stetig. Es sei nun U € 07, dann
gilt fiir alle ¢ € I, dass

[ U = (go f)' [U] € 6,

und damit ist g7'[U] € ¥ C Oy.
[

Beispiel 2.24. Es sei R C X x X eine Aquivalenzrelation (d.h. R ist reflexiv,
symmetrisch und transitiv). Fir z € X sei

[z]p = {2z € X | 2Rz}

die Aquivalenzklasse von = in (X, R). Fiir 7,y € X gilt stets [z], = [y] oder
[z]p N [ylp = 0. Die Abbildung

p: X = X/r
z— [2]g

heifit Quotientenabbildung.
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Definition 2.25. Es sei (X, ©) ein topologischer Raum, R eine Aquivalenz-
relation auf X und p die zugehorige Projektion. Die Quotiententopologie auf
X/r von ((p, X, 0),X/r) ist definiert als

Oxjn={ACX/r|p'[A] € O}.
Bemerkung 2.26. Die durch ((p, X, 0),X/r) gegebene Finaltopologie ist ge-
rade die Quotiententopologie Ox .
Beispiel 2.27. Es sei f: (X, 0) — (Y, 0") eine stetige Abbildung. Wir defi-
nieren
zRx <= f(x) = f(a).
Dann ist f: X/r — Y durch f([z]) = f(z) wohldefiniert, denn, wenn

(] = [W]g so st f(x) = f(y), da xRy. f ist sogar injektiv, denn, wenn
f([x]g) = F([ylg), so st f(z) = f(y), zRy und [z]p, = [y]p.

Satz 2.28. Es sei f: (X,0) — (Y, Oy) stetig und R wie oben definiert.
Dann ist f: (X/r, Oxp) — (Y, Oy) stetig.

Im Diagramm hat man folgende Situation.

(X/r, Ox/r) S SN (fIX], (Oy)ix))

P)I\ ! kLInklusion

(X,0) ! > (Y, 6y)

Beweis: Erster Beweis fiir die Stetigkeit: Es sei A € Oy. Esist f = f o p.

Dann ist f1[4] € Ox/n, da pt[f[A]] = (F o p)~'[4] = f1[4] € O.
Beweis mit Diagramm: Weil f = f o p, folgt dies aus dem Satz iiber
die Finaltopologie: f ist stetig genau dann, wenn f = f o p stetig ist. Im
unteren Dreieck ist das Diagramm aus Satz tiber die Finaltopologie, um
oberen Dreieck das Diagramm aus dem Satz von der Spurtopologie als

Initialtopogie. O

Definition 2.29. Es seien f und R wie oben. Wenn f: (X/R, ﬁX/R) —
(f[X], 0") offen ist, so heifit f identifizierende Abbildung.

Man tiberlegt sich: Wenn f stetig und surjektiv ist und f offen ist, so
ist f ein Homoomorphismus. Wenn f stetig ist und f offen ist, so ist f eine
Einbettung.

22



Mildenberger Topologie SS 2025

2.5 Der Summenraum

Definition 2.30. Es sei / eine Indexmenge und seien (X;, &;), ., topologische
Réume. Die (X;),.; seien paarweise disjunkt, d.h. i # j = X; N X; = 0
(falls die (X;),.; nicht disjunkt sind, so kann man sie durch X := X; x
{i} kiinstlich disjunkt machen und ann mit der Produkttopologie mit der
Einermengentopologie versehen).

Die topologische Summe von (X;, 0;),.; ist definiert als

el el i€l

2.6 Anheften oder Zusammenkleben von Riumen

Nun stellen wir eine spezielle Familie von finalen Topologien her. Die Relation
R wird hier von f zusammen mit der Identitét auf der topologischen Summe
von (X, Ox), Y, Oy) erzeugt. Diese beiden zusammen spielen die Rolle von
f im vorigen Abschnitt.

Definition 2.31. Es seien X, Y disjunkt und seien (X, Ox), (Y, Oy) topolo-
gische Rdume. Es sei A C X und f: A — Y stetig beziiglich der Spurtopolo-
gie auf A. Auf X UY definieren wir die durch f erzeugte Aquivalenzrelation
R durch

21,20 € AN f(z1) = f(z2) oder

R 21 € AN f(z1) = 22 oder

21Rz9 <=

e 20 € AN f(22) = oder
21 = 9.

Man kann nachrechnen, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Im Einzelnen sind
die Klassen: Falls z € A, so ist [z]gp = f7'[{z}] U {f(2)}. Falls 2z € f[A], so
ist [2]r = {2z} U f1[{z}]. Falls z € X UY ~ (AU f[4]), so ist [2], = {z}.
Der Raum ((X;0x)+(,0v))/r =: Y Uy X heiflt die Adjunktion/Anheftung/
Zusammenklebung von X an'Y miathilfe von f.

Beispiel 2.32. Spezialfall: Y = {1}, d.h. zR2’ & x = 2/ Vz,2’ € A. Dann
heifit Y Uy X Zusammenschlagen von A und wird auch X/a geschrieben.

Bemerkung 2.33. Unter geeigneten Zusatzvoraussetzungen (siehe z.B. Satz
19.3 Greenburg Algebraische Topologie, Es seite 83f) gilt:
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1. .1 Y = Y Uy X stetig, offen und eine Einbettung, wobei ¢ die Inklusi-
onsabbildung ist.

2.id: X N A — Y Uy X ist eine abgeschlossene Einbettung.

Beispiel 2.34. Das Mobiusband: Es sei X = [0,1] x [0,1], [0,1] mit der
Spurtopologie von R versehen. Y = [0, 1], ebenfalls mit dieser Topologie.
A={(x,z) € X : © = 0Vz = 1}. Die Funktion f: X — Y verklebt die
Rénder f(0,y) =1 —y, f(1,y) = y verdreht.
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Kapitel 3

Zusammenhingende und
wegzusammenhingende Riume

Definition 3.1. Ein topologischer Raum (X, &) heifit zusammenhdingend,
wenn es keine nicht-leeren, disjunkten, offenen Mengen U;, U, gibt, sodass
Uyul, = X.

Lemma 3.2. (X, 0) ist genau dann zusammenhingend, wenn O und X die
einzigen Teilmengen von X sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Beweis: Es sei (X, €) nicht zusammenhingend und seien Uy, Us nicht-leere,
disjunkte und offene Mengen, sodass Uy UU, = X. Dann ist X # U; # () und
U; = X \ U, ist offen und abgeschlossen zugleich.

Es sei umgekehrt U; offen und abgeschlossen, so dass X # U; # (). Dann ist
{Uy, X \ U, } eine offene Partition von X. O

Bemerkung 3.3. Ein topologischer Raum (X, &) ist genau dann zusammen-
héangend, wenn es keine stetige Funktion f: (X,0) — ({0,1}, 2({0,1}))
gibt, die surjektiv ist.

Proposition 3.4. FEs seien a,b € R, und sei a < b. Das offene Intervall (a,b)

ist zusammenhdngend (in der Spurtopologie beziglich der Standardtopologie
auf R).

Beweis: Angenommen, (a,b) sei nicht zusammenhéngend. Es seien Oy, O,
nicht-leer, offen und disjunkt, sodass O; U Oy = (a,b). O.B.d.A. gibt es
1 € O und x5 € O,, so dass x1 < x9. Wir setzen

S:={se€(a,b) | [r1,8] C O}
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Dann ist S durch x5 nach oben beschrankt. Da R vollsténdig ist, hat .S ein
Supremum m. Wir zeigen, dass m ¢ O und m ¢ Os.

e Angenommen m € O;. Dann existiert ein ¢ € Ry, sodass U.(m) C O;.
Damit ist auch m + 5 € S.

e Angenommen m € O,. Dann existiert ein € € R, sodass U.(m) C Os.
Damit ist aber m — 5 ¢ S.

Da beide Félle zum Widerspruch fiihren, ist (a,b) zusammenhéangend.  [J

Definition 3.5. Es sei (X, O) ein topologischer Raum und A C X. A heifit
zusammenhingend (in (X, Q)), wenn (A, O4) zusammenhéngend ist.

Satz 3.6 (Uber die Vererbung des Zusammenhangs auf den Abschluss).
Es sei (X, O) ein topologischer Raum und A C X zusammenhdngend. Dann
qilt:

1. VB (A CBCA— B ist zusammenhdngend)

298 (ANB£OANAN (XN BY £0— AN0B £1)
Beweis:

1. Es sei B, sodass A C B C Aund B C U, UU,, sodass Uy N B # 0,
UyNB # (). Dann ist U WU, O B O A. Da U; offen ist und U; N A # 0,
ist U; N A # 0 (sonst wiire A\ U; eine kleinere abgeschlossene Menge,
die A enthélt). Also ist Uy, U, eine offene Zerlegung von A.

2. Falls ANOB =0, ist {B, (X~ B)O} eine offene Partition von A.

]

Satz 3.7. Es seien (X, O) und (Y, 0") topologische Raume, X sei zusammen-
hingend und f: X —'Y sei stetig. Dann ist auch f[X] zusammenhdngend.

Beweis: Es sei f[X] nicht-zusammenhingend und sei {Vi,V5} eine offene
Partition von f[X]. Dann ist {f~'[Vi], f~'[V2]} eine offene Partition von X
(da f stetig ist). O

Bemerkung 3.8. Der Zwischenwertsatz ist ein Spezialfall dieses Satzes, wenn
man bedenkt, dass die einzigen zusammenhingenden Teilmengen von R die
Intervalle sind.
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Lemma 3.9. FEin topologischer Raum (X, O) ist genau dann zusammen-
hingend, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung % wvon X (d.h. % C O und
U%Z = X) und fir alle a,b € X eine endliche Teilmenge (Uy,...,U,) gibt
mit den folgenden Figenschaften:

1. U,eu,

2. a € U \Uj fir alle j > 1,
3. be U, \Uj fir alle j <n.
4. UNU; #0 <= |i—j| <L

Beweis: Es sei {Uy,Us} eine offene Partition von X und wihle ¢ € U; und
b € Uy. Dannist  := {U, U} eine offene Uberdeckung ohne die gewiinschte
Eigenschaft.

Fiir die umgekehrte Richtung definieren, gegeben die offene Uberdeckung
% = O von X, eine Aquivalenzrelation auf X: Fiir z,y € X gelte z ~ y
genau dann, wenn es (Uy, ..., U,) gibt, sodass

1. Uy e %,
2. zeUy\Ujfiralle j >1und y € U, \Uj fiir alle j <n.

3.UNU; #0 < |i—j| <1.

In diesem Falle sagen wir, dass (U, ..., U,) eine Kette von x nach y ist. Dass
~ reflexiv und symmetrisch ist, ist klar. Zur Transitivitéat: Es sei (Uy, ..., U,)
eine Kette von = nach y und (Vi,...,V,) eine Kette von y nach z.

Es sel k:=min{i <n|3j€{1,...,m} (U;NV;) #0} (k ist wohldefiniert,
day € U,NVy)und [ :=max {j <m | U, NV, # 0}. Es folgt, dass die Menge
(U, ..., Uk, Vi, ..., Vp) eine Kette von = nach z ist.

Jede Aquivalenzklasse ist offen: Es sei x ~ y. Wir zeigen, dass es eine offene
Umgebung von y gibt, die ganz in [z]|. liegt. Es sei (Uy,...,U,) eine Kette
von x nach y. Wenn z € U,, definieren wir £ := min{i < n | z € U;}.
Dann ist (Uy,...,Uy) eine Kette von z nach z. Also ist U, C [z].. Da
Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind, ist auch jede Aquivalenzklasse
abgeschlossen. Weil X zusammenhingend ist, sind X und () die einzigen
Mengen, die offen und abgeschlossen sind. Also gibt es nur eine einzige
Aquivalenzklasse. Dies entspricht der Aussage des Lemmas. O
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Satz 3.10. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum, A, B zusammenhdngend
und AN B # (). Dann ist AU B zusammenhdngend.

Beweis: Wir nehmen auf A U B die Relation x ~ y, die Kettenverbindung
beziiglich der offenen Uberdeckung % = €. Es seib € AN B, x € A und
y € B. Dann ist x ~ b, da A zusammenhéngend ist, und y ~ b, da B
zusammenhédngend ist. Damit ist auch z ~ y. O]

Bemerkung 3.11. Das vorherige Lemma lésst sich auf folgende Weise verall-
gemeinern: Es sei I eine Indexmenge und seien (X, 0;) zusammenhéngende
topologische Réume fir alle ¢ € I. Es sei weiterhin Vi, j € I X; N X; # 0.
Dann ist J;.; X; zusammenhéngend.

Satz 3.12. Es sei I eine Indexmenge und seien (X;, O;) topologische Rdaume
fiir alle i € I. Der Produktraum [[,.; X; ist genau dann zusammenhdngend,
wenn alle (X, 0;) zusammenhdngend sind.

Beweis: Es sei[[;.; X; zusammenhéngend. Dann ist fiir jedes i € I der Raum
X, zusammenhéngend, weil die Projektion p; stetig ist (nach Lemma [3.7).
Es sei umgekehrt a € [],.; X; und

B = {b € HXi |dY C HXi zusammenhéngend, so dass a,b € Y} )

iel iel
Wir zeigen nun, dass fiir alle offenen Mengen O gilt, dass ONB # (). Es reicht,
Elemente aus der Basis aus Definition zu betrachten. Wir koénnen also
ohne Einschrinkung annehmen, dass O die Gestalt O = [,c; Uix[];c;, Xi
hat fiir offene Mengen U; € €; und Iy = {1,...,n}. Es sei b; € U; fiir i € I,

dannist b := (b1, ..., by, i1, Anga, .. .) € O. Setze nun fiir alle j € {1,...,n}
Zj = {01} x {ba} x ... x {bjoa} x Xy x {ajen} xox {an} x ] {ai}-
eI~y

Dann ist Z; zusammenhéngend, da X; zusammenhéngend ist. Auerdem gilt
(b1, ..., bj,aj41,. .. an)"(a; 1 € I\ Iy) € Z; N Z;j11 # 0 und damit ist nach
Satz [3.10 auch .
z =]z
i=1

zusammenhéngend. Nach Definition der Z; ist a € Z; und b € Z,,. Damit
folgt Z N O # 0 und da Z zusammenhingend ist auch Z C B. Somit haben
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wir gezeigt, dass O N B # 0. )
Daraus folgt, dass B = [[,.; X;. Damit gilt B C [[..; X; € B und mit Satz
folgt, dass [[,.; Xi zusammenh&ngend ist. O

Definition 3.13. Es sei (X, ©) ein topologischer Raum und z € X. Dann
heifit # (z) die Zusammenhangskomponente von x, wobei

H(z) = U {Y C X |z €Y und Y zusammenhéngend} .

Definition 3.14. Falls Vo € X ¢ (z) = {z}, dann heifit (X, O) total unzu-
sammenhdngend.

Definition 3.15. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.

1. Essei I = |0, 1] mit der Standardtopologie. Eine Abbildung v: I — X
heifit Weg von x nach y, wenn ~ stetig ist und v(0) = z,v(1) = y.

2. (X, 0) heifit wegzusammenhdingend, wenn fir alle z,y € X ein Weg
von x nach y existiert.

3. (X,0) heifit lokal zusammenhingend (lokal wegzusammenhingend),
wenn

Vo € XVU € % (x) 3V € % (z) (V C U AV zusammenhéingend

(wegzusammenhéngend)).

Definition 3.16. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum und z € X. Dann
heifit 7, () die Wegzusammenhangskomponente von x in (X, 0) mit

Ho(r) :={y € X|37: [0,1] = X (7(0) = z,7(1) = y)}.
Satz 3.17.
1. Jeder (lokal) wegzusammenhdingende Raum ist (lokal) zusammenhdingend.

2. Wenn X zusammenhdingend und lokal wegzusammenhdngend ist, ist X
wegzusammenhdngend.

3. Wenn X lokal wegzusammenhdingend ist, ist J#,,(x) offen fir alle x.
Wenn X lokal zusammenhdngend ist, ist A (x) offen fir alle x.
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4. HjEJ X ist lokal zusammenhdngend genau dann, wenn jedes X; lokal
zusammenhdngend ist und fir alle bis auf endlich viele 3 € J qilt, dass
X, zusammenhdngend ist.

Beweis:

1. Es sei X nicht zusammenhé&ngend und X = U UV mit U,V disjunkt,
nicht-leer und offen. Es sei € U,y € V. Falls v: [0,1] — X stetig
ist mit y(0) = z,v(1) = y, so ist I = v {U] U~~![V]. Weiterhin sind
v~ HU], v~ V] nicht-leer und offen (da ~ stetig ist) und disjunkt (da
U und V disjunkt sind). Damit wére I nicht zusammenhéngend, ein
Widerspruch.

2. (mithilfe von 3): Aus 3 folgt, dass J#,(x) offen ist fiir alle x. Es sei
{Kj;|j € J} die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X,
wobei K; # K fiir i # j. Dann ist

KUl J{Kjlze T~ {1}} = X,

Weil X zusammenhéngend ist, muss |J {K; |z € J ~\ {1}} leer sein (of-
fen und disjunkt sind die Mengen). Damit gibt es nur eine Wegzusam-
menhangskomponente, d.h. X ist wegzusammenhéngend.

3. Es sei X lokal wegzusammenhéngend. Damit gilt Vo 3V, € % (), so-
dass V, wegzusammenhédngend. Dann gilt

Ho(x) = U {V, | es gibt einen Weg von z nach y} .

Fiir die zweite Aussage: Es sei Y zusammenhéngend y € Y und es sei

Y C J(z). Da X lokal zusammenhéngend ist, gibt es V,, € % (y),
sodass V,, zusammenhéngend ist. Damit gilt V,NY # 0, also ist V,UY
zusammenhéngend und V, UY 3 z. Also ist V, UY C J(x).

4. Ubung.
O

Bemerkung 3.18. 1. Es gibt wegzusammenhéngende Rdume, die nicht lo-
kal wegzusammenhéngend sind: Es sei X := {(z,sin(z™1)) |z € (0,1)}.
Wir bilden den Abschluss im R2.

X ={(z,sin(z™)) |z € (0,1)} U{(0,y) |y € [-1,1]}.
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X ist zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend: Es sei
xg := (0,1) und 2 := (0.5,sin(2)). Dann ist J#,(x1) N H#,(x2) = 0.

2. Es gibt wegzusammenhéngende Rédume, die nicht lokal zusammenhéngend
sind: Es sei

X ={0y) [yel0,1Ju{l -2z, 7)) |z €[0,1],n € N}.
Die Menge X wird mit der Spurtopologie von R? ausgestattet. Fiir

(O, %) gibt es keine zusammenhéngende Umgebung.

Frage 3.19. Anregung zum Basteln eines Weges: Es sei (R, &) der reelle
Raum mit der Standardtopologie. Fiir n € N sei (R,, ¢,) hombomorph
zu (R, 0). Ist [],cn(Rn, @) lokal wegzusammenhéngend? Wie wére es fiir
iiberabzéhlbar viele Faktoren?
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Kapitel 4

Filter und Konvergenz

Definition 4.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
Eine Folge (2,,),,cy in X konvergiert gegen x, wir schreiben x,, — x, wenn

YU € % (x) IngVn > ngy (x, € U).
Ein Punkt x € X heifit Haufungspunkt einer Folge (x,,)
YU € % (x)Yng3In > ng (x, € U).

neny Wenn

Ein Punkt x € X heifit Berihrungspunkt einer Teilmenge A C X, wenn
VU e U(x) (UNA£D).

Beispiel 4.2. Es sei X := w; U {w;} versehen mit der Ordnungstopologie.
Dann ist der Punkt w; Beriihrpunkt von der Menge wy, aber es gibt keine
Folge in wy, die gegen w; konvergiert.

Beispiel 4.3. Es sei X = RIFI = [I,cr R, mit der Produkttopologie bzgl. der
Standardtopologie. Es sei f € R, sodass Vr € R f(r) = 0. Eine Umgebungs-
basis von f ist gegeben durch

%(f):{HOix II RIKLCR A endlich,OjE%(O)R}.

j€Jdo JERN Jo

Es sei

1, fallsx=r.

f(2) = {O, falls x # r;

Dann ist f Beriihrungspunkt von {f, | r € R}.
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Satz 4.4. Es seien (X, 0) und (Y, 0") topologische Réiume mit abzihlbarer
Umgebungsbasis, und sei x € X.

1. Fs sei A C X. Dann ist z € A < 3 () pen € A, T — x, wobei fiir
die Vorwdartsrichtung das Auswahlaxiom benutzt wird.

2. [ X =Y ist stetig in x genau dann, wenn
YV (Tn)peny (@n = 2= f(x,) = f(2)).
Hier wird fiir die Rickwartsrichtung das Auswahlaxiom benutzt.
Dieser Satz wurde in der Analysis I bewiesen.
Definition 4.5. Eine Teilmenge .# C (X)) heiit Filter iber X, wenn
. XeZ, baw. F #£0.0 ¢ F.
22 Ac FNACB—BeZ.
3. ABe ¥ ->ANBe.Z.

Beispiel 4.6. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum und z € X. Dann ist
% (x) ein Filter iiber X (der sogenannte Umgebungsfilter).

Definition 4.7. Es sei .% ein Filter iiber X. Eine Teilmenge £ C .% heif3t
Filterbasis von %, wenn

VE e #dBe B (BCF).
Bemerkung 4.8. % ist Basis eines Filters .# genau dann, wenn
VBy,By € B3B3 € B (BN By O Bs).

Der von £ erzeugte Filter ist

F = {UQXHBO,...,Bne,% (UQﬂBi)}.
=0

Der von () erzeugte Filter ist % = {X}.

Definition 4.9. Ein Filter .% heifit frei, wenn (% = (). Falls .% nicht frei
ist, so heilt .# fiziert.
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Beispiel 4.10. Der Fréchet-Filter iiber Nist .# := {A C N | N\ A ist endlich}.

Er ist frei.

Definition 4.11. % heif3it Ultrafilter, wenn % ein C-maximaler Filter ist,
d.h.
VACX (AcUVXNAcX).

Satz 4.12. Jeder Filter kann zu einem Ultrafilter erweitert werden.

Definition 4.13. Es sei H eine Menge und <p eine Halbordnung auf H
(d.h., <p ist transitiv, reflexiv und antisymmetrisch). (H, <g) heifit induktiv,
wenn jede Menge K C H, die durch <y total geordnet wird (d.h. fir z,y € K
gilt * <y y, y <y x oder x = y), eine obere Schranke besitzt.

Satz 4.14. Das Lemma von Zorn. Jede induktive Halbordnung hat ein ma-
ximales Element.

Beweis: Es sei (H,<p) eine induktive Halbordnung.

Es sei h: Z(H) \ {0} — H eine Auswahlfunktion, d.h. VX C H, X # ()
ist h(X) € X. Es sei K eine Kette in (H,<pg) und sei x € K. Dann sei
K., ={y € K|y <y x}. Wir definieren: Eine Kette K C H heifit h-Kette,
falls (K, <p) wohlgeordnet ist und fiir alle z € K gilt

(1) K., hat eine obere Schranke.
(2) x = h({m € H | m obere Schranke von K_,}

Wir zeigen folgende Zwischenbehauptung: Fiir je zwei h-Ketten K, L gilt:
K=LV(3zel)(K=L)V(3reK)(L=K.).

Dies zeigt man durch transfinite Induktion iiber die ldngere der beiden Wohl-
ordnungen K, L. Wir nehmen 0.B.d.A K ~\ L # () and und nehmen das <p
kleinste Element x € K ~ L. (Hier geht also die Wohlordnungseigenschaft
ein.) Dann gilt fiir K., und L die Induktionsvoraussetzung, also K., = L
oder K., = L., fiir ein z € L oder (K<;)<, = L fiir ein y € K.,. Nach
Wahl von z sind die letzten beiden Fille ausgeschlossen. Im mittleren Fall
flogt dies aus Eigenschaft (2) der h-Ketten. Daher ist K., = L, und die
Behauptung gezeigt.

Aus der Zwischenbehauptung folgt: Die Vereinigung U aller h-Ketten ist
selbst eine h-Kette. Dieses U hat eine obere Schranke m, da H induktiv ist.
Dann ist m € U und m maximal in H, da andernfalls U zu einer echt ldngeren
h-Kette verlangert werden konnte. ]

35



Mildenberger Topologie SS 2025

Beweis von Satz[{.15: Es sei F' ein Filter (eine N-stabile Menge ist schon
ausreichend) und

H={GC Z(X)|G2DF, G Filter}.

(H,C) ist eine induktive Halbordnung, denn wenn (K, C) total geordnet
ist, so ist |J K eine obere Schranke von K. Nach dem Lemma von Zorn
(Satz [4.14) hat H ein maximales Element. Dies ist dann ein Ultrafilter, der

F' als Teilmenge enthalt. O]

Definition 4.15. Es sei (X, @) ein topologischer Raum und % ein Filter
auf X. .Z konvergiert gegen x € X, wenn % (x) C Z.
x € X ist Beriihrungspunkt von %, wenn

VU € % (x)VF e F (UNF #0).

Definition 4.16. Es seien %1, %> Filter. Falls .7, C %5, so heifit .%#; grober
als %5 und %5 heifit feiner als 7.

Bemerkung 4.17. x ist Beriihrpunkt von F genau dann, wenn es ein G O F
gibt, sodass G — .

Beweis: Es sei G der von {UNF |U € U(z), F € F(z)} erzeugte Filter.
Weil = Beriihrpunkt von F ist, ist ) ¢ G. Die Abgeschlossenheit beziiglich
endlicher Schnitte folgt aus

(U, N F) N (U N Fy) = (U N Us) N (B N Ey)

Da U(z) und F Filter sind. Weil F = X N F,ist G O F und G — .
Es sei G O F, sodass G — z. Fiir U € U(z) und F € F gilt dann, weil
F e @G,dass FNU € G und, da G ein Filter ist, F N U # 0. O

Satz 4.18. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum, A C X. Dann gilt
v€A & AF(F Filter auf X NA€ FAF — 1)
Beweis: Es sei x € A. Weil jede Umgebung von & A schneidet, ist
F =Filter{U N A|U € U(x)})

ein Filter und z ist Beriihrpunkt von F. Also existiert ein G O F, das gegen
x konvergiert. A € G gilt immer noch.

Es sei F wie auf der rechten Seite. Weil A € F und U € U(z) C F, ist
UNA#0Q fiir alle U € U(x), also ist x € A. O
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Satz 4.19. Es seien (X, 0x),(Y,0y), x € X, f: X = Y. Dann gilt
[ stetigin v < VF(F = x) — (f(F) = f(x))))

Beweis: Ubungsaufgabe. ]
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Kapitel 5

Trennungseigenschaften

Definition 5.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum
TO0 (X, 0) heifit T0-Raum genau dann, wenn

Vo Ay e XU(y) # U (x)

T1 (X, O) heifit T1-Raum genau dann, wenn

Ve #£ye X3U, elU(z),U, eU(y)(x ¢ U, Ny ¢ Uy,)

T2 (X, 0O) heifit T2-Raum (oder Hausdorffraum) genau dann, wenn

VaVy € X3U, e U(x), U, € U(y) (U, NU, =0)

T3 (X, 0O) heifit T3-Raum genau dann, wenn

VA € AVz ¢ AU, € U(z)IU4 € UA)(U, N U4 = )

T3a (X, 0) heifit T'3a-Raum genau dann, wenn
VA € AVx ¢ A3f: X — [0, 1] stetig f(z) =1, f(A) = {0}

T4 (X, O) heiit T/-Raum genau dann, wenn

VA, Be A(ANB =0 — 3U, € U(A)3Us € U(B)U4 N Up = )
o (X, 0) heiBt reguldr, wenn (X, €) ein T1- und T3-Raum ist.
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e (X, 0) heifit vollstindig reguldr, wenn (X, €) ein T1- und T3a-Raum

1st.
e (X, 0) heiBt normal, wenn (X, 0) ein T1- und T4-Raum ist.

Bemerkung 5.2. Es gelten folgende Implikationen:

Normal —— Vollstandig regular —— Regular > 12 > T'1 > T0
T4 T3a > T3

Die Implikationen:

1. Normal impliziert vollstandig regulér: Das wird im Lemma von Urysohn
bewiesen.

2. Regulér impliziert T2: Unter T1 sind alle Einermengen abgeschlossen.
Nach T3 besitzen {2} und {y} disjunkte Umgebungen.

Die Nichtimplikationen:

1. T3 alleine ist schwach: Es sei | X| > 2, (X, €) diskret. X hat T3, aber
nicht T1.

2. TO impliziert nicht T1: Es sei N mit der Topologie ausgestattet, dass
Endabschnitte und ) offen sind. Dann hat m > n eine Umgebung, die
n nicht enthélt, aber alle Umgebungen von n erhalten m.

3. T1 impliziert nicht T2: Es sei N mit der kofiniten Topologie ausgestat-
tet. N\ {z} udn N\ {y} sind wie gewiinscht, aber zwei kofinite Mengen
schneiden sich.

4. T4 impliziert nicht T3: Essei X = {1,2, 3,4}, 0 = {0{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}, X }.
Dann ist A = {X,{2,3,4},{3,4},{2,4},{2,4}, {4}, 0} und es gibt kei-
ne abgeschlossenen, nichtleeren, disjunkten Mengen, also ist T4 trivia-
lerweise erfiillt. Aber die abgeschlossene Menge {4} und der Punkt 3
haben keine disjunkten Umgebungen.

Satz 5.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. (X, 0) ist ein T'1-Raum.
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2. Jede Einpunktmenge ist abgeschlossen.
3. Fiir alle AC X ist A=({U|U 2 AU € 0}
Beweis:

1=—2 Es sei (X, ) ein T1-Raum. Es sei y # z. Nach T1 kann x von y
getrennt werden. Falls U, € € so ist, dass y € Uy, x ¢ Uy, so ist

{z} = {X \Uly € X}

und damit abgeschlossen.

2=3 Es sei A C X. Es gilt natiirlich A C {U|U 2 A,U € 0}. Falls x ¢ A,
ist U := X \ {z} offen und Obermenge von A, sodass = ¢ U.

3=4 Es seien z # y € X. Wir wenden das dritte auf A := {z} an und
erhalten eine Umgebung von x, die y nicht enthélt.

Satz 5.4. Aquivalent sind:
1. (X, 0) ist ein Hausdorff-Raum.
2. A ={(z,x)|lr € X} C X xX ist abgeschlossen in der Produkttopologie.
8. Firz e X gilt {z} = (U |U € % (x)}.
4. Jeder konvergente Filter hat genau einen Hdufungspunkt.

Beweis1=—=2 Es sei (z,y) ¢ A, also ist x # y. Damit gibt es zwei disjunkte,
offene Umgebungen U,, U, sodass x € U,,y € U,. Dank Disjunktheit
von U, und U, ist ANU, NU, = 0. ALso ist A = A und A ist
abgeschlossen.

2=3 {2} C (U |U € % ()} ist klar. Es sei y ¢ {2}, d.h. y # 2. Dann
ist (x,y) ¢ A, also gibt es U, x Uy, sodass U, x U, N A = () (also
sind U, und U, offen und disjunkt). Dann ist U, C X \ U, also ist
U, CX\Uyalsoisty¢ U, undy ¢ (U |U € % (z)}
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3=—4 Es sei F konvergent und x, sodass % C F. Dann ist
(WFIFeFYC((U|U e} = {«}

Es sei nun y # z. Weil y ¢ N{F | F € F}, gibt es ein F € F, sodass
y ¢ F und damit gibt es eine Umgebung U von y, sodass U N F = ().
Also ist y nicht Beriihrpunkt von F.

4—1 Es sei x # y. % (x) konvergiert gegen x, also ist y nicht Berithrpunkt
von % (x). Daher gibt es Umgebungen U,,U, von z und y, sodass

U, NU, = 0. Damit ist (X, &) ein Hausdorfl-Raum.
[

Satz 5.5. Jeder vollstindig requlire Raum kann in ein Produkt

H[07 1]f

ferL
eingebettet werden, fiir eine geeignete Menge L, d.h. es gibt
e: (X,0)— ([0,1]"H, on)
sodass ein Homdomorphismus auf sein Bild ist (beziiglich der Spurtopologie).

Beweis: Es sei
L={f|f: X — [0,1] stetig}

Wir definieren

e: X = []l0.1]

feL
T (f(x»feL
Nun zeigen wir, dass e alle geforderten Eigenschaften erfiillt:
e c ist injektiv: Es sei x # y. Nach T1 ist {y} abgeschlossen. Nach T3a
gibt es ein f, sodass f(z) =1, f(A) C {0}, Also ist f(y) = 0 und e(z)
und e(y) unterscheiden sich an der Stelle f.

o c ist stetig, da fiir alle f pyoe = f stetig ist.
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e ¢ ist beziiglich ¢ und der Spur von e[X] in <Hf€L[O, 1], ﬁH) offen: Wir
rechnen dies fiir die Subbasis-Urbilder nach:

pr e | B || = £ 15 1B = Brps elX)

O
Satz 5.6. Jeder Unterraum eines T0,...,T3a-Raumes ist ein T0,..., T3a-Raum.

Bemerkung 5.7. Der obige Satz gilt nicht fiir T4: Es sei N = NU{oo}, sodass
auf N die diskrete Topologie gegeben ist und

U (0) = {[n,o0],n € N}
Es sei X = N x N mit der Produkttopologie und
U:= X\ {(c0,00)}

Wir behaupten, dass die Mengen A = {(n,o0)|n € N} und B = {(co,n)|n €
N} keine disjunkten Umgebungen besitzen.

Es gilt aber ein dhnlicher Satz fiir T4 unter stérkeren Voraussetzungen.

Satz 5.8. Jeder abgeschlossene Unterraum eines T/-Raumes ist ein T4-
Raum.

Satz 5.9. Es seien X;,i € I topologische Réiume, j = 0,1,2,3,3a. [[,c; X;
st ein Tj-Raum genau dann, wenn jedes X; ein Tj-Raum ist.

Beweis: Es sei [],.; Xi ein Tj-Raum. Es sei ¢ beliebig. ZZ: X; ist ein Tj-
Raum. Es sei = (zp)rer € [[1e; Xk (nach AC). Wir definieren

X, k=i
YkZ:{ ! ’

{oey k#1
Nun ist
[[n=x
kel
durch den Homéomorphismus (x)kes — ;. Nach Satz hat [],., Vs die
Tj-Eigenschaft und damit auch der Homéomorphe Raum X;. [
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Satz 5.10. Die Sorgenfreygerade (R, ©), wobei 2 = {[a,b) | a,b € R} Basis
von O ist, ist normal, da R wvollstindig ist, aber (R, 0) x (R, &) ist nicht
normal.

Beweis: Wir behaupten, dass S = {(x, —x)|z € R} abgeschlossen und diskret
ist. S ist sogar in der Standardtopologie abgeschlossen, also erst recht in der
Sorgenfreytopologie. Es sei (z,—z) € S. Dann ist fir ¢ > 0 [z,2 + ) X
[—z,—x +¢e)N S = {(—x,x)}. Also ist S diskret. Der Beweis folgt nun aus
folgendem Lemma, da D = Q x Q dicht ist und 2/%%% = 2¢ = |R| = |S|. O

Lemma 5.11. Es sei (Y, 0") ein topologischer Raum. Es sei S abgeschlossen
und diskret. Es sei D eine dichte Teilmenge von 'Y und sei |S| > 2/Pl. Dann
ist (Y, O) nicht normal.

Beweis: Es sei (Y, 0) normal. Fiir alle A C S gilt dann, dass A abgeschlossen
ist, da S diskret ist. Auch S ~\ A ist abgeschlossen. Es sei Uy € % (A) offen,
Va € % (S~ A) offen, sodass U NV = (). Die Funktion

Ar— (UA,VA)

ist eine Funktion mit Definitionsbereich P(.S). Wir behaupten, dass i: A —
Ua N D injektiv ist. Es sei A # B C S, 0.B.d.A. A~ B # (). Dann ist
UsNVe 2 AN(S N B) # 0, aber Ug N Vg = 0. Also ist Us # Ug. Weil Uy
und Up offen sind, ist Uy N D # Up N D. i bezeugt also |P(S)| < |P(D)].
Da weiterhin nach dem Satz von Cantor |S| < |P(S)|, erhalten wir einen
Widerspruch. O

Satz 5.12. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, ~ sei eine Aquivalenzrelation
und

Ri={(z,y) e X x X |z ~y}

Es seip: X — X/~ p(x) = [x]o. X/~ trage die Quotiententopologie. Dann
qgilt:

1. X/~ ist genau dann ein TI-Raum, wenn jede Aquivalenzklasse abge-
schlossen ist.

2. Ist X/~ Hausdorff sch, so ist R (im Produktraum X x X ) abgeschlossen.
3. Wenn R abgeschlossen ist und p offen ist, so ist X/~ Hausdorff sch.

4. Ist X regulir und p offen und abgeschlossen, so ist X/~ Hausdorff sch.
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5. Es sei X requldr, A abgeschlossen und x ~y:=xz=xVx,y € A, d.h.

hhz{@}x¢A
A zxz€A

Dann ist X/~ Hausdorff sch.

6. Es sei X T4 (normal), p abgeschlossen. Dann ist X/~ T4 (normal).

Beweis:

1.

2.

Ubung.

Es gilt R = (pxp)~'(A), wobei A die Diagonale in X/~ x X/~ bezeich-
net. Weil X/~ Hausdorff’sch ist, ist A in X/~ x X/~ abgeschlossen und,
weil p (und damit p X p) stetig ist, ist R abgeschlossen.

Es sei © o¢ y. Wir suchen U € %, .([x]~),V € %x;.([x].), sodass
UNV = (. Nach Voraussetzung ist (z,y) ¢ R. In X x X gibt es
Z x W, sodass (z,y) € Zx W und Z x WN R = 0.

Es sei U = p[Z],V = p[W]. Dann sind U,V offen und UNV = {:
Anderfalls, sei [z] € UNV. Dann gibt es a € Z,b € W, sodass p(a) =
[z] = p(b). Also gilt a ~ b und (a,b) € RN Z x W, ein Widerspruch.
Also sind U,V disjunkte Umgebungen von [z]. und [y]..

Nach (3) gentigt es, zu zeigen, dass R abgeschlossen ist. {[y]~} ist abge-
schlossen, da {y} abgeschlossen ist und p abgeschlossen ist. Da p stetig
ist, ist p~![{[y]~}] abgeschlossen in X und = ¢ p~'[[y].]. Es existiert
somit U, € %,V € % (p~'[{{y]~}]). Also ist (U, x U,) N R = (). Damit
ist R abgeschlossen.

. Es sei [z]o # [y]~.

e 1.Fall: z € A,y ¢ A. Nach Regularitét von X gibt es eine offene
Umgebung U von A und eine offene Umgebung V' von y, sodass
UNV = (. p[V] ist eine offene Umgebung von p[A] = [z]. und p[U]
eine offene Umgebung von [y]... Weil UNA = (), ist p[U]Np[V] = 0.

e 2Fall: x ¢ Ay ¢ A. Klar.
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Satz 5.13. Es seien g, f: (X,0x) — (Y, %) stetig, Y sei ein Hausdorff-
Raum. Dann gilt

1. {z € X| f(x) = g(x)} ist abgeschlossen.

2. Falls D C X dicht ist (d.h. D = X ) und f|p = g|p, dann ist g = f.
3. {(z,y) | f(x) =y} C X XY ist abgeschlossen.

4. Falls f injektiv ist, so ist X ein Hausdorff-Raum.

Beweis: 1. Die Funktion (f,g): XxX — Y XY, (f, 9)(z1,22) = (f(x1), g(22))
ist stetig nach Satz [2.17, Weil Y ein Hausdorfl-Raum ist, ist, ist A C
Y x Y abgeschlossen. Damit ist auch (f,g)7'[A] = {z € X | f(z) =
g(x)} abgeschlossen.

2. Es sei D dicht. Nach Voraussetzung ist D C {z € X | f(z) = g(x)} =:
A’. Da A’ abgeschlossen ist, ist

X=DcCA
und damit X = A/,

3. Die Funktion (f,id): X xY — Y x Y ist stetig nach Satz Also
ist

(f,id) " A] = {(z,y) | f(2) = id(y)} = {(z.9) | f(2) = v}

abgeschlossen.

4. Weil f injektiv ist, ist f~! eine Funktion f[X] — X. Insbesondere
ist f~! injektiv, da f eine Funktion ist. Es sei # # y € X. damit
ist f(z) # f(y) € Y, und nach Hausdorff-Eigenschaft von Y gibt es
U,V € Oy, sodass f(z) € U, f(y) € V;UNV = (. Nach Stetigkeit von
f sind f7YU], f~[V] offene Umgebungen von x und y, die aufgrund
der Injektivitit von f~! disjunkt sind. Da x und y beliebig waren, ist
X Hausdorft.

0

Da wir kiinstlich Funktionen injektivisieren kénnen, erhalten wir das fol-
gende Korollar:
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Korollar 5.14. FEs sei f: X — Y stetig, Y sei Hausdorff. Es sei x ~ y :&
f(z) = f(y). Dann ist X/~ ein Hausdorff-Raum.

Beweis: Die Funktion f: X/~ — Y, definiert durch f([z].) = f(z) (Wohl-
definiertheit folgt aus der Definition der Aquivalenzrelation), injektiv und
stetig nach Satz , da f op = f stetig ist. Nach dem vorherigen Satz ist
X/~ ein Hausdorff-Raum. O

Satz 5.15 (Uber die stetige Fortsetzung einer stetigen Funktion). Es sei
(X, 0) ein topologischer Raum, D C X dicht. f: D — Y sei stetig (in der
Spurtopologie) und Y sei requlir. Dann sind dquivalent:

1. AF : X =Y, F stetig, F O f
2.Vrxe X ist f{UND|U € %(x)}) ein konvergenter Filter.
Beweis:

e (1)=(2). FHUND|U € % (z)}) ist ein konvergenter Filter, also ist
fAUND|U e (x)}) =F{UND|U € %(x)}) auch konvergent.

e (2)=(1). Wir setzen F := f({UND|U € % (x)}), F(z) = lim(F)
und zeigen, dass F' eine Funktion ist, F' O f sowie Stetigkeit in jedem
Punkt.

F ist eine Funktion, denn in Hausdorff-Rdumen (also insbesondere in
reguldren Rdumen) sind Grenzwerte von Filtern (falls sie existieren)
eindeutig:

Es sei x ein Grenzwert von F und y € Y. Es gibt disjunkte Umgebungen
Uz, U, von x und y. Weil F gegen = konvergiert, ist U, € F und, da
0 ¢ F,ist U, ¢ F. Also konvergiert F nicht gegen y.

Esseiz € Dund U € Z(f(x)). Weil f stetig ist, ist f insbesondere
in z stetig, also ist f~'[V] € % (z) (in der Spurtopologie). Also ist
UV =UNDmit U € % (z). Also ist U € F und x ist der Grenzwert
von F.

Es sei z € X beliebig und V € % (F(x)). Weil die abgeschlossenen
Mengen in Reguldren Rdumen eine Umgebungsbasis bilden, konnen wir
annehmen, dass V' abgeschlossen ist. Weil F gegen F'(x) konvergiert,
ist V € F und nach Definition f~'[V] =UND mit U € % (x). Weil f
in der Spurtopologie stetig ist, ist f~![V] abgeschlossen.

Wir behaupten, dass F~1[V] D U ist. Sonst gibt es x € U,z ¢ F~'[V].
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Dank Abgeschlossenheit von F~1[V] gibt es eine offene Menge U, > z,
sodass U D U, und U, N F~1[V] = (. Da U, offen ist, ist D N U, # 0.
Esseiy € DNU,. Dann ist f(y) € V und, da F' O f, auch F(y) € V
und somit y € F~[V], ein Widerspruch.

Da F7YV]| D U, ist F7V] € % (x) und somit ist F in x stetig.
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Kapitel 6

Normale und T4-Raume

Satz 6.1 (Lemma von Urysohn). Es sei (X, 0) ein T4-Raum, A, B abge-
schlossen und disjunkt. Dann gibt es eine stetige Funktion

f: (X> ﬁ) - ([07 1}7 ﬁ<)
Sodass f[A] = {0} und f[B] = {1}.

Beweis: Wir iiberlegen uns zuerst: Es sei C' abgeschlossen, O offen. Dann
gibt es Oy € 0, sodass
CC0O,C0O,CO

Nun seien A, B abgeschlossen. Damit ist A C B¢ mit B¢ offen. Wir definieren
induktiv iiber k fiir jede dyadische Zahl, d.h. z = 5,0 < p < 2F fiir k € N
eine Menge U,, sodass

r<iz —U, CU, CUpy
k = 0: Es seien Uy, Uy, sodass
ACUCUCUCT, C B
Indem wir die Voriiberlegung zweimal anwenden.

Es seien alle Mengen fiir 5% definiert. Es sei # = 57, p ungerade. Dann sei

di = %,dg = %. Weil p — 1 und p + 1 gerade sind, sind fiir d; und d»

schon Mengen definiert. Nun sei
Uy, CU, CU, C Uy
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Indem wir wieder die Voriiberlegung anwenden. Es ist klar, dass die neuen
Mengen die Bedingung erfiillen.

Nun sei fiir jede dyadische Zahl eine Menge definiert. Fiir eine beliebige Zahl
r sel

U, == | J{Ua | d < r,d dyadisch}
Nun gilt immer noch fiir r,r" € [0, 1]:
r<r —U, CU.

dies folgt, da wir aufgrund der Dichtheit der dyadischen Zahlen in R ein d
finden, sodass r < d < d’ < r’. Dann folgt

U, CU;= U, CU,C Uy CUy

Nun konnen wir f definieren: Es sei

inf{d >0 U, dd U,
f(x):{m{ >0z e Uy} r e Uy
1 sonst

Natiirlich gilt f[A] = {0} und f[B] = {1}. Weiterhin ist f stetig, denn fiir
beliebige a, b € [0, 1] gilt

F @) =(Ju) ~ () ==~ D

c<b d>a

Denn, falls b > f(x) > a, so gibt es ¢ > a, sodass © ¢ U.. Damit ist x ¢ D.
Ebenfalls gibt es d < b, sodass x € Uy. Damit ist x € C.
Falls x € C' \ D, so gibt es ¢ < b, dass € U.. Damit ist f(z) < b. Weil
x ¢ D, so gibt d > a, sodass x ¢ U,. Damit ist f(z) > a.
Weiterhin ist C' . D als Differenz einer offenen und einer abgeschlossenen
Menge offen. O

Korollar 6.2. Jeder normale Raum ist ein requldrer Raum.

Beweis: Es sei A abgeschlossen und z ¢ A. Nach T1 ist {x} abgeschlossen
und nach dem Lemma von Urysohn gibt es ein stetiges f, sodass f[A] = {1}
und f(x) = 0. Also erfiillt der Raum das T3a-Axiom. O

Definition 6.3. Es sei (X, €) ein topologischer Raum. A C X heifit Gs-
Menge, falls es {Op}nen © € gibt, sodass A = [),cyOn- A C X heifit
F,-Menge, falls X \ A eine Gs-Menge ist.
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Satz 6.4. Es sei (X, 0) ein T4-Raum. A # () sei abgeschlossen. Dann sind
aquivalent:

1. A ist eine Gs-Menge.
2. Es gibt eine stetige Funktion f: X — [0,1], sodass f~1[{0}] = A.
Beweis:

e (1)==(2) Wir schreiben A = (", .y Gn, G, offen und o0.B.d.A. abstei-
gend. Es sei B, = X \ A,. B, ist abgeschlossen und AN B,, = 0. Fiir
n € Nsei f,: X —[0,1], sodass f[A] = {0}, f[B,] = {1}. Nun sei

neN

f(z) ist stetig, da die Summe gleichméfig gegen f konvergiert und
endliche Summen stetiger Funktionen stetig sind. Nun gilt f~'[{0}] =
A, denn, falls f(z) = 0, so ist f,(z) = 0 fiir alle n € N, also ist
r ¢ X N\ B, firallen e N. Also ist x € [, .y Bn = A.

neN

e (2)=(1). Esgilt A= f[{0}] = Nen / ((n——jl, #1))-
u

Satz 6.5 (Zwei Verschiarfungen des Urysohn-Lemmas). Es sei X ein T4-
Raum. Es seien A, B abgeschlossene Mengen, AN B = ().

1. Es sei A # 0 eine Gs-Menge. Dann gibt es eine stetige Funktion
f: X —0,1], sodass f~'[{0}] = A und f~[{1}] 2 B.

2. Es seien A # 0 und B # 0 Gs-Mengen. Dann gibt es eine stetige
Funktion f: X — [0,1], sodass f~'[{0}] = A, f'[{1}] = B.

Bewes:

1. Wir nehmen g wie aus Satz[6.4} d.h. g: X — [0,1] stetig, g7'[{0}] = A.
Dann nehmen wir f wie aus Satz , d.h. f: X — [0,1], f[4] =
{0}, f[B] = {1}. Nun ist h := max(f, g) wie gewiinscht.
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2. Wir modifizieren 1. durch Ersetzen von g durch 1 — ¢ und erhalten eine
stetige Funktion k: X — [0,1] mit £~ '[{1}] = B,k '[{0}] D A. Es sei
f wie in Satz[6.1] Dann erfiillt

e:= %(h + min(f, k)) = %(max(h, f) + min(k, f))
die Bedingung.
O

Lemma 6.6. Es sei A abgeschlossen, A C X, wobei (X, 0) ein T4-Raum
ist. Es sei f: A — [—1,1] stetig. Dann gibt es eine Folge (gn)nen, sodass fiir
alle n:

1. gn: X —[0,1] ist stetig.

2.Vre X (14 (2)" < gale) <1-(2)").

3. Vo e Alf(x) — gu(z)] < (%)n

4. Vo € X|gni1(x) — gn(2)| < 3 (%)n

5. Vp € N¥m,n > plgm(2) = ga(@)] < 3 (3)"
Beweis: Wir zeigen die Existenz induktiv iiber n.

e Anfang: Es sei gy = 0. gy erfiillt alle Bedingungen.

e Induktionsschritt: Es sei g, definiert. Dann sind
2\"1 . [ /2\" 1
3) =9 |13\3)
2\" 1 /2\"
n = A — Jpn, < — — = -1 _1 —— —
Conni={ae A1)~ <3 (3) b=a' |13 (5) ||

abgeschlossen und disjunkt. Nach Satz gibt es eine stetige Funktion
1 /2\" 1 /2\"
U X = |—=(=) .= =
50) 50
-1 /2\" 1 /2\"
B =< —— | = S S
Un[ n+1] { 3 (3) }7vn[cn] {3 <3) }

Setze nun ¢,.1 = g, + v,. Nun priifen wir, ob g, alle Eigenschaften
erfiillt:

Buai= { € Al f0) ~ gu(0) 2
1
3

sodass
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1. ist klar, da ¢, und v, stetig sind.
2. Ist ebenfalls per Definition von g, klar.
3. Wir wissen, dass |f(z) — go(2)| < (2)". Falls # ¢ Boi1, @ ¢ Cpya,

so folgt
2 n+1 1 9 n+1 9 n+1
) 6 -6)

1Gni1(2) — ga(2)] = Jvn(@)] < % (g)n-i-l

4. Klar, da

5. Dies erhalten wir durch Aufsummierung der geometrischen Reihe.

]

Lemma 6.7. Es sei (X, 0) ein T4-Raum. Dann lisst sich jede stetige Funk-
tion f: A — (=1,1) zu einer stetigen Funktion f: X — (—1,1) fortsetzen
(wenn A abgeschlossen ist und die Spurtopologie von X trigt).

Beweis: Es sei g, wie in Lemma [6.6] Dann ist F/(z) := lim, e gn(z) eine
stetige Funktion, da (g, )nen auf X gleichméBig konvergiert. Nach Eigenschaft
cist F(x) = f(x). O
Satz 6.8 (Fortsetzungssatz von Tietze, 1915). Ein topologischer Raum (X, O)
ist T4 genau dann, wenn sich jede stetige Funktion f: A — R zu einer ste-

tigen Funktion f: X — R fortsetzen lisst (wenn A abgeschlossen ist und die
Spurtopologie von X trdigt).

Beweis: Es sei f wie in Lemma . Dann ist f = %arctan of eine stetige
Funktion von A nach (—1,1). Nach Lemmagibt es F: X — (—1,1) stetig.

Nun ist F':= 7 tano(5F') eine Fortsetzung von f.
Es seien A, B abgeschlossen und disjunkt. Es sei

0 A
f($)2{1 223

Dann ist f stetig bzgl. der Spurtopologie auf AU B, da in dieser A = X N
(X N\ B),B=XnN (X~ A) offen sind. Also lisst sich f zu einer stetigen
Funktion auf X fortsetzen. Dann erfiillt f die Anforderungen von Satz
also ist X ein T4-Raum. O
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Kapitel 7

Kompaktheit

Definition 7.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum. (X, &) heifit kompakt,
wenn

V%Qﬁ(U%:XﬁﬂUOQ%,W/@]Gw/\U%o:X>

Definition 7.2. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum. (X, &) heifit Bourbaki-
kompakt, wenn (X, &) kompakt und Hausdorff’sch ist.

Satz 7.3. Es sei (X, 0) ein topologischer Raum. Aquivalent sind:
1. X ist kompakt.

2. FEs sei o das System der abgeschlossenen Mengen.
v Ca(2=0-3%C 2 %l cwn()%=0)

3. Jeder Filter auf X hat einen Beriihrungspunkt.

4. Jeder Ultrafilter ist konvergent.
Beweis:
e Essei [.Z = (. Dann ist
Ux~B|Bez} =X

=U

Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung %4. Dann ist

(X~ B|Bec%}=10
o
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e Essel F ein Filter auf X. Falls F' keinen Beriihrpunkt hat, gibt es fiir
alle x € X ein F' € F, sodass « ¢ F. Damit ist

(WFIFeFL=0

Also gibt es eine endliche Teilmenge F, C F, sodass Fy endlich und

NFo € ({F|F € F} = 0. Aber Filter sind beziiglich endlichen
Schnitten abgeschlossen und () ¢ F, ein Widerspruch.

e Es sei U ein Ultrafilter. Nach (3) hat U einen Haufungspunkt. Da U ein
Ultrafilter ist, konvergiert U gegen x, denn fir U € % gilt X \U ¢ U
(da z ein Berithrpunkt ist) und somit U € U.

e Essei % eine offene Uberdeckung. Wenn % keine offene Teiliiberdeckung
hat, dann ist

F={X~Jtho||%| € w, % C %}

ein Filter. Nach dem Ultrafilter-Lemma ist %/ in einem Ultrafilter ent-
halten. Dieser wire dann aber nicht konvergent: Es sei x € X. Dann
gibt es U € %, s.d. x € U. Weiterhin ist U ¢ F und damit % (z) € F.

]

Satz 7.4 (Satz von Alexander, ZF+PI). Es sei . eine Subbasis von (X, O).
Dann ist X kompakt, wenn jede Uberdeckung von X mit Mengen aus . eine
endliche Teiliiberdeckung hat.

Beweis: Es sei X nicht kompakt. Dann gibt es einen Ultrafilter ¢ auf X, der
nicht konvergiert:

Vee XU, e (x) NS XU, € F

Weil (J{U, | x € X} = X, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, % :=
{U, | z € Xo}. Dann ist nach De-Morgan:

ﬂ(X\Ux):X\ U U,=0eF

z€Xo z€Xo
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Lemma 7.5. Es seien X ein Hausdorff-Raum und K eine kompakte Teil-
menge von X. Es sei v € X \ K. Dann gibt es eine offene Umgebung U von
xundV von K, s.d. UNV = 0.

Beweis: Es gilt Vk € Kx # k. Nach Hausdorff-Eigenschaft gibt es Uy, Vi, x €
Ui,k € Vi,U, NV, = 0. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele ko, ..., k,,
sodass K C (Jj_o Vi, Es sei U = (;_y Uy, V = Uj_, Vk,- Dann ist

v - (QU) " (Uv) —

Satz 7.6.
1. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.
2. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raumes ist abgeschlossen.

Beweis: 1. Es sei A C K abgeschlossen, % eine offene Uberdeckung von
A. Dann ist U U {K ~ A} eine offene Uberdeckung von K. Es sei Diese
hat eine endliche Teiliiberdeckung %, U {X ~ A}. Dann ist % eine
offene Uberdeckung von A.

2. Es sei K kompakt, » ¢ K. Nach Lemma [7.5 gibt es eine offene Umge-
bung U, von z, sodass U, N K = (). Also ist ¢ K. Da dies fiir alle

rv ¢ K gilt, ist K = K.
]

Satz 7.7. Es sei K kompakt und Hausdorff. Es seien A, B C K abgeschlos-
sen. Dann gibt es offene Mengen U,V , sodass AC U, BCV,UNV = 0.

Beweis: Wir wenden Lemma [7.5] Zweimal an: Fiir z € B seien U,, V,,, sodass
ACU,,x €V, U,NV, =0. Die Mengen {V, | z € B} iiberdecken B, ent-
halten also eine endliche Teiliiberdeckung. Mit U = (.5 Uz, V = U,ep, Ve
gilt danimn ACU,BCV,UNV = 0. O
Satz 7.8. Es sei X kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f[X]| kompakt.
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Beweis: Es sei 7 eine offene Uberdeckung von f[X]. Dann ist
u ={f"'V]IVer}

eine offene Uberdeckung von X. Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
U ={f"V]IIV €%}

Also ist % eine endliche Teiliiberdeckung von Y. ]

Satz 7.9. Es sei X kompakt und f: X — Y stetig und Y ein Hausdorff-
Raum. Dann ist f abgeschlossen.

Beweis: Es sei A C X abgeschlossen. Nach Satz ist A kompakt, also ist
fA] kompakt (nach Satz [7.8). Somit ist f[A] abgeschlossen (erneut nach

Satz . O

Satz 7.10. Es sei X kompakt, Y Hausdorff, f: X — Y stetig und injektiv.
Dann ist f eine Einbettung.

Beweis: f ist abgeschlossen nach Satz[7.9] Da f injektiv ist, ist f damit auch
offen (da f[X ~ A] = fIX] ~ f[A]). Also ist f: X — f[X] stetig, offen und
abgeschlossen, sowie bijektiv. Damit ist f eine Einbettung. O]

Satz 7.11 (Von Tychonoff). Es seien (X;, O;)icrro topologische Riume. Dann
qgilt:

1. Wenn alle X; kompakt sind, dann ist [],.; X; kompakt.
2. Wenn [[,c; kompakt ist und Vi € 1X; # 0, so ist jedes X; kompakt.

8. Wenn alle X; kompakt und Hausdorff sind, dann ist [],., X; kompakt
und Hausdorff.

Beweis: 1. Falls es ein ¢ € I gibt, sodass X; = (), dann ist [] X; = () und
somit kompakt.
Es sei [[ X; # 0 und U ein Ultrafilter auf X. Dann ist

pild] ={AC X;|p;'[Al eU}

ein Ultrafilter. Da X; kompakt ist, konvergiert & gegen ein z; € X;
(dieses ist eindeutig, falls X; Hausdorff ist). Wir haben also
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Dann ist mit = (x;);er U(z) CU:
Es reicht, sich auf eine Subbasis zu beschrianken. Es sei U € U(x) N S.
Dann ist U = U; x [[;e; 1y X5 = p; HU;] € pilU]. Also ist U € U.

2. Weil p; stetig und [, ; X; nichtleer und kompakt ist, ist p;[X] = X;
kompakt.
O

Satz 7.12 (Heine-Borel). Jede Teilmenge von R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis: Weil R™ als metrischer Raum die Hausdorff-Eigenschaft hat, ist K
abgeschlossen. Weiterhin ist

K< |J B(,n)

neN~{0}

Also hat diese Uberdeckung eine endliche Teilitberdeckung, {B(0,n;),i < k}.
Dann ist K C B(0,n) mit n = max(nq, ..., ng).
Die Riickrichtung wird in der Analysis bewiesen. [
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Kapitel 8

Satz von Stone-Weierstraifl

Definition 8.1. Es sei (X, &) ein topologischer Raum.
C(X)={f: X = R| f stetig }
ist die Menge aller stetigen reellen Funktionen auf X.

Definition 8.2. Es sei (X, &) ein kompakter topologischer Raum. Auf C'(X)
definieren wir folgende Metrik:

d(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| [z € X}

Bemerkung 8.3. Die Metrik ist wohldefiniert, da f(X) als kompakte Teil-
menge von R insbesondere beschriankt ist und somit ein Supremum besitzt.
Dass alle geforderten Metrik-Eigenschaften erfiillt sind, ist klar.

Definition 8.4. Es sei V = (V, +) ein K-Vektorraum, wobei K ein Korper
ist. (V,+, v, skalar) ist eine K-Algebra, falls (V,+,0, ) ein Ring ist.

Beispiele 8.5.

1. Der Raum der Polynome iiber R,
R[X] = {Z a;x' |n € N,a; € R}
=0

ist ein unendlichdimensionaler R-Vektorraum. Die Monome {z"|n € N}
bilden eine Basis. Mit der bekannten Multiplikation ist R[X] eine R-
Algebra.
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2. Der Raum der stetigen Funktionen C'(X) ist eine R-Algebra mit (f -
g)(x) = f(2)g(x).(f +9)(x) = f(x) + g(x), (r- f)x) = r- f(x). Er

besitzt sogar eine 1, ndmlich die konstante 1-Funktion.

Definition 8.6. Es sei D C C'(X). A(D) sei die von D in C(X) erzeugte
Unteralgebra von C(X), d.h. C(X) ist die Menge der Polynome in Elementen
von D:

A(D) = { Z Ay, dit e dl” | n,r € NN {0},d1,....,dr € D,ay, .., € R} .
0<vq

Satz 8.7 (Der Satz von Stone und Weierstrass). Fs sei X kompakt und

Hausdorff’sch, D C C(X) erfiille

(a) Ve € X3f, € Df.(x) #0
(b) Yo,y € X(x #y — Ifay € Dfay(@) # fay(y))

Dann gilt in der Topologie der gleichmdfigen Konvergenz (C(X),d), dass
A(D) =C(X).

Lemma 8.8. Es gibt Polynome p, € R[X], sodass Vnp,(0) = 0 und auf
I =10,1] die Folge (pp)nen gleichmdpig gegen t — v/t konvergiert.

Beweis: Wir setzen:

Po(t) = 0. pusa(t) = palt) + 3 (¢~ P2(1)

Dann ist Vn € N:

1
(VE=puna(t)) = (VE=pa(8) (1 = 5(VE+ (1)) (1)
Wir beweisen induktiv iiber n gleichzeitig noch zwei Eigenschaften:
Vit pn(t) >0 (2)
2V

0<VE—pu(t) < i

e Der Anfang ist klar.
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o Gelte (2),, und (3),. Zu zeigen ist (2),+1 und (3),41. Es gilt

DO | —

P (t) = pult) + 5 (t = p2(t)) > 0
—~—

>0 v
- >0 nach 3,

Wir setzen Gleichung (1) ein und erhalten

(24 (1 DVA(-) = (@2+ (04 DVA(VE = pul®)(1 — 3 (VE+ pul0)
(@ nVDVE = pul0) + VVE+ pa() (15 (VE+pu(0)
< @VE+ VAWV + a1~ 5)(VE+ palt))
= 2VA(L+ (VI p(B)(1 — 5(VE + pu(0)
= 0VH(1 — {(VE+ palt)?) < 2
Aus (3) folgt, dass
sup{[VE — pa(t)] | £ € 0,11} = 0

]

Lemma 8.9. Es sei [ = [—a,al,a € R,a > 0. Dan gibt es eine Folge von
Polynomen, die auf I gleichmdfSig gegen t — |t| konvergiert.

Beweis: Es seien die p, wie in Lemma (8.8 und sei

¢ 2
Qn ‘= G Pn | —
a

Dann konvergiert die Folge (¢, )nen gleichmifig gegen |t| auf [—a, a]. O

Lemma 8.10. Es sei X kompakt und Hausdorff’sch. Es sei A C C(X) eine
topologisch abgeschlossene Unteralgebra von C(X). Dann sind fir f,g € A
auch die Funktionen |f| € A, max{f,g} € A, min{f, g} € A.

Beweis: Es ist

win{f,g} = 5(f +9) — 51/ — glmax{f.g} = 5(f +9) + 51 g
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Also bleibt nur zu zeigen, dass f € A — |f| € A. Wir haben ¢,(t) wie im
2.Lemma, dass auf [—a, a| gleichmiBig gegen |¢| konvergiert. Dann konvergiert
qn o f gleichméBig gegen |f|, denn, falls Vt € [—a,a]|g.(t) — ||| < e, so ist
Ve € X|g.(f(x)) — |f(2)|| < e. gnof € A, da A eine Unteralgebra und g,
ein Polynom ist. [l

Lemma 8.11. Es sei A eine Unteralgebra von C(X), X kompakt und Haus-
dorff’sch. Dann ist A eine Unteralgebra von C(X).

Beweis: Da C'(X) ein metrischer Raum ist, hat jedes f € C'(X) eine abzihlbare
Umgebungsbasis.

Es sei f,g € A,c € R. Es gibt zu f und ¢ konvergente Folgen Qfnsgn AUS
A. Dann ist z.B. f-g=1lm, ,oo(qrn - ggn)- O

Beweis des Satzes: Es sei D C C(X) wie in der Voraussetzung, f € C(X).
Zu zeigen: d € A(D).

e 1.Schritt: Zu je zwei Punkten y,z € X gibt es ein h € A(D), sodass
h(y) = f(y),h(z) = f(2): Es gilt nach Voraussetzung f; € D, fi(y) #
0,f» € D, f.(2) # 0. Dann ist f, = %,fz = hf—é), sodass f,(y) =
1, f.(y) = 1. Weiterhin gilt

hi = fy+fz _fy : fZ € A(D) — hl(y) = hl(Z) =1

Falls y # z, so gibt es nach Voraussetzung hy € D, hy(y) # ha(z). Dann
erfiillt

F) - fG) . f@h() — fh)
e T ) —m) < P)

die Bedingung.
Falls z = y, so nehmen wir

_ fy)
"= W)

.fy

e 2.Schritt: Nun nutzen wir die Kompaktheit von X. Behauptung:

Ve > 03z € X3h, € A(D)h.(z) = f(2) AVx € Xh,(z) < f(x) +¢
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Fir alle y € X3¢, € A(D), sodass g,(2) = f(2),9,(y) = f(y) nach

dem ersten Schritt.
VyaU, € % (y)Vz € Uyg,(z) < f(z) +¢

nach Stetigkeit von f. Die Mengen {U, | y € X} iiberdecken X und
besitzen somit eine endliche Teiliiberdeckung U,,, ..., U,, . Dann erfiillt

h, :=min{g,, |i =1, ...k}
die Bedingung.

e 3.Schritt: Vz € X sei h, wie im zweiten Schritt. Dan gibt es Umge-
bungen, s.d. h,(y) > f(y) — € in der Umgebung. Bilden des Maximums
zeigt die Behauptung.

]
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Kapitel 9

Uniforme Riume

Definition 9.1. Es sei X eine Menge und seien A, B C X x X. Wir setzen

(a) A = {(12) | (,9) € A}.

(b) BA = {(x,y)|32(z,y) € BA (z,2) € A}.

(c) A2 = AA, A"l = AnA.

(d) A C X x X heifit symmetrisch, wenn A= = A,

(e) Wenn X aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir A = {(z,x) |z €
X}

Nun gelten (AB)™' = B7'A~! und A(BC) = (AB)C. Wenn A C B, so
ist A= C B~! und fiir jedes C, AC C BC, CA C CB. Falls A C A so ist
ACA™

Definition 9.2. X Menge. ZZ C X x X heifit uniforme Struktur oder Nach-
barschaftsfilter auf X, wenn folgendes gilt

U AP undVAe #(VBC X xX)(B2A—BeX).

% ist gegen endliche Schnitte abgeschlossen

VAew A CA.

VU ew) U ew).

YU eV ewViCU.
(X, %) heiBt uniformer Raum.

Definition 9.3. Es sei Z eine uniforme Struktur. 4 C % hei3t Fundamen-
talsystem fiir %, wenn YU € B € 4B C U.
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Satz 9.4. Ist B eine Fundmentalsystem fir % so sind auch B = {AN
A7V A e B} und B, = {A™ | A € B} Fundamentalsysteme.

Beweis: O

Satz 9.5. Es sei B C P (X x X). B ist Basis fir eine uniforme Struktur
genau dann wenn folgendes gilt:

(a) Fiir jedes endliche Teilmenge %y von A gibt es ein C € B, so dass
C C N Ho.

(b) VB € BA C B.

(c) VB € 3B’ € #B' C B~

(d) VB € #3B' € #(B')* C B.

Wenn (a) bis (d) gelten, dann ist BB Basis der uniformen Struktur % (#) =
(VCXxX|3BeBBCV).
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Kapitel 10

Quotienten und
Gruppenoperationen

Wir erinnern uns zuerst an die Quotiententopologie: Es sei (X, &) ein topo-
logischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation und p: X — X / ~ definiert durch
p(z) = [z]~. Die Quotiententopologie von (X, 0, ~), die auf X/~ lebt, ist
gegeben durch

O.={VCX/~|p[V]e 0}

Satz 10.1. Es sei (X, O) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation.
Dann gilt:

1. Wenn X kompakt ist, so ist X/~ kompakt.
2. Wenn X (weg-) zusammenhdngend ist, so ist X/~ (weg-) zusammenhingend.

Beweis: 1. p ist stetig, also ist p[X| kompakt. Weil p surjektiv ist, ist
plX] =%/~

2. p ist stetig, also ist p|X]| (weg-) zusammenhéngend. Weil p surjektiv
ist, ist p[X] = X/ ~.
O]

Beispiele 10.2 (Das Zusammenfalten von Raumen). Es sei A C X abge-
schlossen. Wir schreiben X/a fiir X/~, wenn ~ wie folgt definiert ist:

r=1y r¢ A

xwy:<:>{
r,y€e A
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Dies ldsst sich auch endlich oft iterieren:
X/A1,A2 = (X/Al)/(AQ/AJ

Fiir zwei abgeschlossene, disjunkte Mengen. Alternativ kann man auch ~ wie
folgt definieren:

T=y x ¢ AU Ay
T~y == sr,ye A
T,y € Ay
Satz 10.3 (Homoomorphietyp eines Kegels). Es sei X C R"™. Der Kegel CX

ist definiert als
CX :=Xx0.1/x x {13
Es seip € R, CX ist Homéomorph zu
CX ={(1—t)-z+t-plte]0,1],z € X x {0}}
Beweis: Wir definieren f: X x [0,1] — CX wie folgt:

fle,t) =1 —t)-x+p-t

f ist stetig nach unserer Kenntnis der Analysis. Weiterhin gilt

JIX xA{1}] = {p}
Ebenfalls ist f |xx[0,1) injektiv. Also ist die Quotientenabbildung wohldefi-
niert, stetig und bijektiv. Wir rechnen nicht nach, dass sie offen ist. O]

Beispiel 10.4 (Die abgeschlossene Einheitskugel). Es sei
B":={reR||z| <1}, S" ' i={z eR"||z| =1}
Es gilt S"~1 = 9B". Es sei n > 1. Dann gilt
Bn/Snfl >~ gn g RnJrl

Beweis: Wir definieren zuerst f: B™ — S™ durch

~ . Y

fly) = —cos(lyl)ensr + Slﬂ(ﬂlyl)(m7 0)
Wir glauben, dass f stetig und, dass Im(f) = S" ! ist. Weiterhin ist f|gn_gn-1
injektiv und f[S" '] = {e,y1}. Also ist

f:B st — 8"

ein gesuchter Homéomorphismus. O]
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Beispiel 10.5. Es gilt

S™ x [—1,1]
Snox {1}, 8" x {-1}

o~ Sn+1

Beweis: Es sei H: S™ x [—1,1] — S definiert durch
m T
H(z,t) = cos (5(15 + 1)) (0,—1) + sin <§(t + 1)) (,0)

Dann gilt H(z,t) € S"™, falls z € S™. Wenn wir uns erneut auf die induzierte
Abbildung zuriickziehen, erhalten wir den gewiinschten Homéomorphismus.
O

Definition 10.6. Es seien X eine Menge, R C X X X eine Relation. Dann
ist Eq(R) die kleinste Aquivalenzrelation auf X, sodass Fq(R) 2 R. Eq(R)
heilt die von R erzeugte Aquivalenzrelation

Eq(R) := ﬂ{R' D R| R Aquivalenzrelation}

Wir schneiden iiber eine nichtleere Menge, da X x X O Eq(R) eine Aquivalenzrelation
ist. Alternativ: Ry = AU R,

Rn—l—l - Rn U {(I, Z) ‘ Ely(l‘,y) S Rn A (yv’Z) S Rn}
Dann erfiillt R := |J R,11 die Bedingung.

Beispiel 10.7 (Mobiusband). Es sei X := [0,1] x [0,1], und R definiert
durch R = {((0,y),(1,1 —¥)) |y € [0,1]}. Es sei ~ die von R erzeug-
te Aquivalenzrelation (wobei wir lediglich die Diagonale hinzufiigen). Dann
heifit X/~ Mobiusband.

Beispiel 10.8 (Klein’sche Flasche). Es sei
X =8"x[0,1], R:={((z,9.0), (z,~y, 1)) | (x,y) € S}

Es sei ~ die von R erzeugte Aquivalenzrelation. X/~ heifit Klein’sche Flasche.
Beispiel 10.9 (Projektiver Raum). Es sei X = R"™ \ {0}. Es sei

~i={(z,y) € X | IN e Rz = \y}

~ ist eine Aquivalenzrelation. RP® = X/~ (der projektive Raum) ist der
Raum aller 1-dimensionalen Unterrdume des R".
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10.1 Quotienten nach Gruppenoperationen

Definition 10.10. Es sei (G, o0,¢e) eine Gruppe und X eine Menge. Eine
Abbildung -: G x X — X heiit Gruppenoperation, wenn sie die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

(i) Ve € X(e -z =x)
(i) Vf,g e X((feg)-z=f-(g-2))
Es sei x € X fest. Wir schreiben
Gr:={g-z|g € G}
Gz heifit die Bahn oder der Orbit von x. Es sei
Gy ={g9eCG|g-z=uz}

G, heif3t die Standgruppe oder Isotropiegruppe von x.
Die Gruppenoperation heifit transitiv, falls

Ve,ye Xdge G (g-z=y)
Aquivalent, falls Vo € X Gz = X
Bemerkung 10.11. Aufgrund der Assoziativitét schreiben wir einfach
fgr:=(fog) x=f (9-2)
Korollar 10.12. 1. G, ist eine Untergruppe von G.
2. Die Bahnen Gz sind Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation

~={(z,y) e X x X [Jg € G gz =y}

3. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Die Abbildung

cGEx X - X
(9,7) — gx

1st eine Gruppenoperation.
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(b) Die Abbildung

G — Sym(X) :={f: X — X | fbijektiv}
g — (z = gz)

st ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Es sei G eine Gruppe, X eine Menge, - eine Gruppenoperation.

1. e € G, nach (i) der Gruppenoperationsaxiome. Es seien g,h € G,.
Dann gilt
(goh)-x=g-(h-2)=g-z=2x

also gilt (go h) € G,.
2. Klar.
3. Es sei (v — gz) =: ¢(x).

(a)=(b) :Wir iiberpriifen, dass z ein Gruppenhomomorphismus ist. Weil
Vo € Xex =z, ist ¢(x) = id. Es sei x € X beliebig.

¢(gh)(x) = (goh)(x) = g-(h-z) = g:(6(h)(x)) = d(9)(d(h)(x)) = (¢(g)o¢(h))(x)

(b)=(a) : Es sei x € X beliebig. Weil ¢(e) = id, gilt

Weiterhin gilt (nach Homomorphismuseigenschaft):
(goh)-x=d(gh)(x) = 6(9)(6(h)(x)) = &(g) - (¢(h) - @)
]

Definition 10.13. Es sei G x X — X eine Gruppenoperation und A C X.
Die Standgruppe von A ist definiert als

Ga={g€G|gA=A}
wobei gA := {ga|a € A}.
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Definition 10.14. Der Bahnenraum von G und X ist
Xjc:={Gx|x € X}
Beispiele 10.15.

1. Es sei X = R™ mit der Standardtopologie und G := GL(n,R) die
Gruppe aller Matrizen A € R™*"™, sodass det(A) # 0 mit der Matrizen-
multiplikation. Wir betrachten die Operation von G' auf R durch

(A,r) — Ar

Dass dies eine Gruppenoperation ist, folgt aus den Erkenntnissen der
linearen Algebra.

Der R" zerfillt unter dieser Operation in zwei Bahnen: {0} und R~ {0}.
Dies folgt aus dem Basiswechselsatz.

2. Es sei
X =G(n, k) ={V|3vu, ..,v5 Vi <nvy & (U1, e, U1, Vi1, ooy Un)AV = (01, o, 00 }
der Raum der k-dimensionalen Unterraume von R" und G = O(n) =
{A e R | AT = A7'} mit der Matrizenmultiplikation.
Wir betrachten die Operation von G auf X durch
(A, V) = (A, (v, ..., ) —> (Avq, ..., Av,)

Es sei A:=RF x [T, ,{0} € R™. Fiir G, gilt

Ga= ;::{AGO(n)HAleO(k)HAgeO(n—k)A:(1?)1 /(1))
2

G4 2 G ist klar. G4 C G4 folgt mit ein bisschen linearer Algebra.
Wir behaupten, dass O(n) transitiv auf X operiert. Es sei

U= <bl, ...,bk>, V= <Cl,...,Ck>

mit b;, ¢; Orthonormalbasen von U resp. V. Diese ergénzen wir zu Or-
thonormalbasen von R"™. Die Basiswechselmatrix ist dann Orthonormal.
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Lemma 10.16. Wenn G transitiv auf X operiert, so ist fiir jedes x € X die
Abbildung

O Cla, > X
9] — gz

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis: Zuerst die Wohldefiniertheit. Es sei g; ~ g2, d.h. 3h € G, (g1h = go).
Dann gilt
¢(92) = g2r = gihx = gi(hx) = g1z = $(g1)

Injektivitit: Es sei ¢(g1) = ¢(g2). Dann ist g1z = ¢(g1) = ¢(g2) = goz. Also
ist g, 'g1x =z und g5 'g; € G,. Damit gilt

g = 92095 1) = g1 ~ 9o

Surjektivitit: Es sei y € X. Dank transitivitdt der Operation gibt es ein
g € G, sodass gr = y. Dann gilt

o(lg]) =gr =1y
0

Definition 10.17. Es sei (G,0) eine Gruppe, ¢ eine Topologie auf G.
(G, 0, 0) heiit topologische Gruppe, falls die Abbildung

G@xGE—=d
(g,h) — gh™

stetig ist.

Lemma 10.18. FEs sei (G,0,0) eine topologische Gruppe. Dann sind fol-
gende Abbildungen stetig:

1. .G =G axr— 27!
2. 0:GxG— G, (a,b) — ab
Beweis:
1. Es gilt 7! = (1,id) o - und (1,id) ist stetig, da id und = — 1 stetig

sind.j
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2. Es gilt o = (id, ™) o - und (id, ~!) ist stetig, da ~! stetig ist (nach 1).
[

Bemerkung 10.19. In einer topologischen Gruppe sind die Linksmultiplikati-
onl, = (h — gh) und Rechtsmultiplikation r, = (h — hg) Homéomorphismen.

Beweis: Da - zweistellig aufgefasst stetig ist, ist jede einstellige Version eben-
falls stetig, da
lg =-° (gaid) © (2d7 _1)

Da ~! = .o (1,id) stetig ist. Weil l;l = l,1, ist die Umkehrabbildung stetig
und [, ist bijektiv, da G eine Gruppe ist. n

Definition 10.20. Es sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergrup-
pe. Der Quotientenraum &/m mit der Quotiententopologie heifit homogener
Raum

Korollar 10.21. Die Abbildung p: G — G/u ist stetig und offen.

Beweis: Es sei U C G offen. Zu zeigen ist, dass p[U] offen in ¢/u ist, d.h.
p~![p|U]] ist offen in G. Dies gilt, denn

p~plU)) = | Uh = J{rulU] | h € H}

Und fiir jedes h € H ist r,[U] offen (da rj, ein Homéomorphismus ist).  [J

Bemerkung 10.22. Falls H abgeschlossen ist in G und G Hausdorff’sch, so
ist G/H Hausdorff’sch. Wenn G/u T ist, so ist H abgeschlossen.

Bewers: Wir behaupten, dass

R={(g1,92) € Gx G| gig;' € H}

Wobei g Rgy <= dh € Hg h = gs.
Falls g1 = hgy, soist h = g1g; ' € H. Falls g19,* € H, s0 ist g1 = g195 G-
Nun gilt, dass

GxG~R=-"'G~\ H]

und G ~\ H ist abgeschlossen.
Wenn &/u Ty ist, so ist {1} abgeschlossen und somit auch p~'[{1}] = H. O
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Kapitel 11

Homotopie

Definition 11.1. Es seien X, Y topologische Réume, f,g: X — Y stetig. f
heifit homotop zu g (via h) genau dann, wenn h: X x [0,1] — Y stetig ist
und

Ve e X h(z,0) = f(z) A h(z,1) = g(z)
Man schreibt kurz f ~j, g. f ~ g heifit h f ~, g.

Definition 11.2. f ~j 4 g, genannt, f und g sind homotop relativ zu A via
h, bedeutet f [ A=g | Asowie f~,gundVtel h [A=f[]A=g][A.

Beispiel 11.3. Es sei X = C~\ {0} und v1,72: I — X gegeben durch ~;(t) =
exp(mit), y2(t) = exp(—mit).

Satz 11.4. Die Homotopie (relativ zu einer Menge A) ist eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der stetigen Funktionen von X nach'Y .

Beweis: Reflexiv: Es sei h(x,t) = f(z).

Symmetrisch: Es sei h stetig, sodass h(z, ()) = f(z),h(z,1) = g(x). Weil die
Abbildung ¢: ¢t — 1 — t stetig ist, ist A’ = h o (id, ¢) stetig.

Transitiv: Es sei f ~p, 9,9 ~p, h. Es sei

hz,) = {hl(x,Qt) t <

N N

hg(l‘,Qt — 1) t>

Dies ist wohldefiniert, da hy(z,1) = g(x) = he(z,0). Weiterhin ist h stetig,
da h [ X x [0,3] und h | X x [3,1] stetig sind (nach Satz 2.8) O

’ 92 29
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Lemma 11.5. Es seien fo, f1: X =Y sowie go,91: Y — Z und sei fo ~p,
f1,90 ~ny 91. Dann ist go o fo ~u g1 © f1, wobei

H(x,t) = hy(ho(x,t),1)

Beweis: Zuerst ist H: X x I — Z als Einsetzung stetiger Funktionen in eine
stetige Funktion stetig. Weiterhin gilt

H(z,0) = hy(ho(x,0),0) = hi(fo(x),0) = go(fo(r)) = (g0 © fo)(x)

H(J}, 1) = hl(ho(x7 1)7 1) = hl(fl(x)a 1) = gl(fl(x)) = (91 © fl)(x)
]

Beispiel 11.6. Es sei g: R — {0}, f =id: R" — R™. Dann ist f ~ g mit
h:R"x I —R" h(z,t)=x—tx

Denn h ist stetig laut der Analysis und h(z,0) =z = f(z),h(z,1) =z —x =
0=g(x).

Definition 11.7.

1. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit Homotopiedquivalenz genau
dann, wenn

ElgiY—)YgOfNidx/\ngNidy

2. Zwei topologische Réume X,Y heilen homotopiedquivalent, wenn es
eine Homotopiedquivalenz gibt. Wir schreiben X ~ Y.

3. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn X zum Ein-
punktraum homotopiedquivalent ist.

Bemerkung 11.8. Die Homotopiedquivalenz ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation:
1. X ~ X durch f =1d.

2. Falls X ~ Y durch f und g dies bezeugt, so ist Y ~ X durch g (dies
wird von f bezeugt).
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3. Essei X ~ Y durch f; (bezeugt von f;) und Y ~ Z durch go (bezeugt
durch ¢1). So ist X ~ Z durch gg o fo (bezeugt von f o gy):

(goo fo)o(fiog) =goo(foofi)ogi~gooidxogi=gopog ~idy

Nun folgt (goo fo)o(f10g1) aus transitivitiat von ~. Die andere Richtung
folgt genau so.

Bemerkung 11.9. Wenn X und Y homoéomorph sind, so sind sie homoto-
piedquivalent:

Es sei f: X — Y stetig, offen und bijektiv. Dann sind X und Y homoto-
pieiquivalent durch f, bezeugt von 1.

Bemerkung 11.10. Kompaktheit und topologische Dimension sind nicht
invariant unter Homotopiedquivalenz.

Lemma 11.11. X ist zusammenziehbar genau dann, wenn es eine Abbildung
h: X x I — X und ein xqg € X gqibt, sodass

Ve e X h(z,0) =z, h(x,1) = xg

Beweis: Es sei X zusammenziehbar und sei f: X — {0}, ¢: {0} — X, sodass
fg ~idx. Es sei zg = g(0). Dann gilt fg(z) = 2o und nach Homotopie von
gf und idx gibt es h: X x I — X, sodass

Ve € X h(x,0) =idx(x) =z, h(z,1) = gf(x) = o

Also erfiillt X die andere Bedingung.
Essei h: X x I — X und zy € X, sodass

Ve € X h(x,0) =z, h(z,1) =z

Dann ist X Homotopiedquivalent zu {xo}: Es sei f(z) = xq, g(zo) = xo. f
und ¢ sind stetig, weiterhin gilt

h(z,0) =z =idx(x) h(z,1) = 2o = fg(zx)

Also ist idx ~p, fg(x). Weiterhin ist g f(zo) = 2o und damit gf = id,, und
gleiche Funktionen sind homotop. ]

Definition 11.12. X C R" heifit sternformig, wenn es xq € X gibt, sodass

Vee XVtel (1—t)zy+treX
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Bemerkung 11.13. Ist X sternférmig, so ist X zusammenziehbar.

Lemma 11.14. FEs sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum.
Dann gilt: Fxistiert ein h: X x I — X, sodass

Ve e X (h(z,0) =xAh(z,1) e ANz € A— h(z,1) =2)
So sind A und X homotopiedquivalent.

Beweis: Es sei h wie im Lemma. Es sei f: X — A definiert durch f(x) =
h(z,1) und g: A — X die Inklusion. Wir behaupten, dass gf ~ idy und
fg ~ida. Weil hi|a = idy, ist f|a = id4 und somit fg = id4. Weiterhin ist
gf ~idyx durch h, denn
Vo € X h(z,0) =z Agf(z) = g(f(x)) = g(h(z,1)) = h(z,1)
O

Beispiele 11.15. 1. Z := S' xR ist homotopiedquivalent zu S!, denn S* =
St x {0} und h: Z — Z, definiert durch

h<xay7t) - (Ivy - ty)
erfiillt die Bedingung des Lemmas.

2. 8"~ R~ {0}. Es sei h: R\ {0} definiert durch

h(z,t) = —

IREIRE

Dann erfiillt h die Bedingung des Lemmas.

11.1 Die Fundamentalgruppe

Definition 11.16. Es sei X ein topologischer Raum, xq € X. Wir definieren

QX 20) == {7 € ([, X) [ (0) =~(1) = zo}
Die Fundamentalgruppe von (X, zg) ist

7Tl (X, .%'0) — Q(X7$O)/Nrel({0,1})
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Mit der Verkniipfung

[f]*[g] = [f * 9]
mit
~h(20) 0<t<1
(f*g)(t)—{h(%_l) %étﬁl

und neutralem Element €,, := (z — x9).
Fiir den Beweis, dass dies eine Gruppe ist, benttigen wir:

Lemma 11.17. Es sei v: [0,1] — X eine Schleife und ¢: I — I stetig,
sodass ¢(0) = 0,¢(1) = 1. Dann sind vy o ¢ und v Homotop.

Beweis: Es sei H definiert durch
H(t,s) = v((1 = s)t + s¢(t))

Dann ist H eine Homotopie von v und v o ¢: H ist stetig laut der Analysis
und

H(t,0) =~(t), H(t,1) =~(o(t))
weiterhin ist
H(0,5) = 4(0+0) = 7(0), H(L,s) = 7(1—s+5) =¥(1)
O

Lemma 11.18. Es sei v: I — X stetig und 7: I — X definiert durch
(t) =~v(1 —t). Dann ist v x5 homotop zur konstanten xy-Abbildung.

J(2ts) t <
H{t,5) = {7(2153 +1—-2s) t>

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn

H(%,s) :7(5):7(1—1+s):7<1+s):7<s+1—25)zﬂ(1,s>

Beweis: Es sei

N N

2

Weiterhin ist sie eine {0, 1}-Homotopie, denn
~ J2(0) =~ %75(0) t<1i (@)

0= {7(1) — (0 =7#70) t2 } A= {—
H(0,s) = ~(0), H(1,5) =7(2ts + 1 —2s) =7(1) = ~(0)
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Lemma 11.19. Die Verknipfung [f] * [g] definiert wirklich eine Gruppen-
operation.

Beweis:

1. fxg wie in der Definition ist ein Weg, denn fx*g | [0, %] sowie fxg | [%, 1]
ist stetig, also ist auch h stetig. Weiterhin gilt

h(0) = f(0) =z, h(1) = g(1) = o

2. Die Aquivalenzklasse von f ¢ ist unabhingig von der Wahl der Re-
présentanten: Es sei fo ~0,1},n, f1,90 ~{0,1},n, 91 Wir behaupten, dass

H(t. ) = Hy(2t, ) t <
U Hy(2t—1,8) t>

D= D=

eine {0, 1}-Homotopie von fy * go und f; * g1 ist, denn

{H1(2t, 0) = fo(21) t <

H(t,0) =
BO= 0t —1,0) = gof2t—1) t>

N = N

} = fo* go(t)

Ebenso fiir s = 1, also ist H eine Homotopie. Ebenfalls gilt
H(0,5) = H1(0,5) = fo(0) = (fo * 90)(0)

H(1,s) = Ha(1, ) = go(0) = (fo * 90)(0)
also ist H eine {0, 1}-Homotopie.

3. Essei f eine Schleife und ¢ die konstante x¢p-Abbildung. Die Homotopie
von g * f und f folgt aus Lemma [11.18| Da die Abbildung

o(x) = {O s

2v x>

D= D=

Die Bedingungen des Lemmas erfiillt und g * f = ¢ o f, sind g * f und
f homotop.

4. Es sei f: I — X eine Schleife. Wir behaupten, dass
flz) = f(1-x)

invers zu f ist. Dies folgt aus Lemma|11.18
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5. Assoziativitéit: Es seien fo, f1, fo Schleifen. Zu zeigen ist, dass (fox f1)*f2
und fo * (f1 * fo) homotop sind. Dies folgt, denn es gilt

m@t) i< n@t) t<
Yi*(y2xys) (t) = € 12(4t — 2) % <t< % (i y2)kys = (4t —1) t <
v3(4t —3) t>3 (2t —1) t>
und eine Homotopie ist gegeben durch
1 (775)
H(t,s) = { (dt — (1 +5))
Y3(1 — %)
denn
71 (4t) t<i 71 (2t) t<1i
H(t,0) =<yt —1) 1 <t<l Ht,1)=qpnAt—2) 1<t<3
(2t —1) t>3 v3(4t —3) t>32

Bemerkung 11.20. Wir kénnen Q(X, zo) erneut topologisieren durch die kompakt-
offene Topologie.

11.2 Die Fundamentalgruppe als Funktor
Definition 11.21. Eine Kategorie € besteht aus
1. eine Klasse von Objekten Obj(%),

2. zu je zwei Objekten X,Y € Obj(%) einer Menge Homg¢(X,Y) von
Morphismen,
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3. Zu je drei Objekten XY, Z € Obj(%) einer Verkettung

o: Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)
(f,9)—gof

sodass folgendes gilt:

Identitét: Zu jedem X € Obj(%) gibt es einen ausgezeichneten Morphis-
mus idy € Homg (X, X), sodass fir alle Y € Obj(%) und alle f €
Home (X,Y):

f=foidy=1didyof

Assoziativitit: Fir X,Y, Z, W € Obj(¢) und f € Homg(X,Y), g € Homy (Y, Z), h €

Homey (Z, W) gilt
hol(gof)=(hog)of

Beispiele 11.22.

1. Die Kategorie T op mit topologischen Rdumen als Objekten und steti-
gen Abbildungen als Morphismen.

2. Die Kategorie Top+ der Topologischen Réume mit Basispunkt als Ob-
jekten und stetigen Abbildungen, die die jeweiligen Basispunkte auf-
einander abbilden als Morphismen.

3. Die Kategorie Grp der Gruppen als Objekten und Gruppenhomomor-
phismen als Morphismen.

Definition 11.23. Eine Abbildung F: A — B ist ein Funktor, falls fiir alle
A € Obj(A) F(A) € B und

1. Flidy) = idrx)
2. F(fog)=F(f)oF(g)

Ein Funktor heifit kovariant, falls fiir alle f € Homy4(X,Y) gilt, dass F(f) €
Homp(F(X), F(Y).

Satz 11.24. Die Abbildung 71, die einem topologischen Raum mit Basispunkt
seine Fundamentalgruppe zuordnet, ist ein kovarianter Funktor von T op nach
Grp.
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Beweis: Da m1(X, x) eine Gruppe ist, ist die erste Eigenschaft erfiillt.
Es sei f: (X,x) — (Y,y) eine stetige Abbildung, sodass f(z) = y. Dann ist

m(f) = [ m(X,z) - m (Y y)
(] — [f o]
ein Gruppenhomomorphismus:

FlhysaT=1fe (=) =[(foy)*(for)]

Denn beide Abbildungen stimmen auf [0, l] und [%, 1] iiberein.

Weiterhin gilt: i
1. ids(7) = [idx 0~] = [7]. Also gilt id% = idnx.).
2. Es seien g € Homyp,(X,Y), f € Homy,,(Y, Z). Dann gilt
(ffog) = f(lgenl) =[fegonl=(fog) ()

11.2.1 Die Rolle des Basispunktes

Satz 11.25 (Die Rolle des Basispunktes). Es sei X ein topologischer Raum
und x,y € X. Jede Homotopieklasse von Wegen von x nach y induziert einen

Isomorphismus
(X, z) = m(X,y)

Beweis: Es sei 0: [0,1] — X ein stetiger Weg mit 6(0) = z,(1) = y. Wir
definieren

JJ: 71'1()(7 iL’) — 7-‘-1(‘)(7 y)

(] = [0 %y % 4]

Wobei 6(z) = 6(1 — ).

1. Js ist wohldefiniert, da Homotopie durch % erhalten bleibt (wie im
Beweis der Wohldefiniertheit von * fiir Schlaufen).

2. Js ist ein Gruppenhomomorphismus, da

[y1%y2) = [0 y1 %72 %0] = [0x Y1 %S0 %Yo % 6] = [0 %y % 0] % [0 % y2 % 0]
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3. Js ist bijektiv, da die Umkehrabbildung durch J;5 gegeben ist:
Js(J5)(7) = [0 %6y 0 % 0] = [1]
T5(J5(7)) = [0 0 %y % 6 % 0] = [1]
O

Korollar 11.26. Wenn X wegzusammenhdngend ist, hingt der Isomorphie-
typ von w1 (X, x) nicht von der Wahl von x ab.

Definition 11.27. Es seien 7,7, : I — X Schleifen (u.U. mit verschiedenen

Basispunkten). 7o und ; heiflen Geschlossen homotop, wenn es eine stetige
Abbildung h: I x I — X gibt, sodass

h(s,0) := ho(s) = 7(s), h(L, s) := h1(s) = 71(s)
und h; eine Schleife ist fiir alle ¢t € 1.

Bemerkung 11.28. Falls vq, 7, Schleifen sind und 7;(0) = 72(0), so gilt
Y1 ~{0,1} Y2 = 71 ist geschlossen homotop zu v,

Definition 11.29. Eine Schleife heiffit zusammenziehbar in X, falls es ein
x € X und eine geschlossene Homotopie h gibt, sodass v ~, €,.

Satz 11.30. Fine Schleife v ist genau dann zusammenziehbar in X, falls
7 {01} €4(0)-

Beweis: Es sei v ~ 1} €4(0) durch h. Dann gilt per Definition hg = v, h; =
€4(0). Weiterhin ist h(0,t) = v(0), h(1,t) = (1) = 7(0).
Es sei h eine geschlossene Homotopie von y und e, fiir zo € X. 7(s) = h(0, s)
ist ein Weg von xy nach x. Fir ¢t € [0,1] sei o4(s) = h(0,t - s). Damit ist
o: I xI— X,0(s,t) = o(s) = h(0,st) stetig. k: I x I — X sei definiert
durch

ki = (op % hy) x 7

h(0, 4st) 0<s< }L
k(s,t) = q h(4s —1,t) 1<s<3
h(0,6(2—2s)) 3<s<1

Dann gilt folgendes:
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L. ko(s) = (s)
2. ki ~mxT
3. Y~V TRT ~ €gy
4. €py ~VTHT
[

Lemma 11.31. FEs sei v: [ — X eine Schleife und sei 7: 1/j0,13 — X
die induzierte Abbildung. /{0,13 = S trage die Quotiententopologie und sei
B? = {x € R?||z| < 1}, B2 = {z € R||z| < 1}. Dann ist v zusammenziehbar
genau dann, wenn 7: S* — X eine stetige Fortsetzung auf B2 hat, d.h.

3f: B2 = X, fS'=7%

Beweis: Bs sei f: B2 — X stetig. Wir definieren H (s, t) = f(t - g([s])) fiir
s €10,1],[s] € 0U/0,13,g: 0U/10,13 — S, ¢ € [0,1]. Da Multiplikation stetig
ist, ist H stetig. Weiterhin ist Hy = €y(o) und H; = f. Weiterhin gilt fiir jedes
x, dass H(0,z) = H(1,z), da [0] = [1].

Es sei Hy = 7, H, = €,. Fiir y € B? gilt y = tx eindeutig mit z € S',t € I.
Wir setzen

flte) =H(z,1—1)
So gilt fiir x € S?, dass f(z) = H(z,1 — 1) = J(x) O
Satz 11.32. Es seien f,g: X — Y, h: X x I — Y, sodass f ~y g. Es sei

o € X,y(t) := h(zo,t), dann ist v: I — Y, sodass v(0) = f(xo),v(1) =
g(xo). Dann ist:

g.:o = J’Yof;O

Mit anderen Worten: Das Diagramm

Iz
7T1(X7 {Eo) - ? 7T1(Y7 yO)

9z
Iy

™ (Y7 yl)

kommutiert.
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Beweis: Es sei 0 € Q(X,x9) = {v € C(I,X) |~v(0) = (1) = xo}. Wir
behaupten, dass

ro(l0]) = lg ool = (Jyo f7)(lo]) =7+ (foo) xvy

Wir basteln uns die Homotopie k.

Ye(s) ==t + s(1 1))
l{?t I:%*(htOO')*’}/t
Dann ist k: [ x [ — Y stetigund k; = goo,ky=7*(foo)*7. O

Lemma 11.33. Es sei v: [ — X,7(0) = zo,7(1) = 21, f: X = Y. Dann
gilt:
f;‘kl © J’Y = Jfo'}’ © S:Zk()

Beweis: Es sei 0 € Q(X,xg). Dann gilt

fz 0 dlol) = £, (7 x o x91)
=[fo(F*ox7)
=[(fey)x(foa)*(fon)]
=[(fo) *(foo)*(fon)
= Jroy([f 0 0])
= Jtoy © frzo([0])

[l

Satz 11.34. FEs sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz. Dann gilt fir alle
xg € X, dass die Abbildung

Joo (X, z0) = T (Y, f(20))
] — [yo f]
ein Gruppenisomorphismus ist.

Beweis: Es seil f o g~y idy,go f ~y idx. Dann ist yo(t) = k(f(z0)),1 — )
ein Weg von f(g(f(xo))) nach f(xy). Weiterhin ist v, (t) = h(zo,1 —t) ein
Weg von gy nach g(f(xo)).

Die Abbildung ist ein Homomorphismus, denn f o €,, = €5(,). Weiterhin gilt

folyxa) =[fo(y*x) = [fov*for]= fi (W) * fa, (V']
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Die Abbildung ist injektiv, da (gof); = 9F o) fa, = J5, und letzte Abbildung

bijektiv ist. Die Abbildung ist surjektiv, da (f09)% o) = fo(s(z0)) °9F(z0) = 0
und letzte Abbildung surjektiv ist. In Diagrammen:

(9of)a
) 0
\id;‘:O)

WI(Xa Xo

(X, zo » (X, 9(f(0)))

)%

(fOQ)?(xO)

(Y, f(zo > (Y, (f o g)(f(w0))

))%m /

7T1(Y7 yo)

11.3 Lokale Produkte und Uberlagerungen

Definition 11.35. Es sei m: Y — X stetig. 7 heifit lokales Produkt/lokale
Faserung (unterer Zweig: Uberlagerung), wenn

Ve e XU e % ()N O {HFU#@tOp. Raum }

AFy # () diskr. top. Raum

y: 7 U] = U x Fy (prohy == | 7 HU))

Das heifit: Das Diagramm

Y 2 (U] ho = y U x Fy
Xﬁr;w] /
p1
UcCX

kommutiert.
F, := 7 '{z}] C Y heiit Faser von 7 iiber .

Definition 11.36. Ein lokales Produkt heifit globales (oder triviales) Pro-
dukt, wenn ein einziges F, h und somit stets U = X gewé&hlt werden kann.
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Bemerkung 11.37. hy | F, ist ein Homémorphismus F, = {x} x Fy.

Lemma 11.38. Essein: Y — X ein lokales Produkt und X zusammenhdngend.
Dann sind je zwei Fasern von m homoomorph.

Beweis: Es sei zp € X, Vo = {x € X | F, = F,,} sowie V; = X N\ V.
ist offen, da 7 ein lokales Produkt ist, da jede Umgebung von z, die wie im
lokalen Produkt ist, fiir alle 2’ € U F,, = F, erfillt und somit F, = F, gilt.
Es gilt, dass

Vi= |J {zex|FR=F}
yeX:Fy%”FzO
Da jedes {z € X | I, = F,} offen ist, ist 1} offen. Da X zusammenhéngend
ist und zo € V4, ist Vi = 0. O

Beispiele 11.39.

1. m=p: St x[0,1] — S ist offensichtlich ein globales Produkt, da
h = 1d gewahlt werden kann.

2. Essei M = 0,10x[0.1]/ mit (0,z) ~ (1,1 — x) das Mobiusband und
T M — S!
[z, y] — [#/50,13
7 ist ein lokales, aber kein globales Produkt.
7 B0 1] = {[z,y] |y € [0,1]}
Jede Faser ist also Homéomorph zu [0, 1]. Global hiefe, dass
M =St x[0,1]

Dann géibe es insbesondere einen Homéomorphismus M — [0, 1], ndmlich
p2 o h, welcher nicht existieren kann.

3. m: O(n) — 9M/jok)xom-k = G(n,k) ist ein lokales Produkt mit
Faser O(k) x O(n — k).

4. 10 8% = /= 52 mit v~ w <= 3N € S v = w ist ein lokales
Produkt mit Faser S*, aber nicht global, da in diesem Fall §3 = §% x 1
wére. Dies geht aber nicht, denn

m(S?) = {e}, m(S*x SN =m(S*) x m(S) ={e} xZ =17
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5. Essei Y = TS? = {(z,y) € R*xR¥|z € S% (x,y) = 0}. Es sei
7: Y — S? definiert durch 7(x,y) = z. Dann ist 7 ein lokales Produkt
mit Faser R? und ist nicht global nach dem Satz vom Igel.

Lemma 11.40. Es sei m: Y — X stetig. Dann sind dquivalent:
1. w ist eine Uberlagerung.

2. Fiir alle x € X existiert eine offene Umgebung U von x sowie I nicht
leer, sodass es fiir alle v € I eine offene Menge V; gibt mit

(a) 77U} =Use Vi
(b) Firi#jelistV;NV; =10
(c)Vieln [ V;:V,=U

In Formel:

Vee X W e (x)NO A #VieIIV, e 0x'[U] = Vi
el
AVi#VinV; =0
AVieIr [ Vii Vi — U

Beweis: Es gilt @ [ U; =p1 | (U x {i}) o h [ U;. Wenn jetzt U wie in (a) zu
x gewihlt ist, so ist U; := h™1[U x {i}] offen. O

Definition 11.41. Es sei X zusammenhéngend und 7: ¥ — X eine Uberlagerung,
s.d. fa. U Fy = I, 1 diskret. || heifit die Blatterzahl der Uberlagerung.

Beispiele 11.42. 1. Esseim = exp: C — C~{0}. 7 ist natiirlich surjektiv.
da fiir y = x + 2im gilt, dass exp(y) = exp(x), hat m Z-viele Blétter.

2. Es sei m: R — R/z = S! definiert durch 7(z) = x + Z. Hier ist die
Blétterzahl wieder unendlich.

3. Esseim: R — S! definiert durch h(t) = e**. Erneut ist die Blétterzahl
unendlich.

4. G = {—id,id} wirke auf S™. Dann gilt 5"/+ic = RP™. Es sei 7w die
Projektion. Dann gilt 7(z) = x, —x, also hat 7 zwei Blitter.
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5. Es sei z € Z ~ {0}, m,: S' — S! definiert durch 7,(z) = z*. Dies ist
eine Uberlagerung mit Blitterzahl Z.

Definition 11.43. Es sei 7: ¥ — X ein lokales Produkt und sei f: Z — X
stetig. Eines stetige Abbildung f: Z — Y heifit Hochhebung oder Lift von f
nach Y, wenn wo f = f.

Z—>\‘D7T —>U><FU

Proposition 11.44. Es seim: Y — X ein lokales Produkt. Es sei f: Z — X
und zu f existiere ein Lift f: Z — Y. Dann gilt:

V2o € Z 3yo € Y (f(20) = o, fu(m1(Z, %)) C mul(mi (Y, 30)))

Beweis: Zuerst gilt o f = f. Damit gilt auch f, = (7o f), = m, 0 f., da
f« = m(f) und m; ein kovarianter Funktor ist. Nun folgt:

felmi(Z, 20)] = (w0 f)[mi(Z, 20)] = m[fulmi(Z, 20)]] C melmi(Y, y0)]

Cm (Y,y0)
OJ

Satz 11.45. Es seim: Y — X ein lokales Produkt, v: I — X stetig, m(yo) =
~(0). Dann gibt es ein5: I =Y, 7(0) = yo, sodass mo f = f.

Beweis: ][0, 1]] € X ist kompakt. Zu x € v[[0, 1]] suche eine offene Umge-
bung U, von z wie in der Definition des lokalen Produktes. Nach Kompakt-
heit von ([0, 1]] gibt es eine endliche Teiliiberdeckung Uy, ..., U,. Nach der
Wahl der U; gilt

~

Vi <n3F, = Fy, hi: n7 U] — Uy x Fy,, pioh; == | U]

Insbesondere kénnen wir mit #g,...,¢,, toc = 0,t, = 1, t; < t;41 die U; so
wéhlen, dass v[t;, tiv1] C Uisq.

Es gilt hi(yo) = (7(0), f1) fir irgendein f; € Fy, und, da 7(yo) = 7(0), gilt
p1 o hi(yo) = 7(0). Es sei fiir t € [to, t1]

H1(t) = hi ' (v(8), fr)
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7 ist auf [tg, ;] stetig. Weiterhin gilt

Fi(t1) = hi'(v(t1), 1) = ha ' (v(t1), f2)

fir ein fy € Fy,. Fiir t € [ty, to] setzen wir

Fo(t) = hy ' (4(2), f2)

nach ein paar weiteren Schritten sind wir fertig. Nun sei
v = U ¥i
i<n
Dann ist 7: [0, 1] — Y stetig, da die Verklebung endlich vieler stetiger Funk-
tionen. Nach Konstruktion gilt fiir ¢ € [t;,;11] (¢ beliebig):
moA(t) =piohi(3) =piohiohi (v(t), fi) = ;i (v (1), fi) = (t)
O

Beispiel 11.46. Es sei m: R? — R, m(x,y) = x. 7 ist ein lokales Produkt. Wir
setzen (t) = (y(¢), f(t)), f: I — R stetig.

Satz 11.47. Es sei m: Y — X eine Uberlagerung, f: Z — X stetig und
sei Z zusammenhdingend. Es sei zg € Z,yo € © '[{f(20)}]. Dann gibt es

hichstens eine Hochhebung f: Z — 'Y, sodass wo f = f, f(z0) = vo.

Beweis: Es seien fi, f» beides Hochhebungen von f, sodass fi(zo) = Yo, =
1,2. Es sei 3 3
A={zeZ|fi(z)=fa(2)}, A=Z N A

A ist nichtleer, da zy € A. Weiterhin sind A und A’ offen: Es sei f(2) = fa(2).
Da f(z) € X, gibt es eine offene Umgebung U und es gibt I,U;,i € I, sodass
= =JUu

iel

und 7 | U; = U. Dann ist fiir 2 € V = fi U] 0 f5 7 U):

o fl(Zl) = f(z)=mo f2(21)

und damit ist auch fl(zl) = f2(21>, da 7 [ U; injektiv ist. Also ist V' C A.
Der Beweis fiir die Offenheit von A’ ist &hnlich. Da Z zusammenhéingend ist,
ist A’:V)und flzfg. ]
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Definition 11.48. Es sei m: Y — X eine Uberlagerung. Wir sagen U C X
hat die Uberlagerungseigenschaft, falls folgendes gilt:

1. U ist offen.

2. Es gibt ein diskretes D und D’ C D, sodass 7~ '{U] = (U, Va und die
V; offen und paarweise disjunkt sind.

3. Firalled € D' ist 7 | Vy: Vy — U.

Satz 11.49. Es sei m: Y — X eine Uberlagerung mit diskretem Raum D
und X zusammenhdingend. Es seien 7o,71: [0,1] — X Wege von xy nach
Yo, die {0,1}-homotop sind via H. Es sei o € m ' [{x}]. Dann gibt es eine
eindeutige Hochhebung H: [0,1] x [0,1] — Y und eindeutige Wege 7o, 71,
sodass

1. moH =H.
2. oY = Yo-
3. moy =1.

4- 70(0) = 71(0) = o, Yo(1) = 7 (1).
Falls xg = yo, so ist nicht unbedingt £o = Jo(1) = 71(1).

Beweis: Wir wihlen N M € N, 0 =55 <51 < ... <sy=1,0=1t <t <
... <ty =1 sowie

Qij = [Si—1, 8i] X [tj_1,tj] 1<i1<N,1<) <M

sodass H[Q,;] € Ui; und U;; € X die Uberlagerungseigenschaft hat. Dies
ist moglich nach der Kompaktheit: Wir wéhlen zuerst fiir jedes x € X ein
U, mit der Uberlagerungseigenschaft und benétigen nur endlich viele dieser
U,. Diese approximieren wir dann mit den Késtchen.

Dann gibt es ein d € D sowie Vg, 2y € Vy, Vy; C Y offen und

[ Var Vg i Ui
Wir setzen H | Q1 = (7 [ Vy) "' o H | Q1. Es gilt
H(0,0) = (7 N"YH(0,0)) = (7 ) (z0) = 7o

96



Mildenberger Topologie SS 2025

Wir setzen H auf Q, ; fiir j < M fort, sodass fiir alle s mit (s,;) € Q11 N
Ql,ji 5
H | Quj1=(H T Qu)(0,t)

Nun wihlen wir H | Qo fiir 1 < j < N, sodass

(H | Quj)(s1,t) = (H | Qop)(s1,t) Vt € [tj_1,1]

sowie H | Q2 = (m | Vi)™t o H | Qo fiir geeignetes V. Nun setzen wir H
wie oben fort. O

Korollar 11.50. Es sein: Y — X eine Uberlagerung, X zusammenhdingend.
Es sei 7:[0,1] =Y ein Weg, sodass 7(0) # (1) und

(mo9)(0) =(moF)(1) =z € X
Dann st
[0 A] # [€x,]

Beweis: Es sei die Behauptung falsch und H: [0, 1] x [0,1] — X eine {0, 1}-
Homotopie von 7 o y und . Es sei 7y € 7' [{zo}] und H: [0,1] x [0,1] —
X die eindeutige Hochhebung, sodass 7(0) = H(0,0) = 2. Da H eine
{0, 1}-Homotopie ist und H(1,1) = €;,(s) = 2o, ist insbesondere H(0,t) =
Zo, H(1,t) = &y. Damit gilt

7(0) = H(0,0) = @ = H(1,0) = 5(1)
ein Widerspruch. O

Korollar 11.51.
(7T1<Sl7$0)7 ) = (Zv +)

Beweis: Es gilt S* =2 R/z (bzgl. der Operation von Z auf R). Da die Isomor-
phieklasse der Fundamentalgruppe unter Homoéomorphismen invariant ist,
reicht es also, mit R/z zu arbeiten. Fiir z € Z sei 7,(t) = tz sowie v, = 107,
Es sei weiterhin 7: R — ®/z die Projektion. Dies ist eine Uberlagerung. Wlr
behaupten, dass die Abbildung
U: (Z,4) = m(R/z,-)
n— [Yn]

ein Gruppenisomorphismus ist.
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1. ¥ ist ein Homomorphismus: Es seien 7, v,, Wege und n # m. Dann
gilt

Tn(2t) t <

Ym(2t —1) t>

= 7(2tn)
=7((2t — 1)m)

NI N

Vo * Y (t) = {

Es sei ¢ definiert durch

2tn_ 0<t<
o(t) = {?;t_ml)ern)

n+m

~
D=

dann ist ¢ stetig sowie ¢(0) = 0,¢(1) = 1. Damit gilt nach Lemma
1117

Yntm] = [Ynsm © @] = [Yn * Y]

Im Falle n = —m rechnet man von Hand nach, dass [y, * 7] = €4,-

2. W ist injektiv: Da ¥ ein Homomorphismus ist, geniigt zu zeigen, dass
ker(V) = {0}. Es sei z # 0. Dann ist 7,(0) = 0 # z = ,(1) und damit
ist Yz # €0-,

3. Wist surjektiv: Es sei [y] € m1(®/z,0). Dann existiert ein 4 mit mo%y = .
Dann ist 4(1) = z € Z, da m o ¥(1) = v(1) = 0. Wir behaupten, dass
[v] = [72). Definiere

H:[0,1] x [0,1] = R, H(s,t) = 3(s)t + 7.(s)(1 — t)

Dann ist H eine {0, 1}-Homotopie zwischen 4 und +, und 7o H ist eine
{0, 1}-Homotopie von « und ~,.

11.4 Retraktionen

Definition 11.52. Es sei X ein topologischer Raum, A C X. r: X — A
heiffit Retraktion, wenn r stetig ist und r [ A = id 4.

Korollar 11.53. Es gibt keine Retraktion von B? auf S*.
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Beweis: Angenommen, 7: B2 — S' sei eine Retraktion, dann ist r 0 = idg
(wobei i die Inklusionsabbildung bezeichnet). Dann ist insbesondere

(ids1)zow = ilry($1,00) = (70 1) = Twi(ag) © brag

Damit wiére insbesondere 7, () : m1 (B2, (o)) — m(S*, zo) surjektiv. Aber

(?, x) hat eine triviale Fundamentalgruppe, da B? zusammenziehbar ist.
]

Korollar 11.54 (Der Brouwer’sche Fixpunktsatz in Dimension 2). Es sei
f: B2 — B? stetig. Dann hat f einen Fizpunkt, d.h. 3z € B? f(x) = z.

Beweis: Es sei die Behauptung falsch und f stetig ohne Fixpunkt. Dann ist
Vo € B2 f(x) —x # 0. Es sei

A(z) =z = f(2)]*, B(z) = (z = f(2),2), C(z) =] — 1

A, B und C sind stetig. Es sei t: B2 — R definiert durch

_ —B(z)+ /B(z)? — A(z)C(x))
t(z) e

t ist stetig, da A(z) # 0 fiir alle 2 € B2 und

B(z)* — A(z)C(z) = (x — f(2),2)* = (z — f(z),2 = f(2))(|2]* = 1) =

Wenn z € S*, dann folgt C(z) = 0 und damit ¢(z) = 0. Es sei nun r: B2 —
St definiert durch

r(z) =+ t(x)(z - f(z))
Dann ist r eine Retraktion: r ist offensichtlich stetig. Weiterhin gilt:
1. r | St =idg, da t(x) =0 fiir x € SL.
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2. Es sei z € B2. Dann gilt

r(@)* = |2 + £*(2)|x — f(2)]” + 2ta(z, 2 — f(z))
= CO(x) + 1+ t*(2)A(z) + 2t(x) B(z)

N B*(z) + B%*(z) — A(x)C(x

=C(x)+1

—B?*(z) + B(z)\/B2(z) — A(z)C(
A(z)
B*(x) — B*(x) + (—2B(x)

&

+2

=C(z)+1+

=C(x)+1-C(x)
—1

Satz 11.55. Es sei f: S? — R? stetig. Dann gibt es ein x € S?, sodass
f(@) = f(=a).
Beweis: Es sei dem nicht so. Dann ist GG, definiert durch

|f(@) = f(==)|

stetig. Weiterhin ist G: S? — S* und es gilt G(—z) = —G(x). Wir betrachten
den Weg ~: [0,1] — S?, definiert durch

cos(2mt)
~y(t) = (sin(27rt))

0

Wir drehen S! so, dass G(v(0)) = 1. Setzen wir g := G o7, so ist G.([7]) =
lg] € m1(S, x9) = Z. Weiterhin gilt

< 1 Cf)S(t + )
o(t+5) =0 | (sintem | | = 60 = =600 = o)
0

Wir nehmen die Uberlagerung 7: R — S 2 R/z definiert durch 7(r) = [r].
g sei irgendeine Hochhebung von ¢ nach R. Dann gilt

1 1
git+=)—glt) e Z+ =
(t+5)—3t) € 2+
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Dan !(-1)=7Z+ % und 7 o g = g. Weiterhin gilt

g<t+;) T (g(t—i—%))—ﬂl(—g(t))

Nun rechnen wir noch
g(1) = g(0) = g(1)—

11.5 Das freie Produkt

Es seien Gruppe G; = (G, 0;) fiir i € I gegeben. Das freie Produkt
(KierGi, o)

ist die folgende Gruppe:

1. %esG; ist die Menge aller gekiirzten Worte aus J,.; G;, d.h.

i€l
k= (ko,..., k)
wobei benachbarte Buchstaben nicht aus der selben Gruppe kommen.

2. Die Verkniipfung ist definiert durch hintereinanderschreiben der Worte,
wobei danach gekiirzt wird.

3. Das neutrale Element ist das leere Wort, das Inverse von k = (ko, ..., k;)
ist

Satz 11.56 (Spezialfall des Satzes von Es seifert-van Kampen). FEs seien
U,V topologische Riume, X = UUV. UNV # 0 und U,V,UNV wegzusam-

menhdngend.
V l . \

m(UNV,z) ) — " 3@

\”)JQT e

m(V, )
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Es seien iy, 19, J1, Jo die Inklusionen. Dann gilt: Falls hy o110 = hy 019, dann
gibt es genau einen Homomorphismus h, sodass hy = h o j1,hy = h o js.

Satz 11.57 (Der Homotopie—Iiiftungssatz). Esseim: Y — X eine diberlagerung,
F: Z =Y stetig, sodass mo ' = F. Es sei H(-,0) = F: Z — X. Dann gibt
es genau ein H: Z x [0,1] =Y, sodass H(-,0) = F.

F

Z x [0,1] 2

|

e
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Dank

Ich danke Herrn Dr. Hannes Jakob und Herrn M.Sc. Patrick Meurin fir die
tatkréftige Mithilfe beim Schreiben des KTEX-Skripts im Sommersemester
2019.
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