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Abgabe am Dienstag, 27.05.2025, um 10:15 vor der Vorlesung oder im Briefkasten im Logik-Flur

Aufgabe 1. Wir beweisen das “d.h.” in Definition 4.11. Konkret: Es seien X eine Menge und %
ein Filter iiber X. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. % ist C-maximal unter den Filtern, d.h. fiir jeden Filter # D % gilt % = % .

2. Fiir jede Teilmenge A C X gilt A € % oder X N\ A€ %.

Aufgabe 2. Finden Sie einen topologischen Raum (X, ') und eine Teilmenge A C X x X, sodass A
nicht abgeschlossen ist (bzgl. der Produkttopologie), aber jede Sektion A, :={y € X | (x,y) € A}
(fiir x € X) abgeschlossen ist?

Aufgabe 3 (6 Punkte). Es seien X, Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Wenn
F ein Filter iiber X ist, so setzen wir den “push forward von F auf Y mittels f” als

fo(F)={ACY | fTl[A] e F}.
Zeigen Sie:

1. Wenn 7% ein Ultrafilter iber X ist, dann ist fi(% ) ein Ultrafilter {iber Y.

Hinweis: Benutzen Sie Charakterisierung (2) aus Aufgabe 1.

2. Wenn z € X und f stetig in x ist, dann gilt fiir jeden Filter F iiber X: Wenn F — z, so folgt
Jo(F) = f(=).

3. Wenn z € X, dann gilt: Wenn fiir jeden Filter F iiber x gilt, dass aus F — x folgt, dass
f«(F) = f(x), dann ist f stetig in x.

Es sei (zp,)nen eine Folge von Elementen von X. Wir setzen
F:={ACX|3keN,Vn>kx, € A}.
Zeigen Sie:
4. F ist ein Filter.
5. Wenn x € X ein Haufungspunkt der Folge (x,)nen ist, dann ist  ein Beriihrpunkt von F.

6. Wenn z € X ein Berithrpunkt von F ist, dann ist « ein Haufungspunkt der Folge (xy,)nen-
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Aufgabe 4 (2 Punkte). Finden Sie einen topologischen Raum (X, &) derart, dass ¢ nicht der
Summentopologie der disjunkten Vereinigung der Zusammenhangskomponenten entspricht?

Bonus-Aufgabe. Es sei (R, 0g) die Sorgenfrey-Gerade (siehe die Bonusaufgabe auf Blatt 2). Gibt
es eine Teilmenge A C R?, die diskret bzgl. der Produkttopologie von 0s und gleichmiichtig zu R
ist?

Dies steht natiirlich im Kontrast zu der Aussage (die in der Losung der Bonusaufgabe auf
Blatt 2 bewiesen wurde), dass es keine iiberabziahlbare Teilmenge A C R gibt, die diskret bzgl. Og
ist. AuBerdem gibt es keine iiberabzihlbare Teilmenge A C R?, die diskret bzgl. der metrischen
Topologie ist.



