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Aufgabe 1 (4 Punkte). Finden Sie einen topologischen Raum (X, O) und eine Teilmenge A ⊆ X × X,
so dass A nicht abgeschlossen ist (bzgl. der Produkttopologie), aber jede Sektion Ax := {y ∈ X | (x, y) ∈
A} (für x ∈ X) abgeschlossen ist?

Aufgabe 2 (4 Punkte). Finden Sie einen topologischen Raum (X, O) derart, dass O nicht der Sum-
mentopologie (siehe Definition 2.30 im Skript) der disjunkten Vereinigung der Zusammenhangskom-
ponenten (mit der Spurtopologie von O) entspricht?

Aufgabe 3 (4=2+2 Punkte). Es seien X, Y Mengen und f : X → Y eine Abbildung. Wenn F ein
Filter über X ist, so setzen wir den “push forward von F auf Y mittels f” als

f∗(F) := {A ⊆ Y | f−1[A] ∈ F}.

Zeigen Sie:

(1) Wenn U ein Ultrafilter über X ist, dann ist f∗(U ) ein Ultrafilter über Y .

(2) Gilt die inverse Implikation, d.h. gilt Folgendes:

Es sei F ein Filter, so dass f∗(F) ein Ultrafilter über Y ist. Muss dann F ein Ultrafilter sein?
Hinweis: Starten Sie mit einem Ultrafilter auf Y und betrachten Sie X = {0, 1} × Y .

Aufgabe 4 (4=2+2 Punkte). Es sei F der Fréchet Filter über den natürlichen Zahlen aus der Vor-
lesung.

(1) Existiert ein Filter G über den natürlichen Zahlen, der echt feiner als F ist und die Menge der
geraden Zahlen als Element enthält?

(2) Es sei G nun ein Filter über den natürlichen Zahlen, der feiner als F ist. Weiter sei {Gn | n ∈ N}
eine abzählbare Filterbasis von G. Kann G ein Ultrafilter sein?

Hinweis: Warum genügt es zu zeigen, dass es zwei disjunkte Mengen gibt, die jeweils einen
nichtleeren Schnitt mit allen Gn haben?

Abgabe in die Briefkästen 2.24 (Gruppe 1) bzw. 2.25 (Gruppe 2) im Keller des
Mathematischen Instituts bis Dienstag, den 02.06, 10 Uhr.

Beide Namen der Abgabepartner müssen auf das Blatt geschrieben werden.


