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Aufgabe 1 (6=2+2+2 Punkte).
(1) Ist die Teilmenge [0, 1] kompakt in der Sorgenfrey-Gerade?

(2) Sei A eine kompakte Teilmenge der Sorgenfrey-Gerade. Zeigen Sie, dass fiir alle z € K ein a, € R
mit [a,, ) N K = 0 existiert.

(3) Folgern Sie, dass jede kompakte Teilmenge der Sorgenfrey-Geraden abzéhlbar sein muss und

daher das offene Innere einer solchen Menge leer sein muss.

Definition. Es sei (@, <) eine geordnete Menge. (@, <) heilt Quasiordnung, falls die Ordung reflexiv

und transitiv ist, d.h. falls
Va € Q (o < a) und
Yo, B,7€Q((a<BAB<Y) > a<y)
gelten. Weiterhin heifit @@ gerichtet, falls
Vo, € QI €Q(a<INF <)

Es seien (X, 0) ein topologischer Raum und (@, <) eine gerichtete Quasiordnung. Eine Funktion
f:Q — X wird Netz genannt. Wir schreiben f(a) = z,.

Aufgabe 2 (4=1+142 Punkte). Sei X eine Menge.

(1) Sei F ein Filter auf X. Weiter sei Q@ = {(z,F) |z € F € F} geordnet durch (z,F) < (y,G)
genau dann, wenn F' D G. Zeigen Sie, dass g : Q@ — X, wobei g((z, F')) = x, ein Netz ist.

Wir nennen dieses Netz 7(F).
(2) Sei (@', <) eine Quasiordnung und f : Q" — X ein Netz. Zeigen Sie, dass
{Ih={za|ae@AX<a}|XeQ'}
eine Filterbasis fiir einen Filter auf X bildet. Wir nennen diesen Filter o(f).
(3) Zeigen Sie fiir einen beliebigen Filter F, dass o(7(F)) = F gilt.
(Bonus, 2P) Gilt auch 7(o(f)) = f fiir ein beliebiges Netz f?7

Riickseite beachten!

Abgabe in die Briefkasten 2.24 (Gruppe 1) bzw. 2.25 (Gruppe 2) im Keller des Mathematischen
Instituts bis Dienstag, den 23.06, 10 Uhr.
Beide Namen der Abgabepartner missen auf das Blatt geschrieben werden.
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Aufgabe 3 (6=1+2+2+1 Punkte). Es sei (X, &) ein topologischer Raum. Wir bezeichnen mit 5(X)
die Menge aller Ultrafilter auf X. Fiir eine Teilmenge A C X sei [A] die Menge aller % € 5(X) mit
Aecu.

(1) Zeigen Sie, dass die Menge {[A4] | A C X} die Basis einer Topologie auf §(X) ist (wir bezeichnen
diese mit 0p).

(2) Ist (B(X),08) ein T2-Raum? Ist er O-dimensional, d.h. gibt es eine Basis von ¢ aus offen

abgeschlosssenen Mengen?

(3) Zeigen Sie, dass es eine injektive Abbildung f: B(X) — [[4cx{0,1} gibt. Entscheiden Sie fiir
ihre Abbildung:

(a) Ist das Bild f[B(X)] abgeschlossen in [] 4 x{0,1} (bzgl. der Produkttopologie der diskreten
Topologie)?

(b) Ist die Abbildung ein Hom6émorphismus von 5(X) und f[3(X)]?

(4) Zeigen Sie, dass die Menge der fixierten Ultrafilter dicht in (8(X), Op) liegt.

Abgabe in die Briefkasten 2.24 (Gruppe 1) bzw. 2.25 (Gruppe 2) im Keller des Mathematischen
Instituts bis Dienstag, den 23.06, 10 Uhr.
Beide Namen der Abgabepartner miissen auf das Blatt geschrieben werden.



