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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Mengen, Axiome und das Axiomensystem von
Zermelo und Fraenkel

Die meisten Definitionen enthalten den Ausdruck: ,,Sei X eine Menge.” Daher stellen
wir uns zu Anfang die Frage:

Was ist eine Menge?

Die folgende Antwort wird von den allermeisten mathematischen Schulen akzep-
tiert:

Definition 1.1. Jedes Objekt ist eine Menge, wenn es Element eines Modells des
Axiomensystems ZFC ist, das heifit, wenn man seine Existenz aus den Axiomen
von Zermelo und Fraenkel ZFC (mit den klassischen Beweisregeln) nicht widerlegen
kann.

Wir betrachten in dieser Vorlesung vor allen Dingen Mengen, die in allen Model-
len von ZFC vorkommen, das heifit Mengen, deren Existenz man in ZFC beweisen
kann. Wir werden einige solcher Existenzbeweise fithren, darunter Existenzbeweise
fir N, Q, R, C.

Vielleicht werden Sie im Laufe Thres Studiums Beispiele fiir Mengen kennenler-
nen, die es nur in manchen ZFC-Modellen gibt. Wenn Sie sich fiir solche Mengen
interessieren, konnen Sie spéiter einmal eine Vorlesung iiber Unabhéngigkeitsbeweise
horen. ZFC hat viele verschiedene Modelle.

Nun folgen erste Erkldrungsschritte der Begriffe, die in der ersten Definition
vorkommen.

Beweise fiihren wir nach den klassischen Beweisregeln, die wir iiben, aber hier
nicht auflisten (Es sind etwa zehn Regeln.). Indirekte Beweise sind gestattet. Eine
Aussage ist bewiesen, (genau dann) wenn ihr Negat widerlegt ist.

Ein ZFC-Modell besteht aus einem Universum aller Mengen und einer €-Relation,
x € y wird interpretiert als: ,,x ist eine Menge und y ist eine Menge und z ist Ele-
ment von y.” In einem ZFC-Modell soll alle ZFC-Axiome gelten.

Wir schauen uns im Duden den Eintrag ,,Axiom” an:

,, 1. als absolut richtig erkannter Grundsatz; giiltige Wahrheit, die keines Beweises
bedarf
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2. nicht abgeleitete Aussage eines Wissenschaftsbereichs, aus der andere Aussa-
gen deduziert werden”

Bei den Axiomen ZFC Zermehﬂ, Fraenkeﬂ und Choice (steht fiir Axiom of Choi-
ce, das Auswahlaxiom), handelt es sich eher um Axiome nach der ersten Definiti-
onsmoglichkeit. Man kann sie nicht beweisen. Die meisten ZFC-Axiome und auch den
Aufbau der Sprache der ersten Stufe kann man aus der Alltagserfahrung im Umgang
mit endlich langen Zeichenreihen nachvollziehen, sozusagen in gewissem Mafl expe-
rimentell verifizieren. Hingegen beim Unendlichkeitsaxiom und beim Auswahlaxiom
hat man in der Natur kaum Vorbilder und kann aufler Gedankenexperimenten kei-
ne Experimente machen. Das Wort ,,. .. keines Beweises bedarf” im Duden-Eintrag
ist daher fiir unser Anliegen, die Mathematik auf sicheren Grundlagen moglichst
rein deduktiv aufzubauen, eher eine beschonigende Notlosung. Mathematik heif3t
iibrigens auf Deutsch: Kunst des Lernens. Wir schauen uns nun die Axiome, die ab
1930 etwa als Axiome der gesamten Mathematik gelten, an:

ZFC: Die Liste der Zermelo—Fraenkel-Axiome mit Auswahl-

axiom
Abgeschrieben und zusammengestellt aus [12].

(1) Extensionalitidtsaxiom.
Je zwei Mengen, die dieselben Elemente enthalten, sind gleich. Beispiel: {1,1,2} =
{1,2} ={2,1}.

(2) Existenzaxiom.
Es gibt eine Menge x. Diese Axiom gehort streng genommen nicht zu ZFC
sondern zu den logischen Axiomen. Da wir die Beweisregeln nicht auflisten
werden, haben wir dieses Axiom hier aufgeschrieben.

(3) Paarmengenaxiom.
Zu je zwei Mengen z, y gibt es die Paarmenge {z,y}.

(4) Aussonderungsschema.
Zu jeder Menge x und zu jeder in der mengentheoretischen Sprache der ersten
Stufe formulierbaren Eigenschaft ¢ und zu jeder Parametermenge p gibt es
die Menge

{uexlo(up)}

Bsp: {n € N|n prim}, {(n,m) € NxN|n, m Primzahlpaar}, § = {u € z|u #
u}, hierbei sei x aus dem Existenzaxiom genommen.

(5) Vereinigungmengenaxiom.
Zu jeder Menge x gibt es die Vereinigungsmenge von z, das ist die Menge,

die die Elemente jeder Menge, die Element von x ist, als Elemente enthilt.
Wir schreiben | J 2 dafiir.

Ux:{z|5|y(y€x/\z€y)}.

Bsp. U{z,y} =z Uy

(6) Potenzmengenaxiom.
Zu jeder Menge gibt es die Potenzmenge, & (z) = {y |y C x}. Wir schreiben
y C x als Abkiirzung fiir Vz(z € y — 2z € z).

1Ernst Zermelo, 1871 — 1953
2 Abraham Halevi Fraenkel, 1891 — 1965
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(7) Unendlichkeitsaxiom.
Es gibt eine unendliche Menge. Formalisiert: Es gibt eine Menge x, so dass
z induktiv ist. Letzteres heifit:

DexAVylyexr —yuU{y} €x).

(8) Fundierungsaxiom.
Jede nicht leere Menge x hat ein €-minimales Element u, d.h. u € x AVz €
Tz € U.
Konsequenzen: x # {z}. Im Mengenuniversum gibt es keine unendlich lang
ansteigendenden Ketten xg © 1 3 xo... und keine €-Schleifen zg € 1 €
S €z, € Tp.

(9) Ersetzungsschema.
Sei ¢ eine erststufige Eigenschaft, die auf x einen funktionalen Zusammen-
hang beschreibt. Dann gibt es die Bildmenge von x unter dieser Funktion.
Formal: Vu € 237w (u, w, p) — IyVu € 23w € yp(u, w, p)

(10) Auswahlaxiom.
Zu jeder Menge nicht leerer Mengen gibt es eine Auswahlfunktion. Vy((y €

r—y#0)—3Ifvy caf(y) €y))

Axiome (1) bis (9) zusammen heilen ZF. Axiome (1) bis (10) zusammen heissen
ZFC. Beweise, bei denen die axiomatischen Grundlagen nicht genannt sind, werden
auf der Basis von ZFC gefiihrt. Dies gilt wahrscheinlich so fiir alle Mathematik, die
Sie hier in den ersten Jahren oder jemals horen.

Manche Mathematiker(innen) deklarieren bei Benutzung das Auswahlaxiom, da
es wegen seinen inkonstruktiven Charakters vielleicht weniger plausibel aussieht.
Sie haben in der Schule sicherlich schon das Auswahlaxiom benutzt in der Analysis,
womoglich, ohne es bemerkt zu haben. Vom Anliegen der Widerspruchsfreiheit her
ist das Auswahlaxiom hingegen eine ungefahrliche Zugabe:

Satz 1.2. (1) Gb’deﬂ 1931 (Drei Anwendungen des zweite Gidelsche Unwoll-
stindigkeitssatzes). Wenn ZF widerspruchsfrei ist, dann beweist ZF nicht,
dass es widerspruchsfrei ist. Wenn ZFC widerspruchsfrei ist, dann beweist
ZFC nicht, dass es widerspruchsfrei ist. Die Zahlentheorie beweist nicht, dass
sie widerspruchsfrei ist.

(2) Gaidel 1938. Wenn ZF widerspruchsfrei ist, so auch ZFC.

Beweise zum ersten dieser Sdtze konnen Sie in der Vorlesung ,, Mathematische
Logik” horen. Der zweite Satz wird manchmal in einer Vorlesung iiber axiomatische
Mengenlehre bewiesen. Wir werden ZFC zu den Satzen hinzuschreiben, die nicht in
ZF alleine gefithrt werden koénnen.

»opeziellere” Axiomensysteme: Gruppenaxiome, vollstéindige archimedisch an-
geordnete Korper, Ringaxiome, Ordnungsaxiome, Axiome fiir Boole’sche Algebren
und viele mehr.

Bei vielen spezielleren Axiomensystemen beweist ZFC jeweils, dass das speziel-
lere Axiomensystem widerspruchsfrei ist. Sie werden im Laufe Thres Studiums eine
Fiille solcher Axiomensysteme sehen.

Nun schauen wir uns noch an, was im Aussonderungsschema und im Ersetzungs-
schema mit ,erststufiger mengentheoretischer Eigenschaft” gemeint ist:

3Kurt Godel, 1906-1976
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Atomare Eigenschaften sind: z = y, x € y (und nur diese). Wenn ¢ und ¢
Eigenschaften sind und z eine Variable ist, so sind (pA®), (¢ — ¥), (V) (p < )
, 7, Jrp, Ve Eigenschaften. Jede Eigenschaft 14sst sich in endlich vielen Schritten
aus den atomaren Eigenschaften aufbauen. Die Junktoren und die Quantoren tragen
hierbei ihre iibliche Bedeutung 3 steht fiir ,es gibt eine Menge” und V steht fiir
Hfur alle Mengen”. Unsere Klammernkonventionen gestatten eindeutige Lesbarkeit.
Va € yo steht als Abkiirzung fiir Vz(z € y — ) und 3z € yp steht als Abkiirzung
fiir 3z(z € yAg). ,Es gibt genau ein o mit ¢” schreibt man als 3='z¢. Dies steht als
Abkiirzung fiir z(o(x) AVy(e(y) = « = y)). Definierte Terme und Eigenschaften
konnen, sozusagen als Abkiirzungen, als Formeln in den Schemata und im Aufbau
neuer Begriffe verwendet werden: Beispiele: () (mit seinem Existenzbeweis von oben),
{z}, Uz, P(x), x Cy fir Vz(z € x — 2z = y), und fast alles, was Sie im Lauf der
Vorlesungen sehen werden, kann zum Aufbau weiterer Mengen verwendet werden.

Wir brauchen in den Schemata diese klare Festlegung der sprachlichen Moglich-
keiten, um Paradoxa der Art

Die kleinste Zahl, die nicht mir vierzig Buchstaben definiert werden kann.

in den Definitionen in der Mathematik zu verbieten.

Definition 1.3. Wir nennen beliebige Zusammenfassungen von Mengen Klassen.
Die Allklasse ist die Klasse aller Mengen.

Satz 1.4. Die Allklasse ist keine Menge.

Beweis: Annahme: Es gidbe die Menge = aller Mengen. Dann bilden wir die
Russell’sche Menge EI

Y = YRussell = {u € ¥ |[u € u}.

Wir haben y € y impliziert y ¢ y, und y ¢ y impliziert y € y. |
Wir kennzeichnen das Ende eines Beweises mit einem Késtchen.

1.2 Die natiirlichen Zahlen

Definition 1.5. Die Terme der Art 0 = (),
n+1=nU{n}, heilen die von Neumann’scherﬂ natiirlichen Zahlen.

Definition 1.6.
N={0,1,...}.

heifit die von Neumann’sche Menge der natiirlichen Zahlen.
Gibt es N7
Satz 1.7. N ist eine Menge.

Beweis: Wir nehmen ein x, wie es im Unendlichkeitsaxiom gegeben ist. Dann
schreiben wir

N ={z € z|Vy((y C = Ay induktiv) — z € y)}. (%)

Dies ist die offizielle Definition von N in ZFC. O

4Bertrand Russell, 1872 — 1970
5John von Neumann, 1903 — 1957
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Die natiirlichen Zahlen (N, 0,+1) sind nun irgendeine isomorphe Kopie der von
Neumann’schen Menge mit ihrer Struktur. Die von Neumann’sche Struktur selbst
ist gut, aber man darf sich auch etwas anderes aussuchen.

Bemerkung 1.8. x ist in y enthalten, ist im Deutschen zweideutig: Es kann sowohl
z € y and auch = C y gemeint sein.

Definition 1.9. (und Behauptung) Seien x, y Mengen. Dann gibt es folgende Men-
gen

(1) zNy={z€ x|z €y} heiBt die Schnittmenge von x und y.

(2) Seiy # 0. Ny = {2z € Uy|Vz € yz € z} heiit der Schnitt iiber z. Als
Randfall kann man definieren (] () = Allklasse.

(3) xzUy = J{z,y} heiBt die Vereinigung von z und y.
(4) z\y={z€ x|z ¢y} heiBt x ohne y.
(5) zxy={(u,v)|u € x,vey} heifit das artesischtﬂ Produkt von z und y.

Bemerkung: Fiir den Beweis der Existenz des kartesischen Produkts wird man
zunichst geordnete Tupel (u, v) als geeigenete Mengen modellieren, z.B. als {u, {u, v} }.
Man braucht ja bei Tupeln immer nur folgende Eigenschaft

(z,y) = (u,2) = (x=uAy=2).

Dann zeigt man die Existenz des kartesischen Produkts am einfachsten mit dem
Paarmengenaxiom, dem Vereinigungsmengenaxiom, dem Potenzmengenaxiom und
dem Aussonderungsaxiom. Sportliche Leute schaffen es auch ohne das Potenzmen-
genaxiom, nehmen dafiir das Ersetzungsschema mit geeigneten einfachen funktio-
nalen Zuordnungen. Wenn Sie die Sache sehr interessiert, schauen Sie in einem
Mengenlehrebuch nach. Man schaut am besten zuerst unter Kuratowskﬂ pairs oder
ordered pairs.

Relationen sind Teilmengen von kartesischen Produkten von Mengen, zum Bei-
spiel < auf N: Diese Relation kann man mit {(m,n) € NxN|m < n} identifizieren.
Fiir klassengrofle Pendants zu Relationen gibt es meines Wissens kein eigenes Wort.
Beispiel: Die €-Relation.

Definition 1.10. (und Bemerkungen) Seien z, y Mengen. Sei f: z — y eine Funk-
tion, das heifit, f C x X y und fiir jedes v € x gibt es genau ein v € y, so dass
(u,v) € f. Man schreibt fiir letzteres eher f(u) = v. Die Menge = heifit der Defini-
tionsbereich von f, die Menge y heifit Zielbereich. Man kann eine Funktion f mit
ihren Graphen

{(u,v) € 3 x y| flu) = v}

identifizieren, verliert dabei jedoch die Information iiber den Zielbereich y. Er wird
ersetzt durch den minimalen Zielbereich

bild(f) = flz] = {f(u)|u €} Cy

oder irgendeine Obermenge der Bildmenge. bild(f) heifit die Bildmenge von f. Zu
einer klassen-groflen eindeutigen Zuordnung sagt man auch Operation oder Funk-
tional.

6René Descartes, 1596 — 1650
7Casimir Kuratowski, 1896-1980
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Bem.: Wir schreiben nicht f(x) fiir f[z] (obwohl dieses in manchen Gebieten
Usus ist), da wir uns der Moglichkeit, dass f(x) # f[z], nicht begeben wollen.
Denken Sie nur an die von Neumann’schen natiirlichen Zahlen. Es gibt nur eine
Funktion auf N, die f(x) = f[z] fir alle z € N erfiillt, ndmlich die Identitét.
(Beweis: Ubung). Natiirlich wollen wir viele verschiedene Funktionen betrachten.

Wichtige Eigenschaften von Funktionen sind:

Definition 1.11. Sei f: X — Y eine Funktion, und sei g: ¥ — Z eine Funktion.

(1) f: X — Y heifit injektiv, wenn fiir je zwei z,y € X, aus f(z) = f(y) immer
x =y folgt.

(2) f: X — Y heifit surjektiv, wenn bild(f) =Y.
(3) f heiBit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

(4) go f ist die Funktion zuerst f, dann g. Also fiir z € X, (go f)(z) := g(f(x)).
gof: X —Z.

Nun wollen wir unter den Funktionen solche beschreiben, die gewisse Merkmale
treu kopieren:

Definition 1.12. (1) Eine Struktur ist eine nicht leere Menge M zusammen
mit Funktionen auf M™ fiir ein n, Konstanten aus der Tridgermenge und
Relationen, das sind Teilmengen von M™. Zum Beispiel (N, +,0,1, -, <). Eine
Struktur kann auch von einer oder mehreren Sorten keine Bestandteile haben,
zum Beispiel gehort zu einer Gruppe zunéchst einmal keine Relation.

(2) Zwei Strukturen heiflen isomorph, wenn es eine Isomorphismus zwischen ih-
nen gibt. Ein Isomorphismus ist eine Bijektion von der einen Tragermenge
auf die andere, die alle Strukturmerkmale in beide Richtungen treu abbildet.

(3) Eine Einbettung ist eine Injektion, die alle Strukturmerkmale treu abbildet
und die Relationen in beide Richtungen treu erhilt.

(4) Ausgelassen Ein Homomorphismus h: (A, fa,Ra) — (B, fp,Rp) ist eine
Funktion, die mit den Funktionen auf den jeweiligen Stukturen kommutiert,
und die die Relationen in die Vorwértsrichtung erhaelt: Zum Beispiel soll
eine dreistellige Funktion homomorph abgebildet werden: h(fa(z,y,z2)) =
fe(h(x),h(y), h(z)) Fiir eine Relation soll gelten Ry — f(z)Rpf(y). Be-
achten Sie, dass hier wirklich nur die Implikation steht. Ende der Aulassung

Nun kehren wir zu unserem Anliegen, weitere Eigenschaften und Beschreibungen
von N und N zu finden, zuriick:

In unserem Fall gilt also fiir jede Moglichkeit von N: Es gibt eine bijektive
Abbildung f: N — N, ndmlich f(n) = n. f ist strukturerhaltend, denn f(0) = 0
und f(n+1)=n+1= f(n)+1.

Nun kommen wir zu einem viel kleineren und schwicheren Axiomensystem als
ZFC: den Peano-Axiomen.

Definition 1.13. Sei X eine Menge, Ox € X und ox: X — X eine Funktion. Wir
sagen (X,0x,o0x) erfillt die Peano—Axiomeﬂ wenn folgendes gilt

(1) ox ist eine Bijektion von X auf X \ {Ox}.

(2) Firalle M C X gilt: (0x € M AVy(ye M —ox(y) € M)) - M = X.

8Giuseppe Peano 1858-1932
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Satz 1.14. Die von Neumann’schen natirlichen Zahlen N mit der leeren Menge
und der Nachfolgerfunktion x — x U {z} erfillen die Peano-Aziome.

Beweis: Wir zeigen das zweite Axiom. Annahme nicht. Sei M ein Gegenbeispiel.
Dann ist M induktiv und eine echte Teilmenge von N, im Widerspruch zu . (]

Bemerkung 1.15. Das zweite Peano-Axiom ist gerade das Prinzip der vollsténdi-
gen Induktion. d.h., fiir jedes Modell (X,0x,cx) und jede (definierbare oder nicht
definierbare) Eigenschaft gilt: Wenn Ox die Eigenschaft hat und wenn sich die Ei-
genschaft auf Nachfolger vererbt, dann haben alle Elemente aus X die Eigenschaft.

Korollar 1.16. Fiir die natiirlichen Zahlen (N, 0,+41) gilt das Prinzip der vollstindi-
gen Induktion.

Beweis: (N, (), Nachfolgerfunktion) ist isomorph to (N, 0, +1). Isomorphe Struk-
turen erfiillen dieselben Wahrheiten. Nun folgt das Korollar aus Satz ]

Wir haben also in den Peano-Axiomen ein Beispiel fiir ein Axiomensystem, fiir
das man in ZFC ein Modell bauen kann und fiir das man somit in ZFC einen Wi-
derspruchsfreiheitsbeweis hat.

Frage 1.17. Gibt es Strukturen, die nicht isomorph zu (N,0,+1) sind und trotzdem
vollstindige Induktion gestatten?

Ja, die gibt es. Es gibt Induktionen iiber ldngere lineare Ordnungen gewisser
Art, sogenannte Wohlordnungen. Wir werden im Lauf dieses Semesters ein Beispiel
kennenlernen. Der allgemeinste Induktionstyp ist die Induktion iiber fundierte men-
gendhnliche Relationen. Dieses konnen Sie bei Interesse spéter einmal studieren.

Nun fahren wir weiter mit den natiirlichen Zahlen fort:

Satz 1.18. Satz von der Definition durch Rekursion tber N. Sei ¢ eine Formel
oder Rechenvorschrift, die 0 eine Menge ¢(0) zuordnet und fir jedes n € N der
Ausgangsmenge {(0,©(0)),...,(n,¢o(n))} eine Fortsetzung {(0,¢(0)),..., (n,¢(n)),
(n+1,0(n+1))} zuordnet. Dann gibt es genau eine Funktion f: N — V, die der
rekursiven Rechenvorschrift genigt und f(n) = o(n) erfillt.

Wir erinnern hier an Mathematikgeschichte: Zermelo hat in seiner Arbeit an
den Axiomen (etwa von 1900 bis 1908) iibersehen, dass man das Ersetzungsschema
braucht. Dies fand Fraenkel in den 1920er Jahren (und unabhingig von ihm noch
Skolemﬂ und Mirimanofﬂ Zur Veranschaulichung schildern wir ohne Beweise ein
Beispiel: Ohne Ersetzungsaxiom kann man das Potenzmengenaxiom nur endlich oft
iterieren, und erreicht so nur Mengen gewisser Schachtelungstiefe. Wenn man nun
fiir jedes n € N die Potenzmengenbildung (von einer festen Startmenge ausgehend)
n Mal iteriert hat, dann moéchte man gerne alle n-fachen Gebilde vereinigen. Aber
sie sind nicht unbedingt Elemente einer gemeinsamen Menge, es sei denn, man hat
das Ersetzungsaxiom.

(Beweisskizze, fiir spiter gedacht, wenn Sie schon etwas Erfahrung gesammelt
haben.) Im einfacheren Fall, dass man schon eine Zielmenge y kennt, in der alle
rekursiv definierten p(n) liegen, ist der Graph von f folgende Menge: {(n,u) €

Ny g ((9(0) = (0) A¥mg T (m+1) = {(0,p(0)), ... (m.o(m)} — glm+1) =

e(m+1))) = g(n) = u) }. In diesem Fall braucht man das Ersetzungsaxiom nicht.

9Thoralf Albert Skolem, 1887 — 1963
10D mitry Semionovitch Mirimanoff, 1861 — 1945
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Im allgemeinen Fall wendet man das Ersetzungsschema auf N und v an, wobei
P(n,w) sagt: w = {(0,¢(0)), ..., (n,¢(n))}. Danach ist die Vereinigungsmenge der
vom Schema gelieferten Bildmenge eine Obermenge der gesuchten rekursiv definierte
Funktion. Aus dieser Obermenge kann man wieder wie oben aussondern. ]

Wir schauen uns Beispiele fiir rekursiv definierte Funktionen an:

Proposition 1.19. Je zwei Modelle der Peano-Axiome sind isomorph. Wir sagen
dazu auch: Die Peano-Axiome haben modulo Isomorphie genau ein Modell. Die
Peano Axiome sind kategorisch.

Beweis: Seien (N,0,+1) und (Y,0y,0y) zwei Modelle. Wir setzen f(0) = Oy.
f(n+1) =0y (f(n)). f ist injektiv, da fir m # n, f(n) # f(n), wie induktiv tiber n
folgt: Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir zeigen den Schritt von n auf n+1: Annahme
f(n+1) = f(m) fiir ein m # m+1. Dann ist m > 0 da f(0) = Oy # oy (f(n)). Dann
ist oy (f(n)) = oy (f(m — 1)). Da oy nach dem ersten Peano-Axiom injektiv ist,
folgt f(n) = f(m —1), im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. Die Funktion
f ist wohldefiniert und auf ganz N definiert nach dem Rekursionsprinzip. f ist
surjektiv, da auch bild(f) C Y induktiv ist. f ist ein Isomorphismus von (N, 0, +1)
auf (Y,0y,oy). O

ADb hier nicht gelesen bis zum folgenden Marker.

Definition 1.20. Die rekursive Definition der Addition, der Multiplikation und der

Exponentiation auf N. Sei m € N. m wird als sogenannter Parameter festgehalten.
Die Rekursion lduft iber n: Wir definieren

m+0=m,
m+(n+1)=(m+n)+1.
m-0=0,
m-(n+1)=m-n+m.
m® =1,
mntl =n™.m.

Definition 1.21. Eine Menge M heif3t endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n und
eine Bijektion f gibt, so dass

f:{0,1,....n—1} = M,

Falls n = 0, steht auf der linken Seite gerade die leere Menge. n heifit die Méachtigkeit
von M, man schreibt |M| = n oder auch #(M) = n.

Definition 1.22. M und X heiflen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion f: M —
X gibt.

Die Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation (siche Def. [1.28) auf dem
Mengenuniversum mit klassen-vielen klassen-grofien Aquivalenzklassen. In einer
spéateren Vorlesung werden Sie vielleicht lernen: Ein Reprisentantensystem fiir die
Gleichmiichtigkeit sind die Kardinalzahlen. Die unendlichen Kardinalzahlen werden
auch die Alephs oder W’s genannt nach dem ersten Buchstaben des hebréischen
Alphabets.

Ubung: Sind Teilmengen endlicher Mengen endlich? Gibt es eine ,,grofite” end-
liche Menge?

Definition 1.23. (Schwache Definition, Dedekind—unendlicﬂ Eine Menge, die
nicht endlich ist, heiffit unendlich.

11 Richard Dedekind, 1831-1916
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Sie denken vielleicht an alternative, ,,positivere” Definitionen. Die gibt es in der
Tat:

Satz 1.24. ZFC Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) M ist nicht endlich.
(2) Es gibt eine Injektion f: N — M.
(8) FEs gibt eine Surjektion f: M — N.

Beweis: (1) impliziert (2). Sei h eine Auswahlfunktion auf (M) \ {0}. (Man
kann auch beweisen, dass zu diesem Beweis wirklich ein Teil des Auswahlaxioms
gebraucht wird.) Wir definieren rekursiv: Fiir n € N: f(n) = h(M \ {f(i)]i <
n}). f ist injektiv, da fir n > m, f(n) € M \ {f(i)]|% < n}, und insbesondere
f(m) in der Menge vorkommt, die abgezogen wird. Wir haben, dass fiir jedes n
die Menge M \ {f(i)|i < n} # 0 ist, denn andernfalls gébe es ein n, so dass
f:{0,...,n — 1} — M bijektiv ist. Nach dem Satz iiber die rekursive Definition
f+ N — M wohldefiniert.

(2) impliziert (3): Sei f: N — M injektiv. Wir definieren g¢: bild(f) — N durch
g(f(n)) =n. Fir y € M \bild(f) setzen wir g(y) = 0. Dann ist g: M — N surjektiv.
Dies gilt allgemein:

Jede Umkehrfunktion ist surjektiv.

(3) = (1): Annahme M ist endlich, und g sei ist eine Bijektion g: {0,1,...,n —
1} - M. Dannist fog: {0,...,n—1} — N surjektiv. Jedoch ist max{(fog)(i)|i <
n} + 1 ¢ bild(f o g). Widerspruch. O

Auf den natiirlichen Zahlen kann man die Addition die Multiplikation und die
Exponentiation statt durch obige Rekursion auch (dquivalent) durch das Ausrech-
nen von Méchtigkeiten endlicher Mengen definieren:

Proposition 1.25. Seien M und N endliche Mengen. |m| = m.
M UN|=|M|+|N|, falls MNN = 0.
M x N| = [M] - [N
MM = [{f|f: N — M}|.
Beweis: Induktiv iiber |N|.
Proposition 1.26. Fiir (N,+,-,0,1) gelten folgende Rechengesetze:

(1) Assoziativgesetze
Firf, m, n € N gelten

(l+m)+n=_I+m)+n und
(Im)n = l(mn).

(2) Neutrale Elemente. Fiir n € N ist
n+0=0
n-l=n

(3) Kommutativgesetze
m+n=n-+m,
m-n=mn-m

(4) Distributivgesetz
Im+n)=Im+In
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(5) Kiirzungsregeln
l+m=l+n—-m=n
l-n=0l-m—=1=0Vn=m

Beweis: Man zeigt beim Kommutativgesetz erst durch Induktion n+1 =1+ n.
Danach steigt man in die rekursive Definition von + ein. Bei den Kiirzungsregeln
nimmt man m < n an und beweist die Aussage Vm < n(l4+m =1+n - n =
m) induktiv iiber n. Diese Technik ist bei Aussagen mit mehreren Variablen sehr
niitzlich. O

1.3 Ganze, rationale Zahlen und reelle Zahlen

Wir konstruieren nun Z, so dass wir eine isomorphe Kopie von (N,0,+) als Teil-
struktur (Substruktur, Unterstruktur) von (Z,0,+) wiederfinden. Unser Wunsch
ist: (Z,0,+) soll eine kommutative Gruppe bilden.

Definition 1.27. (a) Eine Struktur (G,o) heit Gruppe, gdw sie die Grup-
penaxiome erfiillt. Diese sind:

(G1) das Assoziativgesetz:
Fir all z,y,z € G gilt (xoy)oz=ax0(yo z2).

(G2) das Gesetz vom neutralen Element e:
Es gibt ein e e ist linksneutral, d.h. Fiir alle z € G gilt eoz = x.

(G3) die Existenz vom Inversen:
Es gibt ein linksneutrales Element e so dass
jedes Element ein Linksinverses beziiglich e hat, d.h. zu jedem =z € G
gibt es y € G, so dass yoz = e.

(b) Eine Struktur (G,o) heifit abelsche Gruppe, gdw sie die Gruppenaxiome
erfiillt und zusétzlich kommutativ (auch abelsch genannt) ist. D.h., das Kom-
mutativgesetz gilt: Fiir alle z,y € G ist roy =yox.

Das Gesetz von inversen Element soll also gelten:
VeeZIyeZz+y=0.

Die Idee ist, Z als geeigneten Teil von N x N wiederzufinden. Hierzu fithren wir das
Dividieren durch Aquivalenzrelationen ein, das im Jargon auch ,,Rechnen modulo

.7 oder ,faktorisieren” genannt wird.

Definition 1.28. Sei M eine Menge.

R heiit (zweistellige) Relation auf M gdw R C M x M.
R heif3t reflexiv gdw fiir alle x € M, zRx.

(1)

(2)

(3) R heifit symmetrisch: Fiir alle z,y € M gilt xRy — yRx.

(4) R heift transitiv fir alle z,y,z € M gilt: (xRy AyRz — zRz).
(5)

R heiBt Aquivalenzrelation auf M gdw R reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist.

Definition 1.29. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M und = € M.
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(1) Die folgende Teilmenge von M
[|r := {y € M |zRy}

heifit die Aquivalenzklasse von z.

(2) Wir nennen M/R die Quotientenmenge.
M/R:={[z|r|z € M}
Bem.: M/R C Z(M).
(3) p: M — M/R mit p(x) = [z]r heifit die Quotientenabbildung.
Frage 1.30. Hat die Quotientenabbildung eine Umkehrung?

Wir suchen eine Teilmenge S C M, so dass die Einschrinkung von p auf S,
geschrieben p | S, injektiv ist. Solch eine Teilmenge heifit Reprisentantensystem
fiir M und R. Wir geben eine dquivalente Definition:

Definition 1.31. S C M heifit Repréasentantensystem fiir R auf M gdw
Vye M/RF'zcSxecy
S ist als gerade die Bildmenge der Auswahlfunktion

{(y,S(y)) |y € M/R}.

Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Auswahlfunktion und somit ein Reprisen-
tantensystem. In der Tat gilt:

Satz 1.32. In ZF gilt: Das Auswahlaziom ist wahr genau dann, wenn jede Aquiva-
lenzrelation ein Reprdsenantensystem hat.

Beweis: Die eine Richtung haben wir gerade eben gezeigt. Habe nun also jede
Aquivalenzrelation ein Reprisenantensystem. Sei eine Menge X nicht leerer Mengen
gegeben. Wir betrachten nun

X ={{z} xz|zeX}.

Dann ist X eine Menge disjunkter nicht leerer Mengen. Wir definieren eine Aqui-
valenzrelation R auf |J X durch

(z,u)R(y,v) :gdw z = y.

Sei S ein Repriisentantensystem fiir R auf [ J X. Dann ist S gerade eine Auswahl-
funktion fiir X. ]

Ubung 1.33. Losen Sie nun die Schlumpfaufgabe auf Seite 26 des Ersti-Heftes
v/—1 vom Oktober 2013. Jetzt konnen Sie die Schliimpfe sicherlich beraten, fiir
welche Aquivalenzrelation sie sich bei ihrer Strategiebesprechung ein Reprisentan-
tensystem aussuchen sollten.

Der folgende Satz beschreibt einige fiir die Algebra wichtige Eigenschaften von
Quotienten.

Proposition 1.34. es sei R eine Aquivalenzrelation auf M.
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(1) y € [z]r gdw yRx.
(2) Die Quotientenabbbildung p is surjektiv. Es gilt p(x) = p(y) gdw xRy.
(8) Essei X eine Menge. Sei f: M — X eine Funktion. Dann sind dquivalent

(a) Vz,y € M(zRy — f(z) = f(y)). (Man sagt dazu: ,f hingt nur von
der Aquivalenzklasse ab” oder f ist unabhingig von den Reprisentan-
ten)

(b) Es gibt die von f und R induzierte Abbildung f: M/R — X, so dass
Vo € M f(p(z)) = f([z]r) = f(2).

Man schreibt die Eigenschaft (3) (b) auch gerne in einem Diagramm

M—' o x
7
pl T
Ly
M/R

Beweis: (1) und (2) sind klar. (3): Die Implikation von (b) nach (a) ist einfach.

Wir zeigen die Implikation von (a) nach (b): Zuerst geben wir einen dummen
Beweis, der mit Kanonen auf Spatzen schieft: Wir definieren f. Sei hierzu S eine
Auswahlfunktion fiir M und R. Wir setzen fiir y € M/R,

Falls y = p(z), so haben wir f(p(x)) = f(S(p(x))) = f(z), obwohl im Allgemeinen
S(p(x)) # « und nur S(p(x))Rx. Aber letzteres reicht ja aus, da f unabhingig von
den Reprisentanten ist.
Nun geben wir einen Beweis, der das Auswahlaxiom nicht braucht: Wir setzen
fir y € M/R,
Fw)=U{f2)]z €y}

Die Menge {f(z)]|z € y} hat nur ein Element. Es gilt immer (J{u} = u. Sei nun
y = p(z) = /R. Dann ist € y, und daher kommt f(z) in der Menge {f(2) |z € y}
als Element vor. Da diese Menge eine Einermenge ist, haben wir {f(2)|z € y} =
{f(z)}. Dann ist | J{f(2) |z € y} = f(z), wie gewiinscht. O

Man sagt ,, f is wohldefiniert”, wenn Eigenschaft (3)(a) vorliegt.

Bei der Definition von + und - auf Z werden wir Wohldefiniertheit auch fiir
Funktionen f: M/R x M/R — X und fiir Relationen <C M/R x M/R benutzen.
Proposition gilt sinngemé&f auch fiir diese: Im Kriterium (3)(a) wird man nun
fiir beide Argumente unabhéngig voneinander Unabhiingigkeit von den Reprisen-
tanten voraussetzen.

Definition 1.35. und Behauptung. (Die ganzen Zahlen)

(1) Wir definieren eine Relation R auf N x N, d.h. R C (N x N) x (N x N) wie
folgt
(m,n)R(p,q) :gdw m +q=p+n.

(2) Wir setzen
Z=(NxN)/R
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(3) Wir definieren die Addition auf Z:

[(m,n)]r + [(p,9)]r = [(m +p,n + q)]r.

Uberlegen Sie sich, ob dies wohldefiniert ist.
(4) Wir definieren die Multiplikation auf Z durch

[(m, )]k - [(p: @)]r = [(mp + ng, mq + np)| s
(5) Wir definieren das additive Inverse —[(m,n)|r als
=[(m,n)|r = [(n,m)]&.
(6) Wir definieren die lineare Ordnung < auf Z durch

[(m,n)]r < [(p,Q)]r :gdw m+p <y n+q.

Auch dies ist wohldefiniert: Wieder weist man nach, dass die Definition nicht
von den Représentanten abhéngt.

Uberlegen Sie sich: In Ubereinstimmung mit Proposition miissten wir in (3)
bis (6) nun +, -, < auf der linken Seite schreiben. Wir schenken uns die Oberstriche.
Beweis: Wir beweisen (4), da es am kompliziertesten aussieht. Sei

(m',n")R(m,n).
Das heifit
m +n=m+n'.

Wir sollen zeigen
(mp + ng, mq + np)R(m'p +n'q,m'q +n'p),

d.h.
mp +ng+m'qg+n'p=m'p+n'qg+mqg+np.

Nach dem Distributivgesetz und das Kommutativgesetz ist die linke Seite (m+n')p+
(n+m/)q. Nun setzt man hierin m+n’ = m’+n ein, tauscht also beide Vorfaktoren
aus. Dann hat man nach einer weiteren Anwendung des Distributivgesetzes gerade
die rechte Seite. Danach ersetzt man (p, ¢) durch ein dquivalentes (p’,¢") und zeigt
mit der analogen Technik, dass

(m/p+ nlq,mlq + n/p)R(mlpl + n/ql7mlq/ + nlpl).

Fiithrte man beide Ersetzungen geichzeitig durch, geriete man in ldngere Arbeit mit
dem Umordnen von Termen und Hinzufiigen geeigneter Summanden. ]

Definition 1.36. Eine Gruppe (G,0,0,<) heifit angeordnete Gruppe, wenn die
Kiirzungsregel gilt: a < b <> aoc<boec.

Definition 1.37. Ein Ring (R, +, -,0, 1, <) heiit angeordneter Ring, wenn (R, +-,0, 1)
ein Ring ist und wenn (R, +, <) eine angeordnete Gruppe ist und wenn auch fiir -
die Kiirzungsregel gilt: ¢ > 0 — (a < b <> ac < be).
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Definition 1.38. Ein angeordneter Ring (R, +,-,0, 1, <) heifit archimedisch oder
archimedisch angeordnet, gdw es eine Einbettungi: (N, +,-,0,1,<) = (R, +,-,0,1,<
) gibt, so dass i[N] konfinal in (R, <) liegt, d.h. ¥r € RIn € Nr < i(n).

Nun rechnet man nach:

Proposition 1.39. (1) i(n) =[(n,0)]g ist eine Einbettung von (N,+,0) in (Z,+,[(0,0)]r)-
(2) (Z,+,[(0,0)]r) ist eine abelsche Gruppe.

(3) (Z,+,-,(20,20)/R,[(21,20)]|g, <) ist ein kommutativer archimedisch ange-
ordneter Ring mit Eins.

Definition 1.40. und Behauptung. (Die rationalen Zahlen)

(1) Wir definieren eine Relation E auf Z x (N\ {0}), d.h. R C (Z x (N\ {0})) x
(Z x (N\ {0})) wie folgt

(m,n)E(p,q) :gdw m-q=p-n.

(2) Wir setzen
Q= (Zx(N\{0}))/E

(3) Wir definieren die Addition auf Q:
[(m,n)]e + [(p,@)]E = [(mg + pn,nq)]E.
Uberlegen Sie sich, ob dies wohldefiniert ist.
(4) Wir definieren die Multiplikation auf Q durch
[(m,n)]e - [(p, ))& = [(mp, qn)] -

5) Wir definieren fiir m # 0 das multiplikative Inverse ([(m,n)]g)~! als
(5) p

[(n,m)] g, wenn m > 0,

([(m,n)]p) ™" = {

[(=n,—m)]g, wenn m <0.

(6) Wir setzen 0g = [(0,1000)] g, 1g = [(17,17)] .
(7) Wir definieren die lineare Ordnung < auf Q durch
[(m,n)]5 < [(p.q)lE :gdw mq <w pn.

Auch dies ist wohldefiniert: Wieder weist man nach, dass die Definition nicht
von den Reprisentanten abhéngt.

Beweis: Wir beweisen (3), da es am kompliziertesten aussieht. Sei
(m/,n")E(m,n).

Das heift

Wir sollen zeigen
(mq + np,ng)E(m'q +np,n'q),

d.h.
(mq +np)n'q = (m'q +n'p)ng.
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Nach dem Distributivgesetz und das Kommutativgesetz ist die linke Seite mqn'p +
npn’q. Nun setzt man hierin m-n’ = m/’-n ein, tauscht also den ersten Vorfaktor aus.
Dann ist die linke Seite also m’gnp +npn’q. Die rechte Seite ist m/qnp +n’png nach
dem Distributivgesetz, stimmt also mit der linken Seite iiberein. Danach ersetzt
man (p, q) durch ein dquivalentes (p’, ¢') und zeigt mit der analogen Technik, dass
(m/q _"_ n/p, n/q)E(m/q/ + n/p/, n/q/).
([l
Definition 1.41. Eine lineare Ordnung heifit dicht, gdw Vz < z3y(z < y < z).
Nun rechnet man (Skeptiker miissen viel rechnen) nach:
Proposition 1.42. (1) i(z) = (z,1)/E ist eine Einbettung von (Z,+,+,0,1,<)
in (Qv +'a OQ7 1@7 <)
(2) (Q,+,-,0q,lg, <) ist ein archimedisch angeordneter Kdrper mit einer dichten
linearen Ordnung.

Definition 1.43. Wir definieren die Betragsfunktion auf Q, durch

| | q, wenn g > 07
q =

—q, wenn g <0.
Erinnern Sie sich an die Cauchyfolgen.

Definition 1.44. Eine Funktion f: N — Q heifit Cauchyfolge (mit rationalen Ein-
trégen)lﬂ oder Cauchyfolge in QQ, wenn

Ve > 0 Ing Ym,m' > ng |f(m) — f(m')| <e. (1.1)

Mit ,,Cauchyfolge” meint man meistens eine reellwertige Cauchyfolge, d.h. eine
Funktion f: N — R (siehe unten), fiir die wiederum (|1.1)) gilt.

Definition 1.45. und Behauptung. (Die reellen Zahlen)

(1) Wir definieren eine Relation eq auf {f | f: N — Q, f Cauchyfolge}} C Z(Nx
Q) wie folgt
feqggdw lim [f(n) —g(n)[=0.

Dies ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Wir setzen
R={f|f:N—Q,f Cauchyfolge}/eq

(3) Wir definieren die Addition auf R:
(flea + [gleq = [(f + 9)]eq-

Hier ist fir n € N, (f + g)(n) = f(n) + g(n). Uberlegen Sie sich, ob die
Addition wohldefiniert ist.

(4) Wir definieren die Multiplikation auf R durch
[fleq * [9)ea = [(f - 9)leq-

Hier ist fiir n € N, (f - g)(n) = f(n) - g(n). Uberlegen Sie sich, ob die Multi-
plikation wohldefiniert ist.

12 Augustin-Louis Cauchy, 17891857
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(5) Og sei die eg-Klasse einer Funktion mit lim, .o f(n) = Og. 1g sei die eqg-
Klasse irgendeiner Funktion mit lim,,_,~ f(n) = 1g.

(6) Wir definieren die lineare Ordnung < auf R durch

[fleq < [gleq :gdw lim g(n) — f(n) = 0.

n—oo

Auch dies ist wohldefiniert: Wieder weist man nach, dass die Definition nicht
von den Représentanten abhéngt.

(7) Wir definieren |[fleq| := [(n — |f(n)|)]eq- Durch diese Setzung wird die Be-
tragsfunktion von ¢[Q](=i(Q)) auf R erweitert.

Nun kommt ein sehr schéner Satz, im Original von Canto™}

Satz 1.46. (1) i(q) = [cqleq mit cq(n) = q fiir n € N ist eine Einbettung von
(Qv +7 Yy OQa ]-Qa <) m (Rﬂ +7 y ORa 1R7 <)
(2) (R,+,-,0g,1g, <) ist ein vollstindiger archimedisch geordneter Kdorper.
Beweis: Wir beweisen die meiner Meinung nach schwierigste Aussage:

Lemma 1.47. In R hat jede Cauchyfolge einen Grenzwert.

Beweis: Sei (7, )nen eine Cauchyfolge, und sei 7, = [f]eq, fn eine Cauchyfolge
mit rationalen Eintrégen.
Dann gilt, da (ry,), eine Cauchyfolge ist:

Ve > 03ng = no(e)Vm,m’ > ny(e) klim [fr (k) = for (B)| < e. (1.2)
— 00
Dies heifit ausgeschrieben

Ve > 03ng = no(e)¥m,m’ > ngVe; >0
Tkriesig (£, m, M/, £1)VE > kyiesig (£, m, m/ 1) | frn (k) — frr (k)| < €+ 1.

Auflerdem ist jedes f, eine Cauchyfolge, daher gilt fiir jedes w:

Ve > 03ko = ko(e,w)Vm, m' > ko(e,u)| fu(m’) — fu(m)] < e. (1.3)
Wir definieren nun eine (schnell wachsende) Funktion g: N — N wie folgt.
Gegeben n nehmen wir g(n), so dass

Vm,m' > g(n) Vk < n|fr(m) — fr(m)] < (1.4)

1
-
Uberlegen Sie sich, dass es so ein g tatsichlich gibt: Wir nutzen zum Finden von
g(n) endlich oft die Voraussetzung (1.3)). Wir setzen nun

fdiag(n) = fn(g(n))'

Man nennt solche Definitionen, die aus einer Folge von Folgen durch Einsetzung
eines Arguments einmal als Index und einmal als Argument eine quer dariiberlau-
fende Folge bilden, Diagonalisierungen. Diagonalisierung ist ein wichtiger Kunstgriff
in vielen Gebieten der Mathematik. Auch in haben wir n schon an zwei ver-
schiedenen Stellen eingesetzt.

Wir behaupten

13Georg Cantor, 1845 — 1918
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(a) fdiag ist eine Cauchyfolge und

(b)

n11—>11<;lo Tn = [fdiag]eq

Wir zeigen zuerst (a). Sei € > 0 gegeben. Wir nehmen ng, so dass € < und

fiir m, m' > ng, |7y — 7| < §. Dann ist fiir m, m’ > no,

3 ‘nQ

fdlag (m) fdiag (m/ =

m(9(m)) = gm: (g(m)) =
( m(9(m)) = fm (k) + (fm(k) = for (k) + (frur (k) = fi (g(m)).
Jeder Summand hat Betrag < §, wenn wir & > max(g(m), g(m')) so grofl wihlen,

dass |fn (k) — four (k)] < |7m — rm/| +§ < g+ §- Solch ein k gibt es, da 7, = [fin]eq
und 7 = [frneq-

~—

Nun zeigen wir (b). Wir haben zu zeigen:

Ve > 03noVm > ng Um |f, (k) — faiag(k)] < €.
k—o0
Dies bedeutet ausgeschrieben:

Ve > 0dng = no(a)Vm > noVeyp > Oﬂko(e,m,sl) = ko

(1.5)
Vk > k‘olfm(k‘) — fdiag(k)| <e+eq.
Gegeben ¢, wir nehmen ny wie ng(e) in (1.2).
Damit erhalten wir
Vm,m' > ng klim [fm(E) = for (B)] < e.
—00

Letzteres heifit ausgeschrieben:

‘v’m,m’ > noVeyp > 0dkoVEk > kio|fm(k‘) - fm/(k})| <€E—+egr. (16)

Gegeben m und ¢ nehmen wir nun ko(e,m, %) > max(no, 1) als ko zur
Cauchyfolge (fi (u))uen wie in (L.3). Damit erhalten wir

Vh K 2 Kol fun(K) = Fu(R)] < 5 (L7)

Dann haben wir fiir jedes k > ko > ng eine Zahl kriesig (€, k, m, €1) > max(k, g(k))
zur Cauchyfolge |f,, — fi| wie in zu e+ 5.
Nun haben wir nach unseren Vorgehen
€ gegeben,
ng = no(e) gewahlt,
m > ng, €1 gegeben
ko = ko(e,m, ) gewdhlt,
k> ko gegeben
Kriesig = Kriesig(€, k, m, ) gewéhlt. Wir rechnen nun:

fm(k) - fdiag(k) = fm(k) - fm(kriesig) + fm(kriesig)_
fk(kriesig) + fk(kriesig) - fk(g(k))
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Nach der Dreieicksungleichung und nach nach (1.7), (1.6) und (1.4)) (jeweils zur
Abschétzung der drei Summanden) ergibt sich

|fm(k) - fdiag(k‘)‘ <
|fm(k) - fm(kriesig)| + |fm(kriesig) - fk(kriesig)‘ + |fk(kriesig) - fk(g(k)” <

e+ d <ot

—+e+—+—-<e+e.

3 3 "3 -
Damit haben wir die Behauptung (|1.5) mit ihrer recht komplexen Schachtelung der
Quantoren gezeigt. In ((1.5) kommt kyesig nicht vor, die Vorgabe & hingegen schon.
Die Zahl kyjesig haben wir nur als Hilfsmittel benutzt. O

Proposition 1.48. In R gilt fiir Cauchyfolgen mit rationalen Eintrigen: [fleq =
lim;, 00 i(f(n)). Hierbei ist i: Q — R die in Aussage (1) des Satzes genannte Ein-
bettung.

Beweis: Ubung.

Ubung 1.49. 1. Basteln Sie fiir n € N jeweils eine rationalwertige Cauchyfolge
(fn(k))ken, so dass ([fn]eq) eine Cauchyfolge in R ist und so dass (f,(n))nen keine
Cauchyfolge ist.

2. Vielleicht kénnte man sich im Beweis gerade eben auf Cauchyfolgen mit ge-
wisser schneller Konvergenzrate beschrinken und den Beweis so hoffentlich ver-
einfachen. Wir diirfen uns ja beliebige Représentanten fur die f, mit 7, = [fn]eq
auswithlen. So kann man, nach Vorbereitung, zu g(n) = n kommen. Uberlegen Sie
sich, wie man das genau durchfiihren kann.

3. Jemand mochte gerne noch mehr reelle Zahlen haben und faktorisiert daher
bei der Konstruktion von R nicht nach eq. Kann man dann noch rechnen? Was
passiert mit der Archimedizitéit? Wenn Sie diese Frage interessiert, konnen Sie sich
iiber Nichtstandard-Analysis informieren.

Korollar 1.50. (ZF beweist:) Das Aziomensystem KAV fir die vollstindigen ar-
chimedisch geordneten Korper ist hat ein Modell, ist also widerspruchsfrei.

Satz 1.51. KAV hat bis auf in beide Richtungen stetige Isomorphismen genau ein
Modell. Man sagt dazu: Das Aziomensystem KAV ist kategorisch.

Beweis: Seien (R, +,-,0,1, <) und (S, +s,s,0s, 15, <g) zwei vollstindige archi-
medisch angeordnete Korper. Wir geben einen Isomorphismus f: R — S an. Wir
vereinfachen die Schreibweise fiir R, und nehmen an, dass N, Z, Q nicht nur in R ein-
gebettet sind, sondern Teilmengen sind. Wir setzen f(0) = 0g, f(n+1) = f(n)+sls,
f(=n) = —=sf(n), f(£) = %. Hier ist auf de rechten Seite der Bruch in S und g
ausgerechnet gemeint. Dann haben wir f schon auf Q definiert. Nun setzen wir f
auf eindeutige Weise stetig fort, indem wir zu r € R eine Cauchyfolge mit rationalen
Eintrégen wéhlen (wir brauchen nach dem Beweis von Prop. das Auswahlaxi-
om nicht), sagen wir (g, ). Dann setzen wir f(r) = lim,, f(g,), hier wird der Limes
in S gebildet. f ist surjektiv, da auch S ein vollstindig archimedisch angeordneter
Korper ist. Auch die Umkehrabbildung von f ist stetig.

f kommutiert mit + und - nach Konstruktion: f(r + ') = f(r) +s f(r'). Dies
zeigt man wieder von den rationalen Zahlen ausgehend. Ebenso zeigt man, dass f
die lineare Ordnung von R treu auf die lineare Ordnung von S abbildet. ]

Ab hier wieder gelesen
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Ab hier ist das meiste aus den sehr guten Skripten von Herrn Bangert [2] und Herrn
Ziegler [I7] abgeschrieben. An etlichen Stellen flossen auch folgende Quellen ein: [I],
@, 5], 71, B, 9] [10], (1.

Ab hier etliche Beweise, besonders die leichteren, noch nicht getext.

2.1 Einstieg: Lineare Gleichungssysteme

Beispiele: eine Gleichung mit einer Unbekannten, eine Gleichung mit zwei Unbe-
kannten, zwei Gleichungen mit 2 Unbekannten
Geometrische Interpretation

Definition 2.1. Sei K ein Kérper. Seien m,n € N\ {0}, a;;,b; € R fir i =

1,...,m,j=1,...,n. Eine Konjunktion der Form
n
Fﬁri:l,...,m Zai7j-xj=bi I
j=1

heifit lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten.

Definition 2.2. (Zeilen-)Stufenform fiir ein lineares Gleichungssystem iiber einem
Korper K mit n Unbekannten und m Zeilen. Eine Anordnung der Form

0 -+ 0 aiy * ... * * x ...k * ¥ o a1 by
o --- 0 0 0o --- 0 az j, * ... * * * a2.n b2
0 0 0 0 0 0 0 0 arj, * arn  bi
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  bgt1
0O --- 0 0 0 --- 0 0 0O ... 0 0 0 --- 0 b

heifit Stufenform oder auch Zeilenstufenform (der Koeffizienten) eines linearen Glei-
chungssystems. Hierbei ist fiir ¢ = 1,...,k, a;; # 0, und die Sterne stehen fiir
beliebige Elemente von K. Die Zahl & < m,n heifit der Rang des linearen Glei-
chungssystems.

Definition 2.3. Ein Lineares Gleichungssystem heifit homogen, wenn by = --- =
by, = 0.

19
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Definition 2.4. Sei r € R. Wir definieren G5 — r(G; fiir zwei lineare Gleichungen
Gi der Form Z?:l Qi L5 = bi, 1= 17 2, als Z?zl(agd — T’CLL]‘)Ij = bg — Tbl.

Definition 2.5. L; = {(z1,...,z,) ]| (z1,...,2,) 16st I}

Lemma 2.6. Aus G1 und G5 folgen Go — rG1 und G1. Aus Go — rG1 und G
folgem G1 und G,.

Ein Einzelschritt im Gauf}-Verfahren: Sei I mit den Gleichungen Iy, ..., I,
gegeben. Sei a11 # 0. Dann bilden wir I’ mit I{ = I, I = I; — 311]1 Dann gilt
Ly =1Lj.

Die Beschreibung des GauB—Algorithmuﬂﬂ

Satz 2.7. Jedes lineare Gleichungssystem ldsst sich in ein Gleichungssystem in
Stufenform umwandeln, das dieselbe Losungsmenge hat (zwei solche lineare Glei-
chungssysteme nennt man dquivalent).

2.2 Relationen

Definition 2.8. Seien M, N Mengen. R C M x N heifit Relation auf (M, N). Falls
M = N, so sagt man Relation auf M. Wir schreiben auch zRy fiir (z,y) € R

Beispiel 2.9. Sei f: M — N eine Funktion. Dann ist graph(f) = {(z,y) € M x
N| f(z) = y} eine Relation. R = {(z,y) € R x R|z = y?}.

Definition 2.10. Sei R eine Relation auf M.

R heifit reflexiv :gdw VzzRx.
symmetrisch :gdw Va,y € M(xRy — yRx).
transitiv :gdw Va,y, 2 € M(xRy A yRz — zRz).

antisymmetrisch :gdw Vz,y € M(xRy A yRx — x = y).

(1)

(2)

(3)

(4) Aquivalenzrelation :gdw R is reflexiv symmetrisch und transitiv.
(5)

(6) Halbordnung :gdw R antisymmetrisch, reflexiv und transitiv ist.
(7)

lineare Ordnung :gdw R eine Halbordnung ist, die konnex ist, d.h. Vz, y(z RyV
yRxVz=y).

Beispiel 2.11. C = {f: N — {0,1}} heiit die Cantormenge. R = {(f,g) € C x
C|3kVn > kf(n) = g(n)} ist eine Aquivalenzrelation auf C.

Definition 2.12. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M, z € M.

(1) [z]r = {y| 2Ry} heiBt die Aquivalenzklasse von .
2) M/R={xpr|xz € M} heifit die Quotientenmenge .
(3) S C M heiit Reprisentantensystem fiir R: Vo € M/R3™'y € Sy € .

Satz 2.13. ZFC. Jede Aquivalenzrelation hat ein Reprisentantensystem.
Definition 2.14. Seien p, m € Z.

(1) p teilt m = 3z € Zp - z = m. Wir schreiben p | m fiir p teilt m .

LCarl Friedrich Gau}, 1777 - 1855
2 Abu Dscha’far Muhammad ibn Musa al Chwarizmi, 770 - (835-850)
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(2) m=n mod (p) :& p|m-—n.
3) [zlp ={yly=2 mod (p)}.
(4) Zp =A{lzlp|z € Z}.

Definition 2.15. Z C &(M) heifit Zerlegung oder Partition von M :gdw |JZ =
M,0¢ 2, wnd VZ,2' € Z2ZN 7 = 0.

Satz 2.16. Sei M eine Menge. Korrespondenz von Zerlegungen von M und Aqui-
valenzrelationen auf M. Es gibt

F:{Z| Z Zerlegung auf M} — {R| R Aquivalenzrelation auf M}
und

G: {R|R Aquivalenzrelation auf M} — {Z | Z Zerlegung auf M},
so dass fir alle R und Z, F(G(R)) = R und G(F(2)) = Z.

Beweis: 2 F(2)y & 3Z € Zz,y € Z. G(R) = M/R. O

2.3 Gruppen

Wir beginnen mit einem schwachen Axiomensystem fiir Gruppen:

Definition 2.17. (a) Eine Struktur (G, o) heift Gruppe, gdw sie die Grup-
penaxiome erfiillt. Diese sind:

(G1) das Assoziativgesetz:
Fir all z,y,z € G gilt (roy)oz=z0(yoz).
(G2) das Gesetz vom neutralen Element e:
Es gibt ein e, so dass e linksneutral ist, d.h. Fiir alle x € G gilt eox = .

(G3) die Existenz vom Inversen:
Es gibt ein linksneutrales Element e, so dass
jedes Element ein Linksinverses beziiglich e hat, d.h. zu jedem z € G
gibt es y € G, so dass yoz = e.

(b) Eine Struktur (G,o) heifit abelscheﬂ Gruppe, gdw sie die Gruppenaxiome
erfiillt und zusétzlich kommutativ (auch abelsch genannt) ist. D.h., das Kom-
mutativgesetz gilt: Fiir alle z,y € G ist roy =yox.

Wir zeigen, dass e eindeutig ist, wenn (G1) bis (G3) gelten. Meistens quantifiziert
man e nicht ab.

Lemma 2.18. Sei G eine Gruppe und sei e ein linksneutrales Element wie im
Gesetz (G3). Dann gilt

Va,b€e Gaob=e—boa=c¢e
Lemma 2.19. Sei G eine Gruppe.

(a) FEs gibt nur ein linksneutrales Element. Dieses ist auch rechtsneutrales Ele-
ment.

3Nils Henrik Abel, 1802 — 1829
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(b) Va3='bboa = e und dieses b ist auch rechtsinvers zu a.
Wir schreiben von nun an o~ fiir das Inverse zu a.

Definition 2.20. Ordnung einer Gruppe Die Michtigkeit von G, |G| heifit die
Ordnung der Gruppe G.

Im Falle endlicher G ist |G| das eindeitig bestimmte n so dass es eine Bijektion
von G auf {0,...,n — 1} gibt. Falls n = 0, ist letzteres die leere Menge. Im Falle
unendlicher G, ist |G| eine Kardinalzahl (siehe z.B. [16]).

Definition 2.21. Sei M eine Menge.
S(M)={f: M — M| f bijektiv}.
(S(M), o) heifit die symmetrische Gruppe auf M.

Beobachtung 2.22. (a) (a7 1')"!=a.
(b) (aob)™t=b"toa l

Beispiele 2.23. fiir Gruppen.

1) Die einelementige Gruppe.
3) Die Gruppen Z,. Wohldefiniertheit der Addition [z], + [y],.

(1)
(2) Die zweielementige Gruppe.
(3)
(4)

Symmetriegruppen von geometrischen Figuren im R2.

2.4 Korper

Definition 2.24. Ein Korper ist eine Struktur (K, 4, -) mit folgenden Gesetzen:

(K1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe.

(K2) (K \{0},-) ist eine ablsche Gruppe.

(K3) (a+b)ec=ac+ be.

Definition 2.25. Verzichtet man in (K2) auf die Kommutativitét, so erhilt man
einen Schiefkorper. Verzichtet an in (K2) auf das Inverse, so erhélt man einen kom-

mutativen Ring mit 1 . Verzichtet man in (K2) auf die Kommutativitit und das
Inverse, so erhélt man einen Ring mit 1.

Beispiele: Korper Q, R, Gegenbeispiel Z nur Ring mit Eins.
Rechenregeln 2.26. in Kdrpern.
(1) —(=a)=a.
(2) —(a+b)=—a—0.
(8) 0-a=0.

(1) a-(=b) = —ab.
(5) (ab)e = a(be).
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Definition 2.27. Die Definition der komplexen Zahlen durch Cardancﬂ Die Menge
der komplexen Zahlen ist C = {a +ib|a,b € R}. Wir definieren +: C x C — C und
-1 € x C — C durch:

(a+ib)+ (c+id)=a+c+i(b+d)

(a+1b) - (c+1id) = ac — bd + i(bc + ad).

Definition 2.28. Die Gaufi’sche Zahlenebene Cy = {(a,b) | a,b € R} Wir definieren
+:CyxCy = Cyund -: C; x C; — C, durch:
(a,b) + (¢,d) = (a+cb+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,bc+ ad).

f:C—Cy, fla+1ib) = (a,b) ist ein Isomorphismus von (C, +,-) auf (Cy, +,-).

Satz 2.29. Der Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht konstante Polynom tiber
C hat eine Nullstelle in C. D.h.: Fir alle n € N\ {0}, fir alle ag,...,a, € C mit
an, # 0 gibt es ein x € C so dass

(In der Vorlesung nicht bewiesen!)

Lemma 2.30. Sei p € N. Sei f: p — p injektiv. p = {z|z < p}. Dann ist f
surjektiv.

Definition 2.31. Sei p € N\ {0}. [z], - [y], = [z - ylp-
Dies ist wohldefiniert.

Lemma 2.32. Sei p prim. Dann ist Z, ein Kéorper. Wenn p > 2 nicht prim ist,
dann ist Z, kein Kérper.

2.5 Vektorraume

Wir treffen die Konvention, dass wir nun griechische Buchstaben als Variablen fiir
die Korperelemente schreiben und lateinische Buchstaben vorerst fiir (Variablen
fiir) Vektoren (und Elemente von Halbordnungen und vieles mehr) stehen.

Definition 2.33. (V,K,+k, k,+v,s) ist ein K-Vektorraum oder Vektorraum
iitber K, wenn folgendes gilt:
(1) (K,+k, k) ist ein Korper. Sei 1 das neutrale Element beziiglich - k.

(2) (V,4v) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element Oy. V' heifit die
Menge der Vektoren, die Elemente aus V heiflen Vektoren.

st K xV =V wird die skalare Multiplikation genannt.
Va,f € K,\Nv eV, (a -k B) sv=a-(Bsv).
Va,f € K,YNv eV, (a+k B) sv=a-sv+y 5.

Va € K,Vo,w € Via s (W+yw) =a-5v+y a5 w.

7 YveVl1lgv=nv.

4Gerolamo Cardano, 1501 — 1576
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Man schreibt oft nur V statt (V, K, +k, 'k, +v, -s), wenn man die Strukturmerkma-
le aus dem Kontext ablesen kann. Auflerdem schreiben wir nicht immer die Indizes
unter + und -.

Beispiele:

(1) Der Nullraum {0, }.

(2) Sei K ein Kérper, n € N. K™, R™. (Hierbei ist K° = {0}).
(3) RM ={f:N—= R|IkVn > kf(n) = 0},

(4) RN ={f:N—R}.

Alle Mengen sind jeweils mit komponentenweiser Addition und komponentenweiser
skalarer Multiplikation zu versehen, damit man sie als Vektorrdume auffassen kann.

Definition 2.34. Sei V ein Vektorraum U C V heifit Unter(vektor)raum von V,
gdw U # 0 und
Va, 5 € KVv,w € Uav + fw € U.

Lemma 2.35. Unterrdume sind Vektorrdume.
Rechenregeln 2.36. in Vektorrdumen

(1) Yv € V0g -sv=0y.

(2) Va € Ka -5 0y = 0y.

(8) YweVae Ka-sv=0— (a=0g Vv=0y).

(4) YweVae K(—a) sv=a5(-v)=—(asv) = —aw.
Beispiele 2.37. fiir Unterrdume:

(1) {0}, V sind Unterrdume von V.
(2) Seim <n.

K™ x{0,...,00} ={(z1,...,2,) € K" |Xppy1 =+ =2, =0}
———

ist ein Unterraum von K™.

(3) RM ist ein Unterraum von RN,

Satz 2.38. Die Lisungsmenge eines (=jedes) homogenen linearen Gleichungssys-
tems ist ein Unterraum.

Lemma 2.39. Der Schnitt beliebig vieler Unterrdume ist ein Unterraum.
Definition 2.40. Sei V ein Verktorraum und M C V. Wir setzen
(1) Up ={U|U Unterraum von V,U D M }.

(2) span(M) = U
(3) M heifit Erzeugendensystem fiir/von V :gdw span(M) = V.

Beobachtung 2.41. (1) M C M’ CV. Dann ist span(M) C span(M’).
(2) Falls U Unterraum, so ist span(U) = U.
(3) span(span(M)) = span(M).
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(4) span(P) = span({Oy}) = {Ov}.

Satz 2.42. Sei V ein K-Vektorraum, M # (), M C V. Dann ist

span(M) z{Zawi\neN\{O},ai € K,v; € M}.

i=1

Definition 2.43. Ein Term des Typs Z?:l a;v; heift Linearkombination. Eine
Linearkombination heifit nicht trivial :gdw 3 € {1,...,n}a; # 0.

Beispiele 2.44. (1) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist in V:
span({(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}) = K".

(2) span({vg,v1}) = R?, falls vy, v; linear unabhingig sind (s.u.).

Definition 2.45. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Sei n € N\ {0}, seien vy,...,v, € V. vy1,..., v, heiflen linear unabhéngig
:gdw
Val...Van(Zaivi =0y 2 a;=-=a, =0).
i=1
Andernfalls heilen die vy, ..., v, linear abhéingig.

(2) Sei L C V. L heifit linear unabhiingig :gdw

VnVv; € L... Vv, € L(/\ V; # Uj = U1,..., Uy, ist linear unabhéngig).
i#£j

Andernfalls heif3t L linear abhéngig.

Beobachtung 2.46. (1) Sei T linear unabhingig und sei S C T. Dann ist S
linear unabhdngig.

(2) T ist linear unabhingig gdw jede endliche Teilmenge S C T linear unabhingig
ist. Man sagt hierzu auch: Linear Unabhdngigkeit ist eine Figenschaft von
endlichem Charakter.

(8) Seien T;, i € 1, linear unabhdngig, sei (I,<p) linear geordnet und gelte fiir
i <rjT; CTj. Dann ist ¢,
Die (=jede) ,aufsteigende Vereinigung” linear unabhingiger Mengen ist li-
near unabhdngig.

T; linear unabhdngig. Man sagt hierzu auch:

Die Vereinigung linear unabhéngiger Mengen ist i.A. nicht linear unabhéngig.

Definition 2.47. B C V heifit Basis von V :gdw B ein linear unabhéngiges Er-
zeugendensystem fiir V ist.

Fiir V = {0} ist 0 eine (die einzige) Basis.

Lemma 2.48. (1) Wenn v € span(M), so ist span(M U {v}) = span(M).
(2) Wenn v € span(M)\ M, so ist M U {v} linear abhingig.
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2.6 Basen

Lemma 2.49. Eine Vorstufe des Austauschlemmas von Steinitz. E| Sei A CV linear
abhingig und sei L C A linear unabhingig. Dann gibt es v € A\ L, das sich als
Linearkombination von Vektoren aus A\ {v} darstellen ldsst.

Beweis: Da A linear abhéingig ist, gibt es eine nicht triviale Linearkombination

Zaaa=0

a€Ap

mit einem endlichen Ay C A. Nun ist mindestens ein a € Ap \ L in dieser Summe
so dass a, # 0. Denn wiren alle a € Ay \ L in dieser Summe so, dass a, = 0, dann

wére schon
E aga =0
a€LNAp

eine nicht triviale Linearkombination, im Gegensatz zur linearen Unabhéngigkeit
von L. Wir halten also ein a € Ay \ L mit «, # 0 fest. Dann ist

Z apb = —aga.

bEAo\{a}

Wir dividieren beide Seiten durch —c«, und erhalten somit

a= Z ap(—ag) "',

beAo\{a}

wie gewiinscht. O

Bemerkung 2.50. Fiir Moduln (d.h. Vektorrdume iiber Ringen mit 1) ist das Lemma
falsch. Im (Hauptideal-)Ring Z ist 2-3 — 3 -2 = 0, aber wir konnen die 3 nicht
darstellen aus der 2.

Definition 2.51. (1) Eine Halbordnung (H, <g) heifit induktive Halbordnung ,
:gdw jede durch < linear geordnete Teilmenge K C H (man sagt zu solchen
Teilmengen auch Ketten) eine obere Schranke hat, d.h. es gibt s € H, so dass
fur alle k € K, k C s.

(2) Ein Element m in einer Halbordnung (H, <j) heift maximales Element :gdw
Vn € H(n >g m — n = m). (Verwechseln Sie dies nicht mit dem grofiten
Element von weiter unten. In linearen Ordnungen fallen die beiden Begriffe
zusammen, aber nicht in Halbordnungen.)

(N, <) ist keine induktive Halbordnung, obwohl N isomorph zu einer induktiven
Menge ist Die beiden Begriffe haben nichts miteinander zu tun.

Vorspann: Der Basisergidnzungssatz braucht zum Beweis das Lemma von Zorn,
dessen Beweis nicht zum Stoff einer Anfingervorlesung gehort. Der Satz iiber die
Existenz von Basen reicht tief in unsere Auffassung der Axiome hinein:

Satz 2.52. (Blas:ﬂ 1984 [3]) ZF. Wenn jeder Vektorraum eine Basis hat, dann
gilt das Auswahlaziom.

5Ernst Steinitz, 1871-1928
6 Andreas Blass, geb. 1947
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Der Beweis dieses Satzes ist nicht Gegenstand einer Anféngervorlesung. Er kénn-
te bei Interesse einmal in einem Seminar in etwa drei oder vier Sitzungen durch-
gefithrt werden.

Lemma 2.53. Das Lemma von Zor| . Jede induktive Halbordnung hat ein mazi-
males Element.

Beweisskizze: Ich habe unten einen Beweis aufgeschrieben, falls Sie Interesse
haben. Er ist nicht Priifungsstoff.

Wenn man das Lemma von Zorn akzeptiert, dann kann man die anderen Be-
weissschritte durchfithren:

Satz 2.54. ZFC Der Basiserginzungssatz von Steinitz (Im Original wohl in [17)],
aber wir geben einen spiteren Beweis mit Hilfe des Lemmas von Zorn.). Sei V' ein
K-VR und sei A linear unabdngig, und sei E ein Erzeugendensystem. Dann gibt es
E' CE, so dass AU E’ eine Basis bildet.

Beweis: Wie schreiben
H={D|ACDCAUE,D ist linear unabhéingig}.

Wir ordnen H mit C. Dann ist (H, C) eine sogenannte induktive Halbordnung.

Wir zeigen dies: C ist eine antisymmetrische, reflexive und transitive Relation.
Sei K eine Kette in (H, C). Wir bilden |J K. Dannist JK CV, AC|JK C AUE.
K ist linear unahéngig, denn jede Abhéngigkeit brauchte nur endlich viele Vektoren,
und die kdmen in einem einzigen Kettenglied schon vor, was der Voraussetzung
K C H widerspriche. Also ist |J K eine obere Schranke von K.

Nun gibt es nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element E’ in H. E’
ist linear unabhingig, da E’ € H. E’ erzeugt V, denn Annahme nicht. Es gibt
v € V\span(E'). Dann ist E'U{v} linear unabhéngig, denn andernfalls kénnte man
nach der Vorstufe des Austauschlemmas v als Linearkombination von E’ darstellen.
E' U {v} zeigt also, dass £’ nicht maximal ist. O

Beweis des Lemmas von Zorn und des Wohlordnungssatzes nicht vorgelesen in
der Vorlesung

Definition 2.55. Sei A eine Menge. (A, <) heift Wohlordnung gdw (A, <) eine
lineare Ordnung ist, in der jede nicht leere Teilmenge ein <-minimales Element hat.

Eine Menge A hat eine Wohlordnung, gdw es eine Relation < aus A gibt, so
dass (A, <) eine Wohlordnung ist.

Wir beweisen gleich zwei sehr niitzliche Aquivalente zum Auswahlaxiom:

Satz 2.56. Der Wohlordnungssatz und das Lemma von Zorn. Folgende sind dqui-
valent auf der Basis von ZF:

(1) Das Auswahlaziom.
(2) Jede induktive Halbordnung hat ein mazimales Element.

(8) Jede Menge hat eine Wohlordnung.

Beweis

"Max Zorn, 1906 — 1993
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(1) impliziert (3) Dies ist er Zermelo’sche Wohlordnungssatz von 1904 [15]. Der
Beweis braucht Ordinalzahlen und den Rekursionssatz fiir Ordinalzahlen, siehe z.B
[6], [16, Kapitel 2]. Diese Gegenstéinde werden erst in spéteren Vorlesungen gelehrt.

Sei A gegeben. Wir konstruieren eine Wohlordnung < auf A wie folgt. Wir neh-
men eine Auswahlfunktion h auf Z2(A) \ {0}. Dann definieren wir rekursiv iiber
die Klasse On aller Ordinalzahlen mit der €-Ordnung (On, €) eine Einbettung
F:On — AU {A} wie folgt:

F(a) = h(AN{F(B)| B € a}),

falls {F'(B) | B € a} # A. Falls {F(5) |5 € a} = A, dann ist F'(a) := A. Nach dem
Rekursionssatz fiir On ist F' eine wohldefinierte Operation. Da A eine Menge ist
und da F' injektiv ist, solange der Wert A nicht angenommen wird, gibt es nach
dem Ersetzungsschema ein o mit F'(a) = A. Sei o minimal mit F(or) = A. Dann
ist F [ a=: f: @« — A eine Bijektion (also insbesondere eine Funktion, ein Element
des Mengenuniversums), die nun die Wohlordnung von («, €) auf A iibertrégt durch
a<b< fHa) € f71(b). Von der klassengrofien Operation F wird also am Ende
nur der mengengrofie Anfangsabschnitt F' | o gebraucht.

(3) impliziert (1). Sei X eine Menge nicht leerer Mengen. Wir nehmen eine
Wohlordnung < auf |JX. Dann setzen wir fir € X, f(z) = das <-minimale
Element von z.

(1) impliziert (2) [18]. Auch diese Implikation braucht Ordinalzahlen. Sei eine
induktive Halbordnung (H, <p) gegeben. Wir konstruieren ein maximales Element
von H wie folgt. Wir nehmen eine Auswahlfunktion h auf &2(A) \ {0}. Dann defi-
nieren wir rekursiv iiber die Klasse aller Ordinalzahlen mit der €-Ordnung (On, €)
eine Einbettung F: On — AU {A} wie folgt:

F(a) := h((Menge der oberen Schranken von {F(8) |8 € a})
MF(B) |8 € a}),

falls (Menge der oberen Schranken von {F(3)|8 € a}) \ {F(8)|8 € a} # 0, und
F(a) = A sonst. Nach dem sogenannten Rekursionssatz fiir On ist F' eine wohlde-
finierte Operation. Da A eine Menge ist und da F' injektiv ist, solange der Wert A
nicht angenommen wird, gibt es nach dem Ersetzungsschema ein @ mit F(a) = A.
Sei  minimal mit F(a) = A. Da {F(5) |5 € a} = K eine Kette ist, gibt es nur
dann keine obere Schranke auflerhalb K, wenn K ein grofites Element in K hat.
Dann ist « eine Nachfolgerordinalzahl, « = 8 + 1, und F(f) ist ein maximales
Element von H.
(2) impliziert (1). Sei Y eine Menge nicht leerer Mengen. Wir nehmen

H={(X,h)| X CY,h Auswahlfunktion auf X},

und halbordnen mit (X, h) <y (X',h') :igdw X C X' und b/ | X = h. (H,<p)

ist eine induktive Halbordnung, denn jede Kette hat als eine obere Schranke die

Vereinigung der Kette. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es ein maximales Element

(M, h). Man rechnet nach, dass wegen der Maximalitéit von M die Gleichheit M =Y

gilt. h ist also eine Auswahlfunktion auf Y. ]
Ende der nicht vorgelesenen Passage.

Lemma 2.57. Das Austauschlemma von Steinitz. Seib € span(AU{a})\span(A4).
Dann ist a € span(A U {b}).
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Satz 2.58. Der Austauschsatz von Steinitz. Sei B eine Basis von V mit n > 1
Elementen. Sei L linear unabhdngig. Dann gilt

(a) |L| <n, und

(b) Es gibt n — |L| Vektoren aus B = {by,...,b,}, bei geeigneter Nummerierung
sind dies Vp_ |41 -+ Vn, 50 dass LU{vp_|p|41,...,Vn} eine Basis ist.

Definition 2.59. Sei V ein Vektorraum. Die Dimension von V ist die Machtigkeit
einer (= jeder) Basis von V. Wir schreiben dim (V') dafiir.

(Wir kennen nur endliche Méchtigkeiten bis jetzt in der Vorlesung.)

2.7 Der Verband der Unterriaume

Definition 2.60. Sei (H, <) eine Halbordnung.

(1) m € H heifit grofites Element gdw Yh € Hh < m. k € H heifit kleinstes
Element gdw Vh € Hh > k.

(2) Sei A C H. Mit sup(A) (das nicht zu existieren braucht) bezeichnen wir die
kleinste obere Schranke von A, also das Element s, so dass

Va € Aa < sAVO(Va € Ab>a— b > s).

Mit inf(A) (das nicht zu existieren braucht) bezeichnen wir die gréfite untere
Schranke von A, also das Element i, so dass

Va € Aa > i AVb(Va € Ab<a—b<i).

(3) Wir schreiben sup(a, b) fiir sup({a, b}).

Definition 2.61. Eine Halbordnung mit gréffitem und mit kleinstem Element heifit
Verband, wenn je zwei Elemente ein Supremum und ein Infimum haben.

Definition 2.62. Sei V ein Vektorraum, und seien Uy, Us Unterrdume von V. Wir
setzen
Ui+ U; = {U1 + uso |U1 e Uy,ug € Ug}

Beobachtung 2.63. U; + Uy = span(U; U Us).

Satz 2.64. Sei V ein Vektorraum. Dann ist die durch Inklusion geordnete Menge
der Unterdume von V ein Verband. Dabei ist sup(Uy, Us) = Uy + Us, inf(Uy,Us) =
Uy NUs.

Bemerkung 2.65. Das Distributivgesetz (U; + Us) NUs = Uy N Us + U N Us ist im
Allgemeinen ab Dimension 2 falsch.

Lemma 2.66. Sei V ein Vektorraum. Das Modularititsgesetz: Sei Uy C Us. Dann
15t

(U1+U2)0U3 =U;NU3+ Us.
Man sagt hierzu: Das Modularititsgesetz gilt im Verband der Unterrdume.

Definition 2.67. (1) Sei V ein Vektorraum. U ein Unterraum von V. Ein Un-
terraum U’ heifit zu U komplementéirer Unterraum, :gdw U N U’ = {0} und
U+U =V.
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(2) Sei(H,<p)ein Verband, h € H. k heifit Komplement von/zu h, falls sup(h, k)
das grofite Element ist, und inf(h, k) das kleinste Element im Verband ist.

Satz 2.68. ZFC Sei V' ein Vektorraum. Jeder Unterraum hat einen komplementdren
Unterraum U’ (der im Falle V # U’ # {0} nicht eindeutig ist).

Lemma 2.69. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und U ein Unterraum.
und U’ ein Komplement zu U. Dann ist

dim(V) = dim(U) + dim(U").

Das Lemma gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume, allerdings braucht
man dann Kenntnisse iiber Kardinalzahlen und kardinale Addition.
Wir verlassen den Verband der Unterrdiume in der folgenden Definition.

Definition 2.70. Seien V7 und V5 zwei K-Vektorrdume. Dann definieren wir fol-
gende Struktur:

V=ViPVa=(Vi x Vo, K, 4k, K, +v,s)
durch

(ur,u2) +v (v1,v2) = (w1 +v, v1,u2 +v, U2),

s (v,v) = (av,aus).

V1 @ Vs heifit die direkte Summe der Vektorrdume Vi, Va. Die direkte Summe ist
nicht kommutativ.

Definition 2.71. Seien Vi = (V1, K, +, -, +v;, s v,) und Vo = (Va, K, +, -, +v3, 5,13 )
zweil K-Vektorraume.

(1) f: Vi — V4 heifit linear oder auch Vektorraumhomomorphismus :gdw
Vo, B € K¥v,w € Vif(a sv, v+ B sy w) = s v, [(0) 41, 8 s v, f(w).

(2) f: Vi — V4 heiit Vektorraumisomorphismus :gdw f bijektiv und linear ist.
Wir schreiben V3 = V5 oder f: V) = V.

Lemma 2.72. Sei V ein Vektorraum, seien Uy, Uy Unterrdume, und sei Uy NU; =
{0}. Dann gilt

f : U1XU2*>U1+U2,
(w1, ug) — ug + ug
ist bijektiv und ein Vektorraumisomorphismus von Uy @ Us auf Uy + Us.

Korollar 2.73. Wenn V ein Vektorraum ist und U ein Unterraum und U’ ein zu
U in V' komplementdrer Unterraum ist, dann ist

V=U+U=UPU.

Korollar 2.74. Wenn V ein Vektorraum ist und U ein Unterraum. Dann sind je
zwei Komplemente isomorph.

Definition 2.75. Sei V ein Vektorraum und sei U ein Unterraum.
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(1) Wir definieren fiir v,w € V:
veepwisv—we U

(2) v+U :={v+u|u € U} nennt man Nebenklasse (von v beziiglich U).

(3) V/U = {[v]~, |v € V} heiit die Menge der Nebenklassen oder (wie frither)
die Quotientenmenge.

(4) 7V =V/U, m(v) = [v]~, heifit die kanonische Projektion.
Beobachtung 2.76. Sei V' ein Vektorraum und sei U ein Unterraum, v € V.
(1) [y =v+U.

(2) Die Relation ~y ist eine Aquivalenzrelation. Daher sind je zwei Nebenklassen,
entweder gleich oder disjunkt.

Satz 2.77. V/U trigt eine K -Vektorraumstruktur, die eindeutig dadurch bestimmt
ist, dass die kanonische Projektion

m:V=V/U
linear ist.

Lemma 2.78. Sei U’ ein Komplement von U in V. Dann induziert die kanonische
Projektion w: V. — V/U wvia Einschrinkung einen Isomorphismus

r=rU:U S V/U.

Bemerkung 2.79. und Denkaufgabe, die in der Vorlesung gemacht wurde: U’ ist also
ein Reprisentantensystem von V/U. Sei dim(V) > 2. Dann gibt es einen Unterraum
U von V, so dass V/U ein Repriisentantensystem hat, das kein Unterraum ist.

Korollar 2.80. Wenn V' endlichdimensional ist, dann ist dim(V) = dim(U) +
dim(V/U).

Das Korollar gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume.
Definition 2.81. codimy (U) = dim(V/U) heifit die Kodimension von U in V.

Satz 2.82. Sei V' endlichdimensional, und seien Uy und Uy Unterrdume. Dann ist

Der Satz gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume.

Definition 2.83. Sei V ein Vektorraum und sei H ein Unterraum. H heifit Hy-
perebene, :gdw es einen eindimensionalen komplementéren Unterraum H’ gibt mit
V=H+H.

Bemerkung 2.84. Im Endlichdimensionalen ist die Definition dquivalent zu dim(H) =
dim (V) —1. Im Unendlichen gibt es nur die Addition von Kardinalzahlen, keine Sub-
traktion, daher ist die obige Definition in mehr Situationen geeignet.

Wir beweisen eine Verfeinerung des Satzes [2.68

Satz 2.85. ZFC Sei V ein Vektorraum. Seien U und U’ Unterriume und V =
U+ U'. Dann hat U hat einen komplementéiren Unterraum U", so dass U” C U’.
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Nicht gemacht Im Spezialfall, dass U’ endlichdimensional ist, kommt man ohne
Auswahl aus:

Satz 2.86. ZF Sei V ein Vektorraum. Sei H ein Unterraum und U’ ein endlichdi-
mensionaler Unterraum und V = H + U’. Dann hat H hat einen komplementiren
Unterraum U", so dass U" C U’.

Beweis: Da H + U’ =V, gilt: U'/H erzeugt V/H. Wir nehmen (z. B. Wie in
Aufgabe 3 des Blattes 7) ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem B fiir C U’ /H.
Dieses ist endlich. Dann nehmen wir Vertreter fiir b+H in U’ fiir jedes b+H € B. Die
endliche Menge dieser Vertreter spannt einen Unterraum U’ mit den gewiinschten
Eigenschaften auf. |

Ab hier wieder gemacht, eben unnotigerweise ZFC vorausgesetzt.

Korollar 2.87. ZF Sei V' ein Vektorraum und H eine Hyperebene, und sei U ein
Unterraum. Dann ist entweder U C H, oder U N H ist eine Hyperebene in U.

Beweis: Falls U C H, so ist U N H = U, und U ist keine Hyperebene in U.
Falls U € H, so ist U/H = H'/H fur jedes Komplement H' von H. Wir nehmen
nun mit dem vorigen Satz ein Komplement H' von H, so dass H' C U. Dann
gilt nach dem Modularititsgesetz, angewandt auf, H + H' = V, die Gleichung
(H+H)NU=HNU+ H =U. Somit ist H' ein eindimensionales Komplement
von UNH in U. O

Beispiel 2.88. Sei V. = K™, n € N\ {0}, und seien o; € K und sei «; # 0 fiir ein 3.
Dann ist

n
H={(z1,...,2n) ]| Zaixi =0}
i=1

eine Hyperebene im Raum K™.



Kapitel 3

Lineare Abbildungen

3.1 Grundlegende Eigenschaften

Wir wiederholen Def 2.71]

Definition 3.1. Seien V und W K-Vektorrdume. f: V — W heiflt lineare Abbil-
dung oder Vektorraumhomomorphismus :gdw

Va, 8 € K¥vi,vs € V f(avy + Bua) = af (v1) + Bf(v2).
Definition 3.2. Sei f: X — Y eine Abbildung.
(1) Gelte Vy € Y371z € X f(x) = y. Dann schreiben wir f~! fiir die Umkehrab-
bildung. f~1(y) = x gdw f(z) = y.
(2) Sei ZC X. flZ] :={f(2)|z€ Z}(=Im(f | Z)) heifit das f-Bild von Z.
(3) Sei Z CY. f1Z] :={z| f(z) € Z} heiit die Urbildmenge von Z. Im Falle
bijektiver f ist f~1[Z] = {f~1(2) |z € Z}.

Definition 3.3. Seien V, W K-Vektorrdume. Sei f: V' — W eine lineare Abbil-
dung.

(1) Im(f) ={f(v)|v € V} heifit der Bildraum von f.

(2) ker(f)={veV|f(v)=0w} heiit Kern von f.

Definition 3.4. Seien V, W K-Vektorrdume.

(1) Hom(V,W)={f:V — W| f linear}.

(2) End(V) = Hom(V, V) heifit die Menge (spéter Algebra mit +, -5 und o) der
Endomorphismen von V.

(3) V* =Hom(V, K) heifit der Dualraum zu V.
Beispiele 3.5. fiir lineare Abbildungen.

(1) Integration. Sei V = {f: [a,b] — R| f stetig}. Wir definieren L: V' — V via
L(f) = [ flw)da.

(2) Differentiation. Sei V' = {f: [a,b] — R| f stetig differenzierbar}, und sei
W ={f:[a,b] = R]| f stetig}. Wir definieren L: V — W via L(f) = f’.

33
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Lemma 3.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung, und sei f(a) = b. Dann ist
FH{b} = a + ker(f).
Lemma 3.7. Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

(1) ker(f) ist ein Unteraum von V.

(2) Im(f) ist ein Unterraum von W.

Lemma 3.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist ker(f) = {0y}, gdw
[ ingektiv ist.
Lemma 3.9. Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

(1) Sei Z ein Unterraum von W. f~1[Z] ist ein Unteraum von V.

(2) Sei Z ein Unterraum von V. f[Z] ist ein Unterraum von W.

Lemma 3.10. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist ker(f) = {0y} gdw
f linear unabhdingige Mengen auf linear unabhingige Mengen abbildet.

Lemma 3.11. Sei f: V — W eine lineare Abbildung, M C V. Dann ist span(f[M]) =
[flspan(M)].
Korollar 3.12. Sei f: V — W eine injektive lineare Abbildung, B eine Basis von

V. Dann ist f[B] eine Basis von f[V]. Falls f bijektiv ist, ist f[B] eine Basis von
w.

Korollar 3.13. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Folgende sind dquivalent:
(1) f ist bijektiv.

(2) Fiir jede Teilmenge B von V gilt: B ist Basis von V' gdw f[B] eine Basis von
W ist.

(8) Es gibt eine Basis B von V, so dass f[B] eine Basis von W ist.
Definition 3.14. Seien V, W K-Vektorrdume. V und W heiflen isomorph :gdw

es eine bijektive lineare Abbildung f: V' — W gibt. Solch eine Abbildung heifit
Vektorraumisomorphismus.

Satz 3.15. Der Noether’schcﬂ Isomorphiesatz [13]. Seien V., W K-Vektorraume.
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Dann induziert f einen Isomorphismus

f:V/ker(f) = Im(f) via f(v+ker(f)) = f(v).

Man schreibt die Situation auch gerne in einem Diagramm

V—f>1m(f)

7
™ _

V/ker(f)

Hierbei ist 7(v) = v + ker(f). Wir haben also f om = f. Man sagt hierzu auch: ,, f
faktorisiert durch #” und ,,das Diagramm kommutiert.”

Wir kombinieren den Isomorphiesatz mit Satz iiber die Dimension von Quoti-
enten [2.80] und erhalten fiir jede lineare Abbildung eine niitzliche Aufspaltung des
Definitionsbereichsraumes:

Korollar 3.16. Wenn V' endlichdimensional ist und f: V — W linear ist, dann
ist dim(V') = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

IEmmy Noether, 1882 — 1953
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3.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 3.17. Sei K ein Korper, und m,n € N\ {0}. Eine m-n-Matrix iiber K
ist ein Schema der Form

g1 Q12 - A1n
Q21 Qg2 a2 n
Q1 Qm 2 e Qm n
mit a; ; € K. Man kann A als Funktion von {1,...,m} x {1,...,n} — K auffassen

mit A(i, j) = o, ;. Kiirzere Schreibwseisen fiir A sind auch

(aij) i=1,...,n
j=1...,n

oder nur (o ;);,; oder nur (o ;). Wichtig ist, dass es auf die Anordnung ankommt.

Wenn die a;; paarweise verschieden sind, gibt es (m - n)! Anordnungen auf
der Menge {c; ;i =1,...,m,j = 1,...,n}, die die Menge zu einer m-n-Matrix
machen.

Definition 3.18. Sei K ein Korper, und m,,n € N \ {0}.

(1) Die m-n-Nullmatrix ist gegeben durch o; ; =0 firi=1,...,m,j=1,...,n.
(2) Sei nun m = n. Die m-m-Einheitsmatrix 1,7, . (k) ist gegeben durch «; ; =
0 firi=1,...,m, j=1,...,m. Hierbei ist
5 0, fallsi# j;
1, fallsi =

das Kronecker-DeltaP]

Definition 3.19. und Behauptung Sei K ein Kérper, und m,,n € N\{0}. M,, ,,(K)
bezeichnet die Menge der m-n-Matrizen iiber K. Wir definieren die komponenten-
weise Addition + und die komponentenweise Sklarenmultiplikation -5 auf M, ,,(K)

durch (i ;) + (Bij) = (Vi) mit v ; = i ; + Bij und & -5 (s 5) = (Bi;) mit
ﬁi,j = f ‘K ai,j. SO erd

(Mm,n(K)’ Ka +K, K, t, 's)
zu einem Vektorraum iiber K, den wir ebenfalls mit M,, ,,(K) bezeichnen.

Definition 3.20. und Behauptung Sei K ein Korper, V, W K-Vektorrdume. Dann
ist Hom(V, W) mit der komponentenweise Addition (f + ¢)(v) = f(v) + g(v) und
der komponentenweise skalaren Multiplikation («af)(v) = af(v) ein Vektorraum.

Satz 3.21. Seien V, W Vektorrdume der Dimension n bzwm. Dann ist Hom(V, W)
isomorph zu My, »(K). Fiir je zwei geordnete Basen B = (by,...,by,) von V und
C=(c1y...,cm) von W gilt folgendes: Jedes f € Hom(V, W) bestimmt durch

m

fiZ’I"jZL...,’I’LI f(bj):ZOéi,jCi
i=1

2Leopold Kronecker, 1823 — 1891
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eine Matriz Matg(f) = Ay = (v ;). Bei festen B, C ist die Abbildung

i: Hom(V,W) — My, n(K);
[ i(f) = Ay
ein Vektorraumisomorphismus.
Wir nennen die Umkehrung dieses Isomorphismus: Seien immer noch B und C

geordnete Basen von V' bzw. W. Jede Matriz A € M,, ,,(K) bestimmt genau eine
lineare Abbildung fa mit

fﬁ?"j:].7...,n2 fA(bj):Zai,jci'
i=1

Es gilt Ay, = A und fa, = f.

Definition 3.22. Seien ¢,m,n € N\ {0}, und sei B = (8;;) € Mpmo(K) A =
(awgi) € My (K). Wir definieren die Matrizenmultiplikation

st M (K) X My o (K) — M, (K);
(A,B) —» A-B=AB=C=(v,,)

durch die folgenden Gleichungen
fuirk=1,...,4,j=1,...,n Ve = Zaz,iﬁi,j.
i=1

Beobachtung 3.23. Die Matrizenmultiplikation ist in beiden Argumenten linear.
D.h., fir alle a, fvy,0, A, A" € My, (K), B, B € My, n(K) gilt: (¢ A+ BA")(vB +
0B') = ayAB + fyA’B + ByA'B 4+ BSA'B’.

Satz 3.24. Seien U, V., W Vektorrdume der Dimension n bzw m bzw £ mit geord-
neten Basen B = (b1y...,by), C = (c1y.--yCm), D= (di,...,dg). Sei g: U =V
linear und bzg. B und C gegeben durch g = fp, B € My, n(K). Sei h: V. — W line-
ar und bzg. C und D gegeben durch h = fa, A € My, (K). Dann ist hog: U — W
bzgl B und D gegeben durch fap. Wir haben also Apog = AnAg, ausfihrlicher

Matg(h og) = Matg(h) . Mat%(g)

und fap = fao fB.

Beweis: Fiir j = 1,...,n ist g(b;) = fe(bj) = >iv, Bijei. Fir i = 1,...,m ist
hic;) = fale) = Zi:l a,;d. Nun setzen wir ein und erhalten fir j =1,...,n:

m m 4
(hog)(b) =h(>_Bijei) = Bij P akidy =
=1 k=1

i=1
L m I4
Z Z i de = Z Vi j -
k=11i=1 k=1
Hierbei haben wir sehr oft Distributivitdt und Kommutativitit, also die Vektor-
raumgesetze, benutzt, um die Summationszeichen zu vertauschen. Wer skeptisch
ist, kann die Korrektheit der vorgenommenen Vertauschung per Induktion iiber m
und £ aus den Gesetzen, die iiber m = 2 und ¢ = 2 sprechen, herleiten. O
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Beispiel 3.25. Wir leiten aus Satz [3.21] und der Definition der Multiplikation eine
wichtige Anwendung her: Nun nehmen wir den Spezialfall V = K" W = K™
und die Standardbasen B = (e1,...,en) mit e; = (0,...,0,1,0...,0) mit einer 1
an i-ter Stelle, und als Spaltenvektor, also als ein Element von M, ; aufgefasst.
= (e1,...,€m). Sei f: K™ — K™ gegeben durch A. Dann stehen in der j-ten
Spalte von A genau das f-Bild von e; (als Spaltenvektor), d.h.,

n &
FO ge)=A-| |- (3.1)
=1 £

Konvention: Wir fassen die Multiplikation mit A € M,, ,,,(K) als Abbildung fa
von K™ in den K™ auf, eben als Multiplikation der Matrix von links aus an einen
Spaltenvektor nach dem Muster . Wir schreiben auch ¢4 hierfiir, wenn V =
K™ mit der Standardbasis B = (ey,...,e,) und W = K™ mit der Standardbasis
C=(e1,... em)

Wir iibertragen unsere Resultate iiber Nebenklassen, Umkehrbarkeit und Iso-
morphie auf @ 4: K™ — K™, A € My, ,(K):

Korollar 3.26. Sei A € M, ,(K) und sei H = {z € K" | Az = 0}. Dann gilt

(1) Fir jedes b € K™ ist {x € K™ | Ax = b} leer oder eine Nebenklasse von H.

(2) Falls m < n, soist H nicht der Nullraum. Falls m > n, so hat nicht fir jedes
b die Gleichung Ax = b eine Lisung.

(8) Falls m =n, so sind dquivalent:

(a) H ist der Nullraum.
(b) Az =0 ist losbar fir alle b e K™.
(c) Fir allebe K™ gibt es hochstens ein © € K™ mit Ax = b.

Definition 3.27. und Behauptungen

(1) Falls A € M, ,»(K) und der Fall (3) vorliegt, sagt man A ist reguldr oder A
ist invertierbar. Wir schreiben A~ fiir die inverse Matrix. Dann ist A71A4 =
AA™Y =1y, (k). Nicht regulére quadratische Matrizen heifien auch ausge-
artete Matrizen.

(2) GL,(K) bezeichnet die Menge (oder auch, mit der Matrizenmultiplikation,
die Gruppe) der reguldren n-n-Matrizen iiber K. Die Gruppe (GL,(K),:)
(mit der Matrizenmultiplikation -) wird die allgemeine lineare Gruppe iiber
K genannt, GL steht fiir general linear.

m,m (

Die Gruppe (GL,,(K),-) ist nicht abelsch fiir n > 2.

Definition 3.28. (1) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei
f € Hom(V, W). Wir definieren den Rang von f als

rang(f) = dim(Im()).

(2) Seien m,n € N\ {0} und sei A € M,, ,,(K). Wir definieren den Rang von A
als die maximale Zahl linear unabhéngiger Spalten von A. Dieser Rang wird
manchmal auch Spaltenrang genannt.
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Lemma 3.29. Secien V, W endlichdimensional, f € Hom(V,W), gegeben durch
f = fa (beziiglich irgendwelcher geordneter Basen). Dann ist rang(f) = rang(A).
Auflerdem ist rang(A) auch das k aus der Stufenform (das manchmal Zeilenrang
genannt wird).

Beweis: dim(Im(f)) = rang(A) fur jedes A mit A = Matg(f). O

Lemma 3.30. Sei A € M, ,(K), b € K™. Die Gleichung Az = b ist genau dann
losbar, wenn rang(A) = rang(Ab). Hierbei ist Ab die um die Spalte b erweiterte
Matriz A.

Beweis: rang(A) = rang(Ab) gdw b € span({ai,...,a,}), wobei a; die Spaltenvek-
toren aus A sind. b € span({ai,...,a,}) gdw b € Im(f4). O

3.3 Basiswechsel und Normalformen modulo Aqui-

valenz
Sei m5(ej) = b; fiir j = 1,...,n, ma(e;) = ¢ fir i = 1,...,m, m5(ex) = dy
fir £ = 1,...,£. Diese bestimmen Isomorphismen 75: K" = U, mg: K™ = Vv,
T5: K'Sw.
Dann kommutiert folgendes Diagramm
v—ltr vt ow (3.2)
S T
YA PA

Kr s gm 0 Kt
Somit ist nach Satz und Beispiel
Ap = Matg(h) und @4, = 7%1 ohomg
Ay = Matg(g) und @4, = ﬂBl ogoms.
Nach Satz ist Apog = ApAy.
Nun setzen wir V.= W und i(¢;) = d;. Dadurch wird ein Isomorphismus i: V' —

V' bestimmt, ein sogenannter Basiswechsel. Dann ist Mat%(i) die Einheitsmatix.
Wie setzen g = id und erhalten aus der Multiplikationsformel

D Dy c
Mat 5 (h) = Matg (id) - Matz(h)

Im folgenden Lemma lernen wir, wie man Matg (id) = M aus D und C be-
rechnet. Nun setzen wir U = V und i(b;) = ¢; und h = id und erhalten aus der
Multiplikationsformel

Matg(g) = Matg(g) . Mat%(id)
Auflerdem ist Matg(id) wieder aus C' und B zu bestimmen.

Nach diesen Vorbetrachtungen wechseln wir die Basen auf beiden Seiten und
erhalten:
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Satz 3.31. Satz von der Transformation bei Basiswechsel. Sei f beziiglich der Ba-
sen B und C' gegeben durch Ay = Mat%(f). Sei h: B' — B und sei g: C — C'
Basiswechsel, d.h. h(bj) = b, j = 1,...,n, und g(c;) = ¢}, i = 1,...,m. Hierbei

schreiben wir die Matrizen zu den Basiswechseln als B mit
> &b =Y &Y, gdw 2’ = Ba,
i=1

wobei x der Spaltenvektor aus (&1,...,&,) ist, und als C mit
> Geg =Y ¢ gdwy' = Cy,
j=1 j=1

wobei y der Spaltenvektor aus (C1,...,Cn) ist. Dann gilt

Matgi(f) = Matg/ (id) - Matg(f) . Matg, (id)

G - (3.3)
Beweis: Das Diagramm
id f id
V Vv w w
K" —— K" K" —— K™
PMatE (i) Ay (‘DMatQ’(id)
B’ C
oder auch das Diagramm
mard ()

\ /
/ \

MatC’ )

beschreibt die Voraussetzungen des Satzes. Nun folgt Gleichung (3.3) aus Satz
Wir geben noch einen alternativen Beweis, der mit den Rechenregeln in den
Gruppen GL, (K) und GL, (K) und der Assoziativitédt der Matrizenmultiplikation

arbeitet (die ihrerseits wiederum auf Satz bauen): Seien Matg( f) = A und

Matg: (f) = A’. Seien z die Koordinaten von v bzgl. B und 2’ die Koordinaten von

v bzgl. B'. Seien y die Koordinaten von f () bzgl. C und ¢ die Koordinaten von
f(v) bzgl. C". Dann ist y = Az und 3’ = A’z’. Nun ist ¢ = Cy und 2’ = Buz, also

x =B lz. Also
y =CAz = CAB™ 2/

und
= CAB™!
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Lemma 3.32. dber die zu einer Basistransformation gehdrende Koordinatentrans-
formation. Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum und B und B’ Basen von V.

Sei

firj=1,....n V=" a; ;b (3.4)
i=1
Sei zu ' = (&1, ...,&) als Spaltenvektor der Spaltenvektor x gewdhlt, so dass
>_&bi =D _&b; (3.5)
j=1 j=1

Dann berechnet sich x = (§1,...,&,) aus ' = (&}, ...,&,) wie folgt:
& =D ki (3.6)
i=1

Beweis: Der Koeffizient von b; ist auf beiden Seiten von (3.5): & = >0, o ;€.
Beachten Sie, dass in (3.6)) alte Koordinaten durch neue ausgedriickt werden und
dass die Matrix aus der Gleichung (3.4) transponiert verwendet wird: Es wird iiber
den Zeilenindex summiert. 0

Definition 3.33. (1) Seien A, B € M, »(K). A und B heiflen dquivalent, wenn
es ein reguldres C' € M, ,,(K) und ein reguldres D € M, ,,(K) gibt, so dass

B = DAC™!.

(2) Seien f,g € Hom(V,W). f und g heiflen diquivalent, wenn es ein invertierbares
h € Hom(V, V) und ein invertierbares i € Hom(W, W) gibt, so dass

g=iofoh !

(3) Seien A,B € M, ,,,(K). A und B heilen #hnlich oder konjugiert, wenn es
ein reguldres C € M, »,(K) gibt, so dass

B=CAC™.

(4) Seien f,g € End(V). f und g heiflen &hnlich oder konjugiert, wenn es ein
invertierbares h € End (V') gibt, so dass

g=hofoh™'.

Beobachtung 3.34. (1) Seien B und C endliche geordnete Basen von V bzw.
W. Dann sind f und g € Hom(V, W) dquivalent gdw Matg(f) und Matg(g)
dquivalent sind.

(2) Sei B eine endliche geordnete Basis von V. Dann sind f und g € End(V)
dhnlich gdw Mat2(f) und MatZ(g) dhnlich sind.
(8) Die Aquivalenz von Matrizen, von Homomorphismen, und die Ahnlichkeit

von quadratischen Matrizen, von Endomorphismen sind auf ihren jeweiligen
Rdumen Aquivalenzrelationen.

Satz 3.35. von der Normalform modulo Aquivalenz, auch Normalform fir lineare
Abbildungen genannt. Sei A € My, (K). Dann gibt es zu A eine dquivalente Matriz
B der Form

B— ( le,k(K) OMk,n—k(K) ) (3'7)
OMvnfk,,k'(K) 01\/I7nfk',n7k(K)
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Beweis: Wir nehmen eine Basis bgy1, ..., b, von ker(f) und ergiinzen sie um by,
..., bg zu einer Basis von V. Es sei B = (by,...,by). Wir wihlen f(b;) = ¢
fir ¢ = 1...,k und wihlen einen komplementéiren Unterraum in W zu Im(f)
span({c1,...,cx}). Wir nehmen eine Basis {cji1,...,cm} von W und setzen C
(c1y...,¢m). Dann ist MatCBj(f) in der Form .

O

Korollar 3.36. FEine m-n-Matrix A hat genau dann Rang k, wenn es eine re-
guldre n-n-Matriz B und eine eine reguldre m-m-Matriz C' gibt, so dass CAB die

Gestalt (3.7) hat

Definition 3.37. Die n-n-Elementarmatrizen E{\J: Firi,j=1,...,n, i # j und
A € K definieren wir E}; = (air jo)ir jr=1,....n Wie folgt:

5i',j’a fiir (i/7j/) 75 (Z7J>7
O{i/’ Ly — ) ) o
’ A, fiir (i',57) = (i, 7).

Firi=1,...,n, A € K\ {0} definieren wir EZ)‘Z =E)= (cvir j1)ir jr=1,...n wie folgt:

Qi gt =

6i’,j’a fiir (ilvj/) 7& (7/’7’)7
Nt (7 5) = (i, 9).

Lemma 3.38. Sei A € M,, ,(K). Die Rechtsmultiplikation mit einer Elementar-
mariz aus My, o, (K) entspricht einer Spaltenumformung Die Bildung von AEf:j fiir
i # j addiert das \-fache der i-ten Spalte von A zur j-ten Spalte. Die Bildung von
AE} bildet das \-fache der i-ten Spalte. Die Linksmultiplikation Ef:jA firi # j
addiert das \-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile von A. Die Bildung von E}A
bildet das A-fache der i-ten Zeile.

Beweis: Wir rechnen die Linksmultiplikation fiir ¢ # j nach: Seien B = (8, /) eine
m-n-Matrix, Ef‘] = (ag,v) eine m-m-Matrix und

(Vkj* Jk=1,...;mojr=1,..n. = B} - B.

Dannist fiir k =1,...,mmit k # 4, j' = 1,...,n, Yej0 = Dowy Wit Birjr = Br.jr-
Alle Zeilen aufler eventuell der i-ten Zeile von B bleiben also unveréndert durch die
Multiplikation von links mit Ef:]

Sei nun k = i. Dann ist fiir j' = 1,...,n, v = Youy @it Bir j» = Bijr + NBj.j
Das A-fache der jten Zeile wurde zur i-ten Zeile von B addiert.

Wir rechnen nun die Rechtsmultiplikation fiir ¢ # j nach: Seien B = (8; ;) eine
m-n-Matrix, El)‘] = (oy,ir) eine n-n-Matrix und

A
(Vk,j’)k=1,...,7n,j/=1,...,n =B- E%]

Dann ist fir k = 1,...,m, 5’ = 1,....n, §' # 7, Vejo = Yoy Brv®irjr = B
Alle Spalten aufler eventuell der j-ten Spalte von B bleiben also unveréndert durch
die Multiplikation von rechts mit Efjj

Sei nun j’ = j. Dann ist fiir k = 1,...,m, Yk = Yoy Bririrj = Brj + ABr,i
Das A-fache der i-ten Spalte wurde zur j-ten Spalte von B addiert. ]

1
Lemma 3.39. (Ef:j)_l = E;J-)‘ fiir i # j und (E})~' = E}. Die Umkehrungen
von Elementarmatrizen sind also wieder Elementarmatrizen.

Induktiv {iber die Dimension n zeigt man:
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Lemma 3.40. Jede regulire n-n-Matriz ldsst sich als Produkt von endlich vielen
Elementarmatrizen schreiben.

Beweis: Fiir n = 1ist A = () und A # 0, also ist A = E} ;. Sei A € My, 41n41(K)
reguldr. Die Vertauschung zweier Zeilen ldsst sich durch Heranmultiplizieren geeig-
neter Elementarmatrizen von links durchfiihren. Wir bilden wir mit geeigneten (j,
ik, k=1,...,n+1,

CT’I
A E’rCLIJrl i En++111n+1 : A7
so dass die letzte Zeile von A’ wie (0 ..,0,1) als Spalte geschrieben aussieht. Hier-

bei sind gegebenfalls zwischen die En +k1 i\, Zeilenvertauschungen einzuschalten, wenn
in allen Zeilen aufler der letzten in der entsprechenden Spalte eine 0 steht. Danach

bilden wir mit geeigneten &;, i =1,...,n,
B = Ef,anrl t E§L7Ln+1 A/

so dass die letzte Spalte von B wie (0,...,0, 1) als Spalte aussieht. Aulerdem bleibt
die letzte Zeile von B gleich wie die letzte Zeite von A’. Nun wenden wir die In-

duktionsvoraussetzung auf Byy, = B | {1,...,n} x {1,...,n} an. Diese liefert:
By ist ein Produkt von (endlich vielen) n-n-Elementarmatizen. Wir fiigen zu je-
der dieser Elementarmatrizen als letzte Zeile (0, ..., 0) der Linge n an und dann als

n + 1-te Spalte (0,...,0,1) der Linge n + 1 als Spalte. So erhalten wir n 4 1-n + 1-
Elementarmatrizen, deren Produkt gerade B ist. Da das Inversen einer Element-
armatrix wieder eine Elementarmatrix ist, erhalten wir aus der Darstellung von B
eine Darstellung von A. |

Korollar 3.41. Jede m-n-Matriz lisst sich durch Zeilen- und Spaltenumformungen
in die Gestalt[3.7 bringen.

Satz 3.42. Seien U, V K-Vektorraume der Dimension m und n und, sei f V-
W eine lineare Abbzldung vom Rang k. In V sei eine angeordnete Basis B fixiert.
Dann kann man B zu einer angeordneten Basis B’ umordnen und eine angeordnete
Basis C von W wdhlen, so dass [ beziiglich der neuen angeordneten Basen durch
eine Matriz in Form

B— < 1Mk,k(K) My ks (K) ) (3.8)
OMrn—k,k(K) OMmfk,nfk(K)

dargestellt wird. Hierbei ist *pr, (k) eine beliebige Matriz in My 1 ().

Beweis: Sei B gegeben. Wir nehmen eine Basis b}, ,, ..., b, von ker(f) und ergénzen
sie um by € B, ..., by € B zu einer Basis von V. Danach ergénzen wir wiederum
{b1,...,br} mit Elementen by, ..., b, aus B zu einer Basis ]§, die eine Anordnung
von B ist. Die letzteren sind allerdings nicht mehr aus dem Kern. Wir wéhlen
f(b;)) = ¢; fiir ¢ = 1...,k und wéhlen einen komplementédren Unterraum W’ in
W zu Im(f) = span({c1,...,cx}). Wir nehmen eine Basis {cx41,...,¢m} von W'
Dann ist MatCBj (f) in der Form (3.8). O

Verzichtet man auf Multiplikation von rechts, d.h. auf Spaltenumformungen, und
verzichtet man auch auf die eben noch gestatteten Spaltenvertauschungen, so erhélt
man wieder das Ergebnis des Gaufl-Algorithmus: Die Stufenform vom Beginn des
zweiten Kapitels:
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Satz 3.43. Seien U, V K-Vektorrdume der Dimension m und n und, sei f: V —
W eine lineare Abbildung vom Rang k. In 'V sei eine angeordnete Basis B fixiert.
Dann kann man eine angeordnete Basis C von W wdhlen, so dass f beziiglich der
neuen Basen durch eine Matrixz in Stufenform hat.

Beweis: Andern der Basis C auf der Bildseite geschieht durch Heranmultiplizieren
von links an Mat%. Heranmultiplizieren von links ist gleichwertig mit Zeilenumfor-
mungen. O

Je zwei dhnliche Matrizen sind fquivalent. Die Ahnlichkeit ist eine viel feinere
Aquivalenzrelation als die Aquivalenz von Matrizen, d.h. viele Ahnlichkeitsklas-
sen von Matrizen vereinigt ergeben eine Aquivalenzklasse bzgl. der , Aquivalenz”
genannten Aquivalenzrelation von Matrizen. Besonders einfache Vertreter der Ahn-
lichkeitsklassen, die Normalformen (modulo Ahnlichkeit) genannt werden, untersu-
chen wir im Kapitel iiber die Jordan’sche Normalform.

Definition 3.44. Sei K ein Korper. Eine K-Algebra [mit Eins| ist eine Struktur
(A7 K7 +K, K, T, 'S)a
so dass

(1) (A K,+k, k,+,s) ein K-Vektorraum ist, und
(2) (A,+,) ein Ring [mit Eins] ist, und
(3) YA€ KVYa,be AN -sa) b= (a-b)=a-(\-sb).

Lemma 3.45. (1) SeiV ein K-Vektorraum. Dann ist (End(V), K, +x, 'k, +, 0, -

eine K -Algebra.

(2) Sein € N. Der Vektorraum M, ,,(K) bildet mit der Matrizenmultiplikation
als zusdtzlichem Strukturmerkmal eine K-Algebra.

Definition 3.46. (Vektorraum-)Isomorphismen von V nach V heiflen (Vektor-
raum-) Automorphismen. Mit Aut(V') bezeichnet man die Menge der Automorphis-
men oder auch die K-Algebra (Aut(V), K, 4+, 'k, +, 0, s)-

Satz 3.47. Sei V n-dimensional, und sei B eine geordnete Basis von V. Dann ist
Mat2: End(V) —  M,(K),
f = Math(f)
ein K-Algebren-Isomorphismus, der Aut(V') auf GL,,(K) abbildet.
Beweis: Satz B.21] und Satz B.24] zusammen. O

Lemma 3.48. Rechenregel. Sei A € My, ,(K), B € M,,(K). Wir schreiben
(A | B) € My nyeo(K) fiir die Hintereinanderschreibung von A und B. Sei C' €
My (K). Dann ist C(A | B) = (CA | CB). Analoges gilt fir die Untereinan-
derschreibung von Matrizen mit gleicher Spaltenzahl n und Heranmultiplizieren von
n-n-Matrizen von rechts.

Anwendung: Az = b gdw (CA)xz = Cb. Man stellt C so aus Elementarmatrizen
her, dass C'A eine einfache Form hat.
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