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Wir definieren das random Forcng]IB wie folgt: Sei A das Lebesgue-Maf auf dem reellen Intervall
[0,1]. Fiir eine Borelmenge a C [0,1] setzen wir [a]~ := {b C [0,1] : b Borel A A(ab) = 0}.
Betrachten Sie

B := {[a]~ : a C[0,1] Borel, A(a) > 0}

zusammen mit der Ordnung [a]~ <p [b]~ & A(a \ b) = 0. Dass das random Forcing wohldefiniert
ist, folgt aus den Aufgaben 2 und 3 von Blatt 11.

Aufgabe 1. Sei M ein ctm und G ein B-generischer Filter iiber M. Wir schreiben cl(a) fiir den
Abschluss von a in der iiblichen Topologie auf dem Intervall [0, 1]. Zeigen Sie:

i) N{cl(a) : [a]~ € G} ist nicht leer.

ii) Wenn z,y € ({cl(a) : [a]~ € G}, dann gilt z = y.
Wenn ({cl(a) : [a]~ € G} = {r}, so heilkt r random real iiber M.
Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass B Kardinalzahlen erhalt.

Eine Forcinghalbordnung P heift w*-bounding, wenn es fiir jeden P-Namen f e MF und jede
Bedingung p € P, so dass p IFp f € w”, eine Funktion g € w* N M und eine Bedingung ¢ < p gibt,
so dass ¢ lFp Vn € w f(n) < g(n).

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass B w“-bounding ist.

Hinweis: Seien f e MP® und [a]~ € B gegeben mit [a]~ I f € w¥. Fiir n,m € w definieren wir
[Tn,m]% = [a]% A Hf(h) = m]]

Erste Version:
Zeigen Sie, dass es fiir jedes N € w ein hy : N — w gibt, so dass hy C hy4+1 und

A VAlrmls : m < hy(m)}) > Ma)(1 —27V2).
n<N

Wie sieht nun das passende h € w* N M aus? Gibt es ein [blx € B, so dass Vn € w [bl~ <g

V{lrnml~ = m < h(n)}?
Zweite Version:
Zeigen Sie, dass es fiir jedes n € w ein h(n) € w gibt, so dass

MV Alrnml~ = m < h(n)}) = Ma)(1 —27"72).
Gibt es ein [b]~ € B, so dass Vn € w [b]x~ <p V{[rnm]~ : m < h(n)}7ﬂ

Bitte wenden.

'Dieses wird auch Solovay-Forcing genannt.
2Je nach Bewandertheit in stochastischen Rechnungen, kann man sich fiir eine Version entscheiden.
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Vorspann zur Aufgabe 4: Eine Funktion f € M[G] Nw* heibt unbeschrankt iber M, wenn
Vhe MNw*Vk € w3n >k f(n) > h(n).

Aufgabe 4. Sei C := Fn(w,2,w) und G ein C-generischer Filter iiber M. Gibt es in M[G] eine
unbeschrénkte Funktion iiber M7 Folgern Sie, dass C nicht w*-bounding ist.

Hinweis: Man kann z.B. zq := |J G setzen und es mit der in M[G] definierten Funktion

f(0) :=min{k : zq(k) =1}
f(n+1) :=min{k > f(n) : zq(k) =1}

versuchen. Ist f wohldefiniert? Ist f unbeschrankt iiber M?



