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Aufgabe 1 (4 Punkte; Lemma von König). Zeigen Sie, dass jeder ω-Baum einen kon�nalen Ast
besitzt.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Ein κ+-Baum (T,<) heiÿt speziell, wenn es eine Abbildung f : T → κ gibt,
so dass für alle s < t, f(s) 6= f(t). Die Abbildung f heiÿt Spezialisierungsfunktion.

Sei κ ≥ ω. Zeigen Sie, dass jeder spezielle κ+-Baum ein κ+-Aronszajnbaum ist.

Eine Teilmenge A ⊆ ωω heiÿt unbeschränkt, falls es zu jedem f ∈ ωω ein g ∈ A gibt, so dass gilt:

(∃∞n)f(n) ≤ g(n).

Also g 6≤∗ f .
Wir de�nieren die Unbeschränktheitszahl, unboundedness number

b := min{|A| : A ⊆ ωω unbeschränkt}.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass ℵ1 ≤ b ≤ 2ℵ0 gilt.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Ist b immer regulär?

Bemerkung: Sowohl die Mengen 2ω, ωω, als auch deren Mächtigkeit c, werden das Kontinuum

genannt. Aus der Vorlesung wissen wir bereits, dass cf(2ω) > ω gelten muss. Die nächste Aufgabe
zeigt, dass es ein Modell gibt, in dem das Kontinuum singulär ist, d.h., dass cf(2ω) < 2ω relativ
konsistent mit ZFC ist.

Aufgabe 5 (8 Punkte). Wir nehmen ein ctm M , so dass

M |= (ℵω1)
ℵ0 = ℵω1 .

Kennen Sie ein Beispiel für so ein M? Sei

P := (Fn<ω(ℵω1 × ω, 2))M .

Zeigen Sie, dass
1P 
M 2ω = ℵω1 .

Hinweis: Man kann die Anzahl der Namen für reelle Zahlen nach oben abschätzen, indem man
Namen von besonders einfacher Form betrachtet und zeigt, dass jede reelle Zahl einen Namen der
angebenen einfachen Form hat.
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