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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Es sei 7 eine beliebige Symbolmenge. Eine bijektive Abbildung i : A — B zwischen den Universen zweier
L(7)-Strukturen A und B heifit Isomorphismus von A nach B, falls

i) i(cA) = (P fiir alle Konstantensymbole ¢ € T,

i) i(fA(ar,...,an)) = fB(i(a1),...,i(ay)) fiir jedes n und alle n-stelligen Funktionssymbole f € 7
und

iii) (a1,...,a,) € R4 genau dann gilt, wenn auch (i(ay), . ..,i(a,)) € R fiir jedes n und alle n-stelligen
Pradikate R € 7.

Zwei L(1)-Strukturen A und B heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus von A nach B gibt. Be-
griinden Sie Thre Antworten auf die folgenden Fragen.

a) Sei 7 = {R} fir ein zweistelliges Pradikat R. Sind (Q, <) und (R, <) isomorph?
b) Sei 7 = {R} fiir ein zweistelliges Pradikat R. Sind (P(N), C) und (R, <) isomorph?

c) Sei 7 = {¢, f} fir ein Konstantenzeichen ¢ und ein zweistelliges Funktionssymbol f.
Sind ({2" : n € Z},1,-) und (Z,0,+) isomorph?

d) Sei 7 = {R} fiir ein zweistelliges Pradikat R. Welche Eigenschaften muss ein gerichteter Graph
haben, damit er als £(7)-Struktur isomorph zu einem ungerichteten Graphen ist?

e) Sei 7 wieder beliebig, A und B zwei isomorphe Strukturen und ¢ eine £(7)-Formel. Zeigen Sie: Es
gibt genau dann eine Belegung s in A mit A = ¢[s], wenn es eine Belegung s’ in B mit B | ¢[s]
gibt.

Aufgabe 2 (6 Punkte).
Es seien ¢, 1,0 drei £(7)-Formeln fiir eine beliebige Symbolmenge 7. Zeigen oder widerlegen Sie im
Hilbertkalkiil:

a) F((pAY) = (pVo))

b) =(p =) F (¥ — »)

c) F (pf — Jxyp), wenn t fur = in ¢ eingesetzt werden kann.
)

d) (¢ = ) F (Jzp — ), wenn x nicht frei in ¢ auftritt.

Riickseite beachten!
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Aufgabe 3 (4 Punkte).

Eine Abbildung f : N¥ — N heiBt (analog zu Definition 2.5) berechenbar, wenn es eine Turingmaschine,
die auf jedem Input nach endlich vielen Schritten stoppt, gibt, die aus dem Input (ng,n1,...,ng_1) den
Output f(ng,...,ng_1) liefert.

Es sei f : N¥ — N solch eine berechenbare Abbildung. Ist dann auch der Graph

Ff = {(n(]’nlv s 7nk‘) : f(n()a . '7nk—1) = nk} C Nk+1

von f berechenbar? Das heifit, jetzt ist zu entscheiden, ob der Graph die Akzeptierungsmenge einer auf jede
Eingabe nach endlicher Zeit stoppenden Turingmaschine ist. Gibt es umgekehrt eine nicht berechenbare
Abbildung von N* nach N, deren Graph berechenbar ist?
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