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BLATT 4
(05.11.2025, mit blauer Korrektur vom 10.11.2025)

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Essei M = (Q,%,T,6, qo, ak, gap) die folgende Turingmaschine (mit einem einzigen, nach links begrenzten
Band):

® Q = {quq17qQ>Q3aq47Qak‘>QGb}7

. ¥ ={1,2},

. T={1,2,0},

* 0(g0,1) = (q1, 1, R), 0(q0,2) = (43,2, R), 6(q0, ) = (qar; b, L),
5(q17 1) = (q27 lvR)v 5(Q172) (Q(lb7 17L)7 5(611,5) (Q(lb>2 R)
(g2, 1) = (q0, 1, R), 6(q2,2) = (qav: 2, R), 0(q2,b) = (qap, 1, L),
5((]3, 1) = (Qvabv L)a 5((13,2) - (q4727R)a 5((13,()) (QGIN )
8(41:1) = (davs 1. B), 3(41,2) = (40,2, ), 3(q1,) = (dassb. F).

a) Geben Sie ein Ubergangsdiagramm fiir M an.

b) Bestimmen Sie A(M).

Aufgabe 2 (6 Punkte). Sei k € N und sei G = (V| E) ein hochstens abziahlbarer Graph, wobei V' 2 ()
die Menge der Knoten (engl. vertex) von G und E die Menge der Kanten (engl. edge) von G ist. Wir
betrachten hier ungerichtete Graphen ohne Schleifen, also E C {{v,w} : v,w € V v # w}.

G heifit k-farbbar, falls es eine eine Farbung von G mit k Farben, also eine Funktion f : V —
{1,2,...,k} derart gibt, dass fiir je zwei benachbarte Knoten v1,ve aus V' (d.h. {v;,ve} € F) gilt, dass

fur) # f(v2).

a) Formulieren Sie mit geeigneten Aussagenvariablenﬂ eine Menge ¥ = X(V, E, k) von aussagenlogi-
schen Formeln, die besagt, dass G k-farbbar ist.

b) Wenn V endlich und k& > 1 ist, kann man zusétzlich noch eine aussagenlogische Formel angeben,
die sagt, dass (V, E) nicht (k — 1)-farbbar ist.

¢) Sei nun G’ = (V', E’) ein abzdhlbarer Graph so, dass jeder endliche Teilgraph G” = (V" E") C G’
(d.h. sowohl V" C V' als auch E” C E’ gilt) k-farbbar ist.

Muss G/ dann auch k-farbbar sein?

! Ahnlich zu Aufgabe 4 auf Blatt 2 diirfen Sie die Aussagenvariablen mit Indizes wie A1 2 und/oder A%? benennen.
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Eine Boole’sche Algebra (B,0,1,1,11,) ist eine Menge B mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und
1 und Operationen M, L: B x B — B und ¢: B — B, fur die die folgenden Gleichungen gelten:

alla = a ala = a (1.1) Idempotenz
allb = bNa alb = bUa (1.2) Kommutativitét
(anb)Ne = aN(bNe) (aUb)Ue = al(bUc) (1.3) Assoziativitét
afl(aUd) = a al(and) = a (1.4) Absorption
afl(®Uec) = (anb)U(aMNe) alU(®dNe) = (aUb)M(aUe) (1.5) Distributivitit
0MNa = 0 lUa = 1 (1.6) Extrema
ala® = 0 ala® = 1 (1.7) Komplementierung

Zuséatzlich definieren wir eine bindre Relation < auf B durch:
a<b < alNb=a fira,be B.

Aufgabe 3 (2 + 4 Punkte).
Es sei (B,0,1,M,L,) eine Boole’sche Algebra. Ein b € B\ {0} heifit Atom, wenn es kein a € B\ {0, b}
mit a < b gibt. Eine Boole’sche Algebra B heifit atomlos, wenn es kein Atom b € B gibt.

a) Gibt es eine endliche atomlose Boole’sche Algebra?

b) Gibt es eine abzéhlbare atomlose Boole’sche Algebra? Sie kénnten zum Beispiel an die Grundmenge
{q : ¢ ist eine rationale Zahl und 0 < ¢ < 1} und gewisse Intervalle denken.
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