Logik fiir Studierende der Informatik Dozentin: Prof. Dr. Heike Mildenberger
WS 2025/26 Assistent: Simon Klemm

BLATT 09
(09.12.2025)

Erinnerung. Eine Aquivalenzrelation ist eine bindre Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Eine binédre Relation ist ...

o reflexiv, falls fiir jedes Element z gilt, dass (z,x) in der Relation ist,

o symmetrisch, fiir alle Elemente x, y die Implikation ,wenn (z,y) in der Relation ist, so ist auch (y, z)
in der Relation* gilt, und

o transitiv, falls fiir alle Elemente z,y, z die folgende Implikation gilt: ,,(z,y) und (y, 2) sind in der
Relation impliziert, dass auch (z, z) in der Relation ist“.

Aufgabe 1 (4 Punkte).
Es sei 7 = { E'} mit einer zweistelligen Relation E. Formalisieren Sie die folgenden in Worten geschriebenen
Aussagen als E(T)—Sétzeﬂ

a) Die Relation F ist eine Aquivalenzrelation.
Sei n € N beliebig.
b) Es existiert mindestens eine Aquivalenzklasse von E mit mindestens n Elementen.

c) Es existiert mindestens eine Aquivalenzklasse von E mit genau n Elementen.

d) Es existiert genau eine Aquivalenzklasse von E mit genau n Elementen.

Aufgabe 2 (4 Punkte).

Es sei nun 7 = {R} mit einer zweistelligen Relation R. Ein ungerichteter Graph G = (V, E), wobei wie
immer V die Menge der Knoten und E hier die Menge der Kanten ist, ldsst sich auf natiirliche Art als
L(7)-Struktur G mit Universum V auffassen, in dem man RY durch {(v,w) : {v,w} € E} interpretiert.
Beschreiben Sie in Worten, welche Graphen die folgenden £(7)-Sétze! erfiillen, und zeichnen Sie jeweils
einen erfiillenden und einen nicht erfiillenden Graphen.

a) Ve3dy3z(—Rzy A Rxz)
b) JzIy3z(—y = 2z A Rey A Rez AVw(Rzw — (w =y Vw = 2)))

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei nun 7 eine beliebige Sprache und seien ¢ und ¢ L(7)-Formeln.
a) Beweisen Sie das folgende Quantorengesetz: Jv;(p A ¥) = (Jvip A Fut)
b) Belegen Sie mit einem Beispiel, dass (Jv;o A Jv;1h) = Jvi(@ A1)
c¢) Sei nun v; nicht frei in ¢. Zeigen Sie, dass Jv;(p A1) = (Juip ATvip) und (3vip ATvi) = Jui(eAY)

Bonus (2* Punkte) Uberlegen Sie sich, was passiert, wenn die A in den Teilaufgaben durch V ersetzt
werden.

Riickseite beachten!
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Aufgabe 4 (4 Punkte).

Es sei nun 7 = {0, 1,+, -, P, G} mit zwei Konstanten 0 und 1, zwei zweistelligen Funktionen + und - sowie
zwei einstelligen Relationen P, G. Ferner sei N' = (N, 0,1, +,-,P,2N) die £(7)-Struktur, in der 0, 1, +
und - wie iiblich, P durch die Primzahlen P und G durch die geraden Zahlen 2N interpretiert werden.
Formalisieren Sie die Goldbach’sche Vermutung als L£(7)-Aussage!: Jede gerade Zahl grofier als 2 ist die
Summe zweier Primzahlen.

Bonus (4* Punkte): Es sei 7/ = {+,-} und N/ = (N, +,-) die £(7')-Struktur in der + und - wie iib-
lich interpretiert werden. Konnen Sie die Goldbach’sche Vermutung auch als £(7')-Aussage formalisieren?

1£(7)-Séitze werden auch L£(7)-Aussagen genannt
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