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I. Mannigfaltigkeiten

Um eine Idee fiir ein intrinsisches Beschreiben/Definieren von Mannigfaltigkeiten ("~ gekriimmten Rdume’)
zu erhalten, {iberlegen wir uns erst, was Untermannigfaltigkeiten im R™ sein sollten.

I.1. Untermannigfaltigkeiten

Der Begriff der Untermannigfaltigkeit soll z.B. die Erdoberfliche umfassen. Dazu wollen wir einen Atlas

simulieren:

Definition I.1.1. Sei M C R™ und m < n. Dann heifit M m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™,
falls es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung V' C R™ von p, eine offene Menge U C R™ und eine
glatteAbbildung F': U — V gibt, so dass gilt:

(i) FU)=MnV und F: U - M NV ist ein Homdomorphismus.

(ii) Die Jacobimatrix

oF oF Fut(w) . Sk (w)
D,F = (W(u),...,a(u)> = : : (n x m — Matrix)
U u™ ) )
O (u) ... SEu(u)

hat fiir alle u = (u!,...,u™)? € U maximalen Rang, also Rang m (wobei F(u) = (Fy(u),..., F,(u))T).

Die Abbildung F heiit lokale Parametrisierung von M. Die Umkehrabbildung F~': M NV — U nennt
man Karte von M. Man nennt n — m die Kodimension der Untermannigfaltigkeit und u = (u?, ..., u™)T
lokale Koordinaten von M.

Abb. 1.1.: lokale Parametrisierung

Bemerkung 1.1.2.

(i) Wir werden spéter sehen, dass die Bedingungen so gewéhlt sind, dass auch die Umkehrabbildunen
der Parametrisierungen F~1: M NV — U glatt sind. Weil aber M NV keine offene Teilmenge des
R™ ist, miissen wir uns dazu zuvor iiberlegen, was glatt da iiberhaupt heiflen soll, s. Definition 1.2.10.
Insbesondere werden wir uns zuvor erst einmal iiberlegen, dass die Wechsel der lokalen Parame-
trisierungen glatt sind, d.h. fir zwei lokale Parametrisierungen F;: U; — V; um p fir ¢ = 1,2, ist
FiloFy: FyY(VinVy) € R® — FyH(ViNVa) C R™ glatt, siche Folg. 1.2.2.

Vorl. 1 - 21.10.



I. Mannigfaltigkeiten

(ii) In der elementaren Differentialgeometrie definiert man den Begriff der reguldren Fldiche. In unserer
Sprache ist eine regulire Fliche eine Untermannigfaltigkeit M C R3, fiir die eine lokale Parametrisie-
rung F: U CR? - V C R® mit M = F(U) existiert.

(iii) Wir werden oft die Kurzschreibweise M™ C R™ verwenden. Das bedeutet, das M m-dimensional ist
und nicht M x ... x M —im Gegensatz zu R" =R x ... x R.
~—_——— ————

m-mal n—mal

(iv) (LinAlg-Wdh) Sei f: R™ — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann ist die Jacobimatrix D, f eine
m x n-Matrix, bzw. eine lineare Abbildung D, f: R™ — R™. Ist D,, f injektiv (bzw. surjektiv), dann
ist der Rang von D, f gleich n (bzw. m).

Im Falle von Definition I.1.1 ist F': U C R™ — R™ mit m < n. Damit bedeutet: D, F habe maximalen
Rang, dass D, F injektiv sein muss. Man sagt, dass F' eine Immersion in u ist.

Beispiel 1.1.3. (Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten)

(i) Ebene H im R?: Die Ebene H gehe durch den Punkt p € R3 und werde durch die linear unabhiingigen
Vektoren X7, X5 aufgespannt:

H={p+u'X; +u*X, | u' € R}.
Hier reicht eine lokale Parametrisierung

F:R? 5 R?, u=(u',u?) »—>p+ZuiXi.

7

Dabei ist F' offensichtlich glatt und ein Homdomorphismus aufs Bild F(R?) = H und
Dy F = (X1, X>)
hat Rang 2, da die Vektoren linear unabhéngig sind.

(i) S* = {x2 +y? = 1} C R%: Wir geben hier nur lokale Parametrisierungen um (0,1)7 an, um alle
jeweils fehlenden Punkte findet man analog eine lokale Parametrisierung. Natiirlich reicht es eine lokale
Parametrisierung um jeden Punkt von S! zu finden, aber wir wollen hier sehen, wie unterschiedlich
solche Parametrisierungen aussehen kénnen:

(a) (Mittels Winkeln)
F:(—m ) = S'n(R?\ {(0,-1)"}), aw (cosa,sina)”

(Do F = (—sina,cosa)” hat Rang 1) Hier ist F sogar fiir alle p € S\ {(0,—1)T} eine lokale
Parametrisierung. Um {(0, —1)7} kann man ganz analog eine Parametrisierung bauen. Also ist
S1 eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R2.

(b) (Mittels Auflésung) F: (—=1,1) = ST n{(z,y) |y > 0}, z+ (2,v/1—22)T

(D F = (1,0,vV1—2% = \/%)T hat Rang 1) Analog erhdlt man mittels F: (-1,1) —

St {(z,y)T |y < 0}, z+ (z,—v1—22)T. Damit hat man schon um alle Punkte in S*\
{(-=1,0),(1,0)T} eine lokale Parametrisierung (vgl. Prisenziibungsblatt). Aufiésen nach y (statt
x wie bisher) liefert dann ganz analog lokale Parametrisierungen fiir die verbleibenden Punkte.

(c) (Mittels stereographischer Projektion)

(z,9)
/A F:(-1,1) = R? uw (z=sina,y =cosa)’
Mittels &dhnlicher Dreiecke erhalten wir § = #—*. Zusammen
T
mit 22 +y% = 1 ergibt sich F(u) = (%, }I_—Zi) . Nachrechnen

von D, F zeigt, dass F' eine lokale Parametrisierung ist.

Siidpol



L1. Untermannigfaltigkeiten

Abb. 1.2.: "M’ ist lokal euklidisch

(iii) Sei U € R™ offen und sei f: u = (u',...,u™) € U — f(u) = f(u',...,u™) € R* glatt. Dann ist der
Funktionsgraph M = {(u, f(u)) € R*=™%% | 4 € U} eine Untermannigfaltigkeit, vgl. UA 1(ii).

Um herauszufinden, ob eine Menge eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es verschiedene dquivalente Kriterien.
Zum Beispiel muss eine Untermannigfaltigkeit in einer geniigend kleinen Umgebung eines Punktes immer
als Funktionsgraph, vgl. Beispiel 1.1.3(iib), oder als Nullstellenmenge einer geeigneten Funktion geschrieben
werden konnen. Dies zeigt der folgende Satz. Zuvor benotigen wir noch den Begriff des regulidren Wertes:

Definition I.1.4. 0 ist requldrer Wert einer glatten Funktion f: V C R® — RF mit k < n, falls fur
jeden Punkt = = (z!,...,2™) € V mit f(z) = 0 die Ableitung D, f = (%, cee %) (eine k x n-Matrix)
maximalen Rang hat.

In der obigen Situation ist D, f surjektiv. Man sagt, dass f eine Surjektion in x ist.
Satz 1.1.5. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(a) ("M ist lokal eine Immersion’) M™ C R™ ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(b) (’M ist lokal ein Funktionsgraph’) Fir jedes p € M existiert (ggf. nach Vertauschen der Koordinaten-
reihenfolge) eine offene Umgebung U x W C R™ x R¥ = R™ von p und eine glatte Abbildung g: U — W
so dass

V(u,w) e U x W: (u,w) € M <= g(u) =w,
anders formuliert

M N (U x W) = Graph(g).

(c) ("M ist lokal eine Nullstellenmenge) Fiir jeden Punkt p € M™ gibt es eine Umgebung V C R=m+F
und eine glatte Funktion f: V — R*, so dass 0 € R¥ regulirer Wert ist und f~(0) = V N M.

(d) ("M ist lokal euklidisch’) Zu jedem p € M gibt es eine offene Menge W C R™ und eine offene Umgebung
V' C R™ von p und einen Diffeomorphismus

h:V—>W
h(MNV)=Wn(@R™ x{(0,...,0)})
={hp)| pe MV}
d.h. firpe M NV gilt
h(p) = (hl(p)’ R hm(p)a 07 sy O) )
vgl. Abbildung I.2.
Das Kriterium vom reguliaren Wert (Satz 1.1.5.c) liefert schnell viele Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten,

vgl. z.B. UA 2. Bevor wir dann Satz 1.1.5 vollsténdig beweisen, schauen wir uns einige Beispiele fiir die
Verwendung von (c) an.
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Beispiel I1.1.6. (Beispiele fiir die Anwendung von Satz I.1.5.¢)

(i)

(iii)

Die m-dimensionale Sphére S™ = {:U = (at,... ,xm“)T € RmH! ’ Z;.n:ll(xjf = } C R™H st das

1
Urbild S™ = f~1(0) der Funktion f: R™*1\ {0} - R, f (2',...,a™T!) = Z;’fll(xj)Q — 1. Wegen

0 0
Da:f = ((95{1(@”(%’{‘*‘1(:6)) = 2(x1""’xm+1) = 2;[;T

hat D, f genau dann maximalen Rang, wenn 2 # 0 ist. Da jedoch 0 ¢ f~1(0) ist, ist 0 regulirer Wert
von f und damit S™ = f~1(0) € R™*! eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™**.

St = {(z,y)T € R? | 22 4+ y? = 1}: Wir wissen schon, dass S' eine Untermannigfaltigkeit ist. Wiihlt
man aber

f:R? =R, (z,9)" = (2% +9° —1)2,
dann ist zwar f~1(0) = S!, aber

D(w,y)Tf = (2'1;(562 + y2 - 1)) 2y(l‘2 + y2 - 1))

ist die Nullmatrix fiir (z,y)?7 € S!. Fiir dieses f ist also 0 kein regulirer Wert und unsere Rechnung
hier, sagt nichts dariiber aus, ob S' nun eine Untermannigfaltigkeit ist oder nicht. Daran sieht
man sehr schon, dass das Kriterium zwar sehr gut, dazu geeignet ist, zu zeigen, dass etwas eine
Untermannigfaltigkeit ist — doch muss man ggf. das f richtig raten’.

Das Lorentz-Produkt auf R»=™*! ist ein indefinites Produkt gegeben durch
<$’y>L _ _xlyl 4 x2y2 4 xm+1ym+1 (<l‘,l‘>L — —(1‘1)2 4 (3;‘2)2 N (xm—&-l)Q).

Man nennt (R",(.,.);) Minkowskiraum. Dies ist der Raum auf dem spezielle Relativitdtstheorie
modelliert wird. Mehr dazu noch spiter auf S. 30. Der Lichtkegel ist C:={xz € Rm‘H’ (z,x), =0}.
Wir betrachten die Funktion

JiRT SR f(2) = (o),

und fiir ¢ € R setzen wir M, = f~1(c).

0 0
Da:f: <a£($),7wf;(m)> :2(7x17x27.'.,$m+1).

D, f hat maximalen Rang fiir alle ¢ # 0, d.h. jeder Wert ¢ # 0 ist regular.

Es folgt, dass

M, = {a e R™\ {0} f(2) = ¢}
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™*! ist. Es bleibt die Frage fiir ¢ = 0: Nur, weil D, f
hier nicht maximalen Rang hat, heifit das nicht, dass f~1(0) nicht doch eine Untermannigfaltigkeit
sein konnte, s. letztes Beispiel.

Wir zeigen als néichstes, dass My = f~1(0) keine Untermannigfaltigkeit ist.

Beweis. Annahme: M ist eine Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes p € Mj einen Ho-
méomorphismus F: U € R™ — My NV mit p € V. C R™*L. Wihle p = 0 (denn dort ging das
Regulére-Wert-Argument von oben schief). Sei u = F~1(0). Durch Verkleinerung von V und Trans-
lation von U kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass v = 0 und U = B,(0) fiir ein € > 0 ist. Dann
ist
Floyguy: UN{u} = B(0)\ {0} = (Mo \ {0}) NV

noch immer ein Homdomorphismus. Wihle einen Punkt p, € (Mp \ {0}) NV N {z™*! > 0} und
analog einen Punkt p_ € (Mp \ {0}) NV N {a™*! < 0}. Seien ug:=F~1(py). Wir wiihlen eine
Kurve ¢ in U \ {u} = B.(0) \ {0} von u; nach u_. Dann muss wegen Stetigkeit auch F o ¢ eine
Kurve in (Mp \ {0}) NV von p; nach p_ sein. Eine solche Kurve gibt es nicht in My \ {0}, da die
2™t _Koordinate von F o ¢ irgendwann durch die Null gehen miisste und dieser Punkt aber nicht in
My \ {0} liegen kann.* O

*Man sagt Mo hat zwei Zusammenhangskomponenten.
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M,
MoM_,

Abb. 1.3.: My - Lichtkegel, M; - einschaliges Hyperboloid, M_; - zweischaliges Hyperboloid

(iv) Bis jetzt haben wir nur Beispiele von Hyperflichen (= Untermannigfaltigkeiten von R™ der Dimension
n — 1 = Kodimension-1-Untermannigfaltigkeiten) betrachtet. Als nichstes kommt ein Beispiel mit
hoherer Kodimension:

M= {(z,y,2)" €eR® | 2? +y* =L,z +y+2=1}
[R5 R, (2,9,2)" = (P +y - Lzt+y+2z-1)7

Denn f ist glatt, Homéomorphismus auf Bild und

2¢ 2y O
DWW)Tf_(l 1 1)

hat Rang 2 fiir alle (x,y) # (0,0), also insbesondere fiir alle (z,y,2)T € M.

Man kann auch Objekte, die aus ganz anderen Kontexten bekannt sind, als Untermannigfaltigkeiten
auffassen.

(v) Die orthogonale Gruppe O(n) enthélt alle langenerhaltenden linearen Abbildungen im R™:
O(n) ={f: R® = R" linear, (f(x), f(z)) = (z,z)Vz € R"},

also alle Drehungen um den Ursprung, alle Spiegelungeg an Hyperebenen™ durch den Ursprung und
Hintereinanderausfithrungen davon. Sei Mg(n,n) =2 R™ die Menge der reellen n x n-Matrizen und
Id,, die n x n-Einheitsmatrix. Falls A eine Matrixdarstellung von f ist, gilt

O(n) = { A€ Mg(n,n) | AAT =1d,}.

Es ist det A € {£1}.

Wir werden zeigen, dass die Gruppe Q(n) eine Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension F(n—1)
ist.

Beweis. Wir betrachten

f: Mg(n,n) — Sym(n), A f(A)=AAT —1d,

Zusammenhangskomponente= maximal zusammenhéngende Teilmenge (wobei eine Teilmenge (weg-)zusammenhingend
heifit, falls je zwei Punkte der Teilmenge durch einen stetigen Weg miteinander verbunden werden kénnen.) [Im Allgemeinen
sind zusammenhéangend und wegzusammenhéangend zwar verschiedene Begriffe. In unserer Situation fallen diese aber zusammen
und es spielt nur wegzusammenhéngend eine Rolle, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/Connected_space]

*Eine Hyperebene im R” ist ein Untervektorraum der Dimension n — 1, z.B. Ursprungsgeraden im R? und Ursprungsebenen
im R3.
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wobei Sym(n) = { A € Mg(n,n) | A= AT} 2 R""+1)/2 dje symmetrische Matrizen sind. Dann ist
O(n) = f~1(0). Wir miissen zeigen, dass 0 € Sym(n) ein regulirer Wert ist. Dazu berechnen wir

~tim (A+sH)(A+sH)T — AAT
s— s

~ lim (AAT + s (HA" + AH") + sHH" — AA™)

s—0 8

=HAT + AHT.

Wir zeigen, dass Daf: Mgr(n,n) — Sym(n) surjektiv ist und damit maximalen Rang hat. Sei
A €0(n), Se€Sym(n). Wir wihlen H = 15 (Afl)T. Dann ist

Daf(H) = %DAf (s(a)") = %(S(A‘l)TAT + A(s(A—l)T)T) ((aB)” = BTaT)

(S(AA" )" 44471 .57 =5
Id,, Id,,

DN | =

Also ist O(n) eine Untermannigfaltigkeit von Mg(n,n) = R™ mit

dim O(n) = dim Mg(n,n) — dim Sym(n) = n* — O

n
5"
Ahnlich kann man auch fiir andere Matrixgruppen (Untergruppen von Gl(n, R) und Gl(n,C)), wie
z.B. U(n), SU(n), ... , zeigen, dass dies Untermannigfaltigkeiten von Mc(n,n), ... sind.

Beweis von Satz 1.1.5. Sei pr,, (bzw. pr'™): R” — R™ die Projektion auf die ersten (bzw. letzten) m
Koordinaten (n > m).

'(a) => (b)’ Sei p € M beliebig und F: U C R™ — V C R"=™%* ¢ine lokale Parametrisierung. O.B.d.A.
habe V die Form V; x V, mit V; € R™ und V, C R* (Das kann durch Verkleinern von U immer erreicht
werden. ).

Setze u:=F~1(p). Da der Rang von D, F gleich m ist, es also m linear unabhiingige Spalten geben muss,
konnen wir 0.B.d.A. (durch Umordnung der Koordinaten direkt am Anfang) annehmen, dass

OF;
det Dy (pr,, o F) = det ( L (u)) #0.
Ou? 1<i,j<m

Wir definieren F': U ¢ R™ — V; € R™ durch F::prmOF = (F1,...,Fy). Wenden wir nun den Umkehrsatz
auf I an. Dann existiert eine offene Umgebung U’ C U von u und V{ C V4 von pr,,(p) € V1, so dass die
Einschrinkung E': U’ — V{ ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen das Inverse mit ¢: V{ — U’ und
definieren G:=F o ¢: V/ C R™ — F(U’) C R™. Dann gilt fiir alle v € V/

G(v) =(F 0 9)(v) = (pr,, (F(¢(v))), pr* (F((v)))) = (£(6(0)), pr*(G(v))) = (v, (pr* 0 G)(v)).

Die Abbildung g: V{ — pr¥(F(U")):=Vy C R¥ hat alle gewiinschten Eigenschaften: Sei (v,w) € V{ x Vj
mit g(v) = w. Dann gilt

(v,w) = (v,9(v)) = G(v) = F(¢(v)) e FU)C FU)=MNV C M.

Sei andererseits (v,w) € M N (V{ x V4). Da F: U’ — V{ x V4 ein Homéomorphismus ist, existiert genau
U?

ein u € U’ mit (v, w) = F(u). Also ist v = F'(u) und ¢(v) = u. Damit gilt

(v,w) = F(u) = F(6(v)) = G(v) = (v,9(v)),
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also g(v) = w.
'(b) = (c):Seig: U CR™ — W CR¥ und p € U x W wie in (b). Wir definieren f: V:=U x W C
R™ — R¥ durch

fu,w):=w — g(u).

Dann ist f=1(0) = Graph(g) = M N (U x W). AuBerdem ist

D(u,w)f = (7 Dug7 Idy )
—_—— N~ N

kxn—Matrix kxm kxk

Also ist Rang(D(y,w)F') = k, und damit ist 0 reguldrer Wert von f.
(¢) = (d): Sei f: VC R*="+F - RF wie in (c). Sei U x W C V mit U C R™ und W € R offen, so
dass p = (ug,wp) € U x W ist. Nach Umbenennung der Koordinaten (falls n6tig) konnen wir annehmen,

dass
Ry 40

Ozl 1<i<k,n—k+1<j<n

=:Da f(p)

Wir definieren
h:UxW = R", (u,w) — (u, f(u,w)).

und berechenen

det Dy (h) = det (Iim A?,:;(Z)) #0.

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit liefert eine offene Umgebung V! C U x W von p = (ug, wp), eine
offene Umgebung C’ von ¢:=h(p), so dass die Einschrankung h: V' — C’ ein Diffeomorphismus ist. Die
Abbildung h erfillt dann:

(w,w) e MNV' <= f(u,w) =0 <= h(u,w) = (u, f(u,w)) = (u,0) € C".

(d) = (a): Sei h: V — W wie in (d) gegeben. Dann ist h und damit auch h~! insbesondere auch ein
Homoéomorphismus und damit ist auch

—p—1 .
- Fi= PEEES) :
F:=h |U VAR™ x{(0,...,0)}) Up =V

ein Homoomorphismus aufs Bild. Da h Diffeomorphismus ist, ist F' noch immer glatt und eine Immersion. [

"lokal Funktionsgraph’

benutzt Umkehrsatz \nsa‘cz: flu,w) =w — g(u)
N

"lokal Immersion’ "lokal Nullstellenmenge’

Einschrianken von h~! %nsatzz h(u,w) = (u, f(u,w))

auf R™ x {0} C R"
’lokal euklidisch’

\

(wobei (u,w) € U x W C R™ x RF =R").

Abb. 1.4.: Beweisschema zu Satz 1.1.5
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Zusammenfassung und Ausblick

Was ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit? Sehr grob gesprochen: Eine Teilmenge eines R™, die
um jeden Punkt, wenn man nah genug rein zoomt, aussieht wie der R™ (Oder auch: die um jeden Punkt
aussieht wie der Graph einer R™-wertigen Funktion in R¥="~* Variablen). Alles auf glatte Art und Weise.

Um jeden Punkt fithrt man mittels lokaler Parametrisierungen dann lokale Koordinaten ein — wie die
Koordinaten auf der Landkarte ,die auch Teilgebiete der Erde beschreiben.

Wichtigste Methode zu zeigen, dass eine implizit gegebene Menge eine Untermannigfaltigkeit ist, ist das
Kriterium vom reguldrem Wert (’Stichwort: Héhenlinien’).

Ziele im Weiteren:

1. Einfiihren von Konzepten der Analysis auf der Untermannigfaltigkeit, z.B., Ableitungen, Metriken,
etc.

2. Dabei soll jedes dieser 'Konzepte’ auch immer mittels den lokalen Koordinaten beschrieben werden.

Nach dem Motto: Wenn man eine Reiseroute planen will, setzt man sich auch zu Hause mit der
Landkarte hin und geht nicht raus und lauft alle Moglichkeiten auf der Erde ab.

Dieses Motto ist insbesondere fiir das nachste Ziel entscheidend.

3. Verallgemeinerung auf abstrakte Mannigfaltigkeiten ("Untermannigfaltigkeiten ohne (apriori gegebe-
nen) umliegenden Raum’)

1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

Eine grundlegende Idee der Analysis ist es, sofern moglich, Abbildungen durch lineare Abbildungen zu
approximieren, um analytische Probleme auf linear-algebraische zurtickzufiihren. Die lineare Approximation
einer Abbildung f: R" — R* bei z ist das Differential D, f: R® — R*, definiert durch f(z + v) =
f(x) + Dy f(v) + o(v) mit lim, o %Ul) = 0. Zur Hauptaufgabe dieses Abschnittes gehort die Frage, wie
man das Differntial auf Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten verallgemeinern kann.

1.2.1. Wechsel lokaler Parametrisierungen

Zuert wollen wir die Frage untersuchen, ob die Wechsel lokaler Parametrisierungen, wie in Bemerkung I.1.2
behauptet, glatt sein. Dazu bendtigen wir das folgende Lemma:

Lemma 1.2.1. Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei F: U C R™ — V C R"
eine lokale Parametrisierung von M. Sei W C RY eine offene Menge und ¢: W — R™ eine Abbildung mit
d(W) C MNV. Dann ist ¢ als Abbildung von W nach R™ genau dann glatt, wenn F~1o¢p: W — U C R™
glatt ist.

Das letzte Lemma sagt uns, dass bei der Frage der Differenzierbarkeit einer Abbildung mit Werten in M
egal ist, ob wir diese Abbildung als eine nach R™ oder mittels Koordinaten als eine Abbildung mit Werten
in R™ auffassen. Insbesondere muss man das wirklich zeigen, weil wir im Moment noch nicht wissen, ob
F~1 glatt ist, bzw. was das fir F~': VN M — U iiberhaupt heiflen soll.

Beweis. Ist F~1 o ¢ glatt, dann ist ¢ = F o (F~! 0 ¢) als Verkettung zweier glatter Abbildungen wieder
glatt.

Sei nun ¢: W — R” glatt. Idee: Glatte Erweiterung von F' zu einer Funktion G von U x RF — R™, so dass
G~! dann im Analysissinne glatt ist.

Sei p € W. Dann ist ¢:=¢(p) € M NV und ug:=F~1(q) € U. Sei F = (Fy,..., F,)T. Das Differential D, F
hat maximalen Rang. O.B.d.A. habe (D, (F1,..., F,;)T) maximalen Rang. Wir definieren

G: U x RF=n—m _ R»



1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

/
y(t) = uo + te;

Gi(ut, ... u™ ™) = {

und berechnen

0
Id

Dann ist
T
detD(uo,O):(ué,...,u{)",(),...,o)G = detDuO:(ué,...,uB")<Fla sy Fm) #0
und damit gibt es nach dem Umkehrsatz eine offene Umgebung U; C U x R* von (ud,...,ul*,0,...,0)
und eine offene Umgebung V; C V von g, so dass

Dy, 0,..,0G = <D<u5,..‘,uz;t>F

Gly,: Ui =W
ein Diffeomorphismus ist. Sei W1:=¢~1(V;). Dann ist W eine offene Umgebung von p. Fiir p’ € Wy gilt
G loog() = (F'oo(p),0,...,0).
Da G~ o ¢ glatt ist, gilt das auch fiir F~! o ¢. O

Folgerung 1.2.2. Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ zusammen mit zwei lokalen Parametrisierungen
Fli U1 — Vl und FQI U2 — V2. Sei V1 ﬂ‘/g 7é . Dann ist

FyloF: FUY(VinVg) — Ey H(VinWa)
glatt.
Beweis. Wir verwenden Lemma 1.2.1 auf W = Fl_l(Vl NV2), = F; und F = F; an. O

1.2.2. Tangentialvektoren und Tangentialraum

Sei F: U C R™ — V C R" eine lokale Parametrisierung von M um p = F(ug). Die Bedingung, dass
D, F = (%(uo), el %(uo)) Rang m hat, bedeutet, dass die Vektoren %(uo), o %(uo) € R"
linear unabhéngig sind.

Anschauung von 9 (ug). Es ist 25 (ug) = Dy, F(e;), wobei e; den Einheitsvektor im Punkt ug zur

R ou? ou’
Koordinate u* darstellt. Dann ist
d o )
ei::%hzo(ué, coubT ol bt )
und
OF

%(UO) = DuOF(ei) = %ltZQF(UQ + tei).

Hierbei ist v(t):=ug + te; eine Kurve (sogar eine Gerade) in R™ und c(t):=F o y(t) = F(ug + te;) eine
Kurve in M C R", also insbesondere eine Kurve in R™. Also ist ¢/(0) = gfi (ug) der Tangentialvektor an ¢
in p = c(0) = Fluo).

Da fiir ¢ klein genug Spur(c):=Bild(¢) C M ist, nennt man ¢'(0) =

p = ¢(0).

oF
ou’

(up) auch tangential an M in



I. Mannigfaltigkeiten

Abb. 1.6.: Wechsel der lokalen Parametrisierung

Lemma und Definition 1.2.3. Ist M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Sei
F:U — V eine lokale Parametrisierung von M um p = F(ug). Dann ist der durch

T,M:=D,,F(R™)
definierte Untervektorraum von R™ unabhdngig von der Wahl der lokalen Parametrisierung und heift
Tangentialraum von M an p.

Beweis. Sei F': U’ — V' eine weitere lokale Parametrisierung um p = F’(uy)). Nach Folgerung 1.2.2 ist
wi=(F")"toF: F-L(VNV') — (F")~1(VNV"’) ein Diffeomorphismus. Damit ist F' = F'ow: F~}(VNV') —
V NV’ und nach Kettenregel

DugF = Dw(ug)zFfl(p)zuéF/ o Dqu.
Also ist
D, ,F(R™) = Du()F'(Duow(Rm)) = D%F’(Rm),
wobei die zweite Gleichheit folgt, da w ein Diffeomorphismus ist. O

Bemerkung 1.2.4.
(i) %(uo), cee %(uo) ist eine Basis von T, M (wobei F(ug) = p).
(ii) Sei v € T,M. Dann gibt es eine glatte Kurve ¢: I = (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = v:
Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung um p = F(ug) und sei v = Y1 a’ I (up). Wiihle fiir
c=Fo~vymity(t) =ug+ty ., a'e;. Wegen Linearitit der Ableitung gilt

d(0) = Dy F(7/(0)) = Z a'Dy, F(e;) = v.

Die Kurve ¢ (und damit ) ist durch ¢’(0) = v natiirlich nicht eindeutig bestimmt, sondern jede Kurve
v in R™ mit v(0) = up und 7/(0) = Y7, a’e; funktioniert.

Anderherum liefert jede Kurve glatte Kurve ¢: I = (—¢,€) — M mit ¢(0) = p durch ¢/(0) ein Element
in T,M: Sei F': U — V eine lokale Parametrisierung um p = F'(ug). Fiir € klein genug gibt es ein
v: I — U mit ¢ = Fo~. Dann ist ¢/(0) = (F 0v)"(0) = D,,F(7'(0)) € T,,M.

Wir haben also gesehen, dass jeder Tangentialvektor vom M in p der Geschwindigkeitsvektor am
Punkt p einer Kurve in M ist. Natiirlich ist diese Kurve nicht eindeutig bestimmt. Dennoch ist dies
eine wichtige Beobachtung mit der wir immer wieder arbeiten werden und mit deren Hilfe wir das
Konzept des Tangentialraumes auch auf abstrakte Mannigfaltigkeiten verallgemeinern werden.
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1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

Notation I.2.5 (Einsteinsche Summenkonvention). Wir verwenden die Einsteinsche Summenkonvention
bei der in einem Produkt iiber wiederkehrende obere und untere Indizes automatisch summiert wird,
z.B.: a’bi:=3_, a’b;. Die Grenzen der Summation ergeben sich aus dem Kontext — oft die Dimension der

Mannigfaltigkeit. Steht ein oberer/unterer Index unterm Bruchstrich, so wird er fiir die Summenkonvention
zum unteren/oberen Index: z* gf,i =y gfi . Ein komplizierteres Beispiel wére aiggijxk = Zk’j afdgijx’“
und hétte in der Summe zwei untere Indizes i, ¢ iibrig.

Definition 1.2.6 (Tangentialbiindel, Normalenraum, Normalenbiindel). Wir nennen die disjunkte Vereini-
gung aller Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit das Tangentialbiindel*

TM:= | | T,M:={(p,v) | v € T,M,p € M}
pEM

von M. Der Normalenraum von M an p ist definiert als
N M:={w e R" | Vv € T,M C R": (w,v) =0}
und das Normalenbiindel von M also

NM:= | | N,M.
peEM

Bemerkung 1.2.7. Sei M™ C R" Untermannigfaltigkeit. Dann gilt fiir alle p € M: T,M © N,M = R".
Beispiel 1.2.8.

(i) S%: Als Untervektorraum vom R? sind
T,5? und T,S? gleich, als Teilmenge von
TS? jedoch verschieden. In 7'S? merken
wir uns fiir jeden Tangentialvektor noch
seinen FuBpunkt auf S2?. Analoges gilt fiir
N,5% und N,S2.

(i) R? C R’ TR? = || cpa{p} x T,R* =
Lperz{p} x R? = R? x R?

Berechnung von T, M fiir implizit gegebene Untermannigfaltigkeiten Sei M = f~1(0) fiir f: R" — R
glatt und der Rang von D, f sei maximal fiir alle p € M. Dann ist also nach Satz I1.1.5 (Kriterium vom
reguldren Wert) M eine (m:=n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei F': U C R™ — V C R eine
lokale Parametrisierung von M, sei v € U. Dann ist

foF =0, also0=D,(foF)= Dpu)foD,F.
Damit ist Bild(D,F) C ker(Dp(y f). Da Rang(Dp, f) = k ist, ist dimker(Dpe, f) = n — k = m. Wegen
dim D, F(R™) = m, folgt
TF(u)M = DuF(Rm) = ker(DF(u)f) (I].)

und damit Np(,) (M) = (ker(Dpe) f))*

Beispiel 1.2.9. M = 5%, f = (1) + (2?)? + (2%)? — 1, D, f = 2(zt, 22, 23), also ist nach (I.1) T,,5% =
ker D, f = ker2(z!, 2%, 23) = {v € R® | (x,v) =0} = (R- z)*.

1.2.3. Abbildungen von M aus

Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und f: M — R’. Wir wollen einen Begriff
von Glattheit fiir f einfithren. Da gibt es verschiedenen Moglichkeiten. Man kann z.B. fordern, dass es
eine lokal immer eine glatte Fortsetzung in den umgebenden Raum geben soll oder aber auch, dass die
Abbildung in lokalen Koordinaten ausgedriickt immer glatt ist. Wir werden folgend die erste Definition
wéhlen und dann zeigen, dass sie zur zweiten aquivalent ist.

*Streng genommen ist das der Totalraum des Tangentialblindels. Aber hier benutzen wir das erst einmal nur als Name
und fithren hier nicht den Begriff eines Biindels ein.
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Vorl. 4 - 30.10.

I. Mannigfaltigkeiten

Definition 1.2.10. Sei S C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f: S C R" — R’ heifit glatt, falls
es zu jedem p € S eine Umgebung W C R” von p und eine glatte Funktion f: W — R gibt, so dass

f|SmW = JZ|Sr1W«

Lemma 1.2.11. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit und F': U — V eine lokale Parametrisierung.
Dann ist F~1: VN M —= U glatt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 1.2.1. Die dort konstruierte Funktion G~!
ist eine glatte Fortsetzung von F~! in einer Umgebung von p. U

Lemma 1.2.12. Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und f: M — Rt. Sei
F: U — V eine lokale Parametrisierung von M um p. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (’Lokale Eristenz einer glatten Fortsetzung’) Es gibt eine offene Umgebung W wvon p in R™ und eine
Fortsetzung f von f|pnw auf W, die glatt ist.

2. (‘glatt in lokaler Parametrisierung’) Die Abbildung f o F': U — R ist glatt.

Beweis. '1 = 2’: Sei ug € U beliebig und p:=f(ug). Da f glatt ist, gibt es eine offene Umgebung W von
p und eine glatte Funktion f: W — R mit f|yaw = f|anw. Dann gilt fiir alle uw € F~1(V):

foF(u)=foF(u).

Nun ist f o F als Verkettung zweier glatter (im urspriinglichen Sinne der Analysis) Funktionen wieder
glatt*. Damit ist auch f o F' auf F~1(V) glatt, also insbesondere auch in .

2 = 17: Sei p € M. Nach Lemma 1.2.11 ist F~! glatt, d.h. es gibt eine offene Umgebung W C R™ von p
und eine glatte Funktion G: W — U mit G|yrw = F =1 paw. Setze

f=foFoG: W — R,

Dann ist f als Hintereinanderausfithrung von glatten Abbildungen (hier wieder glatt im Sinne der Analysis)
glatt und f|WﬁM =foFo G‘WOM =foFo F71|WQM = f‘WﬁM O

Bemerkung 1.2.13. Sei f: M — N eine Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten M™ C R* und
N™ C Rf. Seip e M. Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung von M um p und sei F': U’ — V' eine
lokale Parametrisierung von N um f(p). Dann ist nach Lemmata 1.2.1 und 1.2.12 f um p genau dann glatt,
wenn (F')"to foF: f~YU")NU — V' glatt um u:=F~1(p) ist.

Beispiel 1.2.14. (i) id: M — M C R™ ist glatt.

(ii) Sei M™ C R". Ein (glattes) Vektorfeld ist eine (glatte) Abbildung X: M — R”™. Gilt zusétzlich
X(p) € T,M (bzw. X(p) € N,M) fur alle p € M, so ist X ein (glattes) tangentiales Vektorfeld oder
Tangentialfeld (bzw. normales Vektorfeld oder Normalenfeld) auf M. Falls || X (p)|| =1 fiir alle p € M
ist, heiflit X Einheitsvektorfeld.

1.2.4. Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten und die Tangentialabbildung

Seien M™ C R* und N C R Untermannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine glatte Abbildung, sei p € M.
Wir suchen einen geeigneten Begriff fiir die erste Ableitung von f an der Stelle p. Dies sollte eine Abbildung
von T}, M nach Ty, N sein.

Nach Definition gibt es eine Umgebung W C R* von p und eine glatte Abbildung f: W — R¢, so dass
flwanm = flwnar. Die Erweiterung f ist in p differenzierbar: Dpf: RF — R?. Die Idee ist, diese Abbildung
auf T}, M einzuschrénken und so die erste Ableitung zu definieren. Es gibt zwei Sachen, die man sich da
tiberlegen muss: Es muss wirklich nach T’ (,) N abbilden und unabhéngig von der Wahl der Erweiterung f
sein.

*gilt aber auch fiir Glattheitsbegriff aus Definition 1.2.10, vgl. UA 5
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1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Lemma 1.2.15. D, f(T,M) C Ty, N
Beweis. Sei v € T,M gegeben. Wir wihlen eine Kurve c: (—¢,€) = M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v. Dann
gilt

D, () = Dego)J(¢(0)) = ol F o elt)) = Thimol foclt) ) € Ty N. (12)

Kurve in N
O

Wegen (1.2) hiingt diese Definition nicht von der Wahl von f ab und wir kénnen definieren:
Definition I.2.16. Das Differential von f an der Stelle p sei
dpf=Dyflr,p: TyM — Ty, N.
Diese Abbildung wird Tangentialabbildung von f in p genannt.
Bemerkung 1.2.17. (i) d,f ist linear

(ii) Fiir glatte Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten M™ I, Nn 9 pr gilt die Kettenregel
dp(g of)= (df(p)g) © (dpf)-

(iii) In lokalen Koordinaten (vgl. Abb. 1.7): Es sei F(ug) = p, f(p) = p, F(iio) = p. Es gibt ¢! € R mit

OF OF
d,f (W(u0)> = al 5 (@) € Ts=p(p)N.
Dann gilt ~ '
Dyy(F~ 1o foF)(ei) = ale;,

wobei (e;); die Standardbasis des R™ (hier einmal im Punkt ug als Basis von T;,,R™ und einmal im

Punkt @ als Basis von T;,R™) bezeichnet: Sei dazu Dy, (F~' o f o F)(e;) = ble;. Dann gilt:

(10) =dy ( Gzt ) = D, ( Gr(w0)) = DuaFo F) (e
=Dy (Fo (F~'0 fo F)) () = Doy Fo Dy (F o f o F)(e)

=Da, F(biej) = 0 Dao F'(ej) = b 5> (o)

o OF
L Qs

und Koeflizientenvergleich liefert az = bf .

Notation I.2.18. Abkiirzend verwendet man auch haufig:
0 oF

9ai " 50

(F~(p))

I.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung des Untermannigfaltigkeitsbegriffs fiir eine Menge M ohne umliegenden Raum R™.
Wir wollen um jeden Punkt bijektive Abbildungen k4 : Uy, C M — V, C R™ fiir o € A, A eine Indexmenge,
so dass

(I) die U, die Menge M iiberdecken, d.h. Uyeca,Us = M.

Fiir unsere Untermannigfaltigkeiten entspricht s ! der lokalen Parametrisierungen. Das Problem ist nun
das U, nur eine beliebige Teilmenge ist, wir also schlecht fordern kénnen, dass die lokalen Karten k. glatt
sind. Deshalb fordern wir das fiir die Kartenwechsel:

13



I. Mannigfaltigkeiten

N
U U

Abb. L7.: f: M — N in lokalen Parametrisierungen. O.B.d.A. sei f(VNM)=V NN

(IT) die Mengen £ (Uy N Up) seien offen in R™ fiir alle o, € A und die Kartenwechsel kg o
kot ko(Uy NUg) — kg(Uy NUg) seien fiir alle , B € A glatt.

Dies sind Eigenschaften, die wir auf alle Félle wollen. Die Frage ist nun, ob das schon eine gute Definition
machen wiirde. Die Antwort ist leider nein, da dann auch Mengen eingeschlossen werden, die wir eher nicht
als gute Verallgemeinerung von Untermannigfaltigkeiten betrachten wollen:

Beispiel 1.3.1. (Von einer Menge, die 'keine Mannigfaltigkeit sein sollte’) Sei X = R x {1,—1}. Sei
(z,y) ~ (2/,y") genau dann, wenn beide gleich sind oder x = 2’ > 0 ist. Setzen wir M = X/ ~,
k1: Upi=R x {1}/ ~= R — R und ky: Us:=R x {—1}/ ~= R — R. Dann gelten die obigen Eigenschaften,
vgl UA 10. Allerdings entspricht das nicht so sehr unserer Vorstellung von einer Untermannigfaltigkeit,
weil (0,1) und (0, —1) in geeignetem Sinne beliebig nah beieinander liegen.

Das obige Beispiel miissen wir irgendwie ausschliessen. Der relevante Begriff dabei ist der einer Hausdorff-
schen Topologie:

Dazu wiederholen wir zuerst den Begriff der Topologie und einige wichtige Beispiele:

Definition I.3.2. Sei X eine Menge. Eine Topologie T auf X ist eine Familie von Teilmengen von X mit
folgenden Eigenschaften:

(i) @, X € T (die leere und die gesamte Menge liegen in T)

(ii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder eine offene Menge.
(iii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder eine offene Menge.
(X, T) heiit topologischer Raum. Elemente in 7 nennt man offene Mengen in X.

Beispiel 1.3.3. Die Familie aller offenen Teilmengen des R™ (‘offen’ hier wie in Analyis definiert) liefert
eine Topologie auf R™ - die sogenannte Standardtopologie des R™. Das ist das Standardbeispiel nach dem
der Topologiebegriff gebaut wurde, und deshalb heilen Elemente einer allgemeinen Topologie auch offene
Mengen.

Aus der Analysis wissen wir, dass man Stetigkeit von Abbildungen f: R™ — R" alternativ zum € — 6-
Kriterium auch durch Untersuchung der Urbilder offenen Mengen definieren kann. Man {ibernimmt dieses
Kriterium als Definition fiir stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen.

Definition 1.3.4. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rédumen (X,7) und (Y, T) heiit
stetig, falls f~1(O) € T fiir alle O € T ist (also Urbilder offener Mengen wieder offen sind).

Beispiel 1.3.5. Sei (X,T) ein topologischer Raum.

(i) Sei M c X und T ={VNM |V eT}. Dann ist 7 eine Topologie auf M und heift die von (X, T)
induzierte Topologie auf M.
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1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

(ii) Sei Y eine Menge und ¢: X — Y surjektiv. Dann ist 7' = {O] ¢~ *(O) € T} eine Topologie auf Y -
die sogenannte Quotiententopologie.

Wichtiger Spezialfall: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, (X,7) ein topologischer Raum und
pr: X — X/ ~ die kanonische Projektion. Dann betrachtet man auf X/ ~ meist ohne weiteren
Kommentar die Quotiententopologie.

Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf Y, so dass ¢ bzgl. dieser Topologien stetig
ist ("feinste’ = jede andere Topologie mit dieser Eigenschaft (= ¢ ist stetig) ist in dieser Topologie
enthalten). Fiir weitere Eigenschaften siehe UA 11.

Beispiel 1.3.6. Sei M eine Menge. Seien bijektive Abbildungen ko: Uy C M — V, CR™ fira € A, A
eine Indexmenge, gegeben, so dass (I) und (II) gelten. Dann tragt M genau eine Topologie 7 bzgl. derer
alle U, offene Mengen und alle x, Hom&omorphismen (bzgl. der auf U, durch 7 induzierten Topologie)
sind.

Beweis. Eindeutigkeit Sei T eine solche Topologie auf M. Dann ist U, € T. Wir zeigen, dass
T={WCM| ra(WnNU,,) CR™ offen fiir alle a € A}

gelten muss: Sei U € 7. Dann ist auch U, NU € T und damit auch k. (U, NU) offen fiir alle a € A.

Sei nun W C M eine Teilmenge, fir die k(W NU,) in R™ fiir alle a € A offen ist. Dann ist W N U, in
U, offen und somit auch offen in M. Wegen (I) ist dann auch W = U,ea(W N U, ) offen in M.

Existenz Sei T = {W C M | ko (W NU,) C R™ offen fiir alle « € A} wie oben. Es reicht zu zeigen, dass
T eine Topologie ist und die geforderten Eigenschaften hat, also U, € T ist und die k, Homéomorphismen
sind:

o Topologie: Es ist @, M € T (klar fiir leere Menge und fiir M folgt es aus k(M NUy) = Ugecaka(UsgN
U,)). Seien W; € T fiir i € I. Dann ist ko ((U;W;) NU,) = ko (Ui(W; NU,)) = Uik (W; NU,,) als
Vereinigung der offenen Mengen k. (W; NU,) wieder offen in R™. Analog rechnet man die Bedingung
an endliche Schnitte nach und erhélt, dass 7 eine Topologie ist.

o U, € T folgt direkt aus der Definition von 7 und (II).

e ko Homobo: Sei nun W C U, offen. Dann gibt es ein W, offen in M, mit W = wn U,. Damit ist
ka(W NUy,) = kq(W) offen in R™ und damit auch in V,,. Also ist x, ! stetig.
Sei nun Z C V, offen. Wegen (II) ist (k4 © ﬁgl)_l(Z Nka(Ua NUR)) = kgl (Z) N U, NUR) =
kg (kgt(Z)NUg) offen fiir alle 3. Nach Definition von 7T ist dann x;'(Z) C U, offen in M und damit
in U,. Also ist k, stetig. O

Definition I.3.7. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum. Falls fiir je zwei Punkte p, ¢ € X mit p # ¢ offene
Mengen U,V C M mit p € U, g € V mit U NV = & existieren, dann nennen wir den Raum Hausdorff.
("Punkte kann man trennen’)

In Beispiel 1.3.1 ist die Topologie, die unsere Karten induzieren, genau die Quotiententopologie von
X — X/ ~ und diese Topologie ist nicht Hausdorffsch, UA 10.

Definition 1.3.8. Sei (M, T) ein topologischer Raum. Wir nennen M eine topologische m-dimensionale
Mannigfaltigkeit, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Topologie ist Hausdorffsch.

(ii) Die Topologie von M besitzt eine abzihlbare Basis, d.h. es gibt eine abzéhlbare Teilmenge B C T, so
dass fiir alle U € T es Mengen B; € B mit U = U; B; gibt.*

(iii) M ist lokal homdomorph zu R™, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C M
um p, eine offene Teilmenge V' C R™ und eine Abbildung x: U — V, so dass k ein Homéomorphismus
(bzgl. der durch T auf U induzierten Topologie) ist. Die Abbildung x heift Karte von M um p.

*Das ist das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom. Manche Leute lassen das weg, dann verliert man spéter einige fir uns wichtige
Eigenschaften. Dazu mehr spéter.
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I. Mannigfaltigkeiten

Sind die Kartenwechsel zusétzlich glatt, d.h. fir zwei Karten x;: U; — V;, i = 1,2, mit Uy NUs # O, ist
Ko O K‘,l_ll lil(Ul N UQ) CR™ — HQ(Ul n UQ) cR™

glatt, so nennen wir die Menge A aller dieser Karten einen glatten Atlas von M.

Auf der Menge der Atlanten einer topologischen Mannigfaltigkeit fithren wir eine Aquivalenzrelation ein:
Seien A; glatte Atlanten fiir (M, 7). Dann ist Ay ~ Ag gdw. A; U As ein glatter Atlas fur (M, T) ist.
Eine glatte Mannigfaltigkeit (M, T, [A]) ist eine topologische Mannigfaltigkeit (M, 7) zusammen mit einer
Aquivalenzklasse von glatten Atlanten [A]. Wir nennen [A] dann eine differenzierbare Struktur auf M.

Notation 1.3.9. Da wir oft mit einem konkreten Atlas arbeiten, schreiben wir kurz: (M, .A) oder direkt
M, wenn es keinen Zweifel an der differenzierbaren Struktur gibt, statt (M, T, [A]) .

Beispiel 1.3.10. (i) Jede Untermannigfaltigkeit des R” ist mit dem durch die Karten x:=F~! gebildeten
Atlas eine glatte Mannigfaltigkeit: Die Topologie ist dabei die von R™ (mit der Standardtopologie)
induzierte Topologie. Die Standardtopologie auf R™ ist hausdorffsch und besitzt eine abzéihlbare Basis.
Diese Eigenschaften vererben sich auf die induzierte Topologie. Die Karten erhélt man direkt aus den
lokalen Parametrisierungen F': U — V, nimlich k:=F~*: VN M — U.

(ii) Sei M eine topologische/glatte Mannigfaltigkeit und U C M offen. Dann ist auch U mit der induzierten
Topologie eine topologische/glatte Mannigfaltigkeit.

(iii) Der reell projektive Raum ist definiert als
RP":={L c R™™! | L ist eindimensionaler Untervektorraum}.

Sei 7: S — RP", p € S® — L, € RP" die Projektion, wobei L, die Ursprungsgerade in R"*!
durch p ist. Es gilt 7=(L,) = {£p}. Wir verwenden auf RP" die Quotiententopologie bzgl. 7. Man
iiberpriift leicht, dass RP™ Hausdorff ist. Sei A = {x: U — V} ein glatter Atlas von S™. O.B.d.A.
kénnen wir durch Verkleinern der Menge U annehmen, dass 7: U — w(U) ein Hom6omorphismus ist.
Dann ist A’ = {k: (7|y)~!: 7(U) — V} auch ein Atlas von RP™ und sogar glatt, da (k1: (7|¢,) %) o
(ko (T|ry) ™)™ = k1o (7]y, o (T|oy) 1) o ky b = Ky o ky ' glatt ist.

Wir haben jetzt abstrakte (glatte) Mannigfaltigkeiten definiert. Nun wollen wir noch einfiihren, wann wir
zwei Mannigfaltigkeiten als diffeomorph betrachten wollen:

Definition 1.3.11. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Eine stetige Abbildung f: M — N
heiit k-mal stetig differenzierbar (oder C*) in p, falls fiir eine Karte (x: U — V) um p im Atlas von M
und fiir eine Karte (£: U — V) um f(p) im Atlas von N gilt:

Rofor L:ik(fFHU)NU) =V

ist in x(p) k-mal stetig differenzierbar. Ist f: M — N ein Homdomorphismus und ist f und f~! glatt,
dann nennen wir f einen Diffeomorphismus.

Bemerkung 1.3.12. Gilt Definition 1.3.11 fiir ein Paar solcher Karten um p bzw. f(p), so gilt es fiir alle
solche Karten, da
Fofo(h) '=(&Fok 1 o(kofor ) o(ko(k)).
——— —_————
Diffeo Diffeo
Beispiel 1.3.13. Wir betrachten zwei glatte Atlanten fiir R (mit Standardtopologie): A;:={xk1: R —
R,z — 2} und Ag:={k2: R — R,z — 2%} Diese beiden Atlanten sind nicht dquivalent, da /@51 o k1 nicht
glatt ist. Also sind [A;] und [As] zwei verschiedene differenzierbare Strukturen.

Betrachten wir weiterhin f = id: M = (R, 4;) - N = (R, A3). Dann ist f kein Diffeomorphismus, da
koo for': R —= R, s 23 keiner ist, aber f: (R, A;) — (R, Az), f(t) = t'/3, ist ein Diffeomorphismus,
denn
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f
M — N

ml l@
id
R —> R

—_—

kommutiert. D.h. obwohl die beiden Atlanten auf R verschiedene differenzierbare Strukturen definieren,
sind die glatten Mannigfaltigkeiten diffeomorph.

Bemerkung 1.3.14. Fir n # 4 ist jede differenzierbare Struktur auf R™ diffeomorph zur Standard-
Struktur, die durch A = {x = id: R™ — R"} definiert ist. Fiir n = 4 gibt es allerdings iiberabzihlbar
viele differenzierbare Strukturen auf R*, die paarweise nicht diffeomorph sind — so genannte exotische
Strukturen®. Weiterhin hat Milnor 1956 bewiesen, dass es fiir n > 7 exotische n-dimensionale Sphéaren
gibt (d.h. sie sind homdomorph zu S™ aber nicht diffeomorph). Von diesen exotischen Sphiren’ gibt es in
jeder Dimension aber nur endlich viele. In Dimension 7 gibt es z.B. 28 verschiedene. Diese kénnen alle als
Untermannigfaltigkeit vom R° dargestellt werden — die Brieskorn-Sphéren (1966): Fiir k € N

ST:={(21,,25) €ECO 2R | 22 4 22 4 22 423 42571 =0, |22+ ... + |22 = 1}

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die S,Z wirkich alle homéomorph sind. Um allerdings zu zeigen, dass sie
nicht diffeomorph zueinander sind, benétigt man einiges an algebraischer Topologie.

Satz 1.3.15. Seien M und A Mengen. Seien V,, C R™, U, C M Teilmengen und kq: Uy — Vo, bijektive
Abbildungen fiir o € A, so dass gilt

(i) ({Uu} ist eine Uberdeckung von M’) UyeaUy = M,
11) ko(Ug NUR) ist offen in R™ fir alle o, B € A.
B
(iii) kg okt ko (Us NUg) — kg(Uy NUg) ist fiir alle o, B € A stetig.

Dann tragt M genau eine Topologie bzgl. derer alle U, offene Mengen und alle ko, Homdéomorphismen
(bzgl. der auf U, durch T induzierten Topologie) sind. Gibt es eine abzdhlbare Teilmenge Ay C A mit
Uaea,Ua = M, so besitzt diese Topologie auf M eine abzihlbare Basis. Gibt es zu je zwei Punkten p,q € M
ein o € A, so dass p,q € Uy, ist, dann ist diese Topologie Hausdorffsch.

Der obige Satz erleichtert uns die Arbeit, wenn wir tiberpriifen wollen, ob eine Menge eine topologische
(glatte) Mannigfaltigkeit ist. Es reicht einen geeigneten (im Sinne des letzten Satzes) Atlas anzugeben.
Dann wird damit auf M eine Topologie induziert, die ggf. sogar Hausdorffsch ist und eine abzéhlbare Basis
besitzt.

Beweis. Das es genau eine solche Topologie gibt, haben wir schon in Beispiel 1.3.6 gezeigt.

Abzéhlbare Basis Wegen Eindeutigkeit liefern A und A; dieselbe Topologie auf M. D.h. wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass A schon abzéhlbar sei. Dann hat V,, C R™ eine abzéhlbare Basis B, fiir alle « € A. Damit
ist k;1(B,) eine abzihlbare Basis von U, und U,cak; (Ba) eine abzihlbare Basis von M.

Hausdorffsch Seien p,q € M mit p # q. Sei p,q € U, fiir ein « € A. Dann ist £4(p) # ka(q). Da V, C R™
hausdorffsch ist, gibt es Vi, Vo C V,, mit kq(p) € V1, ka(q) € Vo und V4 N Vo = @. Damit trennen x;*(V7)
und x,1(V3) die Punkte p und q. O

Den letzten Satz kénnte man auch als Grundlage fiir eine Definition einer glatten Mannigfaltigkeit nehmen.
Von der Intuition ist das ndher an dem, was wir uns fiir die Verallgemeinerung des Untermannigfaltigkeits-
begriffs {iberlegt haben, weil man nicht so kiinstlich erst mit einem topologischen Raum startet. Allerdings
kann die Hausdorffforderung dann eher schlecht einbauen, wie man am letzten Satz am Ende sieht.

*https://mathoverflow.net/questions/24970/exotic-differentiable-structures-on-r4
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere
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I. Mannigfaltigkeiten

1.3.1. Tangentialraum und Tangentialabbildung

Fiir Untermannigfaltigkeiten sind Tangentialvektoren Vektoren im umliegenden Raum R”™. Bei abstrakten
Mannigfaltigkeiten haben wir keinen umliegenden Raum mehr. Wollen wir das Konzept der Tangentialvekto-
ren jedoch verallgemeinern (und das wollen wir, um spéter auch Tangentialabbildungen zu verallgemeinern)
brauchen wir eine andere Definition. In Bemerkung 1.2.4 haben wir gesehen, dass jeder Tangentialvektor
einer Untermannigfaltigkeit M C R™ als Geschwindigkeitsvektor einer Kurve in M realisiert wird. Dies ist
unser Ansatzpunkt fiir die Definition von Tangentialvektoren an Mannigfaltigkeiten. Kurven repréisentieren
Tangentialvektoren. Allerdings miissen wir beachten, dass verschiedene Kurven durch p in p den gleichen
Geschwindigkeitsvektor haben kénnen. Um eine Aquivalenzrelation fiir "gleiche Geschwindigkeitsvektoren’
einzufithren, nutzen wir wieder die Karten, denn in R™ koénnen wir ableiten:

Definition 1.3.16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei p € M. Ein Tangentialvektor an M im Punkt
p ist eine Aquivalenzklasse von glatten Kurven c: (—¢,€) — M mit € > 0 und ¢(0) = p, wobei zwei solcher
Kurven ¢; und ¢y dquivalent heiflen, falls fiir eine Karte k: U — V mit p € U gilt:

d d
@|t:0(f<& ocy) = $|t:0(ff o ca).

Fiir die Aquivalenzklasse von ¢ schreiben wir [c],. Die Menge
T,M:={[c], | c: (—€,€) = M glatt, ¢(0) = p}

heifit Tangentialraum von M im Punkt p.

K

P

o 4li—o(koc)

Abb. L.8.: Tangentialvektor

Bemerkung 1.3.17. (i) Die Definition des Tangentialvektors hangt nicht von der gewéhlten Karte ab:
Sei k': U — V', p e U’, eine zweite Karte. Dann ist

d , d B . d
%\tzo(n oc) = %\t:o((ﬁl ok M o(koe)) =Dy (' oo <dt|t_0(/fo c)> .

Sind also zwei Kurven bzgl. & in der gleichen Aquivalenzklasse so auch bzgl. x’.

(ii) Fir Untermannigfaltigkeiten hatten wir neben dem Tangentialvektoren auch noch Normalenvektoren
definiert. Dazu braucht man aber einen umliegenden Raum — das ist also kein Begriff fiir abstrakte
Mannigfaltigkeiten.

Bis jetzt ist T, M nur eine Menge. Wir wollen aber, wie es auch bei Untermannigfaltigkeiten gilt, 7}, M mit
einer geeigneten Vektorraumstruktur versehen, auch um damit auch weiter rechnen zu kénnen:

Lemma 1.3.18. Sei M™ glatte Mannigfaltigkeit, p € M und k: U — V Karte von M mit p € U. Dann
ist die Abbildung

d
dpr: T,M — R™, [c], — g\tzo(

Koc)

wohldefiniert und bijektiv.
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1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Beweis. Wohldefiniertheit und Injektivitit folgt aus der Definition der Aquivalenzklassen [c],. Es bleibt die
Surjektivitit zu zeigen: Sei v € R™. Setze c: t € (—¢,€) — k™1 (k(p) + tv) € M, wobei wir € > 0 so klein
wihlen, dass k(p) + tv € V liegt, vgl. auch Abbildung I.8. Dann gilt

Apr([ely) = “lemol o 5™ (5(p) + 10) = luco(s(p) + ) = v. 0

Definition 1.3.19. Sei [¢;], € T, M, i = 1,2, sei « eine Karte um p. Fiir a,b € R definieren wir

aler]p + b[c2]p::(dp"$)_1 (adpr([e1]p) + bdpr(lealp)) -

Mit dieser Operation versehen ist T,,M ein Vektorraum.

Bemerkung 1.3.20. (i) Obige Definition ist die eindeutige Vektorraumstruktur fiir die dpx ein Vektor-
raumisomorphismus ist.

(ii) Die Vektorraumstruktur hdngt nicht von der Wahl der Karte ab: Sei ' eine weitere Karte um p. Wir
miissen zeigen, dass auch d,x’: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist. Das folgt aus

1

dp,.;’ = dp(,q’ oK oK)= D,{(p)(m' o /{_1) o dpk.

da k' o k™1 ein Diffeomorphismus und damit D,.p) (K © k1) ein Vektorraumisomorphismus ist.

(ili) Fiir Untermannigfaltigkeiten: Fiir eine lokale Parametrisierung F': U — V um p ist k:=F~Yynar
eine Karte um p = F(u) und damit
TpMdef. fiir Untermannigfaltigkeiten :DuF(Rm)

:(dplﬁ)_l (Rm) _ TpMdcf. fiir abstrakte Mannlgfaltlgkmtcn.

Satz 1.8.21. Sei M™ eine Mannigfaltigkeit. Sei A = {x: U" — V*} ein glatter Atlas* von M. Die Menge
TM tragt eine Topologie, so dass A’ = {dk| k Karte von M} einen glatten Atlas auf TM definiert, wobei

dr: U™ = | | T,M = V&:=V*xR™, (p,v) = (k(p), dpr(v))
peU*r

ist. Damit ist TM eine 2m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.

1;"\[ UdN (/1)/'{, RrR™ Vdfc

[ il el |

Abb. 1.9.: Karte von TM (Wihrend die rechte Menge ein wirkliches Produkt V* x R™ ist, ist das linke
Bild eher als schematisches Bild von T'M zu verstehen, da T,M ein abstrakter Raum von
Aquivalenzklassen ist und p zwar erst einmal nicht in Tp,M liegt, aber die Aquivalenzklasse
[t — plp € T, M der konstanten Kurve in p mit dem Punkt p € M identifiziert werden kann.)

Beweis. Wir wollen Satz 1.3.15 anwenden und iiberpriifen dazu erst einmal die Voraussetzungen: (i) gilt,
da TM = U,e4U%. (ii) folgt, da

diiq (U NUe) = ko (UR N UR) x R™

*Bei uns sind alle Atlanten glatt, so dass wir das in Zukunft nicht mehr dazu sagen.
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Vorl. 7 - 11.11.

I. Mannigfaltigkeiten

offen in R?™ ist. Der Kartenwechsel
drig o (dka) ™" (u, w) =drp(kg ' (u), duky ' (w))
=(kg 0 kg (u), d, -1, wpdutiy ' (W)
=((rp o rig")(w), du(rp o i) (w))

ist glatt und damit insbesondere stetig. Damit tragt T'M genau eine Topologie, fiir die die dx Hom6omor-
phismen und wegen obiger Glattheit sogar Diffeomorphismen sind. Abzdhlbare Basis folgt aus abzdhlbarem
Atlas. Hausdorff iiberpriift man leicht. O

Beispiel 1.3.22. T'S! ist diffeomorph zu S x R, aber T'S? ist nicht mal homdomorph zu S? x R? (Folgt
aus differentialtopologischen Argumenten, vgl. auch mit dem Satz vom Igel.)

Bemerkung 1.3.23. Die Fufpunktabbildung
m:TM — M, (p,v)—p
ist glatt, da

komo (de)™L: VIF =V* x R™ = V&, (u,X)
glatt ist.
Beispiel 1.3.24. Ein glattes Vektorfeld ist eine glatte Abbildung

X:M—TM mit X(p) € T,M (anders gesagt: 7(X(p)) = p).

Sei : U — V eine Karte von M. Dann wird ein Vektorfeld X auf U durch Funktionen X*,..., X™: V = R
beschrieben: 5

X(p)=X' —|p-

(1) = X' (5(p)) oy

Hier ist % p analog zum Fall der Untermannigfaltigkeiten die Kurzschreibweise fiir d, )" (e;) =
[k~1(k(p) + te;)]p. Die 52, bilden eine Basis von T}, M.

Was bedeutet die Glattheit fiir X fiir die lokale Darstellung? Ist k: U — V eine Karte um M, dann
betrachten wir dk: U x R™ — V x R™ als Karte um X (p):

M X, T™
U U
p=rklu)e U Xly TU
K dk |
we vV oodreXluor™' VX R™ 3 (u, X (u), ..., X"(u))
N N
R™ R™ x R™

Also ist X in p genau dann glatt, wenn die X* in v = x(p) glatt sind.

Bei Kartenwechsel? Seien k: U — V und &: U’ — V' zwei Karten von M mit p € UNU’. Seien (z?,...,2™)
bzw. (y!,...,y™) Koordinaten auf V bzw. V.

0 __ _ __ _ __
37yi|p =dg(p)F(e1) = dry (K om0 R () = dypyk ™ 0 dyy (k0 R (e)

(0K ok Ok o k™1 _
=dy )k (8yi |K(p)ej> = Th(p)dn(p)ﬁ "(e;)
Ok o k1) 0

Th(m@b

(1.3)
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1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

i 1 J .
wobei dy ) (Ko k1) = (%'R(P))i =t/ die Transformationsmatrix ist.
p= gzj (p) 5% |p (Insbesondere werden dabei die Karten direkt mit z und y, also wie

die Koordinaten bezeichnet.)

Wir bezeichnen die Menge aller glatten Vektorfelder auf M mit X(M) und mit C*°(M) die Menge aller
glatten reellwertigen Funktionen auf M. Ist X € X(M) und f € C*(M), dann ist fX € X(M) mit

(fX)(p):=f(p)X(p)-
Satz und Definition 1.3.25. Die Tangentialabbildung

Kurzschreibweise: %i

dpf: TyM — TrpyN, [c]p = [f oclsp)

ist wohldefiniert und linear. Die Abbildung d, f heifit das Differential oder die Tangentialabbildung von f
im Punkt p und d, f([c],) die Richtungsableitung von f in Richtung ¢/(0):=[c], im Punkt p.

Beweis. Wohldefiniertheit und Linearitét rechnet man mit Hilfe der Definition von [¢], und Definition 1.3.19
direkt nach. O

Lemma 1.3.26. (UA 14)
(i) dpidpr = id7,nr
(i) Es gilt die Kettenregel dy(f o g) = dgp) f © dpg.
(iii) Die Abbildung df : TM — TN, (p € M,v € T,M) — (f(p) € N,dpf(v) € Ty, N) ist glatt.

Folgerung 1.3.27. Sei f: M — N ein Diffeomorphismus zweier glatter Mannigfaltigkeiten. Sei X : M —
TM ein glattes Vektorfeld. Dann ist df (X): N — TN, q— dp-1(4)(X(f~"(q))) wieder ein glattes Vektor-
feld.

Beweis. Da df und X glatt sind, ist auch df (X) glatt. Nach Definition ist df (X)(g) € TyN. O

Bemerkung 1.3.28. (Tangentialabbildung in lokalen Koordinaten) Sei f: M — N glatt. Sei x eine Karte
von M um p mit lokalen Koordinaten u® und sei & eine Karte von N um f(p) mit lokalen Koordinaten /.

Dann ist P A(rI b 0
3 Rl ofokr™
dy f (au |p) = a0 1) e8) = =5 leto) gz o0

Zum Vergleich: Ist M = R™ und N = R™ und v’ bzw. @* die jeweiligen Standardkoordinaten darauf, dann
ist dpf (e = 3 1p) = R

Lemma 1.3.29. Ist f: M — N ein Diffeomorphismus glatter Mannigfaltigkeiten, so ist

= oullpous ‘f(p)-

dpf: TyM — Ty N
ein Vektorraumisomorphismus. Insbesondere ist dim T, M = dim T,y N und dim M = dim N.

Beweis. Linearitat ist klar. Es bleibt zu zeigen, dass es eine Umkehrabbildung gibt: Mittels der Kettenregel
erhalten wir

idTpM =dpidy = dp(f_l of)= df(p)f_l odyf.
Analog erhélt man d,, f o dy(,) f~' = idy m- Damit gilt dgy f~ = (dpf)~! O

F=1(p)

Es gilt lokal auch die Umkehrung:

Satz 1.3.30 (Umkehrsatz). Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, seip € M. Sei f: M — N
glatt. Falls dpf: TyM — Ty,) N ein Vektorraumisomorphismus ist, so existieren eine offene Umgebung U
von p im M und eine offene Umgebung U" von f(p) in N, so dass f|y: U — U’ ein Diffeomorphismus ist.

Beweisidee. Man benutzt Karten und den Umkehrsatz im R™.
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I. Mannigfaltigkeiten

1.3.2. Ist der Begriff der Mannigfaltigkeit wirklich allgemeiner?

Nein, wir werden sehen, dass jede glatte Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit
eines R™ ist, wobei n i.A. sehr grof} sein muss. Dazu werden wir zunichst den Begriff der Einbettung
kennenlernen.

Einbettungen

Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei M diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit
N C R”, d.h. es gibt einen Diffeomorphismus f: M — N. Wir wollen nun die Frage untersuchen, wann das
Bild einer glatten Abbildung f: M — R”™ eine Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Das wird auf den Begriff
der Einbettung fithren.

Da das Bild f(M) i.A. nicht offen in R™ ist, ist die Ableitung d, f: T, M — Tt,)R™ meist kein Isomor-
phismus. Da aber f ein Diffeomorphismus aufs Bild werden soll, muss d, f zumindest injektiv sein. Falls
dem so ist, nennt man f eine Immersion in x. Ist f eine Immersion in allen € M, so nennt man f eine
Immersion.

Beispiel 1.3.31. Die kanonische Immersion von R¥ in R! mit [ > k ist die Standardinklusionsabbildung
(xt, ... 2F) = (21, 2% 0,...,0).

Satz 1.3.32 (Satz iiber lokale Immersionen). Sei f: M — N eine Immersion in x € M und sei y = f(x).
Dann gibt es lokale Koordinaten um x und y, so dass f(z',...,2%) = (z%,...,2%,0,...,0). (Kurz gesagt: f
ist lokal dquivalent zur kanonischen Immersion in x.)

Das f(z',...,2%) = (2',...,2%,0,...,0) ist die Kurzschreibweise fiir ko foi(x!,..., %) = (2!,..,2%,0,..,0),
wobei k bzw. k& die zu den Koordinaten x* bzw. y* gehorige Karte ist.

Beweis. Wir wihlen lokale Koordinaten um » € M und y = f(x) € N: x: U — V mit x(z) = 0 und
£: U — V mit &(y) = 0. Wir setzen g:=Fo forx™1: V C R™ — V C R™. Da d, f und damit dpg: R™ — R"
injektiv ist, kénnen wir durch einen Basiswechsel in R™ immer erreichen, dass dpg die Form der n x m-Matrix

( Id,, )
O(n—m)xm

hat. Wir definieren G: V x R"~™ — R"™ durch G(z, z) = g(z) + (0, z). Dann bildet G eine offene Teilmenge
von R" in den R™ ab und doG = Id,,. Nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen ist damit G ein lokaler
Diffeomorphismus in 0 € R™. Nach Definition von G gilt g = G o (kanonische Immersion). Da #~! o G ein
lokaler Diffeomorphismus ist, ergibt er durch Einschrinken von Definitions- und Wertebereich eine neue
Karte um y bzgl. derer dann f die kanonische Immersion ist. O

Folgerung 1.3.33. Ist f eine Immersion in x, dann ist f auch eine Immersion in einer Umgebung von x.
(Immersion-Sein ist eine offene Figenschaft, d.h. gilt es in einem Punkt, dann auch in einer Umgebung
dieses Punktes.)

Bemerkung 1.3.34. Haben M und N die gleiche Dimension, dann ist f: M — N genau dann eine
Immersion, wenn f eine lokaler Diffeomorphismus ist. Immersion zu sein ist eine strikt lokale Eigenschaft.
Im Gegensatz dazu ist Diffeomorphismus zu sein etwas Globales. f ist genau dann Diffeomorphismus, wenn
f lokaler Diffeomorphismus und bijektiv ist. Das heiffit auch: Will man, dass die Immersion schéne globale
Eigenschaften hat, braucht man zusétzlich topologische Bedingungen. Wir haben das schon am Beispiel
der Untermannigfaltigkeiten gesehen, vgl. Definition I.1.1 gesehen. Z.B. ist eine regulére injektive Kurve
c: (0,2) — R? mit lim; .5 ¢(t) = ¢(1) keine Einbettung und das Bild von ¢ keine Untermannigfaltigkeit.

Definition I.3.35. Eine Immersion f: M — N, die M homéomorph auf ihr Bild abbildet, heifit Einbettung.

Folgerung 1.3.36. Sei f: M™ — R"™ eine Einbettung zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann ist f(M) eine
zu M diffeomorphe Untermannigfaltigkeit des R™.
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Beweis. Sei y € f(M). Dann gibt es ein eindeutiges x € M mit f(z) = y. Sei k: U — V eine lokale
Karte von M um x. Dann ist fox~!: V — V' als Hintereinanderausfiihrung von Immersionen wieder eine
Immersion, als Hintereinanderausfithrung von Homéomorphismen aufs Bild wieder Homéomorphismus
aufs Bild mit f(k=2(V)) = f(UN M) = V' N f(M). Also ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit von
N mit Dimension m. Da eine Immersion zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, ein lokaler
Diffeomorphismus ist und f homdomorph aufs Bild ist, ist f(M) diffeomorph zu M. O

Die letzte Folgerung gilt ganz analog mit einer Mannigfaltigkeit N statt R™ - aber wir haben bis jetzt noch
nicht definiert, was eine Untermannigfaltigkeit einer beliebigen Mannigfaltigkeit ist, vgl. UA 12.

Oft koénnen wir die Bedingung 'homéomorph aufs Bild’ in der letzten Folgerungen nur durch injektiv
ersetzen, wenn zusdtzlich noch eine topologische Bedingung gilt:

Definition I1.3.37. Sei (X, Tx) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U C X ist kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung von U eine endliche Teiliiberdeckung enthélt, d.h., fiir alle i C Tx mit UpersU = X
gibt es eine endliche Teilmenge V C U mit UyeypU = X.

Fiir Mannigfaltigkeiten impliziert Kompaktheit insbesondere, dass endliche viele Karten reichen, um die
Mannigfaltigkeit zu tiberdecken.

Definition 1.3.38. Eine Abbildung heifit eigentlich, wenn Urbilder kompakter Teilmengen wieder kompakt
sind.

Jede stetige Abbildung f: M — N mit M kompakt ist eigentlich, s. UA 20.
Satz 1.3.39. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

(i) Ist M kompakt, dann ist f: M — N genau dann eine Einbettung, wenn f eine injektive Immersion
1st.

(ii) Jede eigentliche injektive Immersion ist eine Einbettung.

Beweis. UA 20 O

Der Whitneysche Einbettungssatz

Satz 1.3.40 (Whitneyscher Einbettungssatz). Jede m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M kann in
den R?™ eingebettet werden, d.h. es gibt eine Einbettung f: M — R?™,

Fir diese Aussage braucht man die Abzéhlbarkeitsforderung in der Definition der glatten Mannigfaltigkeit,
s.u.

Wir werden hier nur eine leichtere Version beweisen (allgemeiner Beweis in [Whi57, Kapitel IV.A]):

Satz 1.3.41. Jede m-dimensionale kompakte glatte Mannigfaltigkeit M kann in einen R™ eingebettet
werden.

Dafiir brauchen wir noch ein wichtiges technisches Hilfsmittel:

Definition 1.3.42 (Partition der Eins). Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und (U;);c; eine beliebige
(nicht notwendigerweise abzéhlbare) Uberdeckung von M. Eine der Uberdeckung untergeordnete glatte
Zerlegung der Eins ist eine Familie (p;: M — R);c; von glatten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Zu jedem i € I ist supp(p;) C U;.
(ii) Jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung, auf der fast alle p; verschwinden.

(iii) Es gilt p; > 0 fiir alle 7 € I und

sz' =1
i

'Fast alle’ bedeutet alle bis auf endlich viele. Das ist wichtig, damit (iii) eine sinnvolle Bedingung ist. Wegen
(i) ist fiir alle p € M der Ausdruck ), p;i(p) eine endliche Summe und somit als solche auswertbar.
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Satz 1.3.43. Zu jeder offenen Uberdeckung von M gibt es eine ihr untergeordnete Zerlegung der Eins.

Beweis. siehe [AE01, XI Satz 1.20] O

Bemerkung 1.3.44. (Zum zweiten Abzihlbarkeitsaxiom in der Mannigfaltigkeitsdefinition) Das zweite
Abzéahlbarkeitsaxiom impliziert insbesondere, dass die Mannigfaltigkeit parakompakt ist. Ein topologischer
Raum ist parakompakt, falls falls jede offene Uberdeckung eine lokal endliche offene Verfeinerung besitzt.
Hierbei ist Verfeinerung einer offenen Umgebung U;U; eine neue Uberdeckung (V;);cs, wobei jede Menge
V; in mindestens einer Menge U; enthalten sein muss. Lokal endlich bedeutet, dass es zu jedem p € M eine
offene Umgebung gibt, die nur endlich viele Mengen V; schneidet.

Fiir jeden parakompakten topologischen Raum gilt der letzte Satz, wenn man in der Definition der Partition
der Eins nur Stetigkeit der p; fordert (da i.A. glatt nicht definiert ist).

Es gibt aber Situationen, in denen es Sinn macht, fiir Mannigfaltigkeiten weniger als das zweite Abzdhlbar-
keitsaxiom zu fordern, z.B. wenn man eine Familie von Mannigfaltigkeiten als eine neue Mannigfaltigkeit
betrachten will. Ist diese Familie iiberabzdhlbar, dann verliert man so das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.
Dann fordert man i.A. nur das erste Abzdhlbarkeitsaxiom: Jeder Punkt hat eine hochstens abzéhlbare
Umgebungsbasis, d.h.: Ist p € M, so gibt es eine hochstens abzahlbare Menge {Uy, Us, . ..} von Umgebungen
von p, so dass es zu jeder Umgebung V von p einen Index k gibt, so dass U, C V.

Eine solche Situation wird bei uns aber keine Rolle spielen.

Beweis von Satz 1.3.41. Sei A = {k;: U; — V;} ein Atlas von M. Da M kompakt ist, konnen wir den Atlas
endlich wéahlen: i € {1,...,v}. Die Idee ist die Karten zu nutzen und die Kartenstiicke jeweils in einen
R™-Untervektorraum von R"™ eingebettet werden. Damit diese sich nicht iiberschneiden, werden einfach
immer pro Karte verschiedene Koordinaten des R™ gewéhlt (n ~ 2v). Damit dann alles glatt wird benutzen
wir noch die Zerlegung der Eins.

Sei p; eine zu (U;);=1,...,, untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir setzen f;(p) = p;(p)x:(p). Die f; sind
wohldefiniert auf ganz M, da aulerhalb des Definitionsbereichs von k; die Funktion p; konstant Null ist.
Wir definieren f: M — R™=*("+1) qurch

= (p1(p), f1(0), p2(D), F2(D)s -+, pu (D), fu ()T
e Stetigkeit von f ist klar.

e f ist glatt, denn fo ni_lz V; — R"™ ist gegeben durch
_ _ _ _ T
@ ((prow; ) (@), (fr ok )(@) = (proky ')(@)(k10k7)(2),..)

e Die Abbildung f ist injektiv: Seien p,q € M mit f(p) = f(q). Dann gilt p;(p) = pi(q) fir i =1, ..., v.
Es gibt ein g mit p;,(p) > 0. Wegen p;, (p)ki, (P) = pio (q)Ki,(q) folgt p = q.

e Da f stetig ist und bijektiv aufs Bild ist und da M kompakt ist, ist f: M — f(M) ein Hombomor-
phismus. Damit ist f(M) eine topologische Mannigfaltigkeit. Es bleibt zu zeigen, dass f(M) eine
Untermannigfaltigkeit von R" ist. Nach Folgerung 1.3.36 reicht es zu zeigen, dass d,, f fiir alle p € M
injektiv ist.

o d,f ist eine Immersion (also injektiv) fur jedes p € M: Es ist

dpf(v) = (dppy (v), dpp1(v)K1(2) + p1(2)dpr1(V), .., dppy (V), dppu (V) K () + po () dpku (V).

Sei i so, dass p;(p) > 0 ist. Sei weiterhin v € T, M mit d, f(v) = 0. Dann folgt d,p;(v) = 0 und damit
pi(p)dyki(v) = 0, also dpk;(v) = 0. Da dpk;: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, folgt
v = 0. Damit ist d, f injektiv. O
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1.3.3. Konstruktion von Mannigfaltigkeiten - Quotienten

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Begriff der glatten Mannigfaltigkeit gar nicht allgemeiner
ist als der einer Untermannigfaltigkeit eines R™. Da stellt sich natiirlich die Frage, warum man nicht
nur Untermannigfaltigkeiten betrachtet. Ein Grund liegt darin, wie Mannigfaltigkeiten gegeben sind bzw.
entstehen konnen. Ist eine Mannigfaltigkeit z.B. als Nullstellenmenge von Funktionen gegeben, macht es
natiirlich Sinn diese direkt als Untermannigfaltigkeit aufzufassen. Aber nicht alle Mannigfaltigkeit kommen
direkt so her und dann ist es i.A. schwierig erst einmal eine Einbettung in einen R™ zu konstruieren und
man gewinnt dann auch nicht viel. Eine Art wie Mannigfaltigkeiten entstehen konnen ist als Quotienten
von anderen Mannigfaltigkeiten. Wir haben mit dem RP"™ schon ein solches Beispiel kennengelernt und
werden jetzt eine allgemeinere Quotientenkonstruktion sehen.

Zuvor erst noch zwei trivialere Moglichkeiten aus schon bekannten Mannigfaltigkeiten neue zu konstruieren:

Zum einen ist die disjunkte Vereinigung zweier Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension in kanonischer Weise
wieder eine Mannigfaltigkeit. Zum anderen kéonnen wir Produkte bilden.

Satz 1.3.45. Das Produkt M x N einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit N ist eine (m + n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweisskizze. Sei (p,q) € M x N. Wahle Karten x: U — V in M um p und «": U’ — V' in N um q.
Dann ist k x ": U XU =V x V'  (r,s) — (k(r), s’ (s)) Karte um (p, q).

Nun zu Quotienten: Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei G eine Gruppe und
p: G — Homoo(M)

ein Gruppenhomomorphismus, wobei Homéo(M) die Gruppe der Homéomorphismen von M zusammen
mit der Hintereinanderausfithrung ist. Abkiirzend schreiben wir: g - p:=g(p):=p(g)(p). Man sagt G wirkt
auf M.

Beispiel 1.3.46.
1. M =8"Cc R""!, G = Zy mit

-z g=1
p(1)
2. M =R, G =Zs, p wie oben. /\
—x O
=1-(-2) =99 —0-2
3. M:R2,G:ZQ XZQ mit

(Z,y) g = (an)
. _ (—amy) g = (1’0)
g-(z,y) (337 _y) g= (0, 1)
(—J), -y 9= (15 1)

4. S wirkt auf S? durch Rotation um die z-Achse.
Definition 1.3.47. Fiir p € M bezeichne
pl:={g-p|geG}
die Bahn oder den Orbit von p unter der Gruppenwirkung p von G. Der Orbitraum ist definiert als
M/G:={[p] | p € M}

mit der kanonischen Projektion 7: M — M/G, p — [p]. Die durch 7 induzierte Quotiententopologie auf
M /G bezeichnen wir mit Ty ¢
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Zu Beispiel 1.3.46: M /G ist gleich RP", [0, 00), [0,00)? bzw. [—1,1].

Wir wollen hinreichende Bedingungen an die Gruppenwirkung finden, so dass M/G wieder eine glatte
Mannigfaltigkeit ist.

Definition 1.3.48. Eine Gruppe G wirkt frei auf M, falls g-p # p fiir alle g € G\ {e} und alle p € M ist.
Eine Gruppe G wirkt eigentlich diskontinuierlich auf M, falls fiir alle kompakten Teilmengen K C M nur
endlich viele Gruppenelemente g1, ..., gy, € G existieren mit g;(K) N K # @ fur 1 <i < Ng.

Zu Beispiel 1.3.46: 1. ist frei und eigentlich diskontinuierlich, 2. und 3. sind nicht frei aber eigentlich
diskontinuierlich und 4. ist weder frei noch eigentlich diskontinuierlich.

Satz 1.3.49. Es sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und p: G — Homdéo(M) ein Gruppen-
homomorphismus. Wirkt die Gruppe G frei und eigentlich diskontinuierlich auf M, so ist der Orbitraum
(M/G, Ty c) eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigheit.”

Beweisskizze. (a) 7 stetig nach Definition von Ty; ¢ und Tys ¢ hat abzihlbare Basis.
(b) Fir U C M gilt: 7= 1(7(U)) = Ugecg(U).
(c¢) 7 ist offen, bildet also offene Mengen auf offene Mengen ab.

(d) Fiir alle p € M existiert eine offene Umgebung U, von p mit U, N g(U,) = @ fiir alle g € G\ {e}:
Sei p € M und K, eine kompakte Umgebung von p (d.h. es gibt eine offene Umgebung von p

deren Abschluss K, kompakt ist.) Da G eigentlich diskontinuierlich wirkt, gibt es nur endlich viele
Gruppenelemente g1 = e, ga, ..., gy mit

K,Ngi(K,) #@, i=1,...,N.

Im Fall N = 1 folgt die Behauptung mit U, gleich dem Inneren von K,. Sei N > 2. Da G frei
wirkt, ist g; - p # p fur g; # e. Da M Hausdorffsch ist, konnen wir die Punkte trennen: d.h es gibt
fir ¢ # 1 Umgebungen U; von p und U] von g; - p mit U; N U] = @. O.B.d.A. sei U; C K, und
9:(U;) C U] (das kann immer erreicht werden, indem man U] durch U/ N g;(Inneres(K,)) und U; durch
Ui N g; (U] N gi(Inneres(K,))) ersetzt). Setzen wir

Up:=NN, U,
dann ist U, eine offene Umgebung von p. Weiterhin gilt fiir ¢ € {1,..., N}
Up ﬂgi(Up) cU;N gl(Ul) cU;n Ull =

und fiir g € G\ {g1,-.-,9~8}
Upﬂg(Up) C Kpﬂg(Kp) =4d.

(e) M/G ist Hausdorff: Seien ¢ = 7(§) und p = 7(p) mit p # ¢ gegeben. Dann ist § # g - p fiir alle g € G.
Sei K eine kompakte Umgebung von p und §. Dann gibt es nur endlich viele g; € G, i =1,...,m, mit

Fiir jedes g € G seien Ug und Uy offene Umgebungen von ¢ bzw. g - p, die diese Punkte trennen
(moglich, da M Hausdorff). O.B.d.A. kénnen wir wie in (d) annehmen, dass diese Umgebungen klein
genug sind, dass Ug C Inneres(K) und Uy.; C g-Inneres(K) gilt, sowie g; - Uep C Uy, .p firi =1,...,m.
Wir setzen Ug = N2, U7*. Dann sind U; und Uy offene Umgebungen von ¢ bzw. p, so dass (U;) und
m(Up) disjunkte offene Umgebungen von ¢ und p sind, denn: Sei z € 7(U; N7 (Uy). Nach (a) gibt es
dann g,h € G mit g-U; Nh - Uy # 3. Also gibt es ein y € U;) N (g7 h) - Uy C KN (g7 h)K. Also ist
g 'h =y fir eini=1,...,m. Andererseits ist U; N g; - Uy C Ugi NUyg,.» = @. Also existiert x nicht.

~

*Bs gibt eine Version dieses Satzes fiir Liegruppen, z.B. wenn S! = U(1) auf S' x S durch Drehung in der ersten
Komponente wirkt:

Satz. Es sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit auf der eine Liegruppe G frei und eigentlich wirkt. Dann ist
M/G eine glatte Mannigfaltigkeit.

Die Gruppenwirkung heiit eigentlich, falls fiir die Abbildung G x M — M x M, (g,m) — (m, g-m) Urbilder kompakter
Mengen wieder kompakt sind.
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(f) Sei k: U — V eine Karte von M um p. O.B.d.A. sei U derart, dass UNg-U = & fiir alle g € G\ {e} - Vorl. 9 - 18.11.
immer méglich nach (d). Dann ist 7| ein Homdomorphismus aufs Bild und & o 7|;;': 7(U) — V eine
Karte von M /G um 7(p). Ist {x: U — V'} ein glatter Atlas von M mit Karten wie eben, also U jeweils
klein genug, dann ist auch {x o 7|;': 7(U) — V'} ein glatter Atlas von M/G. O

Beispiel 1.3.50.

1. Wir fassen die Sphire S2*~! als Menge aller (z1,...,2;) € C* mit Zle |z;|> = 1 auf. Sind p > 2 und
1<4q,...,qr < p ganze Zahlen, so dass ¢; und p teilerfremd sind, 1 < i < k, so wirkt die Gruppe
der p-ten Einheitswurzeln E,:={z € C | 2P = 1} C C frei und eigentlich diskontinuierlich auf $2*~1
durch

2 (21,00, 28) = (2821, ..., 2% 2).

Der Orbitraum L(p, q1, - . ., qx):=S**~1/E, wird Linsenraum vom Typ (p;qi,-- ., qx) genannt.
2. T" = R"/Z" (n-dimensionaler Torus): Hierbei wirkt Z, auf R™ wie folgt:
(21, -y 2n) - (@1, oy xn)i=(x1 4+ 21, -, T + 2n)

Die Gruppenoperation ist frei, eigentlich diskontinuierlich und differenzierbar. Es gilt: T ist diffeo-
morph zu S! x ... x S%.
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Il. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Bis jetzt haben wir glatte Mannigfaltigkeiten eingefithrt. Damit wissen wir z.B. was differenzierbare
Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten sind. Als néchstes wollen wir eine Struktur einfiihren mit der
wir Lange von Vektoren, Abstédnde zwischen Punkten etc. bestimmen kénnen. Fiir Untermannigfaltigkeit
kriegen wir eine solche Struktur durch das euklidische Skalarprodukt des umliegenden Raum geschenkt: Wir
schrénken in jedem Punkt p der Untermannigfaltigkeit M C R™ das Skalarprodukt auf den Untervektorraum
T,M C R" ein und erhalten die erste Fundamentalform

L(X,Y) = (X,Y) fir X,Y € T,M.

Die erste Fundamentalform ist in jedem Punkt der Untermannigfaltigkeit eine positiv definite symmetrische
Bilinearform und héngt glatt vom Punkt ab. So wollen wir allgemein eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit
definieren, wir werden allerdings allgemeiner nicht-degenerierte symmetrische Bilinearformen zulassen.

11.1. Semi-Riemannsche Metriken

Sei nun M eine glatte Mannigfaltigkeit.

Definition I1.1.1. * Eine semi-Riemannsche Metrik g ist eine Abbildung, die jedem Punkt von M eine
nicht-entartete symmetrische Bilinearform g, auf 7, M zuordnet, so dass diese Zuordnung glatt vom
Basispunkt abhéngt, d.h. fiir jede Karte x: U — V um p ist die Abbildung

0 0
Gij - V= R’ gi-j(v)::g571(7)) (auiﬁl(v)a Wlnl(v))

glatt. Eine semi-Riemannsche Metrik g, fiir die g, stets positiv definit ist, heifit Riemannsche Metrik. Ein
Paar (M, g), aus einer glatten Mannigfaltigkeit M und einer (semi-)Riemannschen Metrik auf M, heiflt
(semi- )Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine semi-Riemannsche Metrik ¢ heifit Lorentz-Metrik, falls g, stets
den Index 1 hat. Das Paar (M, g) heifit dann Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Beispiel II.1.2. R™* ist der R"**¥ mit Metrik 7, x:=diag(—1,...,—1,1,...,1) in Standardkoordinaten.
———— ——

k—mal n—mal
Das ist das Standardbeispiel einer semi-Riemannschen Metrik vom Index k. Fiir jede semi-Riemannsche

*Wdh lineare Algebra — zu Bilinearformen Sei g: V x V' — R eine symmetrische Bilinearform auf einem m-
dimensionalen R-Vektorraum. Man nennt g nicht entartet, falls aus g(v,w) = 0 fiir alle w € V folgt, dass v = 0.

Sei (b1, ...,bm) eine Basis von V und
9iji=g(b;,bj) e R fur 4,5 =1,...,n.
Dann ist (gs5)i,j=1,...,m €ine symmetrische m x m-Matrix. Fiir v = v'b; und w = w'b; gilt
g(v,w) = gi]-viwj.
Die Bilinearform g ist genau dann nicht entartet, wenn detg;; # 0 gilt.

Bemerkung. (Hauptachsentransformation) Sei g eine nichtentartete symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine
Basis eq,...,em von V, so dass

o) = 0 i#£]
g(eire;) = {ei € {1} i=j
Eine solche Basis heifit Orthonormalbasis und die Anzahl der i, fiir die ¢; = —1 ist, heifit Index von g.

Beispiel. (i) Skalarprodukt - Index 0
(ii) Minkowskiprodukt=Lorentzprodukt - Index 1, z.B., g;; = diag(—1,1,...,1).
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Metrik g einer Mannigfaltigkeit M ist g, als Bilinearform auf T, M zu n aquivalent (Hauptachsentransfor-
mation). Die wichtigsten Félle sind fiir uns der Fall Index 0, gE:=Mn0, und Index 1 (., .>L::77n,1.

Lorentzmetriken sind fiir die Beschreibung von Raumzeiten wichtig. Der Standardfall R™! ist der n-
dimensionale Minkowskiraum R™! = R™ mit Lorentzprodukt (= Minkowskiprodukt) |v|%:=(v,v). (Die
Schreibweise |v|% ist etwas irrefithrend, da dieser Ausdruck auch negativ sein kann.)
Interpretation der Minkowskimetrik: Wah-
len wir Einheiten so, dass die Lichtgeschwin-
digkeit ¢ = 1 ist. Dann hat Licht zu jedem
Zeitpunkt einen Geschwindigkeitsvektor v
mit |v]2 = 0, einen sogenannten lichtarti-
gen Vektor. Fiir ein Teilchen mit rdumlicher
Geschwindigkeit kleiner der Lichtgeschwin-
5 digkeit ist, der Geschwindigkeitsvektor im
[valz =0, d.h. Minkowskiraum zeitartig, d.h. |v|2 < 0.
~ v3 ist raumartig . 2
i Raumartige Vektoren, also |v|5 > 0, ent-
sprichen einer rdaumlichen Geschwindigkeit
grofler der Lichtgeschwindigkeit und sind
daher unphysikalisch, da sich kein Teilchen
mit iiber Lichtgeschwindigkeit bewegt.

t = 2O Beobachter /Testteilchen

2
Licht o]z <0,
d.h. vy ist zeitartig

V2 )
|U2‘% =0, ! unphysikalisch
d.h. vo ist lichtartig
U3

xT

Euklidischer Raum R"™

Minkowskiraum R?~ 11

Koordinaten

Bilinearform

<$7y>L:: _ xOyO + l‘lyl + ..+ xn—lyn—l
|z|7 = (z,2)L = gL

|z +y| < |z| + |y

Cauchyungleichung inverse Cauchyungleichung
(z,y) < |z| -yl (z.9)7 > =[F - lyl}
fir alle x,y licht- oder zeitartig
Dreiecksungleichung inverse Dreiecksungleichung*

VI +ya+y)yl > V@2 o]+ (v )il

fur alle z,y, x + y licht- oder zeitartig

Beispiel I1.1.3. Die 1.Fundamentalform einer Untermannigfaltigkeit ist eine Riemannsche Metrik (die
sogenannte induzierte Metrik): Sei M™ C R™+*. Dann existiert eine kanonische injektive Abbildung

d

®,: T,M — R™ [c], — fli=oc:

Wir setzen g,(.,.):=(®,., ®,.), wobei (.,.) das euklidische Skalarprodukst ist.
Die erste Fundamentalform von der n-dimensionalen Sphére 8™ C R™*! bezeichnet man als Standardmetrik

gst auf S™.

*Das ist die vereinfachte Version des Zwillingsparadoxon in der speziellen Relativitdtstheorie — https://de.wikipedia.

org/wiki/Zwillingsparadoxon.
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II.1. Semi-Riemannsche Metriken

Im Gegensatz dazu liefert die Bilinearform auf einer Untermannigfaltigkeit des R"** induziert durch n,, »
nicht immer eine (semi-)Riemannsche Metrik:

Als Beispiel betrachten wir Kurven in RY!: Sei ¢(t) = tv fiir v € R?. Ist v raumartig, dann induziert n; ;
auf dem Bild von ¢ ein semi-Riemannsche Metrik vom Index 0. Ist v zeitartig, dann vom Index 1. Ist v
lichtartig, dann ist die Einschriinkung von 7; 1 aufs Bild von ¢ konstant 0. Wihlt man als S € R?, dann
induziert 7, 1 in jedem Punkt von S! eine Bilinearform auf 7},5', die je nach Punkt positiv definit, konstant
Null oder negativ definit ist.

Beispiel II.1.4. Sei H":=H"; = {z € R"™' | — (292 + ()2 + ... + (2")? = —1,2° > 0} und
HY = {z € R**1 | —(29)2 4 (21)% +...+(2™)? = 1}, vgl. Abbildung 1.3, dort ist H" = M_;N{z° > 0} und
HY = M;. Wir betrachten auf beiden Untermannigfaltigkeiten, die durch das Lorentz-Produkt induzierte
Bilinearform, d.h. fiir alle p € M, mit M = H" oder M = H"; und v,w € T,M

gp(vv w):=(v,w, ).
Dann ist (H", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (H",, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit:
Sei y € T, M. Dann gibt es eine Kurve c¢: (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = y. Wegen c(t) € M
ist {(c(t),c(t))r = £1. Differentiation ergibt 2(c/(¢),c(t))r = 0 und damit (y,p); = 0. Wir haben also
T,M = {y € R"" | (p,y), = 0}. Also ist R"*! = T, M & Rp eine orthogonale Zerlegung (bzgl. {.,.)r,) von
T,M. Im Fall M = H" ist (p,p)r = —1, also muss g, positiv definit sein. Im Fall M = H", ist (p,p)r =1,
also muss g, vom Index 1 sein.
Wir miissen nun noch iiberpriifen, dass g, glatt vom Basispunkt p abhéngt: Sei k: U C M — V C R" eine
Karte von M um p und sei v das Einheitsnormalenfeld auf U C M. Dann ist %M,, 6—22|p, e 8%|p, v(p)
eine Basis von T,R" ™. In dieser Basis gilt

e (3 2)

Da (.,.) glatt ist, ist auch g;;: V — R glatt.

Bemerkung II.1.5. Sei g semi-Riemannsche Metrik auf M, sei v € T, M. Dann nennt man

[oll:=[[vllg:=1/1gp (v, v)]

Betrag des Vektors v bzgl. g. Ist g Riemannsch, so ist das eine Norm auf T,M. Der Winkel zwischen
Vektoren v,w € T,,M \ {0} bzgl. einer Riemannschen Metrik g ist definiert als

gp(vaw) .
Vlgp (v, v)] - [gp(w, w)]

<(v,w):=<4(v, w):= arccos

Beachte: Man kann nur Winkel zwischen Vektoren messen, die im gleichen Tangentialraum liegen.

Beispiel I1.1.6. Sei g eine semi-Riemannsche Metrik auf M und f: M — R glatt. Dann ist f2g definiert
als (f29)p(X,Y):=f2(p)g,(X,Y) fir p € M, X,Y € T,M wieder eine semi-Riemannsche Metrik auf M
gleichen Index. Man nennt f2g eine zu g konforme Metrik. Fiir eine konforme Metrik éndert sich zwar
der Betrag eines Vektors (||v||r24 = f(p)|[v|lg filr v € T, M) aber nicht der Winkel zwischen zwei Vektoren,
denn fir v,w € T, M \ {0} gilt

2
y24(v, w) = arccos > 1 )o (U’zw) = arccos gp(v w) = y(v,w).

V. I2®)lgp (v, 0)] - [F2(p)gp(w, w)] V196V, 0)] - |gp(w, w)]
Kartenwechsel. Seien : U — V und &: U’ — V' zwei Karten von M mit p € UNU’. Seien (z!,...,2™)
bzw. (y!,...,y™) Koordinaten auf V' bZW V.

O(Kk? ok

2l = 2z 527
ko z—1 1. =1
®) =gy _ O ok Ok ok}) ()
g9i; (R(p)) = g % (p) 997 |z 9r (K(P))
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

bzw. in (Physiker-)Kurzschreibweise g(y) = ‘ij 257 (g,(j) o(zoy™t)).

Ist g(ﬁ) V — R glatt fiir eine Karte x: U — V, dann gilt fir jede Karte x’: U" — V’, dass g K'(UNU") C
V' — R glatt ist. Es reicht also die Glattheit der Metrikkoeffizienten fiir einen M uberdeckenden Teilatlas
zu Uberpriifen.

Definition I1.1.7. Da d,r: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, ist da’|,:=d,x" € (T,M)*.
Der Dualraum (T,M)* =: T;M heilt Kotangentialraum von M in p. Ein Element von T, M heifit
Kotangentialvektor.

Fiir eine andere Schreibweise der Metrik brauchen wir noch den Dualraum zum Tangentialraum:
Lemma I1.1.8. Die da'|, bilden die zu 52|,

Beweis. dxi|p(%|p) = dpk (du(pyr~ " (e5)) = 6 O

duale Basis.

Es ist
Ikt o k™)
oyd

dxi|p = |E(p)dyj|p

(Kurzschreibweise: da? = g;]d 7)

Bemerkung I1.1.9. (Vergleich der Transformationsverhalten von (Kotangential-)vektoren) Hat man lokale
Koordinaten (z',...,2™) auf M und stellt einen Vektor v € T, M bzgl. der Standardbasis a p dar, dann
ist v durch ein m—Tupel von reellen Zahlen gegeben. Genauso ist aber auch ein Kotangentlalvektor aeTyM
bzgl. der Standardbasis dz’|, als m-Tupel von reellen Zahlen gegeben. Am Transformationsverhalten bzgl.
verschiedener lokalen Koordinaten kann man aber unterscheiden, ob es sich um einen Vektor oder einen
Kotangentialvektor handelt.

Bemerkung I1.1.10. Seien z* lokale Koordinaten einer Karte «: U — V von M um p. Eine Bilinearform
o: T,M x T,M — R ist immer eindeutig als

. . 9 ) , . .
a = ajde'|, ® da’|,, d.h. o (v = vzﬁb,w = ijp) = ay;dz’|p(v)da? |p(w) = ag0"0!

schreibbar fiir a;; € R.
Also ist eine semi-Riemannsche Metrik in lokalen Koordinaten immer gegeben durch

gp = gij(/{(p))dxi\p ® dxj|p, d.h. g,(X,Y) = gij(n(p))dozi|p(X)dxj|p(Y) fur X,Y € T, M.

Oft schreibt man kurz: g = g;;dz'dx?. Da g;; symmetrisch ist, ist g;;dz* ®da? = g;jd2? @dz*. Deshalb macht
es Sinn in diesem Fall das (nicht symmetrische) Tensorproduktzeichen wegzulassen und eine kommutative
Schreibweise zu nutzen.

Beispiel II.1.11. (Metrik auf S*) Sei F: ¢ € (0,27) — (cos ¢,sin )T € St C R? eine lokale Parametri-
sierung von S!. Dann ist g = d¢? die induzierte Metrik in der lokalen Koordinate ¢: %|F(¢) = %—g(gﬁ) =

(—sin ¢, cos ¢)” und damit gg = <g—g(¢), g—Z(¢)> =1, also g = d¢ ® do = (d¢p)*.

Beispiel I1.1.12. Euklidische Metrik auf R?: gp = do' @ do! + d2? @ da?(= (dzt)? + (dz?)? = d2?) in
Polarkoordinaten z! = r cos ¢, 2 = rsin ¢:

0 ox! Ox? z?

Z) do + —dr = —rsin ¢dp + cos pdr,  da® = —¢d¢ + —dr = 1 cos ¢pd¢ + sin ¢dr.

dz! =

Dann ist
dz' ® dr' + da® @ da?® =(—rsin¢dd + cos pdr) @ (—rsin ¢ dg + cos ¢ dr)
+ (rcosgdg +sind dr) ® (r cos ¢ dg + sin ¢ dr)
=r?sin ¢® do @ dp — rsinpcos ¢(dr ® do + dp @ dr) + cos® pdp @ do
+72cos’ pde @ dp + rsinpcos¢(dr @ do + dp ® dr) +sin’® ¢pdr @ dr
=r?d¢ ® dé + dr @ dr.
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Die Darstellungsmatrix von gg bzgl. der Koordinaten (r,¢) ist also ((1)

72) wahrend die bzgl. der

euklidischen Koordinaten (!, 2?) die Matrix <(1) (1)> ist.

"Vergleich’ von Metriken auf diffeomorphen Mannigfaltigkeiten.

Definition I1.1.13. Seien (M, g) und (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Dann heifit ein lokaler
Diffeomorphismus® ¢: M — N lokale Isometrie, falls

dp¢: (TpM; gp) = (Top) N, hes(p))
fiir alle p € M eine Isometrie ist, also fiir die
9p(X,Y) = hyp) (dpd(X), dp(Y)) fiir alleX,Y € T, M gilt.
Ist ¢ schon ein Diffeomorphismus, heifit ¢ Isometrie.

Beispiel I1.1.14. Die Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M = S',d¢?) und (N = R,dx?) sind lokal
isometrisch: Ein lokale Isometrie ist durch z € R + ¢(z) = (x mod 27) € S* gegeben.

Die Produktmannigfaltigkeit S* x R ist diffeomorph zum Zylinder im Z = {(x,y,2) € R® | 22 + ¢* = 1}.
Mit der Produktmetrik ist S1 x R auch isometrisch zum Zylinder Z (mit der induzierten Metrik = 1. Fun-
damentalform). S* x ; R mit f: R — Ry ist isometrisch zur Rotationsfliche {(f(z) cos ¢, f(2)sin ¢, 2)’ €
R? | ¢,2 € R}, UA ?7.

Anders herum kann man einen lokalen Diffeomorphismus ¢: M — N und eine semi-Riemannsche Metrik A
auf NV auch nutzen, um eine semi-Riemannsche Metrik auf M zu definieren, fiir die ¢ eine lokale Isometrie
wird:

Definition I1.1.15. Ist ¢: M — N eine lokaler Diffeomorphismus und A eine semi-Riemannsche Metrik
auf N, so heifit die semi-Riemannsche Metrik ¢*h auf M Pullback von h, wobei

(@™ h)p(v, w):=hgp) (dpd(v), dpp(w)) fiir v,w € T,M,
vgl. UA 21.

Beispiel I1.1.16. Wir betrachten die stereographische Projektion ¢ des hyperbolischen Raumes H" C R™**+!
auf den Einheitsball B;(0) C R™. Dabei ist ¢(p) der Schnitt der Geraden von p zum Punkt (—1,0,...,0)T
mit der Ebene {z° = 0}.

- ~

o(p)

(-1,0,..., 0)T

*Eine Funktion ¢: M — N ist ein lokaler Diffeomorphismus, falls es fir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U C M
von p gibt, so dass ¢(U) in N offen ist und ¢|y: U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist.
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Damit ist ¢ gegeben durch
0 1

1

:H" — B1(0 P a—
¢: H" — B1(0), = 0

n n

xT x

Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus. Sei g die auf H® C R"*! durch die Lorentz-Metrik des R"*! induzierte

Riemannsche Metrik. Dann gilt (¢71)*g(y) = ﬁ g, s. UA 23. Der Pullback der hyperbolischen Metrik
E

auf B1(0) ist also konform zur euklidischen Metrik — man sagt: Der hyperbolische Raum ist konform flach.

Man nennt (B1(0), (¢~1)*g) das Poincarésche Ballmodell des hyperbolischen Raumes.

Lemma I1.1.17. Sei ¢p: M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Sei h eine semi-Riemannsche Metrik auf
N. Dann ist ¢*h die eindeutig bestimmte semi-Riemannsche Metrik auf M, fir die ¢ eine lokale Isometrie

ist. Sei f: Z — M ein weiterer lokaler Diffeomorphismus. Dann ist (¢ o f)*h = f*(¢*h).

Beweis. Klar, nach Definition. O

Beispiel I1.1.18. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und G Untergruppe von Isom(M, g),
welche frei und eigentlich diskontinuierlich auf M operiert. Wie im Beweis von Theorem 1.3.49 gesehen,
ist die Projektion 7: (M,g) — (M/G, §) ein lokaler Diffeomorphismus. Um jeden Punkt p € M gibt
es U C M, so dass my: U — U/G ein Diffeomorphismus ist. Wir setzen §ly/q¢ = (71'51)*9, dann ist
nach letztem Lemma 7 eine Isometrie. Sei U klein genug, dass 7' (U/G) = Upegg - U. Dann kénnte
die gleiche Prozedur bei der Wahl von h - U statt U apriori ein anderes gy, erzeugen. Das ist nicht
so da G C Isom(M,g), also h: M — M, p — h - p eine Isometrie ist: Es gilt ¢p.y o h = 7y und
damit (7;")*g = ((pn.v 0 h)™)*g = (dr1,) (F7H)*(9)) = (¢54,)* (g)- Somit existiert also genau eine
semi-Riemannsche Metrik § auf dem Orbitraum M /G, so dass 7 eine lokale Isometrie ist.

Wir betrachten (R, (dz)?) mit der Z-Wirkung (z,z) € Z x R +— z + zR. Dann ist nach R/Z eine Mannig-
faltigkeit, vgl. Beispiel 1.3.50. R/Z ist isomorph zur S*. Nach letztem Lemma erhalten wir auf R/Z auch
eine Riemannsche Metrik, so dass m: R — R/Z eine lokale Isometrie ist. Diese Metrik auf R/Z hat in der
Koordinate x dann auch die Form (dz)?. und ist damit lokal isometrisch zu (S?, (d¢)?).

Die sogenannte Fubini-Study Metrik ist die Metrik auf dem RP", die mittels der Standardmetrik auf S™
und der kanonischen Projektion 7: S™ — RP” induziert wird.

Menge aller Isometrien einer Mannigfaltigkeit

Definition I1.1.19. Die Menge aller Isometrien ¢: M — M von (M, g) bilden mit der Hintereinanderaus-
fithrung eine Gruppe - die sogenannte Isometriegruppe Isom(M, g) von M.

Beispiel I1.1.20. (i) Isom(R", gg) = Gruppe der eukl. Bewegungen = {¢(z) = Ax+b| A € O(n),b €
R™} =R x O(n)

(i)
Isom(R™, grtinkowski:={-,.).) = Gruppe der Poincaré-Transformationen
={é(x) = Az +b| AcOn,1),bc R"™} =R™! x O(n, 1)
wobei O(n,1) = {A € Mr(n+1,n+1) | (Az, Ay)r = (z,y)} ist.
(iif) Isom(S™,gst) = O(n + 1)
(iv) Isom(H", gs¢) = O(n, 1)

Satz I1.1.21. Sei (M, g) eine Riemannsche oder Lorentzsche Mannigfaltigkeit. Dann ist die Isometriegruppe
Isom(M, g) eine Liegruppe. Ist M kompakt Riemannsch, dann ist Isom(M, g) kompakt.

Beweis. Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten siehe [MS39]. Fiir Lorentzmannigfaltigkeiten [LPZ13]. O

Vermutung 11.1.22. [LPZ13, p. 288] Kompakte einfach zusammenhdngende* Lorentzmannigfaltigkeiten
haben kompakte Isometrien.

*Einfach zusammenhingend ~ Jede glatte Kurve c¢: S — M in der Mannigfaltigkeit M kann stetig zu einem Punkt
verformt werden (= ist nullhomotop). Bsp: R”, S™ fiir m > 1 sind einfach zusammenhingend, S, T™ nicht.
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Isometrische Einbettungen. Wir hatten in Satz 1.3.40 den Whitneyschen Einbettungssatz kennengelernt
— der sagt, dass jede Untermannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit eines R™ hoch.
Wenn wir an semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten interessiert sich, nutzt uns eine solche Einbettung
oft erst einmal gar nichts, da die semi-Riemannsche Metrik nichts mit der induzierten Metrik auf der
Untermannigfaltigkeit zu tun haben muss. Der Vorteil der Untermannigfaltigkeit ist aber genau, dass man
mit dem umliegenden Raum rechnen kann, wenn das bei der Metrik nicht mehr der Fall ist, verliert man
diesen Vorteil. Was wir also eigenlich gerne wollen, ist eine Einbettung in einen R"** mit der Standard-
Index k-Metrik 7, x, die gleichzeitig eine Isometrie aufs Bild ist. Die Frage ist also, ob es isometrische
Einbettungen gibt:

Satz I1.1.23 (Isometrische Einbettungssétze). (i) (Nash) Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit M ist
isometrisch in einen R™ einbettbar.

(ii) (Greene) Jede (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit M ist isometrisch in einen R™™2 einbettbar.
(Hier steht R™"2 fiir den R™ "2 mit der Metrik —(dzt)?—. .. —(dz"™2)%+(dx"2T1)2 4. . +(dz"2T71)2))

1956 bewies John Nash das obige Resultat, [Nas56, Giin89], (Interview mit John Nash: https://www.
simonsfoundation.org/2012/10/24/john-nash/ (Teil zum Einbettungsproblem - Kapitel 21, ungeféhr
ab Minute 1:05)).

Robert Greene [Gre69] bewies das analoge Resultat fiir semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Beachte: Ist
M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit, so ist M nicht notwendigerweise isometrisch in einen R™! einbettbar -
da eine allgemeine Lorentz-Mannigfaltigkeit Zeitschleifen (= zeitartige Kurven, also Kurven v: S* — M
mit 4 immer zeitartig) haben kann, siche Beispiel 11.1.26, aber der R™! nicht.

Der Beweis ist viel schwerer als der vom Whitneyschen Einbettungssatz und benotigt Techniken aus den
partiellen Differentialgleichungen.

Existenz von Metriken. Lokal gibt es immer eine semi-Riemannsche Metrik von beliebigem Index:

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und [ eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform auf R” vom Index
0 <k <m.Seik: U—V eine Karte mit Koordinaten (z!,...,2™). Fiir jedes p € U, ist dpk: TpyM — R™
ein Isomorphismus. Setze g,(.,.):=8(dpk(.), dpk(.)). Dann gilt:

o, 0 d 9
o0 (gl aeln) = (0% (i) s (1) ) = s

Also sind die g;; konstant in p und damit glatt und g ist auf U C M eine Metrik mit Index k.

Satz I1.1.24. (Globale Ezistenz Riemannscher Metriken) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es eine Riemannsche Metrik auf M.

Beweis. Nach dem Whitneyschen Einbettungssatz gibt es eine Einbettung ¢: M — R™. Sei g die auf der
Untermannigfaltigkeit f(M) induzierte Riemannsche Metrik. Dann ist der Pullback ¢*g, siehe Definiti-
on II.1.15, ist dann eine Riemannsche Metrik auf M. O

Bemerkung I1.1.25. Nicht auf jeder glatten Mannigfaltigkeit M™ gibt es eine semi-Riemannsche Metrik
mit Index ¢ {0, m}, z.B. gibt es keine Lorentzmetrik auf S?. Auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten gibt
es immer eine Lorentzmetrik. Auf kompakten Mannigfaltigkeiten gibt es eine topologische Obstruktion (=
topologische Bedingung an die Mannigfaltigkeit). Diese Bedingung misst, ob ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit existiert. (Auf der S? gibt es so etwas nicht, das war der Satz vom
Igel.) Dass diese Bedingung notwendig ist, liegt am Index der Metrik, also der Existenz 'der’™ Zeit.

Beispiel I1.1.26. Aber auch auf kompakten Mannigfaltigkeiten kann es Lorentzmetriken geben: Auf
T? = S! x S! mit Koordinaten (¢,0) ist z.B. (d¢)? + (df)? eine Riemannsche Metrik. Die Metriken
(d¢)? — (df)? und —(dp)? + (df)? sind Beispiele fiir Lorentzmetriken auf T2.

*die Zeitrichtung hingt vom Beobachter ab.
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Langen von Kurven. Wir wollen nun Lingen von Kurven ¢: I = (a,b) — M auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C R™ kann man jede solche Kurve auch einfach
als Kurve in R”™ interpretieren und dort die Lénge ausrechnen:

L(c) = /ab 1¢lds

(Hier ist ¢:=c’.) Es ist |¢(s)|> = (¢(s),¢(s)) = ge(s)(¢(s), é(s)) fiir g die auf M induzierte Metrik. Damit
kénnen wir den Langenbegriff auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten verallgemeinern:

L(e) = b ge(r) (¢(2), (1)) dt
J

ist die Ldnge von c. Die Linge einer Kurve ist unabhéngig von der Parametrisierung: Sei ¢: (ag,bo) — (a,b)
ein Diffeomorphismus. O.B.d.A. sei ¢’ > 0. ( Man beachte: Weil ¢ eine Diffeomorphismus ist, ist ¢'(s) # 0
fir alle s.) Dann ist é(s) = c¢(¢(s)) eine Kurve mit gleicher Spur und

bo bo b
10 = [\ @) 6 = [ [ 6Rauca olo), oo = [ V/aletw, i = Lc)

Sei M zusammenhédngend. Wir definieren die Riemannsche Abstandsfunktion d: M x M — R durch*

d(p,q) = inf{L(c) | c ist eine stiickweise glatte Kurve von p zu ¢}.

Dann ist (M, d) ein metrischer Raum, vgl. UA 25.

Fiir M™ C R™ Untermannigfaltigkeit mit induzierter Metrik ist L(c) genau die Lange von ¢ im R™. Die
Riemannsche Abstandsfunktion stimmt jedoch nicht mit der Abstandsfunktion im euklidischen Raum
iiberein.

Eigenzeit im Lorentzschen Im semi-Riemannschen kann g.(s)(¢(s),¢(s)) das Vorzeichen wechseln und
der Ausdruck L(c) wie oben macht dann keinen Sinn. Es werden deshalb oft nur kausale Kurven betrachtet.
Das sind Kurven c¢: I — M, so dass ¢(s) fiir alle s € I ein kausaler Vektor ist, d.h. g(¢(s),é(s)) < 0 gilt.

Fir diese Kurven wird
T(c)::/lx/—g(c'(s),c'(s))ds

als Figenzeit interpretiert, die fir ein Teilchen, welches sich entlang ¢ bewegt, vergeht.

Fir die Lorentzsche Abstandsfunktion definiert man dann
d(p,q) = sup{7(c) | c ist eine stiickweise glatte kausale Kurve von p zu ¢},

siehe UA 25.

I1.2. Geodatische

Im R™ sind Geraden ausgezeichnete Kurven und zwar aus verschiedenen Griinden: Zum einen beschreiben
Sie Kurven ¢, die Korper beschreiben auf denen keine Beschleunigung wirkt (geradlinig gleichformige
Bewegungen, ¢ = 0). Zum anderen ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten im R™ genau durch
den Geradenteil zwischen diesen beiden Punkten gegeben.

Wir wollen dhnliche Kurven auch auf Mannigfaltigkeiten finden. Dabei ist natiirlich als erstes die Frage, mit
welcher der zwei Eigenschaften von oben man anfingt und wie man diese fiir Mannigfaltigkeiten verstehen
kann. Wir wollen ’geradlinig gleichférmige Bewegungen’ auf Mannigfaltigkeiten finden (und dann spater
sehen, ob auch die Eigenschaft der kiirzesten Verbindung bleibt).

*Gilt fur eine Kurve ¢ von p nach ¢ schon L(c) = d(p, q), dann ist ¢ glatt. Weiterhin kann das ’stiickweise’ in der Definition
auch weggelassen werden. Es macht nur technische Details einfacher.
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11.2. Geodatische

Dazu betrachten wir zunéchst eine Untermannigfaltigkeit M C R™ auf der sich ein Teilchen auf einer Kurve
¢(s) bewegen soll, also ¢: I C R — M. Wirkte auf dem Teilchen gar keine Kraft, ist die Beschleunigung
¢ = 0 und das Teilchen bewegt sich auf einer Gerade - also im Allgemeinen von M herunter. Soll das
Teilchen aber auf M bleiben, muss es eine Anteil der Beschleunigung geben, der es auf M hilt - wie z.B. die
Radialkraft bei einer Bewegung auf dem Kreis. Dieser Anteil von ¢ steht zu jeder Zeit senkrecht zur Flache.
Der noch {ibrig bleibende tangentiale Anteil, sorgt fiir die Beschleunigung innerhalb der Fliache. Méchte
man also z.B. die geradlinig gleichformige Bewegung im R” (also ¢ = 0) fiir M verallgemeinern, sucht man
Kurven, deren tangentialer Anteil der Beschleunigung gleich 0 ist. Wir suchen also einen Ausdruck fiir den
tangential Anteil von ¢é:

Wir werden als erstes ¢ als Richtungsableitung von ¢ in Richtung von ¢ auffassen:

X(p Y(p+sX(p))

p+sX(p Y(p)
p

Abb. II.1.: Die Richtungsableitung im R™

Seien X und Y glatte Vektorfelder auf R™. Dann ist die Richtungsableitung DxY wieder ein Vektorfeld
und gegeben durch

(DxY)(p) = lim L2 3X@) ZV(p)

s—0 S

Der Ableitung DxY im Punkt p hingt nicht von dem ganzen Vektorfeld X und Y ab, sondern nur von
X (p) und den Werten von Y auf der Kurve s — p 4+ sX(p) in der Nahe von s = 0 ab. Es gilt sogar:

(DxY)(p) = tim L) =Y ()

s—0 S

fir jede Kurve v: (—e, ) — R™ mit v(0) = p und %(0) = X (p).*

Mit diesen Uberlegungen kann man DxY auch berechnen, wenn X,Y nur auf einer Untermannigfaltig-
keit M™ C R™ definiert sind: Seien X,Y: M — TM glatte Vektorfelder (tangentiale Vektorfelder der
Untermannigfaltigkeit). Dann wahlt man fiir v eine Kurve mit Werten in M, womit Y (y(s)) und damit
(DxY)(p) wohldefiniert sind.

Abb. I1.2.: Projektion der Richtungsableitung auf den Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit

*Da bei uns alle Funktionen glatt sind, ist f insbesondere differenzierbar und die Richtungsableitungen linear in der
Richtung in die abgeleitet wird. Insbesondere kann man fiir Funktionen f: R™ — R¢ die Richtungsableitung auch mit Hilfe
der Jacobimatrix D, f als Dy, f(X) = Dx f(p) ausdriicken.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Allerdings ist (DxY)(p), wie auch schon ¢(0), zumeist kein Element mehr in 7,M. Um trotzdem ein
Vektorfeld auf M zu erhalten, benutzen wir die Orthogonalprojektion pry, 5, : R™ — T, M und erhalten die
Abbildung

(VxY)(p):=(DxY)"™" (p):=pre, »s (DxY)(p))-

Die Abbildung V bildet zwei Vektorfelder X und Y wieder auf ein (tangentiales) Vektorfeld VxY ab und
erbt dabei einige wichtige Eigenschaften der Richtungsableitung:

Lemma II.2.1. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Die induzierte Riemannsche Metrik bezeichnen
wir mit g. Seien f: M — R glatt und seien X,Y : M — TM glatte Vektorfelder. Dann gilt

(i) V ist linear in beiden Argqumenten.

(i1) (Tensoriell (= C*°(M)-linear) in der ersten Komponente) VyxY = fVxY (also (V;xY)(p) =
f(VxY)).

(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)
Vx(fY) =df(X)Y + fVxY, also (Vx(fY))p = dpf(X ()Y (p) + f(P)(VxY)(p)-

(iv) (metrisch (= kompatibel mit der Metrik)) Fiir alle glatten Vektorfelder X,Y,Z auf M gilt:

wobet Z.f=Z(f):=df(Z): M — R, p — dp,f(Z(p)), fiir eine glatte Funktion f: M — R (Hier ist
f=9(X.Y): M =R, p— g,(X(p),Y(p)).) ist.

(v) (torsionsfrei) Fiir alle Karten r: U — V mit p € U und Koordinaten x* auf V gilt

0 0

fir alle i und j.

Auch df(Z) ist als Hintereinanderausfithrung M ZrM L TR2=R xR R glatter Abbildungen selbst
wieder glatt.

Beweis von Lemma II.2.1. (i)-(iii) Verwenden der Eigenschaften fiir D * und Projektion auf den Tangenti-
alraum.
(iv) folgt aus Z.(X,Y) = (DzX,Y) + (X, DY) und (DzX)* = V,X.

(v)Sei F =k~ V — W mit WNM = U eine lokale Parametrisierung mit Koordinaten z!, ..., ™. Dann
ist -2 = 2F und
oz’ oz’
Yixl, ..,z at s, a2 — Y (2. an)

Dy_ o Y|, = lim
X=ga7 e 5—0 s

Also insbesondere
oF 0*F
D or

el R T e

Demnach ist

OF OF
Dot 503 P = Dt 5 )
einfach der Satz von Schwarz und (v) dessen Projektion auf den Tangentialraum. O

*Die Richtungableitung fiir eine allgemeine Funktion F': R” — R¢ ist immer linear in der Funktion F als auch in der
Richtung h € R™, in die man ableitet. Hat man einmal die Kettenregel fiir die Ableitung bewiesen, folgt das wie folgt: Sei ()
eine Kurve in R™ mit v(0) = p und 4(0) = h, dann ist Dx F(p) = DpF(X) = DpF(%(0)) = Do(F o) =...
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11.2. Geodatische

Bemerkung II.2.2.

(a) Wie auch (DxY)(p) hdngt als Projektion auch (VxY)(p) nur vom Wert von X in Punkt p aber von

Y in einer Umgebung von p abhingt (diese Eigenschaft folgt auch nochmals aus den Eigenschaften (ii)

und (iii) des letzten Lemmas). Insbesondere ist damit der Ausdruck V _o_-2
dx?

- auch sinnvoll, obwohl
% nur Vektorfelder auf U sind, und ergibt wieder ein Vektorfeld auf U.

2z

(b) (v) gilt nicht fiir allgemeine Vektorfelder, weder fiir D noch fiir V. Beispiel: M = R", X = %,

Y =2';% =2'X, denn

Dy x @ ©) (iv)

'DxX 20, DxY = 2'DxX + X(2")X = X.
(¢) Zur Notation X.f fiir glattes f: M — R: Falls X = aii ein Koordinatenvektorfeld bzgl. einer Karte
k: U — V ist, dann ist fiir alle p = k= (u) € U

FX)@) = dpf (X)) = dy (s ly) = XL D ),

vgl. auch UA 17.

(d) Seien X,Y € X(M) und x: U — V eine Karte mit Koordinaten z!,...,2™. Dann ist X = X% und

Y =Y*2; fiir geeignete Funktionen X%, Y € C°°(U). Wir haben auf U:
0\ ()43 .0
—Dw. g ' i J
Dt =Dz (Y axj) X0\
@id) i 0 oy 0
== Xl YJD o _ - - |-
( 5e7 O + ox* OxJ
~ v
das war kurz fur %
e o 9YyI 9
Y =X"(Y’ - - —— |. 1.1
Vx ( vaii Oxi ~ Ozt 83;1> (L)

D.h. wir sehen, dass der einzige Term in VxY der wirklich von der Einbettung von M C R" und
damit von der Metrik auf M abhéngt, V _o_ % ist. Wegen V _o_ %(P) € T, M muss es Funktionen
dx? ox?

Ffj: V — R mit V%%(p) = I‘fj(/i(p))%b geben. Die Ffj werden Christoffelsymbole genannt.
Es gilt

0
(Do 5

Sei g% (v) die zu g;j(v) inverse Matrix, also g” g;, = d%. Dann ist

(0): el = 90(V 2 o (B), o) = T () ().

9zt

0 0

9" (5P (D 2, 5 (P)s 5 o) = T (s (p),

insbesondere sind die I'j;: V' — R glatte Funktionen.

Was ist nun ¢@"? Wir wollen nun é als Richtungsableitung verstehen und damit ¢**" mittels V: ¢(s)
ist ein Vektor im Punkt ¢(s). Man wihlt formal vy(u) = c(u + s), X (c(s)) = Y(c(s)) = é(s) und erhélt
Deé(s) = lim,, o =) — (). Achtung: Das geht nur wenn X, Y wirklich ein Vektorfeld auf Bild(c)
definieren und zu einem Vektorfeld in einer Umgebung von ¢(s) erweiterbar sind. Ist z.B. nicht der Fall,
wenn ¢ = 0 auf einem Intervall um s ist.

Fiir Kurven mit %" = 0 tritt dieses Problem nicht auf, denn:

%(é(S)y &(s)) = 2(c(s), ¢(s)) = 2(c(s)"™", ¢(s)) = 0
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

und damit |¢(s)| = konstant. D.h. insbesondere solange ¢ nicht konstant ist, ist ¢ reguldr, also ¢(s) # 0
fiir alle s. Insbesondere ist die Abbildung T': (s —€,s +¢€) — M, u +— c(u), fir ¢ > 0 klein genug, ein
Homoomorphismus aufs Bild. Solche ¢ kénnen in einer Umgebung U C M von ¢(s) zu einem Vektorfeld auf
U fortgesetzt werden: Man kann zeigen, dhnlich wie in UA 3, dass c¢(s — €, s + ¢€) fiir € > 0 klein genug eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit in M ist, vgl. UA 12. Nach der analogen Aussage von Satz 1.1.5.d fiir
Untermannigfaltigkeiten von Mannigfaltigkeiten gibt es einen Diffeomorphismus h: V C M — W C R™ mit
h(c(u) € V) = (u,0,...,0). Setze X(v € V) = (dyh)  dein1(v))¢(h' (v)). Dann ist X ein glattes Vektorfeld
auf V mit X(c(u)) = ¢(u).

Die Verallgemeinerung von Geraden auf Untermannigfaltigkeiten M C R™ sei also Kurven c¢: I — M mit

¢ = 0 bzw. dquivalent V:¢ = 0. Solche Kurven nennen wir Geoditische.

Beispiel I1.2.3. Im (R", gg) ist ¢(t) eine Geodétische, genau dann wenn &(¢) = 0, also ¢(t) konstant ist,
also genau dann, wenn ¢é(t) = 0, also genau dann wenn ¢(t) = p + tv fiir p,v € R" ist.

Bemerkung I1.2.4 (Geodite vs. Geodétische). Geodéten sind die Spuren von Geodétischen®. Geodatische
ist immer eine parametrisierte Kurve, vgl. letztes Beispiel: Eine Gerade im R™ kann auch so parametrisiert
werden, dass ¢ # 0 ist.

Beispiel I1.2.5. Sei M™ C R™*! eine Hyperfliche:
c ist genau dann Geodétische, falls é(t) || v fiir alle ¢ ist, (11.2)

wobei vy ein Normalenvektor an die Hyperfliche im Punkt ¢(¢) ist. Auf der S* C R3: Seien ¢; nach
Bogenlinge parametrisierte Kreise, d.h. |¢;|> = 17 wie im Bild I1.3 links. Dann ist 0 = %\c’i(t)|2 =
2(¢;(t), ¢:(t)), also ¢;(t) L ¢;(¢) fir alle t. Dann ist der Grofikreis eine Geodéte, der Kleinkreis zum Beispiel
nicht, vgl. auch UA 26.

é2(0)

Abb. I1.3.: Groikreise sind Geodaten

V¢ = 0 in lokalen Koordinaten 2% zu einer Karte k: U — V: Seien ¢': I — R definiert durch & o c(s) =
(c'(s),...,c¢™(s)). Dann ist ¢ = ¢ -2

ozt
Mittels (II.1) erhalten wir
e o\ 0
. i ik
L 0
ke .i ik
Dabei haben wir im letzten Schritt ¢ a?;i = % verwendet.
Die Geoditengleichung in lokalen Koordinaten ist damit
& 4 ¢ FTE =0 fiir k=1,...,dim M. (IL.3)

*und eine Berufsbezeichnung. ..
TDie Bezeichnung kommt von folgender Eigenschaft: Sei v: [a,b] — R™ mit |¥(t)| = 1 fiir alle t. Dann ist die Lange der

Kurve L(v) = fab |4(¢)|dt = b — a. Die gleiche Rechnung gilt fiir die Lange einer Kurve auf einer Mannigfaltigkeit, d.h. Kurven
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) sind nach Bogenlinge parametrisiert, falls g (4)(¥(s),7(s)) = 1 gilt.
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11.2. Geodatische

V fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten? Fiir Untermannigfaltigkeiten bestimmen die Eigenschaften (i)-(v)
aus Lemma I1.2.1 sogar die Abbildung V: X(M) x X(M) — X(M) eindeutig. Deshalb wollen wir diese
Eigenschaften verwenden um V fiir allgemeine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu definieren:

Definition I1.2.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung V: X(M) x X(M) — X(M), die
die Bedingungen (i)-(iii) aus Lemma I1.2.1 erfiillt, heifit affiner Zusammenhang auf M. Sei (M, g) eine
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang V. Erfiillt V auch (iv) und (v), so heiit V
Levi-Civita- Zusammenhang auf (M, g).

Bemerkung I1.2.7. (a) Bemerkung I1.2.2(a-b) und (II.1) gilt immer noch. Fur eine Karte x: U — V
seien die Christoffelsymbole Ffj : V = R wieder definiert durch

0 0 0
— =Tk~ al — =T¥ —|p-
V% OxJ i gk 50 V% Ox7 (pel) K (H(p))(“)xk I»
Damit ist .
- - aYy 0
VxY =X YITE + — | —.
o =0 (v G ) o
(b) Gilt (v) in einer Karte in einem Punkt p so auch in jeder anderen Karten, die p enthlt: Seien 2!, ... 2™
bzw. y',...,y™ die Koordinaten zu zwei solcher Karten. Wir benutzen die Kurzschreibweise:

k . 2.k k
Byt

27 Oyl Oyi Oxk Oyioyk Oyl 57 OzF
()+(1.3) d*a* N ozh o' 0
B dyioy Ayl Oyt * BT Ok
——
symmetrisch in ¢ und j
(v) fiir = 82$k a.’I}k al‘l 0 alles riickwirts 0
Oy oyt Oyl Oy' 2.k Dt 2y Oyt

Wir haben bis jetzt zwar V analog zum Fall von Untermannigfaltigkeiten definiert, doch ist noch nicht
klar, dass es so eine Abbildung auch im semi-Riemannschen immer existiert und eindeutig ist. Das sagt der
néchste Satz:

Satz I1.2.8. Fir jede semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit existiert genau ein Levi- Civita Zusammenhang.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei k: U — V eine Karte von M mit p € U. Wir zeigen, dass mit den Eigenschaften
eines Levi-Civita Zusammenhangs die Christoffelsymbole eindeutig bestimmt sind:

b 0 (09 Ymama (g, 0 0N (0 o 0
oxk dak (g(axi’axj)) B g<v(9.fk8xi’8xj>+g<8xi’vaik@xj>

Vektorfeld auf U eC>(U)

0 0 0 0 linear
_ l l 10aT 1] l
- (F’”axl’axa‘>+9<azwfka‘azz> = Thigyy + Uijgu-

Analog folgt

agkj
oz’

0gik
oxJ

=T%g +Tlpga  und =Tl + T g

Es gilt Ffj = I‘;’?i wegen der Torsionsfreiheit. Damit haben wir

392’;‘ Ogir 3gkj

: L —ort g1
ozk  Ox7 + ozt kL]
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Dann erhalten wir

m_ L jm (‘991‘1 39ik+39k-j>'

k9 drk  dxi | Ox
. 8gi;
Kurz (mit gij7mszazm)
1 m
Ffj =59 *(Gim.j + Gjmi — Gijm) (IL4)
Existenz: Wir definieren Fi—‘j wie oben und erhalten dadurch V. Es bleibt nachzurechnen, dass V dann
wirklich alle Eigenschaften aus Lemma I1.2.1 erfiillt. U

Bemerkung I1.2.9. (i) Aus (IT.4) folgt insbesondere wieder, dass die Ff“j: U — R glatt sind.

(ii) Aus der Eindeutigkeit des Levi-Civita Zusammenhang folgt insbesondere, dass fiir M C R™ mit
induzierter Metrik V genau die Projektion der Richtungsableitung D auf den Tangentialraum ist.

Beispiel I1.2.10. Sei (M = R?, gg). Fiir die euklidischen Koordinaten gilt gij = 0;; und damit Ffj =0.
Fiir Polarkoordinaten (r, ¢) haben wir, siehe Beispiel 11.1.12:

9ij(r,¢) = (é T02>7 9 (r,0) = <(1) Toz)

Christoffelsymbole (da g Diagonalgestalt hat):

1
ry =§9kk(gim + Yik,i = Gijk)"

1
ri :51(0+0—0) =0

Analog T'?, =T, =T3%, =T%, =0 und
11
272

1
I}, =510+0-2r) = —r

1
2, =12 = (0+2r—0)=;

Also gilt z.B.

g 5 0 s 0 0
Vaae ~ oy gy T o
Zum Vergleich:
o 5 0 10N 0
V%%—V7IQ%+I1822 (—{17 @-’—(E W)———Tar

Geodatische auf abstrakten Mannigfaltigkeiten: Analog definieren wir fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten:

Definition I1.2.11. Eine Kurve ¢: (—¢,¢) — M heifit autoparallel oder Geoddtische, falls ¢ parallel entlang
c ist, also Vi) é(t) = 0 ist.

Lemma I1.2.12. Fiir Geoddtische ¢ auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist
konstant in t. Man sagt c ist proportional zur Bogenldnge parametrisiert.
Beweis. J

F9(60)(t) = ¢.g(6,&)(t) = g(Vet, &) +g(¢é, Ved) = 0

wobei die erste Gleichheit folgt aus % (f o c)(t) = de) f(¢(t)) = (¢.f)(t) fir f(c(t)) = gew (¢(t),¢(t)). O

*keine Einsteinsummenkonvention hier — k£ kommt zu oft vor
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Bemerkung I1.2.13. (Geoditengleichung V¢ in Koordinaten) Ganz analog wie auf der Unterman-
nigfaltigkeit haben wir in einer Karte x: U — V von M um p € U mit Koordinaten (z!,...,2™) ist
c(t) = k™ Hz(t)) und damit ¢(t) = ¥(t) 52| ) Dann ist ¢ genau dann Geodétische, wenn

i* () + I‘fj(n(c(t)))ii(t)ij t)=0firk=1,...,m
gilt. Dies ist ein System nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Damit folgt

mit dem Satz von Picard-Lindel6f folgender Satz sofort:

Satz 11.2.14. (Ezistenz und Eindeutigkeit von Geoddtischen) Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fir jedes p € M und jedes v € T,M existiert ein offenes Intervall I mit 0 € I und eine
Geoditische c: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = v. Fir jede andere Geoditische é: T — M mit &0) = p und
c(0) = v ist ¢l = €1

Bemerkung I1.2.15. Geodéten sind im Allgemeinen nicht fiir alle Zeiten ¢ € R definiert. Was kann
schiefgehen: Man erreicht in endlicher Zeit das ’Ende’ der Mannigfaltigkeit. Z.B. bei der offenen Einheits-
kreisschreibe mit euklidischer Metrik ist jede Geodétische, die im Ursprung mit Geschwindigkeit Norm eins
startet, nur fir die Zeiten ¢ € (—1,1) definiert.

Folgerung 11.2.16. Die proportional der Bogenlinge parametrisierten Geraden in R™ sind alle Geoddti-
schen des euklidischen Raumes R™. Die proportional der Bogenlinge parametrisierten Grofikreise sind alle
Geoditischen der S2.

Bemerkung I1.2.17. (Unter Isometrien) Sei f: M — N eine Isometrie zwischen zwei semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h). Sei V der Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g) und V der Levi-
Civita Zusammenhang auf (N, h). Seien X,Y € X(M).

Wir definieren

[ Xe=df (X)  also (fo(X))(p) = dp-10) f (X (fH(D)))-
Die ist der Push-Forward des Vektorfeldes X.
Es gilt f.(VxY) =V xf.Y, vgl. UA 29.

Sei c: I — M eine reguléire glatte Kurve. Ist Z(t) ein Vektorfeld entlang c(t), dann gibt es fiir jedes to € 1
ein Vektorfeld Z € X(M) mit Z(t) = Z(c(t)) in einer Umgebung von to. Wir haben fir p = f(c(to)), dass:

(f+ 2)(p) = deqy [ (Z(c(t)) = der) F(Z(2)).

Fiir Z = ¢ (f.Z)(p) = (f o ¢)'(to) =: (f+¢)(to). Sei nun ¢ eine Geodétische auf M. Dann gilt Vaé = 0 und
damit Vy,.f.¢ = 0. Wegen (f.¢)(t) = (foc)/(t) ist f oc eine Geoditische auf N.
Da ’geodétisch sein’ lokal nachgerechnet wird, gilt das auch fiir lokale Isometrien.

Folgerung I1.2.18. (Geoditische auf dem Zylinder und Kegel) Der Zylinder und der Kegel sind beide

lokal isometrisch zur euklidischen Ebene. Damit ergeben sich die Geoddten wie in Abbildung 11.5 links.

Definition I1.2.19. Sei ¢v: M — M ein Diffeomorphismus. Dann heif}t

Fix(y):={p € M | ¢(p) = p}
Fizpunktmenge von 1.

Lemma I1.2.20. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ) € Isom(M,g). Seip € Fiz(1)
und X € T,M mit dpyyp(X) = X. Dann verlduft die Geoddtische c: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = X ganz

Beweis. Da 1 eine Isometrie ist, ist é(t):=(c(t)) wieder eine Geodatische. Wegen ¢(0) = 1(¢(0)) = ¥(p) =
p = ¢(0), ¢(0) = de0)¥(¢(0)) = dpp(X) = X = ¢(0) und der Eindeutigkeit der Geodétische bei gleichen

Anfangswerten muss ¢ = ¢ sein. O

Folgerung I1.2.21. Meridiane von Rotationsflichen sind Geoddtische, s. Abbildung I1.5.
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Abb. IL.4.: Links: Die Abbildung ¢: (z,y)7 € R?  (sinz,cosx,y)T € Zylinder C R? ist eine lokale
Isometrie. (Hierbei ist R? mit der euklidischen Metrik und der Zylinder mit der induzierten
Metrik versehen.) Geoditen im R? sind Geraden. Ihre Bilder auf dem Zylinder sind Meridiane,
Breitenkreise oder Schraubenlinien.
Rechts: Auch der Kegel ist lokal isometrisch zu euklidischen Ebene - links ist die Abwicklung
des Kegels zu sehen. Hier konnen geodétische Schlaufen entstehen, z.B. die blaue Geodéate im
Bild. Ist der Winkel des abgerollten Kegels, also der Winkel an der Spitze links im Bild, gréfier
als 180° gibt es keine geodéatischen Schlaufen mehr.

Abb. I1.5.: Links: Sei E eine Ebene, die die Rotationsachse enthélt. Die Spiegelung f an der Ebene E ist
eine Isometrie der Rotationsflache. Der Schnitt von E mit der Rotationsfliche sind nur zwei
Kurven, Meridiane, die damit automatisch Geodétische sein miissen.
Rechts: Paralleltransport ist wegabhingig

11.3. Parallelverschiebung

Wir haben im letzten Abschnitt den Levi-Civita Zusammenhang eingefiihrt, in erster Linie um Geodétische
zu definieren und damit Geraden im R™ als das Bild von Kurven ohne Beschleunigung auf Mannigfaltigkeiten
zu verallgemeinern. Wir werden jetzt sehen, dass der Levi-Civita Zusammenhang auch dazu verwendet
werden kann, um Vektoren in verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit miteinander zu vergleichen
bzw. zumindest in Beziehung zu setzen. Das fiihrt auf das Konzept der Parallelverschiebung. Dies wird oft
ein wichtiges Hilfsmittel sein, z.B. wird sie vorkommen, wenn wir sehen, dass auch Geodétische auch im
Riemannschen (Lorentzschen) den (Lorentzschen) Abstand zwischen Punkten realisieren.

Im R™ kann man mittels der Parallelverschiebung Vektoren an verschiedenen Punkten vergleichen. Auf
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten soll das mit Hilfe des Levi-Civita Zusammenhangs geschehen:

Definition I1.3.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ¢: I — M eine regulére glatte

Kurve. Sei X ein glattes Vektorfeld lings I, d.h. X: I — TM mit X (t) € T,;)M. Das Vektorfeld X (t)
heifit parallel lings c, falls V. X (t) = 0 ist.
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Bemerkung II.3.2. In lokalen Koordinaten haben wir X (t) = X(t) 52|, und damit

0

) 0 XJ 9 o .
i b d = (¢ XITE 4+ X . 1.5

O’ Y Ok +e Oxt Oz (¢ it )8xk (IL.5)
Beispiel I1.3.3. Sei (M, g) = (R",gg = (.,.)) oder (R™, grrinkowski = (-, -)r). In kartesischen Koordinaten
gilt I‘?j = 0. Nach (IL.5) ist somit X (¢) = X’(t)% c(t) parallel genau dann, wenn X*(t) = 0 fiir alle 4 ist,
also genau dann, wenn X konstant ist. Paralleles Vektorfeld ist damit also eine Verallgemeinerung des
Begriffes paralleler Vektoren im R™.

0=VeX(t)=Vuo X =& XIT

o
dx?

Satz I1.3.4. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine requldre glatte Kurve,
wobei I = (a,b) mit a,b € RU{Foo} ist. Seity € I. Zu Xo € Ter)M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld
X langs ¢ mit X (ty) = Xo.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Spur ¢(I) von ¢ in einer Karte k: U — V enthalten ist.
Nach (IL.5) und da die a%k in jedem Punkt eine Basis des Tangentialraumes bilden, gilt 5 X = 0 genau
dann, wenn

Xk = -k X7,

Das ist ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung fiir X*. Somit existiert
dafiir mit den Anfangswerten X*(tg) = X% eine eindeutige Losung. Wegen der Linearitit ist diese Lésung
auf ganz I definiert.

Sei nun ¢(I) nicht in einer Karte enthalten. Idee — Zusammenkleben lokaler Losungen: Wihle aq,a2 € R
mit [a1,b1] C I. Sei a1 < as < ... < a, = by so gewdhlt, dass fiir alle i € {1,...,n — 1} die Spur von
Cllai,aipq] I jeweils einer Karte x,: U; — V; enthalten is. Das ist immer moglich, da ¢([a1, a,]) kompakt ist.
Sei tg € [ai, a;+1]. Dann haben wir nach oben eine eindeutige Losung X fir alle ¢ mit ¢(t) € U;. Damit
erhalten wir X (a;) bzw. X (a;41). Der Anfangswert X (a;) liefert dann eine eindeutige Losung von X5
in U;—1. Wegen der Eindeutigkeit von oben der Losung mit Anfangswert X (a;) im Punkt c¢(a;) muss
Xo = X auf U;_; NU; sein. So erhilt man induktiv eine eindeutige Losung fir [a1,b;]. Wahlt man nun
eine Folge von aq, bzw. by mit a; — a und b; — b. Dann erhalten wir eine Folge von Losungen X, die auf
einem immer grofieren Intervall [ay, b1] definiert sind und auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich jeweils
iibereinstimmen. Damit haben wir die Existenz und Eindeutigkeit von X auf ganz (a,b).

Xo
\
c(ai) c(ait1)

Abb. II.6.: Konstruktion des parallelen Vektorfeldes in den einzelnen Karten

Definition I1.3.5. Sei ¢: I — M wie oben. Seien ty,t; € I. Die Abbildung
||§0’t1 : Tc(to)M — Tc(tl)M7 Xo— X(tl),
wobei X (t) das parallele Vektorfeld langs ¢ mit X (tg) = X ist, heifit Parallelverschiebung lings c.
Satz II1.3.6.
(a) |I§, ¢, ist eine lineare Abbildung.

(b) ||§07,51 S (Teto)yM, ge(te)) = (Tee) M, gegty)) st eine Isometrie.
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(¢) Nigta=N70 00 - Ml 0

Beweis. a) Linearitét klar, da V linear
¢) Klar nach Beweis der Eindeutigkeit der Losung des AWP fiir parallele Vektorfelder.
b) Sei Xo, Yy € T(1)(M). Seien X und Y die zugehorigen parallelen Vektorfelder lings c. Dann gilt (mit

X=XocundY =Yoc

et (X(0), Y (1)) = &l (X (e(0)), ¥ (e(0))

metrisch

- Ge(t) (VéXa Y) + g(Xv vC}/) =0
Also ist g(X,Y)(t):=gcw)(X(t),Y(t)) konstant und somit

9e(t) gt (X0)s 15,02 (Y0)) = Ge(n) (X (81), Y (£1)) = ge(o) (X (t0), Y (£0)) = Ge(ro) (Xo, Yo)- 0

Bemerkung I1.3.7. Die Parallelverschiebung stellt einen Zusammenhang zwischen Tangentialrdumen an
verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit her.

Entlang einer Geodétischen ist ihr Tangentialvektorfeld immer parallel (Deshalb nennt man Geodéatische
auch autoparallele Kurven). Fiir Paralleltransport entlang einer Geodétische folgt nach Satz 11.3.6, dass
der Winkel zwischen dem parallelen Vektorfeld und der Geodétischen immer konstant sein. Auflerdem
darf sich die Lange des Vektorfeldes nicht &ndern. Das bestimmt das parallele Vektorfeld im Falle von
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten schon eindeutig. Im Bild I1.5 rechts sehen wir den Paralleltransport
entlang eines (stiickweise glatten) Weges der durch drei Grofikreisabschnitte (Grokreise sind Geodéten)
gebildet wird. An diesem Beispiel sehen wir, dass die Parallelverschiebung abhéngig von der Kurve ist,
entlang derer verschoben wird! Spéter werden wir ein Mafl kennelernen, dass diese Abhéngigkeit im gewissen
Sinne misst — die Kriimmung.

Man kann aus der Parallelverschiebung auch die kovariante Ableitung wieder konstruieren:

Satz I1.3.8. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine requlire glatte Kurve,
to € I. Dann gilt

io (X — X(to
(VeX)(to) = Jim [ t(t—))to (to)

fiir jedes glatte Vektorfeld X lings c.”
Beweis. Sei e1(to),...,en(to) eine Basis von Ty, M. Seien ei(t),...,e,(t) die zugehérigen parallelen

Vektorfelder lings c. Nach Satz 11.3.6.b, folgt dass die e;(t) fiir jedes t eine Basis von Ti;) M bilden. Sei
X (t) = X7 (t)e;(t). Dann gilt

VeX =Ve(Xle)) = XTI Vee; +Xej=XVe;
——
=0 da parallel

und mit Satz I1.3.6

15,60 (X(1)) = X7 (2) [I£ 4, €5(t) = X7 (t)e;(to)-
Also ist

5,20 (X(@)) — X (o) _ X7(t)e;(to) — X7 (to)e;(to)
t—to 4 t —to
_ %ﬁf“o)%(to) s X9 (to)e;(to) = (VeX)(to) fir ¢ — to. 0

*Der Limes findet im Vektorraum T, M statt.
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11.4. Geodatische als Spezialfall von Bewegungsgleichungen zu einem Potential

1.4. Geodaitische als Spezialfall von Bewegungsgleichungen zu einem
Potential

Ein Teilchen mit Masse m werde durch ein Kraftfeld F': R® — R" auf einer Kurve ¢: I — R" bewegt.

Dann ist nach Newton F' = mé. Ein Teil dieser Kraft sei dafiir verantwortlich, dass das Teilchen sich auf

einer Untermannigfaltigkeit M bewegt, z.B. gibt es Zwangskrifte die auf einen Mitfahrer in einem Karussel

wirken, damit er auf der Kreisbahn bleibt. Es sei also F' = F} 4+ F5, wobei F; nur dafiir verantwortlich sei,
das Teilchen auf M zu halten. Es gelte also Fi(p) L T,M fir alle p € M.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle unsere auftretenden Kréfte in Fy konservativ sind,
d.h. es ist F' = —gradg.V fiir eine Funktion V: R” — R, die Potential genannt wird (z.B. kommt die
Gravitationskraft von einem Potential).

Da wir wissen, dass das Teilchen sich nur auf M bewegt, ist die Bewegung mittels
mpry,  aé(s)(=mVet) = —prp, | ygradg.V (11.6)

bestimmt.

Sei k: U C M — U’ C R™ eine Karte von M. Die Koordinaten auf U’ nennen wir ¢*. Dann ist c(s) =
5 (g(5)) und damit &(s) = 425 ((5)) = @' 2 ey

Das Potential sei in den Koordinaten als V(¢) = V(k~'(¢)) gegeben, also 27‘1 = (gradg.V, %). Sei
pry, , mgradg.V = v a%j. Skalarprodukt mit % liefert: ((B%Z =)(gradg.V, %) = W gj, und damit ¥ =

g7 g;. Wir nennen grad,V:=pry, © wmgradg.V, den Gradienten von V bzgl. g — fiir eine allgemeine

Definition von grad, auf abstrakten Mannigfaltigkeiten s. UA 31.

Dann ist (I1.6) in lokalen Koordinaten gegeben durch

o 5} .0¢7 0 - .0
a sid 7 .3 Y Tk i N
Vee qua%aqfrqaqzaqi (Id"d +q)aqk

und damit haben wir

, D 0 L0V 0
7+ T3¢ — = ¢/ = 11.7
Wir wollen nun diese Gleichung mittels Energien schreiben. Dazu betrachten wir die kinetische Energie T'

des Teilchens als Funktion von ¢ und ¢:
T(a(s),d(s)) = 5 {e(s), &(5)) = 5 935(a(s))d" (5)d’ ()

Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden die Zeitabhéngigkeit/Argumente nicht mehr explizit hin.

Dann haben wir

o m g
W = Egij}fq q
oT j
3742 = myge;q

d oT

a5 04’ mgeid' ¢’ +mge;d .

Wir definieren die Lagrangefunktion L(q,):=T(q,q) — V(g) und erhalten

47

Vorl. 15 -
09.10.



II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

aon oL _aor or ov
ds9¢*  9¢® dsoqt  9q'  Oq°
m

=mgen,i4'q" + mge; i’ 5

) ov
ik
Gikeqd'q" + o

:mggj <qj +§gjrqzqk

OV
(Girk + Greri — gik,r)) + 96i9°" 9q"

i i L OV
=0ej (Tn(qJ +19.4'¢") + ¢ aqr> :

=0 nach (I.7)

Wir haben also nachgerechnet, dass (I1.7) gleich der Lagrangegleichung

d oL 0L

ist. Insbesondere haben wir gesehen, dass man beim Ausrechnen der Lagrangegleichung implizit die
Christoffelsymbole mit ausrechnet. Desweiteren erhélt man (fiir V' =0 und m = 1) die Gleichung V:¢ =0
(also die Geodatengleichung).

Beispiel I1.4.1. Wir betrachten wieder R? in Polarkoordinaten (r, ¢), also g;; = diag(1,7?), und V = 0,
m = 1. Dann sind die Lagrangegleichungen (also hier die Geodéitengleichung)

d oL oL d 5.
ds9d 06 = 5 (9)=0
ds o1 Or as Y

Aus der ersten Gleichung folgt direkt, dass r2¢ entlang Geodétischer der R? konstant ist. Das entspricht
der Drehimpulserhaltung (bzgl. der Ursprungs), der als der Rotationssymmetrie der Metrik folgt. Allgemein
sieht man also:

Ist L(q*,q") nicht explizit von ¢/ abhingig, dann ist g—qu entlang der Losungskurven konstant, also eine
Erhaltungsgréfe.
Rechnen wir auch noch die Zeitableitungen aus, erhalten wir die Geodétengleichung in Polarkoordinaten:

b+ 2r~Yirg =0
7 — rq32 =0.

Daraus kann man nun die Christoffelsymbole ablesen, die wir direkt schon in Beispiel I1.2.10 ausgerechnet
hatten. Z.B. F(% =T% =0 und F% = r~1 aus der ersten Gleichung.

Als néchsten wollen wir die Hamitonschen Bewegunsgleichungen ableiten. Das werden im Gegensatz zur
Lagrangegleichung erste Ordnung Differentialgleichungen sein, die jedoch dquivalent zu den Lagrangeglei-
chungen sind.

Dazu fithren wir Hilfsvariablen ein - die verallgemeinerten Impulse: pi::‘g—g; = mgij(jj. Dann ist ¢/ = %gﬁpi

und wir betrachten nun die kinetische Energie in Abhéngigkeit von gi und p;, statt bisher von ¢* und ¢*:
T(q,p) = T(q,q(p)). Wir definieren die Hamiltonfunktion H(q,p) = T'(q,p) + V (q).

Dann kann man nachrechen, dass die Langrangegleichung (I1.8) dquivalent zu den Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen
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_ 0H
=5

einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung, ist. Im Falle von Geodatischen, also V¢ = 0,
nennt man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen geoddtischen Fluf.

Die Lagrangegleichungen sind gut, wenn man direkt die Bewegungsgleichungen ausrechnen will. Die
Hamiltonschen Bewegunsgleichungen sind etwas besser, wenn man Erhaltungsgréfen, vel. UA 28, studieren
will. Insbesondere ist H selbst eine Erhaltungsgréfie, da H(q'(s), p;(s)) wegen

dH _OH ; OH . ..o
i~ agl Ty b= pd b=

konstant in ¢ ist.

Bei Geodétischen, also V' = 0, ist die Erhaltung von H einfach, die Aussage, dass Geodatische proportional
zur Bogenldnge parametrisiert sind, s. Lemma I11.2.12.

Zu Beispiel 11.4.1: Wegen V =0 ist L =T = H und damit p, =7 und pg = r2(ﬁ. Dann ist

1
H(Tv ¢apT7p¢) = §p% + —

und die Hamiltonbewegungsgleichungen lauten

Py i _ Po
pT = _7‘73) T:pr7p¢ :O7¢: 7"72

Auch hier sieht man wieder, dass pg = r2</3 = c; konstant ist. Zusammen mit H = ¢y konstant reicht das,

um zu schliessen, dass
2

. c
7"2+—;ZCQ
T

gilt. Die Konstanten ¢; ergeben sich aus den Anfangswerten, und man muss zur Berechnung der Geodétischen
nur noch eine gewo6hnliche Differentialgleichung erster Ordnung 16sen. I.A. ist eine Reduktion auf nur eine
Differentialgleichung so nicht méglich. Hat das betrachtete System geniigend Symmetrien und damit genug
Erhaltungsgrofien, dann geht das so (vgl. auch die Theorie der Integrablen Systeme).

Bemerkung I1.4.2. Was sind die p; fiir Objekte? Wegen p; = mgijqj, ist p; die i-te Komponente der
linearen Abbildung v € T, M > ge(s) (¢(s),v), also eines Elementes des Kotangentialraumes T:(S)M.
Hétte man direkt auch daran sehen konnen, dass der Index bei p; unten steht und damit zu einer Einsform
pidx’ gehdrt.

11.5. Das Variationsproblem zu den Bewegungsgleichungen

Definition II.5.1. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei V: M — R, m € R. Sei
c¢: [a,b] = M eine glatte Kurve. Dann heifit

b b b
S(c)= / L(e(s), é(s))ds = / Geo)(é(5), é(s))ds — / V(c(s))ds

Wirkungsfunktional. Ist m =1, V = 0, dann heifit E(c):=S(c) Energie von c.

Wir werden sehen, dass die kritischen Punkte des Wirkungsfunktionals genau die Losungen der Langrange-
gleichung sind — insbesondere also Geodétische kritische Punkte des Energiefunktionals sind. Doch zuvor
brauchen wir noch einige Vorarbeiten:
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Definition I1.5.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit, sei ¢: [a,b] — M eine glatte Kurve. Eine Variation von ¢
ist eine glatte Abbildung

c: (—€€) X [a, b)) = M
mit ¢(0, s) = ¢(s) fiir alle s € [a,b]. Gilt ¢(u, a) = c¢(a) und c(u, b) = ¢(b) fir alle u € (—e, €), so heiit ¢(u, s)
Variation mit festen Endpunkten. Man schreibt oft ¢, (s):=c(u, s). Das Vektorfeld X(s)::g—g((), s) entlang
c(s) heiBt Variationsvektorfeld, vgl. Abb. I1.7.

Fiir das Variationsvektorfeld X einer Variation mit festen Endpunkten gilt X (a) = X (b) = 0.

Satz I1.5.3 (Erste Variation der Energie). Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei
c: la,b] = M eine glatte Kurve, sei c: (—e,€) X [a,b] = M eine Variation dieser Kurve (c,(s) = c(u, s)).
Sei X das zugehdrige Variationsvektorfeld. Dann gilt

b
TbuoS(en) == [0 (X(9).mVad(s) + grad V(e(s))) ds + gy (X(0),mé(b)) ~ g2(0) (X @), i),

Beweis. Es ist S(c,) = mE(c,)— ff V(cy(s))ds. Wir berechnen die Ableitungen der einzelnen Summanden
einzeln (wir lassen der Einfachheit halber bei g,(.,.) den Punkt p beim Schreiben weg):

Nach Kettenregel ist |, f: V(cu(s))ds = f: de(s) V(X (5))ds = fab g(X(s),grad,V(c(s)))ds. Weiterhin
haben wir

d d 1 [ ) 1 [ d de dc
AelmoB(e) = himag [ ateu(s)eu(onds = 3 [ M-og(as(u?s),as(u,s))ds

b b
:/ g(Vgﬁgz(O,s),gz(O,s))ds@/ g<Vg§§z(O,s),Zz(0,s)>ds
ab b d a
= [ 9(VeX (). c(s))ds = [ TaX(5).6(9) ~ 9(X () Vet(s))ds
b
—9(X(s). 6~ [ X (5), Veis))ds.

a

Hierbei folgt (%) aus der lokalen Rechnung

\%

de (T 0o L 0
5 0u  \0s0u | 0s Ou ) ok

und dieser Ausdruck wegen Torsionsfreiheit (~ I'j; = I'};) symmetrisch in s und ¢ ist.
0

Lemma I1.5.4. Seic: [a,b] = M eine glatte Kurve, sei X ein glattes Vektorfeld lings c. Dann existiert
eine Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld X. Falls X (a) = X (b) = 0 ist, so kann die Variation mit
festen Endpunkten gewdhlt werden.

Beweis. Wir beweisen als erstes den Spezialfall, dass der Support von X in einer Karte x: U — V enthalten
ist, also ¢(s) € U sobald X (s) # 0 ist. Wir definieren, vgl. Abbildung II.7,

o(u, 5)i= {/{1 (k(c(s)) + udesyk(X(s)) c(s) €U
T c(s) c(s) ¢ U

Es ist ¢(0, s) = ¢(s). Weiterhin gilt

%(Ov S) = dm(c(s))ﬁi1 (dc(s)‘%(X(s))) = X(S)

Fiir den allgemeinen Fall {iberdecken wir c[a,b] mittels endlich vieler Karten «;: U; — V; und einer
zugehorigen untergeordneten Zerlegung der Eins p;. Wir setzen X;:=p, X, also X = > . X;. Fir ¢ = 1
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Y(u, s):=7(s) + udc(s) k(X (5)) c(u, 8):=k""(v(u, s))

/\

Abb. I1.7.: Konstruktion der Variation in der Karte

machen wir die Konstruktion von oben und erhalten eine Variation ¢; (u, s) von ¢(s) mit Variationsvektorfeld
X;. Fir i = 2 setzen wir nun

ca(u, 5):= {521 (kale1(u,s)) + sde, (us)k(X2(s)))  c1(u,s) € Us
2 c1(u, 8) c1(u, 8) & Us

Wegen ¢2(0, s) = ¢1(0,s) = ¢(s) und

0 _ 0
2109 = dusttonrs (s (G 0)) + dra(Xa(s) ) = Xi(6) + Xas)

ist co(u, s) eine Variation von ¢(s) mit Variationsvektorfeld Xy + Xs. Fiir ¢ > 2 fahren wir Karte fiir Karte
so fort und erhalten nach endlichen vielen Schritten eine Variation c(u,s) von c¢(s) mit Variationsfeld
X. O

Folgerung I1.5.5. Sei c eine glatte Kurve c: [a,b] — M. Dann ist ¢ genau dann ein kritischer Punkt des

Energiefunktionals, d.h.
d

0B (ca) = 0
du| oE(cu)

fiir alle Variationen c, von ¢ mit festen Endpunkten, wenn c eine Geoddtische fiir alle s € [a,b] ist.

Beweis. Ist ¢ eine Geodétische, dann folgt %|u:0E(Cu) = 0 fur alle Variationen ¢, von ¢ mit festen
Endpunkten aus der ersten Variation des Energiefunktionals aus Satz 11.5.3.

Sei nun umgekehrt fiir alle Variationen ¢, von ¢ mit festen Endpunkten %LJ:OE (cy) =0, also

b
/ 9(X(s),Vee)ds =0

fir alle Vektorfelder X entlang c. Das daraus V¢ = 0 folgt entspricht der Aussage des fundamentalem
Lemma der Variationsrechnung, was man aus dem R"™ kennt — der Beweis ist hier ganz analog:

Wir nehmen an, dass ein so € (a,b) mit Veé(so) # 0 existiert. Dann existiert ein Xo € T,(5,)M mit
9(Xo, Veé(sg)) > 0. Sei X ein glattes Vektorfeld ldngs ¢ mit X(sg) = Xo. Wegen Stetigkeit von s —
g(X(s),Vc(s)) gibt es ein € > 0, so dass g(X(s), Veé(s)) > 0 fiir alle s € (sg — ¢, 80 + €) C (a,b) gilt. Wir
wahlen eine glatte Funktion p: [a,b] — R mit p(s) > 0 fiir alle s € (sg — €, 50 + €) und p(s) = 0 (Man nennt
p Abschneidefunktion.). Sei Y'(s):=p(s)X (s). Nach dem letzten Lemma gibt es eine Variation c¢(u, s) von ¢
mit festen Endpunkten und dem Varationsvektorfeld Y. Dann gilt

d

b
im0 B(ew) = / g (Y (5), Vails)) ds < 0.

Das ist ein Widerspruch, also gilt V:¢(s) = 0 auf (a,b) und wegen Stetigkeit auf ganz [a, b]. O

Analog wie die letzte Folgerung erhélt man fiir das Wirkungsfunktional:
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Folgerung I1.5.6. (Hamiltonsches Wirkungsprinzip) Sei ¢ eine glatte Kurve c: [a,b] — M. Dann ist c
ein kritischer Punkt des Wirkungsfunktionals, d.h.

d
Ju lu=0S5(cu) = 0

fiir alle Variationen c, von ¢ mit festen Endpunkten, genau dann wenn c eine Lésung der zugehorige
Lagrangegleichung mV.c = —grad,V ist.

Bemerkung I1.5.7. Man kann die obige Variation auch direkt fir f: L(q(s),q(s))ds fir allgemeine L
ausrechnen (Hier ist ¢(s) wieder ¢(s) in lokalen Koordinaten) und man erhélt ganz analog fiir Variationen

mit festen Endpunkten
d b d OL 0L
e = )Xt

und damit wieder die Lagrangegleichungen. Sie sind also die Euler-Lagrangegleichungen des Wirkungsfunk-
tionals (in lokalen Koordinaten).

Bemerkung I1.5.8. Ist g Riemannsch, dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist L(c)? <
2(b — a)E(c). Ist g Lorentzsch, dann gilt ganz analog fiir kausaule Kurven 7(c)? < 2(b — a)E(c). Gleichheit
gilt genau dann, wenn g(¢, ¢) konstant, also ¢ proportional zur Bogenlédnge parametrisiert ist.

Insbesondere hingt die Energie einer Kurve - im Gegensatz zur Lange - von der Parametrisierung ab.

Folgerung I1.5.9. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, [a,b] C R und p,q € M. Eine Kurve
c: la,b] = M minimiert genau dann die Energie unter allen stickweise glatten Kurven, die p = c(a) und
q = c(b) verbinden, wenn c die Linge minimiert und proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Sei ¢’ eine Kurve mit p = ¢/(a) und ¢ = ¢/(b), die die Linge minimiert und proportional zur
Bogenlénge parametrisiert ist. Dann ist 2(b — a)E(c’) = L(¢’)? = min L(¢)? < 2(b — a)min E(c) und ¢/
minimiert auch die Energie.

Sei ¢’ eine Kurve mit p = ¢/(a) und ¢ = ¢/(b), die die Energie minimiert. Sei ¢ eine Umparametrisierung von
¢, so dass ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist. Dann ist 2(b — a)E(¢) = L(¢)? = L(¢')? < 2(b — a)E().
Also muss Gleichheit gelten und ¢ schon proportional zur Bogenlinge parametrisiert sein. Weiterhin
ist L(c)? = 2(b — a)E(c') < 2(b — a)min {E(c) | ¢ nach Bogenlinge parametrisiert } = min L(c)2. Also
minimiert ¢’ auch die Linge. O

Folgerung I1.5.10. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jede kiirzeste Kurve von p nach q ist
eine Geoddte und, wenn sie proportional nach Bogenlinge parametrisiert, ist eine Geoddtische.

Bemerkung I1.5.11. Nicht jede Geoditische ist Kiirzeste! Z.B. die Groflkreise auf der S™.

Beispiel I1.5.12. Das Fermatsche Prinzip (nach Pierre de Fermat) besagt, dass Licht in einem Medium
zwischen zwei Punkten Wege nimmt, auf denen seine Laufzeit bzgl. Variationen des Weges extremal ist,
vgl. UA 37.

Die Laufzeit des Lichtes bestimmt sich im Prinzip aus der Linge der Kurve c: [a,b) — R3, parametrisiert
nach Bogenliange bzgl. gg, auf der sich das Licht bewegt, allerdings ist zu beachten, dass sich je nach Medium
(Luft, Wasser, Glas, etc.) die Lichtgeschwindigkeit mit dem Brechungsindex n dndert: Laufzeit = fab n(c(t))dt,
wobei n: R? — (0, 00) der ortsabhiingige Brechungsindex ist. Fiir n = 1 (z.B. Luft) ist das genau die Léiinge
der Kurve im Euklidischen Raum, ansonsten konnen wir es trotzdem als Lénge der Kurve ¢ bzgl. der
konformen Metrik g = n?gg betrachten, denn dann ist Ly(c) = ff Vg(é, é)dt = f; n(c(t))dt.

Im Allgemeinen: Licht bewegt sich auf lichtartigen Geodéten in einer Lorentzmannigfaltigkeit (M, h), wobei
eine Kurve c: I — M lichtartig heit, falls he)(¢(t), ¢(t)) = 0 fiir alle ¢ ist. Lokal sieht unsere Universum
(unsere Lorentzmannigfaltigkeit) in guter Niherung aus, wie ein Produkt R3 x R mit Metrik g — (dt)?.
Befinden wir uns in Luft ist ¢ = g, in Medien mit anderem Brechungsindex g = n?¢g.

In unserer Sprache heifit das, dass die Spur des Lichtes eine Geodate ist fiir die Metrik g = ngg.
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1(2) = a — bz?

NN n = 1 (Luft) Ts

N n = 1,33 (Wasser)

Abb. I1.8.: Links: Extremale Weglédnge zwischen A und B in zwei unterschiedlichen Medien — vergleiche
Snells Gesetz*. Hier ist n nicht glatt, sondern hat einen Sprung. Strenggenommen fillt es
somit nicht unter unsere Voraussetzungen, da wir hier der Einfachheit immer mit glatten
Metriken arbeiten. Aber man sieht hier ganz schon, dass dafiir die Formulierung iiber das
Variationsproblem sehr gut ist, da dort die integrale noch immer Sinn ergeben. Rechts: Das blaue
Rechteck soll eine Gradientenlinse® darstellen, d.h. in diesem Bereich ist der Brechungsindex
ortsabhingig — hier n(z) = a — bz2. Sei ¢, ein Lichtstrahl, der sich achsenparallel auf die Linse
zu bewegt und diese in (0, s) erreicht. Dann wird dieses in der Linse zur Achse hin abgelenkt
und nach Austritt aus der Linse erreicht es die z-Achse in z,. Dann gilt 2, = const + O(s?),
vgl. UA 35/36. D.h. achsenparallele Strahlen fokussieren in einem Punkt.

Fir Lorentzmannigfaltigkeiten erhalten wir ein analoges Resultat:

Folgerung I1.5.13. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Jede lingste zeitartige Kurve von p nach q
ist eine Geoddte und wenn sie proportional nach Bogenlinge parametrisiert ist eine Geoddtische.

11.6. Kriimmung
Wir wollen als néchstes einen Kriimmungsbegriff fiir semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten definieren:

Definition I1.6.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Abbildung R: X(M) x X(M) x
X(M) — X(M) mit

(X,K Z) — R(X, Y)ZZZVXVYZ — VvaZ — VVXy,vaZ

heiBt Riemannscher Krimmungstensor von (M, g).

Satz I1.6.2. Fiir f1, fo, f3 € C°(M), X,Y,Z € X(M) gilt Vorl. 17 -
16.12.

(i) (tensoriell in den drei Komponenten) R(f1X, f2Y)(f3Z) = fifefsR(X,Y)Z.

(i) (Symmetrien) R(X, X)Z =0 und g(R(X,Y)Z,Z) = 0 und g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)
(iii) (Bianchi-Identitit) R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y =0
Beweis. Durch Nachrechnen. O

Man sagt R ist ein (1,3)-Tensor.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Snelliussches_Brechungsgesetz
*https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient-index_optics
tEin (n,m)-Tensor ist eine multilineare Abbildung T: X(M) x ... x X(M) — X(M) x ... x X(M), die tensoriell

m—mal n—mal
(=C°°(M)-linear) in den m Komponenten ist.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie
Bemerkung I1.6.3. (i) Damit R tensoriell in den drei Komponenten ist, braucht man den Vy vy _v,vyZ
in der Definition.

(ii) Aus der Symmetrie R(X, X)Z = 0 und tensoriell in den drei Komponenten folgt fiir eindimensionale
Mannigfaltigkeiten sofort, dass R = 0 ist.

(iii) Fiir den euklidischen Raum und den Minkowskiraum gilt R = 0. Mannigfaltigkeiten mit R = 0 werden
flach genannt.

(iv) Aus tensoriell in den drei Komponenten folgt, dass R fiir jeden Punkt p € M eine Abbildung
Ry: ToM x T,M x T,M — T,M

definiert.

o _ 9 .
07 = V32, 5t

zt

(v) In einer Karte k: U — V von M um p gilt wegen V _o_
dxz?

R(a 8)6=V8V i—ViV3a

dxd

Oz’ Oz ) Oz* 7 597 OzF 527 o2t O
art, art )
_ Jk ik 0 m Y4 m
_< i O +T15,, ik~ ij ik ) 9l (I1.10)

—- Rt
_Rt]k

g 0\ 0 0
&Wﬂ%Rﬁmmy>mme~

Dann ist R;j = R{jkgﬂ und wegen der Symmetrien gilt

Wir setzen

Rijri = —Rjiri = —Rijik = Rjuk.

Lemma I1.6.4. Sei f: M — N eine lokale Isometrie zwischen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten
(M, g) und (N,h). Sei R bzw. R der Riemannsche Krimmungstensor auf (M, g) bzw. (N, h). Dann gilt fiir
X,Y,Z € X(M)

fR(X.Y)Z = R(f.X, [.Y)[.Z.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Kriimmungstensors und Ubungsaufgabe 20. [

Folgerung I1.6.5. Fiir den Zylinder oder Kegel im R® mit induzierter Metrik und fiir den flachen Torus
(=R?/72) gilt R = 0.

Folgerung 11.6.6. Weder die Sphdre S™ noch der hyperbolische Raum H", jeweils mit induzierter Metrik,
sind lokal isometrisch zum euklidischen Raum.

Was misst R nicht? Das letzte Lemma veranschaulicht noch mal, dass die Riemannsche Kriimmung eine
intrisische GroBe, also (im Fall von Untermannigfaltigkeiten) nicht von der Einbettung in den umliegenden
Raum abhéngt. Das ist eigentlich schon vorher klar, da R nur aus den Metrik berechnet wird, allerdings
steht das im Gegensatz dazu, was allgemeinsprachlich als Kriimmung bezeichnet wird. Der Zylinder im R3
hat wie oben gesehen keine Riemannsche Kriimmung. Kriimmung im umliegenden Raum wird mittels der
zweiten Fundamentalform beschrieben:

Bemerkung I1.6.7. Sei M™ C R™ eine Untermannigfaltigkeit. Sei V bzw. R der zur induzierten Metrik
gehorige Levi-Civita Zusammenhang bzw. Riemannsche Kriitmmungstensor. Sei I1 die zweite Fundamental-
form, also II(X,Y):=DxY — VxY fiir alle X,Y € X(M). Dann erhélt man durch direktes Nachrechnen,
dass fur alle X, Y, Z, W € X(M)

(R(X, YW, Z) ={II(X,2),II(Y,W)) = (II(Y, Z), I1(X,W))
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gilt.

Insbesondere ist fiir M? C R mit 11( a?civ 321-) =: h;;v mit v ein (lokales) Einheitsnormalenvektorfeld

Rijri = hahjr — hjihag.
In Dimension 2 kann wegen der Symmetrien nur Ri210 = —Ro112 = —Ri1221 = Ra191 nicht Null sein. Also
ist
Ri221 = hi1hos — hiohia = det hy;.

Der Ausdruck
R1221 o det hij -

911922 — g3, detg;;

izt Z] héngt von der ersten und zweiten Fundamentalform
ij

ab und sieht nicht wirklich so aus, als ob das eine intrisische Grofle wére, so wie die erste Gleichheit

von oben zeigt. Deshalb hat Gauf} diese Einsicht Theorema egregium (“hervorragend wichtigen Lehrsatz’)

genannt.

heift GauBkriimmung. Die Definition von K als

Interpretation von R, Nach Satz I1.3.8 kann man VxY als Grenzwert des Paralleltransports verstehen,
siehe Appendix A fiir die zugehorigen Rechnungen.

Abb. I1.9.: Betrachtet man ein ’infinitesimal kleines’ Parallelogramm mit den Seitenvektoren u und v und
bewegt w mittels Paralleltransport einmal links und einmal rechts herum, dann entstehen im
allgemeinen zwei verschiedene Vektoren ’in der rechten oberen Ecke’. Deren Differenz durch

Ry (u,v)w

Flache des Parallogramms ergibt im Limes Parallelogramm— p den Vektor 4 FT——
span(u,v

Definition I1.6.8. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.

(i) Sei m > 1. Fiir jeden zweidimensionalen nichtentarteten Untervektorraum E C T, M (nichtentartet
heifit, dass gp(.,.)|Exe: E x E — R nicht-entartet ist.”) mit Basis (v, w) ist die Schnittkrimmung
definiert als

g9(R(v, w)w, v)

g(v,v)g(w,w) — g(v, w)2

secy(E) = eR

(ii) Die Ricci-Krimmung auf T,M ist als die bilineare symmetrische Abbildung
Ricy: TyoM x T,M — R,
mit
. 0 0 . 0 0
Ric, <axi|p, 6.13]|p> = Rlcij(p) = Spurg (R <-, a$Z|p> @hﬂ oM — TpM> = Rlzlj(p) eR
definiert

(vgl. Appendix fiir die Definition der Spur)

T Bs ist g(v,v)g(w,w) — g(v,w)? = det lspan{v,w}- Falls g = (.,.) ist, ist det glspan{v,w} das Quadrat des Flicheninhalts
des durch die Vektoren v und w aufgespannten Parallelogramms.
*Das ist automatisch erfiillt, wenn g Riemannsch ist.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Bemerkung I1.6.9. Die Schnittkriimmung ist unabhéngig von der Basiswahl v,w € VM und damit

wohldefiniert: Sei A = (Z Z) € GL(E). Dann ist (0 = av + bw,w = cv + dw) eine Basis von E und wir
haben
g(R(v,w)w, ) =g(R(av + bw, cv + dw)cv + dw, av + bw)
=(ad — be)g(R(v, w)ecv + dw, av + bw)
=(ad — be)?g(R(v, w)w,v) = (det A)?g(R(v, w)w,v)
sowie

g(Av, Av)g(Aw, Aw) — g(Av, Aw)2 =det gspan{s,0} = (det A)2 det glspan {v,w}
=(det A)*(g(v, v)g(w,w) — g(v,w)?).

Die Menge aller Schnittkriimmungen in einem Punkt p € M bestimmen den Riemannschen Kriimmungs-
tensor in dem Punkt eindeutig: Da R linear in allen Komponenten ist, kann man dies durch geeignete
Polarisierung nachrechnen, also sec,(span{v + w, u + z}) nachrechnen. Ahnlich wie man nachrechnet, dass
eine symmetrische Bilinearform b: V' x V' — R eindeutig bestimmt sind, wenn man alle b(v, v) fiir v € V
kennt.

Héangt die Schnittkriimmung nur von p und nicht von der Wahl E C T, M ab, schreibt man sec(p) = sec,(E),
(in Dimension 2 ist das immer so, da T, M zweidimensional ist), dann gilt
9p(Bp (v, w)z,u) = sec(p) (gp(w, 2)gp (v, u) = gp(v, 2)gp(w, u)) .

Bemerkung I1.6.10. Da Ric,: T,M x T,M — R bilinear und symmetrisch und g,: T,M x T, M — R
bilinear, symmetrisch und nichtentartet ist, existiert Ric,: T,M — T,M als der durch Ric,(v,w) =

gp(Ricy(v), w) eindeutig bestimmte Endomorphismus Sei Ric( a?m‘) =2, Ric/ %. Wir haben dann
0

: (9 K
Ric;; =g (Rlc(axi)’ 8xﬂ> = Ric; gk,

also Ric/ = Ricyg".
Definition I1.6.11. Die Skalarkrimmung auf M ist die Funktion scal: M — R mit
scal(p) = Spur(Ric,(.)) = Rici(p) = Rici;(p)g” (p) € R.

Beispiel I1.6.12. Fiir R" mit euklidischer oder Minkowskimetrik in Standardkoordinaten ist Ffj =0 und
damit Rfj x = 0, also R = 0. Mannigfaltigkeiten mit R = 0 heilen flach.

Fir S™ mit induzierter Metrik gilt sec,(E) = 1 fiir alle p € M und Ebenen E C T,,M.

Fir H" mit induzierter Metrik gilt sec,(E) = —1 fir alle p € M und Ebenen £ C T, M.

Ist die Schnittkrimmung in einem Punkt p konstant, dann gilt in diesem Punkt

secp(E) =sec(p) =: ¢
= Ricy; :Rkijlgkl = c(gr19ij — gkjgil)gkl =c(m —1)gij
== Ric{ :Ricz-kgkj =c(m — 1)gikgkj =c(m — 1)(5f

— scal, =Ric} = m(m — 1)c.

Bemerkung I1.6.13. Interpretation von Ric und scal (hier ohne Beweis);

(i) Die Skalarkriimmung in einem Punkt p € M™ vergleicht das Volumen kleiner Bélle in M um p
(gemessen bzgl. g) mit dem Volumen von Béllen im R™ (gemessen bzgl. gg) mit gleichem Radius:

scal,,

voly(B.(p) € M) = vol,(B.(p) C M) (1 ~ mé + 0(64)) .

(ii) Die Riccikriimmung tritt dhnlich als Term zweiter Ordnung in der Taylorentwicklung der Volumenform
auf.
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11.7. Die Exponentialabbildung

Wir wollen in diesem Abschnitt um einen Punkt p einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
Koordinaten konstruieren, die an Polarkoordinaten der Ebene bzw. sphérischen Koordinaten im R"
orientiert ist. Insbesondere wollen wir, dass eine Koordinate dem Abstand zu p entspricht.

Nach Folgerung 11.5.10 wissen wir, dass der Abstand durch eine Geodéatische dargestellt wird. Deshalb
wollen wir zuerst eine Abbildung definieren, die radiala Geodatische benutzt.

Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Fiir v € T,M bezeichnen wir mit ¢, die
eindeutig bestimmte Geodite mit ¢,(0) = p und ¢,(0) = v. Dann gilt ¢4y (8) = ¢p(as) fir @ € R: Da
Cav(0) = ¢,(0) = p und ¢4, (0) = aé,(0) = aw ist, reicht es zu zeigen, dass é:=c,, wieder eine Geodétische
ist:

Vé(s)é(s) = Vae, (as) @by (as) = OZQ(Vévév)(OLS) =0.
Definition I1.7.1. Die Ezponentialabbildung exp,: D, C T,M — M ist definiert als exp,(v) = ¢,(1),
wobei D,:={v € T,M | 1 ist im maximalen Definitionsbereich von ¢, }.

Bemerkung I1.7.2.
(i) exp,(0) =p
(ii) exp,(sv) = cso(1) = cy(s). Damit ist D), sternférmig beziiglich 0 € T, M.

(iii) Das Differential dgy exp,: ToDy = ToT,M — T, M ist gegeben durch den kanonischen Isomorphismus
Og: ToT,M — T,M: Sei v € T, M. Dann ist @511) € TyT, M, und wir haben

- d d d
do exp, (g L) = dy exp,, (d5|5_0(sv)> = £\520 exp,,(tv) = $|Szocv(s) = .

(iv) Die Exponentialabbildung ist glatt. Das folgt aus der glatten Abhéngigkeit der Losung der Geodéten-
gleichung von den Anfangswerten.

Folgerung I1.7.3. Zup € M existiert eine offene Umgebung V, C D), C T, M wvon 0, so dass exp,: V) —
exp,(Vp) =: U, ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Folgt aus der letzten Bemerkung und dem Umkehrsatz 1.3.30. O

Nun wollen wir miit Hilfe der Exponentialabbildung ’gute’ Koordinaten in der Umgebung von p wahlen. Wir
wéhlen ein Orthonormalsystem ey, ..., e, von T,M, also gp(e;, e;) = €;0;; mit ¢; = +1. Sei A: R" — T, M
definiert durch (vl, ") v'e;. Dann ist A ein linearer Isomorphismus und wir erhalten damit eine
Karte k:=(exp, 0A)™".

Definition II.7.4. Die mittels x:=(exp,0A)~': U, — V,:=A"'(V,) C R™ erhaltenen Koordinaten um p
nennt man geoddatische Normalkoordinaten.

Satz I1.7.5. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Seien ¢;;: V, = R und
Ffj: Vo — R die zu den geoddtischen Normalkoordinaten k um p zugehérigen Metrikkoeffizienten bzw.
Christoffelsymbole. Dann gilt

k(p) =0, gi;(0) = €i5ij,rfj(p) =0.

Beweis. £(p) = 0 ist klar und g;;(0) = €;6;; folgt direkt aus Bemerkung I1.7.2.iii. Wir schreiben fiir T'};(q)
im folgenden oft T';(x = £'q). Sei v = (v',...,v™) € R™. Die Kurve ¢(s) = exp,(sAv) ist Geoditische
mit ¢(0) = p und ¢(0) = Av. Fir diese Geodétische lautet die Geodédtengleichung in geodétischen
Normalkoordinaten: ' 4

0= xk(s) + I‘Z(m(s))ax’(s)xﬁ (s)

mit z%(s) = k*(c(s)) = tv*. Also gilt fiir s = 0
g
k i
O—OJrFij(O)v v?

fiir alle v € R™. Daraus folgt I'¥;(0) = 0 fiir alle 4, j, k. O
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T,M

Abb. I1.10.: Die Exponentialabbildung bildet Geraden durch 0 € T, M auf Geodéaten durch p ab. Geodétische
Normalkoordinaten sind bis auf die Wahl eines Koordinatensystems fiir 7,M, also unser A,
durch (exp,)~" gegeben.

Folgerung I1.7.6. In geodditischen Normalkoordinaten gilt fiir die Taylorentwicklung der Metrikkoeffizienten
gij - ‘/p — R um0
gij (@) = €635 + O(|z[*).
Beweis.
) — o k 09i O(1z2
gij (@) = 9i3(0) + 2% =750(0) + O(|a[%)
Satz:11.7.5 61‘62‘3‘ + xkgij,k(o) + O(|l"2)
ew. V. :atz 11.2.8 €i0i; . L a1 L gil z
pem v Bij + 2 (I;(0)13 (0) + T (0)ga(0)) + O(Jef?)
Satz:11.7.5 Gi(sij + O(|£IZ|2) 0

Satz I1.7.7. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. In geoddtischen Normalkoordinaten gilt
1
gij(x) = €0ij + gRikﬂ(O)kal +O0(|zf).
Beweis. Bis zur ersten Ordnung haben wir die Gleichheit schon in der letzten Folgerung nachgerechnet.
Wir miissen die zweiten Ordnungsterme, also % gij,kl(O)x’“wl berechnen:
Aus gij i = Uigmj + T gim (vgl. Bew. v. Satz I1.2.8) und I‘%(O) = 0 erhalten wir
9i5.k1(0) =I5 1(0)gm; (0) + T35 1(0)gim (0).
Wegen des Satzes von Schwarz ist g;; 1 symmetrisch in £ und [, also

9i3.k1(0) = T3 1(0)gm; (0) 4+ T55,1(0)gim (0) = T35 (0)gm; (0) + T 1 (0)gimn (0)- (IL.11)

Wir zeigen als néchstes, dass
I5.(0) + T 5(0) +T5,3(0) = 0 (IL.12)

gilt: In geodétischen Normalkoordinaten sind die Geraden s — sz durch den Ursprung Geodatische mit
Geodatengleichung Ffj(sx)xlzﬂ = 0 Differentiation nach s in s = 0 ergibt

d . .
0= £|S:0Ffj(sx)x ol =TF (0)zla’al.

Das ist ein Polynom dritten Grades und Koeflizientenvergleich liefert genau Gleichung (I1.12).
Weiterhin ist nach (I1.10) R}, (0) = I‘gl,k(O) - 1"@,1-(0)7 also

Riitj(0) = (T3 £(0) — T4 ;(0))gim; (0). (11.13)
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Insgesamt haben wir nun

6g57.00(0) "= 30T (0) + T4 (0)) gy (0) + BT 1(0) + T2 (0))gomi (0)

U2 (307 ,(0) + T32,(0) — 2177 1(0) — 207 1(0))gims (0)
+ (30%5.0(0) + 7} £ (0) — 2T%; 1(0) — 2135 (0))9mi(0))
)

torsionsfrei

(T (0) 4+ TP (0) — 217 4(0))gmy (0)) + (TF1(0) + T2 4(0) — 2T 5(0))gimi (0))
= 2T 1(0) = T 1(0))guns (0) + 2(T% 1 (0) — T 1(0))gimi (0)

13)
= 2Ryi1j + 2Rpju;-

Wir werden noch mehr iiber die Exponentialabbildung herausfinden und Anwendungen sehen. Dazu
brauchen wir noch ein neues Konzept:

11.8. Jacobifelder

Ziel: Wir wollen das Verhalten von Geodéten mit 'nah beieinander liegenden’ Anfangswerten untersuchen.
Also Fragen wie: ’Streben die Geodéten dann eher voneinander weg oder aufeinander zu’? Fiir Mannigfal-
tigkeiten, bei denen wir die Geodétischen kennen, z.B. S? oder H? (vgl. Ubungsaufgabe 40) ist das leicht
zu sehen. Bei der Sphére streben die Geodétischen nach einiger Zeit wieder auf einander zu, dann wieder
weg usw., wihrend in der hyperbolischen Ebene die Geodétischen, sobald ihre Spuren verschieden sind, sich
immer mehr voneinander weg bewegen. Wir werden sehen, dass das daher riihrt, dass die Sphére positive
Kriimmung hat wihrend die hyperbolische Ebene negativ gekrimmt ist.

Auf eine Lorentzmannigfaltigkeit bewegt sich ein Teilchen, auf das keine externen Kréfte wirken, auf
zeitartigen Geoditischen (das ist eine Folge des Aquivalenzprinzips). Hat man nun mehrere frei fallende
Teilchen, bewegen sich diese Geodétischen im Allgemeinen auch aufeinander zu oder voneinander weg. Das
sind die sogenannten Gezeitenkrafte.

Im Allgemeinen ist die Frage a priori nicht leicht zu beantworten, da die Geodétengleichung nichtlinear ist.
Deshalb schauen wir uns nur die ersten Ordnungseffekte an, d.h. wir linearisieren die Geodétengleichung.

Definition II.8.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Variation ¢: (—e,e) x I — M
(vgl. Definition I1.5.2) heifit geodatische Variation lings c(s):=c(0, s), falls fiir jedes s € (—e, €) die Kurve
¢y 8 > c(u, s) eine Geodétische ist.

Bemerkung I1.8.2. Sei c¢: [a,b] — M eine Geodétische, sg € [a,b], p = ¢(s0).

Sei v: (—e€,¢) — M eine glatte Kurve mit p =
~(0) und sei X ein glattes Vektorfeld langs v mit
X (0) = é(s0). Dann ist c(u, s) = exp.;(,)(sX(u))
eine geodétische Variation. Alle geodéitischen
Variation sind wegen Eindeutigkeit von Geodéti-
schen in dieser Form darstellbar.

Bemerkung I1.8.3. Sei J(s):=2|,—oc(u,s) das Variationsvektorfeld zu einer geoditischen Variation
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¢(u, s). Dann gilt

torsionsfrei (vgl. Erste Var. von E - Satz I1.5.3)

0 0
(Vo) J(s) = Vévé*uc(u, 8)|u=0 VeVaucaC(u, $)lu=0

0
Def. vonR 0 0 0 0
- v[‘)uc Végc(uvs) |u:0 +R <asc(07s)7auc(078)> %6(078)
—_——

=0 da alle ¢, Geod.
= R(é(s), J(8))é(s).
Definition I1.8.4. Sei ¢: I — M Geodétische. Die Gleichung
Vid(s) = R(é(s), T (5))é(s)
heilt Jacobigleichung und deren Losungen heiflen Jacobifelder lings c.

Bemerkung I1.8.5. Nach obiger Bemerkung sind Variationsfelder von geodétischen Variationen Jacobi-
felder. Wir werden spéter sehen, dass alle Jacobifelder so gewonnen werden kénnen.

Satz II.8.6. Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine Geoddtische,
so € 1. Fliir alle v,w € T, )M gibt es genau ein Jacobi-Feld J lings ¢ mit J(so) = v und V¢J(so) = w.
Insbesondere ist die Menge der Jacobifelder lings c¢ ein 2m-dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Sei eq(s0),...,em(s0) eine Basis von T,(s,) M. Durch Parallelverschiebung lings ¢ erhalten wir eine
Basis €1(s), ..., em(s) von Ty (M). Setze J(s) = v'(s)e;(s). Dann gilt VZJ(s) = 9%(s)e;(s). Weiterhin ist

R(é(s), J(s))é(s) = v? R(é(s), e5(s))é(s) -
=ale;(s)

Also ist J genau dann ein Jacobifeld, wenn ¢ = v7 a; fiir alle ¢ gilt. Das ist ein lineares gewohnliches
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung. Damit existieren Losungen auf ganz I und sind durch die
Wahl der Anfangswerte eindeutig bestimmt. O

Beispiel I1.8.7. (Die ’uninteressanten’ Jacobifelder) Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
einer Geodétischen c. Dann ist das Vektorfeld J(s):=(a + bs)é(s) mit a,b € R ein Jacobifeld, wegen

Symm. von R
= 0 =

viJ —(a+bs)R(¢,é)¢ = —R(¢, J)c.

J ist das Varationsvektorfeld zur geodétischen Variation
c(u,s) = c(s+ula+bs)) = c((1+ ub)s + ua),
also einfach einer Schar von Umparametrisierungen von c.

Beispiel I1.8.8. Ist M flach, also R = 0, dann lautet die Jacobigleichung;:
ViJ(s) = 0.

Also sind alle Vektorfelder der Form X (s) 4+ sY'(s) mit X, Y parallel ldngs ¢ Jacobifelder. Nach Satz I1.8.6
und Satz I1.3.4 (Ex. und Eind.satz von parallelen Vektorfeldern) sind das schon alle Jacobifelder.

Satz I1.8.9. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I = [a,b] — M eine Geodditische
und set X ein glattes Vektorfeld lings c. Dann ist X genau dann ein Jacobifeld ldngs c, wenn X das
Variationsvektorfeld einer geoddtischen Variation ist.

Beweis. Dass das Variationsvektorfeld einer geodétischen Variation ein Jacobifeld ist, wissen wir schon. Sei
nun X ein Jacobifeld lings ¢. O.B.d.A. sei 0 € I (den allgemeinen Fall erhélt man dann durch Verschieben).
Seiy: (—€,€) = M mit y(0) = ¢(0) und 4(0) = X (0). Sei 71 das parallele Vektorfeld langs v mit 71 (0) = ¢(0)
und 72 das mit 72(0) = VX (0). Wir setzen n(u):=n1(u) + une(u) und c(u, s):= exp,,(sn(u)). Da exp
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einen offenen Definitionsbereich hat und [a, b] kompakt ist, ist ¢,(s) = ¢(u, s) fir hinreichend kleine |u|
und alle s € [a, b] definiert. Fiir alle solchen w ist ¢,(s) dann eine Geodétische und

c(0,5) = exp, g) (s1(0)) = expe(g) (s¢(0)) = ¢(s)-

Also ist ¢(u, s) eine geodétische Variation ldngs c. Sei J das zugehorige Jacobifeld. Dann bleibt zu zeigen,
dass J(0) = X(0) und V.J(0) = V:X(0) ist, denn dann folgt nach Satz I1.8.6 X = J.

Oc d d . B
J(0) *%(Oa 0) = %|u:0 exp () (0) = @|u:0’¥(“) =4(0) = X(0)
Jdc Jdc
VeJ(0) :Vé%(0,0) = vm%(o, 0)
Bem I1.7.2.iii n; parall.
=V, clu=0(dsn(u) €xPyy (M) [s=0) =" Va,clu=on(u) = =""n2(0) = V:X(0). O

Insbesondere sieht man im Beweis des letzten Satzes, dass man die geodétische Variation zu einem Jacobifeld
J langs ¢ mit J(sg) = 0 derart wihlen kann, dass ¢, (so) = c(u, s9) = ¢(so) fur alle s gilt.

Lemma I1.8.10. Sei J: I — TM ein Jacobifeld lings einer Geoddten c, sei so € I. Sei J(so) L ¢(so)*
und V:J(s9) L ¢(so). Dann gilt J(s) L ¢(s) und VeJ(s) L é(s) fir alle s € 1.

Beweis. Es ist

d .\ metrisc! . .
9(Ved.é) Ry (V2,¢) + g | Ve, Veé
=0
Jacci)igl.g(R(c,’ J)C, C) Symm.:von R 0.
Also haben wir
i d
0= C‘J . _ C'J. metgschi J ¢ J {;.
g (Ve (s0),é(50)) = 9 (Ve &) " g (1.6) 4 g [ 7,9
=0
und damit g(J(s),¢(s)) = g(J(s0),¢(s0)) = 0. O

Folgerung I1.8.11. Sei die Geodiitische c nicht lichtartig, also g(¢,¢) # 0. Dann ist T,s) M = Ré(s)@é(s)*
und die Menge aller Jacobifelder lings c ist

R-¢dR-s¢c @ {Jacobifelder J lings ¢ mit J L ¢, Ved Lé}.
—_——

die ’uninteressanten’

Beweis. Ist v € Ty(g)(M). Dann ist v = %é(s) +w mit w € ¢(s)L. Sei J ein Jacobifeld. Dann ist J
durch seine Anfangswerte J(so) und V.J(sg) bestimmt. Wegen Linearitiat der Jacobigleichung kénnen wir
die Anfangswerte und damit das Jacobifeld in den 'uninteressanten’ Anteil und in den aus Lemma I1.8.10

zerlegen. O

Beispiel I1.8.12. Die letzte Folgerung stimmt nicht fiir lichtartige Geodéten: Sei ¢ eine lichtartige
Geoditische in (R2,(.,.)). Dann ist insbesondere é¢(t)~ = Ré(t). Sei z.B. X ein lichtartiges paralleles
Vektorfeld 1angs ¢, welches linear unabhéngig von ¢ ist. Dann ist X f ¢. Da X parallel und R = 0 ist, ist
X ein Jacobifeld.

Fir die Berechnung von ’interessanten Jacobifeldern’ auf Rdumen konstanter Schnittkriimmung brauchen
wir noch Hilfsfunktionen:

*wobei v L w die Kurzschreibweise fir gp(v,w) = 0 fir v,w € Tp M ist
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Definition I1.8.13. Sei x € R. Die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen s, ¢,: R — R sind
definiert durch

ﬁ sin(y/sr), k>0 cos(v/kr), k>0
sk(r):= r, k=0 ¢ (r):= 1, k=0
—L_sinh(y/|x]r), K<O cosh(y/|k|r), ®<O0

|
Bemerkung I1.8.14. Es gilt ks2 + ¢2 =1, s\, = ¢y, ¢}, = —ksy, 54(0) = 0 und ¢, (0) = 1.

Beispiel I1.8.15. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung . Sei
¢ eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische. Seien X, Y parallele Vektorfelder langs ¢ mit X L ¢
und Y L ¢. Wir setzen J(t):=s,(t) X (t) + ¢, (t)Y (¢). Dann ist

V3] =5, X +6.Y = —k(s.X +¢.Y) = —kJ.

Nach Polarisation der Schnittkrimmungsdefinition fiir konstante Schnittkriimmung « gilt R(X,Y)Z =
k(g(Y,Z2)X — g(X,2)Y), also:

R(¢,J)e = s, R(¢, X))+ ¢ R(¢,Y)e = sxk(9(X,¢) ¢ — g(¢,¢) X) + ¢ R(¢,Y)é = —kJ.
—— ——
=0 =1
Damit ist J ein Jacobifeld. Wegen J(0) = Y (0) und V.:J(0) = X(0), Satz I1.8.6 und Folgerung I1.8.11
kann jedes ’interessante’ Jacobifeld auf Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung so dargestellt
werden.

Satz I1.8.16. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, seip € M. Sei v € T,M derart, dass die
Geoditische c,(s) = exp,(sv) fir s € [0,1] definiert sei. Sein € TyM = Ts,T,M und sei J das Jacobifeld
langs ¢, mit J(0) =0 und V:J(0) =n. Dann gilt

J(s)

dsy €xp, () = — fir s € (0,1].

Insbesondere ist
ker(dsy, exp,) = { Jacobifelder lings c,(s) | J(0) =0, J(1) = 0}

Beweis. Wir betrachten die geodétische Variation c(u, s):= exp,(s(v + un)). Das zugehorige Varationsvek-
torfeld sei X ::%|u=0. Da X ein Jacobifeld mit

Oc s=0 d
X(0) = 5.-(0,0) ="~ Ju=o exp,,(0) = 0= J (0)
und
Oc Jdc
VCX(O) = vé (O’ 0) = Vauci(oa 0) = v3uc|u:0(v + UT]) =N = VCJ(O)

du Js
ist, gilt wegen Eindeutigkeit der Jacobifelder bei gegebenen Anfangswerten, dass X = J ist. Also gilt

14

du|uzoc(u,s) =s1J(s). O

d d _ _
dso epr(n) = %‘uzo CXPp (SU + U77) = @lu:Oc(uS 17 S) =S

Definition I1.8.17. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢: I — M eine Geodétische.
Dann heiflen s1, s9 € I, s1 # so konjugierte Punkte langs c, falls es ein nicht-triviales Jacobifeld J ldngs ¢
mit J(s1) =0 und J(s2) = 0 gibt.

Folgerung I1.8.18. d, exp,, ist genau dann nicht invertierbar, wenn p und exp,(v) konjugierte Punkte
lings s — exp,,(sv) sind.

Beweis. Da dyexp,,: T,T,M =T, M — T, M linear ist, ist es genau dann nicht invertierbar, wenn es nicht
injektiv ist. Mit letztem Satz folgt so die Behauptung. O
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Beispiel I1.8.19. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung K = k.
Sei ¢, : I — M eine nach Bogenlédnge parametrisierte Geodétische. Sei s; = 0 € I. Nach Beispiel 11.8.15
haben ’interessante’ Jacobifelder die Form J(s) = s,(s) X (s) + ¢x(5)Y (s), wobei X,Y parallele Vektorfelder
langs ¢ mit X,Y 1 ¢ sind.

x <0 Jacobifelder haben maximal eine Nullstelle. Es gibt also keinen konjugierten Punkte und d, exp,, ist
fiir alle v im Definitionsbereich von exp,, invertierbar.

k > 0 Die zu tg konjugierten Punkte sind ¢y + % fir m € Z \ {0}. Auf der Sphére sind also insbesondere p
und —p entlang jeder Geodéten konjugiert.

Satz I1.8.20. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: [sg, $1] — M eine Geodditische
und seien c(sg) und c(s1) lings ¢ nicht zueinander konjugiert. Dann ist die lineare Abbildung

A: {Jacobifelder lings ¢} — Te(spyM @ TesyM, J = (J(s0),J(s1))
bijektiv.

Beweis. Linearitét folgt aus der Linearitdt der Jacobigleichung. Injektivitét folgt, da ¢(sp) und ¢(s1) langs
nicht zueinander konjugiert sind. Da beide Rdume 2m-dimensional sind, folgt auch die Surjektivitdat. O

Lemma I1.8.21. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seip € M und v € T,M. Die Geoddtische
c(s) = exp,(sv) sei auf [0,b] definiert. Dann gilt g(ds, exp,(n),¢(s)) = g(n,v) firn € T,M = T, TyM.

Beweis. Sei zunéichst 1 = v. Dann ist dg, exp,(v) = 4L ],—g exp,(sv + uv) = 4-|,—oc(s 4+ u) = ¢(s). Dann

eod

gilt g(dsy exp,(v),é(s)) = g(é(s), c(s)) Cgo g(v =¢(0),v). Sei nun n L v und sei J das Jacobifeld ldngs ¢
mit J(0) = 0 und V.:J(0) =n. Da J(0) L ¢(0) = v und V.J(0) L v gilt J(s) L ¢&(s). Weiterhin gilt nach
Satz I1.8.16 dy, exp,(n) = s~ J(s) fiir s > 0. Zusammen gilt dann

9(dsv expy,(n), &(s)) = g(s ™I (5), &(s)) = 0= g(1,v). -

B.(0)

e

‘ﬂb

Abb. I1.11.: Wahlt man auf T, M Polarkoordinaten (r,¢):=(r,¢1,...,¢m—1) mit (es,,e4,) = ;5. Dann

T, M

bleiben die Geraden r — (r,¢) auch nach Anwenden von exp, Geodéten, vgl. Bem. 11.7.2.

Damit kénnen wir Lemma 11.8.21 anwenden und erhalten, dass g in den Koordinaten (r, ¢;)
die Form g, = 1 und g,¢, = 0 hat.

11.9. Mehr zur Riemannschen Geometrie

11.9.1. Injektivitatsradius

Zunéchst brauchen wir den Begriff des Injektivitatsradius, der uns bestimmen wird wie grofl eine Karte um
einen Punkt mittels geodéatischer Normalkoordinaten gewihlt werden kann:

Definition I1.9.1. Sei (M™, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Der Injektivitatsradius in p € M
ist definiert als
inj(p):=sup{r | exp, |g,(0): Br(0) = exp,(B,(0)) ist Diffeo },

wobei B,.(0):={z € R™ | ||z||* < r?} ist.
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Bemerkung I1.9.2. Nach Folgerung I1.7.3 gilt inj(p) > 0 fiir jeden Punkt p € M.

Lemma I1.9.3. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir 0 < r < inj(p) gilt exp,(B(0)) =
Br(p):={q e M | d(p,q) <r}.

Beweis. Sei q = exp,(v) mit [[v|| <. Dann ist ¢ = exp,(tv), t € [0, 1] eine Geodétische von p nach ¢ der
Lange ||v|| < r. Damit ist d(p, ¢) < r und damit ¢ € B, (p).
Sei andererseits ¢ ¢ exp,(B,(0)). Wir betrachten eine Kurve ~: [0, L(y)] — M, nach Bogenlinge para-
metrisiert, von p nach g. Diese muss epr(BT(O)) zuerst in einem Punkt verlassen, sagen wir ¢ = y(tp).
Wir wiéhlen fiir B,.(0) C R™ Polarkoordinaten (r,¢1,...,¢n—1) =: (1, ¢) und erhalten mittels exp, Polar-
koordinaten fiir exp,(B,(0)). In diesen Koordinaten gilt nach Lemma I1.8.21 fiir die Metrikkoeffizienten
grr(v) = 1 nach Definition von exp, und g4, = 0. Damit gilt

to

0

L) > LOvljona)) = Oox/gwu)n(t))dtz / A7 (1)t = A" (o) — A" (0) = 1.

Damit ist d(p,q) > r und q & B,(p). H

Beispiel 11.9.4. (i)

Abb. I1.12.: Fiir diese Untermannigfaltigkeit verstanden mit der induzierten Metrik ist r; > rs.
Insbesondere haben wir inj(p) — 0 fir d(py,p) — oc.

(ii) Auf der Sphére S™ C R™ mit Radius 1 ist der Injektivitatsradius in jedem Punkt 7.

(iii) Gibt es von einem Punkt p € M eine Geodéte «: [0,1] — M mit v(0) = (1) = p. Dann ist
inj(p) < L(v)/2.

Folgerung I1.9.5. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei 0 < r < inj(p). Dann kann jeder
Punkt in q € B,(p) mit p mittels einer eindeutigen minimalen Geoddten verbunden werden.

Beweis. Sei g € B, (p). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes v € R™ = T, M mit ||v|| = d(¢g,p) < r, so
dass exp,(v) = ¢ ist. Damit ist s > exp,(sv), s € [0,1], eine Geodétische von p nach q. Diese Geodétische
ist auch lingenminimierend: Denn angenommen es gibt eine kiirzere Geodétische von p nach ¢, dann
muss diese innerhalb von B,.(p) verlaufen und auch die Form s € [0, 1] ~ exp,(sv’) haben, aber dann
kénnte exp,, kein Diffeomorphismus auf B, (p) sein. Das gibt die Existenz. Andererseits kann jede minimale
Geodéte von p nach g derart parametrisiert werden, dass sie die obige Form hat. Die Eindeutigkeit von v
gibt die Eindeutigkeit der minimalen Geodéten. O

Folgerung I1.9.6. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei 0 < r < inj(p). Dann ist B,(p)
offen in M.

Beweis. Sei 0 < r < r' < inj(p). Dann folgt die Behauptung aus exp,(B,(0)) = B.(p), exp, |5, (0
Diffeomorphismus und B, (0) offen in R™.

Folgerung 11.9.7. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und (M,d) der zugehorige metrische Raum,
vgl. UA 25.(i). Dann ist die durch d erzeugt Topologie auf M gleich der urspriinglichen Topologie. Insbe-
sondere ist die Abbildung d: M x M — R damit stetig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass offen bzgl. der topologischen Mannigfaltigkeit gleich dem offen bzgl. der
Abstandsfunktion d ist.
Sei zunéchst U C M offen bzgl. d. Dann gibt es fiir jedes p € U ein r(p) > 0 mit B, (p) C U. O.B.d.A.
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sei 7(p) < inj(p). Dann ist B, (p) offen in M und damit als Vereinigung offener Teilmengen auch
U= UPEUBr(p) (p)

Sei andererseits U C M offen bzgl. der topologischen Mannigfaltigkeit M. Sei p € U und 0 < r < inj(p).
Dann ist U’:=U N B,(p) offen und V:= exp;l(U') ist eine offene Umgebung von 0 in R™. Damit gibt es
ein v’ € (0,7) mit B,»(0) C V, und es gilt B,/(p) = exp,(B,+(0)) C U. O

1.9.2. Vollstandigkeit

Definition I1.9.8. Sei (M,g) eine zusammenhédngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Wir
nennen (M, g) geoditisch vollstindig in p, falls exp, auf ganz T, M definiert ist, d.h. alle Geodétischen
durch p sind auf ganz R definiert.

Satz 11.9.9 (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) (M, g) ist geoditisch vollstindig in p.

(2) (M, g) ist geoditisch vollstandig in allen g € M.

(8) Die Bdlle B,.(p) sind fiir alle r > 0 kompakt.

(4) (= Heine-Borel-Figenschaft*) Die Bille B,.(q) sind fir alle r > 0 und alle ¢ € M kompakt.

(5) (M,d) ist vollstindig als metrischer Raum, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

(*) Ist (M, g) geoddtisch vollstindig, dann ldsst sich jeder Punkt g € M mit jedem Punkt p € M durch eine
minimale (=lingenminimierende) Geoddite verbinden.

Da fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten geodétisch vollstdndig und metrisch vollstdndig nach Hopf-Rinow
dquivalent sind, spricht man oft nur von vollstindigen Mannigfaltigkeiten.

Bevor wir den Satz beweisen ein paar Folgerungen:

Folgerung I1.9.10. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstdndig.
Beweis. B.(p) C M ist als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes M wieder kompakt. Damit
folgt nach dem Satz von Hopf-Rinow die Behauptung. O

Folgerung I1.9.11. Gibt es auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) eine eigentliche (=Urbilder
kompakter Mengen sind kompakt) Lipschitzfunktion f: M — R, dann ist M wvollstindig.

Beweis. Wir zeigen die Bedingung (3) in Hopf-Rinow: Sei C:=B,.(p). Dann ist C' beschrénkt und abge-
schlossen. Da f Lipschitz ist, ist auch f(C) beschrinkt. Also C' C f~1[a,b] fiir ein geeignetes kompaktes
Intervall [a,b]. Da f eigentlich ist, ist f~![a, b] kompakt und damit ist auch C' als abgeschlossene Teilmenge
einer kompakten Menge selbst kompakt. O

Bemerkung I1.9.12. Die Abstandsfunktion zu einem gegebenen Punkt d,: M — R, g — d(p,q) ist
eine Lipschitzfunktion, denn nach Dreiecksungleichung ist |dp,(z) — dp(y)| = |d(z, p) — d(y,p)| < d(z,y).
Damit gibt die letzte Folgerung ein Kriterium um Vollstdndigkeit zu zeigen, in dem man schaut, ob die
Abstandsfunktion zu einem gegebenen Punkt eigentlich ist.

*Heine-Borel-Eigenschaft = Jede beschriankte abgeschlossene Menge ist kompakt
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Beweisschema zu Satz 11.9.9.

iterativ:
Folg. 11.9.5  zwischen je zwei Punkten
ex. min. Geodate

Geodite ¢: (o, ) > M
fortsetzbar iiber 8
falls 3e(B), ¢(B)

z.z. p; € Br(p) hat konv. Teilfolge

(M, d) vollst. metr. Raum verwendet (*): 3 min. Geodéte von p nach p;

fithrt zu Konvergenz der Geodéten
d-Cauchyfolge C BR(q)\

A-Ungl.

B, (q) kompakt Vr > 0,q € M<————= B,-(p) kompakt Vr > 0

geod. vollst. in allen g € M—" geod. vollst. in p

Beweis von Hopf-Rinow. (1) == (*): Sei ¢ € M. Gilt sogar q € Bjnj(p)(p), dann wissen wir nach Folge-
rung 11.9.5, dass es eine minimale Geodéte von p nach ¢ gibt. Sei nun ¢ ¢ Biyj(p)(p). Seien v stetige,
stiickweise glatte Kurven von p nach ¢ mit L(x) = d(p, q) + €, mit e — 0, vgl. Abbildung. Wir wihlen
0 < ro < inj(p). Dann ist nach Lemma 11.9.3 S, (p):={z € M | d(p,z) = ro} = exp, (5™ *(ro)) und damit
kompakt. Sei g der erste Schnittpunkt von v, mit S, (p). Wegen Kompaktheit von S, (p) besitzt die
Folge g eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert sei z € S, (p). Wegen

d(p,q) < d(p,qr) + d(qr,q) < L(ve) < d(p,q) + ek

gilt mit kK — oo
d(p,q) = d(p, z) +d(z,q).

Sei v die minimale Geodétische, die p und z verbindet und nach Bogenldnge parametrisiert ist. Da nach
(1) (M, g) geodétisch vollstandig in p ist, lasst sich v auf das Intervall [0, d(p, q)] fortsetzen. Es bleibt zu
zeigen, dass v: [0,d(p, q)] = M eine minimale Geodétische von p nach ¢ ist:

Wir setzen I:={t € [0,d(p, q)] | d(p,7(t)) = t,d(p,v(t)) +
d(y(t),q) = d(p,q)}. Nach obigen Uberlegungen ist
[0,79] € I. Wegen Stetigkeit ist I abgeschlossen. Sei
to maximal derart, dass [0, %] C I gilt. Es ist zu zeigen,
dass to = d(p, q) ist, denn dann ist nach Definition von I
insbesondere y(d(p, q)) = q.

Annahme: ty < d(p, q). Sei ¢’ = v(tp). Wir wihlen r <
min{d(p, q) — to,inj(¢’)}. Dann finden wir wie oben (also
startend mit einer Folge von Kurven ~; von ¢’ nach ¢,
deren Langen zum Abstand d(q¢’,q) konvergieren) ein
q € 5,,(¢) mit

d(q',q) +d(q,q) = d(q',q). (IL.14)

Srg (P)

Sei v/ die minimale nach Bogenlinge parametrisierte
Geodatische von ¢’ nach ¢'. Sei Z ein Punkt auf dieser
Geodétischen. Wegen

ef. v

d(p,2) < d(p,q') +d(g,2) " M dlp,q) + d(d'q) — d(z,q) "= d(p,q) — d(Z,q) < d(p, 2)

(I1.14)+~" min

folgt d(p, 2) = d(p,q') + d(¢’, 2) und d(p, q) = d(Z, q) + d(p, Z). Also gilt insbesondere d(p,q’) = d(p,q’) +
d(q’,q') und damit realisiert die aus Kurve 7|jo4,) und 7" zusammengesetzte Kurve den Abstand d(p, ¢') und
ist damit selbst eine Geodétische. Wegen Eindeutigkeit der Geodétischen bei vorgebenen Anfangswerten
muss dies die Geodétische 7|o.¢,4r,] sein. Also ist [0, + 1] C I, was den gesuchten Widerspruch liefert.

(1) = (3): Da in metrischen Raumen, Kompaktheit gleich Folgenkompaktheit ist, reicht es zu zeigen,
dass jede Folge p; € B,.(p) eine konvergente Teilfolge besitzt. Nach (*) existieren minimale Geodétische
~i(t) mit v;(0) = p und ~(¢;) = p;, wobei 0.B.d.A. die 7; nach Bogenlidnge parametrisiert seien, also
t; = L(vi) = d(p,p;) < r. Die 4;(0) sind Einheitsvektoren in T, M. Da S™~1(0) C T, M kompakt ist, gibt
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I1.9. Mehr zur Riemannschen Geometrie
es eine konvergente Teilfolge 4;,(0) — v € S™1(0) C T,M. Wegen t;, € [0,7], gibt es auch hier wieder
eine konvergente Teilfolge t;;, — T € [0,7]. Wir setzen ¢:=exp,(Tv) und es gilt

im p;;, = lim exp, (ti;, ¥i;, (0)) = expp(kli_)H;o ti; Vig, (0)) = exp,(T) = q.

k—o0

(3) = (4): Seien alle Bélle B,.(p) kompakt fiir » > 0. Sei ¢ € M und R > 0. Dann gilt nach Dreiecksun-
gleichung

Br(q) C Bryd(p,q)(P)-
Damit ist Br(q) als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge B q(p,q)(p) selbst wieder kompakt.

(4) = (5): Seien alle Bélle B,(q) kompakt. Sei p; eine Cauchyfolge in (M, d). Dann gibt es ein R > 0 mit
p; € Br(p) fir alle i. Da Bg(p) kompakt ist, konvergiert die Folge.

(5) = (2): Sei ¢: (e, ) = M eine Geodétische mit maximalem Definitionsbereich und nach Bogenldnge
parametrisiert. Wir wollen zeigen, dass («, 8) = R gilt. Dazu nehmen wir an, dass 8 < oco. Dann gibt es
eine Folge ¢; € (o, 8) mit t; — 3, und es gilt

d(c(t), e(t;)) < Llcli; 1;1) = [t — 5.
Also ist ¢(t;) eine Cauchy-Folge in (M, d). Wegen Vollstandigkeit, existiert ein eindeutiges ¢ € M mit
e(t;) — q fur i — co.
Wir zeigen als néchstes, dass auch der Limes von ¢&(¢) fiir t — [ existiert: Sei k = equ_1: UcCcM-—VC
TyR™ = R™ eine Karte von M um ¢ mit x(q) = 0. Sei r > 0 derart, dass B,.(0) C V ist. Sei x:=r o ¢ fur
t € (B —¢, ), wobei ko c|g_c3) C B(0). Setze a:=2. Dann gilt nach Geodétengleichung:

ak =ik = — Z Ffj(x)ii:'cj =— Z Ffj (z)a‘a?
ij ij

Da B,.(0) kompakt ist, gibt es ein C' mit [T'};(z)| < C fiir alle € B,(0) und alle i, j, k. Damit ist
(+%)
|a"| < mPCllallfu < C'glé,¢) ="
——
=1

fiir ein C’ > 0, wobei (**) folgt wegen: Alle Normen des R™ = T, R™ sind dquivalent, also insbesondere
die Maximumsnorm auf 7,,R™ und die Norm des Skalarproduktes (expj; 9)z auf T,R™. Damit gibt es fiir

jedes x € B,(0) ein C(x) > 0 mit [[v]|Z,,, < C(z)(exp} 9)«(a,a) = C(x)g(dy exp,(a = &) = ¢,¢) fiir alle

max

a € T,R™. Hier hiangt C(x) von z ab. Da aber g, stetig in p ist, kann auch C(z) stetig gewahlt werden.
Da B, (0) kompakt ist, folgt die Existenz von C”.

Damit haben wir

< C't; — t]

ti
/ o —

tj

ti
lla(t;) — a(ti) | max = ||/t a(u)dumax <

Also bilden die a(t;) = #(t;) eine Cauchyfolge und konvergieren somit gegen ein eindeutiges A € R™.
Damit setzt sich sowohl ¢ als auch ¢ in § fort. Nach Existenz von Geodétischen kann somit ¢ auch auf eine
Umgebung von [ fortgesetzt werden. Widerspruch.

(2) = (1): trivial O

In Lorentzschen Mannigfaltigkeiten gilt Hopf-Rinow nicht. Nicht nur, weil der Lorentzsche Abstand die
Mannigfaltigkeit nicht zu einem metrischen Raum macht. Sondern es gilt dann auch keine Aquivalenz einer
Teilmenge der Aussagen im Hopf-Rinow.

Im Lorentzschen ist geodétisch vollstdndig auch nicht der Begriff der zumeist verwendet wird, sondern man
differenziert und definiert licht-/zeit-/raumartig vollstédndig als die licht-/zeit- /raumartigen Geodétischen
existieren auf ganz R. Insbesondere zeitartig vollstandig ist physikalisch relevant, weil es aussagt, ob ein
Teilchen unendlich lang frei fallen kann (*wenn nichts im Weg ist’). (vgl. UA 38 - die Schwarzschildmetrik
ist nicht zeitartig vollstédndig (auch mit Schwarzschildinnenraum))
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11.9.3. Zweite Variation des Energiefunktionals

Ziel: Wir wissen aus Abschnitt I1.5, dass kritische Punkte des Energiefunktionals genau die Geodétischen
sind. Wissen wir mehr iiber die kritischen Punkte, z.B. ob es ein Minimum, Maximum, ..., ist, kénnen wir
im Allgemeinen mehr iiber Geodétische aussagen und andersherum.

Bemerkung I1.9.13. Ist c¢: [a,b] — M minimale Geodétische und ¢, eine Variation von ¢ mit festen
Endpunkten. Wegen der Minimalitit ist L(c) < L(c,) fur alle s. Es ist L(cs) < 2(b — a)E(cs) (nach
Cauchy-Schwarz) und L(c) = 2(b — a)E(c), da ¢ Geodétische und damit proportional zur Bogenlénge
parametrisiert ist. Insgesamt ist also: E(c) < E(c;) fur alle Variationen ¢, mit festen Endpunkten und

damit 2|g oFE(cs) > 0.

Wir berechnen eine Formel fiir die zweite Variation der Energie und beschranken uns dabei auf Variationen
mit festen Endpunkten:

Satz I11.9.14 (Zweite Variation der Energie). Sei M eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei
c: la,b] = M eine Geoddtische und cs eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten. Sei X das zuge-
horige Variationsvektorfeld. Dann gilt

2 b
TlemaBled) = [ (9(VaX @), 9:X(0) - g(RCE(O), d0)el), X (1)) .

Beweis. Im Beweis der ersten Variationsformel des Energiefunktionals, s. Satz I1.5.3, hatten wir

d b 808 Ocg

Damit haben wir

d b Jdcg Ocg
|s OE Cs / <g( vc |s 0,C >+Q<VCX d 8t |s O))dt

b v ac b b
/ g(vc LTI >dt+ / 9(R(X, &)X, é)dt + / 0 (VX VeX) di.

Mittels

b b

V dcg . 0 V Ocg V Ocg

c'ii(s=a = ar s=0> s=0> t
/ag<vdsas|oc>dt / atg(dsa|°> o3 7 0 iz ) |

—0
805‘ ‘b
ds 9s = 0, ¢

vV o vV o ,
=0 | 2525 <0 c(s,0)),¢(b) | [s=0 — g ds 9s 5 ) c(s;a)),¢(a) | [s=0 =
—c(b) —c(a)

erhalten wir die Behauptung. O

11.9.4. Satz von Bonnet-Myers

Der Satz von Bonnet-Myers ist ein Satz der Vergleichsgeometrie. Dabei werden Aussagen unter der
Annahme von Kriimmungsschranken bewiesen und im Beweis werden dann immer bestimmte Gréflen mit
Modellrdumen vergleicht, in dem diese Kriimmungsschranken angenommen werden. Diese Modellrdume
sind oft Sphére, euklidischer Raum oder hyperbolischer Raum, wo man alles sehr explizit ausrechnen kann.

Bevor wir zum eigentlichen Satz kommen, brauchen wir noch den Begriff des Durchmessers:
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11.9. Mehr zur Riemannschen Geometrie

Definition I1.9.15. Sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Durchmesser
von (M, g) ist definiert als

diam(M, g):=sup{d(p,q) | p,q € M}.

Beispiel I1.9.16. Ist dim M > 1, dann ist diam(M, g) € (0, oo].
diam(S™, gs¢) = 7, diam(R™, gg) = oo

Lemma I1.9.17. Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
ist diam(M,g) < oo genau dann, wenn M kompakt ist.

Beweis. Sei M kompakt. Dann ist auch M x M kompakt. Damit ist d: M x M — R beschriankt und
nimmt sein Maximum an.

Sei diam(M, g) < oo. Dann gibt es ein R > 0 mit Bg(p) = M. Da M vollstidndig ist, folgt mit dem Satz
von Hopf-Rinow, dass M kompakt ist. O

Satz I1.9.18. (Bonnet-Myers)
Sei (M™, g) eine vollstandige und zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit m > 1. Sei k > 0,
so dass Ric > k(m — 1)g, d.h Ricy(v,v) > k(m — 1)g,(v,v) fir allep € M und v € T,M. Dann ist M
kompakt und

diam(M) <

S

Beweis von Bonnet-Myers. Fiir p,q € M mit p # ¢ setzen wir L:=d(p,q), wobei d die Riemannsche
Abstandsfunktion ist. Wir wollen zeigen, dass L < % gilt, dann folgt direkt die Schranke an den
Durchmesser und nach Lemma 11.9.17 die Kompaktheit.

Da (M, g) vollstiandig ist, gibt es nach dem Satz von Hopf-Rinow eine minimale, nach Bogenlénge parame-
trisierte Geodétische c: [0, L] — M von ¢(0) = p nach ¢(L) = gq.

Sei e € T, M mit e L ¢(0) und g,(e,e) = 1. Sei e(t) das zugehorige parallele Vektorfeld langs c¢. Wir setzen

X (t):=sin (%t) e(t).

Sei ¢;(t) = exp(y)(sX(t)). Dann ist c,(t) eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten. Da ¢ minimale
Geodatische ist, haben wir 0 = L|,_E(c,) und

Bem. 11.9.13 (2

L
< gleeB(e) T /0 (9 (VeX (), VaX () — g(R(X (1), é(1)), é(t), X () dt

(oG o ()t om (51) ) ~ 0 (G skt 601

= [ (oo (50) - o (51) st cnic.ccn )

Startet man mit einer Orthonormalbasis e, ..., €,-1,¢(0) und summiert obige Gleichungen fiir e = e;
iber i =1,...,m — 1, dann erhélt man

0< /0 o . 1)%20052 (54) —sin? (1) Rie(e(r), e(t)) | ar

>(m—1)k>0

<(m—1) /OL (zz cos? (Tt) —sin® (7t) n) dt

172 — kL?
< -1
<m-=13771
Also ist L < ﬁ und damit diam(M) < ﬁ Nach Lemma I1.9.17 ist (M, g) dann kompakt. O
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Beispiel 11.9.19.
M = S™ mit g = a?gs, a > 0. Dann gilt

1 1 1
Radius = «,diam(M) = am, sec = pel Ric = g(m —1)g,scal = ﬁm(m —1).
Bemerkung I11.9.20. Unter den Voraussetzungen von Bonnet-Myers folgt insbesondere, dass M eine
endliche Fundamentalgruppe hat.

Sei p € M. Dann ist die Fundamentalgruppe (M, p) die Menge aller glatten Kurven ~: [0,1] — M mit
~v(0) = (1) = p modulo Homotopie mit festen Endpunkten.”. Die Fundamentalgruppe bildet mit der
Hintereinandersetzung von Kurven eine Gruppe. Ist M zusammenhéngend, sind die m (M, p) fiir alle p € M
als Gruppen isomorph. Deshalb schreibt man oft nur 71 (M).

Die universelle Uberlagerung M ist eine Mannigfaltigkeit auf der 71 (M) frei und eigentlich diskontinuierlich

wirkt und fiir die der zugehérige Orbitraum wieder gleich M ist'. Dann ist (M ) = {1}, d.h. dass
jede geschlossene Kurve c: S — M stetig in eine konstante Kurve deformiert werden kann (d.h. es
gibt eine stetige Abbildung é: S x [0,1] — M mit &(¢,0) = c(t) und é(t,1) = p fiir ein p € M). Ist M
zusammenhéngend und 71 (M) = {1}, nennen wir M einfach zusammenhdingend.

Bsp: S! und Torus sind nicht einfach zusammenhingend. R™, S™ fiir n > 1 sind einfach zusammenhéngend.
7 S™ — RP™ ist eine universelle Uberlagerung fiir n > 1 und 71 (RP"™) = Zs.

Sei m: M — M die Projektionsabbildung zur universellen Uberlagerung und setzt § = 7*g. Da 7 dann zu
einer lokalen Isometrie wird, erfillt auch (M, §) die Voraussetzungen von Bonnet-Myers. Damit ist auch
M kompakt und somit die Fundamentalgruppe von M endlich.

11.9.5. Weitere Beispiele fiir Satze der Vergleichsgeometrie
Es folgen ein paar weitere Beispiele fiir Vergleichssitze. Fiir Beweise vgl. z.B. [CE0S].

Satz 11.9.21. (Satz von Hadamard) Sei (M, g) eine vollstandige, einfach zusammenhdingende Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Schnittkrimmung, also sec,(E) fir alle p € M und alle affinen Ebenen
E CTyM. Dann ist exp,: T,M — M ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist M diffeomorph zu R™ mit
n = dim M.

Satz I1.9.22. (Cheeger-Gromoll) Sei M eine vollstindige nichtkompakte Mannigfaltigkeit mit nichinegativer
Schnittkrimmung. Dann gibt es eine kompakte Untermannigfaltigkeit ¥ (die Seele von M ). so dass M
diffeomorph zum Normalenbiindel NX:= Upex, NpX = Upen{v € T,M | v L T,X}.

Satz 11.9.23. Sei (M™, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > k(m — 1)g. Sei

- S™ k>0
M™:={R™ k=0
H™ k<0

versehen mit der Standardmetrik fir k = 0 bzw. das \/|k|-fache der Standardmetrik fir k # 0. Dann ist M

vollstandig und hat konstant Schnittkrimmung k. Sei B, C M ein Ball mit Radius . Dann ist

vol(B:(p))

vol(B,)
monoton fallend in v und fir r — 0 ist der Grenzwert 1.

Satz I1.9.24. (Satz von Topogonov) Sei (M,g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkrimmung > k. Seien v;, i = 1,2, nach Bogenlinge parametrisierte Geodatische mit v1(0) = v2(0).
Sei y1 minimierend. Falls k > 0, sei zusdtzlich Ly(y2) < \if

K

*https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalgruppe
Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Uberlagerung_(Topologie)#Decktransformation
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I1.10. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sei (N, h) eine vollstandige zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit konstanter Krimmung £ mit zwei nach
Bogenlinge parametrisierten Geoddtischen 1 und 72 mit 41 = 2. Es gelte Ly(v;) = Lp(%:) =: £; und
9(11(0),42(0)) = ~(71(0),72(0)). Dann gilt

disty(v1 (1), v2(l2)) < disty (Y1(£41),72(€2)).

Satz I1.9.25. (Sphdrensatz von Berger 1961) Sei (M™,g) eine vollstandige einfach zusammenhdngende
Mannigfaltigkeit mit 1 > sec > i. Dann ist M homdéomorph zur S™.

Bemerkung I1.9.26. (i) Der Sphérensatz wére nicht mehr richtig, wenn man nur 1 > sec > i. Ein
Gegenbeispiel ist dann der CP" = §2"+1 /S fiir m = 2n mit der durch S?"*! induzierten Metrik.

(ii) Da es exotische Sphéren gibt, erhélt man nicht direkt die Aussage, dass M diffeomorph zur S™ ist.
Der Beweis erfordert andere Techniken und wurde es viele Jahre spéter erbracht unter Verwendung
von Riccifluss-Techniken:

Satz I1.9.27. (Differenzieller Spharensatz von Brendle/Schoen 2007 [Bre11]) Sei (M™, g) eine vollstindige
einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit 1 > sec > %. Dann ist M diffeomorph zur S™.

11.10. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Ziel dieses Abschnitts ist es Integration auf Mannigfaltigkeiten zu betrachten, einen Integralsatz auf
Mannigfaltigkeiten kennenzulernen, der die klassischen Integralsitze (Satz von Gaufl und Stokes) aus dem
R? verallgemeinert, und all das dann insbesondere auf zweidimensionale Mannigfaltigkeiten anzuwenden.

Zuerst brauchen wir einige Vorarbeiten:

11.10.1. Orientierbarkeit

Orientierbarkeit haben wir in UA 8 zuerst fiir Hyperflichen definiert: Eine Hyperfliche M™ C R™+! heifit
orientierbar, falls es ein stetiges nirgends verschwindendes Normalenfeld gibt. In UA 8 haben wir dann
auch gesehen, dass diese Definition dquivalent zu einem Kriterium ist, was man auch fiir nicht zwingend
eingebette Mannigfaltigkeiten definieren kann. Dieses wollen wir nun als Definition verwenden:

Definition I1.10.1. Eine Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar, wenn es Karten k;: U; C M — V; C R™
von M gibt, welche M iiberdecken und fiir die

det d,ﬁ.(p)(ﬁjj O/Qi_l)l HZ‘(UfL' N U]) CR™ — Iij(Ui N Uj) CR™| >0

fiir alle 4, j und p € U; N U; gilt. Die Menge aller dieser x; bilden einen orientierten Atlas von M. Eine
Aquivalenzklasse von orientierten Atlanten nennen wir Orientierung von M. Eine orientierte Mannigfaltigkeit
ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit gewédhlter Orientierung. Fiir eine orientierte Mannigfaltigkeit
nennen wir eine Karte aus der gewéahlten Orientierung positiv orientiert. Eine Basis v, ..., vy, von T, M
heifit positiv orientiert, falls es eine positiv orientierte Karte k: U C M — V C R™ um p mit x(p) = 0 und
dpr(v;) = e; fur alle ¢ gilt.*

Ein (lokaler) Diffeomorphismus f: M — N zwischen zwei orientierten Mannigfaltigkeiten ist orientierungs-
erhaltend, falls fiir jedes p € M eine positiv orientierte Basis von T}, M mittels d,, f auf eine positiv orientierte
Basis von T,y [N abgebildet wird. Ist f nicht orientierserhaltend, nennen wir f orientierungsumkehrend.

Beispiel I1.10.2. (i) Sei S! = [0,27]/{0 ~ 27} gegeben. Sei x;: ¢ € S\ {0} — ¢ € (0,27) und
kg: ¢ € SY\ {n} = (¢ + 7 mod 27) € (0,27). Dann ist sa(k] (¢)) = (¢ + 7 mod 27) und damit
dmw)(ﬁg o fifl) = id. Der Atlas von S', der durch x; und s gebildet wird, ist also ein orientierter
Atlas, wogegen das Hinzufiigen von s3: ¢ € S\ {0} — 27 — ¢ € (0, 27) zwar noch einen Atlas, aber
keinen orientierten Atlas mehr ergebe.

*Wenn nicht anders gesagt, verwenden wir R™ immer mit der Orientierung, bei der ey, ..., ey, positiv orientiert ist.
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dpA(v)

Abb. I1.13.: Links: Die Antipodenabbildung A: S' — S ist orientierungserhaltend.
Rechts: Ist (v, v9) positiv orientiert, dann ist (v = dyA(vy),vh = dnA(v2)) negativ orientiert.
Also ist A: S? — S? orientierungsumkehrend.

(ii) Spiegelungen im R™ sind orientierungsumkehrend. Drehungen und Translationen sind orientierungs-
erhaltend.

(iii) Die Hintereinanderausfiihrung zweier orientierungserhaltender bzw. zweier orientierungsumkehrender
Abbildungen ist orientierungserhaltend. Die Hintereinanderausfithrung einer orientierungserhaltenden
und einer orientierungsumkehrenden Abbildung ist orientierungsumkehrend.

(iv) Alle S™ sind orientierbar. Man kann direkt nachrechnen, dass die Antipodenabbildung A: S™ — S™,
x — —x, genau dann orientierserhaltend, falls n ungerade ist.

Daraus folgt, dass RP™ = S™/{x ~ —x} orientierbar ist, wenn n ungerade ist. Sei andererseits
m: S™ — RP" die Projektionsabbildung. Dann ist w0 A = 7. Mit (ii) folgt, dass fiir n gerade RP"
nicht orientierbar sein kann.

Lemma I1.10.3. Ist M eine orientierbare Mannigfaltigkeit, dann gibt es genau zwei Orientierungen von

M.
Beweis. Sei A ein orientierter Atlas von M. Dann gibt {rox | k € A} mit r: (2!,...,2™) € R™
(—2t,...,2™) € R™ eine zweite Orientierung auf M. Sei nun B ein weiterer orientierter Teilatlas. D.h.

es gibt Karten (k;: U; = V) € Aund (k: U — V) € B mit nichtleerem Schnitt der Definitionsbereiche,
detd(k1 o k™1) < 0 und det d(r o ky o k1) < 0 auf einer ggf. kleineren Menge als U; N Us N U. Aber dann
wire dort det d(xz o £') > 0 und damit det(d(xg o k') = detd(rg 0o k') detd(k o K1) < 0, was ein
Widerspruch zur Wahl von A ist. O

Lemma I1.10.4. Sei M orientierte Mannigfaltigkeit. Fiir jede Basis vi,...,Vm in TpM ist entweder diese
Basis oder —uv1, ..., vy positiv orientiert.

Beweis. Sei A: T,M — R™ gegeben durch v = Xwv; — (A!,...;A™). Dann ist k:=A o exp;1 auf einer
Umgebung von p eine Karte von M mit x(p) = 0 und d,x(v;) = e;. Wie in Lemma I1.10.3 ist dann entweder
k oder r o k positiv orientiert, was die Behauptung impliziert. O

11.10.2. Mannigfaltigkeit mit Rand

Definition I1.10.5. Eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand* ist ein topologischer Raum (M, T), so dass
die Topologie Hausdorffsch ist, eine abzadhlbare Basis besitzt und lokal homdéomorph zu

R7:={(z',...,2™) | 2™ > 0}

*Auch hier werden wir wie bisher glatt nicht mehr erwahnen.
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ist, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C M um p, eine offene Teilmenge V' C R’
und eine Abbildung x: U — V, so dass x ein Homdomorphismus ist und dass die Kartenwechsel x o (k/)~!
fiir jedes Paar von Karten x: U — V und «': U" — V' glatte Abbildungen sind. Wir nennen

OM:={p € M | 3Karte k: U — V von M mit x(p) € R™"* x {0}}

den Rand von M. Die Definition von Orientierbarkeit wird ganz analog fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand
iibernommen.

Beispiel I1.10.6. (i) Jede Mannigfaltigkeit im Sinne von unserer urspriinglichen Definition 1.3.8 ist
insbesondere eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand 0M ist dann die leere Menge.

(ii) B1(0) C R™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Karten kann man z.B. bauen, in dem man die
stereographische Projektion erweitert. Am Beispiel von m = 2 und einer Karte nahe (—1,0) € B1(0) C
R? kann man z.B. die Abbildung (z,y) — (:2%,1 — /22 + y2) nehmen:

11—y’
Die stereographische Projektion vom Norpol auf die Gerade
{y=—1} ist

2
1—y

(z,y) € ST\ {(1,0)} =

Die Abbildung

2z
W EUCB(0) s [ — 2 1-/22+4°) eR?
(@) €U B0~ (g 1= VAT

gibt (auf geeignetem Definitionsbereich) die Karte wie im
Bild.
Es ist dB;1(0) = S™~ 1. (Ist M C R™ mit induzierter Topologie eine Mannigfaltigkeit mit Rand, dann
ist OM gleich der Rand von M als Menge im R™.)

Satz I1.10.7. Ist M eine (orientierte) Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension m > 2, dann ist M eine
(orientierbare) Mannigfaltigkeit der Dimension m — 1.

Beweis. Sei A ein (orientierter) Atlas von M. Fiir : U — V C R™ aus A mit 71 ((Vo:=V N (R™71) x
{0})) # @)) bilden die Vereinigug der eingeschriinkten Karten x%:=x|y, : k=1 (Vo x{0}) C OM — Vox{0}) C
R™~! einen Atlas von M. Damit ist OM eine m — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fiir Kartenwechsel
solcher k;: U C M — V C R™ sei

K1oky (g €R™L Y™ € R) = (A(7,y™) € R™, B(y,y™) € R).
Dann ist A(y,0) = &9 o (x9)71(y), B(%,0) = 0 und damit

1 dg (K9 o (K9)™1) *
digo)(r10oky ") = ( 0 (dy(k10 K3 ") (em), em>> '

Wegen (dy(#1 0 k3 ')(em), em) > 0 ist der obige Atlas von M auch orientiert. O

Die im Beweis konstruierte Orientierung auf 0M heifit die von M induzierte Orientierung auf OM. Damit
ist insbesondere eine Basis uy, ..., uy,—1 € T,0M positiv orientiert, falls u;, ..., Um—1,0m € T,M fiir ein
Karte aus dem orientierten Atlas von M positiv orientiert ist.

Bemerkung I1.10.8. Ist M eine null-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann ist M eine disjunkte Vereinigung
von abzihlbar vielen Punkten. Ist M also zusammenhéngend, dann ist M = {x}.

Ist M eine eindimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand, dann ist M eine disjunkte Vereinigung
von abzéhlbar vielen Kreisen und abgeschlossenen Intervallen.* Alle eindimensionalen Mannigfaltigkeiten
sind orientierbar. Sei M = [a,b] C R mit gewéhlter Orientierung, so dass k(x) = x positiv orientiert ist.
Die Definition von induzierter Orientierung wird auf den Rand von eindimensionalen Mannigfaltigkeiten
fortgesetzt, in dem wir sagen, {a} is negativ orientiert und {b} ist positiv orientiert (bzw. genau andersherum,
wenn k(x) = —z positiv orientiert ist).

* Fir einen Beweis siehe z.B. [GP74, Appendix 2].
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11.10.3. Differentialformen

(0, s)-Tensoren. In einem Punkt p € M™ ist ein (0, s)-Tensor eine multilineare Abbildung

¢: TpM x ... xT,M — R.

s—mal

Diese Multilinearformen bilden einen Vektorraum, den wir mit 7(7}, M) bezeichnen.
Fir ¢ € T? (T,M) und ¢ € T2 (T, M) definiert man das Tensorprodukt ¢ @ ¢ € T |, (T, M) durch

¢ & w(vl, e vsl+52)::¢(vla cee 7Usl)w(vsl+1v s 7”51+32)~

Das Tensorprodukt T2 (T, M) ®T?, (T, M) definieren wir als den linearen Span aller ¢®1) mit ¢ € T2 (T, M)

und ¢ € T2 (T, M), wobei Elemente Y, ¢f ® /f und > i ¢ @3 als identisch betrachtet werden, wenn sie
als multilineare Abbildungen identisch sind.

D.h. wir kénnen z.B. eine Bilinearform als Tensorprodukt von Einsformen auffassen: In lokalen Koordinaten
x® haben wir fiir eine semi-Riemannsche Metrik im Punkt p € M

9p = Gap(p)da®|, @ dz”|,* (IL.15)

Denn: g,(X,Y) = X°YAg,(5%1p. 32 p) = X°YP9a5(p) = gap(p) (dz®|, ® dz’|,) (X,Y). Also bildet
dz®|, ®dx"|, eine Basis von T9 (T, M). Analog sieht man, dass dz®|,®...®dz"|, eine Basis von TO(T, M)
bildet. Damit ist dimT?(T,M) = m®.

Es ist also per Definition schon T2 (T,M) ® T2 (T,M) c T ., (T,M), aber es gilt sogar T% (T,M) @
79 (7, M) = TY

o5, (TpM) (folgt aus Auswertung auf Basiselementen).

Definition I1.10.9. Ein glatter (0, s)-Tensor ¢ auf M ist eine glatte Familie (¢, € TO(T,M))penr, d-h. in
lokalen Koordinaten x einer Karte x: U — V um p ist

bp = bay..a. (K(p))dz*|, ® ... ® dz**

P

und ¢, o, V — Rist glatt. Die Menge der glatten (0, s)-Tensoren auf M bezeichnen wir mit 72 M.

Oft schreiben wir kurz: ¢ = ¢q,...0.dx* @...®@dzx* . Im Falle, dass die ¢, ..o, invariant unter Permutation
der Indizes sind schreibt man sogar ¢ = ¢q,,....a,dx*" ... dx%:. Die letzte Schreibweise hatten wir z.B. fiir die
formale Notation der Eigenzeit dr? = gosdr®da? genutzt. Eigentlich ist das auch hier das Tensorprodukt
und benutzt, dass gog = gs« ist und es deshalb auf die Reihenfolge der dz® nicht ankommt.

Transformationsverhalten y = y(x):

¢ = day..adz™ ® ... @ dz*

multilin. Ox™ Ox%s

Lemma I1.10.10. Jeder (0, k)-Tensor auf M ldsst sich eindeutig als Abbildung

T: X(M) x ...x X(M) — C>®(M),

k—mal

mit T(f1X1,... [xXe) = f1... [iT(Xq,...,Xy) fir alle f; € C°(M) und X; € X(M) schreiben. Anders-
herum ergibt jede solche Abbildung einen (0, k)-Tensor.

Beweis. Durch Nachrechnen. O
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Differentialformen. Eine k-Differentialform ist (k,0)-Tensor a: X(M) x ... x X(M) — C*°(M), der

k—mal
antisymmetrisch ist, d.h.

Oé(’Ul,. "avi—laviavi-‘rh--~7Uj—1avj7vj+1;"'avk}) = —04(111,... yVi—1,Vi, Uit1, -+ -5 V-1, V5, Ujt1, - - - ;Uk)

fiir alle i # j. Die Menge der k-Differentialformen auf M bezeichnen wir mit 2% (M). Die antisymmetrischen
Tensoren in T2 (T, M) bezeichnen wir mit AT, M.

Die Abbildung P: T,2(M) — QF(M)

1
PT(Xy,...,Xy) = i Z (=1 T (X5 - -5 Xor))

gESk

ist eine Projektionsabbildung, d.h. P? = P.

Wir definieren in lokalen Koordinaten ¢ auf U ¢ M
dz" Ndz™ A ... A do'™=kP(de" ® ... @ do™).
Aus der Antisymmetrie folgt z.B.

do' Ada®(Xy, Xo) = 3 (—1)¥"%da’! @ d2’(Xo(1), Xo(2)) = da' (X1)da®(Xa) — da?(Xp)da' (X7),
g€ESs

dz* Adr? = —da? A dx?t und dzt A dzt = 0.

Damit ist {dz" |, Adz®|, A...Adz®|,}i, <. <i, in jedem p € U eine Basis der antisymmetrischen Tensoren
in TY(T,M) und dim A*T,M = (7). Insbesondere ist A*¥>™T,M = {0} und damit Q*>™(M) = {0}.
AuBerdem ist A™T,M =R -dzt|, A... A dz™], und aus wy,ws € Q™(M) folgt somit die Existenz einer

Funktion f € C*°(M) mit wy = fws.

Das Dachprodukt/Wedge-Produkt fiir Differentialformen Seien w € Q¥(M) C T2(M) und 7 €
QY(M) c T2 (M). Dann sei das Dachprodukt definiert

(k +0)!
10!

WAn = P(w® ) € Q"4(M).

Der Faktor vor P ist so gewéahlt, dass
(dz™ A ... Ade™) A (da? AL A da??) = da™ AL A dat A daTt AL A dat
gilt. Man kann direkt folgende Eigenschaften des Dachprodukts nachrechnen:

Lemma I1.10.11. Das Dachprodukt ist assoziativ und antikommutativ. Antikommutativ heifst hier
aNB=(DBAa VaecQF(M),BecQM).

Beispiel I1.10.12. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist Y € X' (M), dann definiert o(X):=g(X,Y’)
eine Form o € Q!(M). Andersherum folgt aus der Nichtdegeneriertheit von g, dass a € Q(M) mittels
dieser Gleichung ein Vektorfeld Y definiert. In lokalen Koordinaten sei Y = Y%9; und o = vjda?. Dann ist
a(X) =a; X’ und g(X,Y) = ¢;; XY und damit a; = g;;Y? bzw. Y = g ;. Man schreibt kurz: o = Y
bzw. Y = af.*

Sind X;, i = 1,...,k, Vektorfelder auf M, dann ist w:=X A ... A X,Z € QF(M). In einem Punkt p € M
verschwindet wl, € A*T,, M genau dann, wenn Xi(p), ..., Xx(p) linear abhiingig sind.

*Das sind die sogenannten musischen Operatoren. In der Musik setzt b die Tonh6he runter - hier zieht es mittels der
Metrik den Index runter (analog fur f).
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Pullback von Differentialformen Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Wir
definieren F*: QF(N) — QF(M) als

(F"a)p(X1(p), s Xk(p)) = ap) (dpF (X1 (p)), - -, dp F (X (p)))

fiir alle o € QF(N) und X; € X(M).

Lemma I1.10.13. In lokalen Koordinaten gilt

OF"  OF'

.. J1 Jk
Ere Ee dr?t N .. A dadk.

F*(fiyindy™ Ao Ndy™) = (fi,..5, o F)

Weiterhin ist F*f = f o F fir f € Q°(N) = C®(N) und F*(a A B) = F*a A F*3 fiir alle « € QF(N) und
B € QYN).

Sind M und N m-dimensional lokal mit den Koordinaten x* bzw 37 versehen und ist w = dz' A... Adx™ €
Q™(M), dann gilt

F*w =detdFdy' A...\dy™. (11.16)

Beweis. Direktes Nachrechnen. Die Formel fiir F*w folgt dann direkt aus dem Entwicklungssatz fiir
Determinanten. O

Die Anderung lokaler Koordinaten ist auch immer ein lokaler Diffeomorphismus. D.h. insbesondere, dass die
letzte Formel fiir F*w insbesondere zeigt, dass w € Q™ (M) unter Koordinatentransformationen das gleiche
Verhalten zeigt, wie wir es von dem Transformationenssatz fiir Oberflachenintegrale kennen. Das wird der
Grund sein, warum wir spater Topformen (also die m-Formen einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit)
wohldefiniert integrieren werden kénnen.

Die duBere Ableitung d = d%,: QF(M) — Q*1(M) soll die Tangentialabbildung df von Funktionen
f: M — R verallgemeinern. Fiir solche f € C®(M,R) = Q°(M) ist df eine lineare Abbildung von
X(M) = X(R) = C*°(R,R) und kann damit als 1-Form aufgefasst werden: df € Q(M).

Wir definieren d: QF(M) — QFF1(M) durch: Sei o € QF(M) und ' lokale Koordinaten um p € M. In
diesen Koordinaten habe « die Form filmikdxil A...Adz%. Dann sei do die k 4+ 1-Form, die in diesen
Ofiy. iy

lokalen Koordinaten die Form dow = =5 da® A dz™ A ... A dz'™ hat.

Wohldefiniertheit von d? Wie iiberpriift man das die lokalen Formeln ein globales Objekt definieren?

Man uberpriift, dass fiir Darstellungen in zwei verschiedenen lokalen Koordinaten, auch die Bilder der Ab-
bildungen wieder das gleiche Objekt nur in verschiedenen Koordinaten darstellen: Sei y* andere Koordinaten
um p. Dann hat « in diesen Koordinaten die Form

oz oz .
a= fi, i, (l"(y))wdyh A A oy dy'*
und _ _
Ofi, i, Ox° oz oxix
da = =22 2 gy A —dyTt AL A ——dyE
@ Ox®  Oyb Y Oy 4 Oyx 4
Benutzt man die Definition von do in den Koordinaten y° erhélt man:
vy, O ozt
0%z Ox' ozt . .
. . J1 J
Opir

+ ... (dhnliche zweite Ableitungen der anderen S0 ).
y ™
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Der erste Summand ist genau da wir oben definiert und die ganzen anderen Summanden verschwinden
wegen der Antisymmetrie von A und dem Lemma von Schwarz. Die zeigt die Unabhéngigkeit der Definition
von d von der Wahl der Koordinaten.

Oft wird d auch abstrakt eingefithrt, im Sinne, dass die folgenden Eigenschaften den Operator d eindeutig
bestimmen:

Lemma I1.10.14. Fir alle k € N und alle Mannigfaltigkeiten M existiert genau eine R-lineare Abbildung
d=dk;: QF(M) — QF1(M) mit folgenden Eigenschaften:

1) Fiir f € C®(M) = Q%(M) ist d, f gerade die Tangentialabbildung df
M

(2) (Leibnizregel) Fiir alle o € QF(M), B € QY(M) gilt d(a A B) = (da) A B+ (=1)ka A dB.

(8) &> =diftodk, =0

4) (Natiirlichkeit) Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, dann gilt F* od%, =

M
d?\, o F*.

Der Operator d heifit duflere Ableitung.

Beweis. Das 'unser’ d von oben, die Eigenschaften erfillt, kann man mit der lokalen Darstellung einfach
nachrechnen. Dann rechnet man nach (induktiv tiber k), dass ein d welches diese Eigenschaften hat, sich
lokal wie unser d von oben verhalten muss. O

Beispiel 11.10.15. (Die dufiere Ableitung im R?®) Sei M = R3, f,w;,V; € C°(R3). Dann haben wir
df = (gradf)’. Fiir w = w;dz’ € Q' (R?) gilt
dw =d(w;dz") = 0jw;dx? A dz
:(81w2 - 82M1)d$1 A dl‘2 + (ngg - 63w2)d:172 A dl‘d + (83&)1 - 61w3)dx3 A dl‘l.
Es ist (81w2 - 82001, 820.)3 - 830.)2, 83001 - 81(.«)3) = rot(w37w1,w2).

Jede zwei-Form o = Vadz! A dz? + Vida? A dz® + Vada® A dz! kommt von einem Vektorfeld of = V =
(V1, Va, V3) und es gilt
doa = (divV)da' A da® A da®.

Ist w € Q3(R3), dann ist dw = 0, da QF=dm N(N) = {0} ist.

Die duBere Ableitung implimentiert in R?® damit die klassischen Operatoren der Vektorrechnung. Die
Identitiit d? = 0 ist dann einfach rot gradf = 0 und divrotV = 0.

Lemma I1.10.16. Fir w € QF(M) und X; € X(M) gilt

k
dw(Xo, ..., Xi) =Y _(-1)'X;0(Xo, ..., X, ..., Xx)
=0
+ Z (*1)i+jw([Xi,Xj],X07...,Xi,...,Xj,...,Xk).
0<i<j<k

Hier bedeutet X’i, dass der i-te Index in dieser Folge ausgelassen wird. Insbesondere gilt fiir Finsformen
we QY M):

dw(X,Y) = X.w(Y) — Yw(X) — w([X,Y)). (IL.17)

Beweis. Wir rechnen hier nur den Fall k£ = 1 lokal nach, die allgemeine Formel geht analog: Sei w = w;dx?,
X = X'0; und Y = Y*8;. Dann gilt dw = 6jwid:vj A dz' und damit

Xw(Y) = Yw(X) - w(X,Y]) =X0;(w,;Y7) = Y0i(w; X7) — w;(X70;Y' — Y79, X")
=X"YI0w; — Y'X70w; = dw(X,Y). O
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Differentialformen und Orientierbarkeit

Satz I1.10.17. Eine Mannigfaltigkeit M™ ist genau dann orientierbar, wenn es nirgends verschwindene
m-form w € Q™ (M) gibt.

Beweis. Sei w zuerst eine nirgends verschwindende n-Form auf M. Sei A ein Atlas von M und r: R™ — R™,
(z1,...,2™) — (=2!,...,2™) die Reflektion in der ersten Koordinate. Sei A’ die Menge aller Karten aus

A fiir deren lokale Koordinaten w(ds, ..., 0, ) > 0 gilt. Wir setzen
B:=A"U{rok|re A\ A'}.

Dann ist B ein Atlas von M. Weiterhin gilt fiir ein Paar x: U — V und : U’ — V' von Karten in 3 mit
UNU’' # @ und zugehoérigen Koordinaten z! bzw. y':

0 O(kiont) 8

ozt ozt oyl

und damit wegen Multilinearitdt und Antisymmetrie

0 7]

Oxl’ 7 Ogm

) :detD(ﬁ;on*l)w(i 0

LL)( ay17.'.7ay7m).

Da beide Ausdriicke in w nach Konstruktion von B punktweise positiv sind, folgt det D(kon~!) > 0. Damit
ist B ein orientierter Atlas.

Sei andererseits M orientierbar. Dann gibt es einen orientierten Atlas B = {kq: Uy = Vo }aca fiir M. Sei
Po €ine untergeordnete Zerlegung der Eins zu {U, }aeca. Wir setzen

wi= medacllJK Ao ANdal,
e}

wobei z?, die zu k,, zugehorigen Koordinaten seien. Es ist w € Q™(M). Fiir U,, NU,, # @, folgt aus der
Orientierbarkeit von M und dim A™T,M = 1, dass dxj,, A ... A dz] punktweise ein positives Vielfaches
von dxl, A ... Adxl, ist. Damit ist w nirgends verschwindend. O

Bemerkung I1.10.18. Jede nicht orientierbare Mannigfaltigkeit M hat eine zweifache Uberlagerung
M, die orientierbar ist. (Eine zweifache Uberlagerung M von M ist eine Mannigfaltigkeit, die eine freie
Zs-Gruppenwirkung besitzt, deren Orbitraum wieder M ist.)

Lemma I1.10.19. Ist (M™,g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann definiert
dvolg(v1 € TyM, ... vy € T,M):=det (g(v;, €5))i5

(d.h. dvol, = €5 A ... A e? ) fiir e; eine positiv orientierte Orthonomalbasis in T,M eine nirgends ver-
schwindene Form dvol, € Q™(M). Bzgl. lokaler Koordinaten x* einer positiv orientierten Karte um p gilt

dvoly = \/detgijdacl A A dx™.

Beweisschritte: Man rechnet erst nach, dass fiir gegebenes p € M die Definition nicht von der gewéhlten
Orthonomalbasis abhéngt. Wegen der Antisymmetrie der Determinante folgt dann dvol,|, € A™T, M. Lokal
gibt es immer glatte Vektorfelder e; die punktweise eine Orthonomalbasis des zugehérigen Tangentialraums
bilden. Deshalb gilt lokal dvol, = f ed A...Aeb fiir eine glatte Funktion f. Wegen Wohldefiniertheit in
jedem Punkt folgt dvol, € Q™ (M).

Sei k eine positive orientierte Karte mit lokalen Koordinaten z*. Dann ist dvol, = f(z = (z',...,2™))dz' A
... Adz™, da AT, M fiir jedes p € M eindimensional ist. Wir berechnen

f(x)? = (dvoly (81, ..., dm))* = det? (9(di, e;))
=det (g(0i,€;)i,;) - det (g(e;,0¢);.0) = det (g(0s, )i ,e) = det gig O
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V CcR™

Abb. I1.14.: Sei e; eine Orthogonalbasis vom R™ mit ||e;|| = € und v;:=(dpr) ! (e;). Dann ist der Flichen-
inhalt des Parallelepiped, welches durch v; gebildet wird, geteilt durch €™ im Limes fiir e — 0

gleich /det g;;(p).

Integration von Differentialformen Beim Koordinatenwechsel von Topformen mit einem lokalen Diffeo-
morphismus in (I1.16) haben wir schon gesehen, dass diese das gleiche Verhalten wie im Transformationssatz
haben. Das ist der Grund, warum unsere nachfolgende Definition vom Integral einer Topform unabhéngig
der gewadhlten Koordinaten ist.

Sei w € Q™(M). Sei k: U C M — V C M mit lokalen Koordinaten z‘. Dann hat (k71)*w die Form
wpdzt A ... A dz™ mit w, € C°°(V). Das kdénnen wir iiber V integrieren: [i, (k7!)*w:= [|, weda! ... dz™.
Haben wir einen orientierten Atlas von M mit Karten k,: U, — V, und eine untergeordnete Zerlegung

der Eins p,. Dann definieren wir
S S A

Man kann nachrechnen (mittels Transformationssatz fiir Integrale und (I1.16)), dass diese Definition
unabhéngig vom gewihlten Atlas (bei gegebener Orientierung ist) ist. Andert man die Orientierung der
Mannigfaltigkeit, &ndert sich das Vorzeichen des Integrals.

Fir M = {p} positiv bzw. negativ orientiert und f € C°°(M) (was einfach nur eine Zuordnung p — c € R
ist), sei [,, f = f(p) baw. [,, f =—Ff(p).

Ist (M™, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann bezeichnen wir vol(M, g):= |’ a dvoly als
das Volumen von (M, g). Wahrend dvol, global nur fiir orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten deﬁmert
ist, kann man vol(M, g) auch allgemein fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten definieren, indem man die
Addditivitat des Volumen nutzt, sowie dass lokal alle Mannigfaltigkeiten orientiertbar ist und dass das
Volumen nichtnegativ ist.

Anschauung: y/detg;; misst die Volumenénderung eines kleinen Parallelepipeds unter der Karte, vgl.
Abbildung II.14.

Lemma I1.10.20. Ist f: Y — X ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, dann gilt

[

Auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit kénnen wir nur m-Formen integrieren. D.h. aber auch das wir
auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit, die Einschrinkung einer k-Form aus QF (M) integrieren
konnen:

Sei ¥ C M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M und ¢: ¥ — M die zugehorige Inklusionsab-
bildung. Sei w € Q¥(M). Dann ist t*w € QF(X) und wir setzen

fr= e
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Beispiel 11.10.21. (Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des R?)

(i)

Sei w = w;dz’ € QH(R3) und v = (v*,92%,7%): St =1[0,1]/{0 ~ 1} — R3 eine Einbettung. Dann ist
y*da' = 4'ds

und damit

/w(51)w = /Sl(wi o)y da' = /Olwi(v(s))"yi(s)ds,

Betrachten wir (wy,ws,ws) als Vektorfeld V in R3, dann ist f'y(Sl) w = fv V - dvy, dem Wegintegral
zweiter Art*.

Sei v: ¥ — R3 der Graph einer Funktion G: R? — R. Sei w = fidx? Adz3 + fodx' Adx3 + fadxt Adax?.
Wir benutzen h(z',2?) = (z',2% G(z',27)) als lokale Parametrisierung von ¥ zusammen mit
der Orientierung induziert von der Mannigfaltigkeit X:={(z,y,2) | z > G(z,y)} C R3Amit Rand
Y = . Dann ist N = (1 + |01G|? + |0:G|*) "2 (0,G, —D2G, 1) das ins Innere von 3 zeigende
Einheitsnormalenvektorfeld von ¥, d.h. 01h, doh ist eine positive orientierte Basis auf X. Weiterhin ist

dvol, = \/1 4 |01G)2 + |0:G|2dz* A da?
und

Cw =firde? A (0,Gdxt 4 0.Gdx?) + foda' A (01Gdxt + 0,Gdx?) + fadx! A dx?
=(—f101G — f202G + f3)dz' A dz?.

Insbesondere ist damit [ w = [5.((f1, f2, f3)7, N)dvol,.

11.10.4. Satz von Stokes

Satz I1.10.22. (Satz von Stokes) Sei M™ eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand, und seiw € Q™ 1(M).
Dann gilt

/dw:/ w.
M oM

Bevor wir den schauen wir uns zuerst ein Spezialfille an, die wir schon aus der Analysis kennen:

Beispiel I1.10.23. (Spezialfille)

(i) Fir M = [a,b] mit der Standardorientierung von R, ist OM = {a, b} eine null-dimensionale Mannig-

faltigkeit, so dass a negativ und b positiv orientiert ist. Sei f € QY(M) = C*°([a, b]) gilt

/abf’da:=/Mdf=/8Mf:f(b)—f(a)-

(ii) Gebiete U C R? mit glattem Rand: Sei 7 eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, die den Rand

OU gegen den Uhrzeigersinn parametrisiert. Dann ist 4(t) eine positiv orientierte Basis von T’ )0U.

Fir V € X(U) definiert
wy (X) = (V, X)

eine Einsform wy € Q' (U). Es ist wy = Vlda! + V32d2? fir V = V'9;. Damit haben wir dwy =
(82V1 — 81V2) Vdz! A dz? und nach Stokes

/ (31V2—82V1) dxldeZ/ dWV:/ WV:/<V7"Y>~
U U U y

Das ist der Satz von Green.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Kurvenintegral
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(iii)

I1.10. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Sei M C R? eine orientierte Hyperfliche. Sei ¢ die induzierte Metrik auf M. Sei ¥ C M eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist 9% eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
von M. Sei 7 eine nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve, so dass 4(t) eine positiv orientierte Basis
von T 0% ist.

Sei V € X(R?). Dann ist wy (X) = (V, X) wieder eine Einsform auf R und nach Beispiel 11.10.15 ist
dwy = fadzt Ada? + fida® Ada® + foda® A dat fiir rotV = (fy, f2, f3). Damit haben wir

/(rotV,N>dvolg Bep- Hz'l[)'zl'ii/dw‘/:/ wy (2)/ (V,4).
b = ox ox

Das ist der klassische Satz von Stokes.

Gebiete U C R™ mit glattem Rand >: Dann ist 3 eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
im R™ und die Standardorientierung auf R3 induziert auf ¥ eine Orientierung. Sei N das Ein-
heitsnormalenvektorfeld von 3, was in das Innere von U zeigt, und sei g die induzierte Metrik auf
3.

Sei V € X(R3) und w = Vzda! A da? + Vada® A dat + Vidz? A da®.

Dann ist
/ divV datdu?da® B I:I.l().15/ do — / , Bop 1110210 / (V, N)dvol,.
U U b b

Das ist der GauBlsche Integralsatz.

Beweis vom Satz von Stokes. Sei A = {kq: Uy C M — V, C R}, ein orientierter Atlas von M und p,
eine untergeordnete Zerlegung der Eins.

Sei zunéchst suppw C U fiir ein k: U — V aus A. Dann ist

/dez /V K (dw) = /V d(Kw).

Da k*w eine (m — 1)-Form auf R™ ist, hat sie die Form

m .
Kfw = Z(—l)’;lfidajl A AdT A ... Adz™
i=1

fir f; € C3°(R™) mit suppf; C V. Damit ist

und

d(k*w) = Zaifidxl Ao Ndzt AL A de™
i=1

m

/Vd(m*w) = Z

i=1 /RY

8Z~fidx1...dxm=/ K*w:/ w.
Rm—1 oM

Die zweite Gleichheit folgt mittels Fubini und in dem man im i-ten Summanden zuerst iiber a2’ integriert
und suppf; C V nutzt.

Fiir allgemeines w € Q™ (M) gilt somit

/BMM;/eaMpaw;/Md(Paw)/Mw, -

Der Satz von Stokes gilt auch fiir Mannigfaltigkeiten mit Ecken:
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Definition I1.10.24. Eine glatte Mannigfaltigkeit mit Ecken ist ein topologischer Raum (M, T), so dass
die Topologie Hausdorffsch ist, eine abzdhlbare Basis besitzt und lokal homéomorph zu

RY ={(z',...,2™) | 2™ > 0,2™ > 0}

ist, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C M um p, eine offene Teilmenge V' C R,
und eine Abbildung x: U — V, so dass k ein Homdomorphismus ist und dass die Kartenwechsel x o (k')™!
fiir jedes Paar von Karten x: U — V und «': U’ — V' glatte Abbildungen sind. Wir nennen

OM:={p € M | IKarte k: U — V von M mit x(p) € R™ " x {0} U {0} x R™!}
den Rand von M und
O*M:={p e M | 3Karte k: U — V von M mit x(p) € R™"2 x {(0,0)}
die Ecken von M.

Ahnlich wir bei Mannigfaltigkeiten mit Rand sieht man, dass M \ 9> M und > M wieder Mannigfaltigkeiten
ohne Rand sind.

Beispiel 11.10.25. Sei x: U C M — V C R? eine Karte eine zweidimensionalen Mannigfaltigkeit M. Sei
P C U ein Gebiet dessen topologischer Rand ein Polygon in U ist. Dann ist x~(U) eine Mannigfaltigkeit
mit Ecken.

Es gilt auch fiir kompakte Mannigfaltigkeiten mit Ecken der Satz von Stokes, wobei |, oM W= /. or\o2M ¥
ist. Der Beweis ist sehr analog zum Fall von Mannigfaltigkeiten mit Rand.

11.L10.5. Zusammenhangs- und Kriimmungsformen

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M und U C M eine Umgebung von p klein
genug, so dass es Vektorfelder e; € X(U), i = 1,...,m, gibt, die in jedem u € U eine Basis von T,, M bilden.
Solche U existieren immer, z.B. der Definitionsbereich von geodétischen Normalkoordinaten um p.

Wir definieren w?: X(U) — C*°(U) und Q}: X(U) x X(U) — C>(U) durch

Vxe; = wi(X)e;, R(X,Y)e; = Q5(X,Y)e;

Da V tensoriell in der ersten Komponente und R ein Tensor ist, der antisymmetrisch in den ersten beiden
Komponenten ist, ist w; € QYU) und Q€ O2(U) fiir alle 4, 5. Die wj heiflen lokale Zusammenhangsformen
und die Q; lokale Krimmungsformen.

Lemma I1.10.26. (Strukturgleichung)
D . .
dwj = Q% — wp, A wj
Beweis.

(Q; —wi A w;-“)(X, Ye; :Q;(X, Ye; — w};(X)w;’?(Y)ei + w,i(Y)w;?(X)ei

=R(X,Y)e; — wi(Y)Vxer + wf(X)Vyer

:vayej — VyVXej — V[X’y]ej — OJ;»C(Y)VXGIC + wf(X)Vyek
:X.(wf(Y))ek - Y(w;?(X))e;€ - wf([X, Y])ex

(Ir.17
= )dwf (X, Y)ek

Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung. O
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11.10.6. GauB-Bonnet

Von nun an sei (M, g) eine zweidimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Aufgrund der
Symmetrien des Riemannschen Kriimmungstensors kann fiir eine positiv orientierte Orthonomalbasis
er,e2 von T, M nur Ryse1 = Ra112 = —Ri212 = —Ra121 nicht Null sein. Dieses K = Rj22; wird dann
Gaupkrimmung von (M, g) genannt.

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass die Gesamtkriimmung |’ 1y Kdvol, von kompakten (M, g) nicht
von der Metrik auf M abhéngt, sondern nur von der Topologie von M. Dies wird der Satz von Gauf-Bonnet
sein.

Lemma I1.10.27. Fiir zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit gilt fir die Zusammenhangs- und
Krimmungsformen aus Abschnitt 11.10.5 berechnet fiir eine Orthonomalbasis e; von T, M
Q3(ea,e1) =K und Q3 = —Kdvol,
dwi =0}

Beweis. Tst e; eine Orthonomalbasis, so ist w’(X) = g(Vxej,e;) und Q%7 (X,Y) = g(R(X,Y )e;, ;). Damit
ist Q4(ez,e1) = g(R(e1,e2)ea, e1) = K und Q) = Kej A e} = —Kdvol,. Weiterhin ist damit w] = w3 = 0,
und damit folgt aus der Strukturgleichung

dwy = Q3 —wi Aws —ws Aws = Q4. O

Sei (M, g) eine orientierte zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei x: U C¢ M — V C R?
eine positiv orientierte Karte von M und P C V ein abgeschlossenes Gebiet, dessen Rand ein Polygon in
V C R? mit Ecken Py, ..., Py ist. Sei v: ST — 9(k(P)) eine stiickweise glatte Kurve, die nur in #(P;) nicht
glatt ist und 9(k(P)) in positiver Orientierung durchliuft. Die zugehorigen Auenwinkel in diesen Punkten
seien ;. Fiir v € T,M \ {0} sei vt der Vektor in T4 (M) fiir den g(vt,vt) = g(v,v), g(v,v L) =0 gilt
und fiir den (v, v") eine positiv orientierte Basis von T, M ist. Wir nennen r4(s):=g(V(5)¥(s), ¥(s)*) die
geoddtische Kriimmung von 7. Es ist K, = 0 genau dann, wenn v eine Geodéte von (M, g) ist (folgt mittels
UA 32).

Lemma I1.10.28. (Lokaler Satz von Gaufl-Bonnet) In der eben beschriebenen Situation gilt

k
[ wawl,+ [ (R (s + > ai = om
k—1(P) 51 P

Beweis. Es ist [g, kq(s)|Y (s)|ds = fv kgdvolg und damit unabhéngig von der gewihlten Orientierung
(solange diese positiv gewéhlt ist). Sei e; Vektorfelder auf U, die in jedem Punkt eine positiv orientierte
Orthonomalbasis von T, M bilden. Dann ist —Kdvol, = Q3 . Nach Lemma 11.10.27 und Stokes (die Ecken
seien bei s; mit s1 = 0, sg+1 = L und 0.B.d.A. sei 7 stiickweise nach Bogenldnge parametrisiert, d.h.
L = L(7)) gilt somit

k Sit1 k Sit1
/ —Kdvol, :/ dwy = /w% = Z/ wy ((s))ds = Z/ 9(Vss)er, e2)ds.
k~1(P) k~1(P) vy i=1"Si i=1"Si

Wir haben (dort wo v differenzierbar ist)
4(s) = cos a(s)e; + sin a(s)ey und #(s)t = cos a(s)es — sina(s)e;

fir eine Funktion a: [0, L] — [0, 27] eine stiickweise stetige Funktion mit a(s; + 0) — as; — 0) = «; fiir
i=2,...,kund (L) — a(l) =27 + aq.

Somit ist
Kg(8) =9(Va(57(5), ¥(5) 1) = g(Vis(s) (cos a(s)eq + sina(s)es), cos a(s)ex — sin a(s)er)
=g(cos a(s)Vyse1 — &/ (s) sina(s)er +sina(s) Vs ez + o' (s) cos as)ez, cos a(s)es — sina(s)er)
=cos® a(s)g(Vi s €1, e2) — sin® a(s)g(Vs(s)€2, €1) + &/ (s)
:g(Vﬁ(s)el, 62) + O/(S),
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wo wir in den letzten beiden Schritt verwendeten, dass g(Vxe;, e;) = L X .g(es, e;j) = 0 gilt. Insgesamt ist

also

2

91+1
/K}ngOlg| Z/ 5)61762) +a ( )) ds
k
/W2+Z a(si+1 —0) —a(s; +0)) = /w%+27r—2ai
v i=1
=27 — Zai — / Kdvol, O
i=1

k—1(P)

Beispiel 11.10.29. (i) Sei M = B;(r) C R? mit der induzierten Orientierung von R2. Dann ist M =
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S(r) C R2. Sei y(s) = (rcos(s/r),rsin(s/r)). Dann ist v nach Bogenlinge parametrisiert mit
Bild(y) = S'(r) und % positiv orientiert.

Es ist K =0 und
Kg :<Vﬂ-ﬂ77L> = (‘y,ﬁﬂ = <—%(cos(s/r),sin(s/r)), —(rcos(s/r),rsin(s/r))) = 1.

Damit ist

Kdvol, + / kg(s)ds = 2,
B1(0) ¥
=0

was Gauf}-Bonnet entspricht.

Sei S%(r) C R? die Standardsphire mit Radius r und der induzierten Orientierung von Bj(r) C R3.
Sei My, = S2N{(z,y,2) € R® | z > h}. Dann ist

s s
s) =(vVr? — h?cos(——=), V1?2 — h?sin(———=), h
1) =(V/ (g V ()
nach Bogenldnge parametrisiert mit Bild(v) = 0M}, und + positiv orientiert. Die geodétische Kriim-
mung von 7y ist

kg =(Vi9, ) = (¥,4)

-7 -5 ) -5 1
= cos ,sin ,0),
(g (cos( ) sin( ). 04
Um 4+ auszurechnen, brauchen wir den positiv orientierten Tangentialraum 7. Y(s)yMp: Sei
F(¢,0) = (rcosgcosh, rsingcosb,rsinb).

Dann ist (—0y, 0p) positiv orientiert und 4(s) = —0,F(—==, arcsin h). Also ist

W=l
L _ ()l s . h —s h —s
= OpF'(— ,arcsinh) = cos , coS 1
7 |0g F| b \VrZ — h? ) (\/r2—h2 V2 —h2 \/r2 — h2 VrZ — h2 )
und damit
27/r2—h2
Kg = \/7 sowie Kg(s)ds = 2mh.
Mit K = % und dvol, = —r? cos ¢d¢ A dyp folgt
2m z 1
Kdvol, = / do dw—z(—TQ cos @) = 2m(1 — h).
Mp, 0 arcsin h r
. 27y/r2—h2 h2
Es gilt also [, Kdvoly + [J g(s)ds = 2.
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(ili) Sei A C M mit M = R? S? H2, jeweils mit Standardmetrik g, so dass OA ein (geodétisches) Dreieck
in M ist. Dann ist K = 0,1, -1, kg = 0 und damit nach Gauf-Bonnet

3
Kdvol +/ kg dvol| + a; =2m,
/A 9 Y g glom ;
=k vol(M, g)
—————

>0

wobei (3; der zu «a; gehorige Innenwinkel ist. Damit ist

3
Kvol(M,g)+ 7= Zﬁi

i=1

und wir haben

im R?: Innenwinkelsumme im geoditischen Dreieck = 7,
im S?: Innenwinkelsumme im geoditischen Dreieck > 7,

im H? : Innenwinkelsumme im geoditischen Dreieck < 7.

Wir kommen nun zum globalen Satz von Gaufl-Bonnet, d.h. es geht um kompakte orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeiten (M, g). Um [,, Kdvol, zu berechnen, wollen wir die Mannigfaltigkeit zerlegen in Gebiete
von Mannigfaltigkeiten mit Ecken, die die Form von Lemma I1.10.28 haben.

Dazu benutzen wir das Konzept der Triangulierung von (zweidimensionalen) Mannigfaltigkeiten:

Definition 11.10.30. Eine glatte Triangulierung einer zweidimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit M
(gef. mit Rand und Ecken) besteht aus Abbildungen o;, i =1,...,k, so dass

(i) oi: Ag:={(z,y) € R? | 2,y > 0,2 +y < 1} — M ist glatt und ein Diffeomorphismus aufs Bild*
(ii) M =UF_,0,(Az) und die Mengen in {o;(Inneres(Az))}; sind paarweise disjunkt.

Man kann zeigen, dass es eine solche Triangulierung immer gibt. Ist M orientiert, konnen die o; immer so  Vorl. 29 -
gewahlt werden, dass sie orientierungserhaltende Abbildungen sind. 12.02.

Sei nun gegeben eine solche Triangulierung
E:=#{Ecken der Triangulierung}:=#{0;((0,0)),0;(1,0),0;(0,1) | i =1,...,k}
K:=#{Kanten der Triangulierung}
Z:#{Ji(AQ NR x {0}),02(A2 N {0} X R), Ui(AQ n {(x, 1-— [L')}) | 1= ]., ey k}
F:=#{Fliachen der Triangulierung} = k

Lemma I1.10.31. x(M) = E + F — K ist unabhingig von der gewdhlten Triangulierung von M und wird
Eulercharakteristik genannit.

Beweisidee. Durch schrittweise Hinzufiigen von Eckpunkten und Fallunterscheidung sieht man, dass x(M)
unter Verfeinerung einer Triangulierung konstant bleibt. Zu zwei gegebenen Triangulierungen gibt es aber
immer eine gemeinsame Verallgemeinerung. O

Beispiel 11.10.32. (i) S? — Eulersche Polyederformel
(i) x(Az2) =1
(i) \(T2) =0

*Streng genommen haben wir glatt fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand und/oder Ecken noch nicht definiert: ...
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(iv) \(RP?) =1
(v) x(KleinscheFliache) = 0.

Definition I1.10.33. Seien M; und M; zwei (orientierte) m-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Sei p; € M;
und U; C M; offene Umgebung von p; mit Diffeomorphismen ¢;: B1(0) C R™ — Uj ist. Sei Vi:=¢;(B1/2(0))
und sei ¢: 9Vy — 9V, ein (orientierungserhaltender) Diffeomorphismus. Die zusammenhdingende Summe
ist dann definiert als

Ml#MQ::(Ml \ Ul) U (Mg \ UQ)/(SC ~ 1,[}(56) fir x S 8‘/1)

Bemerkung I1.10.34. M;# M5 kann mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeiten versehen werden,
so dass M; \ U; — M;# M, Einbettungen sind (die glatte Struktur vererbt sich also von den M;). Sind
die M; orientiert, dann ist auch die zusammenhidngende Summe orientiert, so dass die Einbettungen
M; \ U; — M;#M> orientierungserhaltend sind.

Diese Konstruktion ist bis auf Diffeomorphie unabhéngig von der Wahl der p; und der U;. Sie ist symmetrisch
und assoziativ.

M™#S™ ist diffeomorph zu M™.
Die Kleinsche Fliche ist RP2#RP?.
Lemma I1.10.35. Flir zwei dimensionale Mannigfaltigkeiten My, My gilt x(My#Ms) = x(My)+x(Mz)—2.

Beweis. Bild... O

Bemerkung I1.10.36. Es gibt folgende Klassifikationsresultate fiir Fléchen:

Sei M eine orientierbare kompakte zusammenhingende zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist M
diffeomorph zur zusammenhingenden Summe von S? mit k Tori, k € NU {0}. Aus letztem Lemma folgt,
dass die Eulercharakteristik einer solchen Flache 2 — 2k ist.

Sei M eine nicht-orientierbare kompakte zusammenhéngende zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist
M diffeomorph zur zusammenhéngenden Summe von £ RP?, k € N. Aus letztem Lemma folgt, dass die
Eulercharakteristik einer solchen Fliche 2 — k ist.

In beiden Féllen nennt man g dann das Geschlecht der Flache M.

Satz 11.10.37. (Globaler Satz von Gaufl-Bonnet) Sei (M, g) eine orientierte zweidimensionale orientierte
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist

/ K dvoly = 2wy (M).
M

Beweis. Wir wahlen eine Triangulierung o;, ¢ = 1,...,k von M, so dass die o; orientierungserhaltend sind.
Fiir jedes 0;(A2) haben wir den lokalen Gaufi-Bonnet:

3
Kdvol, + / kidvoly + ) af =2m,
/Uz‘(A2) ! vi=0;(0A2) I o j;l !

wobei x, die geodatische Kriimmung von o;(9Az) (mit induzierter Orientierung) ist und o die Auflenwinkel
von o; (AQ) .

Summe iiber alle 7 liefert

k3

k
/ Kdvol, + Z/ rydvoly  + Z Zaé = 21k = 27 F.
M

i=1 Y 7i=0i(0Az2) i=1 j=1
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Jede Kante der Triangulierung gehort zu zwei Dreiecken und die jeweils induzierte Orientierung auf der

Kante durch die Dreiecke ist entgegengesetzt zueinander. D.h. der Teil von | _ Kydvoly| ~ zu einer
vi=0;(0A2) Vg Glv,

Kante wird durch den zugehorigen Summanden des angrenzenden Dreiecks aufgehoben. Damit ist

k
Z/ n;dvolgh, =0.
i—1 Y vi=0i(0Az) ‘

Da jede Fliche drei Kanten hat und jede Kante zu zwei Fldchen gehort, ist 3F = 2K.

Sei 5} =7 — a;- der jeweils zugehdrige Innenwinkel. Jeder Innenwinkel kommt genau einmal vor. Also ist

k3
> > ol =3rF - 2rE = 21K — 27F
i=1 j=1

und wir haben insgesamt

Kdvoly =2n(F 4+ E — K) = 2rx(M).
M

Mit dem gleichem Vorsehen beweist man auch
Satz I1.10.38. (Gaufi-Bonnet - globale Version mit Rand und Ecken) Sei M eine zwei dimensionale
orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ecken. Seien «; die Auflenwinkel and den Ecken. Dann gilt

Kdvol, —|—/ kgdvolg,,, + Zai = 2mx(M).
M oM p

Bemerkung I1.10.39. (Folgerungen aus dem globalen Satz von Gau-Bonnet) Sei M eine orientierbare
kompakte Mannigfaltigkeit. Aus dem globalen Satz von Gauf-Bonnet folgt:

(i) Ist x(M) < 0, dann gibt es keine Metrik auf M mit K > 0.
(ii) Ist x(M) = 0, dann gibt es keine Metrik auf M mit K > 0 bzw. K < 0.
(iii) Ist x(M) > 0, dann gibt es keine Metrik auf M mit K < 0.

Sei M eine nicht orientierbare Mannigfaltigkeit. Dann gelten die oberen Aussagen auch: Annahme es gibt
eine Metrik g auf M mit K > 0 bei x(M) < 0. Sei

M:={(p,0) € M \ {#1} | o Orientierung von T, M}

die orientierbare zweifache Uberlagerung von M mit Projektion m: M — M, (p,0) — 0.*

Man kann weiterhin sich iiberlegen, dass x(M) = 2x(M) ist. Sei §:=n*g. Das macht 7 zu einer lokalen

Isometrie und damit ist auch die Gauflkriimmung von g > 0. Dann kann allerdings x (M) = 2x (M) nicht
negativ sein. Die anderen Aussagen sicht man ganz analog.

*Man muss sich iiberlegen, dass M genau eine glatte Struktur tragt, so dass m glatt ist. Man muss zeigen, dass M
orientierbar ist. Weiterhin war M genau dann nicht orientierbar, falls M zusammenhéngend ist.
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A. Interpretation des Riemannschen
Krimmungstensors mittels Paralleltransport

Sei k: U C M — V C R™ eine Karte um p mit x(p) = 0, dok~*(e1) = v € T,M und dor " (e2) = w € T, M.
Weiterhin sei z € T),M.

Seien 7, : [0,2] — R? C R™, i = 1,2, die Kurven mit

(s,0) s<1 (0, s) s<1
71(‘9):{(1,51) 1<s 72(8):{(51,1) 1<s

Wir setzen ¢;,,: [0,2u] = M, ¢; () = k(uy(s)). Damit ist ¢1,,,(s), so dass mit ¢;,,,(0) = p, é1,, = 01 fiir
s € (0,u), ¢1,4(0) =v und ¢, = 02 fiir s € (u,2u). Analog fiir ¢z ,,. Insbesondere ist ¢y ,,(2u) = c2.4,(2u)

Sei z € Ty M. Sei Zy 4, (s) =[lgi" und Zs o (s) =|[¢°". Wir suchen Z1 o, (2u) — Z.(2u) € T, , (2u)M fiir kleine
u.

Fiir den Paralleltransport gilt
25 u(8) = =& ()T h (e1,u(5)) 2], (5). (A.1)

Wir sind an der Taylorentwicklung von Z{“,u(Zu) in u interessiert. Wir entwicklen bis zur zweiten Ordnung,

da wir erwarten, dass die Differenz von qu(2u) und Z§’U(2u) im Limes v — 0 mit der Kriimmung in p
geht.

Da c;,,, nur stiickweise glatt ist, entwickeln wir zuerst qu(u) und nutzen das fiir die Entwicklung von
Z¢ o (2u):

. 1 ..
Zfu(w) = 2§ ,(0) +u ZE,(0) +5uZE,(0) + O(),
N~—— ——

zk _rllcj(p)zj

. 1 .
Z7 (2u) =Z7 ,(u) +u  ZF,(u+0)  +uPZ, (u+0) + O(u®).

7F§j(cl(u))zi,u(u)
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A. Interpretation des Riemannschen Kriimmungstensors mittels Paralleltransport

Wir benétigen dafiir noch ZLU. Differentiation von (A.1) ergibt

21 u(s) = = &, () Pli(era() 2] 4 (5) = & ()08 g(eru(s))éd ()21 1 (5) = & ()0 (cr,u(8)) 2], (9)

=0

und damit

ZF ,(0) = =T}, /(p)éf ,(0)Z] ,(0) + T}, (p)TY,.(p) Z7 ,,(0)
== Flfj,l(p)zj —+ F]fj ()T, (p)2"
sowie
ZF J(u+0) ==T%, 5 (cr (w) 2], (u) + Th; (1 ()T, (c1 (w) 27, (u)
=- F§j72(P)Zj + Féj (P)T3,.(p)2" 4 O(u).

Insgesamt haben wir

1 ) )
2§ J(u) =2 =l ()2 = Su? (<5, () + T, (0)27) + O

2
und
, 1 , , .
Zy ,(2u) =ZF ,(u) — ul's;(cr (u) 2], (u) + 5”2(_F12€j,2(p)zj +T5,(p)T%,.(p)2") + O(u)
=zF + 5“2(_F]fj,1(l’)z] + F]fj (p)T1,.(p)z" — ng,z(P)ZJ + ng (P)T3,.(p)2")
- “(F’fj (p) + FIZCj ()" + uz(rgj,l(p)zj - ng (P)T,(p)2") + O(u?),
WO wir

T (1 () 23, (u) =(T%; () + ul%;  (p)24(0) + O(u2)) (=7 — ul'h (p) 2" + O(u2))
:ng (p)2” + U(Flzcj,l(P)Zj - ng (P)T1,(p)2") + O(u?)
benutzt haben.
Fir die Differenz beider Paralleltransporte haben wir damit
25 ,(2u) — Z§ ,(2u) =u>(~T5; ,(p) + T4, o(p) + D5, (D)% (p) — T, (9) T3 (p) 7
:UQRIQClij = UQ(R(W V)Z)k,
also

Z1.0(2u) — Za(2u) = u*R(w,v)z.
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B. Wdh: Lineare Abbilungen und Bilinearformen

Sei V' ein Vektorraum mit nichtdegenierter Bilinearform (.,.). Seien e; und f; zwei Basen von V' mit
Transformationsmatrix @ € GL(V), d.h. f; = Qle;.

(i) Sei B¢ die darstellende Matrix der Bilinearform bzgl e;, d.h. (B¢);; = (e;,e;), und analog B/
die darstellende Matrix . Also ist z.B. (z,y) = (ze;,y7e;) = 2*(B®);;47. und (BY);; = (fi, f;) =
(Qfer, Qjer) = QF (B)Qf; = (QB°Q")y;, also

Bl =QBQ".
(if) Sei h: V — V eine lineare Abbildung.

Sei A° die darstellende Matrix bzgl. ¢; und A7 die bzgl. f;, d.h. Ae; = (A°)!e;. Wegen Af; = AQle; =
QfAej = Q1 (A°)fer = (QA)F(Q )L fi = (QAQ™Y)fi, ist

Al =A@

(iii) Die Determinante einer linearen Abbildung h: V — V= det A¢ ist unabhéngig von der Basis, da
det A° = det Q1 AFQ = det AT.

(iv) Die Determinante der darstellenden Matrix einer Bilinearform ist basisabhéngig, da

det Bf = det QB°QT = (det Q)? det B®.

(v) Spur einer linearen Abbildung h: V — V bzgl der gegebenen Bilinearform (.,.) ist gegeben durch:
Spur(h) = (A%);.
Das ist unabhéngig von der Wahl der Basis, denn
(A9); =(Q'ATQ); = (@ HI(aN)} QL
(QL(Q])(AT)} = (A

5

(vi) Spuren werden auch fiir Bilinearformen definiert. Allerdings sind sie dort abhéngig von der Wahl einer
nichtdegenierten Bilinearform (.,.)s, die man benutzt um aus der Bilinearform eine lineare Abbildung

zu machen: '

(v,a(w))s = (v,w) fir a: V- V.

Sei B¢ die darstellende Matrix von ~(., .)2 bzgl der Basis e;. Dann ist A€ die darstellende Matrix von a
bzgl e;. Dann ist (B®);; = (Be)ik(Ae)l’;

Spur ), (- ):=Spur(a) = (A°)] = (B)y((B°) 1)V

Sowohl Bilinearform als auch lineare Abbildungen werden bzgl. einer Basis durch Matrizen dargestellt,
aber diese Matrizen haben andere Transformationsverhalten beziiglich Basiswechsel.
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