Allgemeine
Relativitatstheorie

Universitat Freiburg, SS 2023
Nadine Grofle

Skript - Version vom 20. Juli 2023

Wenn Sie (Tipp-)Fehler finden, bin ich dankbar, wenn Sie mir diese
mitteilen.






Inhaltsverzeichnis

Vor der allgemeinen Relativitatstheorie

[.1. Newtonsche Gravitationstheorie: . . . . .. .. ... ... ... ...

1.2. Spezielle Relativitdtstheorie (SRT) . . . . . ... .. ... ... ...
I.2.1. Kinematik und Dynamik . . ... ... ... ... ... ...

[.3. Gravitation in SRT? . . . . . .. .. .

. Allgemeine Relativitatstheorie

II.1. Das Aquivalenzprinzip . . . . . . . o v v vt
II.1.1. Interpretation der Raumzeit als Lorentzmannigfaltigkeit . . . . .
I1.1.2. Kovarianzgprinzip - Tensoren . . . . . . . . . .. ... ... ....
I1.1.3. Korrespondenzprinzip . . . . . . . . .. . ..
I1.1.4. Gezeitenkrafte . . . . . . . . ... ... ... ...

II.2. Feldgleichungen . . . . . . . ... . L

I1.3. Die Schwarzschildlésung . . . . . . . . .. ... . oL
I1.3.1. Geodéatengleichung und Erhaltungsgroflen . . . . . . .. .. ...
11.3.2. Qualitatives Verhalten der Geodatischen . . . . . . . .. .. ...
I1.3.3. Newtonsch im Limes? . . . .. .. .. ... ... ... ...
I1.3.4. Klassische Tests der ART . . . . .. .. ... ... ......
I1.3.5. r = rg - eine echte Singularitat? Nein! . . . . . ... ... . ...
I1.3.6. Andere Losungen . . . . . . . . . .. . it

II.4. Kosmologie und Isometrien . . . . . . .. ... ... ... ... .....
11.4.1. Killingvektorfelder . . . . . ... .. ... ... ... .......
11.4.2. Kosmologische Raumzeiten . . . . ... .. .. ... ... ....
I1.4.3. Materiemodell fiir perfekte Flissigkeiten . . . . . . . ... .. ..
II.4.4. Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker . . . . . .. ... .. ...
I1.4.5. Zur Messungen der Hubble-Konstante — Rotverschiebung . . . .
I1.4.6. Andere kosmologische Modelle . . . .. ... ... .. ... ...

IL5. Kausalitdt . . . . . . .. .0 o
I1.5.1. Allgemeines zu Topologie . . . . . . .. ... ... .. ... ...
11.5.2. Grundlegende Begriffe . . . . . .. ... ... ... ..
II.5.3. Riemannsche vs. Lorentzeigenschaften . . . . . ... .. .. ...
11.5.4. Global hyperbolisch . . . ... ... ... ... ..........

I1.6. Singularitdten . . . . . . . . . . . . . e
I1.6.1. Singularitdtentheorem von Raychaudhuri und Komar. . . . . . .
I1.6.2. Geometrie von Untermannigfaltigkeiten . . . ... .. ... ...
I1.6.3. Singularitdtentheorem von Penrose . . . . . .. ... . ... ...

I1.7. Linearisierte Gravitationstheorie . . . . . ... ... . ... ... ...
I1.7.1. Freiheit in der Koordinatenwahl . . . . .. .. ... .. .. ...

iii



Inhaltsverzeichnis

I1.7.2. Newtonscher Limes . . . . . . . .. ... ... .. .. ..., 113

I1.7.3. Gravitationswellen . . . . . .. .. .. ... . L. 114

I1.8. Zu Wellengleichungen auf Lorentzmannigfaltigkeiten . . . . . ... ... 115
I1.8.1. Wellengleichung im 2D-Minkowski . . . . ... .. ... .. ... 116

I1.8.2. Auf global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten . . . . . ... ... 117

I1.9. Das Cauchyproblem der Einsteingleichungen . . . . . . ... ... .. .. 118
11.9.1. Die Zwangsbedingungen . . . . . . .. ... .. ... ... ..., 118

11.9.2. Wohlgestellheit der Vakuumeinsteingleichungen . . . . . . . . .. 121

A. Sternmodell 125
A.1. Statische radialsymmetrische Sterne . . . . . .. ... 0oL 125
ATT. Newton . . .o v v i i i 125

A12. ART . . . o 127

A2, Gravitativer Kollaps . . . . . . . . .. . ... 129

B. Ubungsaufgaben 135
Literatur 154

iv



Einleitung

Die Gravitation ist die Anziehung von Massen. In der klassischen Physik wird Gravitati-
on als Kraft mit Hilfe des Newtonschen Gravitationsgesetzes beschrieben. Diese Theorie
lieferte ein grundlegendes und quantitatives Verstdndnis der Bewegungen der Planeten
unseres Sonnensystems mit sehr préazisen Vorhersagen. Insbesondere bestétigte sie die
Keplerschen Gesetze zu Planetenbahnen. So gut diese Theorie auch ist, gab es Mitte
des 19. Jahrhunderts besonders genaue Beobachtungen von Merkurdurchgéngen durch
Le Verrier, der dadurch herausfand, dass die Periheldrehung des Merkurs etwas hoher
ausfiel als durch die Korrekturen an der elliptischen Vorhersage durch Kepler /Newton,
die durch die Gravitation anderer Planeten verursacht wird, erwartbar war.

Die allgemeine Relativitidtstheorie erweitert das Newtonsche Gravitationsgesetz und
die spezielle Relativititstheorie (SRT), dazu spater mehr, und hat diese Theorien als
Limes bei hinreichend kleinen Raumzeitgebieten, Massedichten und Geschwindigkeiten.
Die allgemeine Relativitétstheorie (ART) wurde von Einstein (~1915) entwickelt und
beschreibt die Wechselwirkung zwischen Materie, Raum und Zeit. Sie deutet Gravitation
als geometrische Theorie und beschreibt diese durch eine gekriimmte vierdimensionale
Raumzeit. Als mathematisches Werkzeug zur Beschreibung dieser Raumzeit kommen
Begriffe aus der Differentialgeometrie zum Einsatz.

In vielen Tests wurde die ART experimentell bestéitigt, z.B. in der Erklarung der
Merkurperiheldrehung.

Vorl. 1






1.1.

Vor der allgemeinen
Relativitatstheorie

Newtonsche Gravitationstheorie:

Eine (sich moglicherweise zeitlich verdndernde) Masseverteilung p(t, x) erzeugt
ein Gravitationspotential ¥ = U(¢, x) bestimmt durch:

AV = 47Gp,

wobei in euklidischen Koordinaten zu jedem Zeitpunkt

2 2 2
0 d 8)\11

Av= (a<x1>2 T oure T o)

ist. Hierbei ist G = 6,67 - 10711 1:«;1722 die Gravitationskonstante — eine Naturkon-
stante. Man beachte, dass das Gravitationspotential durch obige Gleichung nicht
eindeutig bestimmt ist, sondern z.B. Addition einer Konstante immer wieder eine
Losung bestimmt. Man wahlt i.A. (sofern moglich) die Losung, die im Unendlichen

Null wird.

Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem ( Bezugssystem = Festlegen der raumlichen
Koordinaten z = (2!, 22, 23)" zu jedem Zeitpunkt und eines Zeitnullpunkts), in
dem sich jeder kriftefreie Korper relativ zu diesem Bezugssystem gleichférmig
(unbeschleunigt) bewegt (schlieft insbesondere den Ruhefall ein). In solchen
Inertialsystemen bewegt sich ein Korper im Gravitationspotential ¥ geméafl den
Bewegungsgleichungen' # = —VW. Hat der Korper die Masse m, nennt man

—mV V¥ die Kraft auf diesen Korper.

Die obigen Bewegungsgleichungen implementieren schon das Aquivalenzprinzip:
Ein Beobachter kann in einem geschlossenen Labor, ohne Information von auflen,
aus dem mechanischen Verhalten von Gegenstédnden im Labor nicht ablesen, ob er
sich in Schwerelosigkeit oder im freien Fall befindet. Das heifit, dass Gravitations-
krifte dquivalent zu Trégheitskriften sind und Gravitationskréfte durch Wechsel
in ein beschleunigtes Bezugssystem lokal eliminiert werden kénnen. Das entspricht
der Gleichheit von triger Masse (= der Massebegriff, der an Beschleunigung
durch Bewegung koppelt) und schwerer Masse (= der Massebegriff, der an die

*Die Indizes fiir Koordinaten setzen wir immer oben. Wir werden bald noch sehen, warum.
TMit * meinen wir immer die Zeitableitung, also & = Otz und & = 8?:1:.
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Gravitation koppelt). In der Bewegungsgleichung von oben ist das schon drin
und die Massen sind 'rausgekiirzt’. Eigentlich sténde dort

Miragel = —Mgschwere VY (Kréftegleichgewicht). (I.1)
. . L oo . .
e Die Energie £ = §m|x| + mV¥ ist konstant entlang einer
N—— potentielle Energie V'

kinetische Energie T'
Losung z(t) der obigen Bewegungsgleichung, s. UA 1.i. (Ist V¥ konstant gleich
90,3, dann ist m¥ = mgz3 (bis auf eine Konstante). Die rechte Seite taucht
z.B. als potentielle Energie in N&he der Oberflache auf, wo die Konstanz von V¥
ndherungsweise gegeben ist. Dann ist g ~ 9,81 ?2 die E'rdbeschleunigung.)

o Variationelle Beschreibung (Prinzip der stationdiren Wirkung) — siehe UA 1.
Ordnet man einer Bewegung = = x(t) zwischen zwei Punkten ¢g = z(¢p) und
q1 = z(t1) die Wirkung L(x), also das Integral

L(a:)::/tlﬁ(x(t),j:(t))dt

0

iiber die Lagrangefunktion £ =T — V, zu, dann erfillt z(¢) genau dann die Be-

wegungsgleichung, wenn die Wirkung unter allen Bewegungen x(t) mit gy = x(to)

und q1 = z(t1) extremal ist. D.h. x(¢) erfillt genau dann die Bewegungsgleichung,

wenn fiir alle § € C°°([t, t1], R?) mit §(to) = §(t1) = 0 und z(t):=z(t) + €5 (t)
d

76:L eZO
e le=oL(ze)

gilt. In diesem Fall heifit 2:(¢) auch kritischer Punkt von L.

Beispiel 1.1.1. Ist unsere Masseverteilung einfach nur ein (idealisiertes) Punktteilchen
der Masse M im Punkt y € R, ist’ p(t,2) = Mé,(z) und ¥(t,z) = —EM wobei
r = |y — x| ist (=Newtonsches Gravitationsgesetz fiir ein Punktteilchen/Planet). Dann
ist die Energie eines Testteilchens im Ursprung (also y = 0) der Masse m, welches nur
unter dem Einfluss des Gravitationsfeldes von M im freien Fall ist:

1 GMm

E=-mli|? - ——.
2m|a:| ]

Ist unsere Masseverteilung nicht nur idealisiert in einem Punkt gegeben, aber innerhalb
eines Balles vom Radius R und darin radialsymmetrisch, dann wird ¥ fiir » > R auch
durch (¢, z) = — <M mit M = fOR p(r)4mridr beschrieben, vgl. UA 2.

Die zugehorige Kraft ist dann —mVV¥ = W%GT
*0,3 ::% ist hier als der Einheitsvektor in x3-Richtung zu verstehen

T(Sy ist keine Funktion, sondern eine Distribution. Die wichtige Eigenschaft ist, dass fiir A C R3
offen, fA dydvol gleich 1 ist, falls y € A ist und sonst verschwindet. Weg von y benimmt sich also dy
wie die Nullfunktion.
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Bemerkung 1.1.2 (Planetenbewegung unter Newton). Nehmen wir an, dass ¥(x) =
f% das Gravitationspotential der Sonne sei, die sich im Koordinatenursprung befin-
det.

Die folgenden Aussagen werden in UA 3 unter der Annahme, dass ein Testkérper auf
die Position der Sonne keinen Einfluss hat, und in UA 4 ohne diese Annahme, detailliert
nachgerechnet.

Dann bewegen sich Testkorper in diesem Gravitationspotential auf zeitlich unveran-
derlichen Ebenen, in welchen die Sonne liegt. Es kénnen drei Félle auftreten: Die
Bewegung in dieser Ebene verlduft entlang einer Ellipse, einer Parabel oder einer
Hyperbel: Beschreibt man die Bahnkurve unter Verwendung von (zweidimensionalen)
Polarkoordinaten (r, ¢) und betrachtet » = () (die Spur der Bewegung), dann erhélt
man fiir u = 1/r die Gleichung

GM
Hierbei ist u’ ::(%. AuBerdem ist ¢ = r2¢ der Drehimpuls, eine Erhaltungsgréfie — also
in der Zeit konstant — und kann deshalb aus den Anfangswerten berechnet werden.

Ansatz fiir die Losung;:

1
u=—(14ecosyp).
p

Dann ist r = r(p) die Darstellung einer Ellipse (e € [0, 1))/Parabel (e = 1)/Hyperbel
(e > 1) in Polarkoordinaten deren Mittelpunkt in einem Brennpunkt ist.

Man rechnet nach, dass p = % ist. Nehmen
wir an, dass zur Zeit Null der Planet sich am
sonnennéchsten Punkt befindet. Der ist im-
mer in einem Radius 79 > 0 — vgl. UA 3.iii.
Des Weiteren sei dort ¢ = 0. Dann sind die
Anfangswerte 7(0) = ro,7(0) = 0,p(0) =
0, 9(0) = wp und wir erhalten p = % und

u(0) =71yt = 2(1—¢), also e = Aﬁio -1

1.2. Spezielle Relativitatstheorie (SRT)

Bevor wir zur Speziellen Relativitdtstheorie kommen, wollen wir noch kurz etwas zur
klassischen /Newtonschen Mechanik sagen. Allgemein wird in der Newtonschen Theorie
eine absolute Zeit angenommen, genauer einer absolute Gleichzeitigkeit. Das soll heiflen,
dass es eine globale Uhr gibt und jedem Ereignis unabhéngig vom Beobachter eine Zeit
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zugeordnet ist. Wie grof§ diese Zeit ist, ist dabei erst mal unwichtig, wichtig ist, dass
wir immer wissen konnen, ob zwei Ereignisse gleichzeitig stattfinden oder nicht.

AuBerdem gibt es in der klassischen Mechanik das Galileisches Relativititsprinzip: Alle
Bezugssysteme, die durch Translation, rdumliche Rotation auseinander hervorgehen
oder gleichférmig zueinander bewegt sind, sind dquivalent (= alle Naturgesetze haben
fiir alle Beobachter in solchen Bezugssystemen die gleiche Form)." Diese Arten der
Transformationen, die in der klassischen Mechanik nun erlaubt sind, heilen Galileo-
Transformationen — die neuen raumlichen Koordinaten x’ ergeben sich aus den alten x
durch:
2/ (t) = Ax(t) + a + vt

wobei A € SO(3) eine konstante Rotationsmatrix ist, ¢ € R ist die Zeit, und a,v € R3.*

Als Spezialfall (Bei allen Wechseln der Bezugssysteme sei nun A = Id) folgt daraus,
dass wir die Newtonsche Geschwindigkeitsaddition haben: Haben wir drei Kérper bzw.
Testteilchen A, B, C, dann messe A in einem Bezugssystem, in welchem er in Ruhe ist,
die Relativgeschwindigkeit u von C (also den Ort von C' als x¢(t) = ut + ¢o)und o’
von B (zp(t) = vt + bp). Analog messe B im Bezugssystem, in welchem er in Ruhe sei
(2’3(t) = 0), die Relativgeschwindigkeit v von C (2, (t) = v/t + ¢;). Damit ist

0= rp(t) = zp(t) +a+ wt

und somit ¢ = —by und w = —u. Damit nun z((t) = ut + ¢o + a + wt sein und damit
u' =wv—wu. Also gilt u=v+u'.

Das miisste dann insbesondere auch gelten, wenn eines der Teilchen Licht ist. Aber
Experimente zeigen, dass die Lichtgeschwindigkeit (bzgl. eines festen Bezugssystems)
konstant ist. (Sie hdngt insbesondere nicht von Geschwindigkeit der emittierenden Quelle
ab.) Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum in allen Bezugssystemen
gleich.$

Will man also auch Bewegungen von Teilchen, deren Geschwindigkeiten nicht mehr
geniigend klein verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit sind, oder von Licht selbst
beschreiben, reicht die Newtonsche Theorie nicht mehr aus.

Fiir seine spezielle Relativititstheorie (SRT) verfasste Einstein zwei Postulate:?

*die Newton kannte

TDamit legt man insbesondere einen Begriff von ruhend in einem Bezugssystem fest: Ein Korper
ist in einem Bezugssystem in Ruhe, wenn es zu jedem Zeitpunkt, die gleichen rdumlichen Koordinaten
hat.

tEs kann auch A € O(3) und zusétzlich ¢ ++ —t erlaubt sein, also rdaumliche Spiegelung und
Zeitspiegelungen einschlieffen. Das héngt davon ab, welche Naturgesetze man genau betrachtet. Lésst
man zum Beispiel Reibung zu, sind Zeitspiegelungen keine erlaubte Transformation sein. Weiterhin
gibt es rechts- und linkshéndige Neutrinos, die sich echt anders verhalten, s. https://de.wikipedia.
org/wiki/Paritédtsverletzung.

SExperiment (1887): https://en.wikipedia.org/wiki/Michelson%E2%80%93Morley_experiment

YEinstein verfasste die SRT insbesondere fiir die Elektrodynamik [3]. Die Maxwellgleichungen
(~1865, https://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen) kann man aber auch so lesen, dass
sie schon eine konstante Lichtgeschwindigkeit voraussagen. Aber es gab zu dieser Zeit verschiedene
konkurrierende Theorien des Elektromagnetismus, z.B. basierend auf Ather. Dieses Ather sollte
eigentlich im obigen Experiment von Michelson und Morley nachgewiesen werden.


https://de.wikipedia.org/wiki/Parit�tsverletzung
https://de.wikipedia.org/wiki/Parit�tsverletzung
https://en.wikipedia.org/wiki/Michelson%E2%80%93Morley_experiment
https://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen

1.2. Spezielle Relativitédtstheorie (SRT)

Dazu ist ein Inertialsystem noch immer ein Bezugssystem, in dem sich ein kréftefreier
Korper gleichférmig bewegt.

(1) Das Relativitatsprinzip: Die Gesetze der Physik (Newton II (F' = ma*), Elektro-
dynamik) sind in allen Inertialsystemen die gleichen. Es gibt insbesondere kein
bevorzugtes Inertialsystem.

(2) Die Geschwindigkeit von Licht im Vakuum ist konstant und héngt insbesondere
nicht von der Geschwindigkeit der Quelle ab. Nichts bewegt sich schneller als die
Lichtgeschwindigkeit.

Das erste Postulat ist immer noch das im Newtonschen (mit ‘'mehr Gesetzen’) — al-
lerdings wird das hier nicht mehr implizieren, dass die zwei Intertialsysteme mittels
einer Galileo-Transformation auseinander hervorgehen, da diese die Newtonsche Ge-
schwindigkeitsaddition impliziert, was der konstanten Lichtgeschwindigkeit im zweiten
Postulat widerspricht.

Um das Postulat zur Lichtgeschwindigkeit zu implementieren, betrachtet man nun
Zeit und Raum nicht mehr getrennt voneinander sondern als R x R3. Fiir (v%, 7 =
(v, v2,03)) € R x R? soll hierbei die erste Koordinate die Zeit sein und die anderen die
rdumlichen Koordinaten sein. Eigentlich ist das ungiinstig, weil Zeit und Lange andere
Einheiten tragen und man damit das eigentlich nicht in einen Vektor zusammenfasst.
Aber wir denken bei v° in Wirklichkeit an Lichtgeschwindigkeit mal Zeit, was nun auch

die Einheit Lénge hat.

In R x R? sind nun durch die konstante Geschwindigkeit insbesondere die Bahnkurven
von Lichtteilchen festgelegt — ndmlich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit ¢ ~
3-108 = Solche Bahnkurven nennen wir lichtartige Geraden. Die Lichtgeschwindigkeit
wird oft vereinfachend auf ¢ = 1 gesetzt und es wird ohne Einheiten gearbeitet.
Machen wir auch, das hat den kleinen Vorteil, dass wir obiges Einheitenproblem nicht
mitschleppen miissen. Es hat den grofieren Nachteil, dass man die Einheiten nicht sieht
und es nachdenken muss, ob irgendwas nun mit ¢ oder ¢? geht.

Dazu wird die SRT im Minkowskiraum M beschrieben: M = R* = R x R? mit dem
inneren Produkt 7, definiert durch die Matrix J:=diag(—1,1,1,1), d.h. fiir v,w € R*
gilt’

4 B

n(v,w):=(v, Jw) = v Jw = =" + v'w! + v2w? + V3w + viw? = nesv*w’.
Der letzte Ausdruck eigentlich eine Summe tber alle «, 3, aber wir verwenden die
FEinsteinsche Summenkonvention, in der iiber wiederkehrende Indizes, die einmal oben

und einmal unten stehen, automatisch summiert wird.

Analog definiert man Minkowskiraum R>™ mit m rdumlichen Koordinaten.

*m wird dann nicht mehr konstant sein..
TIn dieser Schreibweise steht Nap fir die Eintrdge der Matrix J = diag(—1, 1,1, 1). Griechische

Indizes a, 3, ... stehen im Folgenden immer fiir Koordinaten einschliefflich der nullten Koordinate, der
Zeitkoordinate, wiahrend wir fiir rein rdumliche Koordinaten i.A. lateinische Indizes i, j, ... verwenden
werden.

Vorl. 2
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Satz 1.2.1 (Borchers-Hegerfeldt [2]). * Sei M = R x R® = RY3 versehen mit dem
Innenprodukt n(v,v):=— (v9)2 + (v1)? 4+ (v3)% + (v3)%. Sei T: M — M eine bijektive
Abbildung, welche lichtartige Geraden auf lichtartige Geraden abbildet. Dann ist T eine
affine Abbildung. Die Menge solcher Abbildungen bilden eine Gruppe, die durch

(i) die Lorentzgruppe (Das ist die Invarianzgruppe vom Minkowskiraum, s. Lem-
ma [.2.2.)

(i) Translationen von M
(iti) Dilatationen (Multiplikation mit einem Skalar)
erzeugt wird.

Wir ignorieren vorerst die Dilatationen, dazu mehr auf Seite 11.

Wir schreiben auch (v, w)r:=n(v,w) und |v|2:=n(v,v) — beachten Sie, dass |v|2 auch
negativ sein kann. Nach Konstruktion hat das Licht zu jedem Zeitpunkt einen Ge-
schwindigkeitsvektor v € R* mit |v|2 = 0, einen sogenannten lichtartigen Vektor. Fiir
ein Teilchen mit rdumlicher Geschwindigkeit kleiner der Lichtgeschwindigkeit ist der
Geschwindigkeitsvektor im

t =10 Beobachter/Testteilchen Minkowskiraum zeitartig,
Licht n(vi,v1) <0, d.h. [v|3 < 0. Raumarti-
d.h. vy ist zeitartig ge Vektoren, also |v‘% >0,
O vy o entsprachen einer raumli-
n(ve,v2) = 0, unphysikalisch chen Geschwindigkeit gro-
d.h. vy ist lichtartig - T}(Ug.., v3) >0, d.h. Ber der Lichtgeschwindig-
3 v3 ist raumartig . .
i keit und sind daher nach
Postulat unphysikalisch.

Wir wollen nun die Lorentzgruppe naher bestimmen:

Lemma 1.2.2. Sei M der m + 1-dimensionale Minkowskiraum. Sei p: M — M eine
bijektive Abbildung, die das Minkowskiprodukt erhdlt, d.h.

n(e(x), o(y)) =n(x,y) fir alle z,y € M.

Dann ist ¢ linear, und es gibt eine Matriz A € O(m,1):={A € Mr(m+1) | ATJA = J},
so dass p(x) = Ax gilt. Solche Abbildungen heiffen Lorentztransformationen.

Beweis. Sei wy :=p(x+y) — ¢(z) — ¢(y), Angenommen w, , # 0. Dann gibt es einen
Vektor w’ mit n(w’, wy,,) # 0, und wir haben

0 #n(p(z +y) — ¢(@) = p(y),w') =l +y, 0~ (W) =nlz, ¢~ (W) = nly, ¢~ ()
=n(0, ¢~ (w")) =0.
*gilt analog auch fir M = R>™ mit n > 3

TDiese Gruppe ist auch die Invarianzgruppe der Maxwellgleichungen, die die Propagation von
elektromagnetischer Strahlung, wie z.B. Licht, beschreiben.
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Analog sieht man p(Ax) = Ap(x). Also ist ¢ linear und kann durch eine Matrix A
beschrieben werden. Wir haben also

2 Jy = n(z,y) = n(Az, Ay) = (Az)T J(Ay) = 2T AT J Ay

fiir alle z,y € M. O

Bemerkung I.2.3. Die reine Anderung der Zeitrichtung (2%, %) — (—2°, %) ist eine

Lorentztransformation. Wenn man sich fiir diese nicht interessiert, kann man
CT(m + ].)Z:{A € O(m, 1) | ai; > 0}

betrachten — die zeitorientierungserhaltenden Lorentztransformationen. Diese sind eine
Untergruppe von O(m, 1). Die folgenden Transformationen erzeugen £'(m + 1) (nicht
minimal erzeugend).

(i) Rotationen in rdumliche Richtungen:

R:_<(1) g) B e SO(m) = {AcO(m)| det A=1}.

(ii) Réumliche Spiegelungen: Wir betrachten erst einmal den Fall m = 2: Ist B €
0(2) \ SO(2), hat also die Form (cosa sma

. )7 dann erhdlt man in (i) noch
sina  —cosa

immer ein Element aus £7(3) (=Rotation um den Winkel o und dann Spiege-
lung an der x»-Achse). Insbesondere ist Sp:=diag(1,1,—1) € LT(3). Analog ist

Spi=diag(1,...,1,—-1) € LN (n +1).

(iii) Lorentz-Boosts:
coshn sinhnp 0

L717:: sinhn coshn O
0 0 Id
und analog fir allei =1,...,m
coshn 0 sinhn 0
i 0 Idi—1-1 0
Lyi= sinh 7 0 coshn 0 neRr
0 0 0 Idy—s,m—i

Diese Matrizen kann man als die 'Rotationen im hyperbolischen’ ansehen, da
cosh? ) — sinh? ) = 1 ist, vgl. auch UA 5.

Eigenzeit eines Testteilchens: Ist ein Testteilchen in einem Bezugssystem (¢ =
2%, 2%) in Ruhe, sei t die auch fiir das Testteilchen vergehende Zeit, die Eigenzeit.
Es bewege sich in diesem Bezugssystem nun ein Beobachter raumlich mit konstanter
Geschwindigkeit ' — also im Minkowskiraum entlang x(t) = (¢, )T (wir ignorieren hier
Translationen). Dann ist 4¢(¢) = (1, %) und wird im Falle von drei Raumdimensionen



I. Vor der allgemeinen Relativitdtstheorie

Vierergeschwindigkeit genannt. Da die Geschwindigkeit des Beobachters kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit sein sollte, muss |0] < 1 sein.

Welche Zeit vergeht fiir den Beobachter? Dazu verwenden wir eine Lorentztransformation
A, so dass Axz(t) die Form (s(t),0)T hat, also sich der Beobachter bzgl. des neuen
Bezugssystems in Ruhe befindet, vgl. UA 5. Eine solche Lorentztransformation existiert
immer, ist jedoch nicht eindeutig. Allerdings ist s(t) modulo Vorzeichen eindeutig
bestimmt: Da A das Minkowskiprodukt erhilt, gilt —s(t)? = —t? + |0]%t? = —n(&, @)t2.
Nun ist fiir den Beobachter s(t) die verstreichende Eigenzeit und nicht das urspriingliche
t, was einfach nur die Parametrisierung beschrieb. Parametrisieren wir z(¢) um mittels

r=s(0). als 2= ( 55 ) = (e ﬁ)T denm ist Ao/(r) = (r,0)7,

also ist der Beobachter nach Figenzeit parametrisiert.”

Habe der Beobachter nun keine konstante raumliche Geschwindigkeit, dann gibt es
keine Lorentztransformation, die seine Kurve auf die 2° abbildet. Aber infinitesimal
ist das natiirlich immer méglich! und definiert so auch den Begriff der Eigenzeit:

dr = /—n(&(t), 2 (t))dt — d.h. zwischen x(to) und x(t;) vergeht fiir den Beobachter die

Eigenzeit
/t (@), #(0))dt.

Ist der Beobachter schon in Eigenzeit parametrisiert, ist insbesondere n(&(t), ©(t)) =
—1 fiir alle ¢t. Im Folgenden seien unsere Beobachter immer schon in Eigenzeit und
in unsere 'feste Zeitrichtung’ parametrisiert, also eine zukunftsgerichtete zeitartige
Kurve v: I — M mit n(%,%) = —1 (zeitartig: n(¥(¢),¥(t)) < 0 und zukunftsgerichtet:
P0(t) > 0).

In Koordinaten z® wird die allgemeine Formel fiir die Eigenzeit eines Beobachters oft
als

dr? = —napdr®dz” (1.3)

geschrieben. Das ist erst einmal nur eine formale Schreibweise, die an die Tensoren-
schreibweise® angelehnt ist.

Wie muss man das lesen? Erstens ist hier dz® als eine Finsform gemeint, d.h. als
lineare Abbildung dz®: R"*! — R, definiert durch® dx®(9,s) = 62. Allgemein ist fiir

*Fir eine (parametrisierte ) Kurve a: t € I C R — R™ heifit ¢ Parameter und fiir ein Diffeomor-
phismus ¢: J — I ist &(s):=a(p(s)) eine Umparametrisierung von «. Die Kurven a und & haben das
gleiche Bild in R™.

td.h. fiir jeden Punkt der Kurve gibt es eine Lorentztransformation, die den Geschwindigkeitsvektor
auf (—1, G)T abbildet und damit infinitesimal die Eigenzeit definiert. Das ist analog zur Aussage in der
Kurventheorie im euklidischen R™, dass jede regulire Kurve z(t) (reguldr = nirgends Geschwindigkeit
4 = 0) nach Bogenldnge parametrisiert werden kann, d.h. (&, %)euw1. = 1.

tyvgl. (I1.6)

§8,;::aw,; = 6% ist hier als der Einheitsvektor im euklidischen Raum R™ in Richtung der
Koordinate zf zu verstehen. Warum da die gleiche Notation wie fiir die 3.te partielle Ableitung
verwendet wird, siche UA 14 und Seite 69
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1.2. Spezielle Relativitédtstheorie (SRT)

f: U c R — R dann die Einsform df: R¥ — R definiert als df = %dzk. Fiir
einen Beobachter, der sich entlang z(t) = (2°(¢),...,2"(t)) bewegt, ist im Punkt x(t)
der Geschwindigkeitsvektor @(t) = &®(t)0po. Dann ist dz® = £*(¢)dt. Also ist formal
Napdr®da? = —n,p2°(t)iP (t)dt? = —n(i(t), 2(t))dt? und damit das formale Quadrat

von dr = \/—n(&(t), z(t))dt.

Wie ist das mit der Eigenzeit von Licht? Sei x(t) die Kurve eines Lichtteilchens,
dann ist n(%,4) = 0 fir alle ¢t. Es gibt also keine Lorentztransformation, die x(t)
auf ein Bezugssystem abbildet, in dem das Lichtteilchen in Ruhe ist. Benutzt man
aber einfach ganz analog die gleiche Definition von Eigenzeit wie oben, so ist dr =
v/ —n(&(t), (t))dt = 0. Fiir Licht vergeht also keine Eigenzeit. Wegen Stetigkeit erkennt
man schon, um so naher die rdumliche Geschwindigkeit eines Teilchens in einem festen
Bezugssystem an der Lichtgeschwindigkeit ist, desto weniger Eigenzeit vergeht fiir das
Teilchen (s. Zwillingsparadoxon, UA 7).

Was ist mit den Dilatationen aus Satz 1.2.17 In den obigen Betrachtungen haben
wir bis jetzt nur die Lorentztransformationen verwendet. Die Translation haben auf
die Geschwindigkeit und damit auf die Eigenzeit keinen Einfluss. Verwenden wir eine
Dilatation, so wiirde sich die Eigenzeit eines Beobachters skalieren. Wir wollen aber
(erstes Postulat), dass in jedem Inertialsystem die gleichen Gesetze der Physik gelten,
also auch die gleiche Eigenzeit vergeht. Also sind die Dilatationen keine Transformation
zwischen Inertialsystemen.” Die Invarianzgruppe der SRT' ist also die Poincaré-Gruppe,
also die Gruppe, die durch die Lorentzgruppe und Translationen erzeugt wird:

Was bedeutet die konstante Lichtgeschwindigkeit fiir die Synchronisation
von Uhren? Wihrend man in der Newtonschen Theorie, ’beliebig schnell” kommuni-
zieren kann und damit einen Begriff von absoluter Gleichzeitigkeit hat (=alle Uhren zu
einer Zeit "beliebig genau’ synchronisieren kann), ist Kommunikation nun durch die
Lichtgeschwindigkeit begrenzt.

In einem Bezugssystem kann ich Uhren synchronisieren (ich weif} ja, wie lange das Licht
irgendwohin braucht), aber diese Synchronisation wird vom Bezugssystem abhéngen,
vgl. Abbildung I.1.

Hat ein Beobachter 2 eine Uhr in einem festen Abstand zu sich, schickt er einen
Lichtstrahl (gelb im Bild) los zu dieser Uhr. In dem Moment, wo dieser Lichtstrahl an
dieser Uhr ankommt (roter Punkt), wird er dort zurtickgeschickt. Der Beobachter hat die
Zeit gemessen, die zwischen Abschicken und Zuriickkommen des Lichtes vergangen ist.
Da die Lichtgeschwindigkeit konstant ist, hat das Licht die Halfte dieser Zeit gebraucht,
um zur Uhr zu gelangen. Zur Hélfte der verstrichenen Zeit, war der Beobachter gerade
in dem oliven Punkt. Also gibt die olive Gerade das Jetzt (alles was sich fiir den
Beobachter gleichzeitig ist) des zweiten Beobachters zum oliven Zeitpunkt an. Hat
der Beobachter 2, den Geschwindigkeitsvektor v, so ist die olive Gerade parallel zu
vt ={y € M |n(v,y) =0} — UA 5. Im Gegensatz dazu ist das Jetzt des Beobachter 1 —

*Strenggenommen haben wir hier verwendet, dass es in unserer Theorie iiberhaupt ein Testteil-
chen/massives Teilchen gibt. Elektromagnetismus fiir (ausschliefllich) Photonen ist dagegen auch
dilatationsinvariant.

f=die Gruppe der Transformationen, die ein Inertialsystem in ein anderes Inertialsystem iiberfiihrt

11
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I. Vor der allgemeinen Relativitdtstheorie

Beobachter 2
Beobachter 1 eobaghter Uhr in festem Abstand zu Beobachter 2%

Abb. I.1.: Wie synchronisiert ein Beobachter seine Uhren?

in Ruhe zum Bezugssystem, also Geschwindigkeit (—1,0,0,0) — durch die Hyperebenen
mit ¢ = const gegeben.

1.2.1. Kinematik und Dynamik

Ein Beobachter in Ruhe (Geschwindigkeit # = (1,0)”) misst die Relativgeschwindigkeit
eines Testteilchens der Vierergeschwindigkeit 2 als ¢ = (0,7) mit 2 = a(Z + 9). Die
Rolle von a ist nur Skalierung — wegen 7(2,2) = —1 muss a = (1 — n(9,0)) 2 sein.
(Da der Beobachter sich mit Geschwindigkeit kleiner Lichtgeschwindigkeit bewegt, ist
n(0,0) < 1.)

Was bedeutet das fiir unseren Beobachter bzgl. eines anderen Bezugssystems, das aus
obigem Ruhesystem durch die Lorentztransformation A entsteht? Dann hat der Be-
obachter im neuen Bezugssystem die Geschwindigkeit z = AZ. Sein Jetzt spielt sich
nicht mehr in der ¢ = const Ebene ab, sondern in z+:={y € M | n(z,y) = 0}. Alle
Vektoren in ' sind raumartig, vgl. UA 5. Das heifit, was der Beobachter x mit der
Relativgeschwindigkeit v wahrnimmt, ist ein Teilchen mit der Geschwindigkeit:

xr+v

2=
1 —n(v,v)

also v = A0 wegen Linearitat. Wegen n(z,v) = 0 ist n(z,z) = —ﬁ.
—n(v,v

*vgl. UA 5

12



1.2. Spezielle Relativitédtstheorie (SRT)

Testteilchen 7 =1y 4+ Beobachter Testteilchen t =10 Beobachter
) Lorentztrafo /
“— 7 /\ z x
)
2!
Abb. 1.2.: Relativgeschwindigkeit v = —@ — z von z fir den Beobachter mit Ge-

schwindigkeit z. (Der Winkel von z zur ¢ = 0 Ebene ist immer der gleiche
wie der der Zeitachse zur z.)

Newtonsch wird Dynamik durch Kréfte/Impulse beschrieben — Impuls = Masse x
Geschwindigkeit. Wir definieren nun analog den Impuls mit der Geschwindigkeit z
des Teilchens im Minkowskiraum als p = mgz, wobei mg die Ruhemasse des Teilchens
ist [Ist das Teilchen in Ruhe, also v(t) = (¢,0), dann ist p = (mg,0)".] Der Impuls
wird nun Energie-Impuls- Vektor genannt und oft statt als Vektor als 1-Form definiert:
p:=—mg7(z,.). Analog wie in der Kinematik kann der Beobachter mit Geschwindigkeit
z nur in der z-Ebene beobachten. D.h. beobachtet er ein Teilchen mit Ruhemasse mg
und der Relativgeschwindigkeit v, hat das Teilchen den Impuls:
_ mon(z+v,.)

1—n(v,0)
Ist das Teilchen relativ zum Beobachter in Ruhe, ist v = 0 und damit E:=p(z) = mq
(E ist die Energie, Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1, in der Ruhe: E = mgoc?). Die Energie ist
der Teil des Energie-Impuls-Vektors, der parallel zu x ist. Im Allgemeinen bewegten
Zustand ist dann
mo
1—=n(v,v)

— und damit ist die Energie abhangig von der Relativgeschwindigkeit. Der Teil des
Energie-Impuls-Vektors, der in o+ liegt, ist der (Dreier)Impuls (= riumliche Impuls).

Ei=p(z) =

mo

Bremsen wir ein Teilchen mit E = By e abrupt auf Relativgeschwindigkeit Null

ab. Dann muss E — mgc®> = E — mg die abgegebene’ (z.B. in Wirme umgewandelte)

Energie sein:
1
E—myg=mp|]l - ——
1—n(v,v)

Konsistenzcheck im Grenzfall n(v,v) < 1 und im Ruhesystem v = (0,7): Es ist
n(v,v) = |9]* und
- —— S0,0) + O(n(,0)?)
- = —p(v,v v,v)%).
1 —n(v,v) 2" !

*Fiir ¢ nicht auf Eins gesetzt: y(t) = (ct,0) und p = (moc, 0).

13



I. Vor der allgemeinen Relativitdtstheorie

Damit ist 3mqg|#|? der dominierende Term — also genau die kinetische Energie in der
Newtonschen Theorie.”

1.3. Gravitation in SRT?

Bis jetzt haben wir nur SRT nur ohne Gravitationsfelder betrachtet. Es stellt sich die
Frage, ob die Newtonsche Formulierung des Gravitationsgesetzes

&=-Vo, AV =A47Gp

nicht irgendwie doch mit der SRT kompatibel ist.

Das erste Problem ist, dass wir fiir SRT fiir die Bewegungsgleichung eine Formulierung
mit Vierervektoren benétigen. Auflerdem ist die zweite Gleichung AV = 47Gp nicht
Lorentz-invariant, sondern: Andert man die Dichte p in einer kleinen Umgebung dndert
sich automatisch das Potential ¥ im ganzen Raum - instantan, also schneller als das
Licht."

*Normalerweise ist Energie immer nur bis auf eine Konstante bestimmt, so dass man eigentlich die
2
mg mo|v|

Ruheenergie einfach weglassen mochte. Aber im Relativistischen ist E = \/TW ~mo + —5

fiir kleine Geschwindigkeiten v. Will man, dass Massen im nichtrelativistischen Limes Gravitation
erzeugen, kann man die Konstante mg nicht einfach weglassen.
fvgl. [11, §7.1] fiir eine erweiterte Diskussion

14



Il. Allgemeine Relativitatstheorie

I1.1. Das Aquivalenzprinzip

Das Aquivalenzprinzip, wie es schon bei Galileo/Newton vorkam, vgl. (I.1), wurde von
Einstein ausgenutzt, um es zur Grundlage fiir einen Ansatz zu machten, Gravitation
kompatibel zur SRT zu beschreiben:

In einem geschlossenen System, ohne Informationen von auflen, kann man nicht
entscheiden, ob die Bewegung durch eine Beschleunigung des Systems oder ein
Gravitationsfeld erzeugt wird. Die trage Masse ist gleich der schweren Masse.

Auswirkung des Aquivalenzprinzips auf frei fallende Teilchen

Wir betrachten ein Teilchen, auf welches ausschliellich die Gravitation wirkt. Nach
dem Aquivalenzprinzip gibt es (unabhingig von der Masse des fallenden Teilchens) gibt
es zu jeder Eigenzeit 7 = 7o des Teilchens (d7? = —n,sdy“dy”, vel. (1.3)) lokal ein
Koordinatensystem y = (3°,...,9y") € V' C R""! in welchem die Bewegung y(7) des
Teilchens zur Eigenzeit 7, die einer gleichférmigen Bewegung ist:*

d2ya
W(Tg) = 0

Wir wollen uns nun anschauen, was dies fiir ein anderes Koordinatensystem = =
x(y) € V C R"™! T bedeutet: Dann ist %ya = gZu % und gy?gz; = 65" (Alles mit
Einsteinscher Summenkonvention, vgl. Seite 7, wobei ein oberer/unterer Index, der
unterm Bruchstrich steht, insgesamt als unterer/oberer Index angesehen wird).

Wir erhalten damit (alles in 7 = 79 und =z = z(y(7))):

B d?y~ _d Oy~ dxt\  Oy* d?zt %y dx* dx¥ oz |Z
dr?2 dr \Oxr dr ) Ozt dr2  QxHOx¥ dr dr’ Oy ~
2. A 2, « i v
0= d°z ox® O0°y® dztdx _ iy Fﬁy(x)j:“j:”. (1L1)

42 T 9y0 dwrdzr dr dr
~—_———

=3, (2)

*Dieses Koordinatensystem bildet im Allgemeinen nur den freien Fall dieses Teilchens dann auf eine
Gerade in diesem Koordinatensystem ab. Fir ein benachbartes Teilchen braucht man im Allgemeinen
ein anderes Koordinatensystem.

TBei uns seien immer nur glatte Funktionen erlaubt. & — y soll lokal ein Diffeomorphismus sein,
d.h. glatt und auch die Umkehrung y — z ist glatt.

Das ist die Kettenregel angewendet bei Differentiation von y® = y®(z(y)) in y”-Richtung.

15



II. Allgemeine Relativitétstheorie

((T1.1) gilt fiir jede Koordinate A. Das sind also n + 1 (skalare) Gleichungen.)

Auch die Eigenzeit kann in den neuen Koordinaten geschrieben werden: Es ist dy® =

gy —dx* und damit
X

_ oy~ oy’
=7 Nl oxH dxv
—_———

=9puv (z):guu (z)

dr? dxtdx” .

Dann ist g,,,,: V — R eine glatte Funktion.

Wir werden das bald geometrisch interpretieren — die g,,,, als Lorentzmetrik und (I1.1)
als zugehorige Geodéatengleichung. Zunédchst aber sammeln wir, was wir iiber g und I’
wissen?

(i) Wie n = (nap) fassen wir die g, = (guv(2)) fir jedes 2 als Matrix zusammen.
Wiéhrend 7 unabhédngig vom Punkt x ist, ist das fiir g, i.A. nicht der Fall. Aber
wir haben eine glatte Funktion g: U — Matg(n + 1),  — g¢,.

(ii) Welche Matrizen g, konnen auftreten? Nach Definition von g gibt es einen
Basiswechsel, so dass g, wieder die Matrix J = diag(—1,1,...,1) ist — also g,
hat Indez 1.

(iii) Wie im Minkowskiraum gibt es in jedem Punkt x Vektoren v € R"*!1 die zeit-
/licht- /raumartig sind, also fir die g,(v,v)</=/0 gilt. Man kann nachrechnen,
dass zeitartig sein etc. nicht von den gewédhlten Koordinaten abhingt.

(iv) Beziehung g und I' — UA 9: Es gilt

1 K
P;);u = ig A (g,un,u + Guk,u — g,ul/,n) ) (112)

. 0, . . .
wobei fW::aamfu (also gk, = ag;, ) und ¢** die Koeffizienten der zu g, inversen

Matrix sind (Nach Definition von Inverser und Matrixmultiplikation gilt also:
GG = d.). Kennen wir in einem Punkt z alle Eintrége g, (z) und Fﬁy(x),
dann kennen wir auch die ersten Ableitungen g, () in diesem Punkt.

Zurick zum freien Fall:

(a) Was wissen wir iiber gqg (x(T))%(T)dde(T) als Funktion von 77

“ 0w dr dr dr 9T ar 9 A

(LD o\ da? da® daP (12
= (gm0 = 9usThy = 90T, ) G- G G = 0

d (( ))dgciaﬁ  0ap dz dz® dzP d?z® daP dz® d*zP
dr \J T

dz® dz”

Also ist gap(z(7)) % % entlang des freien Falls des Testteilchens konstant. Das
ist auch das, was wir nach der SRT erwartet haben. Die Konstante soll -1 sein (fiir
Licht wére es wieder Null).

16



II.1. Das Aquivalenzprinzip

(b) Wir wollen nun die Bahn des freien Falls durch ein Variationsprinzip interpretieren:
Fallt ein Teilchen von A = z(sg) nach B = x(s;), parametrisiert nach Eigenzeit,
ist dabei in seiner Eigenzeit ATap = s1 — ¢ vergangen.

Wie sieht es mit der Eigenzeit fiir Kurven in der Ndhe der 'Freien-Fall-Kurve’ aus?
Wir variieren den Pfad z(s) zu z(s) = x(s) + €z(s) mit z(sp) = z(s1) = 0. Also ist
ze auch eine Kurve mit den Endpunkten A und B. Hierbei sei z(s) klein genug,
dass x. noch immer zeitartig ist. Nun ist . natirlich im Allgemeinen nicht mehr
nach Eigenzeit parametrisiert, sondern es ist

B st < z?
Mrante= [ ar= [ %gaﬁ(me(s»dd; (5) 0 (s)ds

und damit

d 1 da® dz?\
eadrane) = [ 5 (“aasteto) G-

0

dxa dIﬁ dxa dZﬁ
(gaﬂ”(“s”z”“)dsds + 2900 (@) 3 g )

(a)+part.Int. 1 51 dz® daB d de
= _ o ar—axr- 27 . da , d
9 /30 (9 5’7(55(8)) ds ds 75 g 7(sc(s)) - 2 (s)ds

1/ dz® dz® dx’® dz® d?z
I o -~ 2l
- 2/ (gaﬁa')’(l‘(s)) dS dS 2904776(3?(8)) dS dS 290"‘/(‘/1’-(5)) d$2 )Z (S>d8

S0

__1 dzd dxB
=—5(958,v—98~.5) "5 “&5

d*z® o dx° da’

= _/ gcw(m(s) <d82 + Fﬁédsds) Z’Y(S)dS =0.

(Wir hétten auch direkt (B.1) anwenden kénnen.)

Die Kurven des freien Fall sind also kritische Punkte der Eigenzeit (hier immer
verstanden bzgl. Perturbationen z.(s) mit festen Anfangs- und Endpunkten).
Andersherum folgt analog, dass eine zeitartige Kurve z(s) ein kritischer Punkt in
der Eigenzeit, nach Umparametrisierung in Eigenzeit”, die Kurve des freien Fall
eines Beobachters ist.

(c) Analog zum letzten Fall kann man nachrechnen, dass die Kurven des freien Falls ~ Vorl. 4
genau die kritischen Punkte des zugehorigen Energiefunktionals

11 dz® dx?
E(xe)/so igaﬁ(xe(s)) I ds ds, (I1.3)

L(we(s),2e(s))

*Ist z(s) eine Parametrisierung einer zeitartigen (differenzierbaren) Kurve, dann gibt es immer
einen Diffeomorphismus ¢(u) = s, so dass y(u) = z(p(u)) eine Parametrisierung der gleichen Kurve
mit g(Ouy, Ouy) = —1 ist.

tSchaut man nach allen kritischen Punkten der Eigenzeit, erhilt man auch lichtartige Kurven.
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II.

Allgemeine Relativitdtstheorie

die zeitartig sind, UA 10. Insbesondere sind kritische Punkte Kurven, die automa-
tisch proportional (d.h. bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) nach Eigenzeit
parametrisiert sind. Man erhélt auch kritische Punkte, die raumartige bzw. licht-
artige Kurven sind. In jedem Fall ist dann g,s(2)2%3” konstant in entlang der
Kurve.

Um die Gleichung (II.1) fiir gegebenes g,,,, explizit zu berechnen, kann man zwar mit
(I1.2) direkt die I' berechnen und einfach einsetzen. Vom Rechenaufwand empfiehlt
sich allerdings zu nutzen, dass die Kurven des freien Falls kritische Punkte des
Energiefunktionals sind und deshalb die zugehorige Differentialgleichung wie in
(B.1) berechnet werden kénnen, vgl. UA 10.

Hier ein einfaches Beispiel:

Im Minkowskiraum ist gog = nas (mit n = diag(—1,1,...,1)) und damit
. . .
L(x(),£(5)) = 5t ()37 (5).
Die Gleichungen (B.1) sind dann

2 (1o (5)) = 0.

Also ©%(s) = ¢® = const und z%(s) = ¢*s + d®. Die Kurven freien Falls von
Teilchen sind also die zeitartigen Geraden im Minkowski (zeitartig, da £ genau
—ds? fiir s die Eigenzeit ist.).

11.1.1. Interpretation der Raumzeit als Lorentzmannigfaltigkeit

Das Aquivalenzprinzip ist erst einmal nur ein Indiz dafiir, dass man die Gravitation
iiber Raumzeitgeometrie beschreiben kann. Wére das nicht so, wiirden wir schon bei
dem freien Fall im letzten Abschnitt fiir jedes Mmschwer/Mtrage €in anderes g, und
damit andere I erhalten. Das wére z.B. der Fall, wenn wir etwas dhnliches in der
Elektrodynamik probieren wiirden. Dort wiirden die verschiedenen g/m Verhéltnisse
auftauchen.

Aber es heif3t natiirlich nicht, dass es funktioniert die Gravitationstheorie als geo-
metrische Theorie zu modellieren. Man muss spéter priifen, dass das wirklich eine
brauchbare Gravitationstheorie ist, d.h.
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o Die Newtonsche Gravitationstheorie muss im nichtrelativistischen Limes (d.h. bei
Geschwindigkeiten, die klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind) bei schwa-
chen Gravitationsfeldern auf dem Niveau der Vorhersagen von Beobachtungen
erhalten werden.

e Gewisse physikalische Konsistenzbedingungen sollten erfiillt sein, z.B. keine
lokale Propagation von Gravitationseffekten schneller als das Licht. Das muss
insbesondere in den Feldgleichungen (das werden die Einsteingleichung plus die
Materiegleichungen sein) implementiert sein.



II.1. Das Aquivalenzprinzip

« Die Theorie muss durch Experimente bestétigt sein (die allerwichtigste Bedingung,
die kann im Zweifel auch die beiden oberen ersetzen).

Wir interpretieren die g, die lokal die Kurve des freien Fall des Teilchens im letzten
Abschnitt bestimmt haben, als Metrik in lokalen Koordinaten. Dazu verkleben wir
zuerst einmal die verschiedenen lokalen Koordinatensysteme zum unterliegenden Raum
— das fithrt zum Begriff der Mannigfaltigkeit:*

Definition I1.1.1. Seien M und A Mengen. Seien V,, C R™ U, C M Teilmengen
und k,: U, — V, bijektive Abbildungen fiir o € A, so dass gilt

(i) es gibt eine abzéahlbare Teilmenge A1 C A mit Uyea, Uy = M,
(ii) Ka(Us NUg) ist offen in R™ fiir alle o, 5 € A.
(ili) kgoky': ka(Ua NUg) — kg(Uy NUg) ist fiir alle a, 8 € A glatt.
(iv) zu je zwei Punkten p,q € M ein o € A, so dass p,q € U, ist."

Dann nennen wir M eine glatte Mannigfaltigkeit mit glattem Atlas (Uy, Ka)aca, und
Dimension m.

Ist M bzgl. der glatten Atlanten (Us, Ka)aca, bzw. (UL, K.)aca, jeweils eine glatte
Mannigfaltigkeit, so dass die Vereinigung der beiden Atlanten wieder ein glatter Atlas
fiir M ist, sagen wir, dass beide Atlanten die gleiche glatte Struktur fir M definieren.*

Mit der letzten Definition werden aus Koordinaten auf V,, C R™ mittels der Karten
Ko Uy = Vg lokale Koordinaten auf U, C M definiert. Bedingung (iii) ist dann eine
"Kartenkompatibilitdtsbedingung’. Bedingung (i) und (iv) sind grob gesagt dazu da,
topologische Pathologien auszuschlieflen.

(ii) angewendet auf o = § impliziert insbesondere, dass V,, C R™ offen ist.

Beispiel I1.1.2. (i) Sei M C R" und m < n. Dann heifit M m-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R™, falls es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung
U c R™ von p, eine offene Menge V C R™ und eine glatte Abbildung F: V — U
gibt, so dass gilt:

i) FV)=MnUund F: V — MNU ist ein Homéomorphismus.

*Wir sammeln hier jeweils nur die wichtigsten Begriffe und Intuitionen, um in der ART weiter zu
kommen. Fiir Ausfiihrlicheres schauen Sie in Biicher/Skripte der Differentialgeometrie oder [5]. Die
Definition fiir glatte Mannigfaltigkeiten hier ist auch nicht die die man standardméfig in den meisten
Biichern findet, ist aber dquivalent.

Timpliziert, dass die auf M induzierte Topologie Hausdorff ist. D.h. um je zwei verschiedene Punkte
gibt es zwei disjunkte offene Umgebungen — man sagt ’Punkte kann man trennen’.

YEs kann passieren, dass wenn man nur die topologischen Informationen von M behélt, es dazu
verschiedene glatte Strukturen geben kann, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_
structure und https://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_R4. Das ist fiir uns hier aber nicht relevant.
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(i)

ii) Die Jacobimatrix (eine n x m — Matrix)

ORI 2 C)

OF OF . ,

D, F = axl(‘r)a-“’axm(‘r) = . .
oF, (l‘) oF, (CE)

Ozt o Qam

(wobei F(z) = (Fi(z),...,F.(2))T) hat fiir alle z = (2%,...,2™)T € V
maximalen Rang, also Rang m .

Die Abbildung F heif3t lokale Parametrisierung von M. Die Untermannigfaltigkeit
M ist eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit Karten gegeben durch
ki=F"1: U:=MNU — V. Un wirklich die Mannigfaltigkeitsdefinition von eben
zu Uberpriifen, muss man noch zeigen, dass abzdhlbar viele dieser Karten M
iiberdecken und man zusitzlich noch Karten wéahlen kann, die insbesondere
Bedingung (iv) erfiillen. Die Idee fiir solche Karten ist: Wir wéhlen einen Weg
zwischen p und ¢ und verdicken diesen zu einer Menge fiir den Definitionsbereich
der Karte. Sind p und ¢ in verschiedenen Zusammenhangskomponenten, reicht es
die Vereinigung zweier Karten um p bzw. ¢ zu wahlen.

Als Beispiel schauen wir uns S™:={z € R™*! | (21)2+...+(2™*1)2 =1} c R™*!
an. Das ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™+!: Mégliche Karten
werden durch stereographische Projektion von verschiedenen Punkten gegeben.
Z.B. kann man mit drei solcher Karten alle Bedingungen aus Definition I1.1.1
direkt erfiillen.

Anstatt mittels lokalen Parametrisierungen zu tiberpriifen, ob eine Mannigfaltig-
keit eine Untermannigfaltigkeit ist, bietet sich oft an, dass Kriterium vom reguldren
Wert zu nutzen: Gibt es fir jeden Punkt p € M eine Umgebung U c R»="Fk
und eine glatte Funktion f: U — R¥, so dass 0 € R* reguldrer Wert® und
f~10) = U N M ist, dann ist M C R” eine m-dimensionale Untermannigfaltig-
keit.

Dieses Kriterium hitten wir auch anwenden kénnen, um zu sehen, dass S™ C R™*!
eine Untermannigfaltigkeit ist. Dazu verwenden wir f: R™™! — R, o — |z]? — 1.
Dann ist f~1(0) = S™ und D, f = (21,...,22™). Fiir alle € S™ hat D, f Rang
1, also maximalen Rang.

Sind M; und M, glatte Mannigfaltigkeiten, dann auch M; x Ms:

Ist (Un, Ko )aca glatter Atlas von M; und (U[;,KIB)BEB von My, dann ist (U, X
Ué, Ko X H%)(Q,B)GAxB ein glatter Atlas von My x M.

*0 ist reguldrer Wert von f: U C R™ — R* mit k < n, falls fiir jeden Punkt = = (zb,..., 2" eV
mit f(z) = 0 die Ableitung Dy f = ( of ..., %) (eine k x n-Matrix) maximalen Rang hat.)
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II.1. Das Aquivalenzprinzip

Bemerkung I1.1.3. Grobe Daumenregel bei der Definition von Begriffen ist: Man
iiberlegt sich zuerst, was das ganze auf Untermannigfaltigkeiten® ist oder sein sollte (das
ist i.A. anschaulicher) und versucht das zu verallgemeinern. Man muss nur aufpassen,
dass fir diese Verallgemeinerung der Begriff nicht von der Einbettung M C R™ abhédngen
darf.

Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C R™, wie S™ oben, ist es leicht, zu sagen, was ein
Tangentialvektor, ein Tangentialraum ist: Der Tangentialraum 7, M an M im Punkt p
besteht aus allen Vektoren v € R”™, fiir die es eine Kurve ¢: (—¢,€) — M mit ¢(0) =p
und ¢(0) = v gibt. Ein solches v heifit Tangentialvektor in p. Die Differentiation ¢
wird hier im umliegenden Raum R™ durchgefiihrt, in dem man ¢ als Abbildung in
R™ auffasst. Haben wir keinen umliegenden Raum, geht das nicht, aber wir kénnen
die Kurven ¢ benutzen, um Tangentialvektoren zu definieren. Dabei miissen wir aber
beachten, dass verschiedene ¢ den gleichen Tangentialvektor beschreiben kénnen.

Definition I1.1.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei p € M. Ein Tangentialvektor
an M im Punkt p ist eine Aquivalenzklasse von glatten Kurven c: (—e,¢) — M mit
e > 0 und ¢(0) = p, wobei zwei solcher Kurven ¢; und ¢y dquivalent heiflen, falls fiir
eine Karte k: U C M — V C R™ mit p € U gilt:

d d
Jl=o(rocr) = Zlio(koca).

Fiir die Aquivalenzklasse von ¢ schreiben wir [c],. Die Menge
T,M:={[c], | c: (—e,€) = M,k oc glatt ,c(0) =p}

heifit Tangentialraum von M im Punkt p.

Bemerkung II.1.5.

(i) Die Definition des Tangentialvektors in p € M héngt nicht von der gewédhlten
Karte ab: Sei x': U’ ¢ M — V' € R™, p € U’, eine zweite Karte um p, s.
Abbildung 11.1. Dann ist’

d d ettenrege d
le—o(w'oe) = Zlemo(('0r™)o(koc) "M E ! Dy on ) <dt|t—0(f€ o d)'
Da der Kartenwechsel ' ox ™! ein Diffeomorphismus ist, ist DK or 1) bijektiv.

Also ist L]i—o(k' 0 1) = 4|,_(K" 0 ¢2) genau dann, wenn |,—o(k o c;) =
Zli=o(r o ¢a) gilt.

*Fir jede glatte Mannigfaltigkeit M gibt es ein n € N und eine injektive glatte Abbildung M — R™,
so dass das Bild von M Untermannigfaltigkeit im R"™ ist. Das ist der Satz von Whitney [5, Satz 1.3.31].
In der ART wird die Raumzeit aber nicht als Untermannigfaltigkeit in einem umliegenden Raum
betrachtet, weil der keine Bedeutung hétte.

TWir verwenden manchmal D statt d, um zu unterstreichen, dass es sich um eine Abbildung
zwischen euklidischen Rdumen und damit um eine ’Standardrichtungsableitung’/Jacobimatrix handelt.
Vgl. auch UA 14
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- ko (k)1 -

' (U'y ¢ R™ k(U) C R™

Abb. II.1.: Kartenwechsel

(ii) Die Abbildung
d
dpk: TyM — R™, [c], — £|t:0(m oc)

ist wohldefiniert und bijektiv [5, Lemma 1.3.12]. Mittels d,x kann man T, M die
Struktur eines Vektorraumes verleihen, die auch wiederum unabhéngig von der
Karte ist, vgl. [5, Def 1.3.13 und darunter|. Insbesondere ist d,~ dann auch eine
lineare Abbildung. In Anlehnung an die Notation im R™ schreiben wir fiir [c], in
Zukunft zumeist ¢(0). Analog ¢(t):=[co (. +t)]cw)-

Wir werden aber sowieso zumeist in Karten und lokalen Koordinaten rechnen.
D.h. fiir uns ist der wichtige Punkt hier, dass eine Basis von R™ durch (dpx)~!
auf eine Basis von T, M abgebildet wird. I.A. nutzen wir die Standardbasis e;
vom R™ zu den Standardkoordinaten z° und erhalten so mit*

1o} _
8zi|p3:%‘p5:(dp””) 1(61')

eine Basis von T, M.

*Das wir hier die gleiche Notation fiir Vektoren in Koordinatenrichtung verwenden wie bei
der partiellen Ableitung, hingt damit zusammen das alles sehr verwandt und verwoben ist: Die
Richtungsableitung einer Funktion in Richtung des Vektors einer Koordinatenrichtung ist genau die
partielle Ableitung in diese Richtung.
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(iii) Ein glattes Vektorfeld X auf M ordnet jedem p € M ein Element X (p) € T,M
derart zu, dass fiir jede Karte x: U C M — V C R™ von M das Vektorfeld auf U
als X(p) = X’(/ﬁ(p))%b mit glatten Funktionen X%: V C R™ — R dargestellt
werden kann. Es reicht, diese Darstellung fiir Karten zu tiberpriifen, die M
iiberdecken, vgl. UA 11. Die Menge der glatten Vektorfelder auf M bezeichnen
wir mit X(M).

Oft wird zwischen p € M und = = k(p) € R™ nicht explizit unterschieden, da x

ja sowieso ein Diffeomorphismus ist und man schreibt kurz X = X* agi‘

(iv) Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten und f: M — N. Wir sagen f
ist stetig/glatt in p € M, falls fiir eine Karte x: U C M — V C R™ um p (d.h.
p € U) und eine Karte 5: U C N — V C R" um f(p) die Abbildung

Rofor LV oV

stetig/glatt in k(p) ist. Der Begriff ist unabhéngig von der Wahl der Karten, vgl.
UA 11. Dann nennen wir dp, f : T, M — T,y N gegeben durch d,, f([c],) = [foc] ¢
die Tangentialabbildung von f in p € M. Diese Abbildung ist linear und kompatibel
mit der Differentiation in den Karten, im Sinne, dass dg(,)&[f o c|¢p) = Dypy (R0
o N (dpr([c]p)), vel. UA 13.4.

Bemerkung II.1.6. Als néchstes wollen wir eine Struktur einfiihren mit der wir
Langen von Vektoren bestimmen kénnen und die im Spezialfall das Minkowskiprodukt
auf dem Minkowskiraum bzw. das euklidische Skalarprodukt im R™ mit einschlief3t.

Fir Untermannigfaltigkeit kriegen wir diese Struktur durch das euklidische Skalarpro-
dukt des umliegenden Raum geschenkt: Wir schranken in jedem Punkt p der Unter-
mannigfaltigkeit M C R™ das Skalarprodukt auf den Untervektorraum 7, M C R™ ein
und erhalten das, was in der elementaren Differentialgeometrie ("Kurven un Flichen’)
die erste Fundamentalform I,(X,Y):=(X,Y) fir X,Y € T,M genannt wird. Die erste
Fundamentalform ist in jedem Punkt der Untermannigfaltigkeit eine positiv definite
symmetrische Bilinearform und héngt glatt vom Punkt ab, siehe die folgende Definition.

Schriinkt man analog das Minkowskiprodukt auf eine Untermannigfaltigkeit M C R™*+!
ein, ist die Einschrankung noch immer eine symmetrische Bilinearform, die glatt vom
Punkt abhéngt, die aber sowohl positiv definit (z.B. fiir M = {z° = 0}), nichtentartet
vom Index” 1 (z.B. fir M = {z! = 0}) aber auch entartet sein kann (z.B. ist die
induzierte Bilinearform fiir M = {¢(1,1,0,...,0) € R"*! | t € R} konstant Null).

Wir wollen angelehnt an das euklidische Skalarprodukt und das Minkowskiprodukt,
nun allgemein ein solches Produkt fiir Mannigfaltigkeiten definieren.

Definition I1.1.7. Eine semi-Riemannsche Metrik g ist eine Abbildung, die jedem
Punkt von M eine nichtentartete symmetrische Bilinearform g, auf T}, M zuordnet, so

*Index einer nichtentarteten Bilinearform = Anzahl der negativen Eigenwerte
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dass diese Zuordnung glatt vom Basispunkt abhéngt, d.h. fiir jede Karte k: U C M —
V C R™ um p ist die Abbildung

0 0
gij: V= Ragij(v)::gnfl(v) ((W|Kl(v)7 8uj|”1(v)>

glatt.

Ist der Index von g Null (Also Null fiir g, und alle p), nennen wir die Metrik Riemannsch
und (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist der Index von g Eins, nennen wir g
eine Lorentzmetrik und (M, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Es ist also (gij(v € V));; die Matrixdarstellung der Bilinearform g,.-1(,) in lokalen
Koordinaten.

Bemerkung I1.1.8. (i) Index 1 heifit, dass es in jedem Punkt eine Basis e, ..., e,
von T, M = R"*! gibt, so dass g, = diag(—1,1,...,1) ist.

(if) In Analogie zum Minkowskiraum nennt man einen Vektor v € T, M zeit-/licht-
/raumartig, falls g,(v,v)</=/0 ist. Der Lichtkegel im Punkt p € M besteht
dann aus der Menge der lichtartigen Vektoren in 7}, M.

(iii) Wie die letzte Definition — in einem Punkt mittels Lineare Algebra und bei Varia-
tion des Punktes glatte Abhéngigkeit — werden viele Gréfien in der ART /Diffgeo
definiert und so dann auch mit ihnen gearbeitet.

Beispiel I1.1.9 (Beispiele fiir Metriken).
(i) Minkowskiraum mit Minkowskiprodukt ist eine Lorentzmannigfaltigkeit

(if) Ist M C R™ eine Untermannigfaltigkeit, dann erhalten wir durch einschrinken des
Skalarproduktes in jedem p € M auf den Tangentialraum T, M eine Riemannsche
Metrik auf M, vgl. auch Bemerkung I1.1.6. Diese Metrik nennen wir auch induzierte
Metrik. Fir ein explizites Beispiel siehe auch Beispiel 11.1.13.

(iii) Sei (X,h) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und f: I — R,
I ein Intervall, eine glatte positive Funktion. Dann ist das wverzerrte Produkt
(warped product) M:=I x ¥, g = —dt? + f(t)?h, eine Lorentzmannigfaltigkeit.
Hierbei lesen wir die Metrikdefinition wie folgt: Fir p = (s,q) € I x X ist
T,M = T, x T,%, UA 20(i), und fir v = (v}, v?),w = (w',w?) € T,M ist
gp(v,w) = —vrw! + f(t)?hy,(v,w). Ist f =1, nennen wir g Produktmetrik.

(iv) de-Sitter Raum = einschaliges Hyperboloid mit Metrik induziert vom Minkowski-
raum: ST (r):={xz € R™*! | n(z,z) = r?} gibt eine Lorentzmetrik, UA 12.

(v) Anti-de-Sitter Raum H™(r) = {x € R™T! | (20)2 — (21)? +Zl o(@ 29?2 = —r?}
mit Metrik induziert durch g(z,y) = —(2°)? — (2')? + Y, (2%)?, UA 12.
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11.1.2. Kovarianzprinzip - Tensoren

In der allgemeinen Relativitdtstheorie postulieren wir noch immer das Relativitats-
prinzip — allerdings in verallgemeinerter Form: In allen Koordinatensystemen (also fiir
alle Beobachter) sollen physikalische Gesetze die gleiche Form haben. Das wird im
Allgemeinen als Kovarianzprinzip ausgedriickt:

Damit eine Gleichung in einem allgemeinen Gravitationsfeld gilt, muss mindestens
gelten:

(i) dass wenn in einem Koordinatensystem in einem Punkt, wo gag = Nag ist und
die F;}V von gag verschwinden, die Gleichung mit den Gesetzen der speziellen

Relativitatstheorie vereinbar ist.

(i) dass die Gleichung kovariant ist, das heifit, sie behdlt ihre Form unter Wechsel
des Koordinatensystems.

Bevor wir das mathematisch mit Hilfe von Tensoren formulieren, schauen wir zuriick
auf unsere Kurven des freien Falls:

Das Beispiel des freien Falls hatte uns bereits gezeigt, dass %(ﬁ(’]’) = 0 keine Gleichung
ist, die dieses Kovarianzprinzip erfiillt. Aber, wie in (IT.1) gesehen, erfiillt (&*(t) +
Fg,y(x(t))jsﬂ(t)nb'y(t))axa = 0 mit I'§, wie in (11.2) (i) und Bedingung (ii) kann man
direkt nachrechnen (eher etwas aufwandiger oder s.unten). Deshalb definieren wir

Vi@ (t):=(E(t) + IF, (2(t))2" (£)37 (£))Oze

als neue Ableitung, die kovariante Ableitung, von &(t) in Richtung von &(¢). Fir ein
Vektorfeld Y, in lokalen Koordinaten gegeben durch Y(p = k~1(x)) = Y?(2)0,5],,
vgl. Bemerkung 11.1.5(iii), analysiert man analog die Ableitung von Y in Richtung
einer Koordinaten: 9« (Yﬁazﬁ). Dann sieht man, dass auch dieser Ausdruck nicht das
Kovarianzprinzip erfiillt, aber man zur allgemeinen Definition der kovarianten Ableitung

des Vektorfelds Y in Richtung eines Vektorfeldes X = X¢ 8; kommt:

VyYi=X© (Yﬂrg s aaw) Dy (I1.4)

Aufgrund der Kovarianzeigenschaft der Geodétengleichung definiert V automatisch
eine Abbildung V: X(M) x X(M) — X(M) auf der gesamten Mannigfaltigkeit — der
sogenannte Levi-Civita-Zusammenhang. Die I') 5 heiflen Christoffelsymbole von g.

Die kovariante Ableitung hat folgende Eigenschaften, die man leicht in lokalen Koordi-
naten nachrechnen kann — vgl. auch UA 13:

Lemma I1.1.10. Sei (M™,g) eine glatte Riemannsche oder Lorentzsche Mannig-
faltigkeit. Sei f: M — R glatt, und seien X,Y € X(M) glatte Vektorfelder. Dann
gilt

(i) V ist linear in beiden Argumenten.

(ii) (Tensoriell in der ersten Komponente) VixY = fVxY (also (VixY)(p) =
F)(VxY)(p)-
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(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)

x(fY)=df (X)Y+fVxY, also (Vx(fY))p=dpf(X ()Y (p)+/(p)(VxY)(p).

(Hier ist dy f(X (p) = [clp) "™ =" [f o de 7 2% Ao f(c(t).)

(iv) (Metrisch (= kompatibel mit der Metrik)) Fir alle glatten Vektorfelder XY, Z
auf M gilt:
Z.9(X,Y) =g(VzX)Y)+g(X,VzY)

wobei Z.f:=Z(f):=df (Z): M — R, p — dpf(Z(p)) fir eine glatte Funktion
f: M — R ist (Hierist f = g(X,Y):pe M~ g,(X(p),Y(p))).

(v) (Torsionsfrei) Fir alle Karten : U — V und Koordinaten x® auf V' gilt

0 0
\Y

7w 9P 5eF Oz
fir alle a und (.
(I1.4) ist die einzige Abbildung V, die die obigen Eigenschaften hat.

Man kann V auch einfithren, indem man die Eigenschaften (i)-(v) im letzten Lemma als
Definition nimmt und zeigt, dass es genau eine solche Abbildung gibt; [15, Thm. 2.2.2],
[5, Satz 11.2.8]. Dann sieht man durch nachrechnen, dass dieses V lokal die Form (I1.4)
hat.

Um zu verstehen, welche Gleichungen iiberhaupt invariant unter beliebigen Koordi-
natentransformationen sein kénnen, miissen wir zuerst das Transformationsverhalten
verschiedener Grofien kennen. Insbesondere ist die Frage, welche ’Art von Groflen’ so
auftauchen:

Vektorfelder. (z.B. Stromungsvektorfelder) Fiir die Definition eines (glatten) Vektor-
feld siehe Bemerkung I1.1.5(iii). In lokalen Koordinaten x® einer Karte k: U C M —
V C R™ hat ein Vektorfeld X € X(M) die Form X (p) = X®(k(p)) 32|, mit X eine
glatte reellwertige Funktion auf V. Oft wird zwischen p € M und x = k(p) € R™ nicht
explizit unterschieden, da k ja sowieso ein Diffeomorphismus ist und man schreibt kurz

X =X 82&‘ In anderen lokalen Koordinaten y® einer Karte #: U — V gilt dann

9" 9
Oz Oyb

O iy 25 1):
axa K(P) ayﬁ p

=:X5(%(p))

X — X© (expliziter:* X(p)=X"(k®) 52

Hierbei ist dann g%b:n(p) die Matrixdarstellung von D, (% o k™ !) des Differentials
des Koordinatenwechsels von x nach y (y = y(z)).

*Wie schon bei der lokalen Darstellung von Vektorfeldern, vgl. Bemerkung I1.1.5.iii, identifizieren
wir p mit seinen Koordinaten und unterdriicken, deshalb x o #~! bei den Koeffizientenfunktionen X,
weil die Formeln sonst sehr schnell extrem lang und uniibersichtlich werden.

26



II.1. Das Aquivalenzprinzip

Einsformen. (z.B. den Impuls in der SRT haben wir als Einsform aufgefasst) In einem
festen Punkt p € M ist eine Einsform einfach nur das Dual eines Tangentialvektors
in T,M, also ein Element w, € T, M:=(T,M)* — im Kotangentialraum in p € M
—, also eine lineare Abbildung w,: T,M — R. In lokalen Koordinaten z® um p ist
a%b eine Basis vom T, M. Die zugehérige duale Basis bezeichnen wir mit dz®|p, d.h.
dz®|, € T,y M und d:c"|p(a%|p) = 0. Also haben wir in lokalen Koordinaten die
Darstellung wy, = wq (k(p))dz®|, mit we(k(p)) € R fir alle a.

Wie bei glatten Vektorfeldern wollen wir, dass unsere Einsform auf M glatt vom Punkt
abhéngt:

Definition IL.1.11. Eine glatte Einsform w auf M ist eine glatte Familie (w, €
T;M)peM, d.h. in lokalen Koordinaten z einer Karte x: U — V um p ist w, =
wa(k(p))dz®|, und we: V' — R ist glatt. Die Menge der Einsformen auf M bezeichnen
wir mit Q' (M).

Analog wie bei Vektorfeldern kann man nachrechnen, dass diese Glattheitseigenschaft
nicht von der Wahl der Karten abhéngt. Weiterhin schreiben wir fiir die lokale Darstel-
lung oft kurz w = w,dz®.

Insbesondere gibt ein w € Q'(M) damit eine Abbildung
w:X(M) - C®(M), X~ (peM—w,(X(p))).

Die Linearitdt der Einsform in jedem Punkt fihrt zu einer C'°°(M)-Linearitéat fiir
w € QN (M): Sei f € C®(M) und X € X(M). Dann ist

w(fX) = fw(X) € C*(M).

Andern wir wieder die lokalen Koordinaten y = y(x) (Die zugehérige Karte heifie &.):
Sei w = wg dy® die lokale Darstellung in Koordinaten y. Dann muss fiir alle Vektorfelder
X e X(M)

(@pdy”) (X) = (wadz®) (X)

sein. Wie wir ein Vektorfeld in verschiedenen Koordinaten darstellen, wissen wir aber
schon, also muss gelten

-
C°°(M)-linear : (ZJBX‘;a—yédyB (8) = wa XOda® <6>
Yy x

Ox oy Ox?
Da es fiir alle X gilt: d}ﬁg—zi = ws | - gyxi
o0x°
Do = w(;a—ya.
und wir erhalten
02 g o _ 1 Pz B
w = wawdy (exphzlter. w(p) = wa(k(R (p))a—yﬁhfl(p)dy |p) . (I1.5)

27



II. Allgemeine Relativitétstheorie

Bilinearformen und (0, s)-Tensoren. (z.B. die Lorentzmetrik g)
In einem Punkt p € M ist ein (0, s)-Tensor eine multilineare Abbildung

p: Vx...xV =R
N————

s—mal

(Far V = T,M und s = 1 ist dies der Fall der Einsform von oben. Fir V = T,M
und s = 2 ist dies der Fall der Bilinearform). Diese Multilinearformen bilden einen
Vektorraum, den wir mit 70(V) bezeichnen.

Fiir o € T2 (V) und ¢ € T2 (V) definiert man das Tensorprodukt ¢ @ ¢ € T . (V)
durch

P 11[}(01’ s 7U81+82)::<p(v17 s 7U81)¢(U81+1a s 7U31+32)'

Das Tensorprodukt T2 (V) ® T2 (V) definieren wir als den linearen Span aller ¢ ® 1)
mit ¢ € T2 (V) und ¢ € T (V), wobei Elemente >, ¢} @ ¢¥ und > P2 @y als
identisch betrachtet werden, wenn sie als multilineare Abbildungen gleich sind.

7Z.B. konnen wir eine Bilinearform als Tensorprodukt von Einsformen auffassen: In
lokalen Koordinaten z® haben wir fiir eine Lorentzmetrik g im Punkt p € M

9p = Gap(p)da®|, ® da’|, (11.6)

Denn fiir X,Y € T,M ist g,(X,Y) = XY Pg, (52|, 5225 1p) = XY Pgas(p) =
9ap(p) (dz®|, ® dz”|,) (X,Y). (Metriken sind nicht irgendwelche (0,2)-Tensoren, son-
dern insbesondere symmetrisch — also gos = ggo. Deshalb schreibt man hier auch kurz
Jopdr®dz? und (dz®)?:=dx*dx®. Also fiir die Euklidische Metrik in euklidischen Koor-
dinaten ), (dz")? — daher auch die Notation der verzerrten Metrik in Beispiel I1.1.9.iii).

Also bildet dz®|, ®dz?|, eine Basis von T% (T, M). Analog sieht man, dass dz°![,®...®
dz®+|, eine Basis von T{ (T, M) bildet. Es ist also per Definition schon T9. (V)®Tg, (V) C
T? ., (V), aber es gilt sogar T (V) @ T2 (V) = T? (V) (folgt aus Auswertung auf
Basiselementen).

Definition II1.1.12. Ein glatter (0, s)-Tensor ¢ auf M ist eine glatte Familie (¢, €
TO(T,M))pem, d.h. in lokalen Koordinaten z einer Karte x: U — V um p ist

©p = Pay...a, (K(p))dz* |, ® ... @ dz**|,

und Yq, ... V — Rist glatt. Die Menge der glatten (0, s)-Tensoren auf M bezeichnen
wir mit 7;0M .

Oft schreiben wir kurz: ¢ = @a, .. .0, dz*' ®@...@dz% . Im Falle, dass die @, ..o, invariant
unter Permutation der Indizes sind schreibt man sogar ¢ = ¢q,, .. .o, dz®" ...dx%:. Die
letzte Schreibweise hatten wir z.B. fiir die formale Notation der Eigenzeit dr? =
gagdz“dzﬁ genutzt. Eigentlich ist das auch hier das Tensorprodukt und benutzt, dass
Jap = gBa ist und es deshalb auf die Reihenfolge der dz® nicht ankommt.
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Transformationsverhalten y = y(z):

Y= Soal...ozsdxal ®...Q dx®s
(ILS)-&-&mltilin. Oxt Oxs

B1 Bs
%0011...045 3y51 ce 8yﬂ:, dy ®.®dy .

Beispiel I1.1.13. Induzierte Metrik auf S? C R3: Die euklidische Metrik in euklidi-
schen Koordinaten (z,y, z) ist als g = da? + dy? + dz*:=dx ® dv + dy ® dy + dz ® dz*
gegeben. Rechnet man diese in sphérische Koordinaten (r, ¢, #) mit = rsin ¢ cos 8,
y =rcospcosf und z = rsinf um erhilt man

g = dr® +12(df? + cos® 0dp?).
Fiir 7 = 1 ergeben sich lokalen Koordinaten ¢, § auf S? und damit die induzierte Metrik

gls> = db? + cos® Odp?.

(r,s)-Tensoren. Da ein Vektorraum V kanonisch isomorph zu seinem Bidual V** =
(V*)* ist, kann ein Vektor v € V auch als lineare Abbildung v: V* — R aufgefasst
werden, also als Element in 77 (V*).

In diesem Sinne, definieren wir einen (r, s)-Tensor als eine multilineare Abbildung

Vix..xV*xVx...xV —=R.

r—mal s—mal

Wie oben bilden diese Tensoren einen Vektorraum, den wir nun mit 777 (V') bezeichnen.
Wir konnen analog das Tensorprodukt fiir o € T7 (V) und ¢ € T32(V) als o ® ¢ €
TI (V) durch

S1+82

1
<p®’l/)(u a'"aurl+r2avla"-avsl+sz)

=p(ut, o u v, )T T g e s )
definieren sowie den Vektorraum 77! (V)®772 (V') als Span aller solcher ¢ ®4) einfiihren.

Bemerkung I1.1.14. (i) T2(V) = V*, T}(V) 2 V, Z.B. ist die Dualitétspaarung
(,): V*xV — Rist ein (1,1)-Tensor.

(ii) Analog zu den (0, s)-Tensoren folgt: Ist ey,...,e,, eine Basis von V und € die
zugehorige Dualbasis, dann ist

{e;,®...0¢;, @ ®...®

eine Basis von 77 (V). Damit ist dim 77 (V) = m"*5.

*Sieht man direkt, wenn man Vektoren einsetzt.
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(iii) Die obige Definition von ¢®1) induziert eine lineare Abbildung 77! (V)®@T;2(V) —

S1

T7152(V). Das ist ein Isomorphismus. Insbesondere kann man so 77 (V) mit

Ve (V") =V®..VeV'®...oV*

r—mal s—mal

identifizieren.
(iv) Der Vollstandigkeit halber betrachtet man ein Element in R als einen (0, 0)-Tensor.
Wenden wir das wieder auf V' = T}, M mit variierendem p an:

Definition I1.1.15. Ein glatter (r, s)-Tensor ist eine glatte Familie von (r, s)-Tensoren
wp € TT (T, M), d.h. in lokalen Koordinaten z® einer Karte x: U — V um p ist

0
®...® @de™" @ ... @ dx’

Ox oxor

p = 5 50 (K(p))

(e 5 RERYe 75

und 3! 5" V — R glatt. Den Vektorraum aller (r, s)-Tensoren bezeichnen wir mit

TSM
Insbesondere ist ein glatter (0,0)-Tensor ein Element in C°°(M).

Bemerkung I1.1.16. Operationen, die man von Vektoren kennt, vererben sich mit-
tels punktweiser Anwendung zuerst auf Vektorfelder und dann mittels Dualitit und
Multilinearitéat auf (r, s)-Tensorfelder:

(i) Addition: T M x T7M — T/ M, (T + 8)(p):=T(p) + S(p)

(if) Multiplikation mit glatten (reellwertigen) Funktionen: C*° (M) x T/ M — T M,

(f,T) = fT mit fT(p):=f(p)T(p). Es gilt fi(foT) = (f1f2)T und (f1 + fo)T =
[T + foT.

Das macht 7, M zu einem C'*°(M)-Modul.

Es kommt nun noch die Operation des Tensorprodukts hinzu T/* M®T 2 M — T2 M,
() =P @9,

Insbesondere Eigenschaft (ii) kann als bestimmende Eigenschaft von Tensoren gesehen
werden: Die Multilinearitét in jedem Punkt impliziert die C°°(M)-Linearitat des
Tensors:

Bemerkung I1.1.17. ("Tensoriell- Charakterisierung von Tensoren) Vgl. UA 15: Eine
multilineare Abbildung

T: X(M) x ... x X(M) = X(M) ® ... X(M),

s—mal r—mal

30



II.1. Das Aquivalenzprinzip

die T(f1X1,..., [+ Xs) = f1... f{T(X1,...,X,) fur alle f; € C°(M) und X; € X(M)
erfiillt, definiert einen (r, s)-Tensor durch

Twh ... WX, ., X)) =0 ® ... W (T(X1,...,X,)),*

Man sagt T ist tensoriell bzw. C°°(M)-linear in den r-Eintrégen. wobei T'(X1,... X;) =
Zi:l Vi1 @ ...® Yy, fiir geeignete Vektorfelder Y;; € X(M) ist und damit w! ® ... ®
W' (T(Xy,...X,)) = Sy Ty wi(Yi) ist. Andersherum ergibt jeder glatte (r,s)
Tensor T' eine Abbildung 7" mit obigen Eigenschaften.

Beispiel I1.1.18. Aus den Eigenschaften vom Levi-Civita Zusammenhang V aus
Lemma I1.1.10 oder der lokalen Darstellung (I1.4) folgt direkt, dass der Wert von VxY
im Punkt p nur von X im Punkt p abhéngt. Da Y jedoch differenziert wird, hangt
dieser Ausdruck nicht nur von Y im Punkt p ab, sondern nur von Y entlang einer
Kurve ausgehend von p mit Anfangsvektor X (p).

Damit kann man VY: X(M) — X(M), X — VxY fir festes Y € X(M) als (1,1)-
Tensor auffassen: (VY),: TyM x T,M — R, (VY),(wp, Xp):=w,((VxY),). Des-
halb nennt man Eigenschaft (ii) aus Lemma I1.1.10 auch tensoriell. Die Abbildung
Vx:X(M)— X(M),Y — VxY, ergibt hingegen keinen Tensor, da V derivativ in der
zweiten Komponente ist.

Bemerkung I1.1.19. (X(M) < Q'(M) mit Hilfe von g) Der Vektorraum V und sein
Dual sind zwar isomorph, aber es gibt keinen natiirlichen Isomorphismus zwischen
beiden (anders als bei V und V**). Haben wir auf unserer Mannigfaltigkeit allerdings
eine (semi-)Riemannsche Metrik, konnen wir mit dieser Zusatzstruktur einen solchen
Isomorphismus zwischen T, M und T;M mittels T,M — T;M, v — vb::gp(.,v)
auszeichnen und damit auch einen zwischen Vektorfelder und 1-Formen:

b: X(M) — QY (M), X — X":=g(X,.).

Man muss sich noch iiberlegen, dass dies wirklich ein Isomorphismus ist. Das folgt lokal
mittels einer Abbildung der Basen (definiert iiber Koordinaten) aufeinander abgebildet
werden. In lokalen Koordinaten 2 auf U C M ist die Abbildung X(U) — Q'(U) durch

0 0 0

gegeben. *

*Achtung: Hier sind die Indizes bei X; und w? nur Indizes fiir verschiedene Vektorfelder bzw.
Einsformen und nicht die Indizes fiir die Komponentenfunktionen in lokalen Koordinaten. Deshalb
wird hier auch fiir die X;/w® der untere/obere Index verwendet, um das zu unterscheiden.

TDeshalb ist fiir eine Kurve ¢ die Geodétengleichung auch in der Schreibweise V¢ ein wohldefinierter
Ausdruck, obwohl ¢ erst einmal kein Vektorfeld auf M ist sondern nur auf ¢ lebt. Lokal in ¢ kann ¢
aber immer zu einem Vektorfeld auf M erweitert werden. (Nur lokal, da die Spur(=das Bild) von ¢ in
M Selbstschnitte haben kann.)

fAuch X« E)xia — Za X*dx® ist lokal ein Isomorphismus. Er ist aber keine gute Wahl, weil er
stark von den gewéhlten Koordinaten abhéngt - er hat nicht das noétige Transformationsverhalten, um
in neuen Koordinaten ganz analog definiert zu sein. Das auf der rechten Seite das a beides mal als
oberer Index auftaucht, ist das Indiz dafir.
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Da aus dem oberen Index der Koordinatenschreibwise X* so ein Objekt mit resultie-
rendem (Da iiber a summiert wird, bleibt nur 8.) unterem Index 8 in X%g,p wird,
sagt man dazu auch Runterziehen eines Index mittels g.

Die inverse Abbildung zu b wird mit # bezeichnet, d.h. w € Q1(M) — w# € X(M) —
dann ist w,dz, — wago‘ﬁ aga' Wir sagen dazu, dass wir einen Index mittels g Hochzie-
hen.”

Im Spezialfall fiir eine glatte Funktion f: M — R erhalten wir so aus der 1-Form
daf = %dmo‘ das Vektorfeld

of . 0

— der Gradient von f bzgl. der Metrik g.

Ganz analog kann man die (semi-)Riemannsche Metrik g nutzen, um Tensoren aus
TS (M) mit solchen aus T, (M) mit r + s =’ + ¢’ zu identifizieren. Man muss dann
nur dazu sagen, welcher Index jeweils nach oben oder unten gezogen wird. In lokalen

Koordinaten wird so z.B. aus aus einem (2, 0)-Tensor f*° 830‘ ® a%? ein (1, 1)-Tensor

f*Pgs, aga ® da7.

Da fiir die ART die Lorentzmetrik die Gravitation bestimmen soll, wollen wir nun
schauen, welche Tensoren man sonst so aus der Lorentzmetrik bauen kann. Insbesondere
brauchen wir bald fiir die ART als echte physikalische Theorie noch Bewegungsgleichun-
gen/Feldgleichungen fir die Lorentzmetrik. Analog zu AV = 47Gp den Feldgleichungen
fur das Gravitationsfeld ¥ im Newtonschen, vgl. Abschnitt 1.1, suchen wir was mit
zweiten Ableitungen von g. Wie bei den Gleichungen fiir den freien Fall, &ndert sich aber
die Form des Ausdrucks gag s (x)::(%?izawé Jap(z) bei Koordinatenwechsel. Das sagt
uns (nach dem Kovarianzprinzip), dass wir in den Feldgleichungen nicht nur gags(z)
alleine erwarten, sondern einen Tensor, der solche Ableitungen enthalt.

Welche Tensoren kann man aus der Lorentzmetrik bauen? VX haben wir schon
gesehen. Mit der obigen Konstruktion des Hoch-/Runterziehen von Indizes erhalten
wir weiterhin den (2,0)-Tensor

g Ql(M) X Ql(M) — C*°(M), g*(w,n)::g(w#,n#), (IL.8)
der in lokalen Koordinaten dann einfach durch
9 (@, 1) = gas(W®)*(1%)? = gapg® wyg*ns = g"w.ms

gegeben ist. Da g nichtentartet ist, ist auch ¢g* nichtentartet und bildet ein inneres
Produkt fiir Einsformen Q! (M). Der Kiirze halber wird auch g* oft mit g bezeichnet.
Zum Vergleich auf Vektorfeldern war g(X52:,Y#52:) = XY Fg,4.

8$a7

*Deshalb auch die Notation mit den musischen Operatoren # bzw. b, die auch die T6ne in der
Musik Hoch- bzw. Runterziehen.
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Ahnlich baut man sich ein inneres Produkt auf (r, s)-Tensoren durch Setzen von

0 0
Q..o B1 Bs
9(90311...[35 S ®...®7axar Rdx" ®...® dx"s,

0
Y1e-Yr Fy 5,
V3 gy © - © gy @A © .. @ da )
Zzgﬁlth e gﬁsasgoq’)’] e gar’YT(pgllg;/l/}gllg: (IIQ)

und Erweitern auf allgemeine Tensoren durch Forderung nach Bilinearitét.
War g Riemannsch, so sind auch die induzierten g auf den Tensoren positiv definit.
Einen weiteren sehr wichtigen Tensor erhalten wir als:

Definition I1.1.20. Sei (M, g) eine Riemannsche/Lorentzsche Mannigfaltigkeit. Die
Abbildung R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) mit

(X, Y, Z) — R(X, Y)Z::VXVyZ —VyVxZ— vayfvyxz
heifit (Riemannscher) Kriimmungstensor von (M, g).
Satz I1.1.21. Fir fi, fa, f3 € C°(M), X,Y,Z € X(M) gilt

(i) (Tensoriell in den drei Komponenten) R(f1X, f2Y)(f3Z) = fifofsR(X,Y)Z und
R ist linear in den drei Komponenten und damit ein (glatter) (1, 3)-Tensor.

(i) (Symmetrien) R(X,X)Z =0 und g(R(X,Y)Z,Z) =0 und g(R(X,Y)Z, W) =
9(R(Z,W)X,Y)

(iit) (Bianchi-Identitit) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

(iv) In lokalen Koordinaten gilt*

o 9 9\ .5 0
R (axaxﬂaﬂ “Rap g5

ore. ore B
_ By ay 5 5
- ( Y + Faprg'y o PBPFZW 920

Ox®

Beweis. Nachrechnen. O

Dass R(f1 X, f2Y)(f3Z) = f1f2f3R(X,Y)Z zusammen mit der Multilinearitit impli-
ziert, dass R ein glatter (1,3)-Tensor ist, folgt aus Bemerkung 11.1.17/UA 15.

*Die Reihenfolge, in welcher die unteren Indizes fiir R geschrieben werden, ist Konventionssache.
Je nach Buch findet man z.B. auch Riﬁ'\/%' Wir verwenden die gleiche Konvention wie [11] und das

Python-Paket einsteinpy.
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Bemerkung I1.1.22. (i) (Interpretation) Die Kriimmung misst den ’Fehlerterm

des Satzes von Schwarz fiir kovariante Ableitungen™: V -2 Vaau — Vaau \Y% o =
R (%, ail,)ﬁ Man darf bei Kriimmung nicht direkt an ’externe Kriimmung’

denken — in folgendem Sinne: Die Erdkugel/S? ist im Weltall/R? gekriimmt,
der Zylinder in R? allerdings auch. Hingegen ist R vom Zylinder Null von der
S? hingegen nicht (beides fiir die vom R? induzierte Metrik) (siehe sphere.py
und cylinder.py). Der Kriimmungstensor ist eine 'interne’ Eigenschaft von (M, g)
und hingt nicht davon ab, wie und ob M in einem RY eingebettet ist. Diese
‘eingebettete’ Kriimmungsanschauung liefert andere Kriimmungsbegriffe (z.B.
mittlere Kriimmung, vgl. Definition I1.6.6).

(ii) Auf dem Minkowskiraum bzw. euklidischen Raum sind die kovarianten Ableitun-
gen in Richtung der Standardkoordinaten gerade die Ableitungen in Koordinaten.
Fir diese gilt der Satz von Schwarz. Deshalb ist fiir den Minkowski- und fiir
den euklidischen Raum R = 0. (In anderen Koordinaten auf dem Minkowski-
raum/euklidischen Raum sind die kovarianten Ableitungen i.A. nicht mehr nur die
Ableitungen in Koordinatenrichtungen, sondern es tauchen nichtverschwindende
Christoffelsymbole auf, vgl. UA 18. Da R jedoch ein Tensor ist und somit das
Tensortransformationsverhalten unter Koordinatenwechsel gilt, sind auch alle
Tensorkomponenten in diesen Koordinaten gleich Null.)

(iii) Die Terme von R die in lokalen Koordinaten zweite Ableitungen von g erhalten
sind

1 .
Rf/aﬁ = 595”(-1-9/8&0‘7—gﬁmﬁa—gan)m—i—ga%w)—i— Terme in gop und erste Abl..

. . 2
(Hier ist gag,ny = %gwgag.)
(iv) g(R(.,.).,.) ist ein (0,4)-Tensor — lokal goéﬁRg(;6 =: Ranse.

Um weitere Tensoren zu erhalten, schauen wir uns als nichstes allgemeine Operationen
auf Tensoren an. Neben Linearkombinationen von (r, s)-Tensoren, Tensorprodukte von
Tensoren, Hoch- und Runterziehen von Indizes mittels g haben wir:

Kontraktion von Tensoren. Die (1,1)-Kontraktion ist die eindeutige C°°(M)—lineare
Abbildung C: 7'M — C°°(M) mit (X ® w) = w(X) fiir alle X € X(M) und
w € Q'(M). Das induziert eine Kontraktion C%: 7'M — T/ 5'M durch

C;(S)(W17 PN 7(,L)T_l,,.)(l7 PN ,Xsfl)
::C(S(wl,. .. ,wi_l,i,wi,. .. ,of_l,Xl,. . .,Xj,1,77Xj . ,Xsfl)).

€T M

*In lokalen Koordinaten gilt 5%+ =25 f = 595 20 f fiir alle f € C°°(M).

TFiir eine geometrischere Interpretation mittels Paralleltransports, siche [6, S. 28 unten)].
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Name | Riemannsche Krg Ricci-Krg Skalarkrg
Formel Ria 3 Ricyg = R%B scal = g7 Rfﬂw

Abb. I1.2.: (Abgeleitete) KriimmungsgroBen

Beispiel I1.1.23. (Ricci-Kriimmung) Die Ricci-Krimmung ist definiert als Ric =
C{(R). Da R = R} 50, ® dz* ® da® @ dz” ist, ist Ric = R}, sda® @ dz® — ein (0,2)-
Tensor. Aus den Symmetrien von R in Satz I1.1.21 folgt Ricns = Ricga.

Bemerkung II.1.24. (Zum Hoch-/Runterziehen von Indizes mittels g) Durch Hoch-
ziehen eines Index mittels g konnen wir daraus einen (1, 1)-Tensor machen:

Ric = gMRicaga% ®dxf = gMRiwa% ® dz?. Wir setzen Ricg::gMRicag — man
hat den Index (8 mittels g hochgezogen. A priori ist das eine schlechte Notation, da
aus der Schreibweise nicht hervorgeht, ob der erste oder der zweite Index hochgezogen
werden. Da aber sowohl Ric als auch g symmetrische Bilinearformen sind, spielt das
hier keine Rolle. Fiir allgemeine (r, s)-Tensoren ist das nicht so.” Allgemein kann man
das Hochziehen des i.ten unteren Index eines Tensors T als C}(¢g* ® T) (Hier ist g* der
von g induzierte (2,0)-Tensor aus (I11.8).) auffassen (Runterziehen analog als Ci(g®1T)).

Beispiel 11.1.25. Die Skalarkriimmung scal = Cf(Ric) = Ric% = g Ric,p ist ein
(0,0)-Tensor, also eine glatte Funktion auf M. Der Einsteintensor ist ein (0, 2)-Tensor

definiert als
scal

G:Rlchg.

Es gilt ¢"" G, = g""Ricy, — %g‘“’gw = (1 — %F)scal, wobei m = dim M ist. D.h. ist

G = 0, dann ist schon scal = 0 und damit auch Ric = 0. Insgesamt ist G also genau
dann Null, wenn Ric verschwindet.

Ableiten von Tensoren. Da Vektorfelder (1,0)-Tensoren sind, gibt der Levi-Civita-
Zusammenhang V eine Moglichkeit (1,0)-Tensoren in Richtung eines Vektorfeldes
abzuleiten. Nun wollen wir V zu Ableitungen von (r, s)-Tensoren derart verallgemeinern,
dass es kompatibel mit der Dualitdtspaarung von Vektorfelder/(1,0)-Tensoren und
Einsformen/(0, 1)-Tensoren und kompatibel mit dem Tensorprodukt ist.

Eine Erweiterung dieses Zusammenhang auf Tensoren sollte also:
(a) auf Vektorfelder mit dem urspriinglichen V iibereinstimmen;
(b) Fir X € X(M) sollte Vx eine Abbildung von 7, M in sich selbst sein;

(c) die Leibnizregel erfiillen:

Vx(T®S)=VxT®S+T®VxS,

*Oft wird als Notation vom Hochziehen folgendes verwendet Taﬂwazzgﬂng‘S(TamC — durch die
"Leerstellen’ merkt man sich, welcher Index hoch- bzw. runtergezogen wurde.
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(d) Fir Y € X(M) ist w(Y) € C*(M) ( wp € T, M). Funktionen kénnen wir in
X-Richtung ableiten. Also fordern wir

Xw(¥)) = (Vxw)(Y)+w(VxY). (I1.10)

(Funktionen kann man als (0, 0)-Tensor betrachten. Dann wére V auf (0, 0)-Tensoren
gegeben durch Vx (f) = X(f) = df(X).)

Wir setzen fiir alle X,Y; € X(M), w' € Q' (M) und
(VxS)(wh, ..., w" Y1,..., Y ):=(VS) (W, ... ,w", X, Y1,...,Yy),

Mit diesen Forderungen und Konventionen ist die Erweiterung schon auf alle Tensoren
eindeutig bestimmt und wir haben z.B.

Satz I1.1.26. Es gibt genau eine Abbildung V: T M — T/ M, S — VS, fir die
Bedingung (2)-(d) erfiillt sind. Diese Abbildung ist fir alle X,Y; € X(M), w* € Q*(M)
gegeben durch

(VxS)(wh, .. w" Y1, Y = X(S(Wh, ..., 0", V1,..., Y3)) (I1.11)

€C> (M)

s r
=) 8w W Y, VYY) = Y S, Ve W YL YD),

In lokalen Koordinaten gilt fiir die Komponentenfunktionen von VS

S

aq..ap o ..o ai. Cn 100G 41 g
(VS)Sh %, = 05550787 = D 8518 opinn. s, +ZS s
i=1

Beweis. Nachrechnen O

Lemma I1.1.27. Fir den Levi-Civita Zusammenhang einer (semi-)Riemannschen
Metrik g gilt Vg =0 (d.h. Vxg =0 fir alle X € X(M)).

Beweis. (Vxg)(Y1,Y2) = X(9(Y1,Y2)) —g(VxY1,Y2) — g(Y1, VxY2) = 0 wegen Metri-
zitdt von V, vgl. Lemma I1.1.10.iv. O

Lemma II.1.28. Es gilt [C,V] = 0 im Sinne von: Ist T € T/ M mit r,s > 1,
1<i<raundl < j <s, dann gilt C;(VXT) = VX(C’;:T) fir alle X € X(M).
Weiterhin kommutiert ¥V mit dem Hoch-/Runterziehen von Indizes mit g.

Beweis. Wegen Linearitét reicht es die Gleichheit auf Elementartensoren zu iiberpriifen.
Wir withlen Tensoren der Form S®Y @w®T mit S € Ty~ M, Y € X(M), w € Q' (M)
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II.1. Das Aquivalenzprinzip

und 7' € T2 ;M. Die Wahl der i und j spielt keine Rolle, sei 0.B.d.A. i =7 und j = 1:

Cr(Vx(S®Y @waT))

Do vyS Y oweT+S0VxY QuwaT

+5Y@Vxw®T+5SY @we VxT)
=w(Y)VxS®T+ (w(VxY)+ (Vxw)(Y)S@T +w(Y)S®@ VxT
)

(
OO Y)WV (SO T) + XW(Y)S&T

=Vxwl)SeT)=Vx(C{(S®YweT)).
Das kommutieren von V mit dem Runterziehen von Indizes folgt, da das Runterziehen

als Ci(g ® T) geschrieben werden kann, V mit C' kommutiert und Vg = 0 ist. Analog
sieht man die Aussage fiir das Hochziehen, da auch Vg* = 0 ist, vgl. UA 16. O

Lemma I1.1.29. (2. Bianchi-Identitit) Es gilt
(VuR)(X,Y) + (VxR)(Y,U) + (Vy R)(U, X) = 0,

wobei (VyR)(X,Y): X(M) — X(M) durch Z — (w € QY (M) — (VyR)(w, X,Y, Z))
definiert ist.

Beweis. UA 17 (Wegen der Tensoreigenschaft reicht es zum Beispiel, die Formel auf
Koordinatenvektorfelder zu iiberpriifen.) O

Die (ii) Aussage im Kovarianzprinzip von Seite 25 formuliert man oft als:

(i)’ Die Gleichungen eines physikalischen Gesetzen nehmen in allen Koordinatensys-
temen die gleiche Form an und sind gewdhnlich in Tensoren ausgedriickt.

11.1.3. Korrespondenzprinzip

Das Kovarianzprinzip ist eher als Minimalforderung oder Ausschlusskriterium zu ver-
stehen, welche Gleichungen fiir physikalische Gesetze iiberhaupt in Frage kommen.
Formuliert man es etwas anders (oft Korrespondenzprinzip genannt) gibt es einen ad-hoc
Formalismus, wie aus Gleichungen der SRT Gleichungen der ART werden kénnten:

Nuv 2 Guv

0
@ —V =2
Das gibt (dhnlich wie Quantisierung in der Quantenmechanik) eine ad-hoc Methode,
die nicht zwingend zum richtigen Ergebnis fithren muss. Ein offensichtlicher Grund ist,
dass die "Umkehrabbildung’ nicht injektiv ist. Es gibt Gréflen die im Minkowskiraum
Null sind, z.B. die Krimmung R, aber nicht auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten.
Das ist z.B. bei zweiten Ableitungen relevant — wie wir bei den Gezeitenkriften im
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II. Allgemeine Relativitétstheorie

néchsten Abschnitt sehen werden. Fiir die Feldgleichungen der ART selbst wird das
Korrespondenzprinzip auch keinen ersten Anhaltspunkt geben, da in der SRT gar
keine Gravitation vorkommt. Da werden wir uns mit der klassischen Theorie (Newton)
und dem Kovarianzprinzip begniigen miissen. Aber die SRT wird uns helfen, den
'richtigen Tensor’ fiir den Ersatz der Masseverteilung p in AV = 47 Gp zu erhalten, vgl.
Abschnitt 11.2.

11.1.4. Gezeitenkrafte

Was sind Gezeiten? Man hat verschiedene Testkorper, die sich im freien Fall im
Gravitationsfeld, befinden. Dabei éndert sich i.A. der Abstand dieser Teilchen.

Was bedeutet dies auf dem Level der Geodéitischen (der Kurven freien
Falls)?* Wir wollen dazu das Verhalten von Geodétischen mit 'nah beieinander liegen-
den’ Anfangswerten untersuchen — also fragen: ’Streben die Geodétischen dann eher
voneinander weg oder aufeinander zu’?

Geodatische ¢ waren Kurven, die die Gleichung V.¢ = 0 erfiillen, was in lokalen
Koordinaten' die Form

i 415, ()i’ =0 Vo (I1.12)

fiir z(u) = k(c(u)), einer Karte k: U C M — V C R™ um p = c(ug) = k1 (x0) mit
lokalen Koordinaten z hat. Der Punkt tiber ¢ bzw. x steht hier fiir die Ableitung bzgl.
des Parameters u."

Die Anfangsbedingungen c(ug) = p und é(ug) =Y € T, M sind in lokalen Koordinaten
dann z*(ugp) = z§ und £*(up) = Y*. Nach dem Satz von Picard-Lindelof gibt es bei
gegebenen Anfangswerten eine eindeutige Losung von (I1.12) auf einem maximalen
Intervall um ug und die Losung héngt glatt von den Anfangswerten ab.

Da die Geodatengleichung nichtlinear ist, ist die Frage, ob nahe beieinander startende
Geodatische aufeinander zu oder voneinander weg streben, a priori nicht leicht zu
beantworten. Deshalb schauen wir uns nur die Effekte erster Ordnung an, d.h. wir
werden die Geoditengleichung linearisieren® Um das zu formalisieren, definieren wir

*Als Geodatische bezeichnet man im Allgemeinen nicht nur die Kurven des freien Falls, also
zeitartige Kurven die in lokalen Koordinaten die Gleichungen &% + Fg 728 = 0 fiir alle « erfiillen. In
Abschnitt I1.1 hatten wir gesehen, dass alle zeitartigen Losungen dieser Gleichung Kurven freien Falls
von Testteilchen sind. Analog sind alle lichtartigen Losungen Kurven freien Falls von Lichtteilchen. Es
gibt auch raumartige Losungen, die allerdings keine solche Interpretation haben, aber alle Losungen
werden Geoddtische genannt.

tvgl. auch 1 auf Seite 31

fIm Riemannschen wird der Parameter u oft als Zeit interpretiert und als ¢t gewihlt. Da wir in
Lorentzmannigfaltigkeiten manchmal eine global/lokal gewihlte Zeitfunktion verwenden werden und
das u hier der davon i.A. verschiedenen Eigenzeit ist, benutzen wir hier lieber u.

$Bei den allermeisten Beschreibungen physikalischer Effekte wird linearisiert. Ausnahmen sind
z.B. Entwicklungen um Gleichgewichte/kritische Punkte (deshalb kommt der harmonische Oszillator
iiberall so oft vor).
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II.1. Das Aquivalenzprinzip

Definition I1.1.30. Sei (M, g) eine Riemannsche oder Lorentzsche Mannigfaltigkeit.
Eine glatte Abbildung c: (—e¢,€) x I — M heifit geodditische Variation lings der Kurve
c(u):=c(0,u), falls fiir jedes s € (—¢,€) die Kurve ¢,: u — ¢(s,u) eine Geodétische ist.

Bemerkung I1.1.31. Sei c: [a,b] — M eine Geodétische, ug € [a,b], p = c(ug). Sei
v: (—€,€) = M eine glatte Kurve mit p = v(0) und sei X ein glattes Vektorfeld langs
v, d.h. X2 (—e,€) = TM = || cp, TyM und X(s) € TyuyM, so dass X glatt von
s abhédngt. Sei X (0) = ¢(up). Hier repréasentiert (s) fiir jeden Parameter s einen
Testkorper und X (s) die Anfangsgeschwindigkeit dieses Testkorpers.

Fiir diese Interpretation mit den Test-
korpern sollte g.(s) (X (s), X(s)) = —1
sein. Ist aber fir die folgenden Glei-
chungen unwichtig — diese gelten fir
alle Wahlen von X.

Sei dann ¢, (u) die eindeutige Geodéti-
sche mit ¢,(ug) = p und és(ug) = X (s).
Wir setzen (s, u):=cs(u).

cs(t)

Wegen glatter Abhéngigkeit der Losung von den Anfangswerten ist c(s, u) von oben
glatt als Abbildung c: (—e,e) x I — M. Es ist also ¢ eine geodétische Variation.
Zur Frage des maximalen Existenzintervall fiir Geodétischen kommen wir spéter, vgl.
Seite 95.

Sei J(u)::%|s=0c(s,u) € Te(wyM das Variationsvektorfeld zu einer geodétischen Va-
riation ¢(s, ). Dann gilt

VC(’M)J(U) = vc(u) (8SC<S,U)|5:0) = (Vasc(s,u)auc(sa U)) |s:0-

Die letzte Gleichheit folgt am Ende aus der Torsionsfreiheit (also der Symmetrie der
Christoffelsymbole in den unteren beiden Indizes), da lokal gilt, dass (verwendet (II.2)
zusammen mit ¢ = ¢*0po und 95¢ = J5c®Oyer)

dc (820" P acv _, > 0 Oc

(I.13)

%05 \ouds  ou 05 ) Bae V¥ ou
Damit gilt
9 0 0
vc(u) J(u) = Vc(u)vc(u) &C(Sa u) |s:0 = Vauc(s,u)vasc(s,u) %C<Sa ’U,) |S:0

Def. vonR (

0 0 0 0
Vo, e(su) Vauc(s,u)%c(s, u) ) ls=0 + R (auc(o, u), gc(o7 u)) %C(O, u)

=0 da alle ¢, Geod.

= R(¢(u), J(w))é(u).

Dass wir in der zweiten Zeile der letzten Gleichung s = 0 direkt auf die Vektoren in R
anwenden kénnen, benutzt insbesondere, dass R ein Tensor ist.
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II. Allgemeine Relativitétstheorie

Definition I1.1.32. Sei c: I — M Geodétische. Die Gleichung

Vi (W) = R(é(u), J (u))é(u)
heifit Jacobigleichung (in der Differentialgeometrie) bzw. Deviationsgleichung (in der
ART) und deren Losungen heilen Jacobifelder lings c.

Wir haben also vorhin nachgerechnet, dass jedes Variationsvektorfeld einer geodétischen
Variation ein Jacobifeld ist. Umgekehrt ist auch (haben wir hier nicht nachgerechnet)
jedes Jacobifeld liangs ¢ ein Variationsvektorfeld einer geodéatischen Variation von c.

Interpretation I1.1.33 (Was machen Gezeitenkrafte?). Statt entlang der Geodi-
ten c(u) fallt ein Teilchen in der Ndhe dank der Gezeitenkrifte entlang c(u) + n(u)
(alles hier und folgend in Koordinaten gedacht, da sonst Addition von Punkten in
M keinen Sinn macht). Waren wir in der Minkowskimetrik, wire ¢ = 0 und 7j die
'Gezeitenkraftbeschleunigung’ — Gezeitenkraft pro Masse.

Wir haben gerade ausgerechnet: Fiir ¢(s, u) = c(u) + sJ(u) + O(s?) ist V2J = R(¢, J)é.
Also ist R(¢, J)¢ die Gezeitenkraftinderungsrate pro Masse (..rate, da die Gleichung
fiir J und nicht fir sJ da steht).

11.2. Feldgleichungen

Wir wollen nun zu den Feldgleichungen der ART kommen - also Gleichungen, die das
Gravitationsfeld, also g,,, bestimmen. Im Newtonschen war das AV = 47Gp — das
Gravitationspotential ¥ wurde also durch die Masseverteilung p bestimmt.

Wie kann die rechte Seite fiir die 'analogen’ Feldgleichungen in der ART aussehen?
Schon in der SRT haben wir gesehen, dass die Masse im (Vierer-)Impuls geschwin-
digkeitsabhangig ist und dort nicht nur die Ruhemasse vorkommt. Auch ist nur die
Ruhemasse alleine nicht das gute Konzept, da Masse auch zum gréfiten Teil einfach
Bindungsenergie ist. D.h. das Gravitationsfeld sollte durch Energie-/Impulsverteilung
bestimmt werden. Dazu miissen wir zuerst wenigstens etwas zu Kontinuumsphysik
sagen, denn die ART ist per Konstruktion eine Kontinuumstheorie.*

Dazu kommen wir zuerst zu Kréften im 'Inneren’ des Kontinuums (des Festkorper-
s/der Fliissigkeit/...): Wir schauen uns das in einer Approximation an — ein kleines
Volumenelement — ein Wiirfel der Kantenldnge 2¢ um den Mittelpunkt A.

*Newton eigentlich auch - fiel blof3 nicht so auf, weil wir in den Anwendungen meist nur Punktteil-
chen betrachtet haben....
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I1.2. Feldgleichungen

Die Kraft auf das i-te Flichenelement (im
jeweiligen Flichenelement) sei f; = f/0;.
Der Anteil f! ist der Kraftanteil der linear
"durchgeht’, die anderen sind die Scherkréfte
auf das Fldchenelement. Schon im Newton-
schen ist (f}) ein Tensor! — der Spannungs-
tensor. Damit haben wir in jedem Punkt
des Kontinuums einen Spannungstensor.

21

Bevor wir zu den Impulsdichten kommen, iiberlegen wir uns, dass der Spannungstensor
symmetrisch ist. Dazu schauen wir uns die (! — 23)-Fliche des obigen Wiirfels durch
den Wiirfelmittelpunkt A an:

Dann ist*
e(f3(B) = f(C) + f5(D) - fi(E))
= Drehmoment(fliichen)dichte um 2%-Achse
= ¢ - Tréigheits(volumen)dichte bei Rotation um z%-Achse - Winkelbeschleunigung
= ¢ - Massen(volumen)dichte - (2¢)? - Winkelbeschleunigung.
Teilen durch € und dann Limes fiir € — 0 ergibt
2(f3(A) — f2(A)) = Massendichte - 0 - Winkelbeschleunigung = 0.

Damit ist f+ = f und analog fiir die anderen Richtungen — der Spannungstensor ist
also symmetrisch.

Nun zum Impuls: Die Impulserhaltung sagt zeitliche Impulsdnderung ist gleich Kraft.
In der Kontinuumsversion haben wir (fiir e; den Einheitsvektor in z*-Richtung und A
als Nullpunkt):

Ot (Impulsdichte in 2'-Richtung) - 2¢

=fi(ee1) — fi(—eer) + f(ee2) — fa(—eez) + f5(ees) — f5(—ee3) + O(e?)

= fi(eer) = fi(0)=fi (—eer) + fi (0)+ fz (ee2) = fa (—eea) + f5 (ees) — f5 (—ees) +O(e?)
—_—
=e01 fl1 (0)+0(e2)

aediv (719,)(A) + O(2) P=" aediv (f0,)(4) 1 0(&2).

Tdas kann man mittels des Transformationsverhalten iiberpriifen
_ "Jeweils ohne ".dichte”: . =

MDrehmoment = FHebelliinge X FKrafh LDrehimpuls = JTriigheitsmomentwWinkelgeschwindigkeita L=M

— 2
JTriigheitsmoment = pMassendichte(dAbstand zur Rotationsachse) dvol

Korper
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II. Allgemeine Relativitétstheorie

Bezeichnen wir die Impulsdichte in z’-Richtung mit p; haben wir damit
pi = div (£]0)).

Da wir eine Beschreibung kompatibel mit der SRT suchen, ist es sinnvoll die p; mit zu
dem Spannungstensor zu schreiben. Dann haben wir bis jetzt eine 3 x 4-Matrix
n f 11 f 12 f’
1 f2  f3
moh A
p3s f3 3 3
fiir die jede Zeile bzgl. der Minkowskimetrik divergenzfrei ist. (Allgemein ist in der
Lorentz-/Riemannschen Metrik die Divergenz eines Vektorfeldes div X = Spur(Y

VyX) — in lokalen Koordinaten: (V,X)7.*, also in Minkowski divX = —0,0X" +
Dy X1.)

In der SRT haben wir aber schon gesehen, dass der 'Dreierimpuls’ selber kein gutes
Transformationsverhalten hat, und wir deshalb p = (pg, p;) mit py der Energiedichte!
po betrachten sollten. Deshalb setzen wir obige 3 x 4-Matrix durch

Po ? ? ?

1 2 3
| P 1 fi 1
T:= 1 2 3

B Bn

ps fs fs f3
fort — allerdings fehlen uns zu einer 4 x 4-Matrix noch 3 Eintrdge: Will man analog auch
eine divergenzfreie 1. Zeile, erwartet man fiir die fehlenden Eintrige einen Vektor der
O¢po = divgs X erfiillt (Energieerhaltung). Solch ein X nennt man Energiestromdichte.

Fir die gingigen Modelle (z.B. Teilchen (Staub/Gas) bestehend aus relativistischen
Teilchen oder im Elektromagnetismus), in denen man 7" aus einem Modell ableitet,
sind die Energiestromdichten gleich den Impulsdichten. Damit ist das resultierende T'
symmetrisch. Wir werden spéter noch Beispiele sehen, vgl. Abschnitt 11.4.3.

Damit erhalten wir einen Tensor T. Im Moment ist es ein (1,1)-Tensor, der aus
Vektorfeldern wieder Vektorfelder macht. I.A. betrachtet man den (durch Runterziehen
eines Index mittels der Minkowskimetrik) den zugehérigen symmetrischen (0, 2)-Tensor
T =T, dz"dx” — der Energie-Impuls-Tensor.

Dieses T soll ein SRT-Analogon fiir die rechte Seite der Feldgleichungen der ART
sein. Es ist deshalb plausibel, dass der Energie-Impuls-Tensor in der ART auch ein

* Die Divergenz hingt von der Metrik ab! Weiterhin haben wir ganz analog zum Euklidischen einen
Divergenzsatz fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten: Sei 2 C M ein beschrénktes Gebiet mit glattem
Rand und v in jedem Punkt von 02 der duflere Einheitsnormalenvektor. Dann gilt der Divergenzsatz:

/diVdeolg:/ g(X,v)dvolg,g, .
Q a0

TEigentlich Energiedichte durch Lichtgeschwindigkeit, aber wir setzen hier ¢ = 1 und kiimmern
uns erst mal nicht um Einheiten.
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symmetrischer (0,2)-Tensor sein soll. Es bleibt die Frage, wie wir die Bedingung
der Divergenzfreiheiten der Spalten, ersetzen. Das ist notig, da die Forderung der
Divergenzfreiheit aller (0, 1)-Tensoren S, :=T,,,, koordinatenabhéngig ist. In allgemeinen
Koordinatensystemen ist die Energie- bzw. der Impuls- nicht wie oben erhalten. Statt
dessen brauchen wir die Verallgemeinerung auf symmetrische (0,2)-Tensoren. Wir
werden vom Energie-Impuls-Tensor dann verlangen, dass diese Divergenz verschwindet.

Divergenz eines symmetrischen (0, 2)-Tensors.

Definition I1.2.1. Sei S ein symmetrischer (0,2)-Tensor. Dann ist div (S) ein (0, 1)-
Tensor und in lokalen Koordinaten gegeben durch

(div $)a = ¢"7(Va,S)ap-
Beispiel I1.2.2. Sei (M, g) eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit.
(i) divg =0, da schon Vg = 0, s. Lemma I1.1.27.
(ii) Fir f e C™(M) ist div (fg) = df:
div (fg) = (div (f9)),da” = g**(Va, (fg))sdz”
VE 998G, 500 fda? = O, fdx" = df.

(iii) Wir wollen die Divergenz der Riccikriimmung und des Einsteintensors bestimmen:
Dazu verwenden wir die zweite Bianchi-Identitdt (vgl. Lemma I1.1.29)

(VUR)(wavav Z) + (VXR)(WaKUvz) + (VyR)(W,U,X, Z) =0

Wir betrachten die linke Seite fiir festes U = 0y 1= 0ge,Y = 03,2 = 0, und
w = dzf und X = 9,). Dann ist

(VaR) 5 — (VR) 40 + (V5R) . = 0.

yBa yoe

Kontrahieren wir w = dz? und X = 9, und verwenden, dass Kontraktion und V
kommutieren, Lemma 11.1.28, sowie die Symmetrien von R, erhalten wir damit

(VaRic)ys — (VsR)) 30 — (VRic)1a = 0.

Damit ist

0 = P (VaRic)s, — 67 (ViRichay — 0™ (VsR) s
= V,scal — g'BV(VBRiC)M - gﬁ’vgén(véR)an
= Vascal — g7 (V5Ric)ay — 9776 (V5 R) garn
= Jyscal — ¢P7(VRic) e, — ¢°1(VsR)2

avn
= Jyscal — 2g77(V5Ric) 0y,
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II. Allgemeine Relativitétstheorie

wobei die zweite Zeile im ersten Summanden verwendet, dass auch Hochziehen
von Indizes mit V kommutiert, Lemma [1.1.28, und im letzten Summanden, dass
VsR die Symmetrien (Satz [1.1.21.ii) von R erbt.

Also ist div Ric = 10,scal dz® = 1div (scalg) und damit div G = 0. Der Einstein-
tensor ist damit ein divergenzfreier (0, 2)-Tensor.

Bemerkung I1.2.3. !! Es gibt im Allgemeinen kein Analogon fiir den Divergenzsatz
von Vektorfeldern fiir symmetrische (0, 2)-Tensoren auf Mannigfaltigkeiten. Wenn es
jedoch gentigend Symmetrien gibt, kann man aus der Divergenzfreiheit von 1" trotzdem
Erhaltungsgrofien erhalten, vgl. Satz 11.4.7.

Bis jetzt haben wir uns plausibel gemacht, dass ein symmetrischer (0, 2)-Tensor, der
divergenzfrei ist, ein guter Ansatz fiir die rechte Seite unserer Feldgleichungen wére.
Wie dieser Tensor dann genau aussieht, wird vom Materiemodell abhéngen.

Doch erst einmal bendtigen wir eine linke Seite (also einen Ersatz fiir A¥): Wegen Gleich-
heit zu T erwarten wir auch dort einen symmetrischen divergenzfreien (0, 2)-Tensor.
Dieser soll irgendwie aus der Lorentzmetrik entstehen, da diese unsere Gravitation
beschreiben soll (’also ¥ ~~ ¢’). Im Newtonschen stehen in Bewegungsgleichungen
immer die Beschleunigungen — also zweite Ableitungen. Versuchen wir das auch: Wir
suchen also einen symmetrischen divergenzfreien (0, 2)-Tensor, der nur von g abhéngt
und in dem hochstens zweite Ableitungen von g vorkommen.

FEinen solchen Tensor haben wir schon gesehen — den Energie-Impulstensor G. Aber
auch G + cg fiir ein konstantes c erfiillt diese Bedingungen, da g ein symmetrischer
(0,2)-Tensor mit Vg = 0 ist. Aber gibt es noch mehr?

Satz I1.2.4. [10] Sei (M, g) eine vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeit und A ein
divergenzfreier symmetrischer (0,2)-Tensor, der in lokalen Koordinaten nur von gus,
Gap,y Und gag~s abhdngt. Dann ist A, = aG . + by, fiir Konstanten a,b.

Deshalb definieren wir:

Definition I1.2.5. Die Finsteingleichungen sind G, + Ag,,,, = T, fiir einen Energie-
Impuls-Tensor T}, und einer Konstante A — die sogenannte kosmologische Konstante.
Ist T = 0, nennt man Loésungen der Einsteingleichung Vakuumlosungen.

Zur Interpretation der kosmologischen Konstanten spéter, vgl. Seite 79. Einstein hat
die Gleichung am Anfang auch nur fiir A = 0 hingeschrieben und hat dann spéter ein A
eingefiihrt, um auch ultrastatische Lésungen der Form M = R x N, g = —dt? + h) der
Einsteingleichungen (mit Materiemodell Staub) zu finden, wo (N, h) nicht automatisch
Ricci-flach (d.h. Ric = 0) sein muss, vgl. UA 21.

Wir haben schon oben bemerkt, dass der Energie-Impuls-Tensor von der Energie- und
Impulsverteilung der Materie kommt und sein genaues Aussehen, vom Materiemodell
abhéngt. Andererseits sagen die Einsteingleichungen, dass der Tensor T},,, ein Gravi-
tationsfeld erzeugt. Dieses wird dann wieder Auswirkungen auf die Materie-/Energie-
/Impulsverteilung haben und wiederum den Energie-Impuls-Tensor beeinflussen.
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In Wirklichkeit muss man also die Einsteingleichungen selbst bei gegebenem Modell nie
alleine 16sen, sondern sie sind immer mit Materiegleichungen gekoppelt, die heuristisch
gesehen angeben, wie die Materieverteilung sich andert.

Wir werden noch spéter ein Beispiel dafiir sehen, aber uns jetzt erst mal auf Va-
kuumlésungen beschranken. Denn dort ist 7' = 0. Dann gibt es keine zuséatzlichen
Materiegleichungen — es reicht also G, + Ag,, = 0 zu 16sen.

Das volle Problem der ART wéire auch nicht nur die Einsteingleichung mit Materie-
gleichungen (fiir ein gegebenes Modell) zu l6sen, sondern gleichzeitig die Topologie der
unterliegende Mannigfaltigkeit zu finden. Denn diese ist ja nicht schon von vornherein
bekannt.

Wir werden allerdings beim einfacheren Problem bleiben: Topologie Mannigfaltigkeit
gegeben bzw. wir suchen sowieso nur einer Karte. Spater werden wir dariiber reden,
welche Bedingungen wir aus physikalischer Sicht an die Mannigfaltigkeit stellen wollen
Das sind Fragen wie: Spricht etwas physikalisch gegen Zeitschleifen?

11.3. Die Schwarzschildlosung

Die Schwarzschildlosung war historisch betrachtet die erste exakte nichtriviale® Losung
der Einsteingleichungen.

Wir betrachten einen isolierten rotationssymmetrischen Stern im R* (rdumlich dreidi-
mensional) und suchen eine (rdumlich) sphérisch symmetrische Losung der Einsteinglei-
chungen. Da wir uns erst einmal nicht um das Sternenmodell kiimmern wollen (mit dem
wir einen Ausdruck fiir den Energie-Impuls-Tensor und zugehdrige Materiegleichung
erhalten wiirden), suchen wir nur Losungen weg von der Sternoberfliche. Da wir den
Stern als isoliert annehmen', ist weg vom Stern der Energie-Impuls-Tensor Null. Des
Weiteren sei A = 0. Damit suchen wir (jeweils weg vom rdumlichen Ursprung) eine
sphérisch symmetrische Losung von G = 0, also nach Beispiel 11.1.25 Ric = 0.

Als ersten Schritt suchen wir eine statische (= beziiglich eines bestimmten Koordi-
natensystem sind alle Metrikkoeffizienten zeitunabhingig’) Raumzeit (Signatur =
(-,+,+,+)) auf dem R x (R3\ B,(0)), die invariant unter rdumlichen Rotationen ist
und die Einsteinvakuumgleichungen (Ric=0) erfiillt.

Fiir (rdumlich) sphérisch symmetrischen statische Raumzeiten hat die Lorentzmetrik per
Definition® in Koordinaten (¢, ', 22, 23) die Form — f;(r)2dt? + h mit h eine sphérisch
symmetrische Metrik auf R?\ B,.(0). Sphérisch symmetrische Metrik auf R?® heifit, dass
rdumliche Rotationen f: R\ B,.(0) — R?\ B,.(0) eine Isometrie fiir (R?\ B,.(0),h)
sind:

*Triviale Losung wére Minkowskiraum mit T' = 0.

TGenauer: Unser Stern sei ungeladen (sonst gebe es auBerhalb des Sterns noch ein elektrisches
Feld, was zu einem nicht verschwindenden Energie-Impuls-Tensor fithrt) — die zugehorige rotations-
symmetrische Losung ist die Reissner—Nordstrom Raumzesit, 11.3.6.2.

fDas ist so keine gute Definition, da abhéngig von der Wahl des Zeitparameters. Mehr dazu spéter
in Definition I1.4.25 und.

Sallgemeine Definition, siehe ?7
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Definition I1.3.1. Eine surjektive Abbildung f: M — M einer Riemannschen/Lor-
entzschen Mannigfaltigkeit (M, g) heifit Isometrie, falls fiir alle p € M und v, w € T, M
gilt:

9o (v, w) = gp) (dpf(v), dp f(w)).

Wiihlen wir auf R? Kugelkoordinaten (r, ¢, 6), hat die sphérisch symmetrische Metrik
h die Form h = fo(r)2dr? 4+ r2(d6? + cos? 0dp?), vgl. UA 22. Hier ist d§? + cos? 0dp?
die Standardmetrik auf der S2, siche Beispiel 11.1.13. Dass diese mit r? und nicht mit
einer positiven Funktion in r multipliziert wird, entspricht einer Wahl der Skala fiir .

Jetzt miissen wir nur noch herausfinden, fiir welche positiven glatten Funktionen fi, fo
die resultierende Lorentzmetrik — fZ(r)dt?> + h Ricci-flach ist. Das ist in der Datei
schwarzschild.py ausgerechnet. Wir erhalten eine Einparameterfamilie von Lésungen

—1
9Schw = — (1 - %) dt* + (1 - 7“75) dr? 4+ r%(d6? + cos® 0dp?) (I1.14)
—_————
=:dQ2

in der Menge {rg > r} C R*.
Bemerkung 11.3.2.
(i) Der Parameter rg heifit Schwarzschildradius.

(ii) Fir rg = 0 ist gschw wieder die Minkowskimetrik. Das entspricht dem Fall, in
dem es gar keinen Stern gibt.

(iii) Wenn wir uns spéter ein Sternenmodell anschauen werden, werden wir sehen,
dass rg dort positiv ist und sich dort aus der (relativistischen) Masse/Energie
des Sterns berechnet. Dort ist der Sternenradius grofler als rg.

(iv) Der Parameter rg in der Schwarzschildlésung kann aber rein von der Rechnung
her auch negativ sein (oder dquivalent rg positive aber r negativ).

Eigenzeit versus dem globalem Zeitparameter t. Befinden wir uns beziiglich des
Koordinatensystems von Schwarzschild in Ruhe bei Radius g, dann ist unsere Eigenzeit
dr? = (1 — Z£)dt*. Das heifit insbesondere, dass der globale Zeitparameter fiir uns nur
asymptotisch fiir grofle ¢ unserer Eigenzeit entspricht. Fiir » nahe rg hingegen ist das
Verhiltnis |47 | beliebig grof.

Bedeutung von Schwarzschild fiir unser Sonnensystem. Schwarzschild ist eine gute
erste Naherung fiir die Metrik weg von der Sonne. Zwar ist dort nicht ausschliefllich
Vakuum, sondern es befinden sich Planeten etc. darin. Allerdings sind diese verglichen
zur Sonne sehr sehr klein und man nimmt als Ndherung an, dass sie sich als ideale
Punktteilchen auf Geodéatische in der Hintergrundmetrik (hier Schwarzschild) bewegen
und in erster Naherung nicht wechselwirken. Mit diesen Annahmen kann man die
Bewegung von Licht/Planeten/Satelliten analysieren. Das fiithrte zu den ’klassischen
Tests’ der ART, vgl. Abschnitt 11.3.4.1 und folgende.
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11.3.1. Geodatengleichung und ErhaltungsgroBen

Wir berechnen die Geodétischen x(s):=(t(s),r(s), ¢(s),0(s)) mittels

d oL oL 1
el e - s B
5 g'ca s mit L(z%, %) = 2gaﬁ(x)x T

(die Ableitungspunkte stehen hier fiir die Ableitung nach s) und erhalten:

( TS) t = const =: F,

d rg rs rg\ 2. . )
— 1_.y. % _Ts i2 _ _Ts 2 2 2p:2
a=1(z"=r): 75 ( 1 ) 27"2 22 (1 7") 7° + (0% +cos” 0p*),
a=2 (z2=0) ( ) 269 (r cos® 0 p?) = —r? cos Osin 0,
a=3 (z*=¢): di (r*cos®0¢) =0
s

— 72 cos? ¢ = const =: £.

Wir betrachten zunichst den Fall §(0) = 0 und §(0) = 0. Dann l6st = 0 die Glei-
chung fiir 2 = 6 und beliebiges r. Da, Geodétische immer proportional zur Bogenlinge
bzw. in Eigenzeit parametrisiert sind, gilt dann

-1
e:=const = — (1 TS) + (1 — 7) 2 4 22
r

r
1
-(1-2) (- e (IL.15)
r
Bei uns ist fiir einen Beobachter immer ¢ = —1, fiir Licht ¢ = 0 und raumartige

Geodatische normieren wir auf e = 1.

Bis jetzt haben wir also 3 Erhaltungsgrofien ¢ = r2¢p, E = ( — —)  und € (wobei €
nur diskrete Werte annehmen kann). Da sie in der Eigenzeit 7 erhalten, sind diese
Erhaltungsgrofien schon durch die Anfangswerte der Geodatischen bestimmt. Das ¢ ist
der Drehimpuls der Geodatischen, das € entspriache im Newtonschen der Energieerhal-
tung, das E kommt daher, dass die Zeittranslation (fir die Schwarzschildzeit ¢ gemeint)
eine Isometrie ist. Mehr zu Erhaltungsgréfien und Isometrien in Abschnitt 11.4.1, vgl.
insbesondere Bemerkung I1.4.4.ii und Beispiel 11.4.6.

Aus der verbleibenden Gleichung fiir #! = r wird dann
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:_%( —T—S)_ (E2+r2)+§
e () )
(2 e

also eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir r in s.

Was ist mit der Annahme 6(0) = 0 und #(0) = 0 von oben? Wegen Rotationsin-
varianz der Metrik kénnen wir immer 6(0) = 0 annehmen, sowie dass die Ableitung
der Geodéte zum Parameter Null auch #-Koordinate 0 hat. Die Schwarzschild-Metrik
ist symmetrisch beziiglich 8 — —6. Die Geodéaten durch ihre Anfangswerte eindeutig

bestimmt sind muss eine Geodéite mit obigen Anfangswerten immer 6-Koordinate 0
haben.

11.3.2. Qualitatives Verhalten der Geodatischen

Auch wenn die Geodétischen durch die obigen Differentialgleichungen vollstédndig
bestimmt sind, kénnen wir diese i.A. nicht explizit 16sen. Um aber ein Verstdndnis
vom Schwarzschildraum zu erzielen, ist es hilfreich sich das qualitative Verhalten
der Geodéten anzuschauen. Das ist fiir allgemeine Metriken schwierig. Durch die
verschiedenen Erhaltungsgréfen in Schwarzschild konnten wir aber schon im letzten
Abschnitt alles auf eine gewthnliche Differentialgleichung reduzieren, deren Losungen
man qualitativ leicht analysieren kann.

Gegebene Anfangswerte (to, 70,90 = 0,00 = 0,1(0),7(0), (0), 8(0) = 0) bestimmen e,
E und ¢. Wir schauen uns (IL.15) an:

E? =424 (1 - T—S) (82 - e) . (IL.17)

Hier wird Veg(r) wieder das effektive Potential genannt, da erneutes Ableiten dieser

Gleichung nach s, ergibt 7 = —d:i/;ﬂ, vgl. Newton/UA 3.7

*An effektiven Potentialen lassen sich leicht qualitativ die moglichen Bewegungen ablesen: Gelte
fiir die Bahn irgendwo = 0, sagen wir bei » = 7¢. Dann ist dort E? = 2V.g(ro). Da E eine
ErhaltungsgroBe ist, muss sich die gesamte Bewegung auf Radien mit Vog(r) < E?/2 abspielen. Aus
der Stetigkeit der Radiuskoordinate und der Tatsache, dass sich die Monotonie der r-Koordinate, nur
in Punkten mit 7 = 0, und damit in Punkten mit E? = 2V, g(r), éndern kann, folgt das qualitative
Verhalten.
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Verr (1)

0.5 1/

0.96

5 10 15 20

Abb. 11.3.: Links: Vg in blau fiir Licht mit ¢2 > 0, in olive fiir Testteilchen mit kleinem
2 < 3r% (Die r-Achse startet bei rg — hier im Bild rg = 1), in rot fiir
Testteilchen mit ¢2 > 37“?g (hat ein Maximum und ein Minimum — in griin).
Da man das Minimum nicht so gut sieht, ist dieser Ausschnitt der roten
Kurve noch mal in kleinerem Diagramm dargestellt.

Rechts: Vg fiir Testteilchen in Newton mit ¢2 > 0.

Damit erhalten wir direkt eine Ungleichung fiir » in Abhéngigkeit von E, ¢, (und rg),
dass E? > (1 — =) (f—z — ) gilt.

Wir schauen nun, ob wir gebundene Zustdnde haben kénnen, d.h. Geodéten, die fiir
alle s in einem Anulus [a,b] C (rg, 00) bleiben: Fiir gebundene Zustdnde muss entweder
7 = 0 sein (ein Kreisorbit mit 7 = ry) oder es muss mindestens zwei Punkte r = ¢ und
r = b mit 7 = 0 geben, vgl. die Argumentation in UA 3. In solchen Punkten ist dann

E? = (1 — TTS) (f—z — ) Bei gegebenen FE, ¢, rg und € ist das dquivalent zu einem

Polynom dritten Grades in r.

o Fiir Licht, e = 0, ist Vog(r) = (1 — TTS) f—z, vgl. blaue Kurve in Abbildung I1.3.
Diese hat nur einen kritischen Punkt — ein Maximum bei r = %rs. D.h. es kann
als gebundenen Zustand nur eine Kreisbahn bei r = %rs geben. Da das Potential
dort ein Maximum hat, ist diese Kreisbahn allerdings instabil® ist. Diese rdumliche
Kugel mit r = %rs heit Photonensphdre.” Ist Licht einmal tangential zu dieser

Sphére, bleibt es fiir alle Zeiten darauf.

Insbesondere gibt es keine stabilen gebundenen Zusténde fiir Licht.

*Eine Losung ist stabil, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass auch fiir geniigend kleine Anderungen der
Anfangswerte die neuen Losungen immer im Abstand hochstens ¢ der Ausgangslosung bleiben. Nicht
stabile Losungen heiflen instabil.

TFiir Sterne ist der Sternenradius um GréBenordnungen iiber seinem Schwarzschildradius. D.h. fiir
Sterne (Sonne, Planeten) tritt dieser Effekt nicht auf, da unser Ansatz fir die Metrik nur auerhalb
des Sterns galt.
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o Fiir Testteilchen, e = —1, ist Veg(r) = (1 — LS) (f—i + 1). Fiir gebundene Zu-

T

stande muss %ﬁm = f—z (37"75 — 2) + 75 mindestens eine Nullstelle haben. Die

Nullstellen dieser Ableitung sind rg = ri::% +/ f—i — 3 und sind nur fir
S

02 > 3r% reell. D.h. fiir kleine ¢ ist Vog(r) monoton steigend — keine gebundenen
Zusténde. Erst fur ¢2 > 37”% hat dvziff,(r) mindestens eine Nullstelle.

— Kreisorbiten von Testteilchen: r = const = rg, # = 0, also 0 = d;/—jff(ro).
Dann ist 7o = r4 und E? = Vog(ro). Ist £2 = 3r%, ist r4 = r_ und wir sind in
einem Sattelpunkt — also eine instabile Kreisbahn. Sei nun ¢2 > 3r%: Fiir r_
befinden wir uns im Maximum von Veg — diese Losung ist auch instabil. Fiir
r4 sind wir im Minimum und haben einen stabilen Kreisorbit mit £? < 1
und ¢? > 3r%. Das heifit fiir einen stabilen Kreisorbit ist insbesondere

2
ro > s > 3rg.

— Allgemeine gebundene Bahn fiir £2 > 3r%: Bewege sich r fiir diese Bahn
zwischen [r1, r3]. Nach obiger Diskussion muss r— < r1 < 79 < r4 sein. Da-
mit ist ming,, .1 Veg(r) < E? < min{1, maxy,, ,,) Ves(r)}. Mehr zu solchen
Bahnen in Abschnitt 11.3.4.2.

Man kann analog zu oben nachrechnen, dass es fiir a < 2rg keine stabilen
Orbits gibt.

Was ist anders als bei Newton? Bei Newton gibt es fiir Testteilchen fiir alle £2 > 0
gebundene Zustinde und die gebundenen (stabilen) Zustidnde konnen beliebig kleine

Radien haben. Das liegt daran, dass das Potential Vewton(r) = £ _ oM , vgl. UA 3,

272 T
immer die Form rechts in Abbildung I1.3 hat, und das Minimum r = % fir £ — oo
beliebig nahe an r = 0 sein kann.

1.3.2.1. Spur der Geodatischen

Im Deutschen macht man (im Gegensatz zum Englischen) oft die Unterscheidung von
Geodéaten und Geodétischen. Geodétische sind Losungen der Geodéatengleichung und
damit parametrisierte Kurven auf der Mannigfaltigkeit. Geoddten sind die Spuren der
Geodatischen. Die Geodéatengleichung hatten wir fiir die Schwarzschildmetrik schon
berechnet. Nun wollen wir die Spuren untersuchen.

Dazu betrachten wir r als Funktion von ¢: 7(¢) = r(s(y)). Damit ergibt sich (Hier ist
" Differentiation nach ):
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90°

Abb. I1.4.: Spur einer gebundenen zeitartigen Geodéte in der (r,¢)-Ebene, Plot mit
Python

und damit

At(E0-9EE) e

Oft ist es geschickter u = 2 zu betrachten und \ = % zu setzen (Dann sind w und A
beides dimensionslose Gréfien, und fiir gebundene Testteilchen ist dann A2 > 3). Wegen

u = —gr’ folgt
E? €
2= SV (1 —u)(u? - ﬁ)' (I11.19)
—_——
=:2Wea(u)

(West(u) steht natiirlich in Beziehung zu Veg(r). Aber es ist nicht einfach das gleiche,
da in u” neben r” auch erste Ableitungen wieder vorkommen.)

Da v’ i.A. das Vorzeichen wechselt, ist es fiir das Zeichnen der Kurven besser die
Gleichung fiir die zweite Ableitung

dW, 3
' =— duﬁrzizf—u—i.

zu benutzen, vgl. Abbildung I1.4. Die zugehorigen Anfangswerte sind dann «(0) = T’?S)
und u'(0) = 7u2(0)®.

s
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11.3.3. Newtonsch im Limes?

Fiir Testteilchen (e = —1) hatten wir im letzten Abschnitt als Gleichung fiir die Spur
r=r(y)

3 1 rs /
" 2 :
u' = -u—u+ — mit u=— und A = —.
2 + 2)\2 r rs
Im Limes r — oo ist u klein, d.h. u dominiert u?. Die Vermutung ist dann, dass fiir

grofle r wir dann nahe an Lésungen von

5

"
- = =0.
T g

Dies ist Gleichung (1.2) fiir die Spuren der Bahnen in der Newtonschen Gravitation
(Dort fur w = 1/r und rg = 2M ™). Die Frage ist jetzt nattirlich in welchem Sinne ist
diese Vermutung richtig? Das klingt wie ein Perturbationsproblem, jedoch miissen wir
entscheiden, was der Parameter sein soll. Da u klein sein soll, betrachten wir einen
Parameter ¢ im Anfangswert u(0) = dug. Nun zur Anfangsgeschwindigkeit: Diese sollten
wir nicht beliebig wéhlen, da wir Aussagen iiber die Bahn fiir moglichst grofie Zeiten
machen wollen und deshalb verhindern miissen, dass die Radiuskoordinate der Bahn
zu klein (also u zu grofi wird). Auflerdem wéhlen wir v/(0) = 0; d.h. wir starten die
Bahn in einem kritischen Punkt von u = u(yp), z.B. im nichsten Punkt zum Ursprung.

(Das kann man auch anders machen, ist aber so am einfachsten.)
D.h. wir betrachten

3 2
u = §u2 —u+ % mit u(0) = dug, v’ (0) = 0.
Wir setzen @ = 0~ 'u. Dann ist @ = §3a* — @ + % mit @(0) = up und @' (0) = 0.
Allerdings war ¢ = r2pg, d.h. auch ¢ sollten wir mit der Skalierung von u irgendwie

skalieren. Am einfachsten finden wir die Skalierung von ¢, wenn wir schauen, was bzgl.
der Newtonschen Gleichung u” + u — % = 0 passiert. Sei un ¢y, eine Losung dieser
Gleichung zum Drehimpuls ¢ und obigen Anfangswerten u(0) = ug und «’(0) = 0.
Setzen wir ¢ = 5*56, dann ist un ¢u, = 5uN’l7’5uo.

Damit haben wir

2
o = 5%&2 —a+ ;;2 mit 4(0) = ug, @ (0) = 0.

Standardtheorie der gewohnlichen Differentialgleichung gibt uns eine stetige Abhéngig-
keit der Losung vom Parameter §: Fiir alle sqg > 0 und € > 0 gibt es ein dg > 0, so dass
() — Up 7., (8)] < e fiir alle |s| < so.

Also @ = uy;,, + v und damit u = un 54, + 0v. Insbesondere haben wir so auch
gesehen, dass 2rg die Rolle der Masse im Newtonschen hat.

*Mit Einheiten und ¢ und G nicht auf 1 gesetzt: rg = %
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11.3.4. Klassische Tests der ART
Einstein hat 1916 drei Tests fiir seine ART vorgeschlagen

(i) die Periheldrehung des Merkur, vgl. Abschnitt 11.3.4.2
(ii) Lichtablenkung durch die Sonne, vgl. Abschnitt 11.3.4.1
(iii) gravitative Rotverschiebung des Lichts, vgl. Abschnitt 11.4.5

Es gibt auch moderne Tests*, auf welche wir hier aber nicht eingehen.

11.3.4.1. Lichtablenkung

r — 00

I~

Schwarzschildmetrik

Das Licht komme asymptotisch unter dem Winkel —1 in das Gravi-
tationsfeld unseres Sterns und verlésst es asymptotisch wieder unter
¢ = 7. Damit ist ¥y auch der Ablenkungswinkel des Lichtes. Da
unser Stern eine endliche Ausdehnung hat, muss rmin, der minimale
Abstand der Bahn zum Sternmittelpunkt, mindestens der Sternenra-
dius (und damit > rg) sein.

v = —1o

Ziel ist es den (rdumlichen) Verlauf des Lichtes, also r(¢) zu finden — fiir einen
Lichtstrahl, der gerade so die Sonne passiert, also fiir den r,;, gleich dem Sonnenradius
ist, und damit ¥y zu bestimmen:

Dazu verwenden wir (I1.18) (mit e = 0), was uns nach Trennung der Variablen und

integriert
"L 1
w(r)—¢o=/7 —dy
ro Y /]52_(1_7;5)272
v’y

liefert. Im Punkt mit geringstem Abstand zum Stern seien unsere Anfangswerte gegeben,
2
d.h. 79 = rmin, 7(0) = 0,9 = ”721/’“. Dann ist wegen (I1.17) % =(1- r—s)% Mit

P
min /T2

p(r) = 7 fir r — oo folgt

*https://de.wikipedia.org/wiki/Tests_der_allgemeinen_Relativit%C3%A4tstheorie
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dr.

s + ’(/)0 /OC 1 1
Tmin \/ ) — (1 - sy L

min

rs

Wir arbeiten mit den dimensionslosen Grofien a:=;"- und xzr“T und erhalten
min

7T+’lp0 1
o V1—a— a2+ axd

dr.

Damit haben wir 1y durch ein elliptisches Integral® vollstdndig bestimmt. Um eine
Néherungslosung fiir 1y zu erhalten, verwenden wir, dass i.A. (z.B. bei der Sonne) der
Sternenradius sehr viel grofler als der Schwarzschildradius des Sterns und damit a klein
ist. Deshalb entwickeln wir in a:

w+¢0:/1 1 "
2 0 \/lfa—z2+az3

—@-n@z? +(a—1z+a—1)

=a(z—wq) (z—w1)=—f (a)
entwickeln ma/ < 1 +ax +ax+1 +*a2fﬂ(§ )> da
o Vi—z \V1+=x 2(14—33)% 2 “
mit f(&,) = 2 (@ +ot1)* = mit &, = &,(x) € [0,a]. Da der Nenner von f”

(—€az2—(€a—D)a+1-€q)2
fiir ,&, € [0, 1] keine Nullstellen hat, gilt |f”(£,)| < C, und wir haben

T+ 1o _z / 224+x+1
2 5" VI—2 201+ )%

dx + O(a?)

1
d 2
x—|—1+x> x4+ O(a”)
T—z\ |
I+z /|,

Also ist 9y ~ (695700 km) viel grofier als
der Schwarzschlldradlus der Sonne (7“5 = 2,95km). Unter Verwendung der Daten fiir
die Sonne ergibt sich (unter Verwendung der richtigen Naturkonstanten (wir haben
in unserer Schwarzschildmetrik z.B. die Lichtgeschwindigkeit auf 1 gesetzt)) fir Licht,
welches nahe an unserer Sonne vorbeigeht, eine Ablenkung um ~ 1,75 Bogensekunden

™

= 4+ —

2 2A \/1—1}2(
_M;<_W_xz_

_ﬂ'+2a
2

+0(a?

+ O(a?).

*https://de.wikipedia.org/wiki/Elliptisches_Integral
Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Sonne,
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(Zum Vergleich: Der scheinbare Monddurchmesser ist 31 Bogenminuten und der der
Sonne 32 Bogenminuten.).

Schon in der Newtonschen Theorie haben Henry Cavendish (1784) und Johann Georg
von Soldner (1804) vorausgesagt, dass es in der Newtonschen Gravitation auch schon
die Ablenkung von Licht nahe massiver Objekte gibt. Das klingt erst einmal seltsam,
da Licht selbst keine Masse hat und deshalb die Gravitation darauf nicht wirken sollte.
Aber Licht hat einen Impuls und man kann alternativ diesen benutzen um Licht eine
'Masse’ zuzuordnen und damit zu rechnen. Da das Aquivalenzprinzip sowieso sagt, dass
die Bewegung unabhéngig von der Masse des Testkorpers ist (solange er eine hat), ist
auch egal, welchen Wert man der Masse gibt. Man muss nur einmal mit der Annahme
reingehen, dass auch in der Newtonschen Gravitation, Licht gravitativ beeinflusst wird.
Die Werte, die man mit diesem Ansatz fiir Lichtablenkung nahe der Sonne erhélt, sind
aber wohl nur ungeféhr die Hélfte vom korrektem Wert.

11.3.4.2. Planetenbewegung und Periheldrehung

Fiir die Planetenbewegung interessieren wir uns fiir die Spur der zeitartigen gebundenen
Geodéten, also € = —1. Beim Merkur (z.B.) wurde eine Periheldrehung beobachtet, d.h.
dass der Perihel (der sonnennéchste Punkt) nach einer Umdrehung nicht genau am
gleichen Punkt ist, sondern insgesamt ein Winkel > 27 iiberstrichen wurde.
Da es gebundene Zustinde werden sollen, konnen wir 7+(0) = 0 wéhlen. Sei r(0) = r¢ =
2
ug ! und ¢(0) = pg. Dann ist E2 = (1 — :—z’)(fé +1) und damit %2 = (1—uo)(z + =2),
0 S
vgl. Abschnitt I1.3.2. Wir interessieren uns nur fiir gebundene Zustéande, die keine
Kreisbahn sind, da bei Kreisbahnen es keine Periheldrehung geben kann.

Wir starten bei (I1.19)

g O

2
/2:E

= (=0 + 55)

)\2

=:P(u)

mit A2 = f—j >3 und E? < 1 (da gebundener Zustand, vgl. Abschnitt 11.3.2) und damit
S

rs/T _ du

o(r) — o = fuo Pla) ‘
hier nur das Vorgehen, Ausfithrung ist UA 23:

mit P(u) das obige Polynom dritten Grades. Wir skizzieren

o Man zeigt, dass dann (wegen gebundener Zustand und nicht Kreisbahn!) P(u)
drei reelle Nullstellen 0 < u; < us < wuz haben muss und sich der Planet
zwischen [uq, uz] bewegen muss. Dadurch kann man das elliptische Integral auf
Standardform reduzieren.

e Wir suchen die Differenz in ¢, wenn der Planet in ry = Z—f startet, einmal tiber
Ty = ;—i geht und wieder zu ry zuriickkehrt, also

90_2/“2 du
uy P(u)
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Waire die Bahn eine Ellipse, miisste dort 27 rauskommen. Hier wird der Wert
grofler sein, die Differenz zu 27 nennt man Periheldrehung bzw. Prdzession des
Perihels. Weil wir zwischen zwei Nullstellen integrieren erhalten wir hier ein
vollstdndiges elliptisches Integral erster Art: ¢ = 2uK(m), wobei u und m von
den Nullstellen und damit von E und A abhidngen.”

Wollen wir nun einen Naherungswert fiir Planeten enthalten, miissen wir geeignet
entwickeln. Die Frage ist, in was entwickeln und um was entwickeln wir?

Es ist £ = r2¢ mit r > rg. Der Merkur hat eine Umlaufzeit um die Sonne von
T = 88 Tagen bei einem (max. Abstand zur Sonne) von 7,4, ~ 70 - 10 km und
einem (max. Abstand zur Sonne) von 7, ~ 46 - 10° km. Der Schwarzschildradius
der Sonne ist 2,95km. Also sind u; = r:iz und uy = r:jn nahezu Null und
rs K Tmin. Wir wollen 7, und 7,4, fest lassen und ¢ in rg entwickeln, also
© = 2T+ Pper +O(r%). Hier ist ¢per ungeféahr die Differenz nach einer Umdrehung.

In UA 23 werden wir nachrechnen, dass @pe, = 2255 (L + ) gilt.

2 Tmin Tmax

Im Allgemeinen wird die Periheldrehung als Bogensekunden pro Jahrhundert
angegeben, also

1
Umlaufzeit in Jahrhdten”

@per - (Anzahl Umdrehungen pro Jahrhdt) = ¢pe, -

Der dominierende Effekt fiir die Periheldrehung unseres Sonnensystems, ist allerdings
der ’storende’ Einfluss der anderen Planeten. Hier die Zahlenwerte fiir den Merkur':

Effekt Voraussage in
Bogensek/Jahrh.
Newton 0 reines Zweikorperproblem,
(nur Merkur und Sonne) exakt 16sbar, vgl. Bem 1.1.2 und UA 3.
Newton 532 Ansatz: Summe gravitat. Pot.
(Sonne/mehrere Planeten) zw. je zwei Korpern, nicht exakt losbar, Storungstheorie
Schwarzschild 43.13 wie oben
(Merkur/Sonne)
Lense-Thirring Effekt —0.0020 Differenz zum Effekt von Schwarzschild
fiir einen rotierenden Stern
Quadrupolmoment 0.0286
der Sonne
ges. Voraussage 575
beobachtet 574.10 + 0.65

*Das ist im gleichen Sinne dann ein expliziter Ausdruck fir die Periheldrehung, wie arcsin y ein

expliziter Ausdruck wére.
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1.3.5. » = rg5 - eine echte Singularitat? Nein!

In 7 — rg > 0 explodiert der Koeffizient vor dr? in der Metrikdarstellung (I11.14). Wir
wollen nun sehen, was das bedeutet. Dazu schauen wir uns zwei einfache Beispiele an,
wo dieser Effekt auch auftritt, aber verschiedene 'Griinde’ hat.

Beispiel I1.3.3. Betrachten wir (z,y) € R?\{z > 0} mit der Metrik g = — L da?+dy?.
Es explodiert der Koeffizient vor dz? fiir  — 0. Fiithren wir neue Koordinaten ein:
& =1 Dannist g = —d#* + dy? fiir € (0,00). Hier sehen wir, dass diese Metrik
auf & = 0 auch wohldefiniert ist. Das bedeutet, dass x — 0, was urspriinglich wie eine
Art Singularitdt aussah, in Wirklichkeit das "Unendliche’ der Mannigfaltigkeit war —
also einen Bereich den eine zeitartige/raumartige Kurve nicht in endlicher Eigenzeit
erreichen kann.

Auf der anderen Seite sehen wir, dass © — oo in endlicher Eigenzeit erreicht wird.
Solche Singularitéten, die in endlicher Eigenzeit (durch nicht lichtartige Kurven) erreicht
werden, aber fiir die es ein anderes Koordinatensystem gibt, in dem wir die Metrik
dahin erweitern kénnen, nennen wir Koordinatensingularitdten.

Andererseits gibt es Metriken, wo fiir, sagen wir £ — 0 die Skalarkriimmung explodiert
aber es zeitartige Kurven gibt, die x = 0 in endlicher Eigenzeit erreichen. Dann kann
es kein anderes Koordinatensystem geben, in dem man die Metrik auf x = 0 erweitern
kann, da die Skalarkrimmung unabhéngig vom gewéhlten Koordinatensystem ist.

Eine solche Singularitét, in der ein Kriimmungsskalar explodiert, nennt man gravitative
Singularitdt.

Ein Kriimmungsskalar ist eine reellwertige glatte Funktion, die koordinateninvariant
aus dem Kriimmungstensor gewonnen wird und die Dimension m? hat. Das sind z.B.
die Skalarkriimmung, |Ric|2 = g(Ric, Ric) = g***2g#%2Ricq, g, Ricq,s,, vel (I19), und
der Kretschmann-Skalar

2 5 5

|R|H = gala2951529717295152 Rallﬁl’h RO&22,32’Y2 :

Fiir ein Beispiel einer solchen gravitativen Singularitét siehe die Diskussion zu Erweite-
rungen von Schwarzschild unten.

Im Allgemeinen ist es schwierig eine Singularitét zu erkennen bzw. ihre Art zu bestim-
men — nur weil kein Kriimmungsskalar explodiert, muss es noch vielleicht trotzdem
keine Koordinatensingularitét sein. Wir werden noch allgemeiner zu Singularitdten in
allgemeinen Raumzeiten kommen, vgl. Abschnitt [1.6. Aber hier werden wir erst einmal
direkt Schwarzschild untersuchen:

Man kann nachrechnen, dass ein Beobachter, der sich auf r = rg hinzu bewegt, diesen
Wert in endlicher Zeit erreicht (UA 25). Andererseits ist der Kretschmannskalar fiir

2
Schwarzschild gleich 1%5 . Es scheint also keine gravitative Singularitéit zu sein (aber
theoretisch kénnten noch andere Kriimmungsskalare explodieren). Wir werden jedoch

sehen, dass es eine Koordinatensingularitét ist.
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Es gibt keinen immer funktionierenden Algorithmus Koordinatensingularitdten zu
erkennen. Aber ’oft’ funktioniert es, als Ansatz eine Familie von Geodétischen zu be-
trachten, die gegen die Singularitit streben, und dann den Parameter der Geodétischen
als neue Koordinate zu nehmen:

Nehmen wir fiir Schwarzschild lichtartige Geodéatische mit ¢ und 6 konstant, dann folgt
aus lichtartig 0 = —(1 — 2£){ + (1 — Z2)~ 12, Betrachten wir ¢ als Funktion von r,

dann haben wir
(dt)2 N
dr T

t(r)==+ <7‘+rsln

und damit

I 1‘) +konst, (I1.20)
rs

=Ty

wobei r,. ’Reege- Wheeler Schildkritenkoordinate’™ genannt wird (r,(rg) = rg). Benutzen
wir (v:=t + 74,7, ¢, 0) als neue Koordinaten — die Eddington-Finkelstein-Koordinaten:

Mit dr, = (1 - "75)_1 dr und dv = dt + dr, erhalten wir dann
JSchw = — (1 - %) dv? + (dr @ dv + dv @ dr) + r2dQ>.

Fir (t,7) € Rx(rs,00) haben wir (v,r) € Rx(rs, 00). Aber in r = rg ist die Metrik nicht
mehr entartet. Wir sehen also so schon, dass r = rg nur eine Koordinatensingularitét
ist, und wir die Metrik darauf fortsetzen konnen (und zwar sogar glatt).

Allerdings ist unsere Schwarzschildmetrik in den urspriinglichen Schwarzschildkoordi-
naten nicht nur fiir r € (rg,00) — der Schwarzschildaufenraum — wohldefiniert sondern
auch fiir r € (0,7g) — der Schwarzschildinnenraum. Auch dieser ist eine rotationssymme-
trische Ricci-flache Losung der Einsteinvakuumgleichung. Unsere obige Transformation
ist auch fiir r € (0,rg) definiert. Deshalb sind die (v,7) € R x (0, 00) Koordinaten fiir
den gesamten Schwarzschildraum.

Kann man die Lésung auch noch dariber hinaus erweitern?

Da ein Beobachter » = 0 in endlicher Zeit erreichen kann, vgl. UA 25 und dabei der
Kretschmannskalar explodiert, sehen wir, dass r = 0 eine gravitative Singularitit ist.
D.h. iiber » = 0 hinaus ist die Lésung nicht erweiterbar.

Aber wir werden sehen, dass sie iiber r = co hinaus erweiterbar ist:

Starten wir wieder bei den Schwarzschildkoordinaten und definieren wir Lichtkegelko-
ordinaten v = ¢ — r, und v = ¢t + r,. Dann ist

1
Jsehw =~ 5 (1 - T7S) (du ® dv + dv ® du) + r2dQ>
Py vou—2r

=— e s (du®dv+ dv® du) + r2dQ?,
,

*Losen Sie UA 25, um zu sehen warum.
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Schwarzschildkoordinaten (¢, r)
Kruskal-Szekeres (T, X) Eddington-Finkelstein (v, r)

chwaq;zes Loc ' <[ X X ’
\\\Q/jll =<k XX /
i

/ \ TR

weiles Loch

Abb. IL.5.: In allen drei Koordinatensystemen ist der Schwarzschildauflenraum blau
unterlegt und der Schwarzschildinnenraum rot. Die Kurven in den Eddington-

Finkelstein Koordinaten sind Kurven mit ¢ = konst. In den Kruskal-Szekeres
Koordinaten sind die griinen Kurven r = konst Kurven (Nur r = rg ist in
rot und r = 0 sind die Hyperbeln oben und unten.) Die oliven Kurven sind
die t = konst-Kurven.

In Schwarzschildkoordinaten sind zusétzlich Lichtkegel abgebildet, der zu-
kunftsgerichtete innere Teil ist gelb (zukunftsgerichtet ~ die zu einem
solchem Vektor gehorige zeitartige Kurve hat im Schwarzschildauflenraum
einen positiven Anteil in d;. Mehr in Abschnitt I1.5.). Die lichtartigen Vek-
toren (a,b) im Punkt (¢,7) erfilllen —a? (1 — Z) + b? (1 — %)_1 = 0. Es
sind also Geraden mit Anstieg + (1 — %)71. D.h. fir r — oo gehen die
Anstiege gegen +1. Fiir r — rg 4 0 degenerieren die Lichtkegel zur t-Achse
- allerdings ist nun fir r < rg, 0; raumartig und 0, zeitartig! Fir r — 0
gehen die Anstiege gegen Null.

LU

rs
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v—u

wobei r = r(u,v) mittels r, = implizit bestimmt ist. Wir machen eine weitere

2
—_u v v _—u
Koordinatentransformation T = % (e 2rs + 62’"S> und X = % (e rs —e 2"‘5). Dann

ist

4 3 —r
et = —2 775 (—dT? + dX?) + r2dQ2.
T

Hier wird der Schwarzschildraum (¢, r) auf den roten und blauen Bereich im rechten Teil
der Abbildung I1.5 abgebildet. Wir sehen hier auch, dass die Metrik auf den gesamten
Bereich im Bild (solange r # 0) erweitert werden kann. Auch dort erfiillt sie noch
Ric = 0, denn der weifle Bereich ist isometrisch zu Schwarzschild mittels X — —X,
T— -T.

Diese Erweiterung ist nun mazimal im Sinne, dass es keine zusammenhéngende vier-
dimensionale Lorentzmannigfaltigkeit (M, §) mit M € M und §|p = g gibt. Dazu
muss man sich iiberlegen, dass die einzigen zeit- oder raumartigen Geodétischen
v:[0,a) — M, die nicht in einer kompakten Teilmenge enthalten sind, an die obere
oder untere Hyperbel (also r = 0) streben, wo der Kretschmannskalar explodiert.

Wir sehen auch, dass 0% ein globales zeitartiges Vektorfeld ist, da gsehw (01, 97) < 0.
Nutzen wir das, um global einen Begriff von Zukunft zu definieren: Ein Vektor v € T, M
sei zukunftsgerichtet, falls gsenw (v, a%m < 0 gilt. Das Innere des Vorwdrtslichtkegel in
einem Punkt p € M besteht dann aus allen zukunftsgerichteten zeitartigen Vektoren in
T,M. Bildet man diese Vorwértslichtkegel wieder zuriick in Schwarzschildkoordinaten
ab, sieht man die Lichtkegel in Abbildung I1.5.

Was sagen uns die Lichtkegel in Abbildung 11.57 ¢ Eine zeitartige Geodéatische, die
im Schwarzschildauenraum startet, kann » = rg in endlicher Eigenzeit erreichen.
Auch Lichtstrahlen kénnen auf r = rg treffen. Andererseits kann weder ein zeitartiger
Beobachter noch Licht den Schwarzschildinnenraum wieder verlassen. (Verlassen/Er-
reichen bezieht sich hier auf zukunftsgerichteten Kurven. Natiirlich kann man in der
Geodétischen v(s) immer zum negativen Parameter v(—s) iibergehen und hat noch
immer eine Geodatische. Allerdings entspricht das einer Zeitumkehr — das Gehen in die
Vergangenheit.) Deshalb nennt man den Bereich r € (0,rg) auch schwarzes Loch und
r =rg den Ereignishorizont des schwarzen Loches.

Der 'neue Teil’ in Kruskal-Szekeres Koordinaten kann als Schwarzschildraum mit Zeit-
umkehr interpretiert werden. Dann streben alle zukunftsgerichteten zeitartigen Kurven
vom Ereignishorizont des weiffen Loches weg. Da zukunftsgerichtete zeitartige Vektoren
auf der (T' = —X)-Geraden immer in Richtung des urspriinglichen Schwarzschildraumes
zeigen, gibt es zwar raumartige zukunftsgerichtete Kurven, die in endlicher Eigenzeit,
z.B. vom blauen Schwarzschildauflenraum, in Richtung des 'weiflen Bereiches’ kommen,
aber keine solchen zukunftsgerichteten zeitartigen Kurven. In diesem Sinne ist der
'weifle Bereich’, gesehen vom originalen Schwarzschildteil, eher unphysikalisch.

Gravitational lensing.” Wie wir am Beispiel von Schwarzschild schon gesehen haben,

*https://en.wikipedia.org/wiki/Gravitational_lens
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wir Licht durch Energie- und Impulsverteilung abgelenkt. Dies wird i.A. als Gravitati-
onslinseneffekt bezeichnet in Analogie zu optischen Linsen, vgl. auch Einsteinring™.

11.3.6. Andere Losungen

I.A. wird ein schwarzes Loch als eine Region in der Raumzeit beschrieben, in welcher
die Gravitation so stark ist, dass nicht (auch nicht Licht/ elektromagnetische Wel-
len dieser entkommen kénnen. Es gibt neben der Schwarzschildlosung noch andere
"hochsymmetrische’ Losungen der Einsteingleichungen fiir schwarze Locher.

1.3.6.1. Kerr-Losung

Die Kerr-Losung ist auch eine Vakuumlosung der Einsteingleichung (fiir A = 0). Sie
modelliert die Umgebung eines ideellen (ungeladenen) rotierenden Stern bzw. ein
(ungeladenes) schwarzes Loch.

Wir betrachten wieder die Koordinaten (¢,7,¢,0) auf R* (wie bei Schwarzschild).
Der Stern solle in der (r, ¢)-Ebene (also um die #-Achse). Aulerdem suchen wir eine
stationiire Losung (d.h. hier alle Metrikkoeffizienten zeitunabhiingig). Ahnlich wie bei
rotationssymmetrisch, vgl. UA 22.ii, kann man sich iiberlegen (benutze z.B. Invarianz
unter t — —t und ¢ — —y), dass die Metrik die Form

g= 7gttdt2 + gwdr2 + gg,,(,pdap2 + gggd¢92 + grodtdy

haben muss (es wird also im Gegensatz zu rotationssymmetrisch einen gemischten Term
dtdp geben). Lost man mit diesem Ansatz Ric = 0 erhédlt man die Kerr-Losung.

In Boyer-Lindquist Koordinaten ist die Metrik der Kerr-Losung gegeben als

d 2
IKerr = —dt* + p? <T + d02> + (r? + a?) cos® Odp* + %(a cos? Odyp — dt)?
D(r) p
mit p? = r? +a%sin6? und D(r) = r? — rgr + a®.
Man sieht, dass fiir a = 0 das genau die Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordina-
ten ist.

Interpretation von a: Drehimpuls (pro Masse)

"Horizonte’: Der Metrikkoeflizient vor dr? wird fiir 72 — rgr + a® = 0 singulir, also

2
bei ri =12 £/ %5 —a?. r = ri heiBt wieder Ereignishorizont. Der Metrikkoeffizient

vor dt? ist im Gegensatz zu Schwarzschild nicht das Inverse zu g,.., sondern 1 — ’”ps—{,

2
und wird bei r¥ = %S:l:\/%s—anos?G Null. Fiir 2 > a # 0 ist v > rf; > rpp >

Ty, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/File:Kerr-surfaces.png. r = 7’;’5 heifit
Ergosphére. Zwischen rg und rg ist J; nun ein raumartiger Vektor.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Einsteinring
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Es treten neue Effekte auf, z.B. der Lense-Thirring-Effekt (auch frame-dragging-Effekt
genannt und gibt es auch bei den folgenden Losungen), der beschreibt den Einfluss
einer rotierenden Masse auf das lokale Inertialsystem™.

11.3.6.2. Reissner-Nordstrom-Losung

Das ist eine statische Losung der Einsteingleichung, die den Aulenraum einer geladenen
sphérisch symmetrischen Masse M mit Ladung ) beschreibt. Da diese Masse geladen
ist, gibt es (Auch im Auflenraum) ein elektrisches Feld F, was dann natiirlich die
Maxwellgleichungen erfiillen muss. Auflerdem fithrt dieses elektrische Feld dazu, dass
der Energie-Impuls-Tensor nicht Null ist.

Allgemein zu Einsteingleichung und Elektromagnetismus. Im Elektromagnetismus fasst
man E- und B-Feld im elektromagnetischen Tensor zusammen

0 -E, -E, —E\"
1|E, 0 -B, B,
2|E, B, 0 -B,

E, -B, B, 0

P =

Fiir diese miissen dann die Maxwellgleichungen gelten’ — in unserer Sprache hier:
(divgF)q = ja, wobei in j die Ladungs- und die Stromdichte eingeht, und Fng~ +
Fgy.a + Fyap =0 (in Sprache der Differentialformen dF' = 0 und *d * F' = j).

Fopr + Fgy.a + Fya,p = 0 (entspricht dF' = 0) sagt, dass es Potential (A = A, dz")
gibt mit F,, = 0,A, — 0, A, (entspricht F' = dA).

Allgemein ist der elektromagnetische Energie-Impuls-Tensor gegeben durch':
1
A e’
Tyw = FFs, = S0 FopF A,

D.h. in den Einsteingleichungen kommt neben g,, noch F,, vor. Aber auch in den
Maxwellgleichungen kommt neben F),, versteckt im V noch g,, vor. Es sind also
gekoppelte Gleichungen (FEinstein-Mazwell-Gleichungen), die gleichzeitig gelost werden
miissen.

Zurick zu Reissner-Nordstréom. Man macht wie bei Schwarzschild einen statischen
radialsymmetrischen Ansatz fiir die Metrik: g = A(r)dt? + B(r)dr? + r2dQ?. Die Frage
ist dann, kénnen wir in unserer speziellen Situation mehr iiber F,,, sagen:

Da es eine statische Losung ist, gibt es nur ein zeitunabhéngiges E-Feld und kein
magnetisches Feld (B-Feld). Wir wollen iibers Potential A gehen und suchen nach
einem der Fall A = f(r)dt (da alles radialsymmetrisch und es kein B-Feld gibt.)
Fiirs zugehorige I ist Fogy + F3y,a + Fya,p = 0 nun automatisch erfiillt. Hier ist

*https://en.wikipedia.org/wiki/Lense%E2%80%93Thirring_precession

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell%27s_equations_in_curved_spacetime

fDas kann man z.B. iiber eine Wirkung (Variationsprinzip) herleiten... oder mittels SRT und
Korrespondenzprinzip ’erraten’.
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F = f'(r)(dr ® dt — dt ® dr). Es bleibt noch die zweite Maxwellgleichung: Da wir eine
Losung weg vom Stern suchen, ist 7 = 0 und damit muss als zweite Maxwellgleichung
divyF =0, also g7?(V,F)ap = 0, gelten. Ausgeschrieben:

9P (Fapy — T Far — T4 Fa,) =0

Benutzt man die obige Form der Metrik, dann ist nur fiir a = ¢ die linke Seite nicht
automatisch Null, sondern dquivalent zu: f”(r) + 2 f/(r) = 0. Allgemeine Losung ist
flr) = % + c. Fir alle ¢ ist F,, gleich (Eichfreiheit). Wir wéhlen f(r) = %, wobei
@ die Rolle der Ladung spielt. Mit dem F),, und der radialsymmetrischen Form der
Metrik kann man dann in die Einsteingleichung und erhalt:

-1
rs  Q? rs | Q?
9Reissner-Nordstréom = — <1 - 7 + 7“2> dt2 + (1 - 7 + 7’72 dT’2 + T2dQ2

Was fallt auf?

e r =0 ist wie bei Schwarzschild eine gravitative Singularitat.

e Die Metrik ist nun bei r4 = %S +4/ % — @? erst einmal nicht definiert. » = r; (>
r_) wird Ereignishorizont und r» = r_ Cauchyhorizont genannt. Ist 2Q = rg,
fallen beide zusammen. Ist 2Q > rg, sind die Losungen imagindr und es gibt
gar keine Horizonte. Dann ist die Raumzeit fiir alle » > 0 direkt definiert. in
diesem Fall nennt man r = 0 eine nackte Singularitét™, weil sie nicht hinter einem
Ereignishorizont liegt.

Jetzt konnte man wieder Geodéten berechnen... Zeitartige Geodéten beschreiben wieder
den ’freien Fall’ eines Beobachters, aber nur eines ungeladenen. Will man die Bewegung
eines geladenen Teilchens in Reissner-Nordstréom berechnen muss man berticksichtigen,
dass eine elektrische Abstofung von der Zentralladung stattfindet. D.h. man miisste
in der Gleichung mVs% = 0 die rechte Seite durch das Coloumbsche Gesetz in der
Raumzeit (mittels grad, f(r)).

11.3.6.3. Kerr-Newman-Losung

Dies sind die letzten Falle zusammen — die allgemeinste Form einer asymptotischen
flachen’, stationire Losung' der Einstein-Maxwell-Gleichungen, die die Raumzeit
auflerhalb einer geladenen rotierenden Masse beschreiben:

cos? 6
2

7

A dr? + p2d92

IKN = % (dt — acos® 9d<,0)2 + ((r* + a*)dep — adt)2 +

mit A =r2 —rgr 4+ a® + Q% und p? = r? + a® cos? 5.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Naked_singularity

T~ fiir r — oo sieht es aus wie Minkowski

tin (t,r,¢,0) Koordinaten sind alle Koeffizienten zeitunabhingig
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Kerr%E2%80%93Newman_metric
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1.4. Kosmologie und Isometrien

Die verbreitetsten kosmologischen Modelle basieren auf den Annahmen des sogenannten
kosmologischen Prinzips:

(i) Es gibt eine Familie von disjunkten zeitartigen Geodétischen (’die fundamentalen
Beobachter’), die die Mannigfaltigkeit aufspannen. Thre Eigenzeit heifit kosmische
Zeit.

(ii) Das Universum sieht in alle Richtungen fir einen fundamentalen Beobachter
gleich aus (Isotropie) und es sieht fiir alle fundamentalen Beobachter gleich aus
(Homogenitat).

Kosmologie beschéftigt sich mit dem Universum als Ganzes. Auch wenn Isotropie und
Homogenitédt auf kleinen Skalen (wie die Umgebung unserer Erde oder auch unser
Sonnensystem) nicht gegeben ist, kann man auf groffen Skalen, mal diese Annahme
machen. Es gibt auch (dann weniger verbreitete) kosmologische Modelle, die eine der
Annahmen, Isotropie oder Homogenitét, fallen lassen.

Um insgesamt kosmologische Modelle formulieren zu kénnen, miissen wir zunéchst
mehr zu Isometrien sagen.

11.4.1. Killingvektorfelder

Eine Isometrie, wie in Definition 11.3.1, ist ein Diffeomorphismus f: M — N zwischen
Riemannschen oder Lorentzmannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h), fiir den

gp(v, ’LU) = hf(p) (dpf(v)v dpf(w))

fiir alle p € M und v,w € T, M gilt. Isometrien f: M — M bilden mit der Hinterein-
anderausfiihrung eine Gruppe — die Isometriegruppe von (M, g).

Ein wichtiger Fall sind Einparameterfamilien von Isometrien um die Identitdt, also
eine glatte Abbildung f: (—€,¢) x M — M, so dass fs:=f(s,.): M — M fiir alle s
eine Isometrie und fy = id ist. Wir werden etwas allgemeiner Einparameterfamilien
von lokalen Isometrien um die Identitdt benotigen, d.h. eine glatte Abbildung f: ¥ C
(—€,¢) x M — M mit ¥ eine Umgebung von {0} x M und fs:=f(s,.): Es:={z €
M | (z,s) € B} — fs(Xs) ist eine Isometrie.

Definition I1.4.1. Sei f, eine Einparameterfamilien von (lokalen) Isometrien um die
Identitat von (M, g). Das Vektorfeld X gegeben durch

d

X(p)::£ ‘S:Ofs(p)

nennen wir Killingvektorfeld bzw. infinitesimale Isometrie von (M, g).

Beispiel I1.4.2. Fiir den Minkowskiraum R>™ ist die Isometriegruppe erzeugt durch
die Poincaregruppe und den Translationen. Also fs(p) = A(s)p + a(s), a(s) € RL?
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und A(s) € L(m 4+ 1) C Matg(m + 1) (glatt von s abhéngig mit A(0) = Id und
a(0) = 0). Dann ist X(p) = Bp+ b mit B = L|,_,A(s) und b = a/(0). Aus der
definierenden Gleichung A(s)TJA(s) = J fiir £(m + 1) erhélt man durch Ableiten
nach s: BTJ + JB = 0. Erfiillt andererseits ein B die letzte Gleichung, dann ist
A: R — Matg(m + 1), s — exp(sB),” eine glatte Kurve mit A(0) = Id, 4’(0) = B.
Man kann nachrechnen, dass A(s)?7JA(s) = J ist. Also ist A(s) € £(m +1).T Wir
haben also gesehen, dass X (p) = Bp+a fiir alle B mit BT J+.JB = 0 und alle a € R"
ein Killingvektorfeld im R™ ist.

Als néchstes werden wir eine Gleichung finden, die Killingvektorfelder automatisch
erfiillen, und wir werden spéter sehen, dass diese Gleichung schon &dquivalent zur
Definition eines Killingvektorfeldes ist.

Lemma I1.4.3. Sei X ein Killingvektorfeld. Dann ist X € X(M) und X erfillt lokal
die Gleichung’. (Vo,X)y + (Vo,X)a =0 bzw. dquivalent fiir alle Y, Z € X(M) gilt

9(VyX,Z)+¢g(Y,VzX)=0. (I1.21)
Die Gleichung (11.21) heifit Killinggleichung.5
Beweis. UA 24 O

Bemerkung 11.4.4.

(i) Sei X ein Killingvektorfeld. Seien (z%), lokale Koordinaten, so dass X = Bgu fiir
ein « ist. Dann héngen die Metrikkoeffizienten in diesen Koordinaten nicht von

% ab:
Iy =0ag(D,05) " g(V085,0,) + 9(95, Vad,)

orsionsfrei (I1.21)
R 9(V30a:04) +9(95,V,04) = 0.

(ii) Aus der Berechnung der Geodétischen durch (B.1)

d oL oL

ds 0x® Oz
mit £ = % Japt®®? und aus (i) folgt somit direkt: Ist X = d, ein Killingvektorfeld,
dann ist % = 0 und damit ist % entlang einer Geodéten konstant und somit

eine Erhaltungsgrofe.

*exp: Matg(m + 1) — Matg(m + 1) ist die Matrixexponentialfunktion definiert durch
%(exp(sB)) = Bexp(sA) und exp(0) = Id. Existenz und Eindeutigkeit folgt mit Picard-Lindel6f.

TDas zusammen ist genau die Rechnung dafiir, dass die Menge aller Matrizen mit BT .J + JB = 0
die Lie-Algebra der Liegruppe £(m + 1) ist.

1VaaX = (vaax)ﬁaﬂ ist ein Vektorfeld und hat damit obere Indizes. Es ist dann (V5 X), =
(Va, X)Bgﬁ'y

SDie linke Seite ist gleich Lxg (die Lie-Ableitung der Metrik in Richtung von X) und wird in
der Literatur oft als Definition verwendet. Da wir hier aber die Lie-Ableitung im folgenden nirgends
brauchen werden, verzichten wir darauf, dazu die Theorie einzufiihren.
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Wir haben das schon im Beispiel von Schwarzschild gesehen: Dort waren die
Metrikkoeffizienten unabhéngig von ¢t bzw. ¢, was uns die Erhaltungsgréfien £
bzw. £ gab.

Auch ohne eine Koordinate entlang des Killingvektorfeldes zu wéhlen, sieht man ganz
analog (und das sind auch dquivalente Aussagen):

Lemma I1.4.5. Ist X ein Killingvektorfeld von (M, g) und y(s) eine Geoddtische auf
(M, g), dann ist g(X,7) entlang der Geodditischen konstant.

Beweis. Aus der Killinggleichung (11.21) folgt ¢(V+sX,7) = 0 und damit

L(X,5) =3(9(X,9)) = 9(V3X,5) + (X, V43) = 0. =

Beispiel I1.4.6. (Killingvektorfelder zur Schwarzschildmetrik) Wir hatten oben schon
die beiden Einparameterfamilien von Isometrien fs: ¢t — ¢t + s bzw. fs: ¢ — ¢ + 5.
Allerdings hat die sphérische Metrik auf der Kugel und damit auch unsere Schwarz-
schildmetrik die SO(3) als Untergruppe der Isometriegruppe. Diese wird durch drei
Einparameterfamilien von Isometrien erzeugt — eine davon ¢ — ¢+ s, also Rotation um
die, sagen wir, z-Achse. Als die beiden anderen kénnten wir Drehungen um die x- bzw.
y-Achse wéahlen. Das letzte Lemma sagt uns, dass auch dazu Erhaltungsgrofien gehoren.
Die hat man bei uns so direkt nicht gesehen, weil wir unser Koordinatensystem so
gewahlt hatten, dass bei unseren Anfangswerten # = 0 ist und damit die resultierende
Rotationsachse die z-Achse ist. Das macht ¢ zur z-Komponente des Drehimpulsvektors.
Die beiden anderen Erhaltungsgréfien wéren die z- und y-Komponente, die bei unserer
Wahl der Anfangswerte automatisch Null sind.

Wir hatten schon frither erwéhnt, dass es auf Mannigfaltigkeiten nur einen Divergenzsatz
fiir Vektorfelder, aber nicht fiir allgemeine Tensoren gibt. Somit fiihrt ein divergenzfreier
(0,2)-Tensor, wie der Energie-Impuls-Tensor T, nicht zwingend zu einer Erhaltungsgrofe,
wie man das von Impuls und Energie bei Newton gewohnt ist. Zusammen mit einem
Killingvektorfeld erhélt man aus T allerdings wieder Erhaltungsgréfien. Im Falle des
Minkoswkiraumes folgt die Impulserhaltung aus den rdumlichen Translationen und die
Energieerhaltung aus den zeitlichen Translationen.

Satz I1.4.7. Sei (M, g) eine Riemannsche oder eine Lorentzmannigfaltigkeit. Sei X
ein Killingvektorfeld und T eine symmetrischer divergenzfreier (0,2)-Tensor (z.B. der
Energie-Impuls-Tensor). Sei J:=T(X,.)* € X(M) (d.h. in lok. Koordinaten J =
Tprg"XFP = TE‘XB). Dann ist div J(= (V,J)7) = 0.

Bedeutung (hier nur fir Riemannsch (sonst muss man mit dem Normalenvektor noch
aufpassen)): Sei ¥ eine geschlossene (=kompakt und ohne Rand) Hyperflache® in M
Riemannsch, so dass M \ ¥ zwei Zusammenhangskomponenten habe. Die beschrankte

*D.h. um jeden Punkt p € ¥ kann man eine Karte k: U C M — V C R™ von M so wahlen, dass
K(ENU)=VnNR™ x {0}) ist.
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dieser beiden Komponenten heifle S und v sei das zugehorige duflere Einheitsnorma-
lenvektorfeld. Aus dem Divergenzsatz® fiir Vektorfelder, s. Fufinote * auf Seite 42,
folgt

/g(J,u)dvolg‘Z :/didevolg.
b s

D.h. der letzte Satz bedeutet, dass J ein erhaltener Fluss/Strom ist, d.h.

/g(J, v)dvoly), = 0.
by

Beweis. Es ist

divJ = (V»YJ)’Y [C7ﬁ:]:O (v’yT(Xa '))Oéga'y.

Allgemein haben wir fiir Y, Z € X(M)

(11.10) (11.11)
(Vy T(X,.))(Z) = ) =
——
eQl(M)

Y(T(X,Z)) - T(X,VyZ VyT)(X,Z)+T(Vy X, Z).

Benutzen wir diese Gleichheit fiir Y = 0, und Z = ¢*70,,, dann erhalten wir

divJ = (V,T)5eg7 X% 4 T5.(V,X)° g
= (divT); X° + T%7(V,X)s.

Der erste Term ist Null wegen der Divergenzfreiheit von T und der zweite wegen der
Killinggleichung zusammen mit der Symmetrie von 7. O

Alle Losungen der Killinggleichung kommen von Einparameterfamilien (lokaler)
Isometrien: Um das zu sehen, reden wir zunéchst kurz iiber Fliisse von Vektorfeldern.
Sei X € X(M). Fiir jedes Intervall (a,b) um 0 € R mit |b — a| klein genug, hat

’VT(t) = X(’Yx(t))v ’Y.r(o) =T

eine Losung. Dies folgt mit Picard-Lindelof, da diese Gleichung in lokalen Koordinaten
ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung ist mit glatten
Koeffizienten, vgl. Abbildung I1.6 fiir ein Beispiel mit M = R2. Ist das Intervall maximal,
so ist die Losung eindeutig — das maximale Intervall, nennen wir (a,, b;).

Der Fluss des Vektorfeldes X ist definiert durch

O: Yy ={(t,x) eERXM |a; <t<by} =M, &(zx):=D(t ) :=v(t).

*Wir haben hier noch nicht iiber Integration auf Riemannschen/Lorentzschen Mannigfaltigkeiten
gesprochen. Man muss sich hier in lokalen Koordinaten nur ein Mehrfachintegral vorstellen wie bei
Untermannigfaltigkeiten in [4, Def. 2.4.20]- also fiir f nur in einer lokalen Koordinate x: U C M —
V C R™ nicht Null ist ffdvolg = fv(f o k~1),/det g;jdz!...dz™. In [4] kommt det(DF)TDF
statt det g;; vor. Das jedoch fiir die induzierte Metrik einer Untermannigfaltigkeit diese beiden Grofien
iberstimmen, folgt direkt aus UA 19.i.
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Abb. I1.6.: Fur das Vektorfeld X (z,y) = (ziy) (rot im Bild) ist die Differentialgleichung
fiir die Integralkurven (‘Zgg) = (z(t)iy(t)). Die Integralkurven (zwei in
griin) sind somit v: t — (z(t) = t + z0,y(t) = aet —t — x9 — 1) bei
Anfangswerten v(0) = (zo,y0 = @ — xg — 1). Damit ergibt sich als Fluss
®: (t,(z0,90)) € R X RZ > (t+ 20, (yo + 20 + 1)et —t — 29 — 1).

Bemerkung 11.4.8.

(i) Wegen glatter Abhingigkeit der Losung von 4, (t) = X (7. (¢)) vom Anfangswert
~v2(0) = x, gibt es fiir jeden Punkt z € M eine Umgebung U und ein § > 0, so
dass U x (—6,0) C ¥x ist. Dann ist fiir alle t € (=4, 0)

¢, U — (bt(U)

ein Diffeomorphismus, da ®; glatt ist und ®_;: ®,(U) — U die Umkehrabbildung
ist.

(ii) Fir alle x € M mit s +t,t € (az,b;) gilt Pg 0 Py(x) = Pype(a).

(iii) Ist ¥x = R x M, nennen wir das Vektorfeld X wvollstandig. Ist X vollstandig, dann
ist ®,: M — M fiir alle t € R ein Diffeomorphismus und es gilt &, = ®; o O,
fir alle s, t.

Sei f: U C M — f(U) C M ein Diffeomorphismus. Ist U klein genug, entspricht das
genau einem lokalen Koordinatenwechsel.

Lemma I1.4.9. Ein Vektorfeld ist genau dann ein Killingvektorfeld, wenn es die
Killinggleichung (11.21) erfillt.
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Beweis. Die eine Richtung haben wir schon in Lemma [1.4.3 gezeigt.

Sei nun ®: ¥ C (—€,¢) Xx M — M mit ¥ eine Umgebung von {0} x M der Fluss
vom Vektorfeld X. Es ist nur zu zeigen, dass ®; eine lokale Isometrie ist: Man
rechnet (in lokalen Koordinaten, genau wie in UA 24 (nutzend UA 20.i)) fiir alle
p € M, XY, Z € (M) nach, dass % ga, ;) (d, (Y (p)), dp®(Z(p))) = g(Vy X, Z) +
g(Y,VzX)) gilt und damit konstant Null ist. Also ist ga, () (dp®:(Y (p)), dp®:(Z(p))) =
oo (p) (dpPo(Y (), dp®o(Z(p))) = gp(Y (p), Z(p))- O

Wie viele Killingvektorfelder kann es geben? Hat man zwei Killingvektorfelder X, Y,
die von Parameterfamilien ¢, bzw. 1, von Isometrien kommen, dann ist auch ¢y o 15,
s 0 P_g, etc Parameterfamilien von Isometrien, die wiederum zu Killingvektorfeldern
fithren. Es gilt noch mehr. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff der Lieklammer ein:

Definition I1.4.10. Die Lieklammer [.,.]: X(M) x X(M) — X(M) ist definiert durch

(X, Y)(f) = X(Y(f)) = Y(X(/)
fir alle f € C™(M).

Man muss sich fir die letzte Definition tiberlegen, dass ein Vektorfeld durch seine
Wirkung
X: C%(M) — C*(M), [ X(f) =df(X),

eindeutig bestimmt ist. Das ist die Derivationsinterpretation von Vektorfeldern, vgl.
UA 14. Direkter sieht man das fiir die Lieklammer im Ausdruck in lokalen Koordinaten,
siehe folgendes Lemma:

Lemma 11.4.11.

(i) Die Lieklammer ist in lokalen Koordinaten durch [X,Y]* = XP %};ﬁa —-Y# %}af;
gegeben.

(ii) Die Lieklammer ist bilinear in beiden Komponenten, und es gilt [X, X] =0 fir
alle X € X(M).

(iii) Es gilt fir alle X,Y,Z € X(M) die Jacobi-Identitét

[[X>Y]7Z] + [[KZLX] + HZ?XLY] =0.

(iv) [X,Y]=VxY —VyX.
Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Bemerkung 11.4.12. Einen Vektorraum V zusammen mit einer Abbildung [.,.]: V' x
V — V, die die Eigenschaften (ii) und (iii) des letzten Lemmas erfiillt, nennt man
Liealgebra. Also ist insbesondere X(M) mit der Lieklammer eine Licalgebra.

Lemma 11.4.13. Sind X,Y Killingvektorfelder von (M, g). Dann ist auch aX +Y
fiir ein a € R wieder ein Killingvektorfeld und auch [X,Y] ein Killingvektorfeld.
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Beweis. Das aX + Y wieder ein Killingvektorfeld ist, folgt direkt aus der Linearitét
der Killinggleichung. Das [X,Y] wieder ein Killingvektorfeld folgt durch direktes
Nachrechnen: Fir alle V,W € X(M) gilt:

g(Vy[X, Y], W) =g(VyVxY —VyVy X, W)
=g(R(V,X)Y = R(X,V)Y + VxVvY + Viyx)Y = VyVyX — Viyy1 X, W).te

Mit den Symmetrien von R ergibt sich

g(Vv[X, Y], W) +g9(Vw[X, Y], V)
—g(VXVVY + Vi x¥ — Vy Vi X — Vipy X, W)
+9(VxVwY + V[W,X]Y —VyVwX — V[Wy]X, V)
=X.g(VyY, W) = g(VvY,VxW) 4+ g(Viy,xY, W)
=Y g(Vv X, W) +g(Vv X, VyW) — g(Viyy X, W)
+ X g(VwY, V) — g(VwY,VxV) + g(Viy V. V)
= Yg(VwX, V) +g(VwX,VyV) —
=X.(g(VvY, W) +g(VwY,V)) —g(VvY,VxW)—g(Vy wY,V)
=0 Y Killing =0 Y Killing
= Y.(g(Vv X, W)+ g(VwX,V)) +g(Vy X, VyW)
—0 X Killing —0 X Killing
—9(VwY,VxV)—g(Vy vY. W) +g9(Vw X, VyV)+g9(Vy, v X, W)
=0 Y Killing =0 X Killing
+9(Vv, xY,W)—=g(Ve, vy X, W)+g(Vy, xY,V)

— g(VWY, VVX)+g(VwX, Vvy) — g(VVY, VwX) + g(VVX7 wa)
=0.

Killing

Also ist auch [X,Y] ein Killingvektorfeld. O

Bemerkung I1.4.14. Aus Lemma [1.4.13 folgt direkt, dass die Killingvektorfelder
einen Untervektorraum und sogar eine Lieunteralgebra® von X(M) bilden.

Beispiel I1.4.15. Im (R% n = —dt® + d2?), sei X = a(t,x)0; + b(t,xz)0,. Soll X
Killingvektorfeld sein, muss 0 = (Vo X)g + (VpX)q sein, d.h.
0 = da(t,z) = 0,b(t, x)
0= —0b(t,x) + Ozal(t, x).
Zusammen ist a(t, z) = a(x), b(t,z) = b(t) und 9:b(t) = dra(x). Also b(t) = at + by und

a(x) = ax+ap und X = (ax + ag)0; + (at + bo) 0. Damit ist fiir den zweidimensionalen
Minkowskiraum der Vektorraum der Killingvektorfelder dreidimensional.

*Ist (V,[.,.]) eine Liealgebra und W C V ein Untervektorraum, der auch unter [.,.] abgeschlossen
ist (also [W, W]:={[z,y] | z,y € W} C W ist), heilt Lieunteralgebra von (V,[.,.]).
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Ziel ist es nun die (maximale) Dimension des Vektorraums der Killingvektorfelder zu
bestimmen:
Dazu benotigen wir zunéchst:

Lemma I1.4.16. Ist X ein Killingvektorfeld auf (M,g) und c: I — M eine Geoddti-
sche, dann gilt in allen Punkten von c, dass

(VeVeX)er) = R(E(E), X (c(t)))é(t) (I1.22)
gilt.

Beweis. Ist ¢ eine konstante Geodétische, d.h. ¢ = 0, ist die Behauptung richtig.
Wir nehmen, also nun an, dass ¢ nichtkonstant ist. Sei tg € I. Wir wahlen lokale
Koordinaten (z%), um ein c¢(tp) derart, dass ¢(¢) in lokalen Koordinaten die Form
(0,...,0,28(t) = ,0,...,0) fiir ein spezielles 3 hat. Da X ein Killingvektorfeld ist, gilt

g(Vy X, Z)+g(Y,VzX)=0 VY, Z e X(M).
Wir wahlen Y, Z derart, dass in unserer Karte gilt:

(a) Y = Z = ¢ = 0g, setzen das in die obige Gleichung, nutzen dass ¢ Geodétische ist,
und leiten dann nach 9, ab:

0= 0,9(VeX, &) = g(VaVsX,05) + g(V5X,Vady).

(b) Y =¢=05 und Z = 0,:
0= é(g(véX7 aa) + g(é, VQX))
= g(vc'véXa aa) + g(VgX, V[ﬁaa) + g(aﬁv VﬁvaX)
tosionstiel 0 (7 Ve X, 0a) + 9(V 5 X, Vads) + 9(95, V5V X)

Ziehen wir die beiden Gleichungen aus (a) und (b) voneinander ab, erhalten wir

0= g(VeVeX,da) + g(R(6,00)X, &)

= g(VéVéX — R(C, X)C, 8a)

und damit die Behauptung. O
Bemerkung 11.4.17.

(i) Die Gleichung (I1.22) ist die Jacobigleichung, vgl. Definition I1.1.32. Im Allgemei-
nen ist ein Jacobifeld J als Losung von (I1.22) nicht auf der ganzen Mannigfaltigkeit
definiert sondern erst einmal nur ein Vektorfeld entlang einer Kurve ¢: I — M,
also eine Abbildung J: t € I — J(t) € T.4)M. Zur Berechnung der kovarianten
Ableitung Ve J(t), vgl. (I1.4) (oder folgt auch direkt aus den Eigenschaften (ii)
und (iii) des Levi-Civita-Zusammenhangs in Lemma I1.1.10), reicht es jedoch,
wenn J auf ¢ definiert ist. Auch V.J ist dann wieder ein Vektorfeld entlang c.
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Es gibt noch ein anderes technischen Detail, welches wir bis jetzt unterdriickt
haben: Die Kurve ¢ kann a priori Selbstschnitte haben: Dann kénnen in einem
Punkt p = ¢(tg) = c(t1) die Tangentialvektoren ¢ verschieden sein und apriori
wére rein von der Definition der kovarianten Ableitung nicht klar, was V: im
Punkt p dann sein soll. Technisch kann man das umgehen, in dem auf I eine Art
'mit c-zugezogene kovariante Ableitung’ definiert. Fiir unsere Fragen hier reicht es
dann, einfach ¢ nur lokal zu betrachten, so dass keine Selbstschnitte vorliegen.

(ii) Ein Jacobifeld entlang einer Kurve ¢: I — M (0 € I) ist durch seine Anfangswerte
J(0) und (V:J)(0) eindeutig bestimmt:

Wiihlt man in ¢(0) eine Basis (€4(0))q eine Basis von Teo) M und sei eq (t):= [|§ ;
e (0) der Paralleltransport von e, (0) entlang ¢, vel. UA 29, (d.h. e, (t) erfiillt
VepX(t) = 0 mit Anfangsbedingung X (0) = e,(0)). Insbesondere ist dann
(€a(t))a eine Basis von T,;) M. D.h. als glattes Vektorfeld entlang ¢ hat J die Form
J(t) = >, aa(t)eq(t) fiir glatte Funktionen aq: I — R. Wegen Viuyeq(t) =0
gilt V2J(t) =, ali(t)eq(t). Da J die Jacobigleichung erfiillt, gilt:

S (ealt) = 3 aaORE), ealt))ét)

Wegen R(¢(t),ea(t))c(t) = 3505 (t)es(t), folgt an(t) =35 ag(t)bl(t) fiir alle a.
Dies ist ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen fiir a, zweiter
Ordnung, dessen Losung durch a,(0) und a, (0) (also J(0) und V.J(0)) eindeutig
bestimmt ist.

Lemma I1.4.18. Sei (M, g) eine zusammenhdingende Riemannsche oder Lorentzman-
nigfaltigkeit. Ist X ein Killingvektorfeld mit X (p) = 0 und (V,X)|, =0 fir einp e M
und all v € T,M, dann ist X = 0.

Bevor wir das beweisen, zuerst eine Folgerung:

Folgerung I1.4.19. Die Vektorraum der Killingvektorfelder einer m-dimensionalen
zusammenhdangenden Riemannschen oder Lorentzschen Mannigfaltigkeit hat maximal
die Dimension 77"(”;“).

Beweis. Aus Lemma 11.4.18 und der Linearitdt der Killinggleichung folgt, dass ein
Killingvektorfeld eindeutig durch den Wert von X und VX in einem Punkt p € M
bestimmt ist und damit, dass L: X € {Killingvektorfelder}(— X (p), (VX),) € T, M x
TH(T, M) injektiv ist. Aus der Killinggleichung folgt weiterhin, dass der (1, 1)-Tensor
VX, der in jedem Punkt p als lineare Abbildung T, M — T, M geschrieben werden
kann, schiefsymmetrisch ist, also VX € sl(m):={A € Matr,,xm(R) | A+ AT = 0} gilt.
Damit kann das Bild von L und damit der Vektorraum der Killingvektorfelder maximal
(m + m(";_l) = m(nzlﬂ))—dimensional sein. O

Beweis von Lemma II.4.18. Sei X (p) = 0 und (VX), = 0. Da M zusammenhéngend
ist, kann jeder Punkt der Mannigfaltigkeit durch eine stetige Kurve, die stiickweise
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Geodétische ist, erreicht werden. Deshalb reicht es, die Aussage auf Geodéaten ausgehend
von p zu iiberprifen. Sei ¢: I — M Geodétische mit 0 € I und ¢(0) = p. Dann ist nach
Lemma I1.4.16 X ein Jacobivektorfeld entlang ¢ und damit eindeutig durch X (p) und
(V:X), bestimmt. Also verschwindet X entlang ¢ und damit auf ganz M. O

Definition I1.4.20. Eine Riemannsche oder Lorentzmannigfaltigkeiten (M™, g) heifit
(i) homogen im Punktp € M, falls {X(p) | X ist Killingvektorfeld} = T),M ist.

(ii) 4sotrop im Punkt p € M, falls {(VX), | X ist Killingvektorfeld mit X (p) = 0} =
sl(m) ist.

Bilden die Killingvektorfelder von (M™, g) einen W—dimension&len Vektorraum,
dann heifit M mazimal symmetrisch.

Bemerkung I1.4.21. (Interpretation) Homogen in einem Punkt p € M, bedeutet,
dass es eine Umgebung U von p gibt, so dass es fiir jeden Punkt ¢ € U eine lokale
Isometrie f: U C M — f(U) C M mit f(p) = ¢ gibt.

Die Isometrien, die durch Killingvektorfelder mit X (p) = 0 erzeugt werden, entsprechen
'lokalen’ Rotationen um den Punkt p € M. Demnach bedeutet isotrop in einem Punkt,
dass lokal um diese Punkt die Mannigfaltigkeit in alle Richtungen gleich aussieht.

Wir werden sehen, dass maximal symmetrische Rdume lokal eindeutig durch eine
Konstante K € R und dem Index ihrer Metrik bestimmt sind. Zuerst bestimmen wir
den Kriimmungstensor:

Lemma I1.4.22. Sei (M™,g) (fir m > 1) ein mazimal symmetrischer Raum. Dann
gilt

K
m(m — 1)

fir ein K € R unabhdngig von der Wahl der XY, Z, W.

9(R(X,Y)Z, W) = (9(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W))

Das bedeutet, dass maximal symmetrische Rdume konstante Schnittkrimmung haben,
wobei die Schnittkriimmung in einem Punkt der Riemannsche Kriimmungstensor auf
einer Ebene des Tangentialraumes in diesem Punkt ist, genauer: Sei p € M und
E C T, M ein zweidimensionaler Untervektorraum, dann ist die Schnittkrimmung in E
definiert durch

gp(R(u, v)v,u)
gP(U7 U)gp(uv u) - gP(“’ ’U)
fiir u, v eine Basis von E. (Man muss sich iiberlegen, dass diese Definition unabhéngig
von der Wahl der Basis u,v von F ist. Aulerdem kann man alle Schnittkrimmungen
von (M, g) kennt man auch den Riemannschen Kriimmungstensor R. Im Gegensatz zu
Ric verliert man also keine Informationen tiber R.)

sec,(E):= 3

Beweisskizze. Da M insbesondere homogen in alle Punkten ist, reicht es, die Gleichung
in einem Punkt zu iiberpriifen. Dort wird sie aus der Isotropie folgen, vgl. auch UA 33
(Man kann sogar zeigen, dass aus isotrop in allen Punkten schon homogen folgt.). O
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Bemerkung 11.4.23. K ist die Skalarkriimmung:

scal = Rg,mgm = )g(xs (gﬁ'ygea - gozﬁg'ye)gﬁ‘Y

m(m —1
K K
= - THY B se = - 2 — =
m(m — 1) (0306 = 0295) m(m — 1) (m”—m) =K

Satz I1.4.24. Sei (M™, g) ein mazimal symmetrischer Riume mit Skalarkrimmung
K € R und g ist Riemannsch oder Lorentzsch. Dann gibt zu jedem p € M eine
Umgebungen U, so dass (U, g) isometrisch zu einer Teilmenge

(i) des Euklidischen Raumes R™, falls K = 0 und g Riemannsch,

(ii) der Sphire S™(R) C R™*! vom Radius R, falls K = % und g Riemannsch,

(iii) der hyperbolische Raum H™(R):={x € R™! | n(z,z) = —r2 2" > 0} vom
Radius R, falls K = —m%%l) und g Riemannsch,

(iv) des Minkowskiraum, falls K =0 und g Lorentzsch,

(v) der de-Sitterraum S7*(R):={x € R™" | n(z,x) = r?} mit Metrik induziert vom

umliegenden Minkowskiraum, falls K = m(gi{l) und g Lorentzsch,
(vi) der Anti-de-Sitterraum H™(r):={z € R™*1 | r2 — (20)2 — (21)2 + (2¥)? + ... +
(x™)2 = 0} mit Metrik induziert vom R™1 mit dem Standard-Index 2-innerem

Produkt, vgl. UA 12, falls K = —% und g Lorentzsch,

1st.

Definition II.4.25. Eine Raumzeit (M, g) heiit stationdr, wenn es ein Killingvektor-
feld X € X(M) gibt, welches zeitartig ist. Die Raumzeit heiflt asymptotisch stationdr,
wenn es ein Killingvektorfeld X € X(M) gibt, welches asymptotisch zeitartig ist, d.h.
jede Integralkurve des Flusses zu X ist auflerhalb eines beschrinkten Intervalls zeitartig.

Beispiel I1.4.26. Schwarzschildauflenraum, Kerr und Reissner-Nordstrom sind statio-
nar mit 0;. Ultrastatische Raumzeiten sind stationér.

11.4.2. Kosmologische Raumzeiten

Nach dem kosmologischen Prinzip, vgl. Seite 64, gibt es eine kosmologische Zeit ¢ und die
Flusslinien von 9; sind Geodétische (die fundamentalen Beobachter). Zusammen mit der
Isotropie-Eigenschaft sieht eine kosmologische Raumzeit lokal aus, wie (I x M, g) mit I C
R ein Intervall und (M, h) eine maximal symmetrische Riemannsche Mannigfaltigkeit
und g = —codt? + f(t)*h (mit co > 0, da 9 zeitartig sein soll): Allgemein hat eine
Metrik auf I x M, mit 0; zeitartig, die Form

—c(t, x)dt* + a;(t, z)(dt ® da’ + da’ @ dt) + hy
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mit h; eine Einparameterfamilien von Metriken auf M und z = (z!,...,2™) lokale
Koordinaten auf M™. Da {t} x M das Jetzt des Beobachters d; sein soll, muss a;(t,z) = 0
sein. Da fiir jeden Beobachter 0;|(s 2)erxm das Jetzt” {s} x M homogen und isotrop
sein soll, muss (M, hs) eine maximal symmetrische Mannigfaltigkeit sein. Da die
Skalarkriimmung von hg sich mit s indern kann, kénnen wir hy = f(s)?h setzen, wobei
(M, h) maximal symmetrisch und f: I — Rsq glatt. Es bleiben also bis hier Metriken
der Form —c(t,z)dt? + f(t)?h. Nun schauen wir noch, was uns die Information sagt,
dass die Flusslinien von d; Geodétische sind — also sollen ~,(t) = (¢, z) fir alle x € M
Geodatische sind: Es ist T, = 1c(t, )1 0yc(t, ) und Ti, (¢, 2) = 3 f(t) "2 (2)0;c(t, x)
und damit

0=Vp,0; =T%0; +T40, = %c(t, x) Lot x)0; + %f(t)dhij(x)(?jc(t, x)0;

D.h. wir haben ¢(t, z) = ¢(z) und h'/ (z)d;c(t, x) = 0, also c(t,x) = const = cy.

1
Die Konstante ¢y kann durch ¢t — ¢3¢ auf 1 skaliert werden.

Definition I1.4.27. Eine Friedman-Lemaitre-Robertson- Walker-Raumzeit (FLRW)
ist ein verzerrtes Produkt (M = I x N, g = —dt? + f(t)*h), wobei I C R ein Intervall,
(N, h) eine maximal symmetrische Riemannsche Mannigfaltigkeit und f € C°°(I,Rxg)
ist.

Wir sammeln fiirs weitere Vorgehen ein paar Kriimmungsformeln fiir FLRW-Raumzeiten,
die direkt nachgerechnet werden kénnen, vgl. auch [13, S. 345]:

Lemma I1.4.28. Sei (N" h) eine mazimal symmetrische Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Skalarkrimmung K und (M = I x N,g = —dt? + f(t)*h) fiir eine glatte
Funktion f € C*°(I,Rxsq). Wir setzen k = . Dann gilt fiir olle X,Y,7Z € X(M)
mit g(0¢, X) = g(0:,Y) = 9(0:,Z) =0

K
n(n—1)

1"
Ric(@t,at) = —3f7 Rlc(at,X) =0

7\ 2 ”
Rie(X,)Y) = <2 (?) + 2% + J;) 9(X,Y)

f/ 2 k f//
scal:6<(f> —l—f2+f> .

*Eigentlich ist das Jetzt eines einzelnen Beobachters nur lokal in der ART ein guter Begriff, da es
mehrere rdumliche (= induzierte Metrik ist Riemannsch) Untermannigfaltigkeiten in einem Punkt
(t,z) mit Tangentialraum 8# gibt. Da wir aber durch jeden Punkt eine fundamentalen Beobachter
haben mit einer globalen Zeit haben, kann {s} x M als das Jetzt der Menge aller fundamentalen
Beobachter zur Zeit s angesehen werden.
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Insgesamt haben wir somit fir den Einsteintensor:

G(0,,0,) =3 <<f>2 + JZ)

G(9,X) =0

GX,Y)=— ((J;) + % + 2‘?) 9(X,Y).

11.4.3. Materiemodell fiir perfekte Fliissigkeiten

Perfekte Fliissigkeit (keine Viskositét, kein Wérmeaustausch, nur Druck) — wir orientie-
ren uns an Abschnitt I1.2 iber den Energie-Impuls-Tensor und wollen zuerst diesen fiir
die SRT ableiten:

Die Fliissigkeit schauen wir uns in einem System an, wo die Fliissigkeit in Ruhe ist, also
v = 0 (die rAumliche Geschwindigkeit, also V' = 9; fiir den zugehorigen Vierervektor),
weil die Geschwindigkeitsdnderungen geméfl der relativistischen Dynamik geschehen
muss und es sonst miithsamer ist aus dem Newtonschen Spannungstensor den SRT
Energie-Impuls-Tensor zu machen. Weiter wird ein nichtviskosen Fluid betrachtet d.h.
der Spannungstensor nimmt die Form plds.s an. Des Weiteren ist die Impulsdichte
Null, da v = 0 ist. Die Energiedichte wird im Ruhefall einfach durch die Masseverteilung
p beschrieben. Wir haben also

p 0
T =
(0 P1d3x3>

Das ist der Energie-Impulstensor bzgl. unseres festen Bezugssystems von oben, in dem
V = 9, ist. Um den Energie-Impulstensor fiir ein beliebiges Stromungsvektorfeld V'
zu erhalten, miissen wir entsprechend Lorentz transformieren (analog zu UA 6) und
erhalten als (0, 2)-Tensor:

T(X,Y) = (p+p)n(X,V)n(Y,V) +pn(X,Y),
wobei V' das Stromungsvektorfeld ist.

Test fiir den Fall oben (Beobachter=V):

T(Z,V)=0 falls ZcV*t*

TV,V)=(p+p)—p=p
T(Z,W) =pn(Z, W) falls Z, W € V*+.

Wir nutzen das Korrespondenzprinzip, um aus dem obigen Energie-Impuls-Tensor fiir
eine perfekte Flissigkeit der SRT einen der ART zu machen:
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Definition I1.4.29. Der Energie-Impuls-Tensor fiir eine perfekte Fliissigkeit auf einer
Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) ist gegeben durch

T(X,Y) = (p+p)g(X,V)g(Y,V) +pg(X,Y), (I1.23)

wobei p den Druck und p die Energiedichte (beides i.A. eine Funktion auf M) der
perfekten Fliissigkeit reprasentieren.

Bemerkung 11.4.30. Die Einsteingleichungen sind ein System von 10 partiellen
Differentialgleichungen (fir Raumzeiten der Dimension vier). Sie kodieren aber i.A.
nicht, dass der Energie-Impuls-Tensor selbst einer Bewegungsgleichung gehéren muss,
die i.A. wieder von g abhéngt. In einfachen Fallen bzw. fiir gewisse Ndherungen reichen
die Einsteingleichungen aus, z.B. fiir Vakuum (7" = 0) oder Staub (=perfekte Fliissigkeit
mit p = 0 (da entspriche die zusitzliche Bewegungsgleichung der Massenerhaltung
und die ist schon in T eingebaut.). Manchmal gibt es Naherungen/Modelle, wo man
zwar zusatzliche Bewegungsgleichungen braucht, die aber in ’guter’ Naherung nicht
von g abhéngen, z.B. erfiillen in einer perfekten Fliissigkeit p und p eine zusétzliche
Bewegungsgleichung, die aber oft nur eine algebraische Gleichung in p und p ist.

Oft ist dies eine polytrope Zustandsgleichung p = cp™; ¢ und s werden durch das Modell
bestimmt. Hier ein paar Beispiele mit wenigen Stichworten:

o isoterm (»x = 1) — verwendet zu bestimmten Zeiten des Universums in der
Kosmologie (nach der Inflation/vor der CMB-Entkopplung”)

o adiabatisch (s¢ geht mit den Freiheitsgraden) - z.B. verwendet fiir Sternenmodell

mit einzelnen Teilchen » = g

e nichtrelativistisches Elektronengas » = % ~ verwendet fiir quantenmechanisch

entartete Gase/weifle Zwerge

o ultrarelativistisches Gas » = 5 - verwendet, wenn die Geschwindigkeit der Teilchen
fast die Lichtgeschwindigkeit ist (z.B. spate Zustédnde von Sternenkollaps)

Qi

11.4.4. Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker

Jede FLRW-Raumzeit erfiillt die Einsteingleichungen fiir den Energie-Impuls-Tensor
einer perfekten Fliissigkeit mit geeignetem p, p und Stromungsvektorfeld V = 9y, also
ist

p a=p=t
Ibﬁ = 4 PGags a)ﬁ:# t
0 sonst

*https://de.wikipedia.org/wiki/Kosmischer_Neutrinohintergrund#Anisotropien_in_der_
kosmischen_Hintergrundstrahlung_und_Strukturbildung
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Aus Lemma 11.4.28 folgt
f’)2 k
=3(|l=5) +5|—-A
’ << r)

" 7\ 2
p=— <2ff + (;) + JZ) +A. (I1.24)

(Die erste Gleichung nennt man in diesem Rahmen Energiegleichung und die zweite
Bewegungsgleichung.) Insbesondere hiangt die Energiedichte und der Druck nur von ¢
ab.

Wir sehen direkt: Erfiillt die FLRW-Raumzeit die Einsteingleichung mit A = 0 fiir eine
perfekte Fliissigkeit mit (p,p), dann auch die Einsteingleichung mit A = Ay fiir eine
perfekte Fliissigkeit mit (p + Ao, p — Ao).

Wir schauen uns hier einmal, dass Beispiel von Staub, d.h. p =0, und A =0 an. In
diesem Fall ist es die Masseerhaltung (das ist analog zur Kontinuitéitsgleichung eine
Differentialgleichung in p) und schon in T' eingebaut. Insgesamt gilt:

Satz I1.4.31. Im Fallp = 0 und A = 0 ist in der Robertson-Walker Raumzeit das
Produkt C:=p(t)f3(t) konstant und es gilt die Friedmannsche Differentialgleichung
C
N2
k=—.
Insbesondere gibt es damit eine eindeutige Losung der Friedmannschen Differentialglei-
chung bei gegeben Anfangswerten p(to) und f(to).

Beweis. Fir p =0 und A = 0 sind die Gleichungen (11.24)
1
202 =) +k

3
NN AN
0_2f+<f> e

Hiervon gibt die erste Gleichung direkt die Friedmanngleichung, sobald man weif3, dass
pf? konstant ist. Differentiation der ersten Gleichung ergibt:

1/2 2 ! ! gl
PP+ Sl =211

Andererseits ist

! 11 BPWE- / "\ k ’ ; Emner. ,1
2 EE —p2 ((f> +P> = (P =k T 2pf

und ergibt zusammen mit der letzten Gleichung
0=p"f>+3pff" = (pf?)
und damit C:=pf? konstant. O
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Allgemein sind die Gleichungen (I1.24) dquivalent zu:

p=- 3f7(,0 +p)
f7 =— é(p + 3p — 2A) (I1.25)

wovon die erste Gleichung auch aus thermodynamischen Uberlegungen® folgt (Im
Staubfall von oben ist das pf® = konstant und gleich der Massenerhaltung.) Die
zweite Gleichung sagt aus, dass sowohl die Energiedichte p als auch der Druck p die
Expansionsrate des Raumes, also f” verkleinert.

Bemerkung I1.4.32. (’Astronomische Daten’) Das momentane Standardmodell der
Kosmologie ist das Lambda-CDM-Modell und benutzt eine FLRW-Metrik und die
isotherme Zustandsgleichung.

Fiir Galaxien p,q € N ist der Abstand zum Zeitpunkt ¢ gleich f(t)dn(p,q). Diesen
Abstand und seine zeitliche Anderung kann man messen und man kann die sogenannte

Hubble-Konstante' Hy (t)::% definieren. Der aktuelle Wert* (Es gibt verschiedene
Werte je nach Messmethode.) liegt bei ungefihr 68 — 74 mf (Also im Moment f' >0

S

- ’expandierendes Universum’).
Der aktuelle Wert fiir die kosmologische Konstante A ~ 1,1 -107°2 m™=2,

Interpretation der kosmologischen Konstante: Energiedichte der Raumzeit bzw. Vakuu-
menergie. Es wird dunkle Energie genannt.¥.

Der Wert von A sieht sehr klein aus — die Frage ist aber, wie sieht es im Vergleich zu p
(oder p) im Modell ist (da ja A einer Verschiebung der Dichte um p + A (bzw. p — A)
entspricht). Dazu muss man mit wieder alles mitnehmen, was man auf 1 gesetzt hat,
also p mit é\ﬂcé vergleichen. Und dann ist es gar nicht mehr klein: p, was zu sichtbarer
(baryonischer) Materie, gehort, ist zum A-Anteil im Verhéltnis 5 : 59 liegt. Dann gibt
es noch den Anteil dunkler Materie!, der ist zum sichtbaren Anteil im Verhéltnis 26 : 5

steht. (p ist wesentlich kleiner als p)

Lemma I1.4.33. Ist M =1 x; N, N mazimal symmetrisch, to € I, Ho(tp) > 0 eine
Lésung der Einsteingleichung fir eine perfekte Flissigkeit mit p+ 3p — 2A > 0, dann
ist inf I = t* mit to — Ho(to) ! < t* < to und entweder ist f' > 0 oder I ist endliches
Intervall.

*Diese Gleichung ist dann der erste Hauptsatz der Thermodynamik.

Tdie entgegen dem Namen zeitabhingig ist.

thttps://de.wikipedia.org/wiki/Hubble-Konstante

$Mpc=Megaparsec. 1 parsec ist die Entfernung, aus welcher der mittlere Erdbahnradius (= 1 AE,
Astronomische Einheit), also der mittlere Abstand zwischen Sonne und Erde, unter einem Winkel
von einer Bogensekunde erscheint und entspricht etwa 3,26 Lichtjahren bzw. 206000 Astronomischen
Einheiten oder ~ 3,1 1016 m.

Yhttps://en.wikipedia.org/wiki/Dark_energy

IDas was man der sichtbaren Materie zuschlagen muss um auf realen Messungen zu kommen, z.B.
von Gravitational Lensing und Galaxierotationen.
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Beweis. Aus (11.25) und p + 3p > 0 folgt, f” < 0. Demnach ist f(t) < F(t):=f(to) +
H(to) f(to)(t — to). Wegen H(to) > 0, ist die Nullstelle t1:=ty — Ho(to) "t von F(t)
———
=f"(to)
kleiner als tg. Da (wegen f” < 0) f(t
¥ auf I ist und f posmv ist, muss inf I

t1 =ty — Ho(to) < t* < tg sein.
Da f” < 0 ist, ist entweder f’ immer positiv oder
f f nimmt fir ¢,, sein Maximum und fir ¢ > t,, ist
, .

/' dann negativ. Dann kann wegen f” < 0 f nur
fiir ein endliches Intervall noch positiv sein.

) < ()
=t

Definition I1.4.34. Sei M = I xy N, N maximal symmetrisch eine Losung der
FEinsteingleichung fiir eine perfekte Flissigkeit. Ist ¢, = inf I > —oco mit f — 0 und
f! = oo fiir t — t,, so nennt man t, einen Big Bang/Urknall. Ist t* = sup I < oo mit
f—=0und f’ — —oo fiir t — t*, so nennt man t* einen Big Crunch.

Gilt p — oo fiir t — t., nennt man ¢, eine physikalische Singularitit (analog bei ¢*).

Lemma 11.4.35. Sei M =1 x;y N, N mazimal symmetrisch, I = (t.,t*) eine Losung
der Einsteingleichung fiir eine perfekte Flissigkeit mit A =0, so dass t, = —oo oder
eine physikalische Singularitdt ist (analog fiir t*). Sei tq € I mit Hy(tg) > 0. Sei p >0
und es gebe Konstanten a, A mit —1/3 < a < % < A. Dann gilt

(i) t. ist ein Big Bang.
(i) Fiir sec gn <0, ist I = (t,,00) mit f — 0o und p — 0 fiir t — oo.
(iii) Fir sec gy > 0, dann ist t* ein Big Crunch.

Beweis. UA 35 O

1.4.5. Zur Messungen der Hubble-Konstante — Rotverschiebung

Ein Beobachter (der Emitter) sendet Licht in Richtung eines anderen Beobachter (dem
Absorber). Der Emitter misst die Wellenlénge des Lichts bei der Abstrahlung und der
Absorber im Moment des Eintreffens. Im Allgemeinen sind diese beiden Messergebnisse
verschieden. Dieser Effekt heifit (gravitative) Rotverschiebung.

11.4.5.1. Rotverschiebung in Minkowski (SRT)

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den zweidimensionalen Minkowskiraum:
Sei v1: I1 — R?, y1(s) = (5,0 € R) € R? der Emitter. Der Beobachter vy: I — R!
bewege sich mit konstanter rdumlicher Geschwindigkeit v, also v5(7) = ﬁ(ﬂ vT) 4
70-

Lichtartige Geodiiten in R? haben die Form c(u) = cg + (u,£u) fiir ein ¢ € R2.
O.B.d.A. betrachten wir hier nur den +u-Fall. Wir suchen die Schar von lichtartigen
Geodatischen c(s, u), die in ¢(s,0) = v1(s) = (s,0) starten und spéter fiir ein u = u(s)
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t / Y2(7)

Abb. I1.7.: Der Emitter v; sendet eine Welle mit Wellenldnge \/Periodendauer T aus.
Da hier ¢ = 1 gesetzt ist, ist T = A. Die lichtartigen Geodéten sollen
verschiedene Phasen der Welle kodieren (soll mit der orangenen Welle unten
links verdeutlicht sein.). o sieht dann in seiner Eigenzeit diese lichtartigen
Geodaten vorbeikommen und miss so 7" als Periodendauer. Die zugehorige

Wellenlénge wird im Jetzt von v5 gemessen und ist wegen ¢ = 1 auch wieder
gleich T".

in o auftreffen — also c(s, u(s)) = v2(7(s)) fir ein 7: I; — I5. O.B.d.A. sei 7(0) =0 -
also v2(0) = (a, a) fir ein a € R.

Es ist A* = —1((0,A), (0,A)) und (X')* = =n(y2(7(A)) = 70,72(7(X)) —70) = 7(A)?, vel.
Abb. TL.7.

Um 7(\) zu berechnen, analysieren wir ¢(s, u(s)) = v2(7(s)). Daraus folgt

+u(s) =7 (s) +
stu(s) =——=17(s) +a
V1—v?
1
u(s) =——=v7(s) +a
G ==
Fiir s = X ist damit A = \/1177(1 — v)7(A). Zusammen ergibt sich

/\7'_ 1+v
A V1-—v

11.4.5.2. Rotverschiebung in der ART — im Allgemeinen

Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Auch hier haben wir einen Emitter v;: Iy — M
und einen Absorber yo: Iy — M. Sei ¢(s,u) eine Schar lichtartiger Geodétische mit
c(8,0) = v1(s) und c(s,u(s)) = v2(7(s)) fir geeignete u: Iy — R und 7: I} — Io. Wir
konnen die lichtartigen Geodétischen immer affin umparametrisieren, so dass u(s) =1
fiir alle s € I; ist. Weiterhin sei 7(0) = 0. Damit haben wir insgesamt eine Variation
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lichtartiger Geodéatischer ¢: I1 x [0,1] — M. Das zugehorige Variationsvektorfeld
(ein Jacobifeld) ist J(u) = “L|,_oc(s,u). Nach Konstruktion ist J(0) = 7{(0) und
J(1) = 72(7(0))7'(0) || 75(0)-

~1 messe in p:=v1(0) die Wellenldnge des Lichtes. Fiir kleine Wellenldnge (also hohen
Frequenzen) fithrt +; diese Messung im Limes im Tangentialraum in p aus — analog
wie in der SRT. Dann ist die Periodendauer T in p proportional zu 4 (0). Analog die
Periodendauer 7" in ¢:=c(0, 1) = v2(0). Damit ist

<T’>2 _ 9,(J(1),J(1))
T 9p(71(0),71(0))

Wenn ) klein genug ist, damit wir als Messung im Tangentialraum arbeiten kénnen, ist
A/T ungefihr konstant (nah genug in der Umgebung eines Punkt sieht alles flach, und
in geeigneten Koordinaten fast ultrastatisch aus). Also ist

(X>2 _ 9,(J(1),J(1))
A 9p(711(0),71(0))”

11.4.5.3. Rotverschiebung in Schwarzschild

Rotverschiebung gehort zu den klassischen Tests der ART:

Wir betrachten hier den Spezialfall, dass der Emitter sich entlang v1(s) = (s, 71, ©0, o)
und der Absorber sich entlang v (7) = (7, r2, @0, 0o) bewegt.

Nach (I1.20) gilt fir die Spur lichtartiger Geodétischer t(r) = £r.(r) + to = £(r +
s In[;= —1|) +to. Damit ist c(s, u) = (r(r(u)) — r(r1) +s,7(u), o, 00) mit r(0) = ry.

Dann ist J(u) = (1,0,0,0) und damit

(X)z _ gC(s,l)=(T(s),r2,gpo,90)(J(].), J(]_)) _ 1— %
A 97,(0)(71(0),71(0)) -z

11.4.5.4. Rotverschiebung in ultrastatischen Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten eine ultrastatische Mannigfaltigkeit: (M = I x N,g = —dt* + h),
wobei I C R ein Intervall ist und (V, h) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist. Nach
UA 10.b(ii) hat eine lichtartige Geoditische in M die Form c(u) = (au + b, &(u)) mit &
Geoditische in (N, h) mit h(é,é) = a? und a,b € R.

Sei v1(s) der Emitter und ~2(7) der Beobachter. Die Schar lichtartiger Geodétischer,
die vom Emitter ausgesendet wird, hat dann die Form

c(s,u) = (a(s)u + b(s), &(u))

fiir eine Schar ¢, Geodétischer in (N, h) und so dass v1(s) = ¢(s,0) = (b(s), ¢(0))) ist
und v2(7(s)) = ¢(s,u(s)) gilt fur geeignete Funktionen 7(s) und u(s).
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Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass &(s) nach Bogenliinge parametrisiert ist, also h(és, &) = 1
ist, dann ist a(s) = 1. Insbesondere ist dann

Ty = Llooes,w)) = (0(s)

und somit

(X>2 _ ratu(J((0)), J(u(0))) _ —b'(0)? + hay(u(oy (J(u(0), T (u(0)))
) 921(0)(1(0), 7(0)) —V(0)2 + hey(0)(J(0), T (0))

Die Rotverschiebung kommt hier nur daher, dass sich Emitter und Beobachter bewegen.
Sind beide in Ruhe und der Emitter sendet das Licht immer in gleiche rdumliche
Richtung ab, ist A = \.

1.4.5.5. Rotverschiebung fiir konform dquivalente Metriken
Definition I1.4.36. Sei (M, g) eine Lorentzsche oder Riemannsche Mannigfaltigkeit

und p € C*°(M,Rsp). Die Metrik § = p?g (also g,(X,Y) = p2(p)gp(X,Y) fiir alle
p€ M und X,Y € T,M) heiBt zu g konforme Metrik und p heifit konformer Faktor.

Lemma I1.4.37. Sei V bzw. V der Levi-Civita Zusammenhang zu (M, g) bzw. (M, g).
Dann gilt

Y o X(w),  grodyp

I p

VyY —VyY =

g(X,Y) (I1.26)

fir alle X, Y € X(M).
Beweis. Es reicht die Identitét lokal nachzurechnen. Dazu seien 2 lokale Koordinaten.
Seien I' bzw I' die Christoffelsymbole zu g bzw. g. Dann ist

. 1

Fop =50729" ((17g00).5 + (H*955) 0 = (1°9as) 6)

=I5+ 1" (1,80% + 1,00} — 169" Gas)-
——

=(grad u)7 wegen (IL.7)

Damit ist

. - Y
VY — VxY =X°V# (V05 — Vads)* = L“)X +

*Das ist auch die Rechnung, die zeigt, dass die Differenz zweier affiner Zusammenhéange (d.h. man
fordert nur Eigenschaft (i)-(iii) in Lemma I1.1.10) einer Mannigfaltigkeit, immer ein (0, 2)-Tensor ist.
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Lemma 11.4.38. Sei ¢ eine lichtartige Geoddtische einer Lorentzmannigfaltigkeit
(M, g). Dann ist die Spur von ¢ auch die Spur einer lichtartigen Geoddtischen fir

(M,§ = u?g) und &(s) = c(v(s)) mit ¥'(s) = (u(c(v(s))))~? ist eine lichtartige
Geoddtische fiir §.

Fiir letztes Lemma ist wichtig, dass ¢ lichtartig ist!

Beweis. Sei ¢ lichtartige Geodétische fiir (M, g). Dann ist

~ 2¢! rad 20
Vocd =Vud + c (M) c — gradgft 9(0/70/) c (M) /
W

Damit ist ¢ das Bild einer Geodétischen in (M, §): Um das zu sehen, suchen wir
eine geeignete Umparametrisierung é(u) = ¢(y(u)), so dass ¢ eine Geodétische ist:

& (u) = ¢'(¢(u))¢’(u) und

Ved = Ve @'d) = §)Ved +9"d = (W)Q 2d;lu’ + ¢”> d.

Setzen wir ¢’(s) = (u(g(qb(s))))_Q, dann ist " = —2p73¢(u) und somit ()% +
2 — 0 und damit Vad = 0. m

Folgerung I1.4.39. Seien ~;: I; — M Emitter und Absorber. Eine lichtartige Geo-
datische, die in p = v1(0) starte komme in g = v2(0) an. Sei r die zugehorige Rotver-
©(q)

schiebung bzgl. (M, g) und ' die bzgl. (M, § = p?g). Dann gilt ' = Ok

Beweis. Da sich nach letztem Lemma, die Spuren der lichtartigen Geodétischen nicht
dndern, misst man in p und g jeweils den gleichen Jacobivektor bzgl. beider Metriken.
Nur die Lénge dieser Vektoren dndert sich und zwar mit dem konformen Faktor p an
dem jeweiligen Punkt. O

1.4.5.6. Rotverschiebung fiir FLRW

Wir betrachten (M = I x N, —dt?+ f(t)?h) mit (N, h) maximal symmetrische Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Wir wollen die Rotverschiebung hier auf die Rotverschiebung in
ultrastatischen Mannigfaltigkeiten zuriickfithren. Dazu wollen wir schreiben:

—dt? + f(t)?h = a(1)*(—dr* + h).

Dafiir muss dt = a(7)dr und f(t) = a(7) und wir kénnen 7(t) = ftto f(u)~tdu wihlen.
Damit haben wir die Metrik als zu einer ultrastatischen konform dquivalenten Metrik
geschrieben.

Fiir den Spezialfall, dass 7;(s) = (s,n;) fiir n; € N fest, gibt es fiir den ultrastatischen
Anteil —d72 + h keine Rotverschiebung und damit ist die resultierende Rotverschiebung
fiir FLRW nur durch den Quotienten der jeweiligen a Faktoren gegeben.

D.h. mit gravitativer Rotverschiebung kann man in FLRW f zu messen und damit die
Hubble-Konstante.
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11.4.6. Andere kosmologische Modelle

Wir schauen uns nun noch andere (weniger verbreitete) kosmologische Modelle an, bei
denen wir nicht mehr fordern, dass die Mannigfaltigkeit homogen und isotrop in allen
Punkten sein soll.

Dazu schauen wir uns als Beispiel Mannigfaltigkeiten an, die zwar noch homogen in
allen Punkten sind, aber nicht mehr zwingend isotrop sind.

Aus der Homogenitét (vgl. Definition 11.4.20) folgt, dass die Liealgebra der Killingvek-
torfelder mindestens n-dimensional ist. Die Mannigfaltigkeit ist dann lokal durch die
Liealgebra bestimmt. Die Liealgebren sind klassifiziert — Bianchi-Klassifikation. Die
zugehérigen Raumzeiten nennt man Bianchi-Raumzeiten (also M = I x N, —dt? + h;
und (N, hy) sei fir alle ¢ homogen). Es gibt konkrete Modelle dafiir, fiir die man dann
Geodaétische etc. diskutieren kann. Wir schauen uns hier ein einfaches Beispiel an:

Beispiel 11.4.40 (Kasner Raumzeit). Die Raumzeit (R*, g = —dt? +2Prdx? +2P2 dy? +
t2P3d2?) ist eine Losung der Vakuumeinsteingleichungen (fiir A = 0), falls p; +ps +p3 =
(p1)? + (p2)* + (p3)* = 1 ist. Hier ist ¢ noch immer eine kosmische Zeit und die
induzierte Riemannsche Metrik auf {¢t = konstant} ist homogen in allen Punkten, aber
nicht isotrop. Die Anisotropie &ndert sich auch mit der Zeit t.

Alternativ konnte man fiir die Mannigfaltigkeit auch nur fordern, dass sie in allen
Punkten isotrop ist. Doch daraus folgt schon, dass die Mannigfaltigkeit homogen in
allen Punkten ist.

11.5. Kausalitat

Bei Kausalitit geht es um die Frage, welche Punkte der Raumzeit/Lorentzmannigfal-
tigkeit durch kausale Kurve verbunden werden kénnen. Eine Kurve v: I — M heifit
dabei kausal, wenn g(¥,%) < 0 ist, also in jedem Punkt zeit- oder lichtartig ist. D.h.
Ereignisse an den Endpunkten dieser Kurve koénnen sich gegenseitig beeinflussen.

1.6.1. Allgemeines zu Topologie

Bei unserer Definition von Mannigfaltigkeiten M haben wir bis jetzt noch nicht explizit,
was zur Topologie gesagt. M erbt im Prinzip die offene Menge vom R™ durch die
Karten. D.h. Eine Teilmenge U C M heifle offen, wenn es Karten x; gibt, so dass
U=, r; (Vi € R™) fiir V; C R™ offen. Mit diesen offenen Mengen wird M zu einem
topologischen Raum und die Menge der offenen Mengen von M zur Topologie von M .*

Unsere Definition von Mannigfaltigkeit impliziert, dass M parakompakt ist [9, Thm. 1.15],
d.h. jede offene Uberdeckung hat eine lokal endliche Verfeinerung. (Also: Sei {Ug }aca

*I.A. ist eine Topologie auf einer Menge A eine Teilmenge 7 C P(A) der Potenzmenge von A mit:
,A € T, beliebige Vereinigung von Elementen in 7 sind wieder in der Topologie, sowie auch endliche
Durchschnitte.
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eine offene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine offene Uberdeckung {Vj}sep mit
Vs C Uy(p) fiir alle 8 € B und geeigneten a(f3) und so dass fiir jeden Punkt p € M die
Anzahl der 8 € B mit p € V3 endlich ist.)

Ein wichtiges Feature eines parakompakten Raumes X ist, dass jede offene Uberdeckung
{Us}aca dann untergeordnete Zerlegung der Eins besitzen, d.h. es gibt Funktionen
pa € C°(X) mit supp po C Ua, pa > 0und >__ po = 1 (Summe lokal endlich). Im Falle
einer glatten Mannigfaltigkeit konnen die p, auch glatt gewéhlt werden [9, Thm. 2.23].

11.6.2. Grundlegende Begriffe

Definition I1.5.1. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Wir nennen (M, g) zeitori-
entierbar, falls es ein zeitartiges Vektorfeldes auf (M, g) gibt. Zwei zeitartige Vektorfelder
X,Y seien zeitorientierungsaquivalent, falls g(X,Y) < 0 ist. Eine Zeitorientierung auf
(M, g) ist, die Aquivalenzklasse zeitorientierungsiquivalenter zeitartiger Vektorfelder.

Beispiel I1.5.2. In Minkowski sind &,9; + 10, und —9; + 39, jeweils zeitartige
Vektorfelder. Die ersten beiden sind zeitorientierungséquivalent und gehoren somit zur
gleichen Zeitorientierung. Das dritte definiert eine andere Zeitorientierung.

Lemma I1.5.3. Zeitorientierbar ist dquivalent zu: Man hat eine stetige Abbildung, die
jedem Punkt p € M einem halben offenen Lichtkegel £(p) in p zuordnet, also einer der
beiden Zusammenhangskomponenten von {v € T,M | g,(v,v) < 0} C T, M. Stetig soll
hierbei heiffen: Um jedes p € M gibt es lokale Koordinaten = auf offener Umgebung U
um p, so dass %\q € &(q) fiir alle g € U ist.

Beweis. Hat man ein zeitartiges Vektorfeld X, dann definiert man £(p) als die Zusam-
menhangskomponente von {v € T,M | g,(v,v) < 0} C T, M, die X (p) enthélt. Diese
Abbildung ist dann stetig im obigen Sinne: Sei p € M. Wir wihlen) lokale Koordinaten
2% mit 25|, € £(p). Damit ist dann g,(X (p), 525 |p) < 0. Durch Verkleinern der Karte
um p kann dann g(X, %) < 0 auf der ganzen Karte erreicht werden.

Gibt es andererseits eine solche stetige Abbildung p — &(p). Dann gibt es um jeden
Punkt p eine Karte ,: Uy — V), C R™ und lokale Koordinaten zj mit der geforderten
Eigenschaft. Die {U,}, bilden eine offene Uberdeckung von M. Wie oben bemerkt,
gibt es dann immer eine lokal endliche Teiliiberdeckung {U,_}. und eine zugehorige
Zerlegung der Eins p,. Wir setzen X = Zv pﬁ,%. Da die Uberdeckung lokal endlich

ist, ist in jedem Punkt diese Summe endlich. Also ist X ein wohl-definiertes glattes
Vektorfeld. Da man direkt nachrechnen kann das jede Zusammenhangskomponente
von {v € T,M | gp(v,v) < 0} C T,M konvex ist, ist auch X (p) € £(p) und damit
insbesondere zeitartig. O

Bemerkung I1.5.4. Zeitorientierbarkeit ist vom Begriff der Orientierbarkeit zu un-
terscheiden: Eine Mannigfaltigkeit M™ heifit orientierbar, falls es m Vektorfelder gibt,
die in jedem Punkt p € M der Mannigfaltigkeit eine Basis von T, M bilden. Wéhrend
orientierbar nur von M abhingt, hingt zeitorientierbar von M und der Metrik g ab.
Fiir ein Beispiel siche Abbildung I1.8.
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orientierbar \/\ )( orientierbar
zeitorientierbar nicht zeitorientierbar
nicht orientierbar \/\ )( nicht orientierbar
nicht zeitorientierbar zeitorientierbar

Abb. I1.8.: Wir wihlen auf R x R (Koordinaten (¢,¢)) eine Lorentzmetrik, die in
t-Richtung konstant und in ¢-Richtung periodisch ist (Periode 27). Die
Metrik induziert wegen der (Anti-)Periodizitat sowohl auf dem Zylinder mit
Umfang 27 als auch dem zugehorigen Mobiusband eine Lorentzmetrik.
Links ist jeweils mit Metrik —dt?+d? und rechts mit — cos ¢dt2+cos pdp? —
sin p(dt ® dp + dp ® dt) (Das ist die andere Metrik nur mit ¢ mitgedreht.).
Um zu sehen, ob es eine Zeitorientierung gibt, starten wir mit der Wahl eines
halben Lichkegels in einem Punkt und versehen dies stetig auf den ganzen
Zylinders das Mobiusband fortzusetzen. Auf den Rechtecken ist das kein
Problem (Bei der rechten Metrik z.B. cos £0; +sin £0,,). Aber die Frage
ist, ob es beim Zusammenkleben zum Zylinder /M6biusband (Richtung des
Klebens ist durch die roten Pfeile symbolisiert). Man sieht nur oben links
und unten rechts erhélt man eine gesamte Zeitorientierung.

Eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit ist eine zeitorientierbare Lorentzmannigfal-
tigkeit mit gewédhlter Zeitorientierung.

Wir betrachten im Folgenden zusammenhéngende zeitorientierte Lorentzmannigfaltig-
keit. Die Zeitorientierung sei durch das zeitartige Vektorfeld X € X(M) definiert.

Definition I1.5.5. Ein Kurve v: I — M heifit zukunftsgerichtet (bzw. vergangenheits-
gerichtet), falls g(X (7(s)),%(s)) < 0 (bzw. > 0) fir alle s € I gilt. Seien p,q € M.
Dann schreiben wir p < ¢, falls es eine zukunftsgerichtete zeitartige Kurve von p nach
q gibt. Wir schreiben p < ¢, falls es eine zukunftsgerichtete kausale Kurve von p nach
q gibt. Weiterhin sei p < ¢, falls p < q oder p = ¢ gilt.

Fur A C M sei

I.(A):={¢ge M |3pe A:p< q} die chronologische Zukunft von A
Ji(A):={qe M |dp € A:p < q} die kausale Zukunft von A.

Analog sei I_(A) (J-(A)) die chronologische (kausale) Vergangenheit von A. Wir setzen
L (p):=1+({p}) und Jx(p):=J+ ({p})-

Bemerkung I1.5.6. Es ist 1 (A) = Upeals(p) und Ji+(A) = UpecaJ+(p).
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p p

Abb. I1.9.: Hat man eine stiickweise glatte zeitartige Funktion, jedes Stiick zukunftsge-

richtet, dann kann man diese immer derart ’ausglatten’, dass eine glatte
zeitartige zukunftgerichtete Kurve entsteht. Insbesondere ist damit < eine
transitive Relation.
Beweisen wir hier nicht: Der Hauptgrund, warum das funktioniert ist, dass
der zukunftsgerichtete innere Teil des Lichtkegels konvex ist. Das stimmt al-
les nicht mehr, wenn wir das zukunftsgerichtet in der Behauptung weglassen
(s. rechtes Bild).

Beispiel I1.5.7. Es gibt selbst fiir (M,g) zeitorientiert und ¢ € I;(p) i.A. auch
raumartig glatte Kurven von p nach ¢:

Es gibt zwischen je zwei Punkten im Minkowskiraum der Dimension > 3 immer eine
glatte raumartige Kurve (man kann spiralférmige Kurven von p nach ¢ mit beliebig
kleinen Anstieg finden und wenn der Anstieg klein genug ist, ist die Kurve raumartig).

Satz I1.5.8. Sei (M, g) eine zusammenhingende zeitorientierte Lorentzmannigfaltig-
keit. Seien p,q,r € M. Es gelte p < q,q <1 oder p < q,q < r. Dann folgt p < r.

Beweis. Sei p < q,q < r (der andere Fall geht analog). Falls p = ¢, ist p < r klar. Wir

s

q

betrachten p < ¢. Dann gibt es eine kausale zukunftsgerich-
tete Kurve +;: [0,1] = M von p nach ¢ und eine zeitarti-
ge zukunftsgerichtete Kurve ~o: [1,2] — M von ¢ nach r.
Es reicht sich zu tiberlegen, dass es eine stiickweise glatte
zunkunftsgerichtete zeitartige Kurve von p nach r gibt, vgl.
Abbildung I1.9. Dazu sei e(t) das parallele Vektorfeld langs ;
mit e(1) = v4(1), vel. UA 29. Sei 71 (s, t) eine Variation von v,
mit 1 (s,0) = p, y1(0,t) = 11 (¢) und %|s:0'yl(s,t) = te(t).
Wegen e(1) = v4(1) kann man die Variation so wéhlen, dass
v1(s,1) = 12(1 + ) gilt.

Nach Voraussetzung ist g(9:v1(0,t), 9¢71(0,t)) < 0 und wir
haben

d
£\s:og(at’>’1,5t’71) ZQQ(V&wl@t%ﬁt’h)\s:O = 29(V8m 0571, 0¢71)|s=0
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Die letzte Ungleichung folgt, da sowohl ~;(t) als auch e(t) zukunftsgerichtet und
zeitartig sind. Also gibt es ein € > 0 mit g(9yy1(s,t), 0ry1(s,t)) < 0 fir alle s € (0,¢)
und ¢ € [0,1].

Damit ist fiir jedes s € (0,¢) die Kurve ¢: [0,2 — s] — M mit ¢|o,; = 71(.,,s) und
cli2—s = v2(. + ) zeitartig. O

Im Folgenden wollen wir den folgenden Satz

Satz I1.5.9. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es eine
Umgebung U von p, so dass gy zeitorientierbar ist und U eine konvexe Normalenumge-
bung von p ist, d.h. fiir alle q,v € U gibt es eine eindeutige Geoddtische v von q nach
r, die vollstindig in U verliuft. Auflerdem besteht fiir solch ein U die Menge I, (p)Y
aus allen Punkten in U, die durch zukunftsgerichtete zeitartige Geoddtische von p aus
erreicht werden konnen. Hierbei bezeichnet I, (p)V die chronologische Zukunft von p in
der Lorentzmannigfaltigkeit (U, g|li)*. Die analoge Aussage gilt dann auch fiir J, (p)Y

und J4(p)” \ Ly (p)".
beweisen. Doch dazu bendtigen wir zunichst ein paar technische Vorarbeiten:

Bemerkung I1.5.10. Sei (M, g) Riemannsche oder Lorentzmannigfaltigkeit, sei p € M.
Fir v € TyM bezeichnen wir mit ¢, die eindeutig bestimmte Geodéte mit ¢, (0) =p
und ¢,(0) = v. Dann gilt co, () = cy(at) fir o € R: Da ¢4(0) = ¢,(0) = p und
Caw(0) = aé,(0) = aw ist, reicht es zu zeigen, dass é:=cq, wieder eine Geodéatische ist:

Vé(t)é(t) = Vae, (at)aly(at) = a?(Ve, é)(at) = 0.

Definition I1.5.11. Die Ezponentialabbildung exp,: D, C T,M — M ist definiert als
exp,(v) = ¢, (1), wobei Dy:={v € T, M | 1 ist im maximalen Definitionsbereich von c, }.

Bemerkung I1.5.12.
(i) exp,(0) =p
(ii) exp,(tv) = ¢t (1) = ¢y (t). Damit ist D), ist sternférmig beziiglich 0.
(iii) Das Differential doexp,: ToD, = ToT,M — T,M ist die Identitét, sofern wir
ToT,M = T, M identifizieren:
d d d
do exp,(v) = do exp,, %\t:o(tv) = £|t:0 exp, (tv) = %\t:ocv(t) = .
(iv) Die Exponentialabbildung ist glatt. Das folgt aus der glatten Abhéngigkeit der
Losung der Geoditengleichung von den Anfangswerten, [].

Folgerung 11.5.13. Zu p € M existiert eine offene Umgebung V, C D, C T,M von
0, so dass exp,,: V), — exp,(V,) =: U, ein Diffeomorphismus ist.

*L.A. gilt nicht I+ (p)V = I+ (p) N U, vgl. UA 39.
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Beweis. Folgt aus der letzten Bemerkung und dem Umkehrsatz (angewendet auf exp,,
in lokalen Koordinaten ausgedriickt). O

Die letzte Folgerung impliziert insbesondere, dass fiir alle x € U, die Geodétische von
p nach z, die in U, liegt, eindeutig bestimmt ist, da sonst die exp,-Abbildung auf V,
kein Diffeomorphismus sein kann.

Folgerung I1.5.14. Fir (M,g) Lorentzmannigfaltigkeit und U, wie oben, ist (Uy, g|u,)
zeitorientierbar.

Beweis. Sei v € T,M zeitartig. Wir setzen X: x € U, — X (z) € T, M, wobei X ()
der Paralleltransport von v entlang der (in U,) eindeutig bestimmten Geodéatischen von
p nach x ist. Dass X zeitartiges nirgends verschwindendes Vektorfeld ist, folgt dann
aus den Eigenschaften des Paralleltransports, vgl. UA 29. O

Nun wollen wir mit Hilfe der Exponentialabbildung ’gute’ Koordinaten in der Umgebung
von p wiahlen. Wir wihlen ein Orthonormalsystem e, . . em von T, M, also gplei,ej) =
€;0;5 mit ¢; = £1. Sei A: R® — T),M definiert durch ( ) — v'¢;. Dann ist A
ein linearer Isomorphismus und wir erhalten damit eine Karte m::(expp oA)~!

Definition I1.5.15. Die mittels x:=(exp, 0A)~': U, — Vj:=A"1(V,) C R™ erhalte-
nen Koordinaten um p nennt man geoddtische Normalkoordinaten.

T,M

Abb. I1.10.: Die Exponentialabbildung bildet Geraden durch 0 € T, M auf Geodéten
durch p ab. Geodétische Normalkoordinaten sind bis auf die Wahl eines
Koordinatensystems fiir T}, M, also unser A, durch (expp)’1 gegeben.

Lemma I1.5.16 (GauB-Lemma). Sei (M,g) Riemannsche oder Lorentzmannigfaltig-
keit. Seip € M und v € D, C T, M. Dann gilt g(ds, exp,(w),di, exp,(v)) = g(w,v)
fiir w € T,M = T, T,M.

Beweis. Wir setzen c: (—¢,¢€) x[0,1] = M, (s,t) + exp,(t(v+sw)). Dann ist c(s, .) fiir
jedes s eine Geodatische und damit ¢(s,t) eine geodétische Variation von ¢(t) = ¢(0,t).
Weiterhin ist 2¢ (O t) = (d¢v exp,,)(v) und 92(0,t) = duo exp,, (tw) = tdy, exp,(w). D.h.

wir suchen g ( 8‘,;, Se ) fiir s = 0. Dazu betrachten wir
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d dc Oc\ dec  Oc Oc Jc\ wie (11.13) @ %
2 ((‘%’88) =g Vca rn +g<&t’VCas> = g<atavascat)
——

=0 da Geod.

=%839 (Bre,0,c) 2 %339(11 + sw, ¢+ sw) = g(v,w) + sg(w, w).

Hierbei folgt (*) da dic(s,0) = v + sw der Anfangsvektor ist und fiir s — c(s,t) als
Geodaitische g (9:c, Oc) in t konstant ist.

Wir haben also

%g (gj(O?t), g;(oyt)> :g(v,w)

g (gj(w, gj<o,o>> —4(0,0) =0,

Damit ist g(9¢(0,t), 2¢(0,t)) = tg(v,w) und es folgt die Behauptung. O

Im letzten Beweis haben wir auch direkt

Folgerung I1.5.17. Seip € M, v € T,M und c(t) = exp,(tv) firt € [0,1] definiert.
Sei w € T,M =T, T,M und J das Jacobifeld lings ¢ mit J(0) =0 und V.J(0) = w.
Dann gilt firt € (0,1]

J (1)

diy exp,(w) = e

nachgerechnet.

Beweis. Nach Bemerkung 11.4.17.ii ist das Jacobifeld durch J(0) und V.:J(0) schon
wirklich eindeutig bestimmt. Die geodétische Variation ¢: (—e, €) x [0,1] = M, (s,t) —
exp,,(t(v + sw)) aus dem letzten Beweis hat J als Variationsvektorfeld. Dann folgt die
Behauptung direkt aus %(O, t) = dyy exp, (tw) = tdy, exp,(w). O

Definition I1.5.18. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢: I — M
eine Geodétische. Dann heiflen t1,t2 € I, t1 # to konjugierte Punkte lings v, falls es
ein nicht-triviales Jacobifeld J ldngs ¢ mit J(¢1) = 0 und J(¢2) = 0 gibt.

Folgerung I1.5.19. d, exp,, ist genau dann nicht invertierbar, wenn p und expp(v)
konjugierte Punkte lings exp,(tv) sind.

Beweis. Da dy exp,: T,T,M = T, M — T, M linear ist, ist es genau dann nicht inver-
tierbar, wenn es nicht injektiv ist. Mit letzter Folgerung folgt so die Behauptung. [
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Beispiel I1.5.20. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
kriimmung K = k. Sei ¢,: I — M eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodati-
sche. Sei t; = 0 € I. Man kann nachrechnen”, dass dann Jacobifelder die Form
J(t) = (ask(t) + be,(t)) X (t), wobei X ein paralleles Vektorfeld langs ¢ und

sin(kt) k>0 cos(kt) K>0
s(t) = {Sinh(|/<;|t) k<0 o (t) = {cosh(|/<;|t) k<0

ist.

Kk < 0 Jacobifelder haben maximal eine Nullstelle. Es gibt also keinen konjugierten
Punkte und d, exp,, ist fiir alle v im Definitionsbereich von exp, invertierbar.

# >0 Die zu to konjugierten Punkte sind o + 2% fiir m € Z\ {0}. Auf der Sphére sind
also insbesondere p und —p entlang jeder Geodéten konjugiert.

Lemma I1.5.21. Sei (M,g) zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit, p € M. Sei
v:[0,1] = T,M eine (stickweise) glatte Kurve mit v(0) = 0 und v([0,1]) € D, =
dom exp,, C T, M. Sei c:=exp,, oy zeitartig (kausale/lichtartige) und zukunftsgerichtet.
Dann gilt v(t) € I:={x € T,M | gp(x,z) < 0,z zukunftsgerichtet} (bzw. v(t) € J+/
~v(t) € Jp \ 1) fir alle t € (0,1].

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall, dass c zeitartig und glatt ist.

Sei q: T,M — R, x — q(x):=g,(x,z) (Die zugehodrige quadratische Form). Es ist
¢(0) = doexp,(¥(0)) = 4(0). Damit ist §(0) zeitartig und zukunftsgerichtet. Wegen
y(t) = t9(0) + O(t?) gibt es somit ein € > 0, so dass v(t) fiir alle t € (0, €) zeitartig und
zukunftsgerichtet ist.

Nehmen wir an, dass die Behauptung nicht stimmt. Dann sei t; das kleiste ¢ so dass
q(y(t1)) = 0 ist. Wegen ¢g(v(0)) = 0 und dem Mittelwertsatz gibt es dann ein t¢ € (0,¢1)
mit %|t:toCJ(7(t))~

Wir berechnen

d . Gau3-Lemma .
@q(v(t)) = gp(grad q|yy, ¥(1)) = Je(t) (dyry exp,(grad qly ) ), dy ey exp, (Y(2)))-
—_———

&(t)
Nach Voraussetzung ist ¢(t) zeitartig und zukunftgerichtet. Wir werden als néichstes

zeigen, dass d(;) exp,(gradq|,(y) fiir t € (0,¢1) und damit insbesondere in ¢y auch
zeitartig ist. Dann folgt dort %q(’y(t)) # 0, was im Widerspruch zu oben steht.

Wir iiberpriifen zunéchst zeitartig:

ge(t) (dy(r) exp, (grad gl (1)), dyr) exp, (grad qf()))

Gaufl-Lemma

9gp(grad qly (), grad qly ) = dyya(grad qly )

*da die Geodatische explizit in solchen Rdumen explizit bekannt sind
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Um das zu berechnen wéhlen wir Koordinaten so auf T, M, dass g,(z,z) = —(2")* +
>, (2")? und 9,0 zukunftsgerichtet ist. Dann ist dg = —22%2® + 23", 2'dz’ und
gradq = (dq)* = 22°9,0 + 23", 2°9,s und somit d.)q(grad ql,)) = 4q(y(t)) < 0 fiir
te (0, tl). O]

Teilbeweis von Satz 11.5.9. Sei C,, C T,M die Menge aller zeitartigen Vektoren in
T, M. Diese Menge ist das Innere eines Doppelkegels. Sei ¢ € I (p)V. Dann gibt es
eine zeitartige zukunftsgerichtete Kurve v von p nach ¢. Wir setzen (t) = exp,,* (y(t)).
Nach letztem Lemma ist 7 zeitartig und zukunftsgerichtet- also ist insbesondere ty(1) €
I,(0) C T,M fiir alle ¢ € (0,1) Damit ist c: [0,1] = M, t = exp, (t7(1)) eine zeitartige
Geoditische von p nach ¢. Die Aussage fiir ¢ € Jo (p)Y (\I+(p)V) folgt analog. O

Folgerung I1.5.22. Sei (M, g) eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit. Sei p € M
und q € Jy(p) \ I+ (p). Dann gibt es eine lichtartige Geoddtische von q nach p.

11.6.3. Riemannsche vs. Lorentzeigenschaften
11.5.3.1. Existenz Riemannscher vs. Lorentzmetriken

Auf jeder Mannigfaltigkeit gibt es Riemannsche Metriken. Der Standardbeweis ver-
wendet eine Uberdeckung von M mit Karten x;: U; € M — V; C R™ und eine
untergeordnete Zerlegung der Eins p; (d.h. p;: M — [0,1] glatt, suppp; C U;, fur
jedes p € M sind hochstens endlich viele p; nicht Null und )", p; = 1.) Man setzt
gp(v,w) := 3 pi(P)(9E )k, (p) (dpkis(v), dpki(w)) mit gp die euklidische Metrik auf R™
und erhélt eine Riemannsche Metrik auf M.

Der Hauptgrund, warum das funktioniert ist: Fiir g1, go Riemannsche Metriken auf M
ist auch tg; + (1 —t)go fir alle ¢ € [0, 1] wieder eine Riemannsche Metrik. Das ist falsch
fiir Lorentzmetriken, z.B. sind g1 = —dz? + dy? und g, = dx? — dy* Lorentzmetriken
auf R?, aber % (g1 + g2) = 0.

Fiir Lorentzmetriken kann man folgendes sagen:

Satz I1.5.23. Fir eine glatte Mannigfaltigkeit sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Es gibt eine Lorentzmetrik auf M.

(ii) Es gibt eine zeitorientierte Lorentzmetrik auf M.

(iii) Es gibt ein nichtverschwindendes Vektorfeld auf M.

(iv) M ist nichtkompakt oder M ist kompakt mit x(M) = 0.

Hierbei ist x(M) die Eulercharakteristik von einer kompakten Mannigfaltigkeit M

X(M):= > indy X*

pEM,X (p)=0

*Der Index indy, X berechnet sich als sgn det Dv, wobei v: ¢ € 8Bc(p) C M X(Z) € Sm—1 ist.

Hier sei € klein genug, so dass B¢(p) in einer Karte liegt und wir somit v mit einer Abbildung von
Bc(0) C R™ nach S™~! identifizieren kénnen.
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fir X € X(M) ein Vektorfeld mit isolierten Nullstellen.”

Skizze. (iii) + (iv) and (i) — (iv) folgt aus Sidtzen der Differentialtopologie, [17,
Cor. 39.8] bzw. [13, S.149, Prop 37].

(ii)— (i) und (ii)— (iii) ist klar

(iii)—(ii): Sei X das nichtverschwindende Vektorfeld. Nach obigen Ausfithrungen exis-
tiert eine Riemannsche Metrik g auf M. Dann ist U:=X/+/|g(X, X)| ein Einheits-
vektorfeld bzgl. g. Wir setzen § = g — 2U* ® U* und wollen zeigen, dass § eine
zeitorientierte Lorentzmetrik ist: Dazu vervollstéandigen wir U in p € M zu einer
g-Orthonormalbasis u = U(p), eq, ..., e, von T,M. Dann ist §(e;, e;) = g(e;, e;) = d;j,
g(u,e;) = g(u,e;) = 0 und g(u,u) = —1 und die Behauptung folgt. O

Folgerung I1.5.24. Es gibt keine Lorentzmetrik auf S®.

Beweis. Folgt aus letztem Satz und dem Satz vom Igel. O

1.5.3.2. Abstandsbegriffe
Definition I1.5.25. Fiir eine Kurve v: I — M sei

L(7):= / VI9G (), 3()lds

die Bogenlinge von ~

Bemerkung II.5.26. Ist v immer zeit- oder raumartig, so ist L(y) die gesamte
Eigenzeit, die fiir v auf ganz I vergeht, vgl. Abschnitt II.1. Wie auch schon bei der
Eigenzeit erwahnt, ist die Lange einer Kurve invariant unter Umparametrisierung.

Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten kann man die Riemannsche Abstandsfunktion
definieren:
d(p,q):=inf{L(v) | 7 ist eine Kurve von p nach g}.

Dann ist die Riemannsche Mannigfaltigkeit mit (M,d) ein metrischer Raum (die
induzierte Topologie ist gleich der urspriinglichen Topologie auf M).

Fir Lorentzmetriken d ist keine hilfreiche Definitionen, da aus p < ¢ folgt, dass
d(p,q) = 0 ist, vgl. UA 8.

Was will man stattdessen von einer Abstandsdefinition? Falls es keine kausalen Kurven
von p nach ¢ gibt, soll der Abstand wie im Riemannschen

inf{L(y) | v raumartige Kurve von p nach ¢}

sein. Falls es kausale aber keine zeitartigen Kurven von p nach ¢ gibt, ist nach Satz I1.5.8
jede dieser kausalen Kurven schon lichtartig und wir wiirden den Abstand 0 setzen.

*Oft wird x(M) anders definiert und diese Darstellung von x (M) ist der Satz von Poincaré-Hopf,
vgl. [7, §5].
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Gibt es zeitartige Kurven von p nach ¢, dann maximieren Geodétische lokal die Léange
von solch zeitartigen Kurven, d.h. der Abstand sollte mit

sup{L(7) | v zeitartige Kurve von p nach ¢}

gehen.

Um auch die Information, ob die Punkte durch kausale Kurven erreichbar ist, zu
kodieren, fithrt man oft noch ein Vorzeichen ein und erhélt das Lorentzschen Abstands-
quadrat:

—sup{L(y)? | v kausale Kurve von p nach q} p < qoder ¢ <p
U(p, q) =9 2 3

inf{L(vy)? | v raumartige Kurve von p nach ¢} sonst
Hierbei, benutzen wir die Konvention, dass das Infimum tber die leere Menge unendlich
sei.

Lemma I1.5.27. Es gilt
1
o(p,q) = inf {/ 9(, %) ‘ ~:[0,1] = M Kurve von p nach q, g(¥,%) = konst} .
0

Beweisskizze. Es ist nach Cauchy-Schwarz L(v)? < fol lg(%,%)| mit Gleichheit genau
dann, wenn g(%,%) konstant ist. Damit ist fiir p und ¢ zeitartig zueinander L(v)? <
—fol g(%,%4). Also o(p,q) = —sup L(y)? > inf fol g(%,7%). Sei nun ~; eine Folge von
kausalen Kurven von p nach ¢ mit L(v;)? — —o(p, q). Da p und q zeitartig zueinander
liegen, gibt es immer eine Kurve 4; beliebig nach an +;, die zeitartig ist und noch immer
L(%:)? — —o(p,q) erfiillen. Als zeitartige glatte Kurven, kénnen diese immer nach
Eigenzeit parametrisiert werden und erfiillen somit Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und damit ist o(p,q) = inf fol 9(¥,%). Analog zeigt man die Gleichheit,
falls p und ¢ raumartig aber nicht kausal zueinander liegen. O

11.5.3.3. Vollstindigkeitsbegriffe

Definition I1.5.28. Wir nennen eine Riemannsche oder Lorentzmannigfaltigkeit (M, g)
geoddtische vollstindig, falls fiir alle p € M und v € T, M es eine Geodétische c: R — M
mit ¢(0) = p und ¢(0) = v gibt.

Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten gibt es den Satz von Hopf-Rinow, der unter

anderem sagt, dass Vollstdndigkeit von M aus metrischer Raum (M, d)* mit d der
Riemannschen Abstandsfunktion dquivalent zur geodétischen Vollstdndigkeit ist.

Bei Lorentzschen Mannigfaltigkeiten haben wir so erst mal keinen metrischen Raum -
da ist die Lage komplizierter. Wir iiberlegen uns zunéchst:

*d.h. jede Cauchyfolge konvergiert
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Lemma I1.5.29. FEine Geodditische v: [0,b) — M einer Riemannschen oder Lorentz-
mannigfaltigkeit ist genau dann als Geoddtische nicht erweiterbar, wenn sie auch als
Kurve nicht stetig erweiterbar ist.

Beweis. Sei «y als Geodétische nicht erweiterbar. Die andere Richtung ist klar. Wir
nehmen an, dass 7y als Kurve eine stetige Erweiterung 7: [0,b] — M hat. O.B.d.A. sei
9(%,%) = konst. Sei U, eine konvexe Normalenumgebung um p:=v(b). Dann gibt es
ein to nahe b und eine offene Umgebung U’ C U, um ~(%y), so dass p € U’. Auf U’
wahlen wir geodétische Normalkoordinaten. Dann ist die radiale Geodétische ¢(s) durch
¢(0) = v(to) mit Anfangsgeschwindigkeit ¢’(0) = +/(¢o) fiir s < 0 unsere Geodétische .
Damit ist diese auf ¢ = b und dariiber hinaus erweiterbar. O

Definition I1.5.30. Eine Lorentzmannigfaltigkeit heifit zeitartig (lichtartig/raumar-
tig/kausal) vollstindig, falls alle zeitartigen (lichtartigen/raumartigen/kausalen) Geo-
détischen auf ganz R definiert sind.

Bemerkung I1.5.31. Aus geoditisch vollstdndig folgt zeitartig (lichtartig/raumar-
tig/kausal) vollstandig.

Beispiel I1.5.32. (i) Der Schwarzschildraum ist weder licht-/zeitartig noch raum-
artig vollstandig.

(ii) Sei (R2,7) der zweidimensionale Minkowskiraum und p: (t,z) € R? — Ry glatt,
so dass gilt:

e p=lauf {z<-1}U{z>1}
M /-L(tvx) :M(t7 —Jf)
o t2u(t,0) — 0 fiir t — oco.

Dann ist (R?, 4?n) lichtartig und raumartig vollstéindig: Nach Lemma 11.4.38 sind
die Spuren der lichtartigen Geoditischen zu 27 gleich der von 7 selbst, also die
Geraden mit Anstieg +1. Da jede dieser Geraden auflerhalb eines kompakten
Intervalls auf Minkowskimetrik ist, ist ihre Eigenzeit beidseitig unbeschrankt.
Damit muss sich auch eine raumartige Geodéatische zu jeder Zeit in raumartige
Richtung des jeweiligen Minkowskilichtkegel bewegen und verldsst somit den
Bereich mit |z| < 1. Ab dann ist die Metrik gleich der Minkowskimetrik und es
miissen die raumartigen Geodétischen damit auch Geraden sein mit beidseitg
unbeschrankter Eigenzeit.

Aber (R2, g = p?n) ist nicht zeitartig vollstindig: Die zeitartige Kurve s +— (s,0)
ist wegen der Isometrie (¢, z) — (t, —x) der Metrik eine Geodétische (da die Geo-
détische durch Anfangspunkt (0,0) und Anfangsvektor (1,0) eindeutig bestimmt
und durch Isometrie wieder auf eine Geodétische abgebildet wird). Fiir die Eigen-
zeit dieser Geodétischen in die Zukunft gilt jedoch [ \/=g(s,0)((1,0), (1,0))ds =
limg_y oo fls w(u, 0)du < Climg_yqo fls u%du < oo.

(iii) Im Riemannschen sind kompakte Mannigfaltigkeiten immer geodétisch vollstandig
(folgt auch mit Hopf-Rinow). Im Lorentzschen stimmt das nicht:
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Betrachten wir (M = R? \ {0},9 = igﬁg) Dann ist g Lorentzmetrik. Man
kann nachrechnen, dass y(t) = ((1 —¢)71,0) eine Geodétische ist, die in endlicher
Eigenzeit 0 € R? erreicht. Damit ist M nicht geoditisch vollstindig, aber natiirlich

nicht kompakt.

Nun ist f™: (z,y) — (2"z,2"y) eine Isometrie von M fiir alle n € Z. Identifizieren
wir Punkte, die durch die Isometrie auseinander hervorgehen, erhalten wir den
Torus T?. Da, f eine Isometrie ist, haben wir auch auf T? dann ¢ als Lorentzmetrik
und die Geodétische  ist auch noch Geodaitische auf T?, die sich nun in endlicher
Eigenzeit unendlich oft um den Torus wickelt. Also ist auch (T?, g) — der Clifton-
Pohl Torus — nicht geodétisch vollstandig.

11.5.4. Global hyperbolisch

Wir haben bis jetzt gesehen, dass auf einer allgemeinen Lorentzmannigfaltigkeit man
relativ weit von der Situation von geodétischen vollstindigen Mannigfaltigkeiten im
Riemannschen entfernt. Z.B. ist schon muss es zwischen zwei zueinander zeitartig
gelegenen Punkt keine Geoditische geben mit grofiter Eigenzeit (denn das Supremum
kann unendlich sein), vgl. UA 41.

Definition I1.5.33. Die Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) erfullt die Kausalitatsbedin-
gung, falls es keine geschlossenen kausalen Kurven gibt. Sie erfillt die starke Kausali-
tatsbedingung, falls es keine fast geschlossenen kausalen Kurven gibt, d.h. fir alle p € M
und jede offene Umgebung U von p gibt es eine offene Umgebung V' C U von p, so dass
jede kausale Kurve, die in V startet und endet vollstdndig in U verlduft.

Beispiel 11.5.34.
(i) Die Gédelraumzeit aus UA 34 erfiillt nicht die Kausalititsbedingung.

(ii) Ist (M, g) eine kompakte Lorentzmannigfaltigkeit, dann gibt es eine geschlossene
zeitartige Kurve, vgl. UA 40.

(iii) Ein Beispiel fiir eine Lorentzmannigfaltigkeit, die die Kausalititsbedingung aber
nicht die starke Kausalititsbedingung erfiillt, ist ein Zylinder (S x R, —dt? +dz?),
bei dem zwei blaue Strahlen wie im Bild herausgeschnitten wurden:

Lemma I1.5.35. Sei (M, g) eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit. Sei K C M
kompakt und es gelte die starke Kausalitatsbedingung auf (K, g|k). Sei c: [0,b < 00) —
M eine zukunftsgerichtete, in der Zukunft nichterweiterbare, kausale Kurve mit ¢(0) €
K. Dann existiert ein so € (0,b), so dass ¢(t) & K fir alle t € (so,b).
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Abb. I1.11.: Zum Beweis von Lemma I1.5.36

Beweis. Wir beweisen dies durch Widerspruch: Sei also (s;); eine Folge in (0,b) mit
5i < 8ix1, 8; — s und c(s;) € K. Da K kompakt ist, gilt (ggf. nach Ubergang zu einer
Teilfolge) c¢(s;) — p € K fir i — oco. Da ¢ zukunftsnichterweiterbar ist, gibt es (¢;);
aus (0,b) mit ¢; < t;41, t; — s und c(t;) - p. Es gibt eine Umgebung U von p, so dass
nach Ubergang zu weiterer Teilfolge c(t;) U und 81 < t; < 89 <ty < 83 < ... ist.
Fiir jede Umgebung V C U von p und ¢ hinreichend grof§ gilt ¢(s;), ¢(s;+1) € V aber
wegen c(t;) & U liegt ¢([s;, si+1]) nicht vollstédndig in U. Das ist ein Widerspruch zur
starken Kausalitdtsbedingung. O

Von nun an sei (M, g) eine zusammenhéngende zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit.
Fiir p < ¢ sei J(p,q):=J4(p) N J_(q).

Lemma I1.5.36. Seip < g€ M und J(p,q) kompakt. Es gelte die starke Kausalitits-
bedingung auf J(p, q). Dann existiert eine kausale Geoddtische von p nach q mit Linge

v/ —a(p,q), die damit insbesondere endlich ist.

Beweis. Seien ¢;: [0,1] — M zukunftsgerichtete kausale Kurven mit ¢;(0) = p, ¢;(1) = ¢
(und damit ¢;([0,1]) C J(p,q)) und L(¢;) = di=+/—0(p, q).

Wir zeigen, dass es einen zukunftsgerichteten kausaler geodétischer Polygonzug v von
p nach ¢ mit d = L(v) gibt, vgl. Abbildung I1.11: Sei K eine endliche Uberdeckung
von J(p,q) durch Kompakta K, wobei jedes K der Abschluss einer konvexen Normale-
numgebung sein soll. Deren Existenz folgt aus Satz [1.5.9 und der Kompaktheit von
J(p,q). Sei K1 € K mit p € K;. O.B.d.A. sei ¢ ¢ K; sonst folgt die Existenz der
kausalen Geodétischen von p nach ¢ aus Satz I1.5.9. Dann folgt nach Lemma I1.5.35,
dass fiir jedes i ein t} € [0,1] gibt, mit ¢;(t) € K fiir alle t € (t},1]. Sei t} jeweils
das grofite Element in [0, 1], was das erfiillt (existiert, da K37 kompakt ist). Dann ist
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ci(t}) € K1 C K;. Wegen Kompaktheit konvergiert eine Teilfolge von ¢;(t}) gegen ein
p1 € OK;. Sei Ky € K derart, dass p; im Inneren von Kj liegt. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge sind auch ¢;(t}) € Ka. Ist nun g € K» setzen wir ps = ¢, sonst verwenden wir
wieder Lemma [1.5.35 und erhalten tZ € [0, 1] mit ¢;(t?) € 0K5 und ¢;(t) € Ko fiir alle
t € (t2,1]. So gehen wir schrittweise weiter vor und erhalten (da K endlich ist), endliche
Folgen (tf)jzo’,,,,n mit ¢y = 0 und ¢} = 1 und (p;);=o,....n mit pg = p und p, = ¢. Nach
Satz 11.5.9 gibt es zwischen p; und pj;41 jeweils eine eindeutige Geodéatische. Auch p;
und p;41 liegen als Limes von Endpunkten kausaler Kurven wieder kausal zueinander.
Es ist

= i S ) = i . i— j < — s - ).
d= lim L(c;) = lim EIL(C% 1) S Elx/ o(pj-1,p;5)
Jj= Jj=

Die letzte Ungleichung folgt, da die Kurven ci|[ ,i—1 51 punktweise gegen eine Kurve von

7]
p nach g konvergiert und auch die Lingen dann konvergiert und damit kleiner gleich
V/—0o(pj—1,p;) ist. Also gilt schon Gleichheit und wir haben den gesuchten Polygonzug.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Polygonzug schon eine Geodétische von p nach ¢
(und damit glatt) ist. Dies folgt aus der Extremalitét der Linge des Polygonzuges und
UA 43. O

Das letzte Lemma motiviert insbesondere die folgende Definition:

Definition I1.5.37. Eine zusammenhéngende zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit
(M, g) heifit global hyperbolisch, falls die starke Kausalitdtsbedingung erfiillt ist und falls
fir alle p,q € M die J(p, q):=J+(p) N J_(q) (die sogenannten Diamanten) kompakt ist.

Beispiel I1.5.38. Beispiele, wo die starke Kausalitatsbedingung (bzw. sogar die Kau-
salitdtsbedingung) nicht erfiillt ist, haben wir schon in Beispiel 11.5.34 gesehen. Fiir das
Beispiel aus UA 41, welches isometrisch zur universellen Uberlagerung des zweidimensio-
nalen Anti-de Sitterraum ist, gibt es nicht kompakte Diamanten: Da die Metrik konform
zur Minkoswkimetrik ist, sind die Lichtkegel die gleichen wie fiir den Minkowskiraum,

vgl. Lemma 11.4.38. Also ist J_((0,7)) N J((0,0)) C RN (=%, %) nicht kompakt.

Die néchsten beiden Sétze werden von der Idee her dhnlich gezeigt, wie das letzte
Lemma.

Satz I1.5.39. Sei (M, g) global hyperbolisch. Dann ist das Lorentzsche Abstandsquadrat
immer endlich und o: M x M — R stetig.

Satz I1.5.40. Die Relation < ist abgeschlossen in global hyperbolischen Mannigfaltig-
keiten, d.h. fiir konvergente Folgen p; — p und q; — q mit p; < q; folgt p < q.

Um global hyperbolisch noch auf eine Weise charakterisieren zu kénnen, die spéter sehr
hilfreich sein wird, brauchen wir zunéchst noch ein paar Begriffe.

Definition I1.5.41. Eine Cauchyhyperfliche einer zeitorientierten Lorentzmannigfal-
tigkeit ist eine Teilmenge Y C M, die von jeder nichterweiterbaren zeitartigen Kurve
genau einmal getroffen wird. Eine Teilmenge A C M heifit achronal, falls es keine
Punkte p,q € A mit p < ¢ gibt.
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Bemerkung I1.5.42.

(i) Zwar deutet der Name Cauchyhyperfliche darauf hin, dass es sich wahrscheinlich
um eine Hyperfliche handelt (und wir werden gleich noch sehen, in welchem Sinne
das richtig ist), aber das ist erst einmal nicht klar.

(ii) Jede Cauchyhyperflache ist achronal.

Beispiel I1.5.43. Im Minkowskiraum R” ist z.B. {0} x R"~! eine Cauchyhyperfliiche.
Aber auch ¥ = {(t,7) € R x R*"! = R" | 2t? = |2|?} ist eine Cauchyhyperfliiche.
Daran sieht man, dass Cauchyhyperflichen nicht glatt sein miissen.

Satz I1.5.44. Sei S C M eine Cauchyhyperfliche. Dann gilt

(i) M=1,.(S)uSuI_(S)

(i) S =0I(S)=0I_(S).

(iii) S ist eine abgeschlossene topologische Hyperfliche (siehe folgende Definition).
(iv) Jede nichterweiterbare kausale Kurve trifft S.

Zu (iv) im Gegensatz zu zeitartigen Kurve muss eine kausale Kurve die Cauchyhyper-
flache nicht nur in einem Punkt treffen: z.B. eine lichtartige Gerade im Minkowski und
20 = |#| als Cauchyhyperfliiche.

Definition I1.5.45. Eine Teilmenge S einer n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit
M heifit topologische k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls es zu jedem Punkt
p € S eine offene Umgebung U C M von p gibt und einen Homéomorphismus x: U — V'
mit V C R” offen und k(U N S) = VN ({0 € R¥} x R* %), Ist k = n — 1, heifit
S topologische Hyperfliche. Ist k sogar ein Diffeomorphismus, ist S eine glatte k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit bzw. glatte Hyperfliche von M.

Beweis von Theorem I1.5./4. (i) Sei p € M und c eine nichterweiterbare zeitartige
Kurve durch p. Da S Cauchyhyperflache ist, trifft ¢ S, sagen wir in ¢. Dann ist
p e I_(S)USUIL(S) und damit M = I_(S)USUIL(S). Es bleibt zu zeigen, dass dies
eine disjunkte Vereinigung ist. Ware ¢ € I.(S) N S, so gibe es eine zeitartige Kurve,
die S zweimal trifft, was nicht moglich ist, da S Cauchyhyperflache ist. Analog sieht
man ¢ & I_(S)NI(9).

(ii) Wir zeigen nur die erste Gleichheit, die zweite folgt analog. Es gilt S C 9I,(5) fir
jede Teilmenge S. Weiterhin ist wegen (i) M \ I_(S) = I.(S) U S und mit UA 42.i ist
I, (S)U S damit abgeschlossen. Also ist 91 (S) = I.(S)NM\ I.(S) C (I(S)UuS)nN
(I_(S)us)=S.

(iii) Sei p € S und U eine Koordinatenumgebung von p gegeben durch eine Karte
k: U — k(U) CR™ O.B.d.A. sei 9,0 zeitartig und zukunftsgerichtet. Sei V' C U eine
Umgebung von U, so dass k(V) = (—¢,¢) x N C Rx R* L Fiiry € N c R* ! ist
die Kurve [—¢,¢] — V, s — k7 1(s,y) zeitartig (nach Wahl von 2°) und trifft S. Da S
Cauchyhyperfliche ist, ist dieser Schnittpunkt eindeutig bestimmt und bestimmt damit
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ein eindeutiges h(y) € [—¢, €] mit k1 (h(y),y) € S. Die Projektion von x auf die erste
Komponente nennen wir k1, die auf die letzten n — 1-Komponenten nennen wir xky. Wir
setzen K: V — R x N, v — (k1(v) — h(k2(v)), k2(v)). Dies ist eine Bijektion aufs Bild.
Wir miissen nun zeigen, dass S wirklich eine topologische Hyperflidche ist. Da & ein
Diffeomorphismus ist, miissen wir nur noch zeigen, dass h: N — [—e¢, €] stetig ist, da
dann £ auch ein Hom6omorphismus ist: Wir zeigen das per Widerspruch. Sei also
y; — y in N, aber h(y;) - h(y). Wegen h(y;) € [—¢, €] muss (ggf. nach Ubergang
zu einer Teilfolge) h(y;) konvergieren gegen ein sq € [—¢,€]. Da sq # h(y) und 2°
zeitartig, ist nach Satz 11.5.40 k= 1(so,y) C I (q)V UT_(q)V fiir ¢ = v (h(y),y).
Wegen Offenheit von I(q)" in V ist k=1 (h(v:),y:) € Ii(q)V UI_(q)V fiir i grof genug.
Das widerspricht aber der Achronalitidt von S.

Die Abgeschlossenheit von S folgt aus (ii).
(iv) Machen wir hier nicht, s. z.B. [13, p.415, Lemma 29]. O

Folgerung 11.5.46. Besitzt (M, g) eine Cauchyhyperfliche S, dann ist M homéomorph
zu R x S. Alle Cauchyhyperflichen von (M, g) sind homdomorph S.

Ist S sogar glatt, dann ist M diffeomorph zu R x S und alle glatten Cauchyhyperflichen
sind diffeomorph zu S.

Beweis. Da (M, g) zeitorientiert ist, gibt es ein glattes zeitartiges Vektorfeld X. Wir
wihlen eine geodétisch vollstandige Riemannsche Metrik § auf M (existiert immer nach

[12]) und setzen Y::%. Dann ist Y ein beschréanktes Vektorfeld bzgl. der Metrik
9(x,

¢ und damit ein vollstdndiges Vektorfeld nach [], d.h. der Fluss p: Rx M — M von Y
existiert fiir alle Zeiten, vgl. Seite 67. Wir setzen

D:R xS — M, (s,p)— o(s,p).

Da S eine Cauchyhyperfléache ist, ist ® bijektiv. Da ¢ glatt ist, richtet sich die Regularitat
von ® nach der Regularitdt von S.

Sei S eine topologische (bzw. glatte) Cauchyhyperfliche. Sei s: M — Rund p: M — S
definiert durch (s(p), p(p)):=®~1(p). Dann sind s und p stetig (bzw. glatt). Dann ist
p: S — S, ps p(p), bijektiv: Wire p(p1) = p(p2), dann wire o, (p1) = po fiir ein s € R.
Da es der Fluss eines zeitartigen Vektorfeldes und S eine Cauchyhyperfliche ist, muss
s = 0 und damit p; = py sein. Analog sieht man Surjektivitat. Mit dem gleichen ¢ kann
man eine bijektive stetige (bzw. glatte) Umkehrabbildung S — S konstruieren. O

Kommen wir zuriick zu global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten und die Verbindung
zu Cauchyhyperflachen.

Satz I1.5.47. (Geroch 1970) Fir eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit (M, g)
existiert eine stetige und surjektive Abbildung t: M — R, so dass t=1(s) fiir alle s € R
eine Cauchyhyperfliche ist und t oy fiir jede zukunftsgerichtete kausale Kurve v streng
monoton steigend ist.
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Beweisskizze. Wir wihlen eine Riemannsche Metrik h auf M, so dass (M, h) endliches
Volumen besitzt. Diese existiert: Sei h irgendeine Riemannsche Metrik auf M und
(K;); eine kompakte Ausschopfung von M (also @ = Ky... C K; C Kj41 C ..., K;
kompakt und U, K; = M). Wir setzen h= f2h mit f € C>®(M,Rs¢) und fm
27%vol (K41 \ K, h)~!. Dann ist

Kig\K; <

vol (M, h) = Y vol (Kis1 \ Ki,h) = Z/ Fravol, < 3727 < ox.
i i i\ K Z

vol (J_(p).h)
vol (J+(p),h)
verzichten wir in dieser Skizze).

Wir setzen t: M — R, p+—In Man muss zeigen, dass t stetig ist (darauf

Ist v: (a,b) — R eine kausale zukunftsgerichtete Kurve, dann ist J_(v(s1)) C J—(7(s2))
und Ji(y(s2)) C J4(y(s1)) fir s; < s2. Da M global hyperbolisch ist, sind diese
Inklusionen sogar strikt und zwar so, dass eine Menge hinzukommt, die innere Punkte
enthélt und damit Volumen ungleich Null hat. Also ist ¢ o  streng monoton steigend.

Insbesondere gilt: Ist v nichterweiterbar als kausale zukunftsgerichtete Kurve, gilt
Nse(a,ate)d—(V(8)) = @ und Nyep—ep)J+(7(s)) = @ und damit lim,_,4 t(y(s)) = —o0
und limg_,; t(y(s)) = co. Damit ist ¢ insbesondere auf jeder nichterweiterbaren kausalen
Kurve surjektiv und damit auch auf ganz M surjektiv.

Aus der Surjektivitdt und strengen Monotonie von ¢ auf einer nichterweiterbaren
zeitartigen Kurve v und der Stetigkeit von t folgt, dass ¢t~!(s) fiir alle s € R eine
Cauchyhyperflache ist. O

Es wurde schon lange geglaubt, dass man auch immer eine glatte Cauchyhyperflache
finden kann, allerdings hat es bis 2005 gedauert, bis das vollstdndig bewiesen wurde:

Satz I1.5.48. (Bernal-Sanchez [1]) Ein (M, g) Lorentzmannigfaltigkeit ist genau dann
global hyperbolisch, wenn (M, g) isometrisch zur glatten Produktmannigfaltigkeit (R x
S, —Bdt?+hy), wobeit: RxS — R die Projektion auf die erste Koodinate ist, 3: Rx.S —
(0,00) glatt, h ein symmetrischer (0,2)-Tensor auf R x S und {t} x S fir alle t eine
glatte Cauchyhyperfliche mit Riemannsche Metrik glryyxs = hy ist.

11.6. Singularitaten

Bei der Schwarzschildmetrik in Abschnitt 11.3.5 haben wir uns schon im Ansatz damit
beschéftigt, wie schwierig es ist, eine gute Definition fiir Singularitédten zu finden bzw.
erst einmal eine Intuition, was das iiberhaupt sein soll. Fiir die Schwarzschildmetrik
hatten wir gesehen, dass r = rg nur eine Koordinatensingularitit ist und nach Einfiih-
rung neuer Koordinaten kein Problem mehr darstellte. In » = 0 hingegen explodiert der
Kretschmannskalar |R\§, der unabhéngig der gewdhlten Koordinaten ist. Das konnte
damit keine Koordinatensingularitit sein - man nennt dieses Phdnomen eine gravitative
Singularitét.
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Auch bei den FLRW-Raumzeiten hatten wir unter bestimmten Annahmen an die
Hublekonstante, der Energiedichte p und dem Druck p gesehen, dass es einen big
bang oder big crunch geben muss, vgl. Lemma 11.4.33. Auch das wiirden wir gerne als
Singularitét begreifen.

Eine oft verwendente Definition von Singularititen sind z.B. Eine zeitorientierte Lorentz-
mannigfaltigkeit ist singuldr, wenn sie zeitartig oder lichtartig geodéatisch unvollstdndig
ist.

Zeitartig geodatisch unvollstdndig bedeutet insbesondere, dass ein zeitartiger Beobach-
ter nach endlicher Eigenzeit authort zu existieren — man sagt, er sei in einer ’Singularitit
verschwunden’. Lichtartig geodéatisch unvollstindig ist weniger plausibel, warum das ein
Hinweis auf ein singulédres Verhalten sein soll. Wahrscheinlich bildet diese Definition
nur ab, dass es manchmal leichter ist, lichtartig geodétisch unvollstindig zu zeigen
und es meines Wissens nach noch kein Beispiel gefunden einer zeitorientierten Lorentz-
mannigfaltigkeit gefunden wurde, die zwar zeitartig geodéatisch vollstdndig, aber nicht
lichtartig geodétisch vollsténdig ist. Der umgekehrte Fall kann allerdings auftreten, vgl.
Beispiel 11.5.32.ii.

Wir wollen uns nun das erste Singularitdtentheorem fiir eine groflere Klasse von
Mannigfaltigkeiten anschauen:

11.6.1. Singularitatentheorem von Raychaudhuri und Komar

Satz 11.6.1 (Raychaudhuri [16], Komar [8]). Sei (M =1 x U CR x R? g = —dt*> +
gi;(t)dz' ® dx?) nicht flach und Lésung der Einsteingleichung mit A = 0. Es gelte
Too + %trgT > 0 und Tog > 0 mit trgT = g T,,,. Falls Tog = 0 gilt, sei schon T, = 0.
Dann ist I ein mindestens einseitig endliches Intervall. Insbesondere ist M mnicht
zeitartig geoddtisch vollstindig.

Bemerkung I1.6.2. Falls T der Energieimpulstensor einer perfekten Fliissigkeit mit
Stréomungsvektorfeld V' = 0, ist, vgl. (11.23), also Too = p, T;; = p und T, = 0 fiir
1 # v. Dann entspricht Too—l—%trgT > 0, der Bedingung p+3p > 0. Das p+3p kam schon
bei FLRW in (I1.25) und Lemma I1.4.33 vor. D.h. insbesondere, dass Lemma 11.4.33
ein Spezialfall dieses Satzes darstellt.

Auf die Schwarzschildmetrik kann der letzte Satz nicht angewendet werden, da die
Metrik nicht die obige Form hat.

Beweis von Satz 11.6.1. Da g die Form, g = —dt? +9i; (t)dx @ dz? hat, sind die Kurven
c(s) = (s,z) fir alle x € U zeitartige Geodétische. Wenn wir also zeigen, dass I endlich
ist, folgt automatisch, dass M nicht zeitartig geodéatisch vollstédndig ist.

scal

Aus der Einsteingleichung Ric,, — *3-g,,, = T}, folgt durch g-Kontraktion von v,
dass —scal = tr,7" und damit

1
Ricy, =Ty — igwtrgT' (11.27)
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Nach Voraussetzung ist somit Ricgg > 0.

Setzen wir x;; = 0:9:;(t), dann kann man nachrechnen, dass bei der speziellen Form
der Metrik Ric nur von ! abhéngt:

. 1
Ricgp = —iatXi — XX 7 >0. (I1.28)

Zusammen mit x;; X" = gijggész = x¥xt und (trA)? < ntrAAT fiir n x n Matrizen®
(hier n = 3) erhalten wir so'

i1
-0 > *(Xi)2~

)
Sei nun x!(to, o) < 0 fiir ein (¢g,z9) € M. Dann folgt x(t,70) < xi(to,z0) fiir alle
t > to. Wir setzen f(t) = —x!(t, o) und haben damit 9,f~' < —%, also f~! <

fo_1 — %(t —to) mit fo = f(to) = —x:(to, o) > 0. Fiir wachsendes t wird die rechte
Seite immer negativer, aber f(t) > fo fiir alle ¢ > tp. Damit kann f nicht fir alle
t € R definiert sein und I muss von oben beschrankt sein. Analog folgt I ist von unten
beschrinkt fiir xi(tg, zo) > 0 fiir ein (tg,z9) € M.

Sei nun X! = 0. Dann folgt aus (11.28) zusammen mit g;; Riemannsch, dass 0 > x;;x% =
Xinkggik'gﬂ = |Xij|3ij und damit x;; = 0 ist. Also ist Ricoo = oo + %trgT,“, =0
und damit Tyo = try7y, = 0. Nach Annahme ist dann 7}, = 0 und damit Ric,, = 0.
Aufgrund der Form von g verschwindet dann schon die Ricci-Kriimmung auf {t = const}
bzgl. der induzierten Metrik g;;(¢). Fr eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit bestimmt
aber der Riccitensor schon den Riemannschen Kriimmungstensor. Damit kann man
nachrechnen, dass auch schon der Riemannsche Kriimmungstensor von M verschwindet.
Das ist ein Widerspruch. Also kann y! nicht iiberall verschwinden. O

Bemerkung I1.6.3. Die Bedingungen an Tpg und Tgo + %trgT werden als eine Art
von Energiebedingung verstanden. Alle bekannten Singularitdtentheoreme enthalten
eine Art von Energiebedingung (Eigentlich ist Energie ja eine globale Grofie, also eher
positive Energiedichte. Das implementiert man iiber eine Art Positivitdtsbedingung der
quadratischen Form zu T. Aber da gibt es verschiedene Moglichkeiten, die fiir perfekte
Fliissigkeiten 'im Groflen und Ganzen das gleiche’ bedeuten, da Driicke normalerweise
nicht negativ sind.). Haufig auftretende Bedinungen fassen wir in folgender Tabelle
zusammen. Die rechte Spalte gibt immer die jeweiligen Implikationen fiir eine perfekte
Flissigkeit an:

*Uberpriift man direkt auf Diagonalmatrizen mit der Ungleichung zum arithmetischen und qua-
dratischen Mittel

TDiese Differentialgleichung ist eine Riccatti-Differentialgleichung (bzw. eine spezielle Form davon).
Diese kommt oft in Fragen zu ’wie verhalten sich nahe beieinanderliegende Geodétische’ — im ART-
Kontext ist das stark mit der Raychaudhuri-Gleichung verwandt. Im Riemannschen Kontext kommt
das viel in der Vergleichsgeometrie vor.
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Name Fir perfekte Fliissigkeiten
Lichtenergiebedingung T(X,X)>0 p+p>0
(null energy condition) fiir alle X zukunftsgerichtet und lichtartig
schwache Energiebedingung T(X,X)>0 p+p>0,p>0
(weak energy condition) fiir alle X zukunftsgerichtet und zeitartig
dominante Energiebedingung | schwache Energiebedingung und —7T(Y,.)* p > |p
(dominant energy condition) ist zukunftsgerichtet und kausal
fiir alle zukunftsgerichteten kausalen Y
starke Energiebedingung (T — 3(tryT)g)(X, X) >0 p+p>0,p+3p>0
(strong energy condition) fiir alle X zukunftsgerichtet und zeitartig

Die Energiebedingung aus dem letzten Singularitdtentheorem ist sogar noch etwas
starker als die starke Energiebedingung hier.

11.6.2. Geometrie von Untermannigfaltigkeiten

Sei S eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer n-dimensionalen Riemannschen
oder Lorentzschen Mannigfaltigkeit (M, g), vgl. Def. 11.5.45. Sei h:=g|g nichtentartet
(ist kein Automatismus, vgl. Bem. I1.1.6). Ist A Riemannsch oder Lorentsch, so nennen
wir (S, h) eine Riemannsche bzw. Lorentzsche Untermannigfaltigkeit.

Seiv € T,M fir p € S. Sei N,S:={v € T,M\T,S" | g(v,w) =0 fiir alle w € S}. Dann
gilt T,M = T,S & N,S. Den Anteil von v in N, S bezeichnet wir mit v*°* (der normale
Anteil) und den Anteil von v in 7,5 C T, M mit v*** (den tangentialen Anteil).

Seien VM bzw. V¥ die Levi-Civita Zusammenhinge zu (M, g) bzw. (S, g).
Dann gilt fir X,Y C X(S5) (Direktes Nachrechnen):

VXY = (VYY)
und damit (VMY — V5Y)(p) € N, S.

Lemma 11.6.4. Die Abbildung II definiert auf X(S) x X(S) und gegeben durch
I(X,Y) =VYY - VY, heifit zweite Fundamentalform der Untermannigfaltigkeit,’
ist symmetrisch und bilinear und es gilt I1(X,Y)(p) € N,S.

Beweis. Bilinear folgt, da die Differenz zweier Zusammenhénge immer ein (0, 2)-Tensor
ist. Symmetrie folgt aus Vﬁ(/[/SY — VQ,/I/SX =[X,Y]. O

*TpS kann man direkt als Teilmenge von T, M auffassen, da jede Kurve in S auch eine in M ist.
TDie Metrik g wird auch als erste Fundamentalform bezeichnet.
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Satz I1.6.5. Sei S C M eine Untermannigfaltigkeit wie oben. Dann gilt die Gaufiglei-
chung

g(RM(X,Y)Z,W) = g(RS(X,Y)Z,W) — g(I X, W), II(Y, Z)) + g(II( X, Z), IY, W))
(11.29)

fiir alle X, Y, Z,W € X(S) und die Codazzigleichung
(RM(X,Y)Z)" = (VX ID(Y, Z) — (VY II)(X, Z) (I1.30)

fiir alle X,Y, Z, W € X(S) und wobei L der Anteil des Vektors ist, der normal auf S
steht und (VM IN(Y, Z2):=(VxIIY, 2))* — I(V3Y, Z) — [I(Y,V5 Z) sei.

Beweis. Sei RM bzw. RS der Riemannsche Kriimmungstensor von (M, g) bzw. (S, g).
Sei v;(p) eine lokale Orthonormalbasis von NS, die glatt vom Punkt abhéngt. Dann
sei II(X,Y) =1II'"(X,Y)v; und es gilt
VEVM 7z =V (V5 Z +11(Y, Z))
=VIVyZ +11(X,VyZ) + X.1IU(Y, Z))v; + 1IY(Y, Z)Vi v,
RM(X,Y)Z =R*(X,Y)Z + (X, V5 Z) + X.1I'(Y, Z2))v; + (Y, Z) Vv,
—1(Y,V%2Z) - YIIUX, 2))v; — 1T(X, Z)V¥ vy — TI([X,Y], Z)
=R%(X,Y)Z +11'(Y, Z)Vi v + (VXIT)(Y, Z)v;
~ (X, 2)V¥ v, — (VST (X, Z)v;. (I1.31)
Daraus folgt direkt durch
g(RM(X,Y)Z,W) =g(R*(X,Y)Z,W) + II'(Y, Z)g(VX vi, W) = II'(X, Z)g(Vi/ vi, W)
=g(R*(X,Y)Z,W) +1I'(Y, Z) g(vi, VX W) ~II'(X, Z) g v, V' W)
—— ———

=II{ (X, W) =II¢ (X, W)
=g(R%(X,Y)Z,W) + g(Il(X, W), 1Y, Z)) — g(1L(X, Z),11(Y, W))

die Gaufigleichung.
Mit (R°(X,Y)Z)t = 0 folgt aus (11.31) dann direkt die Codazzigleichung. O
Definition I1.6.6. Der mittlere Kriimmungsvektor ist definiert als H:=tr,II*
Bemerkung I1.6.7.

(i) H(p) € NpS

(i) Ist S eine orientierte Hyperfliche mit gewéhltem Einheitsnormalenvektorfeld N,
dann ist H || N und der Proportionalititsfaktor wird mittlere Kriimmung genannt.

*Manchmal/oft statt dieser Definition mit anderer Normalisierung: H::ﬁtth.
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I1.6. Singularitdten

1.6.2.1. Brennpunkte von Untermannigfaltigkeiten

Definition I1.6.8. Sei S™ C M™ eine Untermannigfaltigkeit. Sei p € S und sei
v1(q), - .., Vm—n(q) eine Basis der Normalenraumes N,S fir ¢ in einer Umgebungen
U C S von p, welche glatt von g abhéngt.

Sei exp®: R™™" x U definiert durch (a, q) — exp,(a'vi(¢)). Ein Punkt 2 = exp*(a, q)
heit Brennpunkt von S, falls dyexp® nicht injektiv ist.

Bemerkung I11.6.9.
(i) Der Begriff des Brennpunktes ist unabhéngig von der Basiswahl.

(ii) Ist S = {p}, dann ist exp = exp und = = exp,,(v) ist Brennpunkt von S, falls x
konjugierter Punkt von p entlang der Geodétischen exp,(tv) ist.

Satz I1.6.10. Sei M eine (zeitorientierte) Lorentzmannigfaltigkeit und ¥ C M ei-
ne Riemannsche Untermannigfaltigkeit. Sei c¢: [0,T] — M eine (zukunftsgerichtete)
kausale Kurve mit ¢(0) = p € X. Dann gibt es beliebig nahe bei ¢ eine (zukunftsge-
richtete) zeitartige Kurve von X nach c(T) oder c¢ ist bis auf Umparametrisierung eine
(zukunftsgerichtete) lichtartige Geoddtische mit ¢(0) € NpX, so dass ¥ lings c keine
Brennpunkte vor ¢(T) hat.

Der Beweis geht konzeptionell dhnlich wie UA 43...

11.6.3. Singularitatentheorem von Penrose

Das erste Theorem iiber die Existenz von Singularitidten, dass ohne Symmetrieannahmen
und ohne nahere Spezifikation der Metrik auskommt, ist von Penrose (1965). Ziel war
ein Theorem, dass das Auftreten einer Singularitdt in einem Stern, der in seinem
Schwarzschildradius kollabiert.

Satz I1.6.11. (Penrose [14])* Sei (M, g) eine vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeit,
die die folgenden Bedingungen erfillt

(i) Ric(X,X) >0 fir alle lichtartigen Vektoren X'
(i) Es gibt eine nichtkompakte Cauchyhyperfliche S in M.

(iii) Es gibt eine nichtleere geschlossene raumartige achronale 2-dimensionale Unter-
mannigfaltigheit ¥ C S, deren mittlerer Kriimmungsvektor zeitartig (und vergan-
genheitsgerichtet) ist.

Dann ist (M, g) nicht (zukunftsgerichtet) lichtartig geoddtisch vollstindig.

Bemerkung I1.6.12. Bedingung (i) entspricht der Lichtenergiebedingung fir Lo-
sungen der Einsteingleichungen mit A = 0 (vgl. Bemerkung I11.6.3 zusammen mit
(11.27)).

*Dafir hat Penrose 2020 den Physiknobelpreis erhalten, siche auch https://mediatheque.
lindau-nobel.org/files/38884.
TDas ist die Energielichtbedingung fiir Lésungen der Einsteingleichung.
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II. Allgemeine Relativitétstheorie

Bevor wir das Theorem beweisen, schauen wir uns einige Beispiele an:

Beispiel I11.6.13. (i) (Schwarzschildinnenraum) Wir setzen S = R x {ro} x S C

(i)

R x (0,75) x S? und wollen als erstes zeigen, dass S eine raumartige nichtkompakte
Cauchyhyperflache ist. (Da wir im Schwarzschildinnenraum sind, ist d; raumar-
tig und 0, zeitartig.) Es ist klar, dass S nichtkompakt und eine Riemannsche
Hyperfliche mit Einheitsnormalenvektorfeld (== — 1)%87, ist. Man muss sich nun
nur iiberlegen, dass jede zeitartige nichterweiterbare Kurve jedes Kompaktum
des Schwarzschildinnenraums verlassen muss und damit alle » und ¢-Koordinaten
abbildet und damit S schneidet. Sei dazu ¢(s) = (t(s),r(s),y(s)) eine zeitartige
Kurve mit v eine Kurve in S2. Dann ist

.. TS\ ;2 s\—1.2 2 .o

0>g(¢,¢)=—(1—-7)t"+ (1= —=)"7" +r7gs2(%,9)

und damit ()2 > 0. Also dndert 7* das Vorzeichen nicht und S wird hdchstens
einmal geschnitten. Weiterhin folgt aus

S1 S1
(s1) — t(s0) = / i(u)du < / 1= 25 ) = [+ rs | — s,

S0 S0 T(’LL) 0
das jede nichterweiterbare zeitartige Kurve in einem Punkt den Radius o haben
muss. Damit ist S eine nichkompakte Cauchyhyperfliche.

Wir setzen ¥ = {0} x {ro} x S%. Man kann nachrechnen, dass H = 7%5‘7, ist.
Damit ist H zeitartig und vergangenheitsgerichtet.

Da der Schwarzschildraum Ricciflach ist, sind alle Bedingungen von Penrose
Singularitdtentheorem erfiillt, und es muss lichtartig geodétisch unvollstiandig
sein. Das ist natiirlich richtig, wie wir schon frither tiberpriift hatten.

FLRW erfiillt fiir p +p > 0 auch die Voraussetzungen von Penrose Singularititen-
theorem.

Beweis von Satz I1.6.11. Wir wahlen eine glatte Zeitfunktion t: M — R, so dass S =
t=1(0). Das ist moglich nach Folgerung 11.5.46 und definiert uns eine Zeitorientierung
und alle t71(s) sind Cauchyhyperfliche fiir alle s € R.

Sei n jeweils das zukunftsgerichtete Einheitsnormalenvektorfeld von ¢~1(s) in M fiir
alle s. Damit ist n € X(M) mit g(n,n) = —1. Somit gibt es ¢s: M — M den Fluss
entlang n (fir alle s € R). Sei v ein Einheitsnormalenvektorfeld von ¥ in S. Da ¥ C S
beide Riemannsch sind, ist v raumartig. Aber v ist nicht eindeutig, da wir auch —v
wahlen konnten. Wir werden weiter unten mit beiden arbeiten, aber hier erst einmal
schauen, was wir aus einem folgern kénnen.

Fiir p € X sei ¢, die lichtartige Geodéte mit ¢,(0) = p und ¢,(0) = £(p):=n(p) + v(p)
(Es ist g(¢,(0),¢p(0)) = —-1+1=0).

Was kénnen wir iiber die speziellen lichtartigen Geodétischen c, sagen?
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Fiir festes s € R sei exp’: (—e,€) x ¥4(X) — M fiir ein € > 0 definiert durch

exp(u, p):=cp(u). _
Sei ¢ = expt(up,p) ein Punkt in dem d(Ump)epr— injektiv ist. Sei k: U C ¥ —

R? eine lokale Karte um p. Dann sind (u,s,z = (z!,2%)) € V C R xR x R?

exp (u,s(k~1(z)) lokale Koordinaten® auf einer offenen Umgebung U C M um gq.
In diesen lokalen Koordinaten gilt g, = 0 (da 9, lichtartig ist). AuBerdem gilt auf
gus = —1 und g, = 0, da diese Identitiaten auf 15(X) (also fir u = 0) gelten und

torsionsfrei 1
auguu = g( vuau aa/t) + g(aua vuau) = g(aua V;Lau) = 56“9(8”, au) =0
=0 da cp(u) Geod.
ist.
Damit hat die Metrik g in diesen lokalen Koordinaten die Form

g:ads®ds—ds®du—du®ds+6i(ds®d$i—i—dmi@ds)—i—'yijdmi@dxj.

a -1 p; 0 -1 0
Als Matrixist g= [ =1 0 0 | und die Inverse ist [ -1 —a ~%Yp;
Bi 0 v 0 93
Wegen 0 > det g = — det 7,5, muss damit glexp s (w4, (x)) filr festes v und s Riemannsch

sein.
Auflerdem rechnet man nach, dass

Ricyy = _au('yij'%j,u) - 'Yié’)’jk')/ki,u’)/éj,u~ (I1.32)
———
=:0

Bevor wir im Beweis weitergehen, schauen wir uns erst einmal an, was die Bedeutung
von 6 ist:

Oft wird 6 die Lichtexpansion (null expansion) genannt und man kann nachrechnen,
1

dass 8 = 0, In(det~y;;)2 ist. Damit misst # die Variation des Fldchenelements der

zweidimensionalen Fliche exp(u,¥,(X) bei Anderung von u. Insbesondere sicht man:

Eine Nullstelle von det ~;;, also eine Singularitét von 6, ist einen Brennpunkt zu ¢, (X).

Weiterhin ist mit /:=2n — ¢ =n — v

(0yi, 0z :vg[i Os — sz Ops = Ffjn + F?je
1

u u 1 u
2598 (=gijau)n + I = 1 idu (£+10) +Tie

1 .
H :tr,YII = EVij,u’Y”‘g + cl fir ¢ = C(O[, 62,,-)/”)

*Das ist das Analogon zu geodatischen Normalkoordinaten bzgl. eines Punktes aber nun bzgl.
einer Untermannigfaltigkeit — nennt man Fermikoordinaten.
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II. Allgemeine Relativitétstheorie

Also ist /4 auch der Koeffizient vor ¢, wenn man den mittleren Kriimmungsvektor in
der Basis {¢, ¢} darstellt.

Aus der Energielichtbedingung (energy null condition) folgt mit (11.32)

}92

o 1 .
—0u0 > VY Y Ve > = (VY0 0)? = 50

2
wobei die letzte Ungleichung wieder (trA)? < ntrAAT wie im Beweis von Satz 11.6.1 ist.
Also 9,0 + %92 < 0. Der Gleichheitsfall hat die Losung % = % + § mit fp:=0(u = 0).
Also ist % > % + 3.

Falls 6y < 0 ist, folgt aus 0,0 + %92 < 0, dass 6(u) < 6y < 0 fiir alle w > 0 ist. Fiir
u > = — 9%, wire dann 0(u)~! > 0, was ein Widerspruch wire. D.h. nach obigen

Uberlegungen muss es fiir ein u < 4 einen konjugierten Punkt von 1/, (X) geben.

Wir wollen nun obiges einmal fiir das raumartige Einheitsnormalenvektorfeld v und
einmal fiir —v verwenden und nennen die zugehérigen exp-Abbildungen exp® und die
Lichtexpansionen §%. Wir setzen £*(p):=n(p) & v(p) fiir alle p € ¥. Dann sind £*(p)
zukunftsgerichtete lichtartige Vektoren, die N, % aufspannen. Damit ist der mittlere
Kriimmungsvektor H von ¥ in M eine Linearkombination von ¢*.

Aus obigen Bemerkungen zu § und H folgt, dass 4H = 074~ + 0= 4T ist.

Nach Annahme ist H(p) € N,X zeitartig und vergangenheitsgerichtet. Wegen g(4H,4H) =
—460%0~ und 0 < g(H,n) = —0% — 0~ folgt daraus T < 0. Da ¥ kompakt ist, gibt
es ein 6y < 0 mit §* < 6. Damit folgt aus obigen Uberlegungen, dass die lichtartigen
Geodatischen ¢, (u), die mit n(p) + v(p) in X starten, spétestens bei 4 = —% auf einen
Brennpunkt von ¥ trifft. Nach Satz I1.6.10 ist damit ¢, fiir u > @ in I (X).

Wir werden nun zeigen, dass es eine lichtartige zukunftsgerichtete Geodétische gibt,
die orthogonal zu ¥ startet, aber nicht fir alle Parameter R existiert:

Nehmen wir an, dass stimmt nicht, dann treten die Brennpunkte von oben fiir jedes
¢, wirklich auf. Da ¥ kompakt ist, ist auch A:=exp™ ([0, 4], X) Uexp~ ([0, 4], ) kom-
pakt. Wieder nach Satz 11.6.10 ist 011 (X) dann eine Teilmenge von A und damit als
abgeschlossene Menge wieder selbst kompakt.

Wir definieren nun eine Abbildung 7: 01 (X) — X wie folgt: Sei X ein zeitartig es
Vektorfeld. Die Flusslinien von X schneiden S genau einmal, da S eine Cauchyflache ist.
Nun soll 7 die Abbildung sein, die einem ¢ € 914 (%) den Schnittpunkt der Flussline
durch ¢ mit S zuordnet. Diese Abbildung ist stetig. Da 9, (X) kompakt ist, ist auch
das Bild in S kompakt und damit abgeschlossen. Es bleibt zu zeigen, dass das Bild
auch offen in S ist. Da S zusammenhéngend ist, muss S damit auch schon kompakt
sein, was uns den Widerspruch gibt.

Um zu zeigen, dass das Bild offen ist, tiberlegen wir uns zuerst, dass 7 injektiv ist: Sei
m(p1) = w(p2), aber p; # py. Dann miisssen p; und py auf der gleichen Flusslinie zu
X liegen. O.B.d.A. sei p; € I, (p2). Zusammen mit py € J4(X) folgt mit Satz 11.5.8
p1 € I1(2). Da I (X) offen ist, ist dies ein Widerspruch zu p; € 014 (%).
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Nehmen wir nun an, dass das Bild nicht offen ist. Dann gibt es ein p € 911 (¥) und eine
Folge g, € S\ 01+ (%) mit g, — q:=7(p). Sei r ein Punkt auf der zukunftsgerichteten
Flusslinie von p aus und sei S,:=t~ (¢(r)) die Cauchyfliche durch r bzgl. unser gewéhlten
Zeitfunktion ¢. Die Flusslinien von X durch ¢, schneiden S, genau einmal, sagen wir in
rn. Wegen stetiger Abhingigkeit des Flusses von den Anfangswerten haben wir r,, — 7.
Da r € I.(¥) und I (X) offen ist, ist r, € I (X) fur n grofl genug und wir haben
eine Kurve von ¢, ¢ w(I4(X)) nach r, € I1(X). Damit muss die Flusslinie 91 (X)
schneiden und wir haben unseren Widerspruch. O

Bemerkung I1.6.14. Oft wird statt unserer dritten Voraussetzung im Singulariti-
tentheorem von Penrose geschrieben, dass es eine geschlossene zukunftseingefangene
Flache ¥ C S gibt. Die Definition einer zukunftseingefangene Fliche > C S C M ist,
dass X eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von S ist, so dass die Zukunfts-
lichtexpansionen #* wie im obigen Beweis eingefiihrt, in allen Punkten von ¥ negativ
sind. Daraus folgt analog wie im obigen Beweis, dass der mittlere Kriimmungsvektor
H von ¥ in M zeitartig und vergangenheitsgerichtet ist.

Analog gibt es den Begriff der vergangenheitseingefangenen Fliche 3. Hier sollen §* > 0
sein (also H zeitartig und zukunftsgerichtet). Dies als dritte Voraussetzung fithrt zu
vergangenheitsgerichteter lichtartiger Unvollsténdigkeit von M.

Wir fiithren noch ein weiteres Singularitdtentheorem ohne Beweis an:

Satz I1.6.15 (Hawkings Singularitiatentheorem). Sei M™ eine zusammenhdngende
zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit mit Ric(X,X) > 0 fir alle X € TM zeitartig.
Sei S C M eine Cauchyhyperfliche mit mittlerem Kriimmungsvektorfeld H. Sei v das
zukunftsgerichtete Finheitsnormalenfeld an S. Gibt es ein a > 0 mit g(H,v) > a, dann
hat jede zukunftsgerichtete zeitartige Kurve, die in S startet, Linge < a™'.

11.7. Linearisierte Gravitationstheorie

Wir wollen uns mit Stérungstheorie erster Ordnung um Lésungen der Einsteinglei-
chung beschiftigen. Wir beschrianken uns hier auf Stérungen der Minkoswkimetrik als
Vakuumlosung.

Die Annahme ist also, dass sich unsere Metrik ¢ lokal nur wenig von der Minkoswkimetrik
7 unterscheidet:

Jop = TNap + €hap
mit € > 0 klein.

Damit erhalten wir mittels 05 = 9*% g5y = g*®(ngy + €hpy) und dem Ansatz g*F =
a®? + eb™P + O(e?), dass
o5 =g,

0 =n5,b"" + a*’hg.,.
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Dies ergibt
97 =0 —en® 0 hos + O(e))

und daraus erhalten wir fiir die Christoffelsymbole

1
rg, = 5enws(aﬂw + 0yhgs — Oshyp) + O(€2). (I1.33)
Mit hf)::n)‘“hw, Ou:=— naﬂaaaﬁu und fa::(%\hg‘é — %8ah3\\ haben wir
Ricu, =€(0,13, — 0xI'),) + O(€%)
1
=3¢ (Ohy — 020y — OxOLh), + 0,0,h3) + O(€?)

:%e Ok — 0 fy — Oufu) + O(e?).

Die Linearisierung des Energieimpulstensors T}, = €S,,, + O(€?) zusammen mit (I1.27)
ergibt

1
(th,u - 8p,fu - 8yfu,) = Sl»“’ - §7hu,tTnS. (1134)

N =

Waire f, =0, dann wéren die linearisierten Vakuumeinsteingleichungenen (mit A = 0)
einfach Oh,g = 0 und damit ein System von hyperbolischen Differentialgleichungen.
Eine Gleichung Ou = f, f eine gegebene Funktion auf R* (u die gesuchte Funktion)
hat immer eine Losung. Bei gegebenen Anfangswerten u((0,z) € R*) und d;u((0, 2))
ist diese sogar eindeutig.

11.7.1. Freiheit in der Koordinatenwahl

Da wir frei sind in der Wahl der Koordinaten, ergibt jede Losung h und jeder Diffeo-
morphismus ¢: M — M mit ¢*h wieder eine Losung. Man kann also keine eindeutige
Losung erwarten ohne die Wahl des Koordinatensystems einzuschréanken:

Haben wir eine Einparameterfamilie von Diffeomorphismus ¢ mit o = id, dann ist
X(p) = |s—0¢s(p) ein Vektorfeld und damit hap = < |s—0¢%g.

Seien y* = x* + eX“ die neuen Koordinaten. Dann ist die neue Metrik im Punkt p
gegeben durch

7% OxP
G (0(p) =§?%gaﬂ<x<p>>

=(07 — eX%)(6) — X)) gap(x(p))
:g;w(x(p)) - enguﬁ(x(p)) - EXf/gVa (ac(p))
=0,(2(p)) — €Maw X, + 10 X)) + O(€7).
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Damit ist Eﬂl’( (p)) = hyw (z(p)) ~: N X, — NapX -
Wir wollen nun fa —8)\hA %8 h berechnen:

lNLfL :hﬁ - X,)[\L - na#n”)‘Xf;
hy =hy —2X
fa :fa - X,)&)\ - 77/30(77”’\)(5,,\ + Xs\a = foc +0UXa-

Um also fa = 0 zu erreichen muss man 00X, = —f, losen — wieder eine lineare
hyperbolische Differentialgleichung.

Eine Wahl von Koordinaten, so dass f, = 0 ist, nennt man Lorentzeichung. Wie bei
jeder Eichung muss man sich auch hier iiberlegen, dass Koordinaten immer so gewéahlt
werden konnen, dass diese Gleichheit erfiillt ist. Aber wir haben gesehen, dass dies
einfach auf die Existenz von Loésungen von X, = f, zuriickzufithren ist. Das ist
immer moéglich, wie wir oben schon bemerkt hatten.

In der Losung fur OX,, = f, konnen wir noch die Anfangswerte von X, frei bestimmen
und so die Eichung ’verfeinern’.
Aus (I1.34) ergibt sich in der Lorentzeichung

Ohpy = 25, — nuutr,S. (I1.35)

11.7.2. Newtonscher Limes

Die Newtonsche Gravitationstheorie gibt in vielen Bereichen gute Voraussagen. Ein
wichtiger Test der ART ist damit die Frage, ob die Voraussagen der ART in den
Bereichen, wo man weif3, dass die Newtonsche Theorie gut ist, sich auf die Newtonschen
reduzieren. Wir haben die Voraussagen der ART und der Newtonschen Gravitations-
theorie in Abschnitt 1.1 fiir die Planetenbewegung verglichen. Nun wollen wir uns nun
fiir Storungen der Minkoswkimetrik 7, + €h,, anschauen, ob wir die Newtonschen
Bewegungsgleichungen im Limes erhalten kénnen.

Die Newtonschen Voraussagen stimmen i.A. gut bei schwacher Gravitation — wenn die
relative Geschwindigkeit der Quellen viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist und
der Spannungstensor im Energieimpulstensor viel kleiner als die Massenenergiedichte
TOO ist.

Was heifit das fiir das Modell der perfekten Fliissigkeit aus Staub (also p = 0)? Sei V/
das Stromungsvektorfeld des Staubes. V' habe kleine rdumliche Geschwindigkeit. D.h.
wegen g(V,V) = —1, dass wir annehmen (V)2 =1+ O(e) und V* = O(e). Weiterhin
sei die Energiedichte klein, also p = epq fiir festes pg. Damit ist

Ty = PGuadvsV VP = €podu00,0 + O(€?).

Damit ist tr,T = —epo + O(€?).
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Fiir die linearisierte Einsteingleichung (I1.35) folgt somit

Dh/qt =po
Ohy =0 sonst.

Fiir kleine Geschwindigkeiten der Anderungen muss h,,, o klein sein. Dann folgt mit
0= 0:0; — A, dass —Ahy,, = po ist. Diese Gleichung erinnert an die Poissongleichung
AV = 41Gp der Newtonschen Gravitationstheorie. Da sowohl h,, als auch ¥ im
Unendlichen verschwinden sollen, haben wir h,, = —2W¥¢,, (die Konstante kommt
daher, dass wir in den Einsteingleichungen die Konstante vor dem Energieimpulstensors
ignoriert hatten, diese aber beim Vergleich mit der Konstante in der Poissongleichung
beriicksichtigt werden muss.)

Uberlegen wir uns nun, was das fiir die freie Bewegung von Testteilchen im Gravita-
tionsfeld heiBit. In der ART sollen sich diese auf Geoditische v(s) = (t(s), z(s)) € R*
bewegen. Im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit soll v kleine rdumliche Geschwindigkeit
haben soll, also ()2 ~ 1 und ¢ ~ 0. Um es mit der Newtonschen Theorie zu vergleichen,
interessieren wir uns fiir die rdumlichen Koordinaten x?:

it 4+ Tl = 0.

Mit der Losung der h,, von oben und der Gleichung (II.33) fiir die Christoffelsymbole
folgt Tfy = €W ; + O(€?). Also & = —eVV + O(e?) die Newtonsche Bewegungsgleichung.

11.7.3. Gravitationswellen

Die Idee ist, dass diese "Welle’ lokal durch eine beschleunigte Masse ausgelost wird. Da
sich in der Relativitétstheorie nichts schneller als mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, muss
sich die Metrikdnderung von ihrem Ursprung erst noch ausbreiten. In der Newtonschen
Gravitationstheorie hingegen wirken sich Verédnderungen der Massdichte instantan im
gesamten Raum aus. Es kann also keine Gravitationswellen im Newtonschen geben.

Wir wollen nun untersuchen, ob es in der ART solche Wellen geben konnte. Dazu
betrachten wir Losungen der linearisierten Einsteingleichungen im Vakuum. Die Idee
ist, dass der Bereich der Raumzeit in dem wir Messungen durchfithren anndhernd ein
Vakuum ist und wir dort die Minkoswkimetrik haben. Weit weg davon befindet sich
eine Gravitationsquelle, die z. B. beschleunigt wird. Dadurch &ndert sich die Lésung
der Einsteingleichung auch bei uns. Wir nehmen an, dass die Anderungen klein ist und
unsere neue Losung die linearisierte Vakuumeinsteingleichung erfiillen muss.

In der Lorentzeichung wollen wir also [Jh,, = 0 lésen A = n¥V,;V;. Als Ansatz
nehmen wir eine ebene Welle h,, (z) = Re(A,, " ) mit z = (¢t = 20, 2!, 22, 2%)
und k = (w:=k% k!, k2, k3). Hier muss A eine symmetrische Matrix sein, da auch h
symmetrisch sein soll. Dann ist

Oh, = Re( A 1" ek, gk? emE:2)),
N——

=n(k,k)
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Also 16st hy,,, die Gleichung Oh,,, = 0, falls n(k, k) = 0 ist, also k lichtartig ist — sich
die Welle mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Der Vektor k heifit Wellenvektor der
Welle. Eine allgemeine Losung ist eine Kombination aus solchen einzelnen Wellen zu
gegebenem Wellenvektor:

() = Re / Ay (k)e®2) g,
n(k,k)=0

Wir koénnen aber A,, und k* nicht unabhéngig vonaneinander wéhlen. Da wir ange-
nommen haben, dass wir uns in der Lorentzeichung befinden und damit dyh) = %aahj\\
fiir alle o gelten muss. Fiir unser h,, impliziert dies

1
Admrgk? = §A§77aﬁkﬂ~

Es bleibt noch zu iiberpriifen, dass wir wirklich eine nichttriviale "Welle’ gefunden
haben. Bis jetzt konnte es noch immer sein, dass wir blofl durch komplizierte Wahl
der Koordinaten nicht mehr sehen, dass die Metrik noch immer die Minkowskimetrik
ist. Diese Bedenken kann man jedoch leicht aus der Welt schaffen, in dem man den
Riemannschen Kriimmungstensor berechnet und sieht, dass dieser nicht verschwindet.

2015 gab es den ersten direkten Nachweis von Gravitationswellen im LIGO-Experiment™.
Dies ist ein riesiges’ Michelson-Interferometer, indem die lokalen Anderungen der Metrik
durch die Gravitationswellen die Interferenz von Laserstrahlen verdndern.

11.8. Zu Wellengleichungen auf
Lorentzmannigfaltigkeiten
Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit.

Definition I1.8.1. Ein Wellenoperator auf (M, g) ist ein linearer Differentialoperator
der in lokalen Koordinaten die Form

P = —gaﬁamaamﬁ + Aa(f,v)ama + B("L'),
wobei A, und B glatte Funktionen auf M sind.

Beispiel 11.8.2. Der d’Alembert Operator [J, = —div 4 o grad, ist ein Wellenoperator.
Fiir den Minkowskiraum ist (0 = 0,0; — >, 0,1 0yi.

Fiir allgemeines (M, g) ist in lokalen Koordinaten x#
Oy =—-¢""V,V, = —¢""0,,0, + Terme erster Ordnung.

Wir schauen uns erst zwei einfachere Spezialfille an und geben dann den Satz fiir den
allgemeinen Fall:

*https://www.ligo.caltech.edu/
Thttps://de.wikipedia.org/wiki/LIGO
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11.8.1. Wellengleichung im 2D-Minkowski

Fiir den Wellenoperator 87 — 92 auf dem zweidimensionalen Minkowskiraum betrachten
wir das Anfangswertproblem
(0} — 0D)u(t,x) =0 auf R?
uli=0 =ug auf {0} x R
Ortt]t=0 =u1 auf {0} x R

bei gegebenen ug(x) und uq ().

In diesem Spezialfall eines Wellenoperators bietet sich die Einfithrung lichtartiger
Koordinaten v = %(t—l—x) und w = %(t —x) an. Dann ist 9, = 9; + 9, und 9, = 9y — O,
und damit

(02 — 0%)u = 0,0,u = 0.

Eine allgemeine Losung hat somit die Form u(t, ) = f1(¢t + ) + fo(t — x) fiir geeignete
Funktionen fi, f2 in einer Variablen.

Fir die Losung fiir unser Anfangswertproblems von oben muss somit
up(z) =fi(x) + fo(—2)
(@) =)+ fi-e) = file) = folo) = [ wls)ds+e
0

gelten. Damit sind die f; durch die Anfangswerte (bis auf eine Konstante ¢) eindeutig
bestimmt als

2fo(z) =uo(z) + /Ow up(s)ds + ¢
2f1(z) =uo(z) — /01 up(s)ds — ¢

Aber die Konstante ¢ hebt sich in der Summe u(t, z) = f1(t + x) + f2(t — ) weg. Somit
haben wir gesehen, dass unser Anfangswertproblem eine eindeutige Losung

r—t

2u(t,z) = up(t + x) +up(x — ) + /H_ ui(s)ds

besitzt.

An der Struktur der Lésung sehen wir insbesondere, dass sich die Losung mit Lichtge-
schwindigkeit ausbreitet: Haben die Anfangswerte ug,u; (zur Zeit to) Trager in (a, b),
dann hat u(t; > tg,.) Triger in (a — (t1 —%o), b+ (t1 —to). Oder andersherum formuliert,
der Wert der Losung im Punkt (¢1, 2o), hdngt hochstens von den Anfangswerten wug, uq
im Bereich x € (z¢ — (t1 — o), o + (t1 + to)) ab. Man nennt diese Eigenschaft endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit (finite speed of propagation).

Allgemeiner fiihrt diese Beobachtung zum Begriff des Abhéangigkeitsbereiches:
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Definition I1.8.3. Sei (M, g) global hyperbolisch mit Cauchyfliche S. Sei U C S
offen. Dann ist das Abhdngigkeitsgebiet (domain of dependence) D(U) von U definiert
als alle Punkte von M, so dass fiir jeden Punkt p € D(U) in der Zukunft von U jede
vergangheitsgerichtete kausale Kurve U schneidet und fiir jeden Punkt p € D(U) in
der Vergangenheit von U jede zukunftsgerichtete kausale Kurve U schneidet.

11.8.2. Auf global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir das Existenzresultat fiir das Cauchyproblem von
Wellengleichungen auf allgemeinen global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten angeben.
Wir beweisen das hier nicht, aber die Grundeigenschaften, wie die Energieungleichungen
und die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, die wir in obigen Spezialfdllen gesehen
haben, bleiben erhalten:

Satz I1.8.4. Sei (M,g) eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit und S C M eine
glatte Cauchyfliche in M. Sei n das zukunftsgerichtete Finheitsnormalenvektorfeld von
S in M und sei P ein Wellenoperator auf (M, g). Dann gibt es fiir alle ug,u; € C°(M)
und f € C°(M) eine eindeutige Losung des Cauchyanfangswertproblem

Pu=f
ulg =ug
(Vau)|s =us.

Weiterhin gilt
suppu C J(K) fir K:=suppug U suppui U supp f.

In der linearisierte Gravitationstheorie in Abschnitt [1.7 waren die auftretenden Differen-
tialgleichungen genau von obiger Form — lineare hyperbolische Differentialgleichungen.
Fiir das Cauchyproblem zu den Einsteingleichungen werden wir allerdings sehen, dass
selbst bei geeigneter Koordinatenwahl zwar die Terme in den hochsten Ableitungen der
Metrik die Form eines Wellenoperators haben werde aber zusétzlich noch nichtlineare
Terme in den nullten und ersten Ableitungen auftauchen.

Dann haben wir nicht mehr allgemeine globale Existenz von Lésungen, sondern:

Satz I1.8.5. Sei (M, g) global hyperbolisch und S eine Cauchyfliche. Wir betrachten
das quasilineare zweite Ordnung hyperbolische System

R (2,1, 0qu)V 0y u” = FP (2,1, Ogu)

mit u = uPdp fiir glatte Funktionen h* und F? und ¥V der Levi-Civita-Zusammenhang
zur Metrik g. Sei ug = u{faﬂ eine Losung.

Fiir Anfangswerte gentigend nahe an den Anfangswerten von ug auf S gibt es eine
offene Umgebung V von S in M, so dass das obige System eine eindeutige Lisung
w in V hat und (V, h(z,u,0qu)) global hyperbolisch ist. Auferdem hdngt die Losung
stetig von den Anfangswerten ab und fiir B C S hdngt die Losung in D(B) nur von
den Anfangswerten in B ab.
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Beweisidee. Iteratives System
R (2, ug, 8aui)vuayuf+1 = Fﬁ(a:, Uy O ;)

startend mit ug. Das ist nun linear in u? 1 bei gegebenem u? , und wir kénnen den

letzten Satz anwenden. Dann muss man zeigen, dass die entstehende Folge uf zu einer
Losung konvergiert. O

11.9. Das Cauchyproblem der Einsteingleichungen

Wir kennen Anfangswertprobleme fiir Differentialgleichungen aus vielen Bereichen, z.B.
schon von den Bewegungsgleichungen & = —V WV in der Newtonschen Gravitationstheorie.
Ist dort ¥ im R? gegeben und x und & zur Zeit ¢t = 0 gegeben, dann bestimmt das die
Losung eindeutig.

In der ART suchen wir die Raumzeit selber. Es stellt sich also die Frage, was sollten
die GroBen sein, die wir als Anfangswerte verwenden zum Loésen der Einsteingleichung?

Im Prinzip haben wir habe wir schon Beispiele gesehen, z.B. in Satz [1.4.31 fiir die
Losungen der Friedmanschen Differentialgleichungen fiir FLRW fiir Staub und fiir die
linearisierte Einsteingleichungen im Vakuum.

Kommen wir nun allgemein zu global hyperbolischen Mannigfaltigkeiten (M, g) mit
einer Zeitfunktion ¢: M — R. Dann ist S:={t = 0} eine Cauchyfléche. Kann man die
Einsteingleichung als Anfangswertproblem fiir g bzgl. der Zeitrichtung 16sen? Falls ja,
sollte g auf S (also fiir ¢ = 0) und, da in den Einsteingleichungen zweite Ableitungen
von ¢ in allen Koordinatenrichtungen enthalten sind, auch noch die Zeitableitung von
9s:=g|{=s} auf S gegeben sein.

Hier kommt wieder zu tragen, dass auch der Energieimpulstensor nicht schon von
vorherein bekannt ist, sondern noch durch zusétzliche Materiegleichungen bestimmt
wird. Das heif3t auch hier miissten wir ein Anfangswertproblem daraus machen. Der
Einfachheit halber, betrachten wir hier erst einmal nur Vakuumlosungen. Dann kénnen
wir dieses zusétzliche Problem ignorieren.

Als erstes werden wir sehen, dass man im Gegensatz zu obigen Spezialfillen im Allge-
meinen h und die ersten Zeitableitungen von h nicht unabhéngig voneinander wéhlen
kann.

11.9.1. Die Zwangsbedingungen

Sei (M, g) global hyperbolisch mit Metrik der Form g = —/3%dt? + h;. Seien z* lokale
Koordinaten von S. Durch Paralleltransport entlang der Flusslinien von 0; erhalten
wir mit (¢,z%) lokale Koordinaten von M mit 8; L 9,:. Sei hyj = hi(Dyi, O,).

Dann ist n = 719, ein Einheitsnormalenvektorfeld mit g(n,n) = —1. Sei K: X(S) x
X(S) — C>°(S) definiert durch II(X,Y) = K(X,Y)n.
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Aus VMY — VY = K(X,Y)n, VY L n folgt
K(XY)=—g(V¥Y.n) = g(V¥n,Y). (I1.36)

Weiterhin ist 2g(V{n,n) = X.g(n, n) = 0 und damit V)’ n = afd,+. Die a} bestimmen
sich durch

9(0,e, VY n)=alhyy = af =1"K(0,,0,:) = h* K. (I1.37)

Damit ist Vé‘/[i (0y = Bn) = Bin + Bh* K0, . AuBerdem impliziert g(VMn,0,:) =
—g(n, Vi) = —g(n, V5 n) =0, dass V)'n = 0 und V30, = 8,00 ist.

Es gilt
1
Kij = K(0yi,0,5) = 5571%,0

und damit h;;0 = 26K;; sowie O,h;; = 2K;;.

In den Anfangswerten unseres Cauchyproblem kann also statt der normalen Ableitung
der h;; die zweite Fundamentalform gegeben werden.

Sollen h und K wirklich von einer Riemannschen Hyperfliche in einer Lorentzmannig-
faltigkeit kommen, kénnen Sie nicht unabhéngig voneinander gewahlt werden:

Satz I11.9.1. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Sei S eine Cauchyhyperfliche
von (M, g) mit zweiter Fundamentalform II, welche wie oben einen symmetrischen
(0,2)-Tensor K induziert. Dann gilt auf S fir h:=g|s

2G i :=2G(n,n) =scal® + |K|? — (tr, K)**
Gri:=G(n,9;) = — (div 5, (K — (trp, K)h));

Die erste Gleichung heifft Hamiltonsche Zwangsbedingung und die zweite Impuls-
zwangsbedingung.

Beweis. Es ist G(n,n) = 372G(d,0;) = B2Goo und G(n,d;) = B~1Gy;. Da G, =
Ricﬂ/ly — SC‘;]M guv ist, miissen wir Ric™ und scal™ ausgedriickt in K und Kriimmungs-
groBen von S bestimmen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten dies auszurechnen. Wir
bleiben hier in den lokalen Koordinaten (t,z*). Ein Vorteil ist die Torsionsfreiheit des

Levi-Civita-Zusammenhangs fiir Koordinatenvektorfelder.

*Die Vorzeichen sind in verschiedenen Quellen verschieden. In Choquet-Bruhat ist z.B.

2Gnn =scal® — |K|? + (tr, K)?
Gri =(div (K — (trp K)h));.

Das liegt daran, dass dort die Riccikriimmung Ric,g = R:Y/a 8 also das negative unserer Konvention
ist.
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Fiir die Riccikriimmung haben wir
Ric% :hejRi'\fke — B 2R
Ricé\g =(R")h0 = 1" Rolo,
RiC(JJ\;I :(RM)%ji = hijé‘?m = hijI]c\/{j()
und fiir die Skalarkriimmung bedeutet dies
scal” =g*"Ricl; = h*Ricjy — BRicgy = h**hY R}y, — 287 2h" R,
Wir brauchen also Ri\fké, R%jo und (RM)7.,. Dazu benutzen wir zum einen die GauB-
gleichung (I1.29) Rf\J/—IM = RZ-S]-M + KK, — Kit, KKjy und die Codazzigleichung (I1.30)
(BM)ijwo = =B ((ViK)kj — (V; K)in)-
Es fehlt uns noch der Kriimmungstensor mit zwei Nullen als Indizes:
RE’)\?Or :g(RJV[ (atv Oy )at7 6ﬂcr)
=9(Vo, Vo 0t — Vo, Vorr, 0xr) = 9(Va, Vo, (Bn) — Vo _, VorOr, 0yr)
:g(vat (ﬁ,in + BtheKZiaa:k) - Vami (ﬁ,On)a awr)
=(Bh™ Ki) ohwr + B0 Kig Kposh™ by — B0 Kikh* h,
:ﬁhﬁ)gKéihkr + BK o + BPhH Ky Ky,
=— Bh Ky hiwo +BKrio + B KK,
—~—
=2BKkr
=00 — B2h Kii K,

wobei die vorletzte Gleichheit aus 0 = (hg,h*) o = hgroh* + hkrhffo‘) folgt.
Damit haben wir
Ric% :héijAj/’[ké — hieB2(RM )i
=Ric, + Y (Ky K, — K Kjo) — heeB2(BKrio — B2h K1 Kyr)
=Ric, + W9 (KK — KirKje) — hie(B™ Kpio — h" Ko K,

Richs =h"RY, = h'"(BK,i0 — B2 Ky Ky
Ricy] = — h*B(ViK)i — (ViK)j) = BWH(ViK) jx — (div 4 K);)
scal™ :hikthRf\fu — 25_2h"Ré\ZIOT

=scal® + KW' (K K1, — KK o) — 28720 (BK i 0 — B2RF Ky Koy )
=scal® + |K|? — (tr, K)? — 207 (87 K, i 0 — W K Ky).
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Zusammen ergibt sich
1
G(n,n) =p>Goo = f*(Ricgo + Sscal ' 57)
2G(n,n) =2h"" (B Kyi0 — W KKy, ) +scal® + |[K|2 — (tr, K)? = 207 (87 K0 — WY K4 Ky
=scal® + |K|? — (tr, K)?
sowie
G’(n,@xl) :ﬂilGOi = BilRiCé\g
=hI*(VK)i; — (div , K);.
Das heiBt, es bleibt zu zeigen, dass hi*(V,;K)y; = (tr,K); gilt, denn dann folgt mit
divy, (fh) = df die Behauptung: (I seien hier die Christoffelsymbole zu V)
(tI‘hK)i :hi—ijj + hijkj,i
h*(ViK )y =h?* Ky — W* KT, — WF KLy
R (Vi K)g — (trp K); = — hi‘ijj — WI" K jh™ (his g + Brs.i — ik.s)
=h" R By i Ky — WK jh ™ his,i = 0 O
Das Problem wére also: Gegeben sei eine (n — 1)-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit (S, h) und eine symmetrische Bilinearform K auf S, die die Zwangsbedingungen
aus Satz [1.9.1 erfillt. Gibt es eine Vakuumlosung (M™, g) der Einsteingleichungen,

so dass es eine isometrische Einbettung S < M gibt, deren zweite Fundamentalform
durch K gegeben ist?

Definition I1.9.2. Das Tripel (S, h, K) nennen wir Anfangswerte. Die Mannigfaltigkeit
(M, g) (falls existent) nennen wir FEinsteinentwicklung der Anfangswerte. Ohne die
Bedingung, dass (M, g) eine Losung der Einsteingleichungen sein soll, nennen wir (M, g)
nur Entwicklung.

11.9.2. Wohigestellheit der Vakuumeinsteingleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir schauen, was wir Uber die Existenz einer Einsteinent-
wicklung sagen kénnen, im Falle von Vakuum, also Ric™ = 0.

Aus Bemerkung I1.1.22.iii

Rim = %géﬁ(gﬁn,a'y — 98y.ma — Jar,py + Garv.ep) + Terme in gop und erste Abl.
folgt
Ricay :%gé'{(gsﬁ,m — 295,k + Jary,xs) + Terme in gop und erste Abl.
:%Dgga7 + %g‘;”(glg&aw — 295+,5a) + Terme in g, und erste Abl.  (I1.38)
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Wire nur der erste Term %Dgg(w da, wire Ric™ = 0 wieder ein System hyperbolischer
Differentialgleichungen. Allerdings haben wir noch weitere zweite Ableitungen der g,s
und selbst die Terme in den ersten Ableitungen von g, sind hochgradig nichtlinear.

Wir kiilmmern uns erst einmal um die weiteren zweiten Ableitungen und erinnern wir
uns an die linearisierte Theorie, wo wir ein &hnliches Problem durch eine geeignete Wahl
von Koordinaten gelost haben (dort die Lorentzeichung). Hier wéihlen wir harmonische
Koordinaten, diese zeichnen sich dadurch aus, dass [gz® = 0 ist.

Man beachte, dass bei gegebenen lokalen Koordinaten auf S und Wahl einer Zeita-
bleitung dieser Koordinaten auf S (z.B. z,¢ = 0) ist dies ein System hyperbolischer
Differentialgleichungen und hat damit nach Satz I1.8.4 eine Losung. (Man beachte, dass
die Lésung von g abhéngt, da die Metrik in 00, eingeht.)

Was folgt aus der Wahl der harmonische Koordinaten?

0ux® =0,

Dgxa :gA#(aua)\xa - 6an KM) = _gA‘uFiéu'
In harmonische Koordinaten ist also gA“FK‘# = 0 und damit
Hg=g™ (29354 = gur,5) = 0-
Leiten wir die letzte Gleichung in vy-Richtung ab, erhalten wir

Hg ., =9 (2976, — Gunr,pv) + Terme in ersten Abl. =0

Setzt man dies wiederum in (I1.38) ein, erhélt man
. 1 .
Ricqq :§|:|gga7 + Terme in gop und erste Abl.. (11.39)

In harmonische Koordinaten ist Ric™ = 0 in den héchsten Ableitungen ein System
hyperbolischer Differentialgleichungen.

Wir definieren in (méglicherweise) beliebigen Koordinaten den reduzierten Riccitensor
als

1 1
Ricfu::RicW + iauH, + §8VHM.
und die reduzierten Finsteinvakuumgleichung als

Ric? = 0.

Dann ist

1
Ricfy = §Dggw + Terme in g, und erste Abl
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(in harmonischen Koordinaten ist Ric,, = Ricfy) und damit bilden die reduzierten
Einsteinvakuumgleichung ein quasilineares zweite Ordnung hyperbolisches System wie
in Satz [1.8.5 .

Wenn wir schon eine Losung kennen, konnen wir Satz [1.8.5 verwenden, um fir nahe
Anfangswerte weitere Losungen zu erhalten. Anfangswerte wéren g, und g, 0 zur der

Anfangscauchyflache (S = {t =0}) .

Eine Losung zu ¢;; = hij = dij,900 = —1,90i = 0,908, = 0 (also insbesondere
gij0 = 2K;; = 0) ist der Minkowskiraum, denn dass ist eine Losung zu den Vakuumein-
steingleichungen und die Standardminkowskikoordinaten sind harmonische Koordinaten.

Wir wéhlen als Anfangswerte zu den reduzierten Einsteingleichungen

gij = hij gij,0 =2K;

goo = —1 gio =0
90o,0 =0 gok,0 =h" (2hik ; — hijk.i)
gio,; = 0,

wobei die ersten Zeile aus den Anfangsdaten (h, K) folgt (zusammen mit der Wahl
goo = —1) und die anderen Zeilen so gewahlt sind, dass H, = 0 auf S gilt:

Ho = h"(2gi0,5 — gj0.) — gooo ~ auf S
Hy = h" (2hiy j — hjki) — goko  auf S.

Wir werden gleich sehen, warum wir wollen, dass H, = 0 auf S gilt.

Fiir (hij, K;;) in C! nahe (8;;,0) sind diese Anfangswerte nahe denen zum Minkowskib-
eispiel von oben. Damit kénnen wir Satz [1.8.5 anwenden und erhalten eine eindeutige
Losung g der reduzierten Einsteinvakuumgleichung auf einer Umgebung V' von S, so
dass (V, g) global hyperbolisch ist.

Aber eigentlich wollten wir ja nicht die reduzierten Einsteinvakuumgleichungen lésen,
sondern die unreduzierten. Wir werden sehen, dass die besondere Wahl der Anfangswerte,
so dass H, = 0 auf S gilt, schon impliziert, dass H, = 0 fiir die gesamte Losung ist.
Somit haben wir sogar harmonische Koordinaten und damit schon eine Losung der
Einsteinvakuumgleichung.

Dazu betrachten wir den Einsteintensor

. scal g 1 1 1 o
G’u‘l, = RleV — Tgl“, — iaﬂH,, — anH# + ig#,,aaH .

wobei scalH::gaﬁRicfﬁ ist.

Fiir eine Losung der reduzierten Einsteinvakuumgleichung Ricfy = 0 (und damit
scaly = 0) folgt:
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Aus der Zwangsbedingung G0 = 0 auf .S erhalten wir
0= —8HH0 - 80HM + guoaaHa.

Also (fiir p =4) 0; Hy = —9pH; und (fir p = 0) —200Hy = 0, H®*. Da die Anfangswerte
so gewahlt sind, dass H, = 0 auf S gilt, sind damit auch 0; H, = 0 auf .S. Damit haben
wir OgH, = 0 auf S.

Aus der Divergenzfreiheit des Einsteintensors folgt

1 1 1
0 :(VILG)#V = gﬁ”V5 (23#1{,, — anH# + QQIW@OLHO‘)

1 1 1
:95# (_23136qu - 58,88qu¢ + 2gu,,g'”858aH7) + Agva‘xHﬁ

1 1 1

= 595“858MH,, - 595“858,,19“ + 5970, 00 H, + AP, Hy
1

=— igﬁﬂaﬁaﬂHV + AY%9,Hs + B H,,

fir geeignete A3, By als Funktionen in gy, dem Inversen und bis zu zweiten Ablei-
tungen davon.

Also ist H, Losung einer linearen hyperbolischen Differentialgleichungssystem (bei
gegebener Metrik g) wie in Satz I1.8.4, dessen Anfangswerte verschwinden. Damit ist
H,, iiberall gleich Null und damit 16st g nicht nur die reduzierten Einsteingleichungen,
sondern sogar die Einsteinvakuumgleichungen.

Sei nun ein Riemannsche Mannigfaltigkeit (S, h) und sei K, fiir jedes p € S eine sym-
metrische Bilinearform, die glatt vom Punkt abhéngt, so dass die Zwangsbedingungen
mit G = 0 erfiillt. Sei p € S beliebig. Dann gibt es eine Umgebung von p fiir die nach
obigen Uberlegungen, die Einsteinvakuumgleichungen 16sbar sind.

Satz I1.9.3 (Choquet-Bruhat). Sei (S, h) eine n-dimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit und sei K, fir jedes p € S eine symmetrische Bilinearform, die glatt vom
Punkt abhdangt. Seien die Zwangsbedingungen fiir G = 0 erfillt. Dann gibt es (bis auf
Isometrie) eine eindeutige Lorentzmannigfaltigkeit (M, g), so dass

(i) (M,g) ist eine Losung der Vakuumeinsteingleichungen
(ii) (M,g) ist global hyperbolisch mit Cauchyfliche S
(iii) Es ist h = g|ls und die zweite Fundamentalform von S in M ist K.

(iv) Jede Lorentzmannigfaltigkeit (M, §), die Bedinung (i)-(iii) erfillt, kann isome-
trisch in (M, g) eingebettet werden.

Fine solche Losung (M, g) wird maximale Cauchyentwicklung von (S, h, K) genannt.

Seien (S, h, K) und (S, h, K) Anfangswerte, die die Zwangsbedingungen erfillten, und

auf eine geschlossenen Teilmenge B C S, B C S mit B = B dbereinstimmen. Dann

sind die Losungen auf den Abhdngigkeitsgebieten D(B) und D(B) isometrisch.
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A. Sternmodell

A.1. Statische radialsymmetrische Sterne

Wir wollen uns ein einfaches Materiemodell fiir einen statischen radialsymmetrischen
Stern anschauen. Dazu beginnen wir zundchst mit einem Newtonschen Modell.

A.1.1. Newton

Um Newtonsch den Stern zu beschreiben, brauchen wir die Gleichung fiir das Gra-
vitationspotential A® = 47Gp und Materiegleichungen fiir p. Wir modellieren hier
den Stern aus perfekte Fliissigkeit, wie Abschnitt I1.4.3. Dann sei unser Stern im
hydrostatisches Gleichgewicht (Aus Navier-Stokes): Vp = —pV® (Hier ist p der Druck)
und erfiille die polytrope Zustandsgleichung p = K p”::H% mit Konstanten K und s,
vgl. Bemerkung 11.4.30.

Da wir Radialsymmetrie annehmen ist 5, (r20,®) = 47Gp.

Zusammen erhalten wir

0,®=—p top=—-Kp 10,p"

1 — P
drGp = — KT—QGT(TQp 19,p7). (A1)
Setzen wir p = p.0", n = (s —1)7!, # = ar und a? = ;‘(T;S{pi*”, dann muss
1 ~ n
ﬁ@f (7“28;9) +60"=0 (AQ)

gelten. Das ist die Lane-Emden-Gleichung. 6 is per Definition dimensionslos und die
Losung von € hiangt nur noch von n (also von ) ab.

Losungen fiir verschiedene n sind in Abbildung A.1 fiir die Anfangswerte 6(0) = 1

(d.h. p. = p(0)) und 9,6(0) = 0 abgebildet. Wir wollen 9,6(0) = 0, da sonst es einen

0-Term in der Poissongleichung A® = 47p géibe. Die Losungen sind im Allgemeinen

=2

nicht analytisch, fiir spezielle Werte hingegen schon: Fiir n = 0 ist 6(7) = 1 — 7=, fiir
_1

n=1ist 0(7) = 222 und fiir n = b ist 0(7) = (1+§) :

Wir wollen einen Stern mit definierter Oberfliche bei Radius R, also soll dort p(R) =0

sein. Abbildung A.1 suggeriert, dass dies nicht fiir alle n der Fall ist, z.B. nicht fiir

n =5 siehe oben. Falls doch, nennen wir die Nullstelle der Lane-Emden-Gleichung R,

und dann ist R =R, =a 'R,
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Abb. A.1.: Lésungen der Lane-Emden Gleichung (A.2) fiir verschiedene n (also ver-
schiedene ) fiir die Anfangswerte 6(0) = 1 und 976(0) = 0.
Quelle: Von Lechatjaune - Eigenes Werk, Gemeinfrei,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4202264
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A.1. Statische radialsymmetrische Sterne

Wir werden p. = p(0) noch mit der Masse des Sterns in Verbindung bringen:

R, Rn ; 3,9
M = / p(u)dru’du = / pe04ma 30 dv = cpp2”
0 0

mit ¢, einer Konstante, die nur von n abhéngt. Insbesondere kann jeder Kombina-
tion von (R, M) durch geeignete Wahl von p. erreicht werden, da R und M mit
unterschiedlichen Potenzen von p. gehen.

A.1.2. ART

Wir wollen nun das Sternenmodell relativistisch rechnen auf (¢,2) € R x R3 (noch
immer radialsymmetrisch, sieche Definition unten) zu jeder Zeit t). Wir wollen also die
Einsteingleichung (fiir A = 0) eine perfekte Fliissigkeit wie in (I1.23) 16sen:

Goo = p, Gij = pgij-
In der ART entspricht in diesem Modell die Gleichung fiirs hydrostatische Gleich-

gewicht die Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensor (Das ist einfach wieder die
Impulserhaltung, vgl. Seite 42.).

Zusétzlich brauchen wir noch eine Materiegleichung p = p(p), z.B. der Einfachheit
halber wieder die polytrope Zustandsgleichung p = Kp* (bzw. eine relativistische
Version davon). Aber hier schauen wir einfach, was wir schon fiir eine allgemeine
Materiegleichung der Form p = p(p) sagen konnen.

Erst einmal miissen wir sagen, was radialsymmetrisch eigentlich heiflen soll:

Definition A.1.1. Sei ((t,z) € M C R x R3, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Seien
Ms:={t = s} C M raumartige Untermannigfaltigkeiten, d.h. gs:=g|s, ist Riemannsche
Metrik auf M. Sei 0; zeitartig. Dann nennen wir (V, g) radial symmetrisch, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir jedes s € R ist M; diffeomorph zu R3 ohne Umgebung des Ursprungs ist g
sind die Rotationen um den Ursprung Isometrien.

(ii) Fir jedes t € R ist sowohl die Lénge von 9; und die Linge der orthogonalen
Projektion auf T'Mg invariant unter rdumlichen Rotationen.

Lemma A.1.2. Eine radial symmetrische Lorentzmannigfaltigkeit (V, g) besitzt lokale
Koordinaten (t,r,¢,0), so dass die Metrik die Form

g = —e’dt* + e dr? 4 r*(df* + sin® 0dp?) (A.3)
hat, wobei A\ und v nur Funktionen von t und r sind.

Beweisskizze — Ubungsaufgabe 37. Aus Ubungsaufgabe 22.ii folgt g; = e*(")dr2+r2d02.
Fiir die Metrik g haben wir damit den Ansatz —a?(r,7)dr2 + b(r,7)(dT ® dr + dr @
dr) + M) dr? + r2dQ2. Um b(r,7) zu eliminieren fithrt man eine geeignete neue
Zeitkoordinate t = t(r, T) ein. O
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Satz A.1.3. (Birkhoff) Jede radialsymmetrische Losung der Vakuumeinsteingleichung
mit A = 0 ist isometrisch zur Schwarzschildmetrik.

Beweis. Ubungsaufgabe 28 O

Der letzte Satz verallgemeinert damit unsere alte Schwarzschildrechnung, wo wir
ausgerechnet hatten, dass stationére radialsymmetrische Losungen der Vakuumeinstein-
gleichung mit A = 0 die Schwarzschildmetriken sind.

Wir suchen hier jetzt auch erst einmal nach stationédr radial symmetrischen Losungen
fiir das Sternmodel, wobei stationdr impliziert, dass v und A nur noch Funktionen von
r sind.

Die Metrik (A.3) mit ¥ = v(r) und A = A(r) ist eine Losung der Einsteingleichungen
mit A = 0 fiir den Energie-Impuls-Tensor einer perfekten Fliissigkeit mit Druck p und
Energiedichte p, falls

S 1 1
= —+5)-= A4
p=e (Tt ) (A4)
N 1 1
Y G D A.
P (A5)
dp _ p+p ,
i 5V (A.6)

Wollen wir einen Stern mit definierter Oberfliche, muss es ein R mit p(R) = 0 geben.
Damit erhalten wir aus (A.6)

B p(r) 2p
v(r) =v(R) —/O P T )

Fiir » > R gibt es dann keine Materie und die einzigen radial symmetrischen Losungen
sind die Schwarzschildmetriken, parametrisiert iiber den Schwarzschildradius. Da p und
p auch in R stetig sind, folgt dass A und v in » mindestens C" ist. Wir kénnen also
v(R) durch matchen mit einer Schwarzschildlésung mit dem Schwarzschildradius rg in
Verbindung bringen:

(r)
ey(r) = (1 — T—S)67 fop P+2f)p(F)
T

fiir < R. Damit wird v(r) durch p(r) bestimmt.

Wir setzen u(r):=%(1 — e~*) und erhalten aus (A.5) und (A.1) zusammen mit (A.6)

du _1 o

dr —2pr

dp p+p 3

= 2u). A.
dr 27‘(7"—21L)(TpJr u) (A7)
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A.2. Gravitativer Kollaps

Dies ist ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung in « und

p.

Aus der ersten Differentialgleichung folgt e ™ = 1 — % for pv?dv und damit e=* < 1.
Fiir eine glatte Metrik in Kugelkoordinaten muss A(0) = 0 und damit e=*® = 1 sein.

Die Gesamtenergie des Sterns ist M = fOR 42 p(r)e M dy

R
M S/o 42 p(r)dr = 2n(u(R) — u(0)) = 2mu(R)
=n1R(1 — e M) =7R (1 - (1 - %)) =T7rs.

Wir hatten einige Naturkonstanten auf eins gesetzt, deshalb passen die Einheiten nicht.

Auflerdem sehen wir wegen
M < 27u(R) = 7R(1 —e ) < 7R.

Im Gegensatz zum Newtonschen sind der Radius des Sterns und die Gesamtenergie des
Sterns nicht mehr unabhéngig.

Die Gleichung (A.7) ist die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung des relativistischen
hydrostatischen Gleichgewichts.

Mit dieser Gleichung und der Annahme, dass der Druck p endlich sein soll, kann man
eine bessere obere Schranke an die Gesamtenergie finden: M < %’TR.

A.2. Gravitativer Kollaps

Am Beispiel von sphérisch symmetrischem Staub wollen wir nun einen gravitativen
Kollaps anschauen. Beim Staub (=perfekte Fliissigkeit mit verschwindenem Druck)
sind die Trajektorien der Staubteilchen zeitartige Geodétische. Benutzen wir diese
Geodatische als Zeitlinien, dann erhalten wir mitbewegte Koordinaten. Im sphérisch
symmetrischen Fall hat die Metrik in diesen mitbewegten Koordinaten die Form

—dt? 4 w(t,r)?dr? + R(t,r)*(d6* + cos? 0dp?).

Der r-Parameter nummeriert die einzelnen Staubsphédren zur Anfangszeit. A priori
sind das nur gute Koordinaten, so lange es kein shell crossing gibt, d.h. dass der Staub
auf der r1-Sphére nach einiger Zeit mit dem Staub auf der ro-Sphére auf der gleichen
Sphére im Raum liegt. Das kann wirklich passieren, wie man schon im Newtonschen
sehen kann: Hat eine duflere Staubsphére eine sehr hohe Anfangsgeschwindigkeit in
Richtung Ursprung und hat eine innere Staubsphére Anfangsgeschwindigkeit Null, wird
beidie dufere Sphére die innere im Kollabieren {iberholen.
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Wir fixieren den r-Parameter durch » = R(0,7). Da der Staub sich auf den Zeitlinien
bewegt, ist der Energieimpulstensor durch T, = p(t,7)d,00,0 mit Energiediche p
gegeben.

Berechnen wir fiir obige Metrik die Einsteingleichungen erhalten wir

p=Gy L (2RRuww? + 2R'Rw' + R*w® — 2R"Rw — (R')*w + w®)

R2w3
(A.8)
2 /o 5/
=Gy == - A.
0= Gy Rw3(Rw R'w) (A.9)
1 . .
0=Grr =453 (2RRw* + R*w® — (R')* + w?) (A.10)
1 . ..
0= Gy, = Gog :W(u}sz + Riw? + Rw' + Rw® — R"w). (A.11)
Aus (A.9) folgt Rt = R'w und damit
R = f(r)w (A.12)
fiir eine beliebige Funktion f = f(r). Einsetzen in (A.8) ergibt
R RR _ff 2 1
PTRTRR CRR TR TR
also pR’R' =— R*R' —2R'RR+2ff'R+ f°R' — R’ (A.13)
T
M(t, r)::/ pR?*R'ds =f’R — R — R*R. (A.14)
0

Einsetzen von (A.12) in (A.10) und (A.11)ergibt
0=2RR+ R?>— f2+1
0 =R + R + Rw — f'.
Aus der Divergenzfreiheit des Energieimpulstensors folgt
0=g"*(ViT)va = §"*(0uTva = T Tha = TiaThr)
v=0 0=—p+T0p—g"Thop=—p—plw '&+2R'R)
V=1 0 :ngp

Nur die 0-Komponente der Divergenz enthilt demnach eine nichttriviale Information:
0=p+ p(w e+ 2R R). Damit erhalten wir

1 (A12) f(r)e(r)

ﬁ‘ﬂ(”) RZR/ (A.15)

p(t,r) =

fiir eine beliebige Funktion ¢ = ¢(r).
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A.2. Gravitativer Kollaps

Wegen R(0,r) = r ist R'(0,7) = 1 und damit po(r):=p(0,r) = %. Zusammen
ergibt sich mit (A.14)

M(t,r) = /07" po(s)s?ds,

dass M (r):=M(¢t,r) nur von r abhéngt.

Zusammen also M)
r 2
il A -1
== )
Da wir erst einmal an iberhaupt einer Lésung interessiert sind, betrachten wir den
Fall f(r)=1

R -

RR? = +/M(r).

Fiir eine kontrahierende Staubwolke suchen wir eine Losung mit Minus, also

R{t,r)E = A(r) — 5 /M)t

fiir eine Funktion A = A(r). Wegen der Anfangsbedingung R(0,r) = r folgt A(r) =r2

und damit

R(t,7) < - f\/i t)
Das ergibt

R*R =r3 — %M(r)*%M'(r)t. (A.16)
Weiterhin folgt mit M’(r) = po(r)r? und (A.13)

) *po(r)
p(t,r) = (rf — 3 /M)t r% —1im (r)~ 2 po(r)r2t)

Auflerdem folgt aus (A.]()), dass zur Zeit

7:

die Staubsphére zum Parameter r bei R = 0 auftrifft.

Wir machen einen Koordinatenwechsel von r,t zu R,t: Wegen f =1 ist R’ = w und
damit

dR = R'dr + Rdt = wdr — Rfégx/M(r)dt.

Fir die Metrik bedeutet das

VM .
g=— (1 — R(T)> dt* + 2R™2\/M(r)dRdt + dR? + R*dQ?.
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Dieser Koodinatenwechsel ist nur dann wohldefiniert, wenn R’ nicht verschwindet. Aus
(A.16) folgt, dass R’ zur Zeit

27"%M(7")% M(r
M'(r) po( )T

verschwindet. Also fir ¢ € (0,t2(r)) ist dieser Koordinatenwechsel erlaubt und wir
sehen, dass flir konstantes ¢ der rdumliche Anteil der Metrik dann einfach nur die
euklidische Metrik ist.

tQ(T) =

[V NI

Damit ¢1(r) der Kollaps der r-Staubsphére wirklich stattfindet, bevor wir in eine
Koordinatensingularitit (R’ = 0) kommen, brauchen wir ¢1(r) < ta(r). Also

%po(r)r?’ <M(r)= /0’" po(s)s”ds.

Wenn wir annehmen, dass pg monoton von r = 0 bis zur Sternoberfléche, sagen wir bei
r = a, fallt, ist dies der Fall. Dann ist das erste Mal, dass eine Singularitit auftritt,
also eine erste Staubsphére bei R = 0 auftrifft durch

00\[\3

Jopo(s)s2ds | — 3 3\ 550 po(r)r?

Insbesondere sehen wir, dass die Singularitdt nicht instantan auftritt. Aber je grofier
po(0) ist, um kleiner ist .

to—hm<t1() re >:2:2 i 0" — 2v/3p0(0) .

Bis jetzt haben wir im Falle von Staub mit monoton fallender Anfangsenergiedichte
po(r) auf r € (0,a) die resulierende Metrik fir r € (0,a), t € (0,t2(r)) erhalten.
Nun wollen wir diese noch auf r > a (also R > (a? — %\/Et)%) erweitern. Unsere
Berechnungen von oben gelten auch fiir r > a; allerdings ist dort po(r) = 0 und
M(r) = Ma:= [} po(s)sds.

Die Metrik fir r > a ist also

VM,
Jext = — (1 - R) dt* + 2R3 \/M,dRdt + dR* + R?d0)>.
Das ist eine geboostete Schwarzschildmetrik — die Standardschwarzschildform erhélt

man durch einen Wechsel der Zeitkoordinate

M\ M,
dr=dt—(1-=2) (/=2dR.

Insgesamt haben wir fir 0 < R < (a% — \/ t) die innere Losung von oben und

fir groflere R die externe Metrik gext. Fur R < M, ist also die innere Staublosung
hinter dem Schwarzschildhorizont und damit von auflen nicht sichtbar. Das beginnt zur
Zeit
2 3 3 _1
t3 = g(a§ — MZ2)M, *
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A.2. Gravitativer Kollaps

(im Falle a < M, ist der Staubstern schon zur Zeit ¢ = 0 nicht sichtbar).

Wiirde die Singularitét sichtbar sein, also nicht hinter einem Horizont verschwinden,
nennt man sie nackte Singularitdt.

Aufgrund dessen hat Penrose folgende Vermutung aufgestellt:
(Weak) Cosmic censorship conjecture: Eine generische Losung der Einsteingleichungen
mit physikalisch verniinftigen Gravitationsquellen besitzt keine nackten Singularititen.

Hier tritt neben der Frage was physikalisch verniinftige Gravitationsquellen sein sollen
auch wieder die Frage nach einer guten Definition von Singularitdten auf.
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B. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1. [Zur Newtonschen Mechanik] Sei ¥: R? — R glatt. Sei x = z(t)
der Pfad eines Korpers der Masse m, der die Bewegungsgleichung & = —V VU erfiillt.

(i) Rechnen Sie nach, dass die Energie des Korpers E = im|i|? + m¥(z) entlang
x(t) konstant ist.

(ii) (Bewegungsgleichung iiber die Lagrangefunktion L)
Fiir y € C*([to, t1], R?) sei

L(y)= / (g~ mwto) ) ar.

2
Sei § € C*([to, 1], R?) mit d(tg) = d(t1) = 0. Wir setzen y.(t) = y(t) + €5(¢).
Also ist y. eine Kurve mit den gleichen Endpunkten wie y.

Dann heift y(t) kritischer Punkt von L, wenn fiir alle § € C*°([to,t;],R3) mit
3(to) = 8(t1) = 0, fle=oL(ye) = 0 gilt.

Berechnen Sie 4|._oL(y.) und zeigen Sie, dass y(¢) genau dann ein kritischer
Punkt von L ist, wenn §j = —VV ist, also fiir y die Bewegungsgleichung gilt.

(iii) (Allgemeine Lagrangegleichungen) Sei nun £: R™ x R” — R glatt und setze fiir
Yy e Cm([to, tl], ]Rn)

Zeigen Sie analog zu (ii), dass y ein kritischer Punkt von S ist, wenn die Lagran-
gegleichungen

d oL oc .. .
aaiyk_a—yk firk=1,....,n (B.1)

erfullt sind.

Ubungsaufgabe 2. Sei p € 0°°(R?) radialsymmetrisch und habe Triger in 7 < R.
Wir setzen M:= fOR 4mu?p(u)du. Zeigen Sie, dass ¥(r) = —% fiir r > R eine Losung
von AV = 47Gp ist.

*Beachten Sie, dass der Integrand von L die kinetische Energie minus die potentielle Energie ist —
die Energie in (i) die Summe beider Energien ist.
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Ubungsaufgabe 3. [Planetenbewegung mittels Newton] Nehmen wir an, dass ¥(z) =

Tzl M. Jas Gravitationspotential der Sonne sei.* Wir setzen die Masse des Testkorpers m =
1. Hier nehmen wir an, dass wir den Gravitationseinfluss des Testkorpers vernachlassigen
konnen, vgl. dazu UA 4, und dass wir die Planeten, wie Punktteilchen behandeln kénnen,
vgl. dazu UA 2.

(i) Zeigen Sie, dass x X & konstant in ¢ ist und folgern Sie daraus, dass die Bewegung
auf einer Ebene durch x = 0 stattfindet.

Von nun an kénnen wir die Betrachtungen nur auf eine Ebene reduzieren.

(ii) Berechnen Sie die kinetische Energie T' und potentielle Energie V' eines Testkorpers
der Masse m im Gravitationsfeld der Sonne in Polarkoordinaten (r, ¢). Berechnen
Sie die Bewegungsgleichung in Polarkoordinaten.

Hinweis: Nutzen Sie (B.1) mit £ =T — V. Es ist besser die % Ableitungen nicht gleich
auszurechnen.

(iii) Folgern Sie, dass ¢:=r?¢ konstant ist und berechnen Sie E:=T + V als Funktion
von 1,7, {.

(Nach (i) ist E konstant in der Zeit. Die Konstanten' ¢ und E werden damit
durch die Anfangswerte (r(0), ¢(0),7(0), ¢(0)) bestimmt.)

(iv) Folgern Sie aus (ii) und (iii), dass # = —%ﬁ” fiir ein geeignetes W (r) gilt.
Skizzieren Sie, den qualitativen Verlauf von W (r). W (r) wird effektives Potential
genannt. Fir welche Anfangswerte gibt es Losungen mit a < r(t) < b fir
[a,b] C (0,00) und alle ¢?

Hinweis: Fiir solche Lésungen muss es Punkte mit 7 = 0 geben.”

(v) Wir wollen nun die Spur r = r(p) der Planetenbewegung bestimmen. Die Ablei-
tung bzgl. ¢ bezeichnen wir mit ’ (also ' = j—;) im Gegensatz zur Zeitableitung
7. Wir setzen u = 1/r. Rechnen Sie die Differentialgleichung # = ... aus (iv) in

eine fur v” um, vgl. Bemerkung 1.1.2.

Ubungsaufgabe 4. [Planetenbewegung nach Newton Teil 2] In der letzten Aufgabe
haben wir eigentlich angenommen, dass der Testkorper/der Planet gar keinen Effekt

*vgl. UA 2. Wir setzen G = 1.

tDas sind also Erhaltungsgréfen — £ ist der Drehimpuls und FE die Energie.

tDas gilt allgemein sobald die Bewegung eine Gleichung der Form 72 = Z(r), Z glatt und z.B. in
den Nullstellen von Z nichtverschwindende erste Ableitung, (hier wére Z(r) = %(E — W(r))): Haben
wir eine gebundene Losung kann 7 nicht fiir alle Zeiten im Betrag grofler einem § > 0 sein. D.h. 7
muss beliebig nahe an Null kommen und sich damit einer Nullstelle g von Z(r) zumindest annédhern.
Es ist dann: Z(r) = a(r — o) + O(Jr — 'ro| ) und damit (0.B.d.A. r > 79, a > 0)):

/ Z( ) \/, 1+O(|r—r0|))dT<oo.
R r

Es wird rg also in endlicher Zeit erreicht und damit gibt es einen Punkt mit r = 0.
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auf die Sonne hat, bzw. dass wir diesen vernachléssigen konnen. Wie gerechtfertigt ist
das eigentlich? Dazu verwenden wir hier den Lagrangeformalismus: Die Sonne bewege
sich entlang z(¢) € R3 und habe die Masse M, der Planet entlang y(t) € R? und Masse

1
m. Die Langrangefunktion ist £L(z,y,2,y) = iMa'c2 + §my'2 —m%¥(x — y) mit
gesamte kinetische Energie
U(x) = f% das Gravitationspotential.
(i) Fiithren Sie die Koordinatentransformation z = ¢ — y und v = M-ll-m (Mx 4+ my)

aus und berechnen Sie £(z,u, Z,4). Was ist die Bedeutung von z und u?
(ii) Berechnen Sie fiir z und w mittels (B.1) die Bewegungsgleichungen.
(iii) Was bedeutet die Gleichung fiir u?

(iv) Vergleichen Sie die Gleichung fiir z mit § = —V¥(y), die wir erhalten, wenn wir
annehmen dass die Sonne starr in z = 0 sitzt und die Gravitation des Planeten
keine Auswirkungen hat. Wann ist diese Annahme sinnvoll?

(v) Statt den Lagrangeformalismus hétten wir auch direkt die Bewegunsgleichungen
fiir (z,y) € RS verwenden kénnen - wie sehen diese aus?

Ubungsaufgabe 5. [Zu Lorentztransformationen]
Ein Beobachter bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v = (v° v%,0,0) im
Minkowskiraum (also gilt insbesondere n(v,v) = —1).

(i) Finden Sie einen Lorentz-Boost, so dass sich der Beobachter in den neuen Koordina-
ten in (rdumlicher) Ruhe befindet — in Eigenzeitkoordinaten (y°(7) = 7,vy*(t) = 0).
Ist diese Transformation eindeutig?

(ii) Ein Korper befinde sich in einem konstantem Abstand r zum Beobachter. Es ist
klar, was dies in Eigenzeitkoordinaten des Beobachters bedeutet — der Korper
bewegt sich auf der Geraden t — (¢,y',y?, y*) mit >, (y*)? = r?. Wie bewegt sich
dieser Korper in den alten Koordinaten?

(iii) In den Eigenzeitkoordinaten ist das Jetzt (alles was sich fiir den Beobachter
gleichzeitig ist) des Beobachters die Ebene {r = 0}. Wie sieht das Jetzt des
Beobachters konkret in den alten Koordinaten aus?

(iv) Zeigen Sie allgemein, dass das Jetzt eines Beobachters im Punkt x mit der
Geschwindigkeit v, die Hyperebene v+ = {y € M | (v,y)r = 0} ist.

1

(v) Zeigen Sie, dass alle Elemente von v raumartig sind.

Ubungsaufgabe 6 (Das 'Garagenparadox’). Losen Sie diese Aufgabe aus [18]: "The
lack of a notion of absolute simultaneity in special relativity leads to many supposed
paradoxes. One of the most famous of these involves a car and a garage of equal proper
length. The driver speeds toward the garage, and a doorman at the garage is instructed
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to slam the door shut as soon asthe back end of the car enters the garage. According
to the doorman, 'the car Lorentz contracted and easily fitted into the garage when I
slammed the door. According to the driver, 'the garage Lorentz contracted and was
too small for the car when I entered the garage. Draw a spacetime diagram showing
the above events and explain what really happens. Is the doorman’s statement correct?
Is the driver’s statement correct? For definiteness, assume that the car crashes through
the back wall of the garage without stopping or slowing down.”

Ubungsaufgabe 7. (Zwillingsparadox) Ein Beobachter (Zwilling 1 - rot im Bild)
sei in einem Bezugssystem in Ruhe — bewegt sich dort also auf der Kurve t ~ (20 =
t,0). Zwischen ¢ = 0 und ¢t = T vergeht fir diesen Beobachter die Eigenzeit T

20

Zwilling 2 (blau) bewegt sich in diesem Bezugssys-
tem mit konstanter Geschwindigkeit in eine Rich-
tung bis zu einer Zeit kurz vor %, beschleunigt
kurzzeitig so stark, dass seine Geschwindigkeit kurz
nach % genau das Vorzeichen gedreht hat und fliegt T/2+¢
mit konstanter Geschwindigkeit zuriick zu Zwilling T/QT_/ ’
1. Um so néher die Geschwindigkeit an der Licht-
geschwindigkeit ist und um so kiirzer die Zeit fir
die Richtungsumkehr ist, um so nadher wird die
Eigenzeit des zweiten Zwillings an der Null sein.

T

ml
Das erscheint vielleicht im ersten Moment paradox — und auch heute gibt es noch
vereinzelt Leute, die sagen, dass dies eine ungeloste Inkonsistenz der SRT ist. Die

Argumentation geht meistens wie folgt:

Man kann das obige Szenario so inszenieren, dass beide Zwillinge in Inertialsystemen fir
99.999999999999% des Szenarios in Ruhe sind. Auerdem héngt der Zeitdilationseffekt
nur von der Geschwindigkeit ab. Die Zeit in der der Zwilling beschleunigt wird, um
die Richtung umzukehren, kann beliebig klein gemacht werden. Allerdings gibt es das
Relativitatsprinzip in der SRT, das besagt, dass alle Inertialsysteme dquivalent seien.
Dann darf es nicht sein, dass die Eigenzeiten beider Zwillinge so stark voneinander
abweichen.

Was ist das Problem mit obiger Erklarung?
Ubungsaufgabe 8.

(i) Zeigen Sie, dass im Minkowskiraum M = R” fiir alle x,y € M, die licht- oder
zeitartig sind, die inverse Cauchy-Ungleichung gilt:

n(x,y)? > nlz, )0y, y).
Charakterisieren Sie den Gleichheitsfall.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass es fiir x € M zeitartig und y € M immer ein a € R und
z € M mit y = az + z und n(z, z) = 0 gibt.

138



(ii) Nutzen Sie (ii) um die inverse Dreiecksungleichung zu beweisen: Seien z,y € M
zeitartig oder lichtartig, so dass auch x + y zeit- oder lichtartig ist. Wir setzen

|z|:=+/|n(z, x)|. Dann gilt

|z +y| > |z + |yl

Ubungsaufgabe 9. Seien z = (2% ...,2") =y = (y°...,y") ein Diffeomorphismus
und 5 N
oy* dy .\ Oz 0%y”
g“l/(z)::naﬁﬁ a0 FW::@ OxHOx

(i) Rechnen Sie nach:

1
F;\w = 59'0\ (gum,v + Gvr,p — g;w,n) .

Hinweis: Berechnen Sie '}, gy

(ii) Bestimmen Sie alle Lorentzmetriken (g,,: U C R" — R),, fiir die I'}, = 0 fiir
alle p, v, A gilt.

Ubungsaufgabe 10.

(a) Sei L(z,%) = gap(x)“i? wie in (11.3). Rechnen Sie nach, dass die Euler-Lagrange-
Gleichungen von (B.1) die Geodétengleichung (II.1) ergibt.

(b) Sei (M = I x N,g = +du® + f?(u)h), wobei I C R ein offenes Intervall (mit
Koordinate u) und h eine Riemannsche Metrik auf der n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit N sei. Dann ist g fiir 4+ eine Riemannsche Metrik auf M und fiir — eine
Lorentz-Metrik auf M. Sei (x!,...,2") ein lokales Koordinatensystem auf N, in
dem h die Form h;;jdz'dz? habe. Was diese Notationen genau bedeutet, kommt in
(I1.6) und Beispiel 11.1.9.ii. Hier bendtigen wir nur, dass die Lagrangefunktion fir
das Energiefunktional dann gleich £(u, 2,4, #%) = 3 (£42 + f?(u)h;;@'d7) ist.

(i) Wie sieht die Geodétengleichung aus?

(ii) Zeigen Sie, dass fiir den Fall f = 1, also g = —du? + h, die Geoditischen (=
Losungen der Geogétengleichung) von M alle die Form c¢(t) = (at,~y(t)) fiir
ein konstantes a und eine Geodétische v von (N, h) haben.

(iii) Zeigen Sie, dass im Fall (N = S, h = dy?) alle Geoditische eine Gleichung
i = c? J]:;((Z)) und f?(u)p = c fiir ein konstantes ¢ € R erfiillen. Was sind dann
die Geodétischen in R? \ {0} = (0,00) x S! mit f(u) = u*? Plotten Sie die
Lésungen (am besten nur die Spur der Geodétischen und in Polarkoordinaten).

*Die Metrik du?+u2dp? ist dann die euklidische Metrik auf R?\{0} in Polarkoordinaten geschrieben.
Also u ist die radiale Koordinate.
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Ubungsaufgabe 11.

(i)

Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit. Seien k: U C M — V C R™ und &’: U C
M — V' Cc R™ Karten. Seien z® die lokalen Koordinaten zu x und y® die zu «/'.

Nach Bemerkung IT.1.5(ii) ist B%\pzz(dpﬁ)_l(ea) fiir die Standardbasis e, vom
R™ fiir V und p € U. Analog ist ay%kv definiert.

Sei ein glattes Vektorfeld X auf U gegeben durch X (p) = X®(k(p)) 52|, fiir
glatte X*: V — R. Rechnen Sie nach, dass dargestellt in den Koordinaten y®
dann

B
X () = X (6(p) 5 (0D 551

mit (D) (K 0 x71))5 = M(;4;(]))) (wobei (...)2 der (3, ).te Eintrag der Matrix

a T 9xe
in den Klammern ist) gilt.
Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten und f: M — N, so dass fiir eine
Karte k: U C M -V C R™ um p (d.h. p € U) und eine Karte &: U C N —

V C R™ um f(p) die Abbildung
Rofork VoV

stetig/glatt in k(p) ist. Zeigen Sie, dass dies dann auch fiir alle anderen Karten
um p bzw. f(p) gilt.

Ubungsaufgabe 12.

(i)

(i)

(iii)
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Zeigen Sie, dass der de-Sitterraum S7'(r):={x € R"*! | n(x,z) = r?} eine Unter-
mannigfaltigkeit des R"*! und damit eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Hinweis: Verwenden Sie dazu das Kriterium vom regularen Wert.

Wir definieren g(X,Y) = n(X,Y) fir X,Y € T,57(r) C R"*1. Zeigen Sie, dass g
eine Lorentzmetrik auf S7'(r) definiert.

Hinweis: Betrachten Sie die Normalenvektoren an ST (r) C R™™ und iiberlegen Sie, was
diese iiber den Index von g aussagt.

Zeigen Sie, dass der Anti-de-Sitterraum H'(r):={x € R"*! | r? — (29)2 — (21)? +
(%)% + ...+ (z™)? = 0} eine Untermannigfaltigkeit des R"*1. Wir definieren
g(X,Y) =n(X,Y) fir X,Y € T,H(r) C R™ mit no(z,y) = —(2°)% — ()% +
(22)? 4+ ... + (a™)?. Zeigen Sie, dass g eine Lorentzmetrik auf H'(r) definiert.

Zeigen Sie, dass H":={z € R"*! | 5(z,z) = —1} mit der durch das Minkowskipro-
dukt  auf R™*! induziertem Bilinearprodukt eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
ist.



Ubungsaufgabe 13.

(i) Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten und f: M — N glatt. Sei k: U C
M — V C R™ eine Karte um p und i: U C N — V C R" eine Karte um f(p).
Rechnen Sie nach, dass dg,)&[f o | ) = Dy (R o for™)(dpr([c]p)) gilt.

(ii) Wie sieht d,,f in lokalen Koordinaten aus? Benutzen Sie z® fiir x und y# auf &,
dann ist f: 2z = (z!,...,2™) = (y* = fH(z),...,y" = f(x))."

(iii) Uberpriifen Sie fiir den Levi-Civita-Zusammenhang die Eigenschaften (ii)-(iv) in
Lemma I1.1.10 in lokalen Koordinaten.

Ubungsaufgabe 14. Fiir X € X(M) und f: M — R sei
X(f)=df(X): M = R,p— dpf(X(p))
Zeigen Sie:

(i) X(fg) = X(flg+fX(9), X(f+g) = X(f)+X(9) wnd (X +Y)(f) = X(/)+Y(f)
fiir alle f,g € C°(M), X,Y € X(M)

(if) Jede Abbildung T': C*°(M) — C°°(M) mit T'(fg) =T(f)g + fT(g) und T'(af +
g) =aT(f)+T(g) fir alle f,g € C°°(M) und a € R definiert ein glattes Vektorfeld
X € X(M) mit T(f) = X(f). Solche Abbildungen T heiBen Derivationen.’

Ubungsaufgabe 15. Sei A”M die Menge aller multilinearen Abbildungen (r > 0)

T: X(M)x ... x X(M) = X(M)®...®X(M),

s—mal r—mal

die T(lel, .. ~7sts) = f1 .. -fsT(X17~ .. ,Xs) fiir alle fz S OOO(M) und X; € %(M)

erfillen.

Zeigen Sie, dass die Abbildung ATM — T/ M, T +— T, mit
T, .. W X1, X)) =w®...0u(T(X,..., X))

wohldefiniert und eine Bijektion ist. Hierbei ist T'(X7,... Xs) = Zi:l Yi1 ®...Q Y,
fiir geeignete Vektorfelder Yy; € X(M) und damit w! ® ... ® w"(T(X1,... X)) =

Zi:1 H::1 Wi(yki) ist.

Ubungsaufgabe 16. Sei (M, g) Lorentz- oder Riemannsche Mannigfaltigkeit.

(i) Berechnen Sie Va%dxﬂ und Vyw fiir w € QY(M) und X € X(M) in lokalen
Koordinaten. )

*Dabei sieht man auch, dass dpf(ax%h,) = (;z:—fa(p) ist, was die Schreibweise X (f) fir df (X) und
die Schreibweise axi(,hg fiir einen Basistangentialvektor erklart.
TDiese Charakterisierung von Vektorfeldern als Derivationen wird manchmal auch als Definition

von Vektorfeldern verwendet.
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(ii) Berechnen Sie Vg*, wobei g* der (2,0)-Tensor mit g*(w, n):=g(w?,n#) ist.

Ubungsaufgabe 17. Sei (M, g) Lorentz- oder Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen
Sie die zweite Bianchiidentitét, d.h.

(VuR)(w,X,Y,Z) + (VxR)(w,Y,U,Z) + (VyR)(w,U, X, Z) = 0

fiir alle X,Y, Z,U € X(M) und w € Q*(M).

Ubungsaufgabe 18. g(R(.,.).,.) ist ein (0, 4)-Tensor mit lokaler Darstellung
Ropysdz? & dr® @ da” ® dxazzgaAngda:'y ® dz’ @ da® @ dz®

und ng definiert wie in Satz I1.1.21.

(i) Fiir eine m-dimensionale Riemannsche/Lorentzmannigfaltigkeit (M, ¢g) und ein
p € M: Beachtet man die Symmetrien von R aus Satz [1.1.21, wie viele der
Koeffizienten R,5+s kénnen in p maximal voneinander verschieden sein? (Fir
m = 2 sollte die Antwort eins lauten.)

(ii) Sei M = R? mit euklidischer Metrik in Polarkoordinaten (r,¢), also g = dr? +
r?dp®. Berechnen Sie alle Christoffelsymbole T'¥; mit 4, j, k € {r,p}" und Ry

Ubungsaufgabe 19.

(i) Sei M C R¥ eine (N — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei g die vom
euklidischen R” induzierte Metrik. Sei k: U € M — V C RV~! eine Karte mit
lokalen Koordinaten z*. Zeigen Sie, dass in diesen lokalen Koordinaten die Metrik
die Darstellung

Ok~! Or~!
9ij =(FH 5
ozt~ Oxd

besitzt.

(i) Zeigen Sie, dass Vg,0;|, = mp (2o (k(p))) ist, wobei 7,: RN — T,M C R¥ die

Orthogonalprojektion auf T, M ist.

Hinweis: Verwenden Sie (i) sowie Metrizitit und Torsionsfreiheit von V um g(9,%,Va_,0,)
zu berechnen.

Ubungsaufgabe 20. Seien (N, h;) fiir i = 1,2 Riemannsche oder Lorentzsche Man-
nigfaltigkeiten (nicht beide Lorentzsch). Sei M = Ny x Na.

(i) Zeigen Sie, dass Tp—(p, p,) M = T, Ny x Tp,, Ny ist.

P1,P2

*Anstatt den Koordinaten hier Nummern zu geben. Verwenden wir hier als Indizes direkt die
Koordinatenbezeichnung, also wire grr = 1, gyp = r2 und Gro = Gor = 0.
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(ii) Zeigen Sie, dass h = h;y + hy eine Riemannsche oder Lorentzsche Metrik auf
M ist. Hierbei sei hy(X,Y):=hi|p, (X1, Y1) + halp, (X2, Y2) wobei X = (X1, X3),
Y = (Y1,Y5) die Identifizierung aus (i) ist.

(iii) Zeigen Sie, dass
VXY = (VX 11,V Y2).

RMX,Y)Z = R"(X,,Y1)Z1 + R"2(X,Y2) Zs

und

Ric"(X,Y) = Ric" (X1,Y1) + Ric" (Xy, V3)

fiir alle X, Y, Z € X(M) ist. Hierbei ist X = (X1, X3), ... wie oben und V" der
Levi-Civita-Zusammenhang fiir (M, k), R" der Kriimmungstensor fiir (M, h) etc.

Ubungsaufgabe 21.

(i) Sei nun (M =R x N,g = —dt? + h) mit (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeit
(Solche (M, g) heilen ultrastatisch.). Zeigen Sie, dass (M, g) genau dann eine
Losung der Vakuumeinsteingleichung mit A = 0 ist, falls Ric" = 0 ist.

(ii) Gibt es ultrastatische Losungen Vakuumeinsteingleichung falls A # 0 ist?

(iii) (Einstein static universe) Gibt es ultrastatische Losungen fiir Staub konstanter
Dichte (d.h. Ty ist konstant und alle anderen 7},,, sind Null — hierbei bezieht sich
der Index 0 auf die t-Koordinate) und A > 0 bzw. A < 0?

Hinweis: Fiir die induzierte Metrik von S™ C R™™! gilt Ric = (n—1)g und von H™ C R™**
(hier induziert von Minkowski wie in UA 12.iv) gilt Ric = —(n — 1)g.

Ubungsaufgabe 22.

(i) Sei (M, g) eine Riemannsche oder Lorentzmannigfaltigkeit. Sei f: M — M eine
Isometrie. Sei k: U C M — V C R™ eine Karte von M mit lokalen Koordinaten
2t um p € U. Sei f(p) € U. Zeigen Sie:

y &
905 (9) = 9 (0) 32 (D)0 ().

(i) Sei (M =R3\ {0}, g). Die Metrik sei in Kugelkoordinaten
(ryp,0) = (x = rcospcosf,y = rsinpcosf, z = rsinb)
gegeben durch
g = a(r, ¢, 0)2dr* +b(r, ¢, 0)(dr@de+de@dr)+c(r, ¢, 0)(dr@di+do@dr)+r?dQ?

mit dQ? = cos? Odp? +db? die Standardmetrik auf S2, a, b, ¢ glatte Funktionen auf
M und a nirgends verschwindend. Seien Rotationen um den Ursprung Isometrien
von (M, g). Zeigen Sie, dass dann b = 0, ¢ = 0 und a nur von r abhéngt.
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Ubungsaufgabe 23. [Periheldrehung] Wir betrachten die Differentialgleichung fiir
u = =2 als Funktion von ¢ der Spur zeitartiger Geodéten

=:P(u)
Wir nehmen an, dass unsere Geodéte ein gebundener Zustand und keine Kreisbahn ist.

(i) Zeigen Sie, dass P(u) drei reelle Nullstellen 0 < u; < uz < uz besitzt und sich
die u-Koordinate der Geodéten in [uq,ug] bewegt.

(ii) Benutzen Sie https://personal.math.ubc.ca/~cbm/aands/, insbesondere die

Seiten 589-591 und 597, um die Periheldrehung ¢ = 2[512 ‘Ii“( ) in der Form

© = 2uF (% \ a) = 2uK(m) als vollstédndiges elliptisches Integral zuschreiben.
Was ist hier «, p und m in Abhéngigkeit von den w;?

(iii) Halten Sie den minimalen Abstand 7y, und den maximalen Abstand 7.y zur
Sonne fest und entwickeln Sie ¢ in rg, also ¢ = 27 + per + O(r%).

Ubungsaufgabe 24. Sei f: (—¢,¢) x M — M eine glatte Abbildung, so dass fiir alle
s die Abbildung fs:=f(s,.): M — M eine Isometrie von (M, g) mit fo = id ist. Fir
p € M definieren wir X (p):=-L|,_ofs(p). Zeigen Sie, dass X € X(M) ist und X die
Gleichung” (Vo X)y + (V4 X)q = 0 erfiillt. (Ohne lokale Koordinaten liest sich diese

Gleichheit als: fiir alle Y, Z € X(M) gilt ¢(Vy X,Z) +g(Y,VzX) =0.)
Ubungsaufgabe 25.

(i) Verifizieren Sie, dass ein Beobachter, der im Schwarzschildauflenraum startet,
r = rg in endlicher Eigenzeit erreichen kann.'

r(0)—s,0,0)

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass es eine solche Kurve der Form (s) = (f(s
gibt (d.h. nicht, dass man f explizit finden muss...). Alternativ: (I.16) oder andere

)
)
Koordinaten verwenden...

(ii) Kann ein Beobachter, der im Schwarzschildinnenraum startet, = 0 in endlicher
Eigenzeit erreichen?

(iii) Sei v ein Beobachter, der beziiglich der Schwarschildkoordinaten in Ruhe be-
wegt. Dieses v beobachte wie ein anderes Teilchen sich entlang einer Kurve
(t(s),7(s),0,0) auf r = rg hinzu. Sieht v das Teilchen jemals bei r = rg verschwin-
den? Falls nein, warum ist das kein Widerspruch zu (i)?

*VaX(= Vg, X) ist ein Vektorfeld (also in Koordinaten mit oberen Indizes). Also ist (Vo X), die
y-Komponente der durch Herunterziehen mit g entstandene 1-Form: (Vo X)y = gg(VaX)?

fIm Sinne von: Es gibt eine zeitartige nach Eigenzeit parametrisierte Kurve v: [0,T) — M, M
der Schwarzschildraum und T' < oo, so dass fiir y(s) = (¢(s),7(0), ¢(s),0(s)) mit r(s) = rg fir s = T
und r(0) > rg.
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Ubungsaufgabe 26. [GPS]

(1)

(iii)

Ein Beobachter/Satellit bewege sich auf einer stabilen geodétischen Kreisbahn*
r = rgat in der Schwarzschildraumzeit. Berechnen Sie deSt“ (ausgedriickt nur im
Schwarzschildradius der Erde und rg,t), wobei 7s,¢ die Eigenzeit des Satelliten
ist.

Wir befinden uns auf der Erdoberfliche. Berechnen Sie das Verhéltnis der Ei-
genzeit drg,; zu unserer Eigenzeit drwi unter Vernachlassigung der Erdrotation
und unter der Annahme, dass in der Umgebung der Erde die Raumzeit die
Schwarzschildmetrik (mit geeignetem Schwarzschildradius) trégt.

GPS-Satelliten schicken zu IThrem Navigationssystem auf der Erde ein (Licht-
)Signal mit einem Zeitstempel (bzgl. einer Atomuhr im Satelliten), wann das
Signal abgeschickt wurde. An ihrem Navigationssystem trifft dieses Signal dann
an nach einer bestimmten Lichtlaufzeit an und der Eintritt wird mit der Threr
Eigenzeit abgespeichert. Ohne Kenntnis der Relativitdtstheorie wiirde man den
Abstand des Satelliten jetzt als (Zeitstempel Ankunft - Zeitstempel Absendezeit)-c
fir c=Lichtgeschwindigkeit ermitteln. Wenn die Zeiten auf der Erde und dem
Satelliten, wie in der ART, nicht mehr global sind sondern von einander um §
abweichen, fithrt das ohne eine Korrektur zu einem Abstand von zum Satelliten
der um c¢- ¢ falsch ist. Um wieviel wiirde so ein GPS nach einem Tag falsch gehen,
wenn man diese Korrektur nicht macht und am Beginn des Tages die Eigenzeiten
iiberein stimmten. Vernachléssigen die Unterschiede in den Laufzeiten des Signals
bzgl. unterschiedlicher Satellitenpositionen.

GPS-Satellit befinden sich in einer Hohe von 20200km. Die Erde hat einen
Radius von 6371 km und einen Schwarzschildradius von 8,8 mm

Wenn wir Frage (iii) nur im Rahmen der SRT beantworten wiirden, was ist dann
die Antwort.

Wir haben oben die Rotationsgeschwindigkeit der Erde vernachléssigt. (Warum)
War das gerechtfertigt (um die richtige Groenordnung der Korrektur zu erhalten)?

*Kreisbahn bzgl. Schwarzschildkoordinaten
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Ubungsaufgabe 27. (i) Wir betrachten den zweidimensionalen Minkowskiraum
(R?, —dt? + dx?). Zeigen Sie, dass diese Mannigfaltigkeit maximal ist, in dem
Sinne, dass fiir jede zeit- oder raumartige Geoditische v: [0,a) — R2, die in
keiner kompakten Teilmenge des R? enthalten ist, schon a = oo sein muss.

(ii) Betrachten Sie M = (0,00) x R 3 (t,2) mit der Metrik —t2dt? + dz?. Fiihren
Sie als neue Koordinaten (t = f(t), ) fiir eine geeignete Funktion f ein, um zu
sehen, dass t = 0 nur eine Koordinatensingularitit ist. Geben Sie eine maximale
Erweiterung an.

Ubungsaufgabe 28. (Birkhoff) Zeigen Sie analog zu schwarzschild.py, dass jede
radial symmetrische Vakuumlosung der Einsteingleichungen mit A = 0 isometrisch zur
Schwarzschildlésung ist.

Eine allgemeine radial symmetrische Lorentzmannigfaltigkeit (V, g) besitzt lokale Koor-
dinaten (¢,7,¢,0), so dass die Metrik die Form

g = —e’dt*> + erdr? + r?(df* + sin® 0dp?)
hat, wobei A und v nur Funktionen von ¢ und r sind. (Zeigen wir spéter).

Hinweis: Wenn man so wie bei Schwarzschild vorgeht, wird man am Ende noch eine Trans-
formation der ¢-Koordinate durchfithren miissen ¢ = f(t), damit die Metrik in (£, 7, o, 0)
Koordinaten, genau wie in Schwarzschildkoordinaten aussieht.

Ubungsaufgabe 29. [Parallelverschiebung] Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigekeit
und c¢: I — M eine glatte Kurve auf M.

(i) Sei X € X(M). Berechnen Sie VX in lokalen Koordinaten.

(ii) Zeigen Sie, dass es fiir gegebenes p = c(t9) € M und v € T,M immer ein
eindeutiges Vektorfeld Y entlang ¢* mit Y (tp) = v und V.Y =0

Wir setzen ||§ ;¢ Torg)M — Tee )M, Xo — X(t1), wobei X(t) die eindeutige Losung
von V.X = 0 mit X(¢9) = Xo sei. Diese Abbildung heifit Paralleltransport (oder
Parallelverschiebung) entlang c.

(iii) Zeigen Sie, dass ||f ¢, * (Teto) M, Ge(to)) =+ (Te(ti)yM, ger,)) eine lineare Isometrie
ist.

(iv) Sei (ea(to))a eine Basis von Te(,) M und sei eq(t):= ||f, ; €a(to). Folgern Sie, dass
die (eq(t))a eine Basis von T, M bilden.

*Y heifit Vektorfeld entlang c, falls es eine glatte Abbildung Y': ¢t € I +— Y (t) € T() M ist
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Ubungsaufgabe 30.

Wir betrachten den Schnitt des Schwarz- 10 ' g '
schildraums mit ¢ = 0. Sie befinden in :
Ruhe bzgl. der Schwarzschildkoordinaten
in 7 = 10075, ¢ = 0, 6 = 0. Auch in 5
Ruhe befindet sich (unrealistischerweise)
ein Lineal der Linge 5rs senkrecht zur i
(¢ = 0)-Linie bei r = 5rg und ¢ = -7, o L. L. |

vgl. Abb. Auch in Ruhe befindet sich ein
Bildschirm senkrecht und symmetrisch zur
(¢ = 0)-Linie bei r = 9rg. Jede lichtar-
tige Geodéte, die auf dem Lineal startet
und bei Thnen ankommt, trifft unterdessen
auf dem Bildschirm und hinterlasse dort

die Information, wo sie auf dem Lineal '10_10 - o -
gestartet ist.

Verwenden Sie ein Python / ein Computeralgebrasystem o.4.” um das Bild auf dem
Bildschirm zu berechnen. Visualieren Sie das Bild (bilden Sie zum Vergleich auch das
Lineal und das darauf von Thnen gewéhlte Bild bzw. Skala ab). Eine Moglichkeit ist es
eine diskrete Menge von lichtartigen Geodéten zu berechnen, die an Threm Standort
starten und in verschiedenen Winkeln auf den Bildschirm treffen und auszurechnen, wo
diese auf den Bildschirm treffen.

Ubungsaufgabe 31. Berechnen Sie (durch Nachrechnen der Killinggleichung) eine
Basis der Killingvektorfelder auf der Standardsphiire S? C R3. (Hinweis: Ein Ansatz
konnte sein, dass in Kugelkoordinaten jedes Vektorfeld die Form a(y, )0, + b(y, 8)0s.)

Ubungsaufgabe 32. Sei X ein Killingvektorfelder von (M,g) und f:p € M —
1g,(X(p), X(p)) € R. Zeigen Sie:

(i) grad,f = —Vx X!

(if) Sei 7,(s) die Losung von 4,(s) = X (y,(s)) mit 7,(0) = p, wobei p kritischer
Punkt von f ist, also (grad, f)(p) = 0, ist. Dann ist v,(s) eine Geoditische.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass dann alle Punkte von ~, kritische Punkte von f sind.

*Wenn Sie einen Raytracer verwenden kénnen, kénnen Sie natiirlich auch einen solchen hierfiir
verwenden und das in 2D machen.

tZur numerischen Losung der Geodétengleichung, vgl. Abbildung I1.4. Beachten Sie, dass dies nur
eine diskrete Anzahl von Punkten der Geodéte ergibt, von denen im Zweifel keiner auf Bildschirm oder
Lineal liegt (Naherungen verwenden). Es bietet sich an, mit Geodéten zu starten, die einen gré8eren
Winkel zur ¢ = 0 Linie haben, da diese weniger vom schwarzen Loch abgelenkt werden. Wenn ihr
Winkel zu flach wird, wird die Geodéte sich erst ums schwarze Loch winden, bevor sie das Lineal
trifft. Im Limes dauert das beliebig lange - hoéren Sie also ggf. rechtzeitig auf. Um das Bild auf dem
Bildschirm zu veranschaulichen, konnten Sie z.B. eine Skala oder einen Farbverlauf auf dem Lineal
verwenden.

tDefinition des Gradienten: (gmdgf)’i = df, bzw. dquivalent: Fiir alle Y € X(M) gilt g(grad,f,Y) =
df(Y).
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B. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 33. Sei (M, g) eine Riemannsche oder Lorentzmannigfaltigekeit. Sei
p € M und F C T,M ein zweidimensionaler Untervektorraum von T,M, so dass
9p| Ex £ nichtentartet ist. Wir definieren fiir eine Basis X,Y von E:

9(R(X, Y)Y, X)

e B = R X )g(V.¥) — (K.Y

(B.2)

Zeigen Sie:
(i) sec,(E) ist unabhéngig der gewéhlten Basis X,Y von E.

(ii) Sei die Dimension von M > 3 und sec,(EF) = k(p) fiir ein k € C°°(M) und alle
E C T,M. Dann ist x schon konstant.

Hinweis: Folgern Sie gp(R(X,Y)Z, W) = £(p)(g9p(X, Z)gp (Y, W) — gp(Y, Z)gp(X, W))
fir alle X,Y,Z, W € T,M und benutzen Sie dann die zweite Bianchi-Identitat fiir
X,Y,Z € T, M drei paarweise orthonormale Vektoren.

Ubungsaufgabe 34. Wir betrachten (,z,y) € R3 mit der Metrik

2 2 2
g=—dt* — 2 (dp @ dt + dt @ dg) + (1 + %)_1dr2 +r2(1 - %)dch,
a a a

wobei bei (7, ¢) Polarkoordinaten zu (z,y) seien.

(i) Zeigen Sie, dass g glatt auf r = 0 fortsetzbar ist und damit auf ganz R? eine
Lorentzsche Metrik ist.

(ii) Finden Sie jeweils eine geschlossene zeitartige, lichtartige und raumartige Kurve
in (R3, g).

(iii) Finden Sie die Spuren ¢ = #(r) lichtartiger Geodétische der Form ~(s) =

(t(s),7(s),0).

(iv) Was konnen Sie iiber die Menge aller ¢ € R3, fiir die es eine zeitartige Kurve ~y
von 0 € R3 nach ¢ mit g(d;,%) < 0 gibt, sagen?

Anmerkung: 9 ist hier ein globales zeitartiges Vektorfeld und kann benutzt werden, um
zukunftsgerichtete Kurven zu definieren — durch die Bedingung g(9¢, ) < 0. Dann ist
die hier gesuchte Menge die chronologische Zukunft von 0.

(v) Welche Koordinatenvektorfelder 0,, d,, 0; sind Killingvektorfelder?

(vi*) Finden Sie ein Killingvektorfeld der Form 0, + f1(r)0, + f2(r)0; und folgern Sie,
dass (R3, g) homogen in allen Punkten ist.

Anmerkung: Man muss nicht alles per Hand ausrechnen...

Ubungsaufgabe 35. Beweisen Sie Lemma 11.4.35.
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Ubungsaufgabe 36. Sei M = I x R?, g = —dt® + f(t)’gr mit gp die euklidische
Metrik auf R3.

Wir nehmen an, dass wir und die Galaxien fundamentale Beobachter in M seien.
Wir messen die Rotverschiebung (zur Zeit ¢ = s) fiir eine Galaxie, die im Jetzt
Mg:=M N {t = s} den rdumlichen Abstand R zu uns habe. Um im zweidimensionalem
Minkowskiraum die gleiche Rotverschiebung zu erreichen, sei die dazu nétige relative
Geschwindigkeit der Galaxie zu uns gleich vy € R. Zeigen Sie, dass in erster Ordnung
das Hubble-Gesetz

vs ~ H(s) - Rs

gilt.

Gilt das Hubble-Gesetz auch fir Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker Mannigfaltigen
(M =IxN,g=—dt>+ f(t)?h) mit (N, h) maximal symmetrisch zur Schnittkriimmung
k?

Ubungsaufgabe 37. Sei (V C R x R3,g) in lokalen Koordinaten (7,7, ¢,0) € R*
gegeben durch

g = a(r,r)dr?® + b(r,r)(dr @ dr + dr @ dr) + " dr? 4 r2dQ2,
(i) Berechnen Sie ¢ in neuen Koordinaten (t = ¢(7,7),r, ¢, ).

(ii) Zeigen Sie, dass falls

ot ot
E = b(Ta T)E

gilt, g in den neuen Koordinaten die Form g = —m(7, r)dt? + n(7,r)dr? + r2dQ?
fiir geeignete m(7,r) und n(7,r) hat.

a(T,r) (B.3)

(iii) Um zu zeigen, dass (B.3) eine Losung hat, kann man die Methode der Cha-
rakteristiken verwenden. Die Idee dabei ist: Die Losung ¢ = t(r,r) kann als
zweidimensionale Fliche {(7,7,t(7,7))} im R3 aufgefasst werden. Ausgehend von
einem Punkt auf einer Anfangskurve I': s € R — (79(s),70(s),t0(s)) € R?® kon-
struiert man eine charakterische Kurve vs: u +— (7(u),r(u),t(u)) in der Fliche
u, d.h. v5(0) =T(s) und 2 = a(r(u),7(u)) und % = —b(7(u),r(v)) und 2 =0
gilt. Alle diese Kurven werden zu der Flache F': (s,u) — (7(u,s),r(u, s), (u s))
(B.3) zusammengeklebt.

Zeigen Sie, dass falls T' nichtcharakteristisch, d.h. falls a(T'!(s),'%(s))9s'2(s) +

b(T1(s),T%(5))0sT(s) # 0, ist, ist (s,u) — (7(u, s),7(u, s)) lokal (nahe (T''(s),T%(s)))

invertierbar und ¢(7, r):=t(u(r,r), s(r,r)) 16st die Gleichung (B.3).
Ubungsaufgabe 38. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Sei c: [0,1] — M eine

lichtartige Kurve von ¢(0) = p nach ¢(1) = g, die nicht die Spur einer Geodétischen ist.
Zeigen Sie, dass es dann eine zeitartige Kurve von p nach ¢ gibt.

Hinweis: Als Ansatz kann man eine Variation ¢, (t) = ¢(s, t) mit Variationsvektorfeld X (¢)(=
Osls=oc(s,t)) = a(t)Y (t) + B(t)Vee(t) fir geeignete Funktionen o, 8: [0,1] — M und ein
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B. Ubungsaufgaben
geeignetes Vektorfeld Y langs ¢ (z.B. ein paralleles) so finden, dass g(V:X,¢) < 0 ist, die
Variation in s entwickeln und dann argumentieren, dass ¢, fur s klein genug zeitartig ist.

Ubungsaufgabe 39. Wihlen Sie auf den folgenden Mannigfaltigkeiten eine Zeitorien-
tierung (sofern moglich) und bestimmen Sie I (p) fiir ein p € M.

(i) M=5S"<xR > (r,t), g=dr?—dt?

)
(i) M =S'xR>(t,r), g=dr®—dt?
(iii) Der de Sitter-Raum aus Beispiel I1.1.9.
) M

=1 xR3, g=—dt? + f(t)?gE fiir ein glattes f € C°°(I,Rsq) (Hier ist gg die
euklidische Metrik auf R?).

(iv

Ubungsaufgabe 40. Sei (M, g) eine kompakte Lorentzmannigfaltigkeit. Zeigen Sie,
dass es eine geschlossene zeitartige Kurve gibt.

Ubungsaufgabe 41. Sei (M =R x (-%,%),g= (—dt? + dz?)). Zeigen Sie,

0052

(i) (M, g) ist geodétisch vollstandig.

Hinweis: Nicht versuchen alle Geodétischen explizit zu bestimmen. Sich erst tiberlegen,
wo kann so eine Geodétische 'aufhéren zu existieren’ (gibt im Prinzip zwei Félle) und sich
dann iiberlegen, dass der Parameter der Geodétischen bis dahin doch gegen +o0o gehen
muss (Durch Abschitzen geeigneter Integrale und verwenden, dass man Geodéatische
ist). (Z.B. falls v(s) = (t(s),z(s)) erfiillt, dass t(s) — oo fiir s — Smae, betrachte

t(s) —t(so) = fso t(u)du....)
(ii) Es gibt Punkte p,q € M, zwischen denen es beliebig lange zeitartige Kurven gibt.

(iii*) exp(q,g) ist nicht surjektiv.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass alle zeitartigen Geoditischen, die in (0,0) € M starten,
durch den Punkt (7,0) laufen.

Ubungsaufgabe 42. Sei (M, g) eine zusammenhinge Lorentzmannigfaltigkeit mit
gewahlter Zeitorientierung. Zeigen Sie

(i
(ii
(iii) J4(p) C I1(p)

(v) L+ (p) = Innere(. (p)).

Ubungsaufgabe 43. Sei ¢;: [0,1] — M fiir i = 1,2 zwei zukunftsgerichtete kausale
Geodatische mit ¢1(0) = p, ¢1(1) = ¢2(0) = z und ¢3(1) = g und ¢(1) # ¢2(0).
Zeigen Sie, dass es eine kausale zukunftsgerichtete Kurve v von p nach ¢ mit L(vy) >
L(c1) + L(cg) gibt.

1 (p) ist offen

p) muss nicht abgeschlossen sein

) 1
) J(
i) J(
v)
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Ubungsaufgabe 44. Sei M = R?\ {0}. Seien (r,¢) Polarkoordinaten auf M. Sei
g = —dr? 4+ r*dp?. Bestimmen Sie die lichtartigen Geodétischen und skizzieren Sie
deren Verhalten.

Ubungsaufgabe 45. Sei (M, g) eine Riemannsche oder Lorentzmannigfaltigkeit. Sei
c: I — M eine glatte Kurve und sei X ein glattes Vektorfeld langs ¢ (also X(¢t) €
ToyM fiir alle t € I und in jeder Karte hangt X glatt von ¢ ab.). Fiir ¢;,t, € I sei
I, 1o Teqt)yM — T,y M der Paralleltransport entlang c, vgl. UA 29. Zeigen Sie:

d X(1) = (VeX)(t0).

Ubungsaufgabe 46. Wir betrachten den zweidimensionalen Minkowskiraum und
darin S = {(2%,2!) e R? | — (2°)? + (2!)? = —1,2° > 0}. Begriinden oder widerlegen
Sie:

(i) S ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R?
(ii) S ist achronal.
(iii) S ist Cauchyhyperfliche fiir R?
) I (S)USUI_(S)=1.(0€ R?). Was wiirde das dann bedeuten?

(iv
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