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Aufgabe 9 (34+(1+40.5+0.5)). (i) Untersuchen Sie die Folgen

(an:n_ %)n>07 (b = Vn + _\/ﬁ)n

auf folgende Eigenschaften: von oben beschrankt, von unten beschrinkt, monoton wachsend/fallend,
(uneigentlich) konvergent.

(ii) Sei Vo das im Kreis mit Radius 1 einbeschriebene regulire Sechseck. Wir definieren rekursiv die reguléren
Vielecke V,,, derart dass V,, doppelt so viele Ecken wie V,,_; hat. Sei a,, die Seitenldnge von V,.

(a) Zeigen Sie, dass any1 = /2 — /4 — a2 gilt.

Hinweis: Wir setzen im Folgenden den Satz des Pythagoras

ao und weitere (notwendige) Sétze am Dreieck als bekannt

voraus.

(b) Stellen Sie den Flicheninhalt f,, des Vielecks V,, in
Abhéngigkeit von a,, dar.

(¢c) Zeigen Sie, dass die Folge f, konvergiert.

Hinweis: Sie kénnen verwenden, dass fiir zwei Polygone
P1,P>, wobei Py vollstdndig in P» liegt, ist der Flacheninhalt
von P; immer kleiner gleich dem Flécheninhalt von Ps.

Man kann diese Folge verwenden, um 7 als den Grenzwert dieser Folge zu definieren.

Aufgabe 10 (1.5+1+2.5).

(i) Wir betrachten zwei Folgen a,, und b,,. Die Folge a,, habe die Folgenglieder 0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,..
und so weiter periodisch fortgesetzt. Die Folge b,, habe die Folgenglieder 2,1,1,0,2,1,1,0,2, 1,1,0,..
und so weiter periodisch fortgesetzt. Bestimmen Sie jeweils den Limes Superior und den Limes Inferlor

von (an)n, (bn)n und (ay, + by)p-
(ii) Sei ay, eine reelle Folge. Zeigen Sie, dass limsup,,_,.(—a,) = —liminf,_, a, gilt.
(iii) Seien ay, b, zwei reelle Folgen. Was muss fiir limsup,,_, . a, und limsup,,_, ., b, gelten, damit

lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + lim sup by,

n— oo n—oo n—roo

gilt? Begriinden Sie. Was ist fiir die verbleibenden Félle von lim sup,,_, . a, und limsup,,_, o b,?



Aufgabe 11 (14+2+2). Sei f: I C R — I C R eine Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall I, die eine
Kontraktion ist, d.h. es gibt ein ¢ € (0,1) mit |f(z) — f(y)|<q|z — y| fir alle z,y € I. Ein Fizpunkt von f ist
ein x € I mit f(z) = x.

(i) Zeigen Sie, dass f maximal einen Fixpunkt besitzt.
(ii) Sei xg € I und x,,41 = f(x,). Zeigen Sie, dass (x, ), gegen den eindeutigen Fixpunkt von f konvergiert.

(iii) Sei k,, der Anteil von Kindern mit Grippe in einer Kindergartengruppe am Tag n. Wir nehmen an,
dass bei jedem Kontakt zwischen zwei Kindern, von welchen ein Kind krank und eines gesund ist,
eine Grippevirusiibertragung moglich ist. Die Infektionswahrscheinlichkeit durch Gruppengrofie sei hier
a € [0,1). Auflerdem sei ein Kind, wenn es krank ist, nur einen Tag lang krank, und es gibt keine
Immunitét nach erfolgter Krankheit. Das Modell ist dann ndherungsweise k,,+1 = aky, (1 — &y, ). Benutzen
Sie (ii) um zu zeigen, dass k,, konvergiert. Was ist der Grenzwert bei gegebenem ky?

Aufgabe 12 (0.5+1+1+1+41.5). Sei ¢,z9 € Q4 :={x € Q | x > 0}. Wir betrachten die Heron-Folge
2 ()
Tpt1 =5 | Tn+— |-
2 Ty

(i) Firallea €R,a >0, gilt a+ > 2.

Zeigen Sie:
(ii) Firallen e N, n > 1, gilt 22 > ¢ > &

(iii) Fir alle n € N, n > 1, gilt [ £, 2p ] C [5, 2]

1 2
41 M

iv) Fir 4, := x, — = gilt £,11 =
z +

(v) Die Folge (z,), konvergiert.
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