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1 Worum geht es?

Die Analysis entstand aus einer Vielzahl von Methoden, die versuchen Funktionen,
die aus Anwendungen kommen, qualitativ und quantitativ zu verstehen, mit dem Ziel
diesen einen theoretischen Unterbau zu geben. Solche Anwendungen kommen z.B. aus
Modellen in der Physik, Biologie, Chemie oder Statistik/Stochastik.

Insbesondere geht es bei analytischen Fragen zumeist um Funktionen auf Gréflen, die
kontinuierliche Werte, wie die reellen Zahlen, annehmen konnen. Wichtige Fragen der
Analysis sind dabei Anderungsverhalten von Funktionen, Approximation von Losungen
— insgesamt Grenzprozesse. Warum ist das relevant? In der realen Welt kann man solche
kontinuierlichen Gréfien nicht beliebig genau messen, d.h. schon in den Messwerten hat
man eine Naherung/Approximation und dann méchte man nicht nur sicherstellen, dass
auch darauf angewendete Funktionen auf den Messwerten Werte nahe der Funktion des
'realen Wertes’ annehmen, sondern wir hétten gerne auch quantitative Informationen
zur Frage 'wie nah’.

Wir wollen verstehen warum, wie und wann diese Methoden funktionieren. Das "Warum’
gibt die Intuition, das "Wie’ die Methode zum Rechnen. Das "Wann’ erfordert eine
Auseinandersetzung mit den Voraussetzungen, unter welchen die Methode funktioniert —
wir werden beweisen, dass eine Methode in einem gegebenem Rahmen funktioniert/dass
eine Aussage unter gewissen Voraussetzungen richtig ist.

Man kann sich natiirlich fragen, wozu beweisen wir eigentlich Sachen? Zum einen
zur Bestdtigung einer Vermutung, die entweder empirisch gefunden wurde oder aus
unserer Intuition resultiert und auch um auszuloten, worin die Grenzen unserer Me-
thode liegen. Idealerweise helfen uns dann Erkenntnisse daraus, neue Zusammenhén-
ge/Aussagen/Methoden zu finden.

In Analysis 1 geht es allerdings fast nur um Analysis in einer Variablen. Aber schon
daran werden wir die wichtigsten Konzepte kennenlernen.
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2 Erste Grundbegriffe

Hier geht es um erste Grundbegriffe, wie Mengen, Funktionen, Relationen, natirliche,
ganze und rationale Zahlen. Die meisten dieser Begriffe und ihre Eigenschaften sind
aus der Schule bekannt. Aber wir wollen Sie hier aus verschiedenen Griinden noch
einmal betrachten: Einmal um Notationen/Schreibweisen festzuhalten. Aber auch,
um einmal zu skizzieren, was man sich aus Sicht des Mathematikers eigentlich alles
iiberlegen miisste, um die Begriffe einzufiihren und ihre Eigenschaften, mit denen oft
téglich arbeiten, wirklich logisch abzuleiten. D.h. nicht, dass wir jeden einzelnen Schritt
ausfithren werden, um von den natiirlichen Zahlen zu den reellen Zahlen zu kommen,
und alle Rechenregeln nachpriifen werden. Sondern es geht auch darum, in bekanntem
Terrain mal zu sehen, wie man vorgehen und wichtige Grundlagen zu lernen.

2.1 Mengen

Als grundlegendes Objekt werden wir Mengen betrachten.

Fiir uns besteht eine Menge aus einer Ansammlung von Elementen.

HeiBt die Menge X und ist = ein Element aus X, dann schreiben wir x € X (lese: =
ist ein Element von X bzw. kurz: z ist in X). Insbesondere kénnen wir immer fiir
ein beliebiges y immer fragen, ob y ein Element unser Menge, hier X ist. Falls ja, ist
y € X, falls nein, schreiben wir y ¢ X. Die Menge, die keine Elemente enthélt, nennen
wir leere Menge und schreiben dafiir @. Fir die Menge, die nur das Element a enthélt,
schreiben wir {a}; fiir die, die nur die Elemente a, b enthélt, schreiben wir {a, b}; usw.

Eine Menge kann auch unendlich viele Elemente enthalten, z.B. kennen wir die Menge
der natiirlichen Zahlen, die wir mit N bezeichnen.

Eine weitere wichtige Schreibweise zur Beschreibung einer Menge lernen wir am Beispiel
von {# € N | & > 5} kennen: Das ist die Menge aller natiirlichen Zahlen, die grofer als
flnf sind.

Auch {1, a,{b,c}} ist zum Beispiel eine Menge. Sie enthélt drei Elemente, ndmlich 1,
a und {b,c}. Das {b,c} selbst auch eine Menge ist, ist kein Problem, wir haben nie
gesagt, dass irgendein Objekt kein Element sein darf.

Sind X und Y Mengen. Wir nennen X eine Teilmenge von Y (geschrieben: X C Y), falls
jedes Element von X auch ein Element von Y ist. Wir kénnen so auch die Gleichheit
von Mengen beschreiben. Zwei Mengen X, Y nennen wir gleich (kurz: X =Y), wenn
X CYund Y C X gilt.

Esgilt X C X und @ C X.

Im Folgenden listen wir noch ein paar wichtige Operationen mit Mengen auf.



Notation Name Definition Anschauung
ACB A ist Teilmenge von B Jedes Element in A ist auch Element in B.
A=B die Mengen sind gleich A =B, falls AC B und B C A gilt.

a5
AUB Vereinigung von Aund Bz € AU B, falls € A oder x € B gilt. ! sua”
ANB Durchschnitt von Aund B x € AN B, falls z € A und = € B gilt.

Falls AC B: B\ A Komplement von A in B

x € B\ A, falls z € Bund z ¢ A gilt.

v
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2.1 Mengen

Auch AU B, AN B und B\ A sind wieder Mengen.

Mit diesen Operationen kann man schon verschiedene Mengengleichheiten finden.
Wir schauen uns hier einmal ein solches Beispiel an und sehen wie man eine solche
Mengengleichheit beweist.

Lemma 2.1.1. Fir Mengen A, B, C gilt
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Beweis. Nach Definition der Gleichheit von Mengen miissen wir zeigen, dass sowohl
AN(BUC)C(ANB)U(ANC) alsauch (ANB)U(ANC)C AN (BUC) gilt.

Wir beginnen mit der ersten Behauptung: Sei dazu z € AN (BUC). Dann muss z € A
und z € BUC sein. Ist z € B, dann ist x € AN B und somit z € (ANB)U(ANC).
Ist andererseits © ¢ B, so muss wegen © € B U C dann z € C sein. Somit ist in
diesem Fall z € AN C und somit auch z € (AN B)U (AN C). Wir haben also
AN(BUC)C (ANB)U(ANCQC).

Seinun z € (ANB)U(ANC). Dannist t € ANBoderz € ANC. ImFallz € ANB
muss ¢ € A und z € B gelten und damit z € BUC sowie x € AN (BUC). Im Fall
x & AN B folgt + € AN C und somit x € A und = € C. Wir haben also z € BUC
und damit z € AN (BUC). O

Beispiel 2.1.2.

(i) Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M.

Die leere Menge @ und die Menge selbst ist Teilmenge jeder Menge M, also
gilt immer @ C P(M) und M C P(M). Sei M = {a,b}. Dann ist P(M) =
{2, {a}, {b},{a, b}}.

(ii) Seien X,Y Mengen. Aus a € X und b € Y bilden wir ein neues Objekt (a,b),
welches wir geordnetes Paar von a,b nennen. Dabei betrachten wir zwei geordnete
Paare (a,b) und (c,d) als gleich, falls a = ¢ und b = d gilt. Die Menge

X xY:={(a,b) |lae X,be Y}
nennen wir (kartesisches) Produkt von X und Y.

Ist zum Beispiel X = {a} und Y = {1,3}, dann ist X x Y = {(a, 1), (a,3)}.

Russelsches Paradox Wir haben oben gesagt, dass wir von einem 'naiven Mengenbe-
grift” ausgehen, der von Georg Cantor (1845-1918) eingefiihrt wurde. Das soll suggerieren,
dass das in Wirklichkeit nicht so passt. Was meinen wir damit? Eigentlich sieht es doch
nach einer guten Definition aus. Wir nennen eine Ansammlung von Elementen eine
Menge und gehen davon aus, dass es auf die Frage, ob ein bestimmtes Element in dieser
Menge liegt, es immer eine eindeutige Antwort wahr oder falsch gibt. Klingt eigentlich
gut, fithrt aber zu iberraschenden Widerspriichen, sogenannten Antinomien.
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Ein solcher Widerspruch wurde von Bertrand Russell (1872-1970) gefunden: Nach
unserer 'Definition’ von Menge kann eine Menge sich auch prinzipiell selbst wieder als
Element enthalten. Russel definiert nun die Menge R, die alle Mengen enthélt, die sich
nicht selbst enthalten, also R:={A ist Menge | A ¢ A}. Wir fragen nun, ob R € R gilt?
Falls ja, dann widerspricht es der Definition von R, da R ja nur Mengen enthélt, die
sich nicht selbst enthalten. Falls nein, dann widerspricht es aber auch der Definition
von R. Das ist das Russellsche Paradox bzw. die Russelsche Antinomie*.

Es gibt Losungen: Russell selbst iiberwand dies durch Einfithrung einer Typentheorie;
in ihr hat eine Klasse (’Ersatz fiir die allgemeiner Menge’) stets einen héheren Typ als
ihre Elemente. Dann kann man gar nicht mehr frage, ob eine Klasse sich selbst enthélt
gar nicht mehr in dem Rahmen formulieren. Dort wére R von oben, dann kein Beispiel
einer Menge, sondern es wére eine Klasse.

Unabhéngig davon hat Zermelo die erste axiomatische Mengenlehre eingefithrt. Eine
Erweiterung davon, die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ist heute die Grundlage auf der
wir aufbauen.

Wir kénnen und wollen hier darauf nicht weiter eingehen. Was bedeutet das fiir uns:
Wir bleiben bei unserem naiven Mengenbegriff. Generell gilt endliche Mengen sind
kein Problem. Erst bei Ansammlungen unendlich vieler Elemente kénnen Probleme
auftauchen. Wir gehen ab hier erst einmal immer davon aus, dass wir wissen, ob etwas
eine Menge ist.

2.2 Funktionen

Definition 2.2.1. Seien X, Y, W, U beliebige Mengen. Eine Abbildung/Funktion f
von X nach 'Y ist eine Vorschrift, die jedem Element aus X genau ein Element aus Y
zuordnet.

Notation: f: X =Y,  — f(x). Hierbei ist f(z) das Element aus Y, was durch f dem
Element x € X zugeordnet wird.
Die Menge X heifit Definitionsbereich von f und wird auch mit dom(f)" bezeichnet.
Die Menge

im(f)={y €Y |3z € X: y = f(a)}

ist das Bild von f.
Die Menge
graph(f):={(z,y) € X XY |y = f(2)}
heiflt Graph von f.
Sei A C X. Wir setzen f(A):={f(a) | a € A}. Sei B C Y. Dann ist
fU(B)={z € X | f(z) € B}

das Urbild von B unter f.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Russellsche_Antinomie
fdom - kommt vom englischen Wort domain
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2.2 Funktionen

Zwei Abbildungen f: X — Y und g: W — U heilen gleich (wir schreiben f = g, falls
X =W,Y =U und f(z) = g(x) fir alle x € X gilt.

Beispiel 2.2.2.

(i)

Wenn der Definitions- und Wertebereich sehr klein sind, kann man einen Funktion
auch wieder mittels Mengendiagrammen visualisieren:

!

Das ist die Funktion f: {a,1,b} — {5,a,1,¢} mit f(a) = f(1) =5 und f(b) = 1.
Auf jeder Menge X gibt es die Identitat idx: X — X, z +— x.
Sei X C Y. Dann nennen wir ¢: X — Y, x — x Inklusionsabbildung.

Sei X eine Menge. Eine Abbildung a: N — X heifit Folge in X und wird zumeist
als (an)nen geschrieben, wobei a,:=a(n) ist.

Zum Beispiel ist fiir die Folge der Quadratzahlen (n?),cy. Hier ist X = N und

a, = n>.

Hintereinanderausfihrung/Komposition von Abbildungen: Haben wir zwei Ab-
bildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z, wo der Wertebereich von f gleich dem
Definitionsbereich von ¢ ist, dann kénnen wir durch Hintereinanderausfithren eine
neue Abbildung go f: X — Z als z — ¢(f(z)) definieren.

Fiir die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen gilt

Lemma 2.2.3 (Assoziativitdt der Hintereinanderausfithrung). Firh: X - Y, g: Y —
Zund f: Z —=U gilt fo(goh)=(fog)oh.

Beweis. Nach Definition der Gleichheit von Abbildungen ist zu zeigen, dass die
Definitions- und Wertebereiche iibereinstimmen und dass (fo(goh))(z) = ((fog)oh)(x)
fiir alle z € dom h gilt: Beide Funktionen bilden X nach U ab. Fiir die Gleichheit der
Bilder 16sen wir jeweils die linke und rechte Seite nach Definition der Hintereinander-
ausfithrung auf:

(fo(goh))(x) =f((goh)(x)) = f(g(h(x)))
((fog)oh)(x) =(f o g)(h(x)) = f(g(h(x))). H
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Grundlegende Eigenschaften von Funktionen

Definition 2.2.4. Sei f: X — Y eine Funktion. Dann heifit f surjektiv, wenn im(f) =
Y gilt, und injektiv, wenn f(x) # f(y) fur alle z,y € X mit « # y folgt. Wir nennen f
bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Beispiel 2.2.5.

(i) Von einer Zuordnung, die Gésten einer Feier ihren Sitzplatz zuweist (zuordnet),
wollen wir normalerweise, dass dies eine injektive Funktion ist, da niemand den
Sitzplatz mit jemand anderes teilen will.

(i)

i) () (o

Die linke Funktion ist weder injektiv noch surjektiv; die mittlere ist injektiv, aber
nicht surjektiv; die rechte ist sogar bijektiv.

Die Definitionen kann man umformulieren:

Injektiv bedeutet, dass es zu jedem Element im Bild der Abbildung es hochstens ein
Urbild gibt (also hochstens ein Element des Definitionsbereich, was dahin abbildet).
Surjektiv bedeutet, dass es zu jedem Element im Wertebereich mindestens ein Urbild
gibt.

Zusammenfassend bedeutet also bijektiv, dass es zu jedem Element im Wertebereich
genau ein Urbild gibt. Das heifit, wir kénnen im Falle einer bijektiven Abbildung eine
Abbildung konstruieren, die jedem Element im Wertebereich sein Urbild zuordnet.
Diese Funktion heifit dann Umkehrfunktion und wir konstruieren diese noch einmal
ganz explizit im Beweis von folgender Aussage:

Satz 2.2.6. Sei f: X — Y bijektiv. Dann gibt es ein g: Y — X mit fog=idy und
go f=1idx.

Beweis. Wir konstruieren die Funktion g wie folgt: Sei y € Y. Da f surjektiv ist, gibt
es ein x € X mit f(x) = y. Dieses z ist sogar eindeutig: Angenommen es gibt ein
2 € X mit 2’ # z und f(z') = y, dann wire f(z’) = f(x) und f wére somit nicht
injektiv. Das ist ein Widerspruch, also muss x eindeutig sein. Wir setzen g(y) = « und
haben somit ¢g: Y — X definiert. Weiterhin gilt: (f o g)(y) = f(9(y)) = f(z) =y und
(g0 f)(z) = g(f(2)) = gly) =z, also fog=idy und go f = idy. O

Wir nennen g Umkehrfunktion von f und schreiben g = f~1.*

*Auch in der Bezeichnung des Urbild einer Menge unter einer Abbildung f kommt f~1 vor.
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2.3 Natiirliche Zahlen und Induktion

Auch wenn wir natiirliche Zahlen, deren Eigenschaften und die Rechenregeln darauf
schon lange kennen, wollen wir an dieser Stelle uns trotzdem einmal anschauen, wie
man mathematisch die natiirlichen Zahlen beschreiben kann und welche Eigenschaften
man ableiten kann.

Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit N. Jetzt miissen wir diese Menge
natiirlich noch irgendwie (und moglichst eindeutig) beschreiben. Dazu verwenden wir
das Peanosche Axiomensystem der natiirlichen Zahlen.

Peanosches Axiomensystem der natiirlichen Zahlen.

(1) Die Zahl 0 ist eine natiirliche Zahl, d.h. 0 € N.

(2) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl v(n), die Nachfolger von n
genannt wird.

(3) Die Zahl 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.
(4) Aus v(n) = v(m) folgt, n = m.

(5) Enthélt eine Teilmenge M C N die Zahl 0 und mit jedem n € M auch ihren
Nachfolger v(n), so ist M = N.

Benennung der natiirlichen Zahlen: 0, 1:=v(0), 2:=v(1) = v(r(0)), ...

Fiir uns soll also auch Null eine natiirliche Zahl sein. Es ist einfach eine Geschmacksfrage,
ob die natiirlichen Zahlen bei 0 oder 1 beginnen sollen.

Was man sich immer fragen sollte, ist ob die Definition/die Axiome, das tun, was man
eigentlich vorhat. D.h. beschreiben Sie wirklich die natiirlichen Zahlen und nur die
natiirlichen Zahlen? Oder sind die Axiome wirklich widerspruchsfrei? Darum kiimmern
wir uns hier nicht.

Aus den Peanoschen Axiomen kann man direkt das Beweisverfahren der vollstdndigen
Induktion ableiten:

Satz 2.3.1 (Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion). Gegeben sei eine Folge von
Aussagen A(n) fiir n € N. Es mdge gelten:

1 (Induktionsanfang) A(0) ist wahr.
2 (Induktionsschritt) Falls A(n) wahr ist, ist auch A(n + 1) wahr.
Dann ist A(n) fir alle n € N wahr.

Beweis. Sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen n, so dass A(n) war ist. Nach
dem Induktionsanfang enthélt M die Zahl 0 und nach dem Induktionsschritt mit
jedem n € M auch ihren Nachfolger v(n). Damit ist nach dem 5. Peanoschen Axiom
M =N. O
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Um ein erstes Beispiel der Anwendung von vollstdndiger Induktion zu sehen, nehmen
wir mal kurz wir wissen schon, wie man natiirliche Zahlen addiert und multipliziert
und welche Rechenregeln da gelten. Wie das geht, kennen Sie natiirlich aus der Schule.
Aber streng genommen haben wir es hier noch nicht definiert, das kommt danach.

Satz 2.3.2. Fiir allen € N gilt”

n

23 i=n(n+1). (2.1)

=0

Beweis. Wir wollen diese Aussage mittels vollstdndiger Induktion beweisen.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die rechte Seite der zu zeigenden Gleichung gleich 0
und die linke ist 2577 ;i =2-0=0.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass (2.1) fiir n = m stimmt und wollen nun die
analoge Gleichung fiir n = m + 1 zeigen:

m—+1 m
22@':2<Zi+m+1>:m(m+1)+2(m+1):(m+1)(m+2) O
=0 =0

Eine weitere wichtige Anwendung des Prinzips der vollstdndigen Induktion ist die
rekursive Definition — Als Rekursion (vom Lateinischem recurrere zuriicklaufen‘)
bezeichnet man einen Vorgang, dass Regeln auf ein Objekt, das sie selbst erzeugt haben,
von neuem angewandt werden.

Wir koénnen die erstes Beispiel eine Folge rekursiv definieren: a,,4+1 = 2a,, mit ag = 1.
Nach dem Satz zur vollstdndigen Induktion ist a,, damit fiir alle n definiert (A(n) wére
hier die Aussage 'a,, ist definiert’). Die Folge hier beschreibt exponentielles Wachstum
und man sieht direkt a,, = 2".

Als weiteres Beispiel einer rekursiven Definition definieren wir ausgehend von den
Peanoschen Axiomen die arithmetischen Grundoperation + und - auf N wie folgt:

n+ 0:=n, n+v(m):=v(n+m)

n-0:=0, n-v(m):=n-m+n.

Bei gegebenem n € N sind somit die Ausdriicke n+m und n - m fiir alle m € N rekursiv
definiert. Wir schreiben oft bei Verwendung von Variablen das Multiplikationszeichen -
nicht mit, also mn:=m - n.

Da jetzt Addition und Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen definiert sind, kann
man nun Eigenschaften dieser Operationen finden. Da wir natiirlich wissen, wie man
mit natiirlichen Zahlen operiert, ist uns natiirlich klar, was uns hier erwartet - z.B.
’Summanden kann man vertauschen, die Summe bleibt gleich’. Wir nehmen ab jetzt
einfach ohne Beweis direkt an, dann wir wissen wie man natiirliche Zahlen addiert und

. . . . n . . .
*Summenzeichen: Fiir eine Folge a,, sei E ik Qii=0k + apy1 + ..+ an. In unserem Beispiel ist
a; = 1.
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2.4 Relationen

multipliziert und welche Regeln da gelten (Die Beweise laufen auch iiber vollstindige
Induktion).

Es gibt verschiedene Abwandlungen der vollstdndigen Induktion. Wir wollen hier noch
zwei wichtige Versionen. Zum Formulieren braucht man <-Ordnung auf den natiirlichen
Zahlen, die wir zwar aus dem Leben kennen, aber hier noch nicht definiert haben,
weshalb wir die beiden Sétze hier auch noch nicht beweisen kénnen.*

Satz 2.3.3 (Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion IT). Gegeben sei eine Folge
von Aussagen A(n) fir n € N. Es mdge gelten:

1 (Induktionsanfang) A(0) ist wahr.
2 (Induktionsschritt) Falls A(k) fir alle 0 < k < n wahr ist, ist auch A(n+ 1) wahr.
Dann ist A(n) fir alle n € N wahr.

Satz 2.3.4 (Beweisverfahren der vollstandigen Induktion IIT). Gegeben sei eine Folge
von Aussagen A(n) fir n € N. Sei ng € N. Es mdge gelten:

1 (Induktionsanfang) A(ng) ist wahr.
2 (Induktionsschritt) Falls A(n) wahr ist, ist auch A(n+ 1) wahr.
Dann ist A(n) fir alle n € N mit n > ng wahr.

Beispiel 2.3.5. Die Fibonaccifolge' ist rekursiv definiert als a, 11 = a, + a,_; und
ap = a; = 1. Nach dem letzten Satz ist damit a,, fiir alle n € N definiert (als Aussage
A(n) wéhlen wir die Aussage ’a,, ist definiert’). Die ersten Glieder der Fibonaccifolge
sind 1,1,2,3,5,8,13,.. ..

2.4 Relationen

Von den natiirlichen Zahlen wollen wir zu den (erst einmal nichtnegative) rationalen
Zahlen kommen. Im allgemeinen schreibt man nichtnegative rationale Zahlen als einen
Bruch zweier natiirlichen Zahlen ¢, wobei wir natiirlich nicht die Null teilen diirfen.
Wenn man nicht schon vorher weifl, was rationale Zahlen sind, was sie bedeuten,
ist das erst einmal nur eine Schreibweise fiir ein geordnetes Paar natiirlicher Zahlen
(a,b) € Nx (N\{0}) und so wéire zum Beispiel 1 und 2 verschieden. Da wir Pizzastiicke

a __ ¢

vor Augen haben, wollen wir das natiirlich nicht. Deshalb definiert man, wann § = ¢
gleich sein sollen, ndmlich wenn ad = be gilt.

Das fithrt auf den Begriff der Relation:

*Gefahr eines Zirkelschluss: Eigentlich versucht man zu vermeiden, Aussagen zu benutzen, bevor
man Sie bewiesen hat. Einfach weil man sonst sehr aufpassen muss, dass man fiir den Beweis einer
Aussage A nicht Aussage B verwendet, fiir deren Beweis man schon A verwendet hat. Das wére ein
Zirkelschluss und sagt nichts, dariiber aus, ob Aussage A richtig ist.

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge
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2 Erste Grundbegriffe

Definition 2.4.1. Sei X eine Menge. Eine Relation R ist eine Teilmenge von X x X.
Fiir (z,y) € R schreibt man auch oft  ~ y bzw. wenn aus dem Kontext klar ist, um
welche Relation es sich handelt, auch nur z ~ y.

Eine Relation heift

(i
(ii

reflexiv, falls x ~ x fir alle x € X ist.
symmetrisch, falls aus « ~ y auch y ~ x folgt.

(iii) antisymmetrisch, falls aus x ~ y und y ~ «x folgt, dass x = y gilt.

Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

(v

)
)
)
(iv) transitiv, falls aus  ~ y und y ~ z folgt, dass = ~ z gilt.
)
(vi)

Ordnung bzw. Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch
ist. In diesem Fall heifit (X, ~g) eine geordnete Menge. Ist weiterhin z ~ y oder
y ~ z flir alle z,y € X, dann nennt die Ordnung total.

Beispiel 2.4.2. Nach Ubungsaufgabe 3(ii) gibt es fiir jede natiirliche Zahl n ein m € N
gibt, so dass entweder n = 2m (n ist gerade) oder n = 2m+ 1 (n ist ungerade gilt. Wir
definieren auf N eine Relation, wie folgt:

a ~ b, falls beide Zahlen gerade oder beide Zahlen ungerade sind.

Das ist eine Aquivalenzrelation.

Was kénnen Aquivalenzrelationen? Die Motivation zur Definition der nichtnegativen
rationalen Zahlen gibt eine Relation, die sogar eine Aquivalenzrelation ist (Ubungsauf-
gabe).

Hat man eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M so bezeichnet man fiir jedes
reM
[z]:={y € M [z ~y}

als Aquivalenzklasse von x modulo ~. Die Menge der Aquivalenzklassen von M modulo
~ bezeichnen wir mit M/ ~ und wir nennen x Reprdsentant der Aquivalenzklasse [z].
Ist z.B.  ~ gy, dann gilt [z] = [y] (Diese Gleichheit benutzt schon, dass ~ symmetrisch
ist!) und 2 und y sind beides Repriisentanten der gleichen Aquivalenzklasse.

Wenn wir fiir rationale Zahlen § schreiben, meinen wir also in Wirklichkeit die Aquiva-
lenzklasse [(a, b)].

Eine Zerlegung Z einer Menge M ist eine Teilmenge Z der Potenzmenge von M, also
T C P(M), so dass es fiir jedes Element € M genau ein A C Z mit « € A gibt.

Satz 2.4.3. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, dann ist M/ ~ eine
Zerlequng von M.
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2.4 Relationen

Bevor wir den Satz beweisen — ein einfaches Beispiel einer Aquivalenzrelation auf der
Menge M = {1,2,3} wire: a ~ b genau dann, wenn a = b oder {1,2} = {a,b} gilt.
Dann ist [1] = [2] = {1,2} und [3] = {3}, M/ ~={[1], [3]} = {{1,2},{3}}.

Beweis. Nach Definition ist M/ ~ eine Teilmenge der Potenzmenge von M. Sei nun
x € M, dann ist « € [z] wegen der Reflexivitat von ~. Es bleibt zu zeigen, dass aus
x € [y] auch [z] = [y] folgt: Da x € [y] ist, gilt y ~ 2 und wegen der Symmetrie auch
x ~ y. Wir zeigen als erstes, dass [z] C [y] gilt. Dazu sei z € [z] und damit = ~ z. Aus
der Transitivitidt von ~ folgt y ~ 2. Also ist 2z € [y] und damit [z] C [y].

Um [y] C [z] zu zeigen, sei z € [y], also y ~ z. Mit & ~ y und der Transitivitdt folgt
x ~ z. Damit ist z € [z] und somit [y] C [z]. Insgesamt haben wir also [z] = [y] gezeigt
und somit ist M/ ~ eine Zerlegung von M.*

Beispiel 2.4.4 (ganze Zahlen). Um auch negative Zahlen einzufithren gibt es verschie-
dene Moglichkeiten, wir wéhlen eine Mdoglichkeit {iber eine Relation auf der Menge
N x N: Die Idee hierbei ist, dass (a,0) die natiirliche Zahl a darstellen soll und (0, a)
ihr Negatives. Ein (a, b) soll dann die ganze Zahl ’a — b’ repréisentieren. D.h. wir wollen
auf N x N die folgende Relation:

(a,b) ~ (¢,d) auf N x N falls a + d = ¢ + b gilt.

Auch hier kann man direkt iiberpriifen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt.
Wir setzen Z:=(N x N)/ ~ und schreiben —a:=[(0, a)].

Natiirlich wollen wir auch ganze Zahlen addieren und multiplizieren kénnen. Wie
definiert man diese Operationen hier in diesem Kontext (selbstverstindlich, so dass
das sie das tun, was wir gewohnt sind)?

+:Zx7Z—7Z,([(a,b)], [(c,d)]) = [(a,b)] + [(c,d)]:=[(a + ¢,b + d)]
2 ZXZ—7Z,([(a,b)],[(c,d)]) = [(a,b)] - [(c, )]:=[(bd + ac, ad + bc)]

Wie kommt man darauf am Beispiel der Addition? Da wir ja Erfahrung mit dem Rechnen
von ganzen Zahlen haben, wissen wir was wir erwarten wiirden: [(a,b)] + [(¢, d)] sollte
der Zahl a — b+ c¢—d = (a+ ¢) — (b + d) entsprechen und somit gleich [(a + ¢, b+ d)]
sein.

Ist das eine wohldefinierte Abbildung? Dazu erst einmal: wohldefiniert - was heifit das?
Wenn wir uns die Definition der Abbildungen oben anschauen, dann fallt auf, dass wir
direkt den Reprisentanten der Aquivalenzklasse nutzen. Es konnte also theoretisch

*Es ist immer gut am Ende eines Beweises mal zu schauen, ob man eigentlich alle Vorausset-
zungen/Annahmen der zu beweisenden Aussage verwendet hat (Also hier alle Eigenschaften einer
Aquivalenzrelation.) Falls nicht, gibt es zwei Moglichkeiten. Vielleicht hat man einen Fehler im Beweis
oder man braucht gar nicht alle Annahmen und hat einen Satz gezeigt, der in Wirklichkeit unter
allgemeineren Bedingungen gilt. Natiirlich muss, nur weil man eine Voraussetzung im Beweis verwendet,
diese nicht unbedingt nétig sein — aber es gibt einen Anhaltspunkt. Wenn man wirklich zeigen will, dass
eine bestimmte Voraussetzung notig ist, muss man ein Beispiel finden, wo alle anderen Voraussetzungen
der Aussage aufler der gerade betrachteten erfillt sind, aber die Aussage falsch ist.
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2 Erste Grundbegriffe

passieren, dass fiir [(a,b)] = [(a/,¥’)] und [(c,d)] = [(¢/,d)] nicht [(a + ¢, b+ d)] =
[(a+c, b+d)] gilt. Das wére nicht schlecht, weil dann die Addition oben, gar nicht auf den
Aquivalenzklassen definiert wire, sondern von der Wahl des Reprisentanten abhingig
wére. Deshalb muss man in solchen Situationen die Wohldefiniertheit {iberpriifen. Sei
also [(a,b)] = [(a/,V)] und [(¢,d)] = [(¢/,d")]. Dann gilt a4+b" = a’+bund c+d = ' +d.
Alsogilt a+c+ b +d =b+d+d + ¢ und somit [(a + ¢,b+ d)] = [(a + ¢, b+ d)].
Analog iiberlegt man es sich fiir die Multiplikation.

Beispiel 2.4.5 (rationale Zahlen). Auf {(z,y) € ZxZ |y # 0} definieren wir, wie oben
angedacht, die Relation (z,y) ~ (2/,y’) falls xy’ = 2’y. Dann kann man iiberpriifen,
dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Wir setzen

Q={(z,y) EZXZ|y#0}/~

mit (x,y) ~ (2/,y) falls zy’ = 2’y gilt. Wir schreiben fiir [(z,y)] € Q auch -

Wie auch bei ganzen Zahlen, kann man sich wieder {iberlegen, was die Addition und
Multiplikation auf den rationalen Zahlen sein sollte. Ab sofort nehmen wir an, dass wir
dass alles gemacht haben und damit auch rechnen kénnen.

Mehr zu den Eigenschaften der rationalen Zahlen und der Addition/Multiplikation
darauf im nachsten Abschnitt.

Ordnungsrelationen Nach Definition 2.4.1 ist eine Ordnung eine reflexive, transitive,
antisymmetrische Relation ~ auf einer Menge M. Falls fiir zwei Elemente z,y € M
auch x ~ y oder y ~ z gilt, heiffit die Ordnung total.

Der Name kommt in Anlehnung an die <-Relation (d.h. z ~ y falls z < y) auf den
natirlichen, ganzen, rationalen, reellen Zahlen. Die <-Relation ist in diesem Sinne
keine Ordnung, da sie nicht reflexiv ist.

Wie wiirden wir < auf Q definieren? Auf Q gibt es eine totale Ordnung: Seien a,b € Q.
Wir setzen a < b, falls es ¢ € Q mit ¢ = 2 fiir m € N und n € N\ {0} gibt, so dass
a + ¢ = b gilt. Man tberpriift direkt, das es sich hier um eine totale Ordnung handelt.

Ist @ <0, dann gibt es m,n € N mit n # 0 und ¢ = 7*, so dass a + ¢ = 0 gilt. Damit
ist 0+ ¢ = —a und es folgt 0 < —a.

Falls @ > b aber a # b ist, schreiben wir auch a > b bzw. b < a. Mit dieser Schreibweise
kann man dann sehen: Ist a < 0, also ¢ < 0 und a # 0, dann ist 0 < —a und —a # 0,
also auch 0 < —a.

Aus der Antisymmetrie von < folgt, dass fiir jede rationale Zahl x entweder x < 0 (wir
nennen z negativ), = 0 oder & > 0 (wir nennen z positiv) gilt.

Definition 2.4.6. Fiir x € Q definieren wir den Betrag von = durch

= r fallsxz >0
=1z fallsz <0
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2.5 Kérper

Lemma 2.4.7. Fir a,b e Q gilt

a <|al (2.2)

la + b| <|a| + |b| (2.3)

lla| = [b]] <la + b| (2.4)

Beweis. (2.2): Sei a > 0. Dann gilt |a| = a, also insbesondere auch a < |a|. Sei nun

a < 0. Dann ist |a| = —a und —a > 0 und damit nach Transitivitit ¢ < 0 < —a, also
a<la|l = —a.

(2.3): Ubungsaufgabe 4

(2.4): Aus |a| = la+ b+ (=b)| <|a+Db| + | —b| = |a+b| + || folgt |a] —|b] < |a+ b
Ganz analog sieht man |b| — |a| < |a+b|. Da ||a| — |b]| gleich |a| — |b| oder gleich |b] — |a]
ist, folgt die Behauptung. O

2.5 Korper

Die Menge der rationalen Zahlen mit der Addition und Multiplikation ist ein Korper:

Definition 2.5.1. Ein Menge K mit einer Addition +: K x K — K, (a,b) — a+ b
und einer Multiplikation -: K x K — K| (a,b) — a - b heiit Korper, falls

(a) Assoziativgesetz:
(a+b)+c=a+ (b+c)
(a-b)-c=a-(b-c)
(b) Kommutativgesetz:
a+b=b+a
a-b=b-a

(¢) Neutrales Element: Es gibt Zahlen 0 € K und 1 € K mit 1 # 0, so dass fiir alle
a € K gilt:

a+0=a
a-1=a
(d) Inverses Element: Zu jedem a € K gibt es Losungen z,y € K der Gleichungen
a+z =0
a-y=1fallsa #0
(e) Distributivgesetz:

a-(b+c)=a-b+a-c
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2 Erste Grundbegriffe

Die ganzen Zahlen bilden z.B. keinen Koérper, da 2 bzgl. der Multiplikation kein inverses
Element hat. Dazu fithrt man ja die rationalen Zahlen ein, damit 2 mit % ein solches
multiplikatives Inverses hat.

Aber die Menge der rationalen Zahlen ist nicht der einzige Koérper. Auch die Menge
der reellen Zahlen ist z.B. ein Korper. Ein anderer Korper ist Zo:={0,1} mit der
Addition und Multiplikation gegeben durch: 04+0=141=0,0+1=140=1 und
0-0=0-1=0-1=0,1-1=1.

Wegen der Assoziativitdt kann man a+b+c:=(a+b)+c = a+ (b+c¢) bzw. abe:=(ab)c =
a(bc) ohne das man festlegen muss, in welcher Reihenfolge die Operationen ausgefiihrt
werden.

Fir das inverse Element zu a € K bzgl. der Addition schreiben wir —a und falls a # 0

fiir das bzgl. der Multiplikation a~'.

Aus den Korperaxiomen leiten sich einige Eigenschaften und Rechenregeln ab, die damit
insbesondere auch fiir rationale Zahlen gelten, da diese ein Korper sind. Hier ein paar
Beispiele:

Lemma 2.5.2. In einem Kérper K gilt fir alle a,b,c,p,q € K:

(i) Das neutrale Element der Addition ist eindeutig, d.h. erfillen 01 und O (c), dann
gilt 01 == 02.

(i) Das neutrale Element der Multiplikation ist eindeutiq.

(iii) Zu einem a € K sind die inversen Elemente zu Addition und Multiplikation
eindeutig.

(iv) ~(—a) = a

(v) Aus a+c=0b+c folgt a =b und aus pc = qc mit ¢ # 0 folgt p = q.

(vi) (ab)~t =b"ta™!, fallsa #0 und b #0

Beweis. (i) 01 <2 01 + 0, £ 05+ 0, < 0s.

(ii) analog zu (i)

(iii) Wir tuberpriifen das hier nur fir die Addition, der Fall der Multiplikation geht

analog: seien a; und as inverse zu a bzgl. der Addition, d.h. es gilt a + a; = 0 und
a + as = 0. Dann gilt.

@a2+0(2a2

b
a1 (:C) ay +O: a1+(a+a2) (i) (a1+a)+a2 (:) (CL+(I1)+(Z2 = 0+a2
(iv) —a erfilllte a + (—a) = 0, —(—a) erfillt —a + (—(—a)) = 0. Damit ist

~(~a) 2 ~(~a) + 0= ~(—a) + (a + (—a)) "2 a4 (—a + (~(=a))) =a+ 0 L a.

(v) 4+(vi) zum selbst ausprobieren O
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2.6 In Richtung der reellen Zahlen

Definition 2.5.3. Sei K ein Korper mit einer totalen Ordnung <. Wir schreiben a < b,
falls a < b und a # b gilt. Falls zusétzlich fir alle a, b, c € K gilt:

aus a < b folgt a + ¢ < b+ ¢ und aus 0 < @ und 0 < b folgt 0 < ab,

dann nennen wir K einen angeordneten Kérper. Fiir einen angeordneten Korper wird
der Betrag durch

= T falls x > 0
TF=1—z fallsz <0

definiert.

Falls fiir einen angeordneten Korper zusétzlich gilt, dass es
zu jedem z € K es ein n € N mit n > z gibt, (Archimedisches Axiom)

nennen wir K einen archimedisch angeordneter Korper.

Die rationalen Zahlen sind ein archimedisch angeordneter Korper.

2.6 In Richtung der reellen Zahlen

Die schrittweise Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu den ganzen und dann rationalen
Zahlen, kann man auch als Erweiterung sehen, welche Gleichungen dann 1ésbar werden,
z.B. 2+ = 1 (ganze Zahlen), 2o = 1 (rationale Zahlen). Nun wollen wir uns 2% = 2
widmen. Wir sehen als erstes, dass diese Gleichung nicht in den rationalen Zahlen
l6sbar ist.

Lemma 2.6.1. Fiir kein v € Q gilt 2% = 2.

Ist n gerade, dann auch n?, da n? = (2m)? = 2(2m?) gilt. Analog sieht man, dass fiir
n ungerade auch n? ungerade ist.

Beweis. Wir fiihren hier einen Beweis durch Widerspruch: Sei also x = % mit p,q € Z,

q # 0. Da wenn z eine Lésung von 22 = 2 auch —z die Gleichung (—z)? = 2 erfiillt,
kénnen wir annehmen, dass x positiv, also p, g € N ist. Aus z? = 2 folgt, p? = 24¢°.

Weiterhin kann man durch wiederholtes Kiirzen annehmen, dass wir p, g so gewéhlt
haben, dass p, ¢ nicht beide gleichzeitig gerade sind. Wir haben also, dass p? = 2¢?
gerade ist und damit auch p gerade ist. D.h. es gibt ein m € N mit p = 2m. Dann ist
p? = 4m? und somit ¢ = 2m?. Nun folgt, aber wie eben, dass dann auch ¢ gerade
ist. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Annahme, dass p und ¢ nicht beide gerade
sind. O

Auf der anderen Seite glaubt man, dass man sich der 'Lésung’ von z? = 2 zumindest
in den rationalen Zahlen ’anndhern’ kann - wie kommen wir darauf? Haben wir ein
Quadrat der Seitenlinge a, so ist der Flicheninhalt a?. Wir nihern uns diesem Quadrat
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2 Erste Grundbegriffe

T A=2 T

z0 Tl 2 x

Abbildung 2.1: "Ndherung’ eines Quadrates mit Flacheninhalt 2 durch eine Folge von
Rechtecken mit rationaler Seitenlénge.

durch Rechtecke mit rationaler Seitenldnge und Flacheninhalt 2 an: Dazu wéhlen wir
uns eine Startseitenldnge x¢o € Q mit xy > 0. Damit das Rechteck Fliacheninhalt 2
hat, muss die zweite Seite Lénge yo = % haben. Da im allgemeinen zq # % ist,

bilden wir als néchstes ein Rechteck mit dem Mittelwert xlzzé (:co + %) als eine

der beiden Seitenldngen. Dann ist die andere Seitenlinge 1y; = z% Man kann sich
nun tberlegen, dass die Differenz der Seitenldngen zum zweiten Rechteck hin kleiner
geworden ist. Durch Wiederholen dieser Prozedur erhélt man eine Folge z,, und man
glaubt anschaulich (vgl. auch Ubungsaufgabe), dass die zugehérige Folge von Rechtecken
sich der Seitenldnge des gesuchten Quadrates immer mehr annéhert, vgl. Abbildung 2.1.
Da wir mit einem rationalen zq starten, sind so auch x1, o, ... wieder rational.

Hier erst einmal die Definition der Folge von z,, fiir 22 = ¢ mit ¢ > 0.

Definition 2.6.2. Sei ¢ € Qi:={z € Q | z > 0}. Zu gegebenem Startwert xo € Q4
definieren wir die Heron-Folge rekursiv durch

1 c
.Z'n+1:§ $n+; .

Die resultierende Seitenlinge wollen wir dann als Losung von z = c¢ betrachten.
Natiirlich miissen wir dieses ’Annéhern’ dafiir genauer fassen. das fithrt auf den Begriff
der Konvergenz einer Folge im néchsten Abschnitt.

2

Damit werden wir dann auch die reellen Zahlen formal einfiihren, ndmlich als Zahlen,
die durch eine rationale Folge ’angenéhert’ werden. Wir verraten schon mal, dass auch
die reellen Zahlen ein archimedisch angeordneter Korper ist.
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3 Folgen

3.1 Konvergenz und erste Eigenschaften

In Beispiel 2.2.2 hatten wir Folgen in einer Menge X definiert: Eine Abbildung a: N — X
heifit Folge in X und wird zumeist als (ay,)nen geschrieben, wobei a,:=a(n) ist.

Ist X = Q, so sagen wir zu einer Folge in Q auch rationale Folge (Analog fiir natiirliche,
ganze, ... Folgen).

Um wirklich zu fassen, was wir meinen, wenn sich eine Folge von Zahlen einer anderen
Zahl annéhert, fiihren wir den Begriff der Konvergenz ein. Hier erst einmal nur fiir
rationale Folge, doch die Definition fiir reelle Folgen ist ganz analog.

Definition 3.1.1 (Konvergenz von (rationalen) Folgen). Die Folge (an)nen in Q
konvergiert fiir n — oo gegen a € Q, falls es zu jedem € > 0, € € Q, ein ng € N gibt, so
dass |a, — a| < e fir alle n > ng gilt. Die Zahl a heifit Grenzwert der Folge und die
Folge (an)nen heiit konvergent. Wir schreiben kurz lim,,—, o a, = a oder a,, — a fir
n — oo.

Eine Folge, die gegen Null konvergiert, nennen wir (a,, ), Nullfolge.

Eine erste naheliegende Frage: Ist es richtig von dem Grenzwert einer Folge zu reden?
D.h. falls die Folge konvergiert, gibt es dann wirklich nur einen Grenzwert? Falls ja,
sagt man der Grenzwert ist eindeutig; falls nein, diirfte man korrekterweise nicht von
"dem Grenzwert’ sondern nur von ’einem Grenzwert’ der Folge reden.

Rein von der Anschauung ist es naheliegend, dass der Grenzwert, wenn die Folge
iiberhaupt konvergent ist, auch eindeutig ist. Das versuchen wir im Folgenden zu
zeigen:

Satz 3.1.2 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Ist die Folge (an)nen konvergent, dann
ist der Grenzwert eindeutig.

a— e a4 e
| . |
Ang—3 ang—2 ang+2 410 apg41 9no—1

Abbildung 3.1: a,, konvergiert gegen a, falls es fiir jedes € > 0 ein ng gibt (welches von
€ abhiingen wird), so dass ab ng alle Folgenglieder im blauen Intervall
von a — € bis a + € liegen.
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3 Folgen

Beweis. Da die Folge konvergent ist, existiert ein Grenzwert a. Sei auch b Grenzwert
der Folge. Wir miissen zeigen, dass a = b ist.

Dazu schitzen wir |a — b| ab:
la —b] =la—an+a, —b| < |a—ay|+|a, — bl

Da nach Grenzwertdefinition es fiir jedes € > 0 es ein ng € N mit |a,, — a|] < € und
|an, —b| < € fiir alle n > ng gibt, folgt |a—b| < 2e. Da € > 0 beliebig war, folgt a = b. O

Bevor wir uns Beispiele anschauen bemerken wir noch, dass man um die obige Grenz-
wertdefinition hinzuschreiben ein angeordneter Korper geniigen wiirde, da wir dann die
Ordnung < und den Betrag hétten. D.h. analog konvergiert eine Folge in K| fiir einen
angeordneten Korper K, falls man in obiger Definition alle @ durch K ersetzt. So wird
dann auch spéiter die Konvergenz reeller Zahlen definiert.

Beispiel 3.1.3.

(i) Die Folge bestehend aus (a, = 1), _, nennt man harmonische Folge. Wir wollen
zeigen, dass a,, eine Nullfolge ist: Sei dazu € > 0. Da Q ein archimedisch angeord-
neter Korper ist, gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein ng € N mit ng > %

Damit gilt fiir alle n > ng

(ii) Die konstante Folge a,, = a konvergiert gegen a, da fiir alle € > 0 und alle n > 0
direkt |a, —a| =0 < € gilt.

(iii) (Geometrische Folge) Fiir ¢ € Q mit |g| < 1 gilt lim,,—, ¢™ = 0 (Ubungsaufgabe).

(iv) Die Folge a, = (-1)", d.h. a9 = 1,41 = —1,a2 = l,a3 = —1,..., ist nicht
konvergent: Wir fithren hier einen Beweis durch Widerspruch, d.h. wir nehmen an,
dass die Aussage nicht gilt und versuchen, dann einen Widerspruch zu kommen.
Dann musste die Aussage also wahr sein.

Dazu nehmen wir an, dass a,, konvergent ist, also lim,,_,~ a, = a fiir ein a sei.
Dann muss es fiir e =1 > 0 ein ng € N mit |a, — a|] < 1 fir alle n > ng geben.
Damit haben wir

2=|an —ant1]| =lan —a+a—api1| <lan —a|+]a—ant1| <1+1=2,
was ein Widerspruch ist.

Bevor wir zu weiteren Eigenschaften, Beispielen, Anwendungen... von Folgen kommen,
bemerken wir, dass um zu iiberpriifen, ob eine Folge konvergiert wir schon wissen miissen,
was der Grenzwert ist. Das ist irgendwie unbefriedigend, weil wir den Grenzwert erst
einmal raten miissten. Es wére gut, wenn wir irgendwie auch so wenigstens rausfinden
wiirden, ob eine Folge tiberhaupt konvergiert, ohne das Wissen des Grenzwertes zu
nutzen.

Dazu werden uns (jedenfalls dann in den reellen Zahlen) Cauchyfolgen helfen:
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3.1 Konvergenz und erste Eigenschaften

Definition 3.1.4. Sei (a,)nen eine rationale Folge. Dann ist a,, eine Cauchyfolge, falls
fiir alle € > 0, € € Q es ein ng € N gibt, so dass |a,, — a,,| < € fiir alle n,m > ng gilt.

Satz 3.1.5. Jede konvergente rationale Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei (an)nen die konvergente Folge mit Grenzwert a. Sei € > 0. Da lim,, o0 @, =
a gilt, gibt es ein ng € N mit |a, —a| < § fiir alle n > ng. Damit gilt fiir alle n,m > ng
nach Dreiecksungleichung

€ €
‘an—am|§|an—a\+|am—a\<§+§:6, O

Beispiel 3.1.6. Sei ¢ € Q4 und zg € Q.. Die zugehorige Heron-Folge z,,, vgl.
Definition 2.6.2, ist eine Cauchyfolge (Ubungsaufgabe).

Wenn man nun schon mal glaubt, dass wenn diese Heron-Folge in Q konvergiert, der
Grenzwert auch wirklich eine Loésung von 22 = c ist, sehen wir, dass zumindest fiir
¢ = 2 diese Cauchyfolge nicht in Q konvergieren kann (da 2 = 2 keine rationale Losung
hat).

Beispiel 3.1.7 (Dezimalbruchfolge). Sei (b,,), eine Folge mit b, € {0,1,...,9}. Wir
setzen a,,:= Z;;O %‘i, also a,, = by, b1bs . ..b, wenn man sich die b; als Ziffern der Zahl
ay, vorstellt. Dann ist die Folge (a,), eine Cauchyfolge:
Fir n > m gilt

b “ 10 |
= G| = < =10 .
|a a | Z 101 ) 102 Z 107,

i=m-+1 1=m-+1 i=m-+1

Es gilt allgemein fiir beliebige ¢ € R, dass (1 +q+¢*>+...+¢")(1 —q) =1 —¢"**! und
damit fir ¢ # 1:

n

OEDWEDWES
=0 =0

1=m-+1

_ qn-i-l B 1— qm-i-l qm+1 _ qn-i-l
I—¢q l—¢q I—¢q

Bei uns ist ¢ = %. Damit ist g™ eine geometrische Folge und damit nach Beispiel 3.1.3

(1—9q)

eine Nullfolge. Damit gibt es fiir jedes € > 0 ein ng € N mit |¢"| < 553

fur alle n,m > ng mit n > m

€, und es gilt

=~ 1
|an7(lm|§10 Z Twzlo

m+1 _ n+l 1 1— 1—
q q ( q . q%
i=m-+1

1—q “1-¢\ 2 T
Der Fall n < m geht analog und fiir n = m ist |a, — ap| = 0.
Als weitere mogliche Eigenschaft einer Folge lernen wir Beschranktheit kennen:

Definition 3.1.8 (Beschrianktheit von Folgen.). Eine Folge (ay), heifit beschrinkt,
falls es ein C' > 0 mit |a,| < C fir alle n € N gibt. Eine Folge heifit von oben beschrankt
bzw. von unten beschrinkt, falls es ein C' > 0 mit a,, < C bzw. a, > —C fir alle n € N
gibt.
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3 Folgen

Lemma 3.1.9. Jede konvergente Folge und jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis. Sei lim,_,o a, = a. Dann gibt es fiir ¢ = 1 ein ng € N, so dass |a, —a| < 1
fiir alle n > ng gilt. Damit ist nach Dreiecksungleichung |a,| < |a| + 1 fur alle n > ny.
Wir setzen C als das Maximum von |ag|, |a1], ..., |an,| und |a| + 1. Dann gilt |a,| < C
fiir alle n € N und die Folge ist beschrénkt.

Sei nun a,, eine Cauchyfolge. Dann gibt es fiir e = 1 ein ng € N, so dass |a, — apm| < 1
fir alle n, m > ng gilt. Insbesondere kénnen wir m = ng wahlen. Der Rest des Beweises
geht dann analog wie zum Fall der konvergenten Folge von oben. O

Konstruktion reeller Zahlen Wenn wir an das Beispiel der Heron-Folge zuriickdenken,
vgl. Definition 2.6.2, welche anschaulich eine Losung von 22 = 2 annéhert, wiirden wir
gerne diese Folge benutzen, um die positive Lésung von 22 = 2 zu definieren.

Auch bei unserem Beispiel der Dezimalbruchfolge wiirden wir uns den Grenzwert gerne
als den (potenziell) unendlich Dezimalbruch vorstellen (z.B. wird 0,1234512345. ..
angendhert durch die Folge, die diesen Bruch nach der n-ten Kommastelle abschneidet.)

Das heifit wir wollen ’potenziell neue Zahlen’ durch Cauchyfolgen definieren und die ra-
tionalen Zahlen, die wir schon kennen, konnten konstanten Folgen entsprechen. Da muss
man aber natiirlich vorsichtig sein, weil verschiedene Folgen, den gleichen Grenzwert
haben kénnen. Deshalb werden wir auf der Menge der rationalen Cauchyfolgen eine
Relation einfithren, die modellieren soll, dass zwei Cauchyfolgen den gleichen Grenzwert
haben (auch wenn dieser Grenzwert, dann selbst vielleicht nicht rational ist):

Sei
C:={(an)nen rationale Folge | (an)nen ist Cauchyfolge in Q}.

Seien (ap)n, (by)n € C. Dann setzen wir (a,) ~ (by,), falls die Folge (c¢,:=b, — an)n
gegen 0 konvergiert. Man iiberpriift direkt, dass ~ auf C eine Aquivalenzrelation ist.
Wir definieren die reellen Zahlen als

R:=C/ ~.

Die reellen Zahlen sollen ja eigentlich eine Erweiterung der rationalen Zahlen sein, d.h.
Q@ soll eine Teilmenge von R sein. So wie wir das hier eingefiihrt haben ist, dass erst
einmal nicht so. Aber die Abbildung

i: Q- Rz [(2)]

ist injektiv, und so konnen wir Q mit i(Q) identifizieren.

Bis jetzt ist R erst einmal nur als abstrakte Menge definiert. Wir hatten aber behauptet,
dass R sogar ein archimedisch angeordneter Koérper sein wird. D.h. wir brauchen auf
alle Félle eine Addition und Multiplikation auf R. Diese soll natiirlich auf Q (wenn
identifiziert mit i(Q)) der Addition und Multiplikation entsprechen, die wir schon
kennen.
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3.1 Konvergenz und erste Eigenschaften

Wir definieren

[(@n)n] + [(bn)n]:=[(an + bn)nl,  [(an)n] - [(bn)n]:=[(an - bn)n]

Wohldefiniertheit der Abbildungen? Hier ist die Frage, ob die Abbildungen wirklich
wieder in R abbilden (D.h. sind die Bildfolgen (a,, + by,), und (ay, - by,), wirklich wieder
Cauchyfolgen.) und ist die Definition unabhéngig von der Wahl der Repréisentanten der
Aquivalenzklasse. Das impliziert dann insbesondere, dass die Addition auf i(Q) C R
mit der auf Q iibereinstimmt. All das kann man direkt nachpriifen, wir beschranken
uns hier als Beispiel auf

Lemma 3.1.10. Sind (a,)n und (b,), Cauchyfolgen in Q, so ist auch (anby), eine
Cauchyfolge in Q.

Beweis. Es gilt
|anbn — @mbm| =(an — am)bn + @m(bn — )| < |an — am] - [bn] + |am] - [bn — by)-

Da a, b, eine Cauchyfolge ist, sind die Folgen nach Satz 3.1.9 beschrankt. D.h. es gibt
C1,Cs > 0 mit |a,| < C; und |b,| < Cs fir alle n € N. Da a,, Cauchyfolge ist, gibt
es fiir jedes € > 0 ein ny € N mit |a, — a,| < ﬁe fur alle n,m > nq. Analog gibt es
fiir jedes € > 0 ein ng € N mit |b, — b, | < ﬁe fur alle n, m > no. Wir setzen ng das
Maximum von nq und ns.

Dann gilt fiir alle n,m > ng:

1 1
|anbn — ambm| < |an — am| - [bn| + |am| - [bn — bin| < 2—602 + —

o 201601:6 O

Nun haben wir eine Addition und Multiplikation auf R. Als Ordnungsrelation definieren
wir [(an)n] < [(bn)n], falls [(an)n] = [(bn)n] oder falls es eine Cauchyfolge (¢ )nen und
eine ng € N mit ¢, > 0 und a,, + ¢, = b, fiir alle n > ng.* Man kann direkt iiberpriifen,
dass < eine Ordnungsrelation auf R ist, die auf Q unserem Standard-< entspricht.

Mit dieser Addition, Multiplikation und einer Ordnungsrelation <, die analog zu
der in Q definiert ist, kann man Schritt fir Schritt nachpriifen, dass R wirklich ein
archimedisch angeordneter Korper ist. Der Betrag, den wir in Definition 2.4.6 erst
einmal nur fiir rationale Zahlen hatten, erweitert sich nun auch direkt auf die reellen
Zahlen und alle Eigenschaften von dort iibertragen sich. Ab sofort nehmen wir an, dass
wir die zugehorigen Rechenregeln kennen.

Die Definition des Grenzwertes einer reellen Folge ist nun ganz analog der rationalen,
d.h.: Eine reelle Folge (a,,), konvergiert gegen a € R, falls es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N
gibt, so dass |a, — a| < € fiir alle n > ng gilt.

*Im ersten Moment denkt man vielleicht, dass man auch (dquivalent) definieren koénnte: [(an)n] <
[(bn)n], falls es eine Cauchyfolge (cn)nen und eine ng € N mit ¢, > 0 und an + ¢ = by fir alle
n > ng.

Aber da muss aufpassen: Z.B. Sei an, = + und b, = —%. Dann ist [(an)n] = [(bn)n] (das ware die
0 € R), aber es gibe eine solche Cauchyfolge ¢y, wie eben gefordert, nicht.
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3 Folgen

Alle Eigenschaften von konvergenten Folgen, die wir bis jetzt betrachtet haben, wie z.B.
Eindeutigkeit des Grenzwertes (Satz 3.1.2), dass jede konvergent Folge eine Cauchyfolge
ist (Satz 3.1.5) und dass jede konvergente Folge oder Cauchyfolge beschrénkt ist
(Satz 3.1.9), gilt mit genau den gleichen Beweisen auch fiir reelle Zahlen.

Was haben wir durch die Konstruktion der reellen Zahlen auf diese Art
und Weise gegeniiber den rationalen Zahlen gewonnen?

Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in den reellen Zahlen.

Somit konvergiert auch unsere Dezimalbruchfolge aus Beispiel 3.1.7; den Grenzwert
notieren wir dann als den unendlichen Dezimalbruch. Und auch unsere Heron-Folge
aus Definition 2.6.2 konvergiert. Die (berechtigte) Hoffnung ist natiirlich, dass der
Grenzwert dann auch wirklich eine Losung von z? = 2 ist. Um das zu iiberpriifen
benétigen wir noch ein paar Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

3.2 Rechenregeln und Eigenschaften fiir konvergente
Folgen

Satz 3.2.1 (Rechnen mit konvergenten Folgen). Seien zwei konvergente reelle Folgen
mit a, — a und b, — b fiir n — oo gegeben. Sei p,v € R. Dann gilt:

(i) Die Folge pa, + vb, konvergiert nach ua + vb.
(ii) Die Folge a,b,, konvergiert nach ab.

(iti) Fir b # 0, gibt es ein ng € N, so dass 3™ fir alle n > no definiert ist. Diese
Folge konvergiert gegen .

Beweis. (i) Falls v # 0 und p # 0 sind, gibt es zu jedem € > 0 ein n; € N mit

lan, —a] < ﬁ fiir alle n > n; und ein ny € N mit |b, — b < ﬁ fir alle n > noy. Sei

nun ng = max{ni,ns}. Dann gilt fiir alle n > ng
|(pan + vby) — (pa +vb)| = [u(an — a) + v(b, — )| < |pllan — a| + |v[[b, —b| <.

Falls ein p oder v gleich Null ist, sieht man die Behauptung ganz analog. (ii) wird sehr
dhnlich zu Lemma 3.1.10 gezeigt.

(iii) Wir kénnen erst einmal a, = 1 annehmen, da der allgemeine Fall dann aus (ii) mit
Z—n =ap- in folgt. Um zu zeigen, dass b,, ab einem ngy an nicht mehr Null werden kann,
schatzen wir ab:

|bn| = [b— (b—bp)| > [b] — [bn —b].

Da b,, zu b konvergiert, gibt es e = % > 0 ein ng € N, so dass |b, — b < ‘Qﬂ fur alle
n > ng gilt. Somit ist |b,| > % > 0 fiir alle n > ng und somit bi definiert.
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3.2 Rechenregeln und Eigenschaften fiir konvergente Folgen

Es bleibt die Konvergenz von bi zu zeigen: Wir haben fiir n > ng, dass gilt

1 1‘ by, — bl

2
| = < ——1b,, — b|.
[]|bn| — \bl2| |

b, b

Fiir € > 0 sei ny € N so, dass |b, — b| < @e fiir alle n > ny gilt. Dann gilt fiir alle
n > max{ng,n1}, dass

1 1 2

— — =< —b, - b <

| e <

ist. O
Beispiel 3.2.2 (Heron-Folge — Existenz der Quadratwurzel). Fiir ¢ € R, ¢ > 0, ist die
Folge zp41 = % (ajn + w%) mit xg € R, zg > 0, konvergent mit Grenzwert = > xg, vgl.
Ubungsaufgabe 12 . Damit gilt mit den obigen Rechenregeln, dass

— i = tim () =1 (24 9)
o= Jim v = fim 3 (ot ) =5 (4 2

n
und damit 22 = c gilt.

Somit haben wir gesehen, dass x? = c fiir > 0 eine positive Losung hat. Man kann
sich iiberlegen, dass es nur eine positive Losung gibt. Diese Losung bezeichnen wir mit

Je.

Fiir das néchste Beispiel fithren wir folgende Begriffe ein:

Definition 3.2.3. Ein Polynom ist eine Funktion p: R — R der Form

d
p(z) = agz® +ag_12¥ '+ ...+ az+ag = Z a; "
i=0
mit d € N, aq,...,aq € R. Falls ag # 0, dann heifit ag Leitkoeffizient und d Grad von
p.
Eine rationale Funktion ist eine Funktion f: S C R — R der Form f(z) = % fiir
Polynome p, ¢ mit ¢ # 0* und S = {z € R | ¢(z) # 0}.

Beispiel 3.2.4. Sei f = 2: S — R eine rationale Funktion wie oben. Sei (x,), eine
konvergente Folge in S mit z = lim, o , € S. Dann folgt aus den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen direkt, dass

Q

lim p(z,) = lim (agz? + ... + ayz, + ag)

n—00 n— 00
— ; d ; —
_ad(nlgréo Tn)t 4. F al(Jgréo Zn) + ao) = p(x)

p(zn) _ p(®) :
a(en) ~ qta) &1
*0 ist hier die Nullfunktion 0: S C R — R, x — 0. Damit ist ¢ # 0 (Un-)Gleichheit auf Funktionen.

D.h. g kénnte zwar fir bestimmte z den Wert Null annehmen, aber nicht fiir alle x € R.

und analog lim,,
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3 Folgen

3.3 Der 'Grenzwert unendlich’ - uneigentliche
Konvergenz

Betrachten wir die Folgen a,, = n und b,, = (—1)", dann konvergieren beide nicht nach
unserer Grenzwertdefinition. Aber Konvergenz geht aus unterschiedlichen Griinden
‘schief’. Wahrend b,, immer zwischen —1 und 1 springt, kénnte man sagen, dass sich
a, nach unendlich strebt. Um dies noch zu unterscheiden, fiihrt man den Begriff der
uneigentlichen Konvergenz ein.

Definition 3.3.1 (Uneigentliche Konvergenz). Die Folge (an)nen konvergiert unei-
gentlich gegen too, falls es zu jedem K > 0 ein ng € N mit +a,, > K fir alle n > ng
gibt.*

Notation: lim,,_,o a, = o0 oder a,, — +oo fir n — oco.

Beispiel 3.3.2. lim,,_,oc 1 = 400, lim,,_s0c n? = 00
Fir g € R, ¢ > 1 ist lim,,, o, ¢" = o0.

Lemma 3.3.3. Sei a,, eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n. Dann gilt lim, . a,, = co
genau dann, wenn lim,,_, (% =0 ist.

Beweis. Sei lim,,_,~ a, = 0o und sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass a,, > %

fur alle n > ng. Somit ist mit |¢%| < e fiir alle n > ng und damit lim,, ai =0.

Sei nun andererseits lim,, o ai = 0 und K > 0. Dann gibt es ein ng € N, so dass
1

|ai| < # fiir alle n > ng. Somit ist a, = |a,| > K fiir alle n > ng und damit

lim,, o0 @y, = 00. O

Im allgemeinen (also ohne die Positivititsforderung an a,,) folgt aus lim,, % =0
aber nur lim,_,  |a,| = co.

Auch andere der Rechenregeln fiir konvergente Folgen lassen sich auf die uneigentliche
Konvergenz iibertragen, man muss nur an einigen Stellen vorsichtig sein. Ahnlich wie
das letzte Lemma zeigt man direkt:

Lemma 3.3.4. Seien a, — a € R und by, c, — oo fiir n — co. Dann gilt:
(i) Die Folgen a, + by, by + ¢p, bpcy, konvergieren uneigentlich nach unendlich.

(i) Falls a # 0 ist, konvergiert a, b, uneigentlich gegen unendlich fir a > 0 und gegen
minus unendlich fir a < 0.

Beispiel 3.3.5. Andererseits wissen wir in der Situation von obigen Lemma a priori
nichts iiber die Konvergenz von IC’—" oder von a,b, falls a,, eine Nullfolge ist:

Seien p(x) = Z?:o pix® und g(x) = Y~ ¢;x* zwei Polynome vom Grad d bzw. m. Wir
betrachten die Folgen b,, = p(n) und ¢, = ¢(n). Dann haben wir mit den Rechenregeln
fiir (uneigentlich) konvergente Folgen

*Man muss hier & separat lesen, d.h. fiir Konvergenz gegen unendlich soll a,, > K und fiir gegen
minus unendlich soll —a, > K (also an < —K) sein.
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3.4 Vergleiche mit konvergenten Folgen

bjz pan® + pa_1n? + ...+ po _ pdem pa+ Bt 4 4+ B
Cn o Gun™ + gmo1n™ T+ L+ o Gm + 2+ D

nm

=:an
Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen gilt a,, — fl’—‘l fiir n — co. Wohin dann
g—:’ (uneigentlich) konvergiert, hingt dann am Verhalten von n?~™. Falls d > m ist,
geht n4~™ und damit ganz IZ—: gegen unendlich; falls d = m ist, ist f—z =a, — (%; falls

d—m

d < mist, ist n eine Nullfolge und somit auch g—”.

Noch eine Bezeichnung fiir besondere Teilmengen von R:
Definition 3.3.6 (Intervalle). Seien a,b € RU {£o0}.

(a,b):={z € R | a <z < b} ist das offene Intervall von a bis b
[a,b:={x € R | a <z < b} ist das abgeschlossene Intervall von a bis b
[a,b):={x € R | a < x < b} ist das rechtsoffene Intervall von a bis b
(a,b):={z € R | a < z < b} ist das linksoffene Intervall von a bis b
(a,00):={x € R | a < z} ist das offene Intervall von a bis co
[a,00):={x € R | a < x} ist das linksgeschlossene Intervall von a bis co
,b):={x € R | x < b} ist das offene Intervall von —oco bis b
,b:={z € R | < b} ist das rechtsgeschlossene Intervall von —oco bis b

3.4 Vergleiche mit konvergenten Folgen

Satz 3.4.1. Seien an, by, c, reelle Folgen mit lim,, o a, = a und lim,, - b, = b.
(i) (Vergleichssatz) Gibt es ein ng € N mit a,, < by, fiir alle n > ng, dann ist a < b.

(ii) (Einschniirungssatz) Gibt es ein ng € N mit a,, < ¢, < by, fir alle n > ng und
gilt a = b, dann ist ¢, konvergent mit lim,,_, - ¢, = a.

(iii) Es gilt lim, o |an| = |al.

Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir: Aus a,, < b, im obigen Kontext folgt
nicht a < b sondern auch nur a < b, z.B. ist ﬁ < % fur alle n, aber beide Folgen sind
Nullfolgen.

Beweis von Satz 3.4.1. (i) Es ist
a—b<a—ap,+a,—b,+b,—b<|b—0b,|+|a, —ql

fur alle n > ng. Sei € > 0. Aus der Konvergenz von a,, und b, folgt, dass ein n; € N
existiert, so dass |a, —a| < § und |b, —a| < § fiir alle n > ny gilt. Somit gilt fiir
n > max{ng,n }

a—b<e
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Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt a <b.

(ii) Es gilt a,, —a < ¢, —a < b, — a fir alle ny € N und somit |¢,, — a| < max{|a, —
al, |b, —al} < § fiir alle n > max{ng,n1} mit n; wie aus (i) . Damit ist lim, o ¢, = a.
(iii) Aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung Lemma 2.4.7 folgt ||a,| — |a|| <
|an, — a|. Der Rest folgt dann mit der Konvergenz von a,, dhnlich wie oben.

Beispiel 3.4.2. Wir wollen mittels des Einschniirungssatzes zeigen, dass cn::% eine
Nullfolge ist. Es ist ¢, > 0 und

n! 1-2-...-n 1 2 n 1 .

—_— = = — . — . =< —furn>2.
——
<1 fir n>2

Insgesamt also 0 < ¢,, < % fur alle n > 2. Aus dem Einschniirungssatz folgt nun, dass
n!
=0.

hmn—)oc nn

Beispiel 3.4.3. Sei nun a,:=vn?+1 — n. Es gilt a, > 0. Als nichstes zeigen wir

an, < ﬁ: Dafiir beginnen wir mit 0 < ﬁ. Daraus folgt
n2+1<i+1+n2— i+n :
~ 4n? “\2n
und damit

1
Vn?2+1< —+n,
2n

also die Behauptung.
Damit ist 0 < a,, < ﬁ, also a,, ist zwischen zwei Nullfolgen eingeschniirt und damit
selber eine Nullfolge. *

3.5 Intervallschachtelung

Bis jetzt haben wir Folgen betrachtet, deren Konvergenz, haben Cauchyfolgen einge-
fithrt und damit insbesondere die reellen Zahlen eingefiihrt. Wir haben die wichtigsten
Rechenregeln und Vergleichssétze fiir konvergente Folgen kennengelernt. In den fol-
genden Abschnitten werden wir verschiedene oft auftretende weitere Methoden und
Begriffe im Umfeld von Folgen kennenlernen.

Wir beginnen mit der Intervallschachtelung:

Definition 3.5.1 (Intervallschachtelung). Fiir alle n € N sei I,,:=[ay, b,] ein abgeschlos-
senes Intervall (d.h. insbesondere a,, < b, ). Wir nennen (1,,),, eine Intervallschachtelung,
falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

* Alternative Methode ist dritte binomische Formel, also vn? +1 —n = W n2+i/72:(_1vfz+l+n) =
n n

1

vV n24+14n

— 0 fiir n — oo.
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3.5 Intervallschachtelung

o Iy CI, firalleneN
o Fiir alle € > 0 gibt es ein n € N mit || := b, — a,, < €.

Man kann zeigen, sieche Ubungsaufgabe 8, dass es zu jeder Intervallschachtelung (I, ).,
es genau ein x € R mit z € Nuenl,™ gibt. Insbesondere ist dann lim,, , a, =
lim,, yo0 b, = .

Als eine Anwendung der Intervallschachtelung zeigen wir die Existenz der n-ten Wurzel
aus einer nichtnegativen reellen Zahl:

Satz 3.5.2 (Existenz der n-ten Wurzel). Sein € N\ {0}. Zu jedem a > 0 gibt es
genau ein x > 0 mit x™ = a. Diese Lisung bezeichnen wir als n-te Wurzel aus a und
schreiben /a bzw. aw .

Beweis. Die Existenz der n-Wurzel zeigen wir mittels einer Intervallschachtelung, die
wir wie folgt rekursiv konstruieren: Iy = [0, max{1, a}]. Damit gilt 0 < z™ < max{1,a"}
fiir alle z € Iy und a € [0,max{1,a™}]. Haben wir I}, = [ax, b;] konstruiert, setzen wir

n
Tpirim [akr1:=ag, brpr:=252] falls aff < a < (2F0)
a1 =2F0 by yyi=by] falls (2£22)" <0 < b}

Da aus ¢ < d folgt, dass ¢ < ng < d ist, haben wir Ix11 C I. Auerdem ist
nach Konstruktion [I,1| = 271Ix| = 27% Y Iy|. Damit ist |Iy11| eine Nullfolge,
und wir haben die Voraussetzungen einer Intervallschachtelung erfiillt. Damit gilt
limg 00 ar = limg 00 by =: © > 0. Nach Definition von Ij; gilt a < a < b}. Nach den
Rechenregeln fiir konvergente Folgen und dem Einschniirungssatz ist somit 2" = a.

Bis jetzt haben wir Existenz gezeigt. Es fehlt noch die Eindeutigkeit: Seien x; und x5
zwel nichtnegative Zahlen mit 27 = a = z} mit 21 # x5. Sei 21 < 3. (Der Fall 25 > 21
wird analog funktionieren.) Dann ist

a=a] =2} oy <ol lag <22l < <mpah Tl < a2l =a,
was den Widerspruch gibt. Also muss 1 = x5 und die n-te Wurzel aus a somit eindeutig
sein. O

Mit Hilfe der n-ten Wurzel konnen wir nun auch, Potenzen mit rationalen Exponenten
T

definieren: Sei ¢ = £ mit r € Z und s € N\ {0}. Dann setzen wir fiir a = 0 und
q € Q\ {0} immer a? = 0" und fiir a > 0 setzen wir

aq::(ar)%.

Da eine rationale Zahl verschiedene Darstellungen als Bruch hat, miissen wir auch hier
wieder tiberpriifen, dass dies wohldefiniert ist: Sei dazu ;—1 = ;—; Dann ist nach den
Potenzgesetzen fiir ganzzahlige Exponenten:
1 T 1
(™))% = (@) 7)) = (@) = 0" = a7 = = ((a) )
*MNpenIn =IoNIiNIaN..., also: Es ist genau dann & € NyenIn, wenn x € I, fir alle n € N gilt.
00 ist im Allgemeinen nicht definiert.
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3 Folgen

und somit nach Eindeutigkeit der n-ten Wurzel (a”)ﬁ = (a”)i.
Durch Verwenden der Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten kann man nachrechnen,
dass fir r,s € Q, a,b > 0 gilt:

CLT(IS — aTJrS’ (ar)s — ar57 arbr — (ab)r.

Idee fiirs Nachrechnen: Um diese Potenzgesetze nachzurechnen, will man die Gesetze
fiir ganzzahlige Exponenten verwenden. D.h. statt direkt a"a® = a"** zu iiberpriifen,

p1 P2
rechnet man (falls 7 = I und s = 2 fiir p;,q; € Z) nach, dass (anaw)b® =

P P
(aﬁ+ﬁ)q1q2 gilt und benutzt dann die Eindeutigkeit der g;go-ten Wurzel. Das ist die
Idee, die wir auch bei der Wohldefiniertheit unserer Definition von a? verwendet haben.

Als eine weitere Anwendung der Intervallschachtelung kann man sich iiberlegen, dass
jede reelle Zahl eine Darstellung als unendlicher Dezimalbruch hat. Diese Darstellung ist
nicht zwingend eindeutig, z.B. ist 0,9:=0,99999 ... = 1 und auch 4, 319:=4,139999. .. =
4,14, vgl. Ubungsaufgabe 8. Wenn man allerdings keine abbrechenden Dezimalbriiche
zulédsst, also keine Darstellung, wo nach einer der Nachkommastelle b,, # 0 nur
noch Nullen folgen, sondern diese Nachkommastelle durch b,, — 1 ersetzt und danach
alle Kommastellen auf 9 setzt, ist die Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen
eindeutig. Dann besitzt jede reelle Zahl eine eindeutige unendliche (nichtabbrechende)
Dezimalbruchdarstellung.

3.6 Konvergenzkriterium: Monoton und beschrankt

FEine Folge am Beispiel des Zinseszins: Einem Kunden wird ein jahrlicher Zinssatz von
p (entspricht p - 100%) versprochen. Der Kunde legt 1 Euro an. Nach einem Jahr hat
er 1 +p Euro, ..., nach r Jahren hat er (1 + p)” Euro.

Woanders wird dem Kunden nun aber ein halbjéahrlicher Zins von & versprochen. Dann

hat der Kunde nach einem halben Jahr 1 + £ Euro und nach einem ganzen Jahr
1+8)2=14+p+ % Euro und damit mehr als die 1 + p Euro vom ersten Fall.

Da denkt sich der Kunde wahrscheinlich, vielleicht findet sich jemand der mir nach
%.tel eines Jahres einen Zinssatz von £ verspricht. Dann hétte er nach einem Jahr
(14 £)™ Euro. Vielleicht ist das ja mehr als fiir ﬁ.tel eines Jahres und man kann so
(wenn man mal ignoriert, dass niemand das Jahr in beliebig kleine Teile aufteilen wird)

vielleicht in nur einem Jahr beliebig viel Geld machen?
Das fiihrt auf die Betrachtung der Folge a,, = (1 + %)n

Im Kontext des Zinseszins mag die Frage vielleicht noch etwas kiinstlich erscheinen,
weil bei der Verzinsung die Zeitschritte einfach in der Realitdt nicht beliebig klein
gewahlt werden. Aber diese Folge kommt noch in zahlreichen Prozessen in der Natur
vor — wann immer eine Grofle u sich in jeder hinreichenden kleinen Zeitspanne At
proportional zu dem vorhandenen u zur Zeit ¢ und der Zeitspanne At dndert, also

u(t + At) — u(t) = au(t)At,
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3.6 Konvergenzkriterium: Monoton und beschrinkt

hierbei ist a eine Konstante — der Proportionalitdtsfaktor. Beispiele fiir solche Prozesse:

o Entwicklung der Bevolkerungszahl unter der Annahme, dass sich die Population
mit einer konstanten Rate (=Geburtsrate-Todesrate) verdndert.

o Zerfall radioaktiver Substanzen

e Temperaturdifferenz eine Kérpers zur Umgebung, welche auf konstanter Tempe-
ratur gehalten wird.

Im Falle des Zinseszins wiare a = p und At = %

Wenn wir uns mal die ersten Folgen-

werte anschauen, haben wir den Ein- 271

druck, dass die Folge immer wéchst, Ve ._...--""
aber nicht beliebig grof3 wird, son- o

dern sich einem Wert (wahrscheinlich .

irgendwo nahe 2,7) ann&hert. Die M1,
Anschauung macht uns glauben, dass 23

allgemein eine Folge die kontinuier-
lich wéchst und von oben beschriankt
ist einen Grenzwert haben sollte. Das
wird auch so sein, wie wir bald zeigen
werden.

Zuvor fihren wir jedoch erst noch eine Begriffe ein:
Definition 3.6.1. Eine Funktion f: S C R — R heif3t
o monoton wachsend, wenn fiir z,y € S mit x < y folgt, dass f(x) < f(y) gilt.

e streng monoton wachsend, wenn fiir z,y € S mit z < y folgt, dass f(z) < f(y)
gilt.

o monoton fallend, wenn fir z,y € S mit z < y folgt, dass f(x) > f(y) gilt.
o streng monoton fallend, wenn fir xz,y € S mit z < y folgt, dass f(x) > f(y) gilt.

Beispiel 3.6.2. Fir n € N\ {0} sind die Funktionen f,: z € Ryg:={z e R | z >
0} = 2™ € Ryo und gy, : T € R>¢ streng monoton steigend:

Sei x < y. Dann ist z,y > 0. Falls = 0 ist, ist 2" = 0 < y™ klar. Fiir x,y > 0 gilt
fa(z) =2 <a"ly <a" TP <<yt = fuly)

Sei z < y. Um zu zeigen, dass g, streng monoton wachsend ist, nehmen wir zw > y%
an. Da alles nichtnegative Zahlen sind, folgt aus der Monotonie von f,, dass z =
(z7)" > (y=)™, was ein Widerspruch zu x < y wire. Damit ist g, streng monoton
wachsend.

Da eine reelle Folge a,, einer Funktion a: N C R — R, n + a,, entspricht, ergibt sich
daraus, wann eine reelle Folge monoton wachsend, usw. ist:
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3 Folgen

Lemma 3.6.3. Eine reelle Folge (ap)nen st genau dann monoton wachsend, falls
ap+1 > ap fir alle n € N gilt. Analoge Aussagen gelten fir (streng) monoton wach-
send/fallend.

Beweis. Sei a,, monoton wachsend. Dann folgt a,,+1 > a, aus n+1 > n.
Sei nun a,,+1 > a, fiir alle n € N. Sei n > m. Dann gibt es ein ¢ € N mit n = m+ ¢ und
wir haben a, > Gm4c—1 = Gmtc—2 > ... > Q. Also ist a, monoton wachsend. O

Definition 3.6.4. Sei M C R. Ein C € R mit z < C fur alle x € M heifit obere
Schranke von M.
Gibt es ein K € R mit folgenden Eigenschaften

o K ist obere Schranke von M
e Ist k < K, dann ist k keine obere Schranke von M,

dann nennen wir K das Supremum von M und schreiben sup M = K. Das Supremum
ist also die kleinste obere Schranke von M.

Ist sup M € M, dann nennen wir sup M das Maximum von M und schreiben max M.
Analog definieren wir untere Schranken und die gréfite untere Schranke von M — das
Infimum inf M von M und im Fall, dass inf M € M gilt, das Minimum min M von M.

Sei M = {1 | ne N\ {0}}. Dann ist sup M = max M = 1, inf M = 0 und M besitzt
kein Minimum, da es es kein n € N mit %L = 0 gibt. Man sagt: Das Infimum von M
wird nicht angenommen.

Dagegen gilt

Satz 3.6.5. Jede nicht-leere Menge M C 7Z, die nach unten beschrinkt ist, besitzt ein
Minimum.

Beweis. Sei zundchst M C N. Dann ist 0 eine untere Schranke fiir M. Ist 0 € M,
dann ist 0 automatisch das Minimum und wir sind fertig. Ist 0 ¢ M, dann ist 1 eine
untere Schranke von M. Ist 1 € M, so ist 1 das Minimum, wenn nicht ist 2 eine untere
Schranke. So fahren wir weiter fort. Dieses Verfahren muss irgendwann abbrechen,
da M nicht-leer ist, und es somit ein x € M C N existiert. Spatestens x + 1 kann
dann keine untere Schranke mehr von M sein, d.h. irgendwann vorher miissen wir das
Minimum von M gefunden haben.

Sei nun M C Z. Da M nach unten beschrankt ist, gibt es eine untere Schranke b € Z.
Wir betrachten M":={n —b | n € M}, Dann ist M’ C N, denn fir n € M folgt aus
n > b, dass n — b > 0 gilt. Da M’ nicht-leer ist, folgt aus obigen Uberlegungen, dass
M’ ein Minimum y:=min M’ besitzt. Dann ist y + b = min M. O

 Existenz einer oberen Schranke ist gleichbedeutend mit die Folge/Menge ist von
oben beschrankt

o Gibt es eine obere Schranke fiir eine nicht-leere Menge M in R, dann gibt es auch
eine kleinste obere Schranke, also sup M € R existiert.
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3.6 Konvergenzkriterium: Monoton und beschrinkt

Beweis. Sei C eine obere Schranke von M und xz € M. Wir konstruieren uns
die kleinste obere Schranke durch eine Intervallschachtelung dhnlich wie in der
Konstruktion der n-ten Wurzel.

Wir setzen ag = x und by = C. Ist x = C, dann ist x automatisch die kleinste
obere Schranke. Sonst definieren wir rekursiv folgende Intervalle: Ist %(an +by)
eine obere Schranke von M, so setzen wir a,4+1 = a, und b,41 = %(an + by).
Falls nicht, setzen wir a,41 = %(an + b,) und b,41 = b,. Dann haben wir
eine Intervallschachtelung I,,:=[an, b,], da nach Konstruktion I,41 C I, und
[Int1] = %|In| gilt. Somit gibt es ein a mit lim,, oo a,, = lim,_,, b, = a. Da alle
b, obere Schranken von M sind und alle a,, keine oberen Schranken sind, ist a
die kleinste obere Schranke von M. O

Damit haben wir gesehen, dass eine von oben beschrinkte Menge in R immer
ein Supremum in R besitzt. Analog hat jede von unten beschrankte Menge in R
immer ein Infimum. Diese Eigenschaft nennt man Ordnungsvollstindigkeit der
reellen Zahlen. Die rationalen Zahlen sind z.B. nicht ordnungsvollstéandig, da fir
eine beschrankte Teilmenge von Q das Supremum zwar in R existiert, aber nicht
in Q liegen muss.

Nun kénnen wir unsere Vermutung zur Konvergenz von monotonen beschrankten Folgen
beweisen:

Satz 3.6.6 (Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschranktheit). Jede monoton
wachsende, nach oben beschrinkte Folge ist konvergent. Analog ist jede monoton fallend,
nach unten beschriankte Folge konvergent.

Beweis. Sei a,, die monoton wachsende, nach oben beschréankte Folge. D.h. es gibt das
Supremum a = sup{a, | n € N}. Wir wollen zeigen, dass a = lim,_, « a,, gilt:

Nach Definition des Supremums gilt a,, < a fir alle n € N und fiir jedes ¢ > 0 gibt
es ein ng € N mit a — € < ap, < a, denn sonst wire a — € eine obere Schranke von
{a, | n € N}. Da a,, monoton wachsend ist, folgt a — e < a,, < a und damit |a —a,| < €
fur alle n > ng. Also konvergiert a,, gegen a fiir n — oo. O

Dieses Kriterium wollen wir gerne auf die Folge (1 + %)n anwenden. D.h. wir miissen
fiir diese Folge zeigen, dass sie monoton wachsend und von oben beschréankt ist. Dazu
sammeln wir zuerst noch ein paar Hilfsmittel:

Satz 3.6.7 (Binomialkoeffizienten und binomischer Satz). Seien n,k € N. Die Bino-
mialkoeffizienten (Z)* sind definiert durch’

ny k!(v?ik)! k<mn
k) 0 k>n

) ist die Anzahl der Moglichkeiten k& Elemente aus einer n-elementigen Menge

FEs gilt

n

*Interpretation: (k

auszuwéhlen.
TFakultit: n! ist die Anzahl der Moglichkeiten n verschiedene Elemente in eine Reihenfolge zu
bringen: n!=n-(n—1)-...-1firn >0 und 0! = 1.
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3 Folgen

(i) () = ()

(@) (7)) = () + () fir 1<k <n
(iii) (a+b)"=>p_o (1)a*b"~F fiir a,b € R und somit insbesondere 2" =3 )"_ (}).
(iv) 2"=1 < n! firn>1

Beweis. (i) direkt aus Definition
(ii)+(iil)+(iv) Mittels vollstiandiger Induktion. O

Beispiel 3.6.8. Die Folge a,, = (1 + %)n konvergiert:

Wir zeigen, dass a,, monoton wachsend und beschrankt ist, dann wird die Konvergenz
aus Satz 3.6.6 folgen:

Monoton wachsend:

1\ n+1
an+1_(1+"+1) _<1+1> <1+7l-1‘r1> _n+1(n+2 n >"+1

an (1+%)n n 1+% n n+ln+1

n+1 1 et
= 1—7
n (n+1)2

Mit der Bernoulli-Ungleichung (1 + )™ > 1+ mz fiir m € Nund z € R mit z > —1,
vgl. Ubungsaufgabe 7, angewendet fiir m =n 41 und = = —m folgt

an+1>n+1<1_ 1 ):1

a, ~ N n+1

Von oben beschrinkt:
Nach dem binomischen Satz gilt

we(2) =S 0 S0

k=1

Fir 1 < k < ngilt (})5 = 55— < & und damit zusammen mit
Satz 3.6.7(iv)

3

n n—1

1 1 j=k-1 1

angl—&—g Egl-i- ok—1 = 1+E 27
k=1 k=1 =0

_a
Die rechte Seite ist gleich 1 + % < 3. Damit ist a,, durch 3 von oben beschrankt.
2

Damit wissen wir, dass a,, konvergiert, den Grenzwert nennen wir Fulersche Zahl e.

Nach dem Vergleichssatz 3.4.1 folgt e < 3. Wir werden spéter sehen, dass e eine
irrationale Zahl ist.
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3.7 Asymptotische Gleichheit

3.7 Asymptotische Gleichheit

Vergleichen wir die uneigentlich konvergenten Folgen (n),, (n + 1), und (n?),. Alle
konvergieren gegen unendlich. Doch beim Blick auf den Graphen wiirden wir sagen,
dass n? ’schneller gegen unendlich strebt’ als die anderen beiden Folgen, wogegen n
und n + 1 eher ’gleich schnell” gegen unendlich konvergieren. Diese Intuition wird durch
den Begriff der asymptotischen Gleichheit erfasst:

Definition 3.7.1. Seien (a,), (b,) Folgen positiver reeller Zahlen. Dann nennen wir
(an) und (b,) asymptotisch gleich (geschrieben: a,, ~ by,), falls $= — 1 fiir n — oo.

Asymptotische Gleichheit bilden eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Folgen
positiver reeller Zahlen.

Beispiel 3.7.2.

(i) Konvergieren a,, und b,, gegen den gleichen Grenzwert ungleich Null, so sind sie
nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen automatisch asymptotisch gleich.

(ii) n 41 und n sind asymptotisch gleich, da 2 =1+ L — 1 fiir n — oco.

n

=1 _50firn— .
n n

(iii) »? und n sind nicht asymptotisch gleich, da

(iv) Ist p ein Polynom vom Grad d und Leitkoeffizient a, dann ist p(n) ~ an?: Sei
p(n) = an® 4+ ag_1n? ' 4+ ... 4+ ain + ag. Dann ist
ad—1 a ao

+...+——+ — — 1 firn — .
and=1 = gnd

Asymptotische Gleichheit wird auch verwendet, um die Laufzeit/Komplexitat von
Algorithmen in der Informatik zu vergleichen.

Interessant ist der Begriff der asymptotischen Gleichheit vor allem, wenn man N&-
herungswerte fiir eine Folge a,, fur groflie n haben will, wo die Folgenglieder aber
selbst aufwendig/langsam zu berechnen sind. Wenn man dann eine ’leichter/schneller
berechenbare’ Folge findet, die asymptotisch gleich ist, kann man diese nutzen um
N&aherungswerte zu erhalten. Ein Beispiel dafiir ist die Stirlingsche Formel, die eine
schnelle approximative Berechnung von n! fiir grofe n moglich macht:

n! ~n"e "V 2mn.

Diese Formel werden wir jedoch erst spater nachrechnen kénnen.

3.8 Teilfolgen und Haufungspunkte
Definition 3.8.1. Sei (ay,)nen eine Folge. Wir nennen (b, )nen eine Teilfolge von (a.,),

falls es eine Folge (i )nen natiirlicher Zahlen mit ip < 41 < 42 < ... gibt, so dass
b, = a;, fir alle n € N gilt.
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3 Folgen
Sei a, = (—1)". Dann sind b,:=as, = 1, ¢pi=agsn+1 = —1, dpi=a,2 = (—1)(”2)
Teilfolgen von a,,.

In Ubungsaufgabe 6 sehen wir:

Lemma 3.8.2. Jede Teilfolge einer (ggf. uneigentlich) konvergenten Folge konvergiert
(9gf. uneigentlich) gegen den gleichen Grenzwert.

Im Beispiel (—1)™ von oben haben wir gesehen, dass selbst, wenn eine Folge nicht
konvergent ist, sie konvergente Teilfolgen besitzen kann:

Definition 3.8.3. Ein a € R:=R U {400} ist ein Haufungspunkt einer Folge (a,)n,
wenn es eine gegen a (uneigentlich) konvergierende Teilfolge von a,, gibt.

Die Folge (—1)™ war zwar nicht konvergent, aber sie hat zwei Haufungspunkte, ndmlich
1 und —1.

Um in Zukunft nicht mehr (wenn nicht unbedingt nétig) zwischen Konvergenz und
uneigentlicher Konvergenz unterscheiden zu miissen, setzen wir R:=R U {£o0} und
sagen, dass eine Folge in R konvergiert, falls sie uneigentlich oder in R konvergiert.

Lemma 3.8.4. Eine Folge ist genau dann von oben (bzw. von unten) nicht beschrdnkt
(man sagt auch unbeschriankt, wenn oo (bzw. —oo) ein Haufungspunkt der Folge ist.

Beweis. Sei (ay,), eine Folge. Sei zunédchst oo ein Haufungspunkt von a,,. Dann gibt es
eine gegen unendlich uneigentlich konvergente Teilfolge (an, )x von a,. D.h. insbesondere
gibt es fiir alle K > 0 ein £ € N mit a,,, > K. Damit kann kein K eine obere Schranke
von a,, sein und somit ist a,, nicht von oben beschriankt.

Sei nun (a,,), nicht nach oben beschrinkt. Dann gibt es fir alle £k € N mit k& > 0 ein
ny € N mit a,, > k. Damit ist insbesondere a,,; > k fiir alle j > k und (a,, ) ist eine
nach unendlich konvergierende Teilfolge. O

Wir hatten gesehen, dass jede monotone beschrinkte Folge konvergiert. Wenn wir das
monoton weglassen, muss die Folge im Allgemeinen nicht mehr konvergieren, aber wir
haben:

Satz 3.8.5 (Bolzano-Weierstral). Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente
Tetlfolge.

Beweis. Sei a,, die beschrankte Folge. Sei b,,:=1inf{a,, ant1,an42,...}. Dann gilt b, <
bn+1. by ist also eine monotone Folge. Da a,, beschrénkt ist, gibt es ein C' > 0 mit
|a,| < C fir alle n € N. Damit ist auch |b,| < C fir alle n € N und b,, ist beschrankt.
Nach Satz 3.6.6 ist b,, damit konvergent. Der Grenzwert heifle b.

Nun wird b,, im Allgemeinen keine Teilfolge von a,, sein (das ist nur der Fall, wenn das
Infimum in der Definition angenommen wird, also schon ein Minimum ist). Aber selbst
wenn b, kein Folgenglied von (a,, ), ist, wird es nach Definition des Infimums immer
Folgenglieder a,, geben, die beliebig nahe an b,, sind:

e Sei ny derart, dass a,, < b,, + 1 gilt.
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3.8 Teilfolgen und Haufungspunkte

o Sei ny > ny derart, dass ap, < by, + 3 gilt.

e Sei ng > ngy derart, dass an, < by, + % gilt.

Solche n; existieren, weil nach der Definition des Infimums b, ,4+1 + % keine untere
Schranke an die Menge {an, , +1,an, ,+2,...} sein darf. Somit ist

Def. von by, Wahl der ap,; 1
bni S Qn; S bni + ;
Nach dem Einschniirungssatz 3.4.1 ist somit lim,, o an, = b. O

Folgerung 3.8.6. Jede reelle Folge hat einen Haufungspunkt in R.
Beweis. Folgt direkt aus Bolzano-Weierstrafl zusammen mit Lemma 3.8.4. O

Das b, welches wir in obigem Beweis vom Bolzano-Weierstraf3 als Grenzwert von
bp:=inf{an, apni1, anye, ...} gefunden haben, ist der kleinste Haufungspunkt von a,,.

Beweis. Sei ¢ < b auch ein Haufungspunkt von a,,. Sei € = bgc > 0. Da b,, — b gibt es

ein ng € N mit b, > b — € fir n > ng. Wegen a,, > b, ist somit a,, > b — € = c+ € fur
alle n > ng. Somit kann ¢ kein Hiufungspunkt von a,, sein. O

Definition 3.8.7. Sei a,, eine reelle Folge. Wir definieren den Limes inferior von a,,
als den kleinsten Haufungspunkt in R U {£o00} von a, — geschrieben liminf, . a,.
Analog wird der Limes superior von a,, als der grofte Haufungspunkt in R U {£oo}
von a,, definiert — geschrieben lim sup,,_, ., an.
1

Schauen wir uns einige Beispiele an: Sei a,, = ! +ﬁ n gerade

—+ nungerade
sind 0 und 1 alle Hdufungspunkte, also limsup,,_,., an, = 1 und liminf, ,~ a, = 0.
Zum Vergleich: sup{ay, as, ...} = 3 und inf{as,az,...} = —1.

fir n > 0. Dann

Als zweites Beispiel sei b,, = (—1)"n. Das hat zwei Haufungspunkte: oo und —oo.

Lemma 3.8.8. Sei (ay,), eine Folge und a € R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Die Folge a,, konvergiert in R gegen a.
(i) limsup,,_, ., @, = liminf,, . a, = a.
(iii) a ist der einzige Hdaufungspunkt von a,,.

Beweis. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist direkt klar nach Definition. Nach Lem-
ma 3.8.2 folgt (iii) aus (i). Sei nun a der einzige Haufungspunkt von a,,. Wir wollen
zeigen, dass a dann auch der Grenzwert von a,, ist. Wir betrachten hier nur den Fall,
dass a € R ist. Der Fall a € {£00} geht ihnlich und den lassen wir zur Ubung.

Da a € R der einzige Haufungspunkt ist, ist a,, nach Lemma 3.8.4 insbesondere
beschrankt.
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3 Folgen

Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch: Sei a nicht Grenzwert von a,,, dann gibt
es ein € > 0, so dass es fiir alle n € N ein m,, > n mit |a,,, — a| > € existiert. Die Folge
(@m,, )n ist nun eine Teilfolge von a, und noch immer beschrankt. Sie hat also nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge by. Doch fir alle diese by
gilt [by — a|] > €. Damit kann der Grenzwert von by nicht a sein und somit ist @ nicht
der einzige Haufungspunkt von a,,, was unser Widerspruch ist. O

3.9 Folgen im R"

Fiir die reellen Zahlen haben wir uns die Zahlengerade als Modell vorgestellt, fiir R? =
R x R stellen wir uns die Ebene vor, fiir den R? stellen wir uns den dreidimensionalen
Raum vor.

Der R™ ist dann die Verallgemeinerung

RY"=Rx...xR={z=(z1,...,2,) | z; € R}.
———

n—mal
ety /,//’/ ath Im R”™ gibt es die Addition
" ) +:R" x R" »R",
//' (,y) mx+y:=(14+Y1, - s Tn+Yn)
Y1 |ub : /(; und die skalare Multiplikation®
- R xR™ -»R",

- T A\, ) mAz=(Azy, ..., Axp).

Im Fall n = 1 ist die skalare Multiplikation einfach die 'normale’ Multiplikation auf R
mit der R sogar ein Korper ist.

Auf R™ haben wir auch eine Verallgemeinerung des Betrages auf R:

Definition 3.9.1. Die euklidische Norm eines © = (x1,...,x,) € R™ ist

|z|:=y/2? + ... 22.

Der euklidische Abstand von x,y € R™ ist |x — y|. Das euklidische Skalarprodukt von
x,y € R™ ist

<.’£, y>3:$1y1 + ...+ TaYn.
Wir sammeln ein paar wichtigsten Eigenschaften der euklidischen Norm und des
euklidischen Skalarprodukt:

Lemma 3.9.2. Fiir alle z,y,z € R", \,u € R gilt

tVgl. Lineare Algebra: Mit dieser Addition und skalaren Multiplikation ist R" ein R-Vektorraum.
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3.9 Folgen im R"

(i) (Positivitit) (z,z) = |z|*> > 0 und es gilt genau dann Gleichheit, wenn x = 0 ist.
(ii) (Symmetrie) (x,y) = (y, )
(iii) (Bilinearitat) (A\x + py, z) = Mz, z) + u(y, 2) und (z, Az + py) = Az, z) + p(z,y)
(iv) (Homogenitat) | x| = |||z

(v) (Dreiecksungleichung) |x+y| < |z|+|y| In der Dreiecksungleichung gilt Gleichheit
genau dann, wenn x und y gleichsinnig parallel sind, d.h. es gibt ein A > 0 mit
T = Ay oder y = Az.

Beweis. (i) |z]2 =22 +...+ 22 >0, da jedes 22 > 0 ist. Fiir Gleichheit muss 22 =0
und damit x; = 0 fir alle i gelten.

(ii) -(iv) konnen direkt nachgerechnet werden

Den Beweis von (v) stellen wir kurz zurtick. Dafiir brauchen wir noch folgende oft
auftretende Ungleichung. O

Lemma 3.9.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir alle x,y € R™ gilt

[{z, 9)| < Jl [yl

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhdngig sind. (Die Vektoren x
und y wdren linear unabhdngig, wenn aus Ax + py = 0 fir A\, u € R schon folgt, dass
A=p=0ist.")

Beweis. Sobald = oder y gleich 0 € R™' ist, ist die Ungleichung wahr und es gilt sogar
Gleichheit. Sei nun sowohl = als auch y ungleich Null. Dann ist

(z,y)
|||yl

T Y ’2 y T Yy x Y
lz[  yl lz| |yl

und somit (z,y) < |z||y|. Aus (z,y) < |z||y| fir alle z,y, folgt —(x,y) = (—z,y) <

| — 2| ly| = |z| ly| und damit zusammen |(z, )| < |z||y|.

Insgesamt gilt Gleichheit also genau dann, wenn in den auftretenden Ungleichungen

z _ y
\

Gleichheit gilt, also wenn 0 = Tel = Tol oder 0 = ‘ﬁ — ﬁ gilt. Insgesamt also, wenn

|‘;’;—| = i% gilt. O

Beweis der obigen Dreiecksungleichung. Mit Cauchy-Schwarz haben wir
|z +y? =2+ 2(z, )+ [y <22z, 9)| + |y* < |2 +202] y| + [y = (2] + [y])?

und damit
|z +y| < [x|+ |yl

Gleichheit gilt genau dann, wenn (x,y) = |(z,y)| und Gleichheit in Cauchy-Schwarz
gilt, also genau dann, wenn es ein A mit z = Ay oder y = Az gibt. O

*Anders gesagt: Zwei Elemente in R™ sind linear unabhéngig, wenn keines ein reelles Vielfaches
des anderen ist.
TWenn wir 0 € R™ schreiben, meinen wir den Nullvektor, also 0 = (0,...,0).
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3 Folgen

a—e a+ e .
0 € .
l Ang+2
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Abbildung 3.2: In R™ konvergiert a,, gegen a, falls es fiir jedes € > 0 ein ng gibt, so
dass ab ng alle Folgenglieder im Inneren des blauen Balles um a mit
Radius € liegen.

3.9.1 Konvergenz im R"

Definition 3.9.4 (Konvergenz von Folgen im R™). Eine Folge (ax)y in R™ konvergiert
gegen a € R™, falls fiir alle € > 0 es ein kg € N gibt, so dass |ax — a| < € fiir alle k > ko
gilt.

Eine Folge (ax)x in R™ ist eine Cauchyfolge, falls fiir alle € > 0 es ein kg € N gibt, so
dass |ag — am| < € fiir alle m, k > kg gilt.

Die Definitionen der Konvergenz sind also im R™ also fiir n gleich. In Abbildung 3.2 ist
es fiir n = 1 und n = 2 veranschaulicht.

Der Ball um a mit Radius €, auch e-Umgebung um a genannt, ist die Menge
B(a):={zx e R" | |z — a|] < €}.

In R ist dieser Ball das Intervall (a — €,a + €). Wenn man a aus diesem Intervall
herausnimmt, zerfdllt das Intervall in einen ’linken’ und einen ’rechten’ Teil. Das ist
aber eine Besonderheit von R.

Auch Beschranktheit wird ganz analog eingefiihrt wie in R:

Definition 3.9.5 (Beschrinkte Teilmengen von R™). Eine Menge M C R™ heifit
beschrinkt, wenn es ein C' > 0 mit |z| < C fur alle z € M gibt.

Aber es gibt kein 'von oben beschrénkt’ oder 'von unten beschréankt’ im R”™ fiir n > 1!
Es gilt mit dem gleichen Beweis wie in R, vgl. Lemma 3.1.9 und Satz 3.1.5:

Lemma 3.9.6. Jede konvergente Folge im R™ ist beschrinkt und eine Cauchyfolge.
Jede Cauchyfolge ist beschrankt.

Das auch jede Cauchyfolge im R™ konvergiert, folgt direkt aus folgender Charakterisie-
rung der Konvergenz von Folgen im R™:

40



3.9 Folgen im R"

Satz 3.9.7. Eine Folge (ax)x im R™ ist genau dann konvergent/beschrinkt/Cauchyfolge,
falls fiir alle i =1,...,n die Folgen in R, die aus den i-Koordinaten gebildet werden,
also ((ar)i)k, konvergent/beschrinkt/Cauchyfolgen sind.

Beweis. Ist (ag)r konvergent/beschrankt/Cauchyfolge, dann folgt die entsprechende

Eigenschaft fiir die Koordinatenfolgen aus |z;| < |x = (21, ..., ;)| fir alle i.
Sei nun ((ag);)x fiir alle 4 = 1,...,n konvergent mit Grenzwert b;. D.h. fiir alle ¢ > 0
gibt es ein k; € N mit |(ag); —bi| < ﬁ fir alle & > k;. Wir setzen b:=(by,...,b,) € R™.
Dann ist
n n 2
— b 2 — i bl 2 < i - 2

ow =0 = Yof(ow)s b < 35 =

und somit |ax — b| < € fiir alle k > max{ky,...,kn}.

Das Argument fiir Cauchyfolgen geht ganz analog.

Sei nun ((ay)i)r fur alle ¢ = 1,...,n beschrénkt. Dann gibt es fir alle i =1,...,n ein
C; > 0 mit |(ag);| < C; fiir alle k. Somit ist fiir alle k

x> =D [(ar)i? <Y C7 = C.
=1 i=1

Also ist (ag)x beschrankt. O

Folgerung 3.9.8. Der R™ ist vollstandig, d.h. jede Cauchyfolge im R™ konvergiert.

Beweis. Nach letztem Satz ist eine Folge (ay)r in R™ genau dann eine Cauchyfolge,
wenn alle Koordinatenfolgen ((ax);)xr Cauchyfolgen in R sind. In R konvergieren aber alle
Cauchyfolgen, woraus aus dem letzten Satz wieder folgt, dass schon (ax)x konvergiert.

O

3.9.2 Einfiihrung komplexer Zahlen

Im Gegensatz zu R haben wir fiir allgemeines n > 1 der R™ keine Multiplikation
R™ x R™ — R", sondern nur eine skalare Multiplikation R x R” — R”, die im Falle
von n = 1 genau der Multiplikation reeller Zahlen entspricht.

Es gibt aber einen Sonderfall — der Fall n = 2. Dort kann man eine Multiplikation
definieren. Wir schauen uns hier mal die Idee dazu an:

Eine Zahl a = (z,y) € R? \ {0} kann man,
wenn als Vektor gesehen, eindeutig durch den
Radius des Vektors und den Winkel € [0,27) y »a
zur positiven Héalfte der x-Achse charakteri- -
sieren. Wenn wir mal kurz an den Sinus und ro.-

den Kosinus aus der Schule erinnern, auch e
wenn diese in der Analysis erst noch defi- "
niert werden miissen, dann ist x = rcos ¢, /’/4,0\

Yy =rsine. T
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3 Folgen

Anschaulich erhélt man eine Multiplikati-
on auf R? wie folgt: Das Produkt zweier
Vektoren im R?\ {0} soll der Vektor sein,
| dessen Radius dem Produkt der Radien
| der beiden Faktoren ist und dessen Win-
| kel zur z-Achse der Summe der Winkel
| der beiden Faktoren entspricht bzw. wenn
| diese Summe > 27 ist, dann der Summe
/ der Winkel minus 27. Weiterhin soll das
Produkt mit dem Nullvektor immer wie-
der der Nullvektor sein.

rir2

Definieren kann man ja viel, die Frage ist
natiirlich, ob diese Abbildung Eigenschaf-
ten hat, die man von einer Multiplikation
so erwarten wiirde (vgl. Kérperdefiniti-
on).

Und wir sehen direkt an der Definition: Diese Multiplikation ist kommutativ, assoziativ,
hat als neutrales Element a = (1,0) = (1cos0, 1sin0). Jede a = (rcosp,rsinp) €
R?\ {0} hat ein inverses Element: (r~! cos(—¢),r ™! sin(—p)).

Auch das Distributivgesetz kann man nachrechnen. Jedoch sollte man sich vorher
iiberlegen, was die Anschauung eigentlich genau fiir die Koordinaten des Produkts
bedeutet: Sei also a = (z1 = r1cosp1,y1 = ri,sinp;) und b = (2 = r9COS P, Yo =
rosin @a).

Dann ist mit den Additionstheoremen fiir Kosinus und Sinus

ab = (1712 cos(p1 + p2), rire sin(p1 + ¢2))
= (r172 COS 1 COS Pg — T'1T2 SIN Y1 SIN Yo, T172 SIN Y1 COS Yo + T172 COS (1 Sin Pa)
=(T172 — Y1y2, T1Y2 + T291)

Insgesamt kann man nachrechnen, dass R? mit der Standardaddition und dieser Multi-
plikation wirklich zu einem Koérper wird:

Satz 3.9.9. Die Menge C:=R? = {(z,y) | =,y € R} mit der Addition und Multiplika-
tion definiert durch

(I7y) + (U,U).’:(I +u,y+ U):
(z,y) - (u,v):=(zu — yv, 2V + Yyu)

bildet einen Kérper — den Korper der komplexen Zahlen.

Notation:

o Statt (z,0) € C, schreiben wir einfach x, und fassen so R als Teilmenge von C
auf.
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3.9 Folgen im R"

o 1:=(0,1) — die imagindre Einheit. Multiplikation mit i entspricht einer Drehung
des Vektors um 90° in mathematisch positive Richtung (=entgegen dem Uhrzei-
gersinn)

o Wir schreiben (z,y) =« + iy.

o Fir z = (z,y) = « + iy € C nennen wir Re z:=x den Realteil von z und Im z:=y
den Imagindrteil von z.

Dass man statt (z,y) € R? nun x + iy € C schreibt, ist erst einmal nur eine Konvention
mit der man insbesondere verdeutlicht, dass man komplexe Zahlen, also Elemente in C
nun multiplizieren kann. In dieser Schreibweise fiir komplexe Zahlen lautet die Addition
und Multiplikation:

(x +1iy) + (u+iv) =(z +u) +i(y +v)
(x 4+ iy) - (u+iv) =zu — yv + i(zv + yu).

Insbesondere ist i? = —1, und das ist auch der Grund, warum man komplexe Zahlen
einfithrt (also warum man auf R? eine Multiplikation einfiihrt): Die Gleichung 22 = —1
hatte in den reellen Zahlen keine Losung, aber in den komplexen Zahlen sogar zwei
Loésungen: i und —i.

Man rechnet mit den komplexen Zahlen im Distributivgesetz im Prinzip wie mit den
reellen Zahlen nur unter Verwendung von i2 = —1, also

(x +iy) - (u+iv) = zu + iyu + ziv + i2yv = zu — yo + i(yu + zv).

Der Betrag einer komplexen Zahl ist einfach die euklidische Norm als Vektor im R?,
also |z = x + iy| = /a2 + y?, das wére der Radius des zugehorigen Vektors.

Zwar ist C ein Korper, wie auch schon die rationalen und reellen Zahlen, aber er kann
nicht angeordnet werden, d.h. es gibt keine Ordnungsrelation < auf C, die ihn zu einem
angeordneten Korper, vgl. Definition 2.5.3, macht:

Beweis. Nehmen wir an, es gibe einen Ordnungsrelation <, die C zu einem angeord-
neten Korper macht. Wir schreiben wieder a < b, falls a < b und a # b gilt. Wir
iiberlegen uns zuerst, dass in einem angeordneten Kérper immer a? > 0 gilt: Fiir
a = 0 ist das richtig. Sei nun a # 0. Da die Ordnung total ist, muss dann 0 < a oder
a < 0, also 0 < —a, gelten. Mit der Definition eines angeordneten Koérpers folgt dann
0=0-0<aa=a?oder 0=0-0< (—a)(—a) = a?. In allen Fillen ist also 0 < a? und
damit auch insbesondere 0 < 12 =1 und 0 < i? = —1, was den Widerspruch gibt. [J

Es gibt noch eine weitere wichtige Operation auf C — die komplexe Konjugation.

Definition 3.9.10. Die Abbildung ~: C — C, z = z + iy — z:=x — iy, heifit komplexe
Konjugation und z ist das komplex Konjugierte von z.
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3 Folgen

Anschaulich ist die komplexe Konjugation die Spiegelung an der z-Achse und ist nicht
zu verwechseln mit z — —z, was der Drehung um 180° um den Ursprung entspricht.

Durch einfaches Nachrechnen sieht man direkt:

Lemma 3.9.11. Fir z,w € C gilt

(i) z== (i) 2z =|z|?

(iii) zzw=2z-w (iv) |z] = |Z]

(v) |z -w|=|z| - |w]| (vi) 2z =z genau dann, wenn z € R
(vi)) [z 4+ w| < 2]+ |w]

Beispiel 3.9.12. Fiir z # 0 ist £ = Z = [2|72z. Gehort zu z der Vektor mit Radius r
und Winkel ¢. Dann ist % der Vektor mit Radius r~! und Winkel 27 — ¢.
Zum Beispiel gilt
1 2—1i 2—-1i 2 1,
= =-——i
241 (24+10)(2—1) 5 5 5

Folgen komplexer Zahlen Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert, wenn sie aufge-
fasst als Folge in R? konvergiert.

ZB. st iy oo (142)" =0, da |(49)"] = () = A

Fiir Folgen in R? hatten wir gesehen, dass eine Folge in R? genau dann konvergiert,
wenn sie koordinatenweise konvergiert. In der Sprache fir komplexe Zahlen heift das:

n
= — 0 fir n — oo.

Lemma 3.9.13. FEine komplexe Folge konvergiert genau dann, wenn die Folge ihrer
Realteile und die Folge ihrer Imagindrteile konvergiert.

Man kann sich wie in den reellen Zahlen iiberlegen, dass die Summe zweier konvergenter
komplexer Folgen auch wieder konvergiert. Das stimmt auch fiir Folgen im R™. Da
wir allerdings in den komplexen Zahlen auch eine Multiplikation auf C haben, kénnen
wir komplexe Folgen auch multiplizieren. Es gelten dann (mit gleichem Beweis) die
Rechenregeln fiir konvergente Folgen wie in Satz 3.2.1.

Wir definieren keinen Begriff von uneigentlicher Konvergenz fir komplexe Folgen (oder
allgemeiner fir Folgen in R™).

Wozu komplexe Zahlen? Die erste Anwendung werden Sie wahrscheinlich in lineare
Algebra sehen — beim Losen polynomialer Gleichungen.

Ein komplexes Polynom ist analog zu reellen Polynomen definiert, vgl. Definition 3.2.3,
p(z) = Z?:o a;z" mit a; € C. Ist ag # 0, so heiBt d Grad des Polynoms und agq
Leitkoeffizient.

Satz 3.9.14 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p: C — C vom Grad d
mit Koeffizienten a; € C zerfdllt in Linearfaktoren, d.h. es gilt

p(z) =aq(z — A1) oo (2= Ap)¥E
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3.10 Einschub: Gleichmiéchtigkeit und Abzihlbarkeit

fir alle z € C. Hierbei sind die \; € C die Nullstellen von p und die v; > 1, v; € N,
die Vielfachheiten dieser Nullstellen mit v1 + ...+ vy = n.

Diesen Satz werden wir erst in Analysis I beweisen.

Weitere Anwendungen der komplexen Zahlen:

o Rotationen im R? zu kodieren. Das macht das Rechnen leichter.

e In der Elektrotechnik zur Berechnung von Widerstdnden in Wechselstromkreisen,
zur Berechnung von Wechselstrom.

e In der Quantenmechanik

o Allgemein als Rechenhilfsmittel

3.10 Einschub: Gleichmachtigkeit und Abzdhlbarkeit

Fiir zwei endliche Mengen, also Mengen mit endlich vielen Elementen, kénnen wir
die Anzahl der Elemente zdhlen und so sagen, wann beide gleich viele Elemente
beinhalten. Anderseits haben wir bis jetzt verschiedene unendliche Menge kennengelernt,
insbesondere N, Z, Q, R, C. Unendlich ist klar mehr als endlich. Aber enthalten
diese Mengen ’gleich viele’ Elemente — ist 'unendlich = unendlich’ oder gibt es da
’Qualitatsunterschiede’? Wie kann man das messen?

Denken wir wieder an endliche Mengen: Wie kann man herausfinden, ob zwei Mengen
gleich viele Elemente beinhalten, ohne die Anzahl wirklich zu zéhlen? Vgl. Abbildung 3.3.
Diese Idee wollen wir auch fiir unendliche Mengen verwenden:

Definition 3.10.1. Zwei Mengen A und B heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: A — B gibt. Eine Menge heifit abzdhlbar, wenn sie gleichméchtig zu N ist.
Eine Menge mit unendlich vielen Elementen, die nicht abzahlbar ist, heifit dberabzdhlbar.

Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Ist M abzahlbar, dann gibt eine bijektive f: N — M insbesondere eine Méoglichkeit die
Elemente in M durchzunummerieren, also abzuzihlen, — also f(0) als erstes Element,
f(1) als zweites Element, etc.

Beispiel 3.10.2.

(i) Ist A eine Menge mit genau n Elementen und B gleichméchtig zu A, dann muss
auch B genau n Elemente enthalten.

(ii) N und N\ {0} sind gleichméchtig, da f: N — N\ {0}, n — n + 1, bijektiv ist.

(iii) N und 2N:={2n | n € N} sind gleichméchtig, da f: N — N\ {0}, n — 2n, bijektiv
ist.
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Abbildung 3.3: Wir haben eine Menge von Schafen, die tagsiiber den Stall verlassen
und abends wiederkommen. Um ohne Zahlworter zu verwenden her-
auszufinden, ob es abends noch genauso viele Schafe zuriickgekommen
sind, verwenden wir Steine. Sobald ein Schaf den Stall verlésst, legen
wir einen Stein beiseite. Damit haben wir nachdem das letzte Schaf den
Stall verlassen hat, genauso viele Steine beiseite gelegt, wie wir Schafe
hatten. Wir haben eine Bijektion zwischen der Mengen dieser Steine
und der Menge der Schafe konstruiert.

(iv) N und Z sind gleichméchtig, da

2n firn>0

Frz= N, nH{2(—n)—l fiirn < 0

ist bijektiv.

Satz 3.10.3.
(i) Jede unendliche Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzihlbar.

(ii) Sei (My)ren eine Folge abzihlbarer Mengen. Dann ist die Vereinigung

U My:={z |z € M, firle N}
keN

wieder abzdhlbar. Insbesondere ist die Vereinigung von zwet abzdhlbaren Mengen
wieder abzdhlbar.

Bevor wir diesen Satz beweisen, zeigen wir direkt eine Folgerung:

Folgerung 3.10.4. Q ist abzdhlbar
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3.10 Einschub: Gleichmiéchtigkeit und Abzihlbarkeit

Beweis. Aus Satz 3.10.3(ii) folgt, dass Z x N abzéhlbar ist, denn Z x N = | J,, .y Z x {n}
ist eine Vereinigung von abzédhlbaren Mengen. Wir konnen Q wie folgt als Teilmenge
von Z x N auffassen: Fiir ¢ € Q, sei ¢ = £, r € Z, s € N\ {0}, eine Darstellung von ¢, so
dass |r| und s teilerfremd sind (das kann durch Kiirzen immer erreicht werden). Diese
Darstellung ist eindeutig und somit ist die Abbildung ¢: ¢ € Q — (r,s) € Z x N\ {0}
injektiv und damit bijektiv aufs Bild +(Q). Andererseits ist Q und damit :(Q) aber eine
unendliche Menge. Somit ist nach Satz 3.10.3(i) ¢(Q) und damit Q abzdhlbar. O

Beweis von Satz 3.10.3. (i) Sei M abzéhlbar und A C M unendliche Teilmenge. Wir
nehmen eine Durchnummerierung von M = {ap, a1,as,as,...}. Sei nun i; € N das
kleinste i mit a; € A. Sei i € N das kleinste i mit ¢ > 41 und a; € A, usw. Dann ist
Qig, iy, Qigs - - - €ine Durchnummerierung der Elemente von A und ergibt eine Bijektion
f:N—= A, j+ a;;. Also ist A abzéhlbar.

(ii) Fiir jede Menge M}, wéhlen wir eine Durchnummerierung My = {axo, ak1, ak2,-- .}
Nun koénnen wir eine Durchnummerierung von (J, .y My durch folgendes Schema
erreichen:

M; = { a1, aiaa1s, a1apa1s, aie, ...}
M, = {£2{a227 a23, A24, a25, agg,...}
Mz = { as1, as2, ass, ass, ass, ase,- .-}
My = { G41, a4z, G43, Q44, Q45, Q46,--.}
Ms = {a51, as2, as3, G54, A55, a56,...}
MG = {ClL(;l, }

Hierbei wird jedes Element iibersprungen, was in zuvor schon einmal vorkam. Dieses
Schema des Abzéhlens nennt man Cantorsches Diagonalverfahren.

Also ist |Jj, ey My abzéhlbar. Da M; U M, eine unendliche Teilmenge von (J, .y M. ist,
ist es nach (i) auch abzéihlbar. O

Wir haben bis jetzt viele abzdhlbare Mengen gesehen, aber gibt es auch iiberabzéhlbare?
Satz 3.10.5. Die Menge der Folgen in {0,1} ist iberabzahlbar.

Beweis. Sei M die Menge der Folgen in {0,1}. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.
Sei also M abzéhlbar, d.h. wir haben eine Durchnummerierung M = {ag, a1, az, ...}
Jedes a,, ist eine Folge in {0, 1} — sei also a,, = (bn;)ieny mit b,,; € {0,1}.

Wir konstruieren nun eine Folge in {0,1}, die nicht in dieser Durchnummerierung

vorkommen kann: Sei
T\ 1 falls by = 0.

Dann kann die Folge (¢;)ien keines der Folgen a,, = (b,;); sein, da nach Konstruktion
Cn # bpy fur alle n € N gilt. Wir hatten aber angenommen, dass M durch die a,
durchnummeriert wird. Das ist der Widerspruch und M konnte nicht abzdhlbar sein. [
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3 Folgen

Folgerung 3.10.6. Die Potenzmenge P(N) der natirlichen Zahlen ist iberabzihlbar

Beweis. Wir zeigen, dass P(N) gleichméchtig zur Menge M der Folgen in {0,1} ist.
Einem A € P(N), also A C N, ordnen wir die Folge

(a __{1 fallsn€A>

" 0 fallsng A)

zu. Dies ist eine bijektive Abbildung P(N) — M und zeigt mit dem letzten Satz, dass
P(N) {iberabzéhlbar ist. O

Satz 3.10.7. R und R\ Q ist dberabzdihlbar

Beweis. Wir wollen eine injektive Abbildung f: M — R von der Menge M der Folgen
in {0,1} nach R angeben. Dann wére f: M — f(M) bijektiv und wir hatten nach
Satz 3.10.5 ein iiberabzihlbare Teilmenge f(M) von R. Nach Satz 3.10.3(i) kann R
somit nicht abzéhlbar sein.

Wir definieren
k
. an
F((an)nen) = lim

k—o0 0 ].On

n=

k An

In Beispiel 3.1.7 haben wir uns iiberlegt, dass dann die Folge ) _ 1#= eine Cauchyfolge
ist und damit der Grenzwert auf der rechten Seite wirklich in R existiert. Es bleibt die
Injektivitdt zu tberpriifen: Seien (ay,)n, (bn)n € M verschieden. Sei ng € N der kleinste
Index mit ay, # by,. Sei 0.B.d.A.* a,, = 0 und b,, = 1. Dann ist

k 'rL[)—l k
Qan, Qn, 1
= 1 — < 1
J((an)n) am 2 jgn S bm (; 1o+ > 10n>

n=0 no+1
@0,a1...ang—10anq4+1... @p,a1...any—10111...
’I’L()—l k
an, 1 : by,
< E — + < lim — = f((b
10" 10m0 = koo 4~ 107 F(Bn)n)
=i n=0
@0,a1...ano—11000... @0,a1---Qng—11bng41...

Also ist R tiberabzéhlbar.

Wiére R\ Q abzéhlbar, dann wéire, da Q abzahlbar ist, nach Satz 3.10.3 auch R C
QU (R\ Q) abzéhlbar. O

*70.B.d.A’ bedeutet ’ohne Beschrankung der Allgemeinheit’ und wird verwendet, wenn man im
Beweis nur einen von mehreren moglichen Fallen betrachtet, weil die anderen Fillen exakt genauso
gehen. Z.B. bei Symmetrie der Behauptung. Im obigen Beispiel kann man den zweiten Fall an, =1
und by, = 0 einfach durch Umbenennung der Folgen a, «~ by erreichen.
https://de.wikipedia.org/wiki/Ohne_BeschrC3%A4nkung_der_Allgemeinheit
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3.11 Oft vorkommende Folgen

Ausblick: Uberabzéhlbare Mengen sind i.A. nicht gleichmichtig. So sind z.B. R, R\ Q
und C sind gleichméchtig, aber nicht gleichméchtig zu P(R). Man kann nicht nur
gleichmaéchtig definieren, sondern auch: Menge A ist hochstens gleichméchtig zu einer
Menge B, geschrieben |A| < |B], falls es eine injektive Abbildung f: A — B gibt. Man
kann zeigen, dass das eine Ordnungsrelation ist und falls |A| < |B| und |B| < |A| gilt,
die Menge A und B wirklich gleichméchtig nach unserer Definition sind. Das ist das
Schroder-Bernstein Theorem. |A| nennt man Kardinalitdt von A.* Im Fall endlicher
Mengen |A| € N einfach die Anzahl der Elemente in A.

3.11 Oft vorkommende Folgen

Wir sammeln in diesem Abschnitt noch einige oft vorkommende Folgen:

Beispiel 3.11.1. Fiir 7 € Qf, 7 > 0, ist lim,,_,0c = = 0:

(Fiir € N\ {0} folgt das z.B. daraus, dass dann - eine Teilfolge der Nullfolge L ist
oder auch aus dem Einschniirungssatz angewendet auf 0 < ni < %)

Sei nun r € Q, r > 0. Dann ist r = £ fiir p,¢ € N\ {0}. Sei ¢ > 0 und ng € N

1
mit ng > -&. Die Funktionen 2 + 2P und x +— z7 sind monoton wachsend nach

Beispiel 3.6.2. Damit ist auch x — 2" monoton wachsend. Somit gilt fiir alle n > ng

1

nT

1 =" mon. wachsend ] 2" mon. wachsend
n ng

Beispiel 3.11.2. Fiir p > 0 ist lim, 4 /P = 1:

Sei zundchst p > 1. Sei x,, = {/p — 1. Dann ist x,>0 fiir n > 1. Nach dem binomischen
Satz ist
Ty, >0

p:(1+xn)n:Z(Z)fo > nxy.

k=0
Also ist 0 < x,, < £. Nach dem Einschniirungssatz folgt z, — 0 und damit /p — 1
fir n — oo.
Fiir 0 < p < 1 benutzen wir obigen Grenzwert fiir % > 1. Dann ist ¢ % — 1 und somit

/p — 1 fiir n — oo.

Beispiel 3.11.3. Fiir ¢ € R konvergiert ¢” fir |¢| < 1 nach Null, vgl. Beispiel 3.1.3.
Fiir ¢ = 1 ist es eine konstante Folge. Fiir ¢ > 1 konvergiert es uneigentlich nach co:

Nehmen wir es gibt ein K > 0 mit ¢" < K fiir alle n. Da die n-te Wurzel monoton
wachsend ist, ist ¢ < /K. Mit dem letzten Beispiel folgt ¢ < 1, was ein Widerspruch
ware. Also ist ¢" eine unbeschréankte Folge. Da weiterhin ¢ monoton wachsend ist, da
gt > g™ direkt aus g > 1 folgt, konvergiert ¢ uneigentlich nach oo.

Fiir ¢ < —1 konvergiert g™ weder eigentlich noch uneigentlich.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Cardinality
TDiese Aussage wird mit genau dem gleichen Beweis auch fiir 7 € R gelten, wir haben hier nur
noch nicht Potenzen mit irrationalen Exponenten definiert.
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Beispiel 3.11.4. lim,, ,., ¥/n=1:
Sei x,:=/n — 1. Dann ist z,, > 0 fiir n > 2

i . xpn>0 —1
n=<1+xn>”=2<7§>”; st

i=0
und somit 0 < z,, < ,/%. Nach dem Einschniirungssatz folgt x,, — 0 und damit
¥n — 1 fiir n — oo.

Beispiel 3.11.5. Fir r € Q" und s € R, s > 1, gilt lim,_, Z—; = 0 ("Polynome
wachsen langsamer als Exponentialfunktionen (bei Basis' gréler 1)'):

Da s > 1,ist s =1+ p fiur ein p > 0. Dann ist fir n > 2k

" o= (1 n n-(n—1)-...-(n—k+1 nkp¥
' =+7) :Z(i>p >( )pk: e Kl : )pk>2kk!
i=0

und somit
n" K12k 1
S

OS n pk: nkfr'

V)

Wéhlen wir k fest mit k& > r und lassen n gegen unendlich gehen, dann folgt die
Behauptung mit dem Einschniirungssatz und Beispiel 3.11.1.

3.12 Reihen

Wir lernen als néachstes eine wichtige spezielle Klasse von Folgen kennen lernen:

Definition 3.12.1. Sei (ay)nenn>n, eine reelle oder komplexe Folge. Dann ist s, =
Zk , Qi die k-te Partialsumme von a,. Eine Folge von Partialsummen nennen wir

i=n

Reihe und schreiben Zfino a;. Die a; heilen Glieder der Reihe. Wir sagen, die Reihe
konvergiert, wenn lim,, ., S, existiert und schreiben fiir den Grenzwert auch Zfing a;.

Eine reelle Reihe konvergiert uneigentlich gegen +oo falls lim,, o s, = F00 ist.

i Z;’ino a; hat zwei Bedeutungen je nach Verwendung: Einmal einfach die Folge der
Partialsummen s,,, damit ist dann Zfino a; eine Abbildung N nach R oder C. Weiterhin
verwenden wir 33°  a; fiir den Grenzwert der Folge, falls er existiert. Damit ist dann
Yoo, @i eine reelle oder komplexe Zahl. !!

Was gemeint ist, wird sich aus dem Kontext ergeben, z.B.: Zfino a; konvergiert,
bedeutet die Folge der zugehorigen Partialsumme konvergiert. Wogegen Zino a; =1
bedeutet, die Folge konvergiert gegen 1.

*Diese Aussage wird mit genau dem gleichen Beweis auch fiir » € R gelten, wir haben hier nur
noch nicht Potenzen mit irrationalen Exponenten definiert.
tBei & — a® wird a Basis genannt. Solche Funktionen nennt man auch Exponentialfunktionen, da

sehen wir spater) a® = e* 2@ gilt.
g
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3.12 Reihen

) OO OO0
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Abbildung 3.4: Das Paradoxon von Achilles und der Schildkréte

Beispiel 3.12.2. Eines der wichtigsten Beispiele iiberhaupt haben wir schon implizit
an verschiedenen Stellen kennengelernt — die geometrische Reihe Z;’io ¢, ¢ €R.

Nach Definition ist die Reihe _.°  ¢" die Folge der Partialsummen s,, = > . ¢". Fiir
q # 1 haben wir fir die Partialsummen den expliziten Ausdruck s, =
Beispiel 3.1.7. Aus Beispiel 3.11.3 wissen wir, dass ¢™ genau dann konvergiert, falls
lgl <1 und g # —1 gilt. Damit ist > ;o ¢" = 1%[1 fiir |g| < 1. Die Reihe konvergiert
nicht fur |¢| > 1.

Die geometrische Reihe ist auch Mittelpunkt des Paradoxon von Achilles und der
Schildkréte von Zenon von Elea (5. Jh. v. Chr.), vgl. Abbildung 3.4. Es handelt von
einem Wettlauf zwischen Achilles und einer Schildkréte. Beide starten zur selben
Zeit, aber die Schildkréte erhélt anfangs einen Vorsprung von einem Meter. Achilles
ist doppelt so schneller wie die Schildkrote. Zenos argumentiert, dass Achilles die
Schildkréte nie erreicht, da er erst den Punkt erreichen muss, an dem die Schildkréte
gestartet ist, bis zu diesem Zeitpunkt wird sich die Schildkréte, wenn auch nur um
eine kleine Strecke, zu einem anderen Punkt vorwarts bewegt haben; bis Achilles die
Strecke zu diesem Punkt zuriickgelegt hat, wird die Schildkréte zu einem anderen
Punkt gelaufen sein usw. Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir aber schon, dass
die einzelnen Zeit- und Wegabschnitte, dass deren Summe konvergiert.

Man kann auch mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen, dass 0,9 = 1 ist:

Rechnen mit Z;’ino a; ist wie mit endlichen Summen? Kurz: Es geht vieles, aber nicht
alles, z.B.

(oo}
D) =1-141-141-...=1-1)+(1-1)+...=0+0+...=0
n=0

—“1-(1-1)—(1-1)—...=1-0-0—...=1

Wir werden sehen, dass dieses Problem (nicht beliebig Klammern setzen zu diirfen) nur
deswegen auftaucht, weil >~ 7 ((—1)™ nicht konvergiert. Aber wir werden spéter sehen,

*Fiir ¢ = 0 betrachten wir 00 als Eins. Es soll also fiir alle g: Zzo ¢ =1+q+¢*>+¢*+... sein.
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3 Folgen

dass z.B. Kommutativitdt der Summanden auch fiir konvergente Reihen schiefgehen
kann.

Wir schauen uns aber erst noch mehr Beispiele an:

Beispiel 3.12.3.

(i) Die Dezimalbruchdarstellung ist eine Darstellung einer reellen Zahl als Reihe
£ 2 g mit ap € Nund a; € {0,1,...,9} fiir i > 0.

(ii) Die harmonische Reihe Y - | L konvergiert uneigentlich: Wir haben fiir die 2*.te

=1n
Partialsumme
2k
5 721—1+l+ SR Y (R Y (R
1 1 1 1 1
ST+ =42 4+4-—+... +2" 1 =14+ k.
Sy TR T T T Ty

Da alle Glieder der Folge positiv sind, ist s,, monoton wachsend und nach obigem

unbeschrinkt. Also ist Y o | 1 = oo, vgl. auch Ubungsaufgabe 15(iii).

n

3.12.1 Erste Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir wollen erste Konvergenzkriterien fiir Reihen sammeln. Zuvor jedoch werden wir
erst noch eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe kennenlernen.

Satz 3.12.4 (Notwendige* Bedingung fiir Konvergenz einer Reihe). Falls Y .o/ a;
konvergiert, dann ist a; eine Nullfolge.

Beweis. Seien s, = Z?:o die zugehorige Partialsumme. Da die Reihe konvergiert, also
($n)n konvergiert, muss (s,), eine Cauchyfolge sein. Damit gibt es zu jedem € > 0
ein ng € N mit |s, — s,,,| < € fiir alle n,m > ng. Das gilt insbesondere fiir m =n + 1.
Damit ist |an| = |sn — sp—1| < € fiir alle n > ng + 1. Also ist a,, eine Nullfolge. O

Das letzte Beispiel der harmonischen Reihe, zeigt, dass die Umkehrung nicht gilt, also
dass Nullfolge zu sein, keine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass die zugehorige
Reihe konvergiert. Aber wir werden sehen, dass im Fall alternierender Reihen und unter
einer Zusatzbedingung es doch eine hinreichende Bedingung ist.

Definition 3.12.5. Eine reelle Reihe Y ;> a; heifit alternierend, falls aufeinanderfol-

i=ng
gende Folgenglieder immer verschiedenes Vorzeichen haben.

Satz 3.12.6 (Leibnizkriterium fiir alternierende reelle Reihen). Sei (ay,), eine monoton
fallende (und damit insbesondere reelle) Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende
Reihe >°°° ((—1)"ay,.

n=0

*https://de.wikipedia.org/wiki/Notwendige_und_hinreichende_Bedingung
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Beweis. Da es sich um eine monoton fallende Nullfolge handelt, ist insbesondere a,, > 0
(damit ist also Y~ ;(—1)"a, wirklich eine alternierende Reihe . Aus der Monotonie der
Folge folgt 5242 — S2n = —G2p41 + G2n42 < 0 und 2,13 — S2pg1 = G2pg2 — A2n43 > 0
fir alle n € N. Damit ist (S25,)nen monoton fallend und (825,41 )nen monoton wachsend.
Auflerdem ist S2,,41 = Sn — G241 > S2, und somit Sopy1 > So = ag und S9, < 51 =
ap — a1. Demnach sind die Folgen (2, )neny und (825,41)nen monoton und beschrinkt
und konvergieren also. Konvergiere sg, — a und sg,4+1 — b. Wenn wir nun zeigen
konnen, dass a = b ist, folgt mit Ubungsaufgabe 6(iii), dass auch schon (s,), gegen a
konvergiert:

a—b= lim (s, — Son41) = lim agy41 =0. O
n—oo n—oo

Beispiel 3.12.7. Die Reihen Y ;7 ,(—1)*"11 und Zio(_l)km konvergieren

beide nach dem Leibnizkriterium. Wir kénnen allerdings im Moment noch nicht sagen,

wohin diese Reihen konvergieren, aber wir werden spéter sehen, dass Z;il(fl)k“% =

In2 und Zzio(—l)km =sin1 ist.

Die Reihe Y77 | (=1)k+12 heiBt alternierende harmonische Reihe.

Dass alle Folgen genau dann konvergent sind, wenn sie Cauchyfolgen sind, ergibt
angewendet auf Reihen das folgende Konvergenzkriterium:

Satz 3.12.8 (Cauchykriterium). Die Reihe Y .-, a; ist genau dann konvergent, wenn
es fir alle e > 0 ein ng € N ¢ibt, so dass |Z?=m+1 ;i = Qm+1 + Qe+ ...+ an| <€
fir alle n > m > ng, n,m € N.

Beweis. Sei s, die n.te Partialsumme zu Z?io a;. Dann ist s, — s; = amg1 + G2 +
...+ a,. Damit ist das Cauchykriterium einfach die Aussage: Die Folge (s,,),, konvergiert
genau dann, wenn (s,), eine Cauchyfolge ist. O

3.12.2 Rechenregeln fiir konvergente Reihen

Aus einigen der Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir direkt auch Rechen-
regeln fiir konvergente Reihen:

Lemma 3.12.9. Sei a,b € C. Falls Y.)" ja, = a und Y .- b, = b, dann ist
S0 olan+by) =a+bund > 2 ca, = ca fir alle c € C.

Beweis. Seien s, = ZZ:O arp und t, = ZZ:O bi. Dann konvergieren s, — a und
tn, — b. Wir stellen fest, dass die n-te Partialsumme zu Y2 (an + by) = a + b gleich
Sp + tn ist und die zu fo:o ca, = ca gleich cs,, ist. Damit folgt die Konvergenz aus
den Rechenregeln fiir die konvergenten Folgen s, und %,. O

Assoziativitit bei konvergenten Reihen? Das ist die Frage: Kann man bei einer kon-

vergenten Reihe Z;’io a; = ag + a1 + az + az + ... beliebig Klammern setzen oder
weglassen ohne, dass sich das Konvergenzverhalten andert?
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Ist die Reihe konvergent, kann man beliebig Klammern setzen und die so entstandene
Reihe konvergiert gegen den gleichen Grenzwert: Sei 0 = ng < n; < ng < ... eine Folge
natiirlicher Zahlen. Dann gilt

ag+ar+...=(ao+...+an—1)+ (@n, +an, 41+ ..+ anp1)+ ...,

also
[e'e) nGg— 1

oo

doa= | 2 )

i=0 j=1 \k=n;_,
da die Folge der Partialsummen zur rechten Reihe eine Teilfolge der Partialsummen
(sk)ken der linken Reihe ist, ndmlich (s, )ken-

Andererseits darf man bei konvergenten Reihen nicht einfach weglassen, z.B. ist

>ooei(1=1) =0, aber beim Weglassen der Klammern ergeben sich Probleme.

Kommutativitdt bei konvergenten Reihen? Das ist die Frage: Kann man bei einer
konvergenten Reihe Z;’io a; = ag+ay+as+as+... beliebig Summanden vertauschen?
Nein: Als Beispiel schauen wir auf die alternierende harmonische Reihe

> 1 11 1
DL [
Z( ) k 2 + 3 4 +
k=1
Wir wissen nach dem Leibnizkriterium, dass diese Reihe konvergiert.
Schauen wir nun

PSS S SN U S N S B
2 4 3 6 8 5 10 12 7

@"—Oll>*Cll)*”*(lll)
2 4 3 6 8 2n—1 4n—2 4n
(1 1 11 1 1
—(11J+(6‘8)+f~+<m_2‘@9
:1@_1+1—1+<“+ ! —1)

2 2 3 4 2n—1 2n)’

was der Halfte der 2n.ten Partialsumme von Y 7, (—1)**! entspricht. D.h. wenn
iiberhaupt, konvergiert diese Reihe nach § Y77, (=1)*"!1 (Die Reihe konvergiert
wirklich, wie man sich leicht iiberlegen kann, wenn man t¢3,41 und tsg,+2 mit t3,

vergleicht. ).

3.12.3 Absolute Konvergenz

Im letzten Abschnitt haben wir ein Beispiel einer konvergenten Reihe gesehen, bei der
nach Vertauschung unendlich vieler Glieder zwar wieder eine konvergent Reihe entsteht,
diese aber einen anderen Grenzwert hat. Den Prozess des Vertauschens unendlich vieler
Reihenglieder nennt man Umordnung;:
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3.12 Reihen

Definition 3.12.10. Seio: N>, ,:={n € N|n > ng} — N>, eine bijektive Abbildung
und Zfino a; eine Reihe. Dann heifit Zfinu aq(;) €ine Umordnung dieser Reihe.

Es gibt aber eine besondere Klasse von konvergenten Reihen, bei welcher wir nach Her-
zenslust umordnen diirfen, ohne den Grenzwert zu verdndern — die absolut konvergenten
Reihen:

Definition 3.12.11. Eine reelle/komplexe Reihe > >~

i—n, @i heiBt absolut konvergent,
wenn » 2 |a;| konvergiert.

Die alternierende harmonische Reihe Y77 | (—1)¥+11 ist nicht absolut konvergent.

Als néchstes zeigen wir, dass die absolut konvergenten Reihen wirklich eine Teilmenge
der konvergenten Reihen sind:

Lemma 3.12.12. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Da )~ |a;| konvergiert, erfiillt diese Reihe das Cauchykriterium, Satz 3.12.8.
m

Also gibt es fiir alle € > 0 ein ng € N mit [Y1" | |a;|| < € fiir alle m > n > ng. Nach
der Dreiecksungleichung ist somit aber auch

m m
Z a;| < Z lai]| < e.
1=n+1 1=n+1
Somit erfiillt auch Zioino a; das Cauchykriterium und konvergiert damit. O

Nun zu Umordnungen:

Satz 3.12.13 (Umordnungssatz). Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe
ist wieder absolut konvergent und hat den selben Grenzwert wie die urspringliche Reihe.

Beweis. Sei s, = Y.._,a; die n.te Partialsumme der absolut konvergenten Reihe
Y icoa; =: s. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mit |s, — s| < 5 fiir alle n > ng.
Da die Reihe auch absolut konvergiert gibt es auch ein n; € N mit > 5~ 41 lai] < 5 fiir
alle n > nj. Sei nun ny:=max{ng, nq }.

Sei nun o: N — N bijektiv und ¢, = >, ag(;) die n.-te Partialsumme der zugehorigen
Umordnung. Wir wollen zeigen, dass t,, auch gegen s konvergiert: Wir wihlen ng € N der-
art, dass {0,1,...,n2} C {0(0),0(1),...,0(ns)} gilt. Das geht immer, da {0,1,...,n2}

und damit auch ¢=1({0,1,...,n5}) 7 biiektiv {o71(0),071(1),...,071(na)} endliche
Mengen sind.

Fiir n > ng besteht ¢,, — sp,, nur aus Summanden a; mit i > ng. Also gilt fir n > ng

oo
>
tn — Sno| < a; nzino < und damit
2 2
1=no+1
[t — 8| =|tn — Sny + Sy — 8| < |t — Sny| + |80, — 8| < €. O
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3 Folgen

Fir den Umordnungssatz fiir Reihen ist es wirklich notig, dass die Reihe absolut
konvergent ist. Der néchste Satz zeigt uns das fiir reelle Reihen:*

Satz 3.12.14 (Riemannscher Umordnungssatz). Sei > . a, eine konvergente Reihe
in R, die nicht absolut konvergiert.

(i) Fiir jedes o € R, gibt es eine Umordnung der Reihe, die gegen o (ggf. uneigentlich)
konvergiert.

(i) Es gibt eine Umordnung, die beschrinkt und nicht konvergent ist.

Beweis. Wir zeigen hier aus Zeitgriinden nur (i) und dort nur den Fall o € R. Die Ideen
sonst sind sehr dhnlich. Wir definieren I :={n € N |a,, > 0} und I_:={n € N| a,, < 0}.

o Die Mengen I und I_ sind unendlich und damit (da Teilmenge von N) abzéhlbar.

Um zu zeigen, dass I+ beide unendlich sind, fithren wir einen Beweis durch Wi-
derspruch: Sei 0.B.d.A. I_ endlich. Dann gibt es ein ng € N, so dass alle Elemente
in I_ kleiner als ng sind. Da auch EZO:M ar konvergiert und alle Reihenglieder
nun positiv sind, muss diese Reihe und damit auch die Ausgangsreihe absolut
konvergieren. Dies widerspricht den Voraussetzungen. Also ist I_ unendlich.

Sei fr: N — I eine Durchnummerierung von I.. Sei b,:=ay, () und c,:=ay_(y). Die
Folgen (by,)n bzw. (¢;,)n sind nun Teilfolgen von (ay,), mit ausschlieBlich nichtnegativen
bzw. negativen Folgengliedern. Da > a,, konvergiert, sind a,, und somit auch b,
und ¢, Nullfolgen.

 Beide Reihen ) b, und ) ¢, sind unbeschrinkt:

Sind die Reihen > °7 (b, und > 2 ¢, beide beschrinkt, dann konvergiert
>0 o an sogar absolut. Ist nur eine dieser beiden Reihen beschrinkt, dann
wire auch Y > a, unbeschrinkt.

Sei ng € N die kleinste natiirliche Zahl mit by + b1 + ... 4+ by, > a.

Sei m; € N die kleinste natiirliche Zahl mit 81:=bg+b1+...4+bp,+cot+c1+. . .+cm, < .
Dann ist bg + ...+ bpy +co+c1 + ... + ¢my—12a und damit |a — S| < |em, |-

Sei n1 € N, n; > ng, die kleinste natiirliche Zahl mit vy:=bg+b1 +... 4+ by, +co +c1 +
coid Cmy Fbngr1 + -+ by, > a. Wie oben sieht man | — 71| < by, .

Sei my € N, ma > my, die kleinste natiirliche Zahl mit So:=bg + b1 + ...+ by, +co +
ot Fcm Fongr1+ . F b, Fomr1+ o Fem, <o

So erhalten wir Folgen (n4)x>0, (M )k>0 5 (Bk)k>0 und (7 )k>0 mit

= Bl < lem,| und o — x| < by,

Da b,, und ¢,, Nullfolgen sind, gilt 5y — « und v — « fiir kK — oco. Damit konvergiert
die Umordnung

b0+b1+. . .+bn0+60+01+. . -+Cm1 +bn0+1—|—. . -+bn1 +Cm1+1+~ . -+Cm2+bn1+1+~ N
gegen q. O

*Fiir komplexe konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent sind, ist die Menge der Grenzwerte
von Umordnungen dieser Reihe entweder eine Gerade in C oder schon ganz C. Das ist der Steinitzsche
Umordnungssatz.
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3.12 Reihen

3.12.4 Kiriterien fiir absolute Konvergenz

Es gibt einige Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen, die dann natiirlich
automatisch auch Kriterien fiir Konvergenz von Reihen sind:

Satz 3.12.15. Sei Y -, ai eine kompleze Reihe. Falls eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist, dann ist die Reihe absolut konvergent:

i) (Majorantenkriterium) FEs gibt eine konvergente reelle Reihe —oCk mit |ay| <
k=0
cn fir alle n.

(ii) (Quotientenkriterium) Es gibt ein q € [0,1) und ein ng € N mit
alle n > ng ist.

Apn41
an

< q fiir

(7ii) (Wurzelkriterium) Es gibt ein q € [0,1) und ein ng € N mit /|a,| < q fiir alle
n > ng St.

Andererseits konvergiert die Reihe nicht absolut, falls eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist

iw) (Minorantenkriterium) Es gibt eine nicht-konvergente reelle Reihe —oCk mit
k=0
0 < ¢, < lay| fir alle n.

(v) Es gibt ein ng € N mit

le,an#o oder 3/|an| >1

|an|

fur alle n > ng.

o !l Es ist wichtig, dass ¢ < 1 ist: Die harmonische Reihe Y -, % erfiillt
i1 <1 (und auch {/|a,| = V%T < 1) fiir alle n, ist aber nicht konvergent.

An41 |
an

e Die Bedingungen im Quotienten- und im Wurzelkriterium sind &quivalent zu

Ap+1

lim sup
n—oo

<1 bzw.limsup W <1
n—00

an
Im ersten Fall muss a,, # 0 fiir alle n > ng sein.

Beweis von Satz 3.12.15. (i) Die Folge der Partialsummen von ) -, |ax| ist monoton
wachsend und nach oben durch Y7 ¢ beschrankt. Damit konvergiert > >, [ax| und
somit konvergiert >~ ax absolut.

(iv) Da alle ¢, nichtnegativ sind, muss > ¢y = oo sein, damit die Reihe nicht
konvergiert. Wegen ¢, < a,, fiir alle n, ist somit auch die Folgen der Partialsummen zu
> e o ¢ monoton wachsend und unbeschréinkt und somit gilt auch hier Y~ ay = oco.
(ii) Es gilt |an| < qlan—1] < ¢*lan—2| < ... < ¢""™]an,|. Da fiir ¢ € [0,1) die Reihe
>0 o laolg™ konvergiert, folgt nach dem Majorantenkriterium, dass Y.~ a, absolut
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3 Folgen

konvergiert: Wir wéhlen ¢, = |a,| fiir n < ng und ¢, = ¢""°|ay,| fiir n > ng, dann
ist S0 ek = Sn%y ak] + 3000, 6" lang | = 3020 lak] + lany| 2520 4"

(iii) Da |a,| < ¢™ fiir n > ng und ¢ € [0,1) folgt die absolute Konvergenz von >~ a,
mit dem Majorantenkriterium wie in (ii).

(v) In beiden Fallen ist a,, keine Nullfolge und damit kann die Reihe nicht konvergent
sein. D.h. hier sieht man sogar, dass die Reihen nicht konvergieren, was mehr als die
Behauptung ist, dass sie nicht absolut konvergieren. O

Beispiel 3.12.16. Die Reihe Z;O:() % konvergiert nach dem Quotientenkriterium, da

lant1] _ k! _ 1 -
el T Ot T T 0 fir k — oo.

Im Beweis haben wir gesehen, dass das Wurzel- und Quotientenkriterium ein Spezialfall
des Majorantenkriterium ist, in dem man mit der geometrischen Reihe vergleicht. Das
Wurzelkriterium ist auflerdem stérker als das Quotientenkriterium, denn es gilt:

Lemma 3.12.17. Sei (¢p)nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Dann gilt

. . Cn+1
limsup {/c, < limsup .
n—00 n—oo  Cn
Beweis. Fiir limsup,, ., < =00 ist die Behauptung wahr. Sei nun limsup,, , ,, <=+ =

q € R. Dann gibt es fiir alle € > 0 ein ng € N, so dass
Somit gilt fiir alle n > ng

Cn41
Cn

< q + € fur alle n > ng gilt.

cn < (q + 6)Cn—l < (q + 6)2cn—2 <...< (q + E)ninocno
und damit fiir ¢ + € # 0
Ven < (q+€) YV (q+€)~m0c,, — g+ € nach Beispiel 3.11.2,

und {/¢, — 0 flir ¢+ € = 0, was in beiden Fillen limsup,,_,., /¢, < g + € impliziert.
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Ist das Quotientenkriterium fiir eine Reihe Y~ a,, erfiillt, dann ist lim sup,, _, . lansr] o

‘anl
1. Mit dem letzten Lemma ist dann limsup,, ,. ¥/|an| < 1 und somit ist das Wur-
zelkriterium erfiillt. Allerdings hat es trotzdem Sinn beide Kriterien zu haben, da es
manchmal schwierig ist den limsup von {/|a,| wirklich zu bestimmen.

Beispiel 3.12.18. Betrachten wir die Reihe > 7 a,, mit

n=0

. 2= fiir ungerade n
" 373 fiir gerade n

Hier hilft das Quotientenkriterium nicht, da

w3

n+1
On+1 2 fir ungerade n
an 3

NI~ WINo

fur gerade n
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3.12 Reihen

\an+1

und somit lim sup,,_, . | = gilt. Mit dem Wurzelkriterium erhalten wir dagegen

firn>1

-

fr ungerade n

-

S
ﬁ\ﬁ

fur gerade n
und damit limsup,, ., {/a, = 75 < 1. Also konvergiert die Reihe.

Beispiel 3.12.19. Es gibt absolut konvergente Reihen, deren Konvergenz nicht mit
dem Quotienten- oder Wurzelkriterium gezeigt werden kénnen: Die Reihe Y 2 1%2
konvergiert absolut.

An41
an

Das Quotienten- und Wurzelkriterium kénnen wir nicht anwenden, da lim,,

. n2 . n . .
limy, 00 Tz = 1 und lim,— 0o V/]an| = lim, o ﬁ =1 ist.
Aber wir kénnen direkt zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert: Fir n < 2™ gilt

2i+1_1 m  f2it1_1

n 1 m 1 1 m o m »
2| X op| sl X o] =220
k=1 i=0 \ k=2i i=0 \ k=2i i=0 i=0
<002—i— Ly
- 1—-2-1
=0

Also konvergiert > | 7.
Mit der gleichen Methode kann man auch zeigen, dass Y.~ 7= fiir alle s > 1 konver-
giert.

3.12.5 Potenzreihen

Als einen Spezialfall von Reihen betrachten wir nun Potenzreihen, die man als Verall-
gemeinerung von Polynomen auffassen kann:

Definition 3.12.20. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form ZZO:O apx™, a, € C,x €
C, wobei hier fiir z = 0 immer 0° = 1 gesetzt wird, also ist die Reihe ag+aiz+asx?+. . ..

Setzen wir dom f:={z € C | Y °  a,z™ konvergiert }, dann ist
fidom fCcC—C,z+— Zanx"
n=0
eine Funktion.
Beispiel 3.12.21.

(i) Jedes Polynom ist eine Potenzreihe mit a,, = 0 fiir alle n > ng bei geeignetem
ng € N
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3 Folgen

(ii) Die Reihe Y 77 2% konvergiert nach dem Quotientenkriterium fiir alle € C:

k+1‘ | |

|ﬁ$ x ..
|ka‘ :k+1—>0 fir k£ — oo.
Kl

Also erhalten wir eine Funktion auf ganz C — die Ezponentialfunktion

oo
1
exp: C—>C, z+— Zyxk
k=0

Lemma 3.12.22. Fulls die Reihe Y .- a,x™ fir x = xo konvergiert, so konvergiert
sie auch fir alle x mit |x| < |zo| und die Konvergenz ist sogar absolut.

Dies ist nicht unbedingt wahr fir |z| = |zo|: Die Potenzreihe Z;O:l(fl)’”l%k konver-
giert fiir zp = 1 (nach dem Leibnizkriterium) und damit nach letztem Lemma fiir alle =
mit |z| < 1. Aber sie konvergiert nicht fiir z = —1 (dort ist sie die harmonische Reihe).

Beweis von Lemma 3.12.22. Fiir g = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun zy # 0. Dann gilt

n

k k T
Z lanz™| = Z lanzq]
n=0 n=0 To

Wir wollen das Majorantenkriterium nutzen, um die Konvergenz dieser Reihe fiir

x%‘ =: ¢ < 1. D.h. wenn zeigen konnen, dass |a,x{|

|z] < |zo| zu nutzen. Es ist

beschrinkt ist, dann folgt die Konvergenz aus der Konvergenz der geometrischen Reihe.
Da jedoch Y7 janay, ist (anz{), eine Nullfolge und damit beschréinkt. O

Definition 3.12.23. Der Konvergenzradius einer Reihe Y :°  ¢;x’ ist

R:=sup {r eR

o0
Jr e C:|z|=r und Z |c;z?| konvergiert }
i=0

Satz 3.12.24. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe Y.~ o anx™. Dann kon-
vergiert die Reihe fir alle x € C mit |z| < R absolut. Fir alle z € C mit |z] > R
konvergiert die Reihe nicht.

Beweis. Sei x € C mit |x| < R. Dann gibt es ein 2 € C mit |z| < |zo| < R, so dass
die Potenzreihe fiir zg konvergiert. Damit folgt die Behauptung aus Lemma 3.12.22.

Sei nun x € C mit |z| > R. Falls die Potenzreihe fiir 2 konvergiert, dann konvergiert
zu nach Lemma 3.12.22 absolut fiir MTJFR € (R, |z|). Das widerspricht der Definition
des Konvergenzradius, die Potenzreihe kann also fiir « nicht konvergieren. O

Aus dem Wurzelkriterium fiir die Konvergenz von Reihen, ergibt sich:
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3.12 Reihen

Satz 3.12.25. Fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe Y ., anaz™ gilt

-1
R= (limsup \"/an> )

n—o0

wobei wir % = 00 und é =0 setzen.

—1
Beweis. Ist |z| < (lim SUD,, 00 \"/|an|) , dann folgt die Konvergenz der Reihe mit

anz™| = |z|limsup,,_, ., ¥/|an| <1 und dem Quotientenkriterium. Sei
nun |z| > R, also limsup,, ., {/|an,2z™| > 1. Damit gibt es eine Teilfolge mit |a, ;2™ | >
1 fiir alle j > jo und somit kann (a,z™), keine Nullfolge sein und die Reihe kann nicht
konvergieren. O

limsup,, ,. %

Wie auch das Wurzelkriterium ist diese explizite Formel nicht immer niitzlich, da es
schwer sein kann, den lim sup von {/|a,| zu berechnen.

Da man Potenzreihen als verallgemeinerte Polynome betrachten kann, konnen wir uns
analog wie bei Polynomen tiberlegen, was die Werte der Reihe machen fir z,, — z:

Satz 3.12.26. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe p(z):=3 e arz®. Sei z,
eine kompleze Folge und Grenzwert &, so dass || < R und |x,| < R fir alle n. Dann
gilt p(x,) — p(Z) fir n — co.

Beweis. Sei r = sup{|z,| | n € N}. Dann ist |£] <r < R.
Da fiir |z| < R die Potenzreihe absolut konvergiert, also auch fiir x = r, gibt es fiir
€>0ein kg € Nmit Y07, |a,|r"™ < £ fiir alle k > ko.

Es gilt
ko ko 0o fo%e)
p(an) —p@) <I Y axwl =Y axd® [+ > Jarahl+ Y |and|
k=0 k=0 k=ko+1 k=ko+1
—_————
:5‘1($n)
oo
<lg(zn) — @) +2 Y lalrt
k=ko+1

<la(en) — a(@)] + 3.

Aus Beispiel 3.2.4 wissen wir, dass aus x, — & fiir n — oo folgt fiir Polynome
q(x,) — q(&) fir n — oo. D.h. fiir n — oo gilt

IN
N

lim sup |p(x,) — p(2)|

n— oo

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt lim sup,, , . |p(zn)—p(2)| =0 und damit lim,,_, o p(z,) =
p(&). O
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3.12.6 Die Exponentialfunktion
Wir hatten gesehen, dass

exp(x):: —a”.

eine Funktion, die Exponentialfunktion, auf ganz C definiert, da der Konvergenzradius
dieser Potenzreihe unendlich ist. Um zu sehen, wo der Name Exponentialfunktion
herkommt, iiberlegen wir uns zunéchst:

Lemma 3.12.27. ezp(l) =e¢

Beweis. Die Eulersche Zahl ist definiert als e = lim,, o (1 + %)n Mit dem binomischen

Satz haben wir somit e = lim,, o0 D p_g (") X

Sei ¢ > 0. Da die Reihe exp(1) konvergiert, gibt es ein kg € N mit |Zz°:k0+1 %| <3
fur alle k > kg.

Es ist

= (n) 1 1 = 1 =~ [(n) 1
wo)-3 (e < w -2 (e 2w+, 2 ()
k=0 k=0 k=0 k=ko+ k=ko+1

Es gilt
n\ 1 n-(n—1) n—k+1)1 1 2 E—1,1 1
= —=(1-)1- 1- <
(k:) nk n-n-...-n k! ( n)( n) ( n )k' ~ k!
und insbesondere gilt ( )n—lk — % D.h. fiir jedes € > 0 gibt es ein ng(k) > k mit
Myl 1y le
k)nk Kl 42k
fir alle n > ng(k). Zusammen ergibt sich fiir alle n > max{kg, n0(0), no(1),...,no(ko)}
n ko oo 1
exp(l)—Z() Z () +2 Z o
k=0 k=ko+1
1e €
-— 4+ =<e O
kz:: 42 k 2~
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274 W%
[
2.6
]
254 m g
o
2.4
u
2.3 1
u
2.2
2.1
20{ m
‘
0 0 20 30 40 0 60 70 80

Abbildung 3.5: Die Exponentialreihe approximiert e wesentlich schneller als die Folge
vom Zinseszins: Rot —n — >}, %, Blau — n — (1 + %)n
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093 . . .

Lemma 3.12.28. e¢* ist irrational.

Beweis. Es gilt

1 =1 1 1 1
0<e— — = — = 1 ce
Sed = 2 (n+1)!<+n+2+(n+2)(n+3)+ >
k=0 k=n+1
<! 1+1+i+ -2
“(n+1)! 2 22  (n+1)!
und damit
" nl 2
0<nle— %_ 1
R n -+
N——
eN

Woére e rational, also der Form e = % mit p,q € N, dann wére insbesondere nle € N fir

alle n > ¢. Dann wére nle — ZZ:O ’;—,‘ eine natiirliche Zahl gréfler als Null und kleiner
als %H Das ist ein Widerspruch, also kann e nicht rational sein. O

Wir wollen als néchstes sehen, dass exp(z) = e” fiir alle € Q ist und dann exp(x)
nutzen, um e” fir z € R zu definieren.

Falls das stimmt erwarten wir insbesondere, dass exp(z + y) = exp(z)exp(y) gilt. Um
das nachzurechnen, miissen wir Reihen multiplizieren kénnen:

*https://oeis.org/A001113
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Satz 3.12.29 (Cauchy-Produkt). Seien > -, ar und > po bi zwei absolut konvergente
Reihen. Sei ¢, = ZZ:O arbn_i. Dann ist Z?:o cn absolut konvergent und es gilt

S (5 ()

Beweis. Sei s, = Y 1 |ak|, ta = Y p_g |br|. Wir tiberlegen uns zuerst, dass Y .~ ¢,
absolut konvergent ist:*

n oo o0
Doleal < > laillbsl < D laillbjl = suta <Y larl D Jbr] < o0
k=0 k=0

i+ji<n ij<n k=0

Um zu zeigen, dass der Grenzwert der gesuchte ist, schitzen wir ab (vgl. auch Abbil-
dung 3.6):

n n n
ST ST SN SPVAE s PR ST
k=0 j=0  i=0 i+j<n ij<n i,j<niiti>n
<3 lal bl = D asl 1bj] < sutn = smtm,
ij<n <%

wobei m = 5 fiir n gerade und m = % fiir n ungerade ist. Da s,t,, konvergiert, ist es
Cauchyfolge. D.h. gibt es ein ng € N mit |s,t, — Simtm| < € fiir alle n,m > ng. Mit der
Abschétzung von oben, folgt somit die Behauptung. O
Satz 3.12.30.

(i) Es gilt exp(x + y) = exp(x)exp(y) fir alle x,y € C.

(it) Fir alle x € Q und y € R gilt exp(x - y) = (exp(y))®. Insbesondere ist damit
exp(x) = e* fir z € Q.

Beweis. (i) Mit dem Cauchyprodukt aus dem letzten Satz folgt

S] xk o] yj oo n .Tk yn_k
exp(z)exp(y) = Z Tl Z F = Z Z ﬁi(n — k)
k=0 3=0 n=0 k=0
- 1 - n k,n—k — 1 n
=D =2 ()P =D Sty =exp(a+y).
n=0 " k=0 n=0

*Zi+]’<n bedeutet: Summe tiber alle i,5 € N mit 7 + j < n. Da es sich dann um eine endliche

Summe handelt, ist die Reihenfolge der Summanden egal und man kann deshalb diese Kurzschreibweise
nutzen.
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soto  s1ly sota 83ty sS4ty Ssts

%{5 0be

a1b5 albﬁ

Co = it j=o %ib;

b,

€1 = Lai+5=1 a;0.

a2b4 ag b5 a2b6

N

Co = .. _oa;b;
Lij=2 s arby |a1bs| aibs

Cc3 = Zi+j:3 Clibj

_ . o asby asby asbs asby asbs| asbg
Cq4 = Zi+j:4 a;b; /}/

_ . agby agby agbas agbs asbs agbs agbs
Cs = E :i+j:5 azb]

Abbildung 3.6: Anschauung zum Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen:
Dm0 @n Yoo bn = D0l e mit ¢ = D00 g akbn—k = 30, o, aiby.
D.h. Y7 ¢, ist die Summe iiber die Summen der Diagonalen. Die
Rechtecke den Produkten der Partialsummen s,t, fir s, = ZZ:O ak
und ¢, = >, _, bi entsprechen.

ayq b4 CL4b5 ayq b@‘
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(if) Fur « € N folgt die Aussage aus (i) mittels Induktion: Fur x = 1 ist es klar. Stimmt
die Aussage fiir z = n. Dann folgt

exp((n + 1)y) = exp(ny + y) = exp(ny)exp(y) = (exp(y))"exp(y) = (exp(y))" .

Sei nun x = 7* fiir m,n € N, n # 0. Dann ist

(exp(y))™ = exp(my) = exp(n%y) = (exp(%y))"

und somit exp(Zy) = (exp(y)) ™ .
Es bleiben noch die negativen rationalen x: Dann ist —x eine positive rational Zahl
und wir haben

x

1 = exp(0) = exp(zy + (—2)y) = exp(zy)exp((—z)y) = (exp(zy))(exp(y))”
und somit haben wir exp(z - y) = exp(y)* fir alle y € R und z € Q. O

Damit kénnen wir e*:=exp(z) fir z € C definieren und sind kompatibel mit der
Definition von e® fiir x € Q, die wir zuvor hatten.

Satz 3.12.31 (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion). Fir die reelle Expo-
nentialfunktion exp: R — R gilt

(i) exp(0) = 1 und exp(x) > 0 fir alle x € R.
(ii) exp ist streng monoton wachsend
(iii) Fiir jede reelle Folge x,, — oo gilt exp(x,) — 0.
(iv) Fir jede reelle Folge x,, — —oo gilt exp(x,) — 0.
(v) exp: R — (0,00) ist bijektiv.

Beweis. (i) exp(0) = 1 ist klar. Fiir > 0 folgt exp(z) > 0 direkt, da alle Folgenglieder
nichtnegativ sind und das erste immer gleich eins ist. Sei nun z < 0, dann ist —x >0
und exp(x) = (exp(—z))~* > 0.

(i) Fir « > 0 ist exp(z) = 1+x+x2—2+... > 1. Sei > y. Dann ist

exp(r) = exp(y)exp(z —y) > exp(y).
>

(iii) Fir = > 0 ist exp(x) > 1 4+ 2. Damit folgt aus z,, — oo, dass exp(z,) — oo gilt.
(iv) Fiir z < 0 folgt aus 0 < exp(z) = exp(—z)~! < (1 — )71, dass exp(z) — O fiir
Ty —> —00.

(v) Aus (ii)-(iv) folgt exp(R) C (0, 00). Injektivitit folgt aus streng monoton wachsend.
Es bleibt die Surjektivitdt. Das kann man aus Satz 3.12.26 mittels einer Intervallschach-
telung wie bei der Existenz der n-ten Wurzel beweisen. Solch ein Argument werden wir
bald im allgemeineren Rahmen fithren, deswegen fithren wir es hier nicht aus. O

66



3.12 Reihen

Da die Exponentialfunktion von R nach (0, 00) bijektiv ist, konnen wir die Umkehr-
funktion definieren:

Definition 3.12.32. Der Logarithmus In: (0,00) — R ist die Umkehrfunktion der
reellen Exponentialfunktion exp: R — (0, 00).

Aus den Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion lesen sich direkt folgende
Eigenschaften des Logarithmus ab:

Satz 3.12.33. FirlIn: (0,00) — R gilt

(i) In(1) =0

(i) Aus x, — oo fiir n — oo folgt Inx,, — co.

(iti) Aus x, — 0, x, > 0, fiir n — oo folgt Inxz, — —oo.

(iv) In(zy) =Inz +Iny
Mit Hilfe des Logarithmus fithren wir nun reelle Potenzen von reellen positiven Zahlen
ein:
Definition 3.12.34. Fiir a € R mit a > 0 und z € C sei

a”:=exp(z - lna).

Das diese Definition konsistent ist mit unserer Definition von Seite 29 fiir Potenzen mit
rationalen Exponenten folgt aus

xT

Satz 5;230(11) (eXp(ln a))x = a”®.

exp(z - Ina)
Mit dieser Definition, der Funktionalgleichung fiir exp aus Satz 3.12.30(ii) und den
Eigenschaften des Logarithmus lassen sich dann die Potenzgesetze, so wie wir sie von
rationalen Exponenten kennen, auch allgemein nachrechnen:

Lemma 3.12.35. Fira,beR, a,b >0, r,s € C gilt
(ar)s — a'rs7 a’a® = aTJrS, a’b" = ((Lb)r
Beweis. Ubungsaufgabe O

Alternative Definition von a” fiir x € R: Man kann a” fira € R, a > 0, und =z € R
auch wie folgt definieren: Sei x,, eine Folge rationaler Zahlen mit z,, — z fiir n — oo.
Da wir Potenzen mit rationalen Exponenten schon frither definiert haben, existiert a*~.
Wir setzen
a®:= lim a®".
n—oo

Bei dieser Definition miisste man einiges Uberpriifen: Existenz des Grenzwertes und
Wohldefiniertheit, d.h. Unabhéngigkeit von der gewahlten Folge. Wenn man das hat,
stimmt es wenigstens direkt automatisch mit der Definition von a® fir x € Q iiberein,
da man dort immer die konstante Folge nehmen kann. Es bleibt dann noch mit dieser
Definition die Potenzgesetze zu {iberpriifen und zu zeigen, dass es dquivalent zur obigen
Definition ist. Machen wir hier alles erst mal nicht.
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‘Woche 6

3 Folgen

Sinus und Kosinus Betrachten wir nun exp(iz) fiir € R. Dann ist die zugehorige
Reihe eine komplexe absolut konvergente Reihe. Diese konvergiert, wenn die Reihe
ihrer Real- und Imaginéarteile absolut konvergent. Dies gibt uns also automatisch die
Konvergenz zweier weiterer Reihen:

Da i? = —1, i% = —i und i* = 1 ist, haben wir

. (iz)* —1)3gk —1)=z
S -y By B

k=0 k gerade k ungerade

- (_1)n 2n : - (_1)n 2n+1
= — T +1 T .
; 2n)! n; 2n+ 1)

Wir setzen
L foj (71)71 2n . L §°° (71)”‘ 2n-+1
COS .'If.—n:O (271)' x und Slnx.—nzo mf .

Beide Reihen haben Konvergenzradius oo.
Also ist .
e¥ =cosx +isinx (Eulersche Formel)

Was man hier sofort fir x = 0 ablesen kann: cos0 = 1 und sin 0 = 0. Auflerdem sieht
man sofort an den Potenzreihen: sin(—xz) = — sinz und cos(—x) = cos x und damit gilt
firz e R

ei? = cosx Fisinz = cosx — isinz = cos(—x) + isin(—z) = /(77 = ¢717,

Geometrische Anschauung. Es ist

|elm|2 _ elmeim — elxeflib — elibflfr — 60 =1

damit liegen die komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis:

Was wir noch nicht wissen (kommt spéter in Satz 4.1.18), dass alle Punkte auf dem
Einheitskreis die Form ' fiir z € R haben.
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3.12 Reihen

Lemma 3.12.36 (Trigonometrischer Pythagoras). Fir o € R gilt*
cos? a + sin® a = 1.
Beweis. Wir benutzen die Eulerformel:

1 =]el?]? = €% 1% = (cos o + isin ) (cos a + isin(—a))
™
=—sin«
=cos? a + sin? a. O
Lemma 3.12.37 (Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus). FEs gilt fir alle o, 5 € R

cos(a+ ) =cosacos B — sinasin 3

sin(a + ) =cos asin 8 + sin a cos 8
Beweis. Wir benutzen wieder Satz 3.12.30.(i) und die Eulerformel:

el (08 —eleelf — (cosa + isin ar)(cos 5 + isin 3)

=(cosacos  — sinasin B) + i(cos asin 8 + sin v cos ).

Andererseits ist el(®t5) = cos(a 4 ) +isin(a+ 3). Vergleich von Real- und Imaginérteil
ergibt die Additionstheoreme. O

Mehr zu Eigenschaften von Sinus und Kosinus kommt spéter.

2

*cos? a := (cos @) und analog fiir den Sinus.
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4 Funktionen in einer Variablen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Funktionen mit einer Variablen beschéftigen
und dabei wird es zumeist um die Approximation von Funktionen durch ’leichtere
Funktionen’ wie Polynome gehen.

Wenn wir an die Exponentialfunktion denken, dann hatten wir diese tiber die Reihe
Y reo %I: definiert. Diese Reihe war fiir alle © € R (absolut) konvergent. D.h. fiir jedes

z € R konvergiert s,(z):=) 1_, %T gegen e”. Man kann das so verstehen, dass die
Polynome s, (x) die Exponentialfunktion annédhern. Besonders gut bzw. schnell in der
Néhe von 0. (Wenn man nahe zg # 0 approximieren wollte, wiirde man eher auf eine
Reihe der Form Y37, ax(z — 20)* gehen.)

Die Frage, die uns nun ausgiebig beschiftigen wird, ist, ob so etwas immer geht/wahr
ist. Die Antwort ist jein — kommt darauf an, was man mit 'sowas’ meint. Nicht jede
Funktion wird eine konvergente Potenzreihe sein - auch wenn es eine grofie Klasse von
Funktionen gibt, die das sind. Fiir eine noch groflere Klasse werden sich allerdings
Polynome finden lassen, die eine gegebene Funktion f in der Umgebung eines Punktes
(zo, f(zo)) gut approximieren und die Approximation wird dann i.A. besser je hoher der
Grad des Polynoms ist. Was heifit hier besser? Dass die Differenz "Funktion - Polynom’
wenn x sich xg annéhert, schneller gegen Null geht. Das mindeste sollte aber sein, dass
diese Differenz iiberhaupt gegen Null geht.

Bei der Exponentialfunktion approximiert

e z.B. so(x) = 1 Funktionswerte e” nahe x =
0, aber s1(z) = 1 4 « ist fur = die nahe
genug eine bessere Approximation von e*.
Man sieht am Graphen, dass |e* — s1(z)|
fiir z nahe 0 kleiner als |e® — so(x)] ist.

2
so=1+x+ Z

Andererseits sehen wir am Beispiel, wo

x < 0 auf 0 abgebildet wird und =z > 0

auf 1, dass schon die 'nullte Approximation’

mit konstanten Funktionen (hier z +— 0)
so =1 i.A. nicht Funktionswerte nahe (zo, f(x0))
approximieren miissen (Egal wie klein z > 0
ist, ist der Funktionswert 1 und damit weit
weg von 0).

Wir werden verschiedene Klassen von Funktionen kennenlernen, wo diese Approxi-
mationen (jeweils bis zu einem bestimmten Grad des Polynoms) funktionieren und
beginnen werden wir mit der nullten Approximation, der Approximation durch kon-
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4 Funktionen in einer Variablen

stante Funktionen nahe einer gegebenen Stelle — das wird der Begriff der Stetigkeit
sein.

4.1 Stetigkeit

4.1.1 Folgenstetigkeit und Stetigkeit
Wir wollen als erste Approximation den Stetigkeitsbegriff kennenlernen:

Definition 4.1.1. Eine Funktion f: A C R — R heifit in 2y € A folgenstetig, wenn es
fiir alle Folgen (z,), in A mit x,, — x gilt, dass f(x,) = f(zp) ist. Die Funktion f
heifit folgenstetig, wenn f: A — R in allen z € A folgenstetig ist.

Beispiel 4.1.2. e Fiir einige Funktionen haben wir die Folgenstetigkeit schon
iiberpriift ohne das so zu benennen: Polynome und rationale Funktionen sind
folgenstetig nach Beispiel 3.2.4, Potenzreihen sind stetig fiir alle € (—R, R) mit
R der Konvergenzradius nach Satz 3.12.26 Konvergenzradius.

Damit sind exp, sin und cos auf ganz R folgenstetig.

o Die Heaviside Funktion f: R — R

. 1 >0
0 <0

ist folgenstetig in allen  # 0: Sei 0.B.d.A. z > 0 (Der Fall < 0 geht analog). Sei
T, eine Folge mit x,, — x. Dann gibt es ein ng € N mit x,, > 0 fur alle n > nyg
und somit f(z,) =1 fir alle n > ng. Damit konvergiert f(x,) — 1 = f(z) und f
ist folgenstetig in = > 0.

Aber f ist nicht folgenstetig in x = 0: Wahle z,, = % Dann gilt x,, — 0, aber
f(z,) =1 konvergiert nicht gegen 0 = f(0).

Folgenstetigkeit bedeutet, dass man den Funktionswert an einer Stelle, approximativ
durch Funktionswerte nahe dieser Stelle bestimmen kann. Man kann auch anders herum
fragen, wann kann man mit dem Funktionswert an einer Stelle die Funktionswerte nahe
der Stelle approximieren. Das leistet der Begriff der Stetigkeit:

Definition 4.1.3 (Stetigkeit — € — §-Kriterium). Eine Funktion f: A C R — R heifit
in xg € A stetig, wenn es fir alle € > 0 ein § > 0,s0 dass fiir alle z € A mit |z — zo| < 0

[f(@) = fzo)| < e
gilt. Die Funktion f heifit stetig, wenn f in allen z € A stetig ist.

Die Stetigkeitsdefinition mit Quantoren geschrieben:

Eine Funktion f: A C R — R ist stetig in g € A, falls:

Ve>036>0Ve € Amit |z —xo| <d: [f(x) = f(zo)| <e.
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4.1 Stetigkeit

rog—0  Zo To+ 0

Abbildung 4.1: Fir jedes € > 0 muss das § > 0 so gewéhlt werden, dass der rote
Abschnitt der Kurve, also f((xg — d,2z0 + 9)) = f(Bs(xo)), vollstandig
im griinen Bereich liegt.

Beispiel 4.1.4.
(i) Die konstante Funktion mit Wert @ € R, f: R —» R, x — a, ist stetig:

Sei zg € R. Wir miissen zeigen, dass f in xg stetig ist. Dazu sei € > 0. Wahle
d =1 (jedes 0 > 0 funktioniert hier). Dann gilt fiir alle € R mit |z — 29| < 4,
dass |f(z) — f(zo)| = |a — a| =0 < e ist.

(ii) f: R = R, z — 2z, ist stetig: Sei 29 € R.
Sei € > 0. Wir wéhlen § = §. Dann gilt fiir alle 2 € R mit [z — 20| < ¢:

|f(z) = f(zo)| = |22 — 2z0| = 2|z — 20| < 20 = .

(iii) f: R — R, z — 22, ist stetig in allen z € R:

Sei € > 0. Wir wéhlen § = min{1, } Dann gilt fiir alle z € R mit |z —xo| < ¢:

€
2‘$0|+1

|f(z) = fzo)| = |2° — x3| = |z — wo| - |z + 20| < (|| + |ao])
A—Ungl. <1
< 8(2|wo| + |x — xo]) < 0(2lxo| + ) < I(2|wo| +1) <€

— Das 6 darf (und wird im Allgemeinen) von z¢ und e abhédngen. —
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4 Funktionen in einer Variablen

Bemerkung 4.1.5 (Negation — nicht stetig in xg). Eine Funktion f: A C R — R ist
nicht in xg € A stetig, wenn

Je>0V5>03x € Amit |z —xo| <d: |f(z) — f(zo)| > €

In Worten: ... wenn es ein € > 0 gibt, so dass es fiir alle > 0 ein © € A mit |z —xo| < ¢
gibt, so dass |f(x) — f(zo)| > € ist.

Beispiel 4.1.6. Die Funktion f: R — R

|_>1x>0
v 0 <0

ist nicht stetig zo = 0:

Wir zeigen nun, dass f nicht in 2 = 0 stetig ist: Wahle € = 3. Sei § > 0. Dann gilt fiir
T = %’ dass |f(x) — f(xo)| = 1 > € ist.

Lemma 4.1.7 (Stetigkeit =Folgenstetigkeit fiir Funktionen in R). Sei f: ACR — R
ein Funktion und x¢g € A. Dann ist die Funktion f genau dann in xq stetig, wenn sie
in xo folgenstetig ist.

Beweis. Sei f zunichst in xg stetig, und sei (z,), eine Folge in A mit x,, — . Wir
wollen zeigen, dass f(x,) — f(xg) fiir n — oo:

Sei € > 0. Aus der Stetigkeit folgt, dass es ein 6 > 0 gibt, so dass |f(z) — f(zo)| < € fur
alle x mit |z — xo| < J gilt.

Aus x,, — x folgt, dass es ein ng € N mit |z, —x¢| < ¢ fur alle n > ng gibt. Zusammen
gilt also | f(xz,) — f(xo)| < € fir alle n > ng und somit f(x,) — f(xg) fir n — oc.

Sei nun f folgenstetig in x¢. Wir zeigen durch Beweis durch Widerspruch, dass f in xg
stetig ist: Ist f in zg nicht stetig, dann gibt es ein € > 0, so dass es fiir alle 6 > 0 ein x
mit |z — 2| < § und |f(z) — f(zo)| > € gibt. Fiir § = L heiBe ein solches z x,,. Dann
gilt |#, — 20| < L und somit geht @, — x fiir n — oo wihrend | f(z,,) — f(z0)| > € gilt.
Aber aus der Folgenstetigkeit folgt f(z,) = f(zo) fiir n — oo, was den Widerspruch
gibt. O

Nach letztem Lemma wissen wir also direkt, dass Polynome und rationale Funktionen
stetig sind und dass alle Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius R (also fiir
alle € (—R, R)) stetig sind.

Als néchstes sehen wir, dass Stetigkeit eine lokale Bedingung ist, d.h.

Lemma 4.1.8. Sei f: ACR — R. Seir >0 und g € A. Dann ist die Finschrankung
f+ AN B.(x9) — R genau dann stetig in xg € A, wenn f: A — R stetig in xo € A ist.

Beweis. Sei f: A — R stetig in x¢. Sei nun x,, eine Folge in A N B, (xg), die gegen x
konvergiert. Dann ist das automatisch eine Folge in A und damit konvergiert f(x,,)
gegen f(xo).

Sei f: AN B,.(x0) — R folgenstetig in xg. Sei nun (z,),cn eine Folge in A, die gegen
xo konvergiert. Dann gibt es ein ng € N, so dass |z,, — z¢| < r, also z,, € B,.(xg), fiir
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4.1 Stetigkeit

alle n > ng. Also ist (z,,)n>n, eine Folge in AN B,(x¢) und somit konvergiert f(z,)
gegen f(zp). O

Lemma 4.1.9.
(i) Sind f,g: A C R — R stetig in xo, dann sind auch f+g: ACR — Rz —
f@)+g(z), und fg: A CR = Rz — f(x)g(x) stetig in x¢. Falls zusatzlich

g(xz) # 0 fir alle x € A ist, ist auch 5: ACR—- Rz ggg, stetig in xg.

(ii) Seien f: ACR — R, g: BCR — R Funktionen mit f(A) C B. Ist [ stetig in
xo € A und g stetig in f(xg), dann ist go f: A — R stetig in xo.

Beweis. Wir uberpriifen die Aussagen, in dem wir jeweils die Folgenstetigkeit in x(
iiberpriifen:

(i) Sei x,, eine Folge in A mit x,, — . Da f und g stetig in x¢ sind, folgt f(x,) — f(xo)
und g(x,) — g(xo) fir n — co. Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen folgt
(f + 9)(@n) = flon) + g(zn) = f(@0) + g(z0) = (f + g)(x0) sowie (fg)(xn) =
f@n)g(@n) = f(0)g(x0) = (fg) (o). Fiir g(x) # 0 fiir alle z € A folgt auch £ (z,) =
fey — 1en = Lwo).

(ii) Sei z, eine Folge in A mit x,, — xo. Dann folgt, da f in z( stetig ist, dass
f(zn) = f(xo) fir n — oo. Da (f(x,)), nun eine Folge in B ist, die gegen f(xo)
konvergiert und g dort stetig ist, folgt, (go f)(x,) = g(f(zn)) = g(f(z0)) = (g0 f)(z0)
fir n — oo. O

Beispiel 4.1.10. Mit dem letzten Lemma und dem Wissen, dass Polynome, die
Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus auf R stetig sind, erhalten wir sofort, dass z.B.
die folgenden Funktionen stetig sind:

e f[:R—=> Rz~ sinx+cosx
e 1R Rz~ z3sinx
o f:R\{zeR| cosz#0} - R,z tanz:=3222
o [:R =R,z estsine
Lemma 4.1.11. Sei f: A C R — R eine Funktion, so dass es ein L > 0 gibt mit
(@)~ F)| < Lz —yf
fiir alle x,y € A. Dann ist f stetig.

Eine solche Funktion nennt man Lipschitz-stetig.

Beweis. Sei xg € A und sei € > 0. Wir withlen 6 = £ > 0. Dann gilt fiir alle € A mit
|z — x| < 0, dass
|f(x) = f(xo)| < Ll — 20| < LI =€

ist. Also ist f stetig. O

Z.B. ist jede Kontraktion (vgl. Ubungsaufgabe 11) Lipschitz-stetig (mit L € (0,1)) und
damit stetig.
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f(a)

f(®)

ag by bo

ay an

b2

Abbildung 4.2: Intervallschachtelung fiir den Zwischenwertsatz

4.1.2 Zwischenwertsatz

Satz 4.1.12. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Seiy € R, so dass f(a) <y < f(b)
oder f(b) <y < f(a) ist. Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(x) =y.

Beweis. Wir werden das x mit Hilfe einer Intervallschachtelung konstruieren, vgl.
Abbildung 4.2: Sei ag = a und by = b und Iy = [ag, by]. O.B.d.A. sei f(b) <y < f(a)
(also wie im Bild, der andere Fall geht analog. Haben wir schon I, = [an,bs] so
konstruiert, dass f(b,) <y < f(a,) gilt, dass setzen wir

1ol =23 by = 0] (b)) Sy < f(UPe)
e [an+1 = an, by = L’;b”] sonst

Dann gilt auch f(bn41) < y < f(an+1). So erhalten wir eine Folge von Intervallen
(In)n mit I,y1 C I, und |I,41| = %|I,| fiir alle n. Wir haben also eine Intervall-
schachtelung konstruiert. Also gibt es ein x € [a,b] mit z = lim, 0 @y, = limy,— 00 by.
(Bis hierhin wurde noch nicht verwendet, dass f stetig ist.) Da f stetig ist, folgt
f(x) =1limy, o0 f(an) = limy,— o0 f(by). Da aber nach Konstruktion f(b,) <y < f(an)
fiir alle n gilt, ist nach dem Einschniirungssatz y = f(x). O

Folgerung 4.1.13. Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig. Dann ist f(I) auch
ein Intervall in R.

Achtung: Auch wenn f(I) wieder ein Intervall ist, muss es nicht die ’gleiche Art’ von
Intervall sein, d.h. offene Intervalle werden i.A. nicht auf offene Intervalle abgebildet,
z.B. Fiir f(z) = 22 ist f((—1,3)) = [0,9).

Ist f allerdings streng monoton, dann kann man sich iiberlegen, dass die ’Art des
Intervalls’ (offen, geschlossen, halboffen) erhalten bleibt (nur wird bei streng monoton
fallend aus einem linksoffenen Intervall ein rechtsoffenes und umgekehrt).
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4.1 Stetigkeit

Beweis. Um zu zeigen, dass f(I) ein Intervall ist, miissen wir zeigen, dass fiir alle a,b € T

mit f(a) < f(b), [f(a), f(b)] C f(I) gilt: Sei y € [f(a), f(D)], also f(a) <y < f(b).
Dann gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein x € [a, b] mit f(z) = y. Also ist y € f(I)
und somit [f(a), f(b)] C f(I). O

Satz 4.1.14. Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine streng monotone stetige
PFunktion. Sei J = f(I). Dann ist f: I — J bijektiv und die Umkehrfunktion f=: J — I
1st stetig.

Beweis. Surjektivitdt von f: I — J ist klar, da J = f([I) ist. Injektivitdt folgt direkt
aus der strengen Monotonie: O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend und = < y, dann
ist f(x) < f(y). Also ist f bijektiv. Es bleibt zu zeigen, dass f~1: J — I stetig ist:

R R a Sei xg € J. Setze yo = f~1(x0).
' Sei ¢ > 0. Es ist zu zeigen,
e 0 dass es ein § > 0 gibt, so dass
Ut P 7 S |f~H (@) —yo| < e fiir allex € J
———————————————— mit |z — xo| < § gilt.

Die Menge K:=(yo—¢,yo+€)NI
ist wieder ein Intervall und, da
f stetig ist,

Y0 1

ist f(K)=f(((xo—€,x0+€)NI)= f(((xg — €,x0 + €)) N J somit ein Intervall mit
Yo = f(xo) € K.

1.Fall: Es existiert ein § > 0 mit (xo — 9,20 +0)NJ C K. D.h. fiir alle y € I mit |y —yo|
ist f~1(y) € K, also |f~(y) — zo| <.

2.Fall: x ist eine Intervallgrenze von K *. Da bei streng monoton stetigen Funktionen die
Art des Intervalls erhalten bleibt, muss auch yo eine Grenze des Intervalls (yo—e, yo+€)NI
und damit eine Grenze von I sein. Dann ist aber x eine Grenze des Intervalls J und
somit existiert doch ein 6 > 0 mit (z¢ — 0,29 + ) N J C K und wir sind doch im ersten
Fall. O

Beispiel 4.1.15. Die n.te Potenz auf nichtnegativen Zahlen z € R>¢ +— 2™ € R ist
stetig, streng monoton wachsend und surjektiv. Also ist die n.te Wurzel g/:: [0,00) —
[0, 00) stetig.

Die Exponentialfunktion exp: R — (0, 00) ist stetig, streng monoton wachsend und
bijektiv, also ist der Logarithmus In: (0, 00) — R stetig.

Satz 4.1.16. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine reelle Null-
stelle.”

*also K hat die Form [zo,.), [z0,], (., zo] oder [.,.z0]
TFiir Polynome geraden Grades gilt das i.A. nicht, z.B. z +— 22 4 1.
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4 Funktionen in einer Variablen

Beweis. Sei p(z) = aqx® + ...+ ap mit d ungerade. O.B.d.A. sei a; > 0 (ansonsten
betrachte —p(z)). Sei x,, eine Folge in R mit x,, — £oo* fiir n — oo. Insbesondere ist
dann z,, # 0 fir alle n gro genug. Dann haben wir fiir n — oo

ad—1 ao
gty  agzd

p(zy,) = adm‘fl 1+
~——

—+o0
—1

—+o00 nach Lemma 3.3.4

Also gibt es x4+ € R mit p(x4) > 0 und p(z_) < 0. Da Polynome stetig sind, muss es
nach dem Zwischenwertsatz ein € R mit p(z) = 0 geben. O

4.1.3 Sinus, Kosinus und Pi

Wir hatten den Kosinus bzw. Sinus als Real- und Imaginérteil von €!?, fiir x € R,
definiert und gesehen, dass somit

: _oo (=1 2k+1 a® x® ot
e =) G T m Ty
k=0
7 > (_1)k ok 2 x4 26
cos:vfz (Qk;)!x f1—§+z aJr*

ist. Beide Potenzreihen haben Konvergenzradius unendlich und definieren somit stetige
Funktionen
sin: R -+ R und cos: R =+ R.

Wir wollen uns nun tiberlegen, dass der Kosinus Nullstellen besitzt. Dazu schétzen wir
zuerst cos 2 ab:

22 24 26 28 210 212

cosz=l-grt e te o Tt
—_—
<0 <0

da fiir n > 1 immer 2 > % gilt (da (n+1)(n+2) > 4). Also ist

2<1 L2 1-2 10 L 0
cos2 < 2!—1-4!— —|—24— 3<.
AuBerdem ist cos 0 = 1. Da der Kosinus stetig ist, ergibt sich aus dem Zwischenwertsatz,
dass der Kosinus auf [0, 2] eine Nullstelle besitzen muss.
Wir wollen die kleinste dieser Nullstellen auf dem Intervall [0, 2] benutzen, um 7 zu defi-
nieren. Dazu miissen wir uns jedoch erst einmal iiberlegen, dass es eine solche kleinste

*Wir betrachten hier gleichzeitig, die beiden Falle z,, — co und z,, — —oo.
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Nullstelle in [0, 2] gibt. Dazu definieren wir uns die Menge M:={z € [0,2] | cosz = 0}
und setzen a:=inf M. Wir wollen nun zeigen, dass a in Wirklichkeit das Minimum von
M ist (das Infimum also angenommen wird) und damit diese kleinste Nullstelle ist:

Es gibt eine Folge in x,, in M mit z,, — a. Aus der Stetigkeit(=Folgenstetigkeit) des
Kosinus folgt 0 = cosz,, — cosa, also cosa = 0 und somit a € M. Es ist klar, dass
a € (0,2) liegt.

Definition 4.1.17. Die Zahl 7 ist definiert als das Doppelte der kleinsten positiven
Nullstelle vom Kosinus.

Also ist das a von oben gleich § und damit ist 7 € (0,4).
Satz 4.1.18.
(i) sin § =
(ii) sin(z + 5) = cosx und cos(z + §) = —sinx fir alle x € R

(iii) Die Funktionen x + sinx, x +— cosz und x + €% sind 2m-periodisch und -
antiperiodisch. (Eine Funktion f: R — C heifit a-periodisch bzw. a-antiperiodisch,
falls f(z) = f(z 4+ a) bzw. f(z) = —f(x +a) fir allex € R gilt.)

(iv) Aus e’ =1 folgt v = 2k fiir ein k € Z.

(v) Die Abbildung [0,27) — {2z € C | |z| = 1}, x — €%, ist bijektiv.

Beweis. (i) Aus dem trigonometrischen Pythagoras folgt 1 = cos® T 5+ sin? 5= sin® T

Wenn wir jetzt noch wiissten, dass sin § > 0 ist, folgt die Behauptung Dazu schitzen
wir mit dem gleichen Argument wie bei cos 2 von oben ab:

Fira = § €[0,2] und n € Ny gilt %7 > (n+2),, da(n+1)(n+2)>6>4> WT
Somit lbt
a® a® d”
sima =a — ? + a ﬁ +
>0
a=3 w2\ o<n<4 T 4

—(1-— > —(1--)>0.

2 < 1 6) ;-5
(ii) Es ist €' = cos 3 +isin% = 0+ il = i. Damit ist /@3 = ¢lveld = jel* =
icosz —sinz. Vergleich mit el®+%) = cos(z + %) +isin(z + ) liefert die Behauptung.
(iii) Es ist €™ = (¢!7)%? = i? = —1 und damit

ei(z-{-ﬂ') _ eiﬂeix — _eix.

Also ist ' und damit auch der Real- und Imaginérteil m-antiperiodisch und somit
2m-periodisch.
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4 Funktionen in einer Variablen

(iv) Es ist wirklich ei?27% = (ei27)k = 1% = 1 fiir alle k € Z. Was wir wirklich zeigen
miissen ist, dass es nicht mehr Lésungen gibt: Sei 2 € R eine Lésung von € = 1. Dann
ist wegen (iii) auch e!@+27%) =1 fiir alle k € Z.

Wir wihlen k € Z derart, dass y:=x + 27k € [—m,7) ist. Dann ist siny = 0 und
cosy = 1. Es bleibt zu zeigen, dass y = 0 sein muss:

Setzen wir ui=y + % € [-Z,2F). Dann ist cosu = cos(y + %) = —siny = 0 und
sinu = sin(y 4+ §) = cosy = 1. Wir wissen, dass der Kosinus keine Nullstelle in (0, 7)

hat und wegen cos 2 = cos(—x) damit auch keine in (—7,0). Zusammen mit cos0 = 1

und der 7-Antiperiodizitit hat der Kosinus in [—7, 37”) nur die Nullstellen —3 und 3.
Wegen sin(+75) = +sin § = £1 muss v = § und damit y = 0 sein.

(v) Injektivitit: Sei s,¢ € [0,27). Aus e!* = el?, folgt €(*"*) = 1 und somit s — ¢t = 27k
fiir ein k € Z. Da s — t € (=2, 27) ist, folgt k¥ = 0 und somit s = ¢.

Surjektivitat: Dass cos(R) C [—1,1] gilt, folgt direkt aus dem trigonometrischen Py-
thagoras. Wir zeigen zunéchst die Surjektivitdt von cos: [0,7] — [—1,1]. Dies folgt
aber direkt aus dem Zwischenwertsatz, da der Kosinus stetig ist und cos0 = 1 und
cosm = —cos0 = —1 gilt.

Sei z = z + iy mit |z| = 1. Wegen 1 = |z|? = 2% + 92 ist somit |z| < 1 und es gibt ein
t € [0, 7] mit cost = x. Wegen des trigonometrischen Pythagoras ist dann sint gleich y
oder —y. Falls es gleich y ist, ist e* = z und sonst e~ = /7" = 2 In beiden Fillen
haben wir also ein s € [0,27) mit €* = 2. Also folgt die Surjektivitit. O

Insbesondere haben wir in dem Beweis in (iv) alle Nullstellen des Kosinus in [0, 27)
und damit wegen der 27-Periodizitét alle Nullstellen des Kosinus gefunden:

cosx:()(:»:c:g+7rk, kelZ.

Zusammen mit (ii) ist dann

sine =0<«<=z =7k, k €Z.

cosST
sin x

X

Satz 4.1.19. Jede komplexe Zahl z # 0 hat eine Darstellung z = rel¥ mit r > 0 und
p € R. Hierbei ist v = |z| und ¢ ist bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig
bestimmit.

Man nennt dann (r,p) die Polardarstellung von z.

Beweis. Setzen wir r = |z|. Dann ist r > 0. Wir definieren w = r77- Dann ist |lw| =

2|

= I7| = 1. Nach Satz 4.1.18.v gibt es ein ¢ € [0,27) mit w = e und somit

|
z = re!?. Wir haben bis hierhin gezeigt, dass jedes z # 0 eine Darstellung der Form
rel? mit r > 0 und ¢ € [0,27). Sei nun auch z = rye!%1. Dann folgt r1 = |2| = r und
el($=#1) = 1, Nach Satz 4.1.18.iv gibt es somit ein k € Z mit ¢, = ¢ + 27k. O
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4.1 Stetigkeit

Ist z = re'? und w = se'®, dann ist zw = rse'¥*+¥). Das ist genau die Gleichung, die
wir als Motivation bei der Einfithrung der komplexen Zahlen verwendet haben.

Wir haben also gesehen, dass Multiplikation von komplexen Zahlen in der Polardar-
stellung besonders einfach ist. Wohingegen Addition leichter in der Darstellung a + ib
funktioniert.

Auch fiirs "Wurzelziehen’ eignet sich die Polardarstellung sehr gut:

Satz 4.1.20. Sei z € C mit z # 0, z = re?, und n € Nsy. Dann hat die Gleichung
w" = z genau die Losungen

pt2m ptar jet(n—1)2m

Yretn, Wret T, e et T w

Beweis. Dass dies alles Losungen sind, ergibt sich direkt aus

cptk2m \ T . .
({”/7761 E ) = rel(PH2mh — ol —

Die Losungen sind auch alle verschieden, da €% # 1 ist fiir k € {0,...,n — 1} (vgl.
Satz 4.1.18.iv). Da ein Polynom vom Grad n nur n komplexe Nullstellen haben kann,
sind das alle Losungen. O

4.1.4 Erste topologische Grundbegriffe

Wir werden in diesem Abschnitt erste wichtige topologische Grundbegriffe kennenlernen.
Das wichtigste Beispiel, was wir aus Sicht der Analysis I immer im Kopf haben sollten,
ist R bzw. R™ mit dem euklidischen Abstand. Aber es lohnt sich hier schon mal auch
ein paar andere Beispiele gesehen zu haben:

Definition 4.1.21. Eine Menge X zusammen mit einer Funktion d: X x X — R heifit
metrischer Raum, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) (Definitheit) d(p,q) > 0 fir alle p,q € X und falls d(p,q) = 0 genau dann gilt,
wenn p = q ist.

(ii) (Symmetrie) d(p,q) = d(q,p) fir alle p,q € X
(iii) (Dreiecksungleichung) d(p,q) < d(p,r) + d(r,q) fir alle p,q,r € X.

Wir schreiben dann (X, d) fir den metrischen Raum und nennen d eine Abstandsfunktion
auf X.

Beispiel 4.1.22. (Beispiele metrischer Réume)

(i) R™ mit d(z,y) = |z —y|

(ii) R mit d(z,y) = lﬁ;g‘y\ (Ubungsaufgabe)

81



4 Funktionen in einer Variablen

iii) (franzosische Eisenbahnmetrik) R? mit
(i) (

(iv)

d(z,y) = |z —y| falls 2, y auf einer Ursprungsgeraden liegen
Y= lz| + |y sonst

(Hammingabstand) Sei ¥ ein endliche Menge. Dann ist der Hammingabstand auf
Y™=3% X ... x X gegeben durch:
—_——

n—mal

A1,y xn)y Y1y yyn)) = #{ € {1,...,n} | x; #yi}

Hier ist #M die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M. Der Ham-
mingabstand macht (£7,d) zu einem metrischen Raum. Er spielt z.B. in der

Kodierungstheorie eine Rolle.* In diesem Kontext wird die Menge ¥ dann Alpha-
bet genannt.

Viele Funktionenrdume (Mengen von Funktionen mit gewissen Eigenschaften)
werden metrische Rdume sein. Wir geben hier ein Beispiel:

Sei X = C%Ja,b],R) die Menge der stetigen Funktionen f: [a,b] C R — R.
Definiere d: X x X — R als

d(f, 9):=sup{[(f = g)(@)] | = € [a,b]}(=: sup [f =gl

Dann miisste man sich erst einmal {iberlegen, dass d(f, ¢g) immer endlich ist. Das
liegt daran, dass [a, b] ein abgeschlossenes Intervall ist. Kommt bald im Satz tibers
Maximum, vgl. Satz 4.1.43.

Wenn wir das aber annehmen, kénnen wir nachrechnen, dass (X, d) so ein metri-
scher Raum wird:

Definitheit: d(f,g) > 0 klar. Ist d(f,g) = 0, dann muss (f — g)(x) = 0 fir alle
x € [a,b] und damit f = g sein.

Symmetrie: klar, da |(f — g)(x)| = |(g — f)(z)] ist.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Hamming-Abstand
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4.1 Stetigkeit

Fehlt die Dreiecksungleichung: Seien f, g, h € X. Dann gilt mit der Dreiecksun-
gleichung fiir Betrage:

d(f,g) =sup{|(f = 9)(@)| | © € [a,b]}
<sup{|(f = h)(@)[ + |(h = g)(@)| | « € [a, D]}
<sup{[(f = h)(2)| | = € [a,b]} +sup{|(h — g)(z)| | = € [a, ]}
=d(f,h) + d(h, g)

Definition 4.1.23. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei £ C X.

(i)

Fir r >0, p € X, heifit

Br(p) :={q € X | d(g.p) <r}
r-Umgebung um p oder r-Ball um p.

Der Punkt p € E heifit innerer Punkt von E, wenn es ein r > 0 gibt, so dass
B, (p) C E gilt.

Die Teilmenge E heifit offen, wenn jeder Punkt von F ein innerer Punkt ist.
Die Teilmenge E heifit abgeschlossen in X, wenn X \ E offen ist.

Die Teilmengen E heifit beschrdnkt, wenn es ein ¢ € X und ein r > 0 mit
E C B.(q) gibt.

Ein Punkt p € X heifit Hiufungspunkt von E, wenn es fiir jedes r > 0 ein g € E
mit g # p und ¢ € B,.(p) gibt.

Beispiel 4.1.24.

(1)

(0,1) C R ist beschrankt, da (0,1) C B;(0). Jedes ¢ € (0,1) ist ein innerer
Punkt, da B,(¢) C (0,1) fir r = min{q, 1 — ¢} ist. Damit ist (0,1) auch offen.
Die Menge der Hiufungspunkte ist [0, 1]. Die Menge [0, 1] C R ist abgeschlossen
und beschrankt.

Jede endliche Menge in einem metrischen Raum ist beschrankt, abgeschlossen
und besitzt keinen Haufungspunkt:

Sei E = {e1,...,e,} die endliche Menge und sei r = max{d(e1,e;) | i €
{1,...,n}}. Dann ist E C Ba,(e1) und die Menge ist beschrénkt.

Seip € X\ E und s = min{d(e;,p) | i € {1,...,n}}. Dann ist s > 0, da E endlich
ist, und somit Bs(p) C X \ E. Also ist X \ E offen und damit E abgeschlossen.

Fiir eine Haufungspunkt p von E brauchen wir fiir alle 7 > 0 ein ¢ € E mit ¢ # p
und g € B,(p). Da aber fiir das obige s gilt Bs(p) C X \ E, falls p € X \ E, bzw.
Bs(p) N E = {p} fiir p € E, kann es fiir r < s kein solches ¢ geben. Somit kann F
keine Haufungspunkte haben.
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(iii) Fur (X, d) metrischen Raum, p € X und r > 0 ist B, (p) offen:

Sei ¢ € B,.(p). Wir miissen zeigen, dass ¢ ein innerer Punkt von B,.(p) ist. Dazu
sei 6 = r —d(p,q). Dann ist 6 > 0, da ¢ € B,.(p). So gilt fiir alle z € Bs(q), dass

d(z,p) < d(z,q) +d(p,q) < +d(p,q) =7

und somit z € B,.(p). Also ist Bs(q) C B,(p) und damit ¢ innerer Punkt von
B(p)-

(iv) Die Menge M:={(z,y) € R? | |z| + 2]y| < 2} ist
o beschrinkt, da fir alle (z,y) € M

d((z,y),(0,0)) = Va2 +y2 < V/(Ja[ + [y)? = |z] + |y] < |z] +2ly| < 2
und somit M C Bz((0,0)).

o offen: Sei (z,y) € M und ¢ = |z| + 2|y|. Dann ist insbesondere ¢ < 2.
Wihle § = 274, Dann gilt fiir alle (#,9) € Bs((v,y)), dass (wir benutzen
(a+b)? < 2a® + 2b? fiir alle a,b € R)

|2 +2[g] =|z + (& — 2)[ + 2|y + (§ — )|
A—

Ungl. . .
< x|+ 20yl +2(12 —z[ + ]9 —yl)
<q+2V2V/|E — a2+ ]) -y <q+46=2.

Z.B. ist (2,0) ein Haufungspunkt von
M, da (2 —s,0) € M fur alle s € (0,2)
gilt und somit fiir alle r» > 0 gilt: (2 —
5,0) € B.((2,0)) fiir s = min{1, 5}.

Die Menge M ist das Innere dieses roten Gebietes und man kann sich
iiberlegen, dass das ganze rote Gebiet und alle Punkte auf dem Rand Héu-
fungspunkte von M sind.

(v) Eisenbahnmetrik:

B s V Die Endpunkte der Geradenabschnitte
. 4_ ’ (mit Kreisen gekennzeichnet) gehoren
e A nicht zu den Béllen. Auch der Rand des

Bsm(y)i""Z'_‘:;?'-'..__ ! roten Kreises (das ist der euklidische
L Kreis mit Radius 2|w|) auler dem Rand-
’ ] o punkt des roten Geradenabschnitts ge-

hért nicht zur Menge Bs)y(y).

Die Menge S':={(z1,72) € R? |22 + 22 = 1} hat keine Hiufungspunkte bzgl. der
Eisenbahnmetrik, da fiir u,v € S*, v # v, der Abstand in der Eisenbahnmetrik
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immer gleich 2 ist. (aber natiirlich sind alle Punkte in S! Hiufungspunkte bzgl.
der euklidischen Metrik auf R2.

Achtung: Haufungspunkt einer Menge und einer Folge sind erst einmal verschiedene
Sachen. Die Folge a, = (—1)™ hat die Haufungspunkte 1 und —1, aber die Menge
{(=1)™ | n € N} = {+1, —1} ist endlich und hat keine Haufungspunkte.

Ein Punkt p € X ist genau dann Haufungspunkt einer Teilmenge E C X, wenn es eine
Folge (zp), in E mit x,, # p gibt, so dass x, € B1(p) gilt. (Fir > 0, wéhle z,, mit
n > 1. Dann ist z, € B1(p) C B,(p).)

Lemma 4.1.25. Sei (X, d) ein metrischer Raum und E C X. Dann ist E genau dann
abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt von E schon in E liegt.

Beweis. Sei zunéchst jeder Haufungspunkt von E schon in E. Wir wollen zeigen, dass
X\ E offen ist. Dazu sei ¢ € X \ E. Wir beweisen durch Widerspruch, dass ¢ ein innerer
Punkt von X \ F sein muss: Ist ¢ kein innerer Punkt, dann gibt es fiir alle » > 0 ein
x, € E mit z, € B.(q). Wegen q € X \ FE sind diese z,- von ¢ verschieden. Also ist ¢
Héufungspunkt von E und muss damit in E liegen, was der gesuchte Widerspruch ist.

Sei nun E abgeschlossen, also X \ F offen. Sei ¢ ein Hiufungspunkt von E. Angenommen,
g€ E,also g€ X\ E. Da X \ E offen ist, ist ¢ ein innerer Punkt von X \ F und somit
gibt es ein 7 > 0 mit B,(¢) C X \ E. Dann kann aber ¢ kein Haufungspunkt von E
sein. Also muss schon g € E gelten. O

Definition 4.1.26. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge F C X liegt dicht
in X, wenn jedes p € X \ E ein Haufungspunkt von E ist.

Beispiel 4.1.27.

(i) Im R™ mit euklidischem Abstand gilt: Die Menge der Haufungspunkte von B, (p)
ist,
Br(p) :={z € R" [ [z —p[ <7} :

Ist x,, eine Folge in B, (p) mit @, — . Dann gilt |p—zo| < [p— x| + |25 — 20| <
r+ |z, — o] = 7. Also ist d(p,z9) = |p — o] < 7 und damit zy € {x €
R™ | d(z,p) < r}. Andererseits ist jedes ¢ € {z € R" | d(x,p) < r} auch in B,(p),
denn es ist entweder schon in B,.(p) oder wenn d(q, p) = r ist, ist ¢ Hiufungspunkt,
da (1 - 1)q € B.(p) fiir alle n und (1 — 1)g — ¢ fiir n — oo gilt.

Also liegt B,-(p) dicht in B,(p).

(if) Q ist dicht in R, da jede reelle Zahl Grenzwert einer rationalen Folge ist. Auch
Q x Q ist dicht in R2.

(iii) R\ Q ist auch dicht in R: Sei € Q. Dann ist z,, = = + %2 eine Folge in R\ Q
mit z,, — .
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Definition 4.1.28. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,), in X konvergiert
gegen zo € X, falls es fir alle € > 0 ein ng € N gibt, so dass x,, € B.(z¢) fiir alle
n > ng gilt. (Gleiche Schreibweise: lim,, o &, = z¢ bzw. x,, = xo fir n — 00).

FEine Menge E C X nennen wir kompakt, falls jede Folge in E eine konvergent Teilfolge
mit Grenzwert in F (also einen Haufungspunkt in E besitzt).

Beispiel 4.1.29. [a,b] ist kompakt in R. (a,b), [a,00), [a,b) sind nicht kompakt in R,
da b — % (ab n grofl genug) eine Folge in (a,b) mit Grenzwert b ist, analog fiir [a,b),
und da n fir n > a eine Folge in [a, 00) ist, die gar keine konvergente Teilfolge besitzt.

Lemma 4.1.30. Jede kompakte Menge eines metrischen Raumes ist beschrankt und
abgeschlossen.

Beweis. Sei (X,d) der metrische Raum und sei E C X kompakt.

Angenommen E ist nicht beschrinkt. Sei ¢ € E. Dann gibt es fur aller =n >0, n € N,
ein p, € E mit p, € B,(q), also d(pn,q) > n. Die Folge p,, kann keine konvergente
Teilfolge besitzen: Fiir alle p € X gilt

A—Ungl.
d(p,pn) > d(g,pn) —d(p,q) >n—d(p,q) = o0

also kann p kein Grenzwert einer Teilfolge von p,, sein.Das gibt den Widerspruch.

Angenommen FE ist nicht abgeschlossen. Dann muss es nach Lemma 4.1.25 einen
Héaufungspunkt p € X \ F von F und damit eine Folge z,, in F mit x,, — p geben. Das
ist auch ein Widerspruch zur Kompaktheit von F. O

Fiir Teilmengen des euklidischen Raumes R™* gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.1.31 (Satz von Heine-Borel). Eine Teilmenge E des euklidischen Raum R™ ist
genau dann kompakt, wenn E beschrinkt und abgeschlossen ist.

Das gilt auch fiir £ Teilmengen von C, da wir in C auch den euklidischen Abstand von
R? verwenden.

Beweis. Die eine Richtung folgt aus dem letzten Lemma. Sei nun £ C R™ beschréankt
und abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass es fiir jede Folge p;, € E eine konvergent
Teilfolge gibt, dessen Grenzwert in E liegt: E ist abgeschlossen. Damit folgt sobald
die Teilfolge konvergent ist, dass der Grenzwert als Haufungspunkt von E schon in
E liegt. Es bleibt also, zu zeigen, dass p; eine konvergente Teilfolge besitzt: Da E
eine beschrankte Menge ist, ist p; eine beschrdnkte Folge und somit auch jede der
Koordinatenfolgen von p; beschriankt. Mit Bolzano-Weierstrafl Satz 3.8.5 erhalten wir
zunéchst in der ersten Koordinate eine konvergente Teilfolge. Die zugehorige Teilfolge
in der zweiten Koordinate ist noch immer beschriankt und hat damit wiederum eine
konvergente Teilfolge. Fithren wir das fiir auch die folgenden Koordinaten so weiter
durch, erhalten wir nach n Schritten eine Teilfolge von p;, so dass alle Koordinatenfolgen
konvergieren. Nach Satz 3.9.7 konvergiert somit diese Teilfolge in R™. O

*euklidischer Raum = R"™ mit dem euklidischen Abstand
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4.1 Stetigkeit

4.1.5 Grenzwerte von Funktionen

Definition 4.1.32. Sei f: A C R — R. Sei xy ein Haufungspunkt von A. Dann
schreiben wir lim, ., f(z) =y baw. f(z) — y fir £ — g, falls es fiir jedes € > 0 ein
0 > 0 gibt, so dass

[f(z) -yl <e
fir alle z € A mit |x — x| < ¢*
Achtung: zq ist i.A. nicht in A.

Ist 9 € A, dann ist lim, ., f(z)=y dquivalent zur Aussage: [ ist stetig in zo und
y = f(xo)."

Mit dem gleichen Beweis wie in Satz 4.1.7 (Stetigkeit=Folgenstetigkeit) sieht man
direkt:

Lemma 4.1.33. Sei f: A C R — R. Sei xg ein Hdaufungspunkt von A. Dann gilt
genau dann lim,_, ., f(z) =y, wenn fir alle Folgen (x,)n in A mit lim, . x, = o
folgt, dass lim,, o f(x,) =y ist.”

Existiert aber der Grenzwert fiir einen Haufungspunkt auflerhalb des Definitionsbereich,
dann kénnen wir den Definitionsbereich dahin erweitern, und die neue Funktion wird
in diesem Haufungspunkt stetig sein. Genauer:

Lemma 4.1.34. Sei f: A CR — R, zo ein Hiufungspunkt von A und lim,_,., f(r) =
y. Dann ist die Funktion f: AU{xo} - R

f(x)_.{f(m) z€A

Y T =To
in xqg Stetig.
Wir sagen: f setzt f stetig in xq fort.

Beweis. Folgt direkt aus der Stetigkeitsdefinition und der Definition von lim,_,,,: Fir
alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass

) - Fao = {70 i E

0 fir x = xg

<e

fir alle z € A mit |z — zo| < 4. O

*Je nach Literatur wird limgz 4, f auch oft so definiert, dass 0 < |z — zo| < d gelten muss, also x
nicht gleich xg sein darf. Das machen wir nicht so. Wiirden wir das doch mal meinen, wiirden wir das
durch limg 4 240 f klar machen. Das hat nicht so wirklich Auswirkungen, weil wir das oft sowieso
bei Funktionen verwenden werden, die erst einmal nicht in xz¢ definiert sind.

tDas wire fiir limg 40,022, = ¥ falsch.

tFiir die Alternative mit limg s 20,22, f(¢) miissten hier nun die Folgen (zn)n aus A mit z,, # o
fur alle n stehen.
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Beispiel 4.1.35. (i) Die Funktion f(z): R\ {1} = R

2 firz>1

f(x):{l firxz <1

ist stetig, aber kann in 1 nicht stetig fortgesetzt werden: Fur x,, = 1—1—% ist x, — 1
und f(z,) =2 — 2 fir n — oo. Fﬁra:nzl—%giltznﬁlundf(xn)zlﬁl
fiir n — oo. Wére aber f in 1 stetig fortsetzbar, miisste fiir alle Folgen z,, — 1,
xn, € R\ {1}, die Folgen der Funktionswerte f(x,,) die gleichen Grenzwerte haben.
Das ist hier nicht der Fall.

(ii) Die Funktion f: R\ {0} — R, > 1 ist stetig, da es eine rationale Funktion ist.
Aber es gibt keine stetige Fortsetzung auf z = 0, da sonst insbesondere fiir jede
Folge z,, — 0, x,, # 0, die Funktionswerte konvergieren miissen. Aber fir z,, = %
konvergiert f(x,) = n nicht (sondern konvergiert uneigentlich gegen unendlich).

Am letzten Beispiel sehen wir, dass es auch ganz niitzlich wére auch fiir Funktion einen
Begriff des ’Gegen-Unendlich-Konvergierens’ zu haben. Fiir Folgen in R habe wir auch
uneigentliche Konvergenz definiert. D.h. wir konnen setzen

Definition 4.1.36. Sei f: A C R — R und sei z( eine Haufungspunkt von A. Wir
schreiben limg_,,, f(z) = £oo0 bzw. f(z) — too fiir  — o, falls fiir alle Folgen (z,,),
in A mit z, — xq gilt, dass f(z,) — +oo folgt.

Hier haben wir im Gegensatz zur Definition 4.1.32 die Variante {iber Folgen gewéhlt,
weil wir uneigentliche Konvergenz schon hatten. Aber auch hier gibt es ein Analogon
zur € — 0-Bedingung aus Definition 4.1.32:

Lemma 4.1.37. Sei f: A C R — R und sei xg eine Hdiufungspunkt von A. Dann
ist limg_,», f(x) = 0o genau dann, wenn fir alle K > 0 es ein § > 0 gibt, so dass
f(z) > K fir alle x € A mit |x — xo| < ¢ gilt.

Beweis. Der Beweis lauft sehr analog ab zum Beweis (Stetigkeit=Folgenstetigkeit) —
also ruhig selber probieren.

Es gelte: Fiir alle K > 0 gibt es ein § > 0, so dass f(z) > K fir alle z € A mit
|z — 29| < & gilt. Um zu zeigen, dass lim,_,., f(x) = oo gilt, sei (z,), eine Folge in
A mit xz,, = 2o und sei K > 0. Dann gibt es ein ng € N mit |z, — z¢| < § fiir alle
n > ng. Hierbei sei ¢, das § aus der Definition von lim,_,,, f(x) = oo fir das gewéhlte
K. Dann gilt fiir alle n > ng, dass f(z,) > k. Also konvergiert f(z,) uneigentlich
gegen unendlich fur n — oo.

Gelte nun: Fiir alle Folgen (zy,), in A mit x,, — z¢ konvergiert f(x,) uneigentlich
gegen unendlich. Nehmen wir an, dass die Behauptung des Lemmas nicht gilt. Dann
gibt es ein K > 0, so dass es fur alle § > 0 ein z € A mit |z — zo| < 0 und f(z) < K.
Fir § = % nennen wir das zugehorige « dann x,,. Somit haben wir eine Folge (), in
A mit |z, — 0| < * und f(x,) < K. Also konvergiert z,, gegen o aber die Folge der

n

Funktionswerte (f(zy)), ist beschrankt, was uns den Widerspruch gibt. O
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4.1 Stetigkeit

Die Rechenregeln fiir konvergenten Folgen {ibersetzen sich auf Grenzwerte von Funktio-
nen.

Lemma 4.1.38. Seien f,g: A C R — R Funktionen und xy ein Hdufungspunkt von
A. Euzistieren die Limiten lim,_, ., f(z) und lim,_,,, g(x) in R, dann ist

lim f(z)g(z) = lim f(z) lim g(z),

T—To

lim (f(x) % g(x)) = lim f(z) % lim ()

T—To T—Io

und, falls lim,_, ., g(z) # 0 ist,

lim f(x) _ hmx—wo f(JU)

Ahnlich iibersetzen sich auch die Rechenregeln fiir uneigentliche Konvergenz, z.B. aus
lim, sy, f(z) = 0o und lim, ., g(x) € RN {co} folgt
lim (f(z) + g(x)) = o0

Tr—xo

usw. Man kann nur wieder i.A. keine Aussage iiber oo - 0, —00 + 00, it% treffen.

4.1.6 Einseitige Grenzwerte und Grenzwerte im Unendlichen

Definition 4.1.39. Sei f: A C R — R und sei z( ein Hiufungspunkt von A, so dass es
ein r > 0 mit (xg — r,20) C A gibt. Der linkseitige Grenzwert von f gegen x existiert
und ist gleich y , falls fiir alle Folgen (), in A mit x, — z¢ und x,, < o fir alle
n € N gilt: f(z,) — y fiir n — co. Wir schreiben dann: lim, »,, f(z) = y.

Analog wird der rechtsseitige Grenzwert limg~ o, f(z) definiert.

Falls (L,00) C A fur ein L > 0 ist, wird so auch der uneigentliche Grenzwert gegen oo,
also lim,_, f(x) definiert, also: lim,_, ., f(z) =y € R, falls fiir alle Folgen x,, aus A
mit x,, — oo folgt f(x,) — y.

Analog fiir lim,_, o f().

Lemma 4.1.40. Sei f: A C R — R und sei zg ein innerer Punkt von A. Dann ist f

genau dann in xo stetig, wenn

lim () = f(ao) = lim f(a)

gilt.

Beweis. Ist f stetig in zg, dann konvergieren fiir alle Folgen x,, — x¢ die Funktions-
werte f(z,) gegen f(zg), also insbesondere auch alle solchen Folgen mit z, > xq,
was limg o, f(z) = f(xo) impliziert, und alle solchen Folgen mit z, < xg, was
lim, »g, f(x) = f(xo) impliziert.

Sei nun limg g, f(z) = f(20) = limgz 4, f(x). Wir wollen zeigen, dass f in x¢ stetig
ist. Sei dazu z,, eine Folge in A mit z,, — xq. Wir zerlegen z,, in Teilfolgen:
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Annahme: Es gibt unendlich viele x, mit x,, > g, unendlich viele mit x, = xzg
und unendlich viele mit z,, < zy. (Die anderen Fille gehen &hnlich.) Dann seien a,,
bn, ¢, die zugehorigen Teilfolgen. Wegen lim, »g, f(x) = f(xo) = limg~ 4, f(2) folgt
f(an) - f(xO)a f(bn) = f(-TO) und f(cn) - f(mn) Damit auch f(xn) - f(wO) fir
n — o0o. Also ist f stetig in xg O
Beispiel 4.1.41. Sei f eine rationale Funktion. Dann hat f(x) die Form % mit
Polynomen p, g. Der Definitionsbereich von f ist A:={z € R | ¢(x) # 0}. Sei xg eine
Nullstelle von g. Wann kann f in xg stetig fortgesetzt werden? Welche Félle kénnen
auftreten?

Sei x eine Nullstelle von ¢ der Vielfachheit v, d.h. ¢(x) = (z—x¢)"r(z) fiir ein Polynom
r mit r(xg) # 0. Sei p(z) = (& — x9)*s(z) fir ein Polynom s mit s(zg) = 0 und ein
€N (ggf. ist p halt gleich Null, wenn z keine Nullstelle hat).

o (Hebbare Singularitit) Falls ;1 > v ist, dann gilt

_ —v s(zo) _
P@) _ oy om0 s@)  JIE falls p=v
z—zo q(x)  w—oT0 r(x) 0 fallspu>v

Also ist in diesem Fall f auf z( stetig fortsetzbar.

o Falls 4 < v ist, dann gilt

und das geht im Betrag immer gegen unendlich. Sei lim,_,4, % > 0. Dann

gilt: Ist v — p gerade, dann ist lim,_,,, % = 00. Ist v — p ungerade, dann ist
limy g, % = —oo und limg\ g, % = oo. Fiir limg_, 4, % < 0 kehren sich die

Vorzeichen um.

Die Grenzwerte gegen oo lassen sich mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte und
Ausklammern der hochsten Potenzen in Zahler und Nenner bestimmen, z.B.

by S 1145 140

- —0- = 0.
z—o00 13 4+ 2z wggoxl—i-w% 1+0

4.1.7 Mehr Beispiele (nicht)stetiger Funktionen

Wir sammeln noch eine paar mehr oder weniger pathologische® Beispiele, um ein
bisschen zu zeigen, was so passieren kann:

Beispiel 4.1.42.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Pathologisches_Beispiel
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4.1 Stetigkeit

(i) Die Dirichlet-Funktion f: R — R

0 firzeQ
f(x):{l firz e R\ Q

Die Dirichlet-Funktion ist in allen  unstetig: Sei € R\ Q. Dann gibt es nach
Konstruktion der reellen Zahlen eine rationale Folge x, mit x,, — x. Doch dann
konvergiert f(z,) = 0 nicht gegen 1 = f(x); f kann also nicht in z stetig sein.

Sei nun x € Q. Dann gibt es immer eine Folge irrationaler Zahlen, die gegen x
konvergiert (die irrationalen Zahlen liegen dicht in R, vgl. Beispiel 4.1.27.ii), und
analog wie zuvor sehen wir, dass f auch hier nicht in z stetig.

(ii) Die Funktion f: Q —» R

Fz) = 0 fiirz <2
T fir e > V2
ist stetig: Sei € Q und sei x,, — x eine rationale Folge. Da x # /2 sein muss,
da /2 irrational ist, gibt es entweder ein ng € N mit z,, > z fiir alle n > ng oder
ein ng € N mit x,, < z fiir alle n > ng. In beiden Fillen gilt f(x,) — f(z).

(iii) Die Thomaesche-Funktion f: R — R

@) = % flir x = g € Q,p €Z,q € Nyg,p und q teilerfremd
|0 firz e R\ Q

ist in alle rationalen Zahlen unstetig (analoges Argument wie bei der Dirichletfunktion),
aber in allen irrationalen Zahlen stetig. Um das letztere zu zeigen, muss man sich
iiberlegen, dass fiir jede Folge, die gegen x € R\ Q konvergiert, auch die Funktionswerte
konvergieren. Fiir eine irrationale Folge ist das klar. Sei nun z,, = Z—: -z eR\Q
mit p, € Z,q, € Nsg,p, und g, teilerfremd. Wir zeigen, dass dann ¢, — oo gilt:
Wiirde g, nicht gegen oo gehen, hétte g, eine beschriankte Teilfolge, die wiederum eine
konvergente Teilfolge g, hétte. Also g,; — § fiir j — oc. Da alle ¢, € N sind, muss
auch ¢ € N gelten. Damit 27—7 — a fiir j — oo folgt muss auch p,,; selbst konvergieren
"

Pn; — P € Z. Doch dann wire % — = g € Q, was den Widerspruch gibt. Also geht

J
gn — oo und damit f(x,) — 0 fir n — oo.
Fiir eine beliebige Folge muss man dann nur zur rationalen bzw. irrationalen Teilfolge
iibergehen und erhélt die Stetigkeit in .

4.1.8 Weitere Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir sammeln hier noch zwei Sétze zu stetigen Funktionen, die oft verwendet werden
und anschaulich auch sehr intuitiv sind.
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4 Funktionen in einer Variablen

Satz 4.1.43 (Satz vom Maximum und Minimum). Sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion, a,b € R. Dann gibt es ein m, M € [a,b], so dass

f(m) < f(z) < f(M)
fir alle x € [a,b] gilt.

Dann ist f(m) = min{f(z) € R | x € [a, b]} und wird Minimum von f genannt. Analog
nennt man f(M) das Maximum von f.

Es ist wichtig, dass f auf einem geschlossenen Intervall stetig ist: Z.B. ist f: (0,1) — R,
T % stetig aber besitzt kein Maximum.

Beweis. Sei s:=sup{f(z) € R | x € [a,b]}, falls das Supremum existiert, sonst s:=oc.
Dann gilt in jedem Fall f(x) < s fiir alle = € [a, b]. Es bleibt zu zeigen, dass s wirklich
das Supremum ist und angenommen wird.

Sei z,, € [a,b] eine Folge mit f(z,) — s fiir n — oo (ggf. wire das fiir s = oo eine
uneigentliche Konvergenz). Eine solche Folge muss es geben nach Definition von s geben.
Da x,, eine beschriankte Folge ist, gibt es nach Bolzano-Weierstrafl eine konvergente
Teilfolge (2,,,); . Der Grenzwert sei M. Dann ist M € [a,b]. Aus der Stetigkeit von f
folgt dann f(z,,) — f(M). Also ist s = f(M) (und somit ist s insbesondere endlich).

Fiir das Minimum geht es analog. O

Folgerung 4.1.44. Fine stetige Funktion f: [a,b] — R ist beschrinkt.

Lemma 4.1.45. Sei f: (a,b) — R monoton wachsend und stetig und sei xo € (a,b).
Dann gilt*

sup f(z) = lim f(x) = f(zo) = lim f(x)= inf f(a).

a<z<z0 x xo T \(To ro<z<b

Beweis. Es gibt eine Folge s, mit s, < sup,,,, f(z) und s, — sup, .., f(z).
Dann gibt es fiir alle n es ein x,, € (a,x¢) mit s, < f(zy). Sel nun x € [z, z(). Dann
gilt, da f monoton wachsend ist,

sn < flan) < f(z) < sup  f(2)

a<x<zxg

und somit fur z 7 xq:

Sp < lim f(z) < sup f(x).
zxo a<z<To

Mit n — oo folgt das erste Gleichheitszeichen der Behauptung. Das zweite folgt direkt
aus der Stetigkeit von f. Die anderen gehen analog. O

*Kurzschreibweise: sup,¢ s f(z):=sup{f(z) | x € M}.
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4.1 Stetigkeit

4.1.9 Funktionenfolgen und gleichmaBige Konvergenz

Wenn man eine Folge stetiger Funktionen f,,: A C R — R und eine Funktion f: A — R
hat, so dass fiir alle z € A gilt:

fu(x) = f(2) fir n — oo,

ist dann f stetig?
Im allgemeinen ist das falsch, z.B. seien f,,: [0,1] = R und f: [0,1] — R definiert als

1—nx fﬁrOSxS% _J1 firz=0
f"(x)‘_{ 0 firt<a<i 0 f(‘r)'_{o fiir 2 > 0

Alle f, sind stetig. Es ist f,(0) =1 = f(0) und f,(z) = 0= f(z) fir z > 0. Aber f
ist unstetig.

Definition 4.1.46. Seien f: A C R — Rund f,: A — R, n € N, Funktionen. Die
Funktionenfolge f,, konvergiert punktweise gegen f, falls fiir jedes x € A gilt

fo(z) = f(x) fir n — co.
Die Funktionenfolge f, konvergiert gleichmdf$ig gegen f, falls gilt

sup |fn(x) — f(z)| = 0 fir n — oc.
€A

Bemerkung 4.1.47 (Mit Quantoren). Schreibt man diese Definition mit Quantoren,
dann sieht man, dass sich diese nur in der Folge der Quantoren unterscheidet.

Punktweise Konvergenz: Vo € AVe >0 3ng € NVn >ng: |fu(z) — f(z)| <€
Gleichméfige Konvergenz: Ve >03ng e NVn>ng Ve e A: |f(z) — f(x)] <e
D.h. bei punktweiser Konvergenz darf ng sowohl von z als auch von e abhéngen, wogegen
bei gleichmaBiger Konvergenz das ng zwar von e¢ abhidngen darf, aber nicht von z.
Insbesondere folgt aus gleichméfiger Konvergenz punktweise Konvergenz.

Wir haben oben gesehen, dass punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge nicht

ausreicht, um Stetigkeit der Grenzwertfunktion zu folgern. Gleichméflige Konvergenz
reicht hingegen schon:

Satz 4.1.48. Sei A C R. Seien f, f,: A — R Funktionen. Falls alle f, stetig sind und
die Funktionenfolge f, gleichmdfsig gegen f konvergiert, dann ist f stetig.

Beweis. Sei g € A und sei € > 0. Dann gibt es wegen der gleichméfiigen Konvergenz
ein ng € N, so dass fiir alle z € A und alle n > ng dann | f,,(z) — f(2)| < £ gilt. Da
fno stetig ist, gibt es ein § > 0 mit [z — xo| < 0, x € A, so dass |fp,(¥) — fn,(w0)] < 5.
Dann gilt fiir alle z € A mit |z — 29| < ¢

[f (@) = f(zo)| <[f(2) = Fro (@) + [frg (%) = fo (20)] + [y (20) — f2o)| <€ T
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Satz 4.1.49. Sei f(z) = Y po,arz® eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Sei fo(z):=>}_oarz®. Sei s € (0,R). Dann konvergiert f,: [—s,s] = R
gleichmafig gegen f: [—s,s] = R und die Funktion f: (—R, R) — R ist stetig.

Stetigkeit (oder genauer Folgenstetigkeit) innerhalb des Konvergenzradius haben wir
fir Potenzreihen zu Fufl in Satz 3.12.26 nachgerechnet. Wenn man da jetzt noch mal
reinschaut, wird man sehen, dass wir dort in Wirklichkeit den Beweis fiir gleichméBige
Konvergenz schon imitiert haben.

Beweis. Sei s € (0,R). Wéhle r mit s <r < R. Da Y ;- apr* konvergiert, gibt es ein
C > 0 mit |apr*| < C fiir alle k. Dann gilt fiir alle z € [—s, ]

[e.e] oo oo (oo} k
1)~ fale)l = | mat < Y laellst = Y laelirt |2 < e 3|2

n+1 n+1 n+1 n+1

Da 2 € (0,1) folge, damit sup,¢ 4 |f(x) — fn(z)| — 0 fiir n — oo und wir haben die
gleichméaBige Konvergenz auf [—s, s] gezeigt.

Nach letztem Satz ist somit f: [—s,s] — R fiir alle s € (0, R) stetig. Somit ist auch
f: (=R, R) — R stetig. O

4.2 Differenzierbarkeit

Wihrend man Stetigkeit interpretieren kann, dass es moglich ist, die Funktion in der
Néhe eines gegebenen Punktes durch eine konstante Funktion zu approximieren, wollen
wir natiirlich schauen, ob es ggf. moglich ist mit Polynomen héherer Ordnung zu
approximieren. Der néchste Schritt wéiren also lineare Funktionen, was auf den Begriff
der Ableitung fiihrt.

4.2.1 Ableitung und lineare Approximation

Definition 4.2.1. Sei I C R ein offenes Intervall und sei f: I — R eine Funktion.
Dann heifit f in z¢ € I differenzierbar, falls es ein a € R mit
f(z) — f(=o)

lim ————— =a
T—TQ r — X

gibt. Wir nennen dann a die Ableitung von f in x¢ (Schreibweise: f'(z¢) = a.)

Wir nennen f differenzierbar, wenn f in allen zq differenzierbar ist und nennen die
Funktion
ol =R f(x)

Ableitung von f.

Setzt man h:=x — xg, dann ist f/(zo) = limp_0 w
f(x)—f(z0)

. nennt man auch Differenzenquotient von f in xq.

Den Quotienten
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4.2 Differenzierbarkeit

=

— Xy —— T

Abbildung 4.3: Die rote Gerade hat Anstieg f@)=f(@o)

r—Iq

Beispiel 4.2.2.

(i) Die konstante Funktion f: R — R, z — ¢ € R, ist differenzierbar in zy € R mit
Ableitung f'(z¢) =0, da
flx) = flwo) _ c—c

= :0'
Tr — X r — X

(ii) Die Funktion f: R — R, x + z ist differenzierbar in z¢g € R mit Ableitung
f'(xo) =1, da
f(@) = flzo) _ z—xo —
xr—x9 = T—2x0

(iii) Die Funktion f: R — R, z ~ 22 ist differenzierbar in 2o € R mit Ableitung
f'(xo) = 2z, da
f(@) = flxo) _ a® —af

= =x+ xg — 220 fir z — x.
r — X r — X

(iv) Die Funktion f: R — R, z +— |z| ist in O nicht differenzierbar, da

f(iE)f(O)|l’|{1 fir x >0

z—0  z |-1 fuirz<0

und somit lim,_,,, w nicht existiert.

(v) Wir tberlegen uns als néchstes, dass die Exponentialfunktion in x = 0 differen-
&0 o _

= L existiert. Der
x—0 x

e

T _

zierbar ist — d.h. die Frage ist, ob der Grenzwert von
Grenzwert ist 1. Das kann man zeigen wie in Ubungsaufgabe 28 - mehr dazu noch
einmal spéter.

Um die Ableitung von e* fiir alle zg € R zu bestimmen verwenden wir die
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und die Ableitung in 0:
e* —e”o erT% —1 el —1

lim ——— =¢€" lim ——— =¢" lim
T—xo T — X0 T—=To T — XQ h—0

Zo

=€
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(vi) Fiir die Ableitung des Sinus und Kosinus benutzen wir die Additionstheoreme

sinz —sinag _sin (50 + T50) —sin (e - 25

r — X9 r — X
T+xo 3.0 T—T0 s T—Xg
_ 2 cos =50 gin =572 _ x + xo Sin ==
T — T 2 =

Zusammen mit lim,_,o 322 = 1 (vgl. Ubungsaufgabe 28) und der Stetigkeit des

Kosinus und Sinus folgt: ’

sin x — sin xg
——  — C0s Zg.
Tr — X

Also ist (sinx)’ = cosx. Analog sieht man (cosz)’ = —sin .

Satz 4.2.3 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Sei f: I C R — R differenzierbar
in xg € I. Dann ist f stetig in xg.

Beweis. Fir x # z¢ gilt

f(x) = f(xo)

(x — o) = f(zo) + f'(z0) -0 = f(xo) fiir & — wo.
r — X

f(x) = f(zo) +

Also ist f in zq stetig. O

Funktionen, die in zy nicht stetig sind, sind also insbesondere dort auch nicht differen-
zierbar.

Was hat die Existenz einer Ableitung einer Funktion f in zy nun damit zu tun, dass
die Funktion f nahe xy durch eine lineare Funktion approximiert werden kann:

Satz 4.2.4. [Lineare Approximation] Sei f: I C R — R eine Funktion und xo € 1.
Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, wenn es ein a € R und eine Funktion
r: I — R, welche in xq stetig ist, gibt mit r(xg) =0 und

f(@) = f(zo) + alz — zo) + r(x)(z — o).
Insbesondere ist dann a = f'(xq).

Der Satz sagt insbesondere, dass die Tangente g(z) = f'(z)(z — x0) + f(20) die lineare
Funktion durch (zo, f(z¢)) ist, die f(z) nahe zo am besten approximiert. Es gilt

o @) = g(@)]

T—To |l‘ — xo‘

=0.

Beweis von Satz /.2.). Existiert r wie beschrieben, dann ist

f(x) = fxo)

=a+r(z) > a firz— .
r — X

96
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Sei nun f in xg differenzierbar. Wir miissen die Funktion r und die Zahl a definieren:
Wir setzen a = f/(zo) und

f@)=f@o) S @o)(e=0) 5 5 £ g0
r(z):= { 0 ° fir z = x9

Dann erfiillte r die gewiinschte Beziehung und es gilt r(z¢) = 0. Weiterhin gilt
f@) = f@o) = [ (wo)(x — @0) _ f(x) — f(zo)

r — X r — X

— (o) = f'(w0) — f'(x0) =0

fir x — xq, also ist r in x( stetig. O

4.2.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

Satz 4.2.5. Seien f,g: I — R in xy € I differenzierbar. Sei a € R. Dann sind auch
die Funktionen of £ g, fg und, falls zusatzlich g(xq) # 0, 5 in xo differenzierbar und
es gilt:

(af +9)'(z0) =a f'(x0) % ¢ (o)

(fg) (x0) =f'(x0)g(x0) + f(z0)g' (x0) (Produktregel)
f / - _ f'(@0)g(x0) — f(z0)g' (x0) wotientenreae
O e (Quatintereel.
f(x)—f(x0) g(z)—g(zo0)

Beweis. Nach Voraussetzung existieren limg 4, ——— sowie limg_, 4, e
Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen erhalten wir somit fir die
Summe

(af(z) £g(2)) = (af(z0) £ g(z0) _  f(x) = flzo) | g(z) — g(20)

T — o T — g T — o
— af(xg) + ¢ (zg) fiir x — o,

fur das Produkt
f(@)g(x) — flzo)g(zo) _ (f(x) = flxa))g(x) + f(20)(9(x) — g(x0))

T — X0 Tr — X

LD T (4 1 gy LD 0)

— f'(z0)g(wo) + f(x0)g' (z0) fiir z — o.

Hier wurde bei der Grenzwertbildung benutzt, dass aus ¢ in xq differenzierbar auch g
in x¢ stetig folgt.

Fir den Quotienten (da g(zp) nicht Null ist und g stetig ist, ist g auch in einer
Umgebung um zg nicht Null)
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f(x) _ f(=@o)

0@ 9w _ f(@)g(wo) — flzo)g(x)
z — 2 (z — z0)g(x)g(x0)
:(f(af) — f(0))g(x0) — (9(z) — g(0) f(z0)
(z — z0)g(x)g(zo
_, f1(@o)g(zo) = f(zo)g'(z0) (o 0. -

Beispiel 4.2.6.

(i) Mittels vollstindiger Induktion und Produktregel sieht man (z") = nz"~': Den
Induktionsanfang fiir n = 1 haben wir schon gesehen. Wissen wir nun schon fiir
ein n € N, dass (z")" = nz"~! ist, dann folgt mit der Produktregel:

(2" = (2" - 2) = (") x4+ 2"(x) =na" e+ 2" 1= (n+ )2

(i)

/ Plgd. ((

(2% + 3z + 1)e” cos z) z? + 3z + 1)6”), cosx + (2% 4 3z + 1)e” (cos x)’

Prod. ((332 + 3z + 1)/ e” 4 (2?4 3z + 1)(63:)/) cosx + (2% + 3z + 1)e*(cos z)’
=e"cosx(2x+ 3+ 22 +3x+1) — e"sina(x? + 3z + 1)
Satz 4.2.7 (Kettenregel). Sei f: I — R und g: J — R zwei Funktionen und sei xg € 1

und f(I) C J. Sei f in xo differenzierbar und g in f(zo) differenzierbar. Dann ist auch
go f: I —= R in xg differenzierbar und es gilt

(g0 1) (zo) = g'(f(x0)) [ (0)-
Erste Idee (die nicht immer funktioniert):
o) = 9(f (o) _ glf (@) =gf(w0) J(&) = @) |y

x — g f(z) = f(xo) T — xg

Das geht nur, wenn man nicht durch Null dividiert, also f(z) # f(z¢) in einer (kleinen)
Umgebung um z ist.

Wie umgehen wir dieses Problem? Man kann den Fall f konstant nahe Null einfach
separat betrachten. Wir wollen hier aber mal einen anderen Beweis mit Hilfe der
Charakterisierung der Differenzierbarkeit mittels lineare Approximation, s. Satz 4.2.4,
fiihren.

Beweis. Da f in z differenzierbar ist, gibt es eine in xg stetige Funktion r: I — R
mit r(xzo) = 0 und f(z) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + 7(x)(z — x). Da g in f(xo)
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differenzierbar ist, gibt es eine in f(xg) stetige Funktion s: J — R mit s(f(zg)) =0

und g(y) = g(f(x0)) + ¢'(f (x0))(y — f(x0)) + s(y)(y — f(20))-
Dann gilt fur y = f(z)

9(f (@) =g(f(w0)) + g'(f(20))(f(2) — f(w0)) + s(f(x))(f(x) — f(0))
=g(f(x0)) + g'(f(20))(f'(x0)(x — w0) + r(z)(z — x0))
+ 8(f(2))(f'(x0) + 7(2)) (2 — x0)
=g(f(x0)) + ¢'(f(x0)) f'(z0)(x — z0)
+ (9'(f (zo))r (@) + s(f(2))(f (z0) + 7(2)))(z — @0).

=:h(x)

Somit haben wir eine Funktion h: I — R definiert mit h(z¢) = 0. Da r und f in
stetig ist und s in f(x) stetig ist, ist h in ¢ stetig. Damit ist go f in x( differenzierbar
mit Ableitung ¢'(f(xo))f (x0)- O

Satz 4.2.8. Sei f: I C R — J C R bijektiv und differenzierbar. Sei xq € I und
f'(xo) # 0 und sei die Umkehrfunktion stetig in f(xo). Dann ist auch die Umkehrfunk-
tion f~r: J — I in f(xo) differenzierbar und die Ableitung ist gegeben durch
1
—1y/
zg)) = ———.

(Y (o) =
Beweis. Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, gilt f(f~!(x)) = « fiir alle z € J. Sei
yo = f(xo). Dann gibt es fiir jede Folge y,, in J mit Urbilder z,, = f~1(y,). Sei nun
Yn — Yo, dann folgt wegen Stetigkeit von f~!, dass x,, — x¢. Damit gilt

S ym) =)  ma—ao 1 1

Yn — Yo F@n) = flao) ~ Lam)=iGo) - f(xo)

Tn —2T0

O

Wenn man schon weifl. dass f~! differenzierbar ist, folgt mit der Kettenregel auch
direkt

FUTU Y () =1
Beispiel 4.2.9.
(i) Die n.te Wurzel ist die Umkehrfunktion von z € (0,00) — z™ € (0,00), was

differenzierbar ist. Die n.te Wurzel selbst ist stetig. Somit kénnen wir den letzten

Satz anwenden und erhalten
1

= —x%71
n

(ii) Der Logarithmus In ist stetig und die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
exp: R — (0,00), die differenzierbar ist. Damit ist

(Inz) = L l

- elnx T
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(iii) Der Kosinus cos: (0,7) — (—1,1) ist differenzierbar, bijektiv (vgl. Beweis von
Satz 4.1.18) und streng monoton fallend (kommt spéter). Dann ist nach Satz 4.1.14
Die Umkehrfunktion nennt man Arkuskosinus arccos: (—1,1) — (0, 7). Dann gilt

1 1
r_ _
(arccos z)" = sin arccos x V1—z2’
hierbei folgt die letzte Gleichheit aus siny € (0,1] fir y € (0, 7) und somit mittels
des trigonometrischen Pythagoras

sinarccosz = /1 — cos?(arccos 7) = /1 — 22.

4.2.3 Mehr Beispiele

‘Woche 9
(i) Fir a € R, a > 0, wollen wir die Potenzfunktion z € R — a* € R ableiten:

(a®) = ("™ = e"™%(zIna) =Inae*™* =a®Ina
(ii) Fir > 0 haben wir

1
(xm)/ _ (ezlnm)/ _ erlnz(xlnx)/ _ ezlnz(h’ll‘-i-l‘g) _ exlnz(l —|—11’1.13)

(iii) f(z) =xsind ist mittels f(0) = O stetig fortsetzbar, vgl. Ubungsaufgabe 26, so
dass f als stetige Funktion von R nach R auffassen konnen. In x # 0 ist f(x)
differenzierbar mit Ableitung

1 1 1 1 1
(xsin —)" = sin — + z cos — (2> =sin— — — cos —
x x z\ =z xr x

f ist nicht differenzierbar in = 0: Der Differenzenquotient
f@) = £0) _ 1
z—0 z
konvergiert fiir 2 — 0 nicht, vgl. Ubungsaufgabe 26.

(iv) f(z) = 2%sin L ist mittels f(0) = O stetig fortsetzbar. Analog zum letzten Beispiel
betrachten wir nun f als stetige Funktion mit ganz R als Definitionsbereich. Fiir
x # 0 ist f(x) differenzierbar:

1 1 1 1 1 1
26in 2) — . e / .t o1 <
(x smx) (x xsmx) (2) zsin + z(sin -~ T eos x)

1 1

=2rsin — — cos —
T T
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Auch in x = 0 ist f differenzierbar:

‘f(fc) 0 ‘ B

z—0

1
xsin’ <l|lg| =0 firz—0
x

Also ist f differenzierbar mit Ableitung

;v f2rsinl —cost firz #£0
f(a:)—{ ‘0 Y fiwr =0

Wir halten schon mal fest, dass die Ableitung in Null unstetig ist (Argument wie
in Ubungsaufgabe 26).

Es gibt Funktionen auf R die iiberall stetig, aber in keinem Punkt differenzierbar
ist. Beispiele dafiir sind Weierstrafs- Funktionen, wie z.B.

igik s(33%x)

k=0

Es gibt verschiedene Sachen, die man sich hier {iberlegen muss:

(a) Die Reihe konvergiert tiberhaupt, d.h. wir haben wirklich eine Funktion auf
R definiert.

(b) f ist stetig. Das folgt aus Satz 4.1.48, wenn wir gezeigt haben, dass die
zur Reihe gehorige Funktionenfolge f,(z) = >} _, 3% cos(33%x) gleichmiBig
gegen f konvergiert.

Im Gegensatz zu Potenzreihen, folgt fiir Funktionen, die aus allgemeinen
Reihen aus absoluter Konvergenz auf ganz R nicht automatisch gleichméfBige
Konvergenz auf abgeschlossenen Intervallen, vgl. UA 36. Deshalb muss das
hier extra gezeigt werden.

(c) f ist nirgends differenzierbar.
Zu (a) und (b):
1

1
— cos(33%x) 3%

3k =

Also ist Zi’;o 3% = 171 T eine konvergente Majorante und damit konvergiert

die urspriingliche Reihe fiir alle z absolut. Das zeigt in Wirklichkeit schon die
gleichméflige Konvergenz, da die Abschétzung nicht von x abhéngt — hier noch
mal explizit: Sei f,,(x) = > _, 5r cos(33%z). Dann ist

<supz ZB%—)O

k= n+1 k=n-+1

o0

1
Z " cos(33% )

k=n-+1

sup |f(z) — fu(x)] = sup

x

fiir n — oo. Also ist nach Satz 4.1.48 f stetig.
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102

Zu (c): Wir wollen nun zeigen, dass f in keinem zo € R differenzierbar ist. Das
kann man sehen, in dem man direkt in den Differenzenquotient geht und durch
geeignete Abschatzung herausfindet, dass dieser fir x — x¢ nicht konvergieren
kann. Das ist ein bisschen aufwéndig, aber wir wollen das wenigstens einmal
sehen:

Seien a,, € Z so gewéahlt, dass x,,:=33""zg — ;T € (%, 37”] gilt. Wir betrachten

die Folge y,,:=33""q,, 7. Fiir diese Folge gilt y,,, — x¢ fir m — oco. Wir werden

zeigen, dass aber der Differenzenquotient W

f nicht in zg differenzierbar sein kann.

nicht konvergiert und somit

Wir berechnen

! — 1
Fym) — => 3% © 0s(33%yn) = > 2% © 0s(33% 1)
k=0 k=0
S5 feos 33" (33" L (cos(33+m (334 Fm
= Z 3k (COb( Ym) —cos( xo))+z pys— (cos( Ym ) —cos( 3;0))
k=0 k=0
m—1 1 oS 1
—_ k k k+m
= o7 (cos(33%y,,) — cos(33%x¢)) + Z i | cos(amm) — cos(33% ™ )
i e _—

(~1)am

Mit den Additionstheoremen folgt
cos(33F M x0) = cos(33% (—zm + amm)) = (—=1)%™ cos(33%2,,)

und

33" (yn; + xO) sin 33% (%; - 550)

cos(33%ym) — cos(33%xg) = 2sin

Mit 33" (ym — o) = Tm erhalten wir fiir den Differenzenquotienten

- ok —z
f(ym) — f(x0o) _mzl 33" sin 33" (Y, + ) Sin W

T — e ak LT

Ym Zo = 3 2 y
ES!
1-33m3—m
= 1-33.3—1
N %) 33k+m 1— COS(33kI’m)
T (71) Z 3k+m 33kxm
k=0
>0

33 1—cos x, 2.33™M
2 7m> 3777,




4.2 Differenzierbarkeit

Also ist

’f(ym) — f(xo)

Ym — Zo

>2-33m_1—33m3_m>33m 2 1 o
“ 373" 1-33.-371 3m \3r 33-371-1

fir m — oo. Damit ist f in zg nicht differenzierbar.

Definition 4.2.10. Sei f: A C R — R eine differenzierbare Funktion. Ist die Ablei-
tung f’: A — R stetig, nennt man [ stetig differenzierbar. Ist die Ableitung sogar
differenzierbar, so nennt man f zweimal differenzierbar und nennt f”:=(f') die zweite
Ableitung von f. Ist f” wieder stetig, so nennt man f zweimal stetig differenzierbar,
usw. Ist die Funktion f n-mal differenzierbar, so bezeichnen wir die n.te Ableitung mit

f. Also fM) = 7 f& = ... Wir setzen f(© = f.

Ist eine Funktion zweimal stetig differenzierbar, dann ist sie insbesondere auch (einmal)
stetig differenzierbar.

n-mal stetig diff’bar = n — mal diff’bar = n — 1-mal stetig diff’bar. ..
. = diff’bar = stetig

Existieren fiir f die n.ten Ableitungen fiir alle n € N, nennen wir f unendlich oft
differenzierbar.

4.2.4 Mittelwertsatz und Extrema

Definition 4.2.11. Ein Funktion f: A C R — R besitzt in g € A ein lokales
Mazimum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f(z) < f(xzg) fir alle x € Be(xo) N A gilt.
Gilt sogar f(x) < f(xo) fiir alle x € A, dann hat f in 2 ein globales Mazimum. Analog
wird lokales und globales Minimum definiert.

Lemma 4.2.12. Sei f: (a,b) C R — R eine Funktion. Sei xg € (a,b) ein lokales
Minimum oder Mazimum und sei f in xqo differenzierbar. Dann gilt f'(xq) = 0.

Es ist wichtig, dass f ’links und rechts’ von x hier definiert ist: Die Funktion
f:]0,00) = R,  — z, hat zum Beispiel in z = 0 ein (sogar globales) Minimum,
aber f/(0) = 1.

Beweis. Ist xo lokales Maximum, dann gibt es ein € > 0, so dass f(z) < f(zo)
fir alle € (zg — ;29 + €) N A. Da f in z( differenzierbar ist, existiert f'(z¢) =
limg_yz, %ﬁgmo) Dafiir muss insbesondere der links- und rechtsseitige Limes iiber-
einstimmen. Fiir z < zg ist dann %‘ig”ﬁ”) > 0 und somit f'(zg) > 0. Fir « > xo
ist hingegen %ﬁém) < 0 und somit f'(z¢) < 0. Also muss f’(zp) = 0. Der Fall des
lokalen Minimums geht analog. O

103



4 Funktionen in einer Variablen

a I3 b

Abbildung 4.4: Fiir den Graph einer differenzierbaren Funktion f gibt es fiir jede Sekan-

te einen Punkt auf dem Graphen zwischen den beiden Schnittpunkten
der Sekante mit dem Graphen fiir den die Tangente den gleichen Anstieg
hat.
Beschreibt der Graph z.B. den Ort eines Autos iiber die Zeit, dann
entspricht die erste Ableitung der Funktion der Geschwindigkeit des
Autos. Wird nun zwischen den zwei Orten f(b) und f(a) die Zeitdiffe-
renz gemessen, die das Auto brauchte, also b — a. Dann entspricht die
durchschnittliche Geschwindigkeit, dem Anstieg der Sekante. Der Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung sagt nun, dass es mindestens einen
Zeitpunkt £ zwischen a und b gab, in dem die aktuelle Geschwindigkeit
diese durchschnittliche Geschwindigkeit ist.

Die Umkehrung gilt nicht z.B. gilt f/(0) = 0 fiir f(z) = 23, aber 2 = 0 ist kein lokales
Maximum oder Minimum. Ein solches x nennen wir Sattelpunkt und alle x fiir die
f/(x) = 0 ist, nennen wir lokale Extremalstellen.

Um noch mehr iiber Extrema von differenzierbaren Funktionen sagen zu kénnen,
schauen wir uns zunéchst den Mittelwertsatz an.

Satz 4.2.13 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = %ﬁ:(a). Den Spezialfall
f(a) = f(b) nennt man Satz von Rolle.

Beweis. Wir beweisen zuerst den Spezialfall f(a) = f(b): Falls f konstant ist, dann ist
iiberall f/(x) = 0. Sei nun f nicht konstant. Da f auf [a, b] stetig ist, nimmt f nach
Satz 4.1.43 auf [a, b] sein Maximum f (M) und sein Minimum f(m) an mit m, M € [a, b].
Da f nicht konstant ist, muss mindestens einer der Werte f(M) und f(m) ungleich
f(a) = f(b) sein. O.B.d.A. sei f(M) # f(a). Dann ist M € (a,b). Da dann f in M
differenzierbar ist, folgt f/(M) = 0.
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Den allgemeinen Fall wollen wir auf diesen Spezialfall zuriickfiihren, in dem wir auf f
eine geeignete lineare Funktion addieren:

- f
ploy=fa) + 1O o)
Dann ist p(a) = f(a) = ¢(b), v ist stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Also
existiert ein ¢ € (a,b) mit 0 = (&) = /() W_ 0

Folgerung 4.2.14. Scien f,g: (a,b) — R differenzierbar mit f' = ¢g'. Dann gibt es
eince€R mit f=g+c, dh f(z)=g(x)+c firallex € (a,b).

Beweis. Wir betrachten die Funktion h:=f — g. Dann ist h differenzierbar mit A’ = 0.
Wir miissen zeigen, dass dann h konstant ist, denn dann folgt die Behauptung:

Sei zg, 21 € (a,b) mit ¢ < 1. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein & € (z¢, z1)
mit h(xz1) — h(zg) = h'(§)(x1 — x0) = 0. Also gilt h(xg) = h(x1). Da xg,z1 beliebig in
(a,b) gewdhlt sind, muss h konstant sein. O

Folgerung 4.2.15. Sei I ein Intervall. Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion. Ist
f" auf I beschrinkt, dann ist f Lipschitz-stetig. Insbesondere sind stetig differenzierbare
Funktionen f: [a,b] — R Lipschitz-stetig.

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir alle z,y € I ein
&ry € I mit f(z) — f(y) = /() (x —y). Ist f sogar stetig differenzierbar auf dem
kompakten Intervall [a, b], ist damit f’ als stetige Funktion auf [a,b] beschrénkt, also
|f'(z)| < C fiir ein C > 0 und alle = € [a,b]. Damit folgt

1f(@) = fW)l ="yl Iz —yl < Clz —yl.

Also ist f Lipschitz-stetig. O

Folgerung 4.2.16 (Charakterisierung der Monotonie fiir differenzierbare Funktionen).
Sei I C R eine Intervall und sei f: I — R differenzierbar. Dann ist f genau dann

monoton wachsend
monoton fallend

} , wenn f'(z) {i} 0 fiir alle x € T ist.

Gilt f <0 (f >0) auf ganz I, dann ist [ streng monoton fallend (wachsend).”

Es ist hierbei wichtig, dass I ein Intervall ist: f: R\ {0}, z — 1, erfiillt iiberall f/ < 0
ist aber nicht global monoton fallend.

Beweis. Folgt direkt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. O

*Die Umkehrung gilt nicht, z.B. f(z) = x°.
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fz2)

f(z1)

T B9 £

Abbildung 4.5: Konvexe Funktion: Der Funktionswert von x = (1 — A)x; + Azq fiir
A € [0,1] muss kleiner gleich y = (1 — ) f(x1) + Af(x2) sein.

Definition 4.2.17. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit konvex,
falls fiir alle x1, 29 € I und alle A € [0, 1] gilt

fIA=Nz1 + Az2) < (1= A)f(z1) + Af(22),

vgl. Abbildung 4.5. Die Funktion heifit streng konvez, falls fiir alle z1 # a2 und A € (0,1)
die Ungleichung strikt ist.

Ist —f (streng) konvex, nennen wir f (streng) konkav.
Zum Beispiel ist die Funktion f(r) = 22 konvex.

Lemma 4.2.18. Sei I ein Intervall und sei f: I — R zweimal differenzierbar. Sei
f" >0, also f"(x) > 0 fir alle x € I. Dann ist f konvex. Aus f"(x) > 0 fir allex € T
folgt, dass f strikt konvez ist.

Andererseits folgt aus f konvex und f zweimal differenzierbar, dass f" >0 ist.”

Beweis. Seien x1,25 € I und x = (1 — A)z1 4+ Aas fiir A € [0,1]. O.B.d.A. sei 21 < z5.
Dann ist x € [21,22]. Wir wollen zeigen, dass

(L= (f(z) = f(z1) < A(f(22) — f())

nach Umstellen ergibt sich dann die Konvexitét.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es &; € [z1, 2] und &3 € [z, z2]
mit f(z) — f(z1) = f(&)(x — 21) und f(x2) — f(z) = f'(&2)(22 — 2).

Der Fall der strengen Konvexitit geht analog.

Aus f” > 0 folgt nach Folgerung 4.2.16, dass f’ monoton wichst. Wegen &; < z < &
folgt f'(&1) < f'(&2). Damit erhalten wir zusammen

*Aus f streng konvex und f zweimal differenzierbar folgt nicht, dass f” > 0 ist. Gegenbeispiel

flx) = z*.
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(L=N(f(@) = f(21)) =(1 = M)(z = 21) f'(&1) = Maz — @) f'(&)
>0

SA(w2 — ) f'(&2) = Mf(x2) — f ().

Satz 4.2.19. Sei f: (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar. Sei xg € (a,b).
(i) Ist f'(zo) =0 und f"(xo) <0, dann besitzt f in xo ein lokales Mazimum.
(ii) Ist f'(xo) =0 und f"(xo) > 0, dann besitzt f in xqo ein lokales Minimum.

(iii) Besitzt f in xo ein lokales Mazimum, dann gilt f'(xo) =0 und f'(x0) <O0.
(iv) Besitzt f in xo ein lokales Minimum, dann gilt f'(x¢) =0 und f"(x9) > 0.

Beweis. (i) Da f"(x¢) < 0 und f zweimal stetig differenzierbar ist, ist f” negativ in
einer Umgebung (zg — €, 29 + €) von xg. Nach Folgerung 4.2.16 ist damit f’ auf dieser
Umgebung von xq streng monoton fallend. Da f/(z¢) = 0 ist, ist somit f'(x) > 0 fiir
x € (xg — €,20) und damit f(x) < f(xp) fir alle x € (zg — €,20). Analog sieht man
f(z) < f(xo) fiir alle x € (20, o + €). Also hat f in z( ein lokales Maximum. (ii) geht
analog.

(iii) Besitzt f in z( ein lokales Maximum, dann folgt f’(z¢) = 0 nach Lemma 4.2.12.
Wire f”(xg) > 0, wire z¢ nach (ii) ein lokales Minimum. Das ist noch nicht direkt ein
Widerspruch, weil g sowohl lokales Minimum als auch Maximum sein kann. Aber das
ist nur der Fall, wenn f nahe z( konstant ist. Doch dann wéare f”(x¢) = 0, was den
Widerspruch gibt. Also muss f”(xg) < 0 sein. (iv) geht analog O

Das ist der Standardsatz, den man bei Kurvendiskussionen fiir gentigend oft differen-
zierbare Funktionen verwendet. Ist die Funktion mal irgendwo nicht differenzierbar,
muss man zur Bestimmung lokaler Maxima und Minima direkt in die Definition gehen,
denn auch solche Punkte konnen lokale Extrema sein. Z.B. hat f(x) = |z| ist z = 0 ein
lokales (und sogar globales) Minimum, aber f ist dort nicht differenzierbar.

Als vorldufig letzte Anwendung des Mittelwertsatzes wollen wir noch die Regel von
I’Hopital kennenlernen:

Satz 4.2.20 (Regel von 'Hopital). Sei I ein Intervall. Seien f,g: I — R differen-

zierbare Funktionen. Sei a € R U {xoo} ein Hdufungspunkt von I und es existiere

der Grenzwert limg,_,, %* Falls lim,_,, f(z) = lim,—, g(z) = 0 oder lim,_,, f(x) =

lim, ., g(x) = 0o ist, folgt

@) 1)

lim =l .
r—a g(m) r—a g’(x)
*Die Aussage, dass der Grenzwert limg_sq % bedeutet insbesondere, dass g’(z) nahe z = a

nicht Null werden soll.
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Beweis. Der Fall a € R benutzt eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, siehe
Ubungsaufgabe 35.

Sei nun a = oo. Diesen Fall kann man durch die Substitution y = % auf den Fall a =0
zuriickfithren:

f 1 _ 1
lim M = lim (Zf) = lim yf = lim —5~ = lim =
vooo g(a) w0 g(y) w0 —mg'(y)  w0g(y)  wmee g'(@)

6 PG ()
g

O

f(x)
g'(z)
Limes lim,_,, % nicht existiert, z.B.

Gilt fir f(z) = z%sin 1 und g(z) =sinz, f(0) = g(0) = 0 und

Achtung: Wenn der Limes lim,_,, nicht existiert, folgt daraus nicht, dass der

2 1
T r°sin = 1
lim&:hm —T — lim — limzsin— =1-0=0
z—0 g(x) z—0 SInx z—0 SInx z—0 €T
aber der Limes
/ 2xsin L — cos L
lim F'@) =lim —%*—2%
=0 g'(x)  =—0 Ccos T
existiert nicht.
Beispiel 4.2.21.
(i) Fir p,q € N gilt
D _ qP p—1 p—1
lim m @ _ lim pe P = Bap_q

z—a x4 — a T—a qxq—l qaq—l q
(i)

—lim " =lim ———  —lim ———— =0

lim - m — = lim - =
z—=0 xSz z—0 sInx + x Ccosx z—02cosx — xsinx

z—0

(iii)

1 1 T —sinx . 1—-cosx . sin x
sinx

. " . o 1n o Stetig  1; , UA 35
111’1}) % = ].IH%) e Inx il elunrﬁo‘tlnz il 60 =1
Tr—r r—r

4.3 Taylor

4.3.1 Taylorpolynom

Definition 4.3.1. Sei f: I — R eine n-mal differenzierbare Funktion. Dann nennen
wir

T (f;20) (2):=f (x0) + f'(w0) (x — x0) + %fﬂ(xo)(m —z0)’+...+ %f(”) (o) (x — o)™
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4.3 Taylor

das Taylorpolynom n-ten Grades von f um den Entwicklungspunkt xo Ist f unendlich
oft differenzierbar, dann nennen wir

Tec (f20) (@)= Y 210 ® o) (& — )"
k=0 "

die Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt .

Das Taylorpolynom n-ten Grades ist ein Polynom vom Grad < n (da die Ableitungen in
xo verschwinden kénnen), welches mit f in xg tibereinstimmt und dessen Ableitungen
bis zur Ordnung n mit denen von f in xg libereinstimmen.

Das Taylorpolynom 1.ten Grades ist die Tangente von f in zy.
Beispiel 4.3.2.

(i) Ist f ein Polynom n-ten Grades, dann ist T, (f; o) = f fir alle m > n und alle
zo € R.

(ii) Taylorreihe fiir Exponentialfunktion um z = 0 ist >, , %;'c und stimmt mit der

Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion iiberein.

k
Um den Entwicklungspunkt zq ist die Taylorreihe ZZOZO %emo und konver-
giert auch fir alle x gegen e”.

Das Beispiel der gibt hier den falschen Eindruck: Die Taylorreihe konvergiert immer
in x = xp und stimmt dort mit f {iberein. In allen anderen Punkten muss sie nicht
konvergieren und selbst wenn sie konvergiert, muss sie nicht mit f {ibereinstimmen.

Beispiel 4.3.3.

(i) In: (0,00) = R (Ilnz) = L, (Inz)™ = (1)1 =D figg > 0.

Taylorpolynom n-ten Grades um den Entwicklungspunkt xg:

(71)k+1

oo+ 3 )
— kxg

Nach Quotientenkriterium konvergiert diese Reihe absolut fiir alle « € (0, 2z0).
Sie divergiert fiir x = 0 (dort ist sie harmonische Reihe) und konvergiert noch fiir
x = 2x (dort ist sie die alternierende Reihe). Wir werden bald noch sehen, dass
die Reihe fiir alle « € (0, 2x) wirklich den Wert In 2 annimmt.

(if) Wir betrachten die Funktion e~ 2% Die n.te Ableitung hat die Form (n > 0)

1
)0 =Py, (1)

T
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4 Funktionen in einer Variablen

fiir ein Polynom Ps, vom Grad 3n. Das rechnet sich direkt mit vollstdndiger
Induktion nach: Es ist

1 2\ 1 1 1\ 2 .
x ~ T T r) T

Grad 3n—1

Grad 3n in L

und (673%2)/ 2emom,

_ 1
e 32

xn

— 0 fir alle n € N ist, ist

_JeTw oz #£0
r@={ 170

Da lim,_,q

eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit (™ (0) = 0 fiir alle n € N. Damit
ist Too(f,0)(z) = 0 und die Taylorreihe in 0 ist also insbesondere konvergent fiir
alle x, aber von f(x) fiir alle x # 0 verschieden.

Die letzten Beispiele zeigen, dass die Taylorreihe nicht immer das geeignete Konzept
ist. ILA. ist es auch gar nicht relevant, ob diese konvergiert, sondern die wichtige Frage
ist: In wie weit ndhert das n.te Taylorpolynom f nahe dem Entwicklungspunkt an?

4.3.2 Fehlerabschatzung
Ziel ist die Fehlerabschatzung f(z) — T, (f;zo)(z). O.B.d.A. sei zy < .

Wir beginnen mit n = 0: Fiir n = 0 und f differenzierbar in [zg,z] ist f(z) —
To(f;20)(x) = f(x)— f(xo) mittels des Mittelwertsatz der Differentialrechnung gegeben
durch f(z) — To(f;20) = f'(§)(x — xp) fir ein € € (xg,x). Ist nun f’ noch beschrinkt
auf [zg,x] durch ein C' > 0. Dann ist |f(x) — To(f;20)| < Clz — x0|. D.h der Fehler
nimmt mindestens linear fiir z — x¢ ab.

Fir n = 1 ist nun die Hoffnung, dass der Fehler f(x) — Ti(f;2o)(x) mindestens
quadratisch fiir ¢ — xo abnimmt, bzw. fir allgemeines n, dass der Fehler f(x) —
T (f; 0)() fiir # — 2o mindestens zur Potenz (z — 2¢)"*! abnimmt:

Wir machen also den Ansatz
f(@) = To(f;20)(x) = M(x — 20)" .

Hierbei hdngt M i.A. von x und xo ab. Wir nehmen an, dass f (n+1)-mal differenzierbar
ist.

Um zu bestimmen, was M ist, setzen wir

9() = f(y) — Tu(f;20)(y) — M(y — o)™
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4.3 Taylor

und erhalten ¢+ (y) = f+V(y) — (n 4 1)!M. Wir zeigen als nichstes, dass es ein
€ € (zg, ) mit g+t (&) = 0 gibt:

Es gilt fiir alle k € {0,1,...n}, dass ¢/*)(x9) = 0. AuBerdem gilt nach Wahl von M,
dass g(z) = 0 ist. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es also ein
&o € (xo,x) mit ¢'(§p) = 0 Da ¢’ auch selbst wieder differenzierbar ist, gibt es wieder
nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &; € (&p, xo) mit ¢’ (£1) = 0. Usw.

ergibt sich ein € € (zg, z) mit g+ (£) = 0 und damit M = f((::i)(,g) Insgesamt haben

wir damit folgendes gezeigt:

Satz 4.3.4 (Satz von Taylor). Sei f: I =[x, 2] = R eine n + 1-mal differenzierbare
Funktion. Dann gibt es ein 6 € (0,1) mit

SO (@0 + 0(x — 20))

n+1
(n+1)! '

f(x) = T(f;m0)(x) +

(x — xp)

Wir nennen Ry, (f;xo)(x) = f(nﬂ)((?:lg)(lz_m‘))) (x — 29)""! Lagrangesches Restglied von
3

Die analoge Aussage gilt fir I = [z, xq).

Beispiel 4.3.5. Wir betrachten f(z) = +/1+ z und berechnen das Taylorpolynom
ersten Grades um den Entwicklungspunkt = 0 mit Lagrangeschem Restglieds:

fl(z) = e WaEw %‘_w, f(x) = 74(1il)% Dann ist
1 1
z)=14 -0 — ———2°
fle) 27 g(14¢)3

fiir ein £ € [0, 2] falls > 0 bzw. ein £ € [2,0] N (—1,0) falls x < 0.
Damit konnen wir auch den Fehler f(z) — T1(f,0)(x) abschétzen:
1

1 9 1
|f(z) =1~ §$| <z max{m7 g}

Fiir 2] < 1 ist damit zum Beispiel
2

1
[flz)—1— §x| < mQT.

Es gilt: Sei I ein Intervall und sei f: I — R unendlich oft differenzierbar. Seien
xz,z9 € I. Dann ist f bei x genau dann gleich seiner Taylorreihe T, (f,zo), wenn
flz) = To(f;20)(x) — 0 fiir n — oo gilt.

4.3.3 Klein-o-Notation

Definition 4.3.6. Seien f,g: I — R Funktionen. Sei a € R ein Haufungspunkt von I.
Dann schreiben wir f = o(g) fir z — a, falls

limMZO

v—a g(z)
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4 Funktionen in einer Variablen

gilt.
Es ist z.B. 22% = o(z) fiir z — 0.

Eigentlich wére f € o(g) eine besserer Notation als f = o(g), da:

'"Man muss hier mit dem Gleichheitszeichen aufpassen, aus f(z) = o(z?) und g(x) =
o(x?) folgt nicht f(z) = g(x)!!

Aber da mit der o-Notation auf gerechnet wird, wird oft das Gleichheitszeichen verwen-
det. Es gilt z.B. fiir z — 0

23 + o(2?) + zo(x) = o(z?),
oder z.B. gilt auch

Lemma 4.3.7. Sei f: I — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion mit 0 € I
und k > 1 Gilt f(x) = o(z*) fiir z — 0, dann folgt f'(z) = o(z*~1) fiir + — 0 und
FO(0) = 0 fiir alle ¢ < k.

Beweis. Beweis iiber vollstindige Induktion: Fiir £ = 1 haben wir f(0) = lim,_,o f(x) =

lim, o % lim,_,o x = 0 und somit

lim f(2) = £(0) = lim 20 =FO) ) J@)

x—0 x—0 x r—0 X
also f'(z) = o(1).

Sei die Behauptung nun fiir ¥ € N wahr. Wir wollen sie nun fiir k¥ 4+ 1 zeigen. Da f
k + 1-mal stetig differenzierbar ist, existiert f*)(0) = lim,_,o w. Da aus
f(z) = o(z**1) insbesondere auch f(x) = o(x*) folgt, gilt f)(0) = 0 fiir alle ¢ < k.
Also ist fEFD(0) = lim, o % und mit der Regel von I"'Hopital folgt

(k (k—1) /

) oy oo @) g f (@) e @) g f@)
PO = T =y T =S R T = (D i i =0
und damit insbesondere f'(x) = o(x*). O

Beispiel 4.3.8.

(i) Eine Funktion f: I — R mit xo € I ist genau dann in z differenzierbar, wenn es
ein a € R mit

f(wo+h) — f(zo) —a-h=o(h)
gibt.
(ii) Es gilt f(z) = Tn(f;2z0)(x) + o((z — x0)™).

_1
(iii) e~ = o(h™) fur h — 0 und alle n € N, da limy, ¢ eh—h = limg_yo0 2"e~% = 0 ist.
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4.3 Taylor

4.3.4 Taylorpolynome von Hintereinanderausfiihrungen

Wir wollen als Beispiel das Taylorpolynom 2.Grades von eV!'*® um 2y = 0 bestimmen.

Da kann man natiirlich direkt in die Formel der Taylorpolynome gehen und mittels
Kettenregel die Ableitungen ausrechnen. Um so héher die Ordnung der Ableitung ist,
um so hoher ist der Aufwand. Stattdessen ist der kiirzere Weg: Das Taylorpolynom von

VI+xumz=0,alsovi+z=1+7%— %2 + o(x?), einsetzen in das Taylorpolynom
von €Y um yg = 1+ 0 =1, also

e =e+e(ly—1)+ g(y — 1)’ +o((y —1)%),

ergibt

2

o mere(§ -5 o) (-5 o) w0 (-5 o))

2 2
_e—|—e;+e<—xg—|—:C8>+o(gc2)_e+e§+o(as2)

|8

Das Taylorpolynom 2.ten Grades von eV!'™® um zy = 0 ist dann e + es (also in
Wirklichkeit ersten Grades).

Die Frage ist natiirlich nun, warum gibt uns die obige Rechnung das richtige Resultat?
Dazu miissen wir zeigen:

Lemma 4.3.9. Sei f: I — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion und sei
xg € I. Seien ag,...,an, € R, so dass gilt

f(x) =ao+ar(x —x0) + ... + an(z — x0)" + o((x — z0)")
fir x — xo. Dann ist T,,(f;20)(z) = ap + a1(z — o) + ... + an(z — 20)".
Beweis. Nach Lemma 4.3.7 gilt fiir x — ¢
f(x) =a1 + ...+ nap(z —20)" " +o((z — z0)" )
f"(x) =2as + ... +n(n — Dan(z — 20)" 2 + o((x — 20)" " ?)
™ (x) =nla, + o(1)
und somit ) (2¢) = nlay,, ..., f'(z0) = a; und f(x0) = ao. O

4.3.5 Noch einmal Potenzreihen

Die Taylorreihe einer Funktion f um den Entwicklungspunkt zo die Form >, aj(z —
20)¥. Auch Reihen dieser Form nennen wir Potenzreihen - eine Potenzreihe um zg. Es
entspricht unseren alten Potenzreihen (die waren um den Entwicklungspunkt 0. Alles
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4 Funktionen in einer Variablen

was wir damals tiber Potenzreihen gelernt haben, gilt auch fiir allgemeines g, in dem
man einfach eine Substitution y = & — xg durchfiihrt, z.B.

Der Konvergenzradius einer Reihe Y77 ay(z — x0)* ist
(o)

R = sup {r € R‘ Jz € C mit |z — x| < r und Zak(a: — 20)* konvergiert absolut} .
k=0

Dann konvergiert wieder die Potenzreihe fiir alle  mit |z — x| absolut. Ahnlich
iibertragen sich andere Aussagen.

Wir wollen uns als néchstes iiberlegen wie wir Potenzreihen ableiten kénnen. Wenn wir
eine Potenzreihe f(z) = Y ;o ar(x — z9)* mit Konvergenzradius R > 0 haben, wire
unser Tipp fir die Ableitung von f in « € Br(xg) einfach die Summe der Ableitung
der einzelnen Summanden, also Y, kax(z — 29)¥~!. Wiren es nur endlich viele
Summanden, wére klar, dass das stimmt, so miissen wir uns erst noch einiges iiberlegen:

(i) Das die gliedweise abgeleitete Reihe wirklich auch fir das x konvergiert.

(ii) Das dies wirklich die Ableitung ist.
Zu (i):

Lemma 4.3.10. Sei f(z) =Y., ar(x — x0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Dann hat die formal abgeleitete Reihe g(z) = > pe | kag(z —z0)*~" den gleichen
Konvergenzradius.

Beweis. Das g(x) keinen groeren Konvergenzradius als R haben kann, folgt aus: Fir
k> 1ist |ap(z — 20)*| < |kar(z — 29)* | - |& — 20|. Konvergiert also g(x) fiir ein z
absolut, dann auch f(x) nach dem Majorantenkriterium.

Sei nun 7 € (0, R). Da f(r) dann absolut konvergiert, gibt es ein M > 0 mit |ag|r* < M.
Dann gilt fiir alle € B,.(x0)

EM |z — zo|F~!
L 0
E |kar(x — zo) 1|<§: k1

Die rechte Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, da @ < 1 ist. Also
konvergiert g(x) absolut fir alle x € B,(x¢) und da r € (0, R) beliebig ist, konvergiert
g(x) absolut fiir alle x € Br(xg). Der Konvergenzradius von g ist mindestens R. [

Um nun zu (ii) zu kommen, untersuchen wir erst einmal inwieweit Ableitungen mit
dem Grenzwert vertauschen:

Satz 4.3.11 (Vertauschen von Grenzwert und Ableitung). Seien f,: (a,b) — R stetig
differenzierbare Funktionen, die punktweise gegen f: (a,b) — R konvergieren. Die
Funktionenfolge der Ableitungen f], konvergiere gleichmdfig gegen ein g: (a,b) — R.
Dann ist f auch stetig differenzierbar mit f' = g.
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4.3 Taylor

Beweis. Aus Satz 4.1.48 folgt, dass g stetig ist. Es bleibt also zu zeigen, dass ' =g gilt,
Lﬁzo) — g(xp) fir x — x9 € (a,b) gegen Null konvergiert. Dazu schitzen

r—

also dass
wir ab:

L) _ |2 SC00) )= St
# [ LIl g )| 1) - a0

Um den ersten Summanden abzuschéitzen betrachten wir

(fe = fo)(@) — (fe = fn)(@0)

r — X

fo(x) = fe(wo) — fulx) = fu(2o)

r — X r — X
(fe = fn)'(€) < sup[(fe = fn)'| < sup|fy, — gl +sup|fz —gl.

Fiir ¢ — oo folgt mit der gleichméBigen Konvergenz f; — g damit

f(@) = flxo) — fulx) = fn(wo)

r — X T — X0

S ‘

Mittelwertsatz

<sup|f, —gl.

Insgesamt ist damit

f(x) = f(xo)

—g(x1)| < 2sup|f! —
pra— g(z1)| < 2sup|fy, — g

lim
T—To

Da die rechte Seite gegen Null geht, muss der Limes gleich Null sein. O

Folgerung 4.3.12. Sei f(z) =Y 7, ar(x — z0)* eine reelle Potenzreihe mit Konver-
genzradius R > 0. Dann ist f: (xo— R, z9+ R) — R stetig differenzierbar mit Ableitung
() = 3oty kar(z — o)1

Beweis. Sei r € (0, R). Nach Satz 4.1.49 konvergiert f,(z) = >";_,ar(z — 29)* dann
gleichméBig gegen f. Nach Lemma 4.3.10 konvergiert dann f/ (x) gleichméfig gegen
e kag(z — x0)* 7L fiir € [wg — 7,20 + 7]. Nach letztem Satz ist damit f'(z) =
S kag(z — x0)*~! fiir alle x € B,(z9). Da r € (0, R) beliebig ist, gilt das fiir alle
S BR(QL‘()). O

Beispiel 4.3.13. Mit dem Ableiten der Potenzreihen hétten wir also auch die Ablei-
tungen von e”, sin x und cos x finden konnen, z.B.

/ o k\ & gkl ook

Folgerung 4.3.14. Ist f(z) = Y ;o ax(z — z0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0, dann ist Yoo ar(x — 20)* insbesondere die Taylorreihe von f(x) um den
Entwicklungspunkt xq.
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4 Funktionen in einer Variablen

Beweis. f(x) =31 _gan(® —z0)" + (x — 20)" T Y7 @rni1(z — 0)*. Da die Reihe
konvergiert, ist | Y27 @xqn+1(® — 20)F| < C und somit (z — z0)" ™ 377 ) Gpns1(z —
29)* = o((z — x¢)™). Somit hat f fiir alle n die Form aus Lemma 4.3.9 und die Reihe
ist gleich der Taylorreihe von f. O

Folgerung 4.3.15 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen). Seien f(x) = > p—, ar(x — x0)"
und g(z) = > pe o be(z—x0)F zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Seir >0 mit r <min{Ry, Ry}. Dann gilt f(z) = g(z) fir alle x mit |z — xo| <7
genau dann, wenn ap = by, fir alle k € N gilt.

sein muss. ]

o)
Beweis. Folgt direkt aus der letzten Folgerung, da ay = ! kk(!m")

4.3.6 Weitere Beispiele zu Taylorreihen

Beispiel 4.3.16. Wir hatten schon einmal die Taylorreihe von Inz um einen Entwick-
lungspunkt xg € (0, 00) ausgerechnet:

k+1
ln.TZQ—FZ kJC w—xo)k
0

Diese konvergiert fiir € (0,2x0). Wir wollen nun zeigen, dass zumindest fir = €
(20, 2x0] die Taylorreihe wirklich gegen Inz konvergiert (z € (0,z0) betrachten wir
spéter). Dazu betrachten wir den Fehler mittels der Lagrangeschen Restglieddarstellung
aus Satz 4.3.4

1
(n+1)!

f("+1 (o + 0(x — z0)) (z — 30)" !

Inx — T, (f;20)(x) =Rn(f;20)(z) =

_ (-1
(n+1)(xg + 0(x — x9))" !

(x — :Eo)"+1

fiir ein 6 € (0,1) (das 0 hangt von n ab). Wir schitzen ab fiir x € [xo, 220] ist

R (f;20)(2)] < n%l 50

fiir n — oo. Also konvergiert die Taylorreihe fiir « € [z, 22¢] gegen ln .

Fir z € (0,20) hilft uns das Langrangesche Restglied nicht weiter, weil wir nichts
iiber # in Abhéngigkeit von n wissen. Es gibt andere Darstellungen des Restglieds™,
die uns hier zum Ziel fiihren wiirden. Doch wir werden spéter, wenn wir Potenzreihen
integrieren kénnen, einen leichteren Weg sehen.

Am meisten tritt die Taylorreihe

n(l+z)

*z.B. die Cauchysche, s. https://de.wikipedia.org/wiki/Taylor-Formel#Weitere_Darstellung
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4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

auf (Die erhélt man aus der obigen fiir o = 1 und dann der Substitution x — 1 geht
auf z).

Beispiel 4.3.17.

(i) Die Taylorreihe von - ist >~ z*. Wie wir in Beispiel 4.3.3 gesehen haben,
konvergiert diese fiir |z| < 1 und dort auch wirklich gegen -.

Durch Ableiten erhalten wir z.B.

1 o0
_ k k—1
(1-x) Z v
k=1

1 Zk(k—1) ,
(1 _ 1.)3 - Z 2 r ’
k=2
Nach Lemma 4.3.10 haben beide Reihen auch den Konvergenzradius 1.

(ii) Fir alle s € R und alle z € (—1,1)

(1+2)* = i (Z)xk

k=0

gilt, Ubungsaufgabe 38. Hierbei ist (Z)::S'(é};(lk);(i)__?lg:égfifcl'kl) fiir ¥ € Ny und

(5):=1." Fiir s € Nist (;) = 0 fiir K > s und dann ist diese Reihe die endliche
Summe aus dem binomischen Satz. (Teil (i) dieses Beispiels wire der Spezialfall
fir % S N>0)

4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

4.4.1 Kurvendiskussion - Extrema

Zum einen ist Differentialrechnung im Allgemeinen hilfreich, um das allgemeine Ver-
halten von Funktionen zu analysieren (sofern diese oft genug differenzierbar sind).
Insbesondere wird diese oft bei Maximierungs- bzw. Minimierungsprobleme angewandt:

Extrema unter 'einfachen Nebenbedingungen’ Wenn man Maximierungs- oder Mi-
nimierungsprobleme von Funktionen mehrerer Variablen unter Nebenbedingungen 16sen
will, hat man manchmal Gliick und Einsetzen der Nebenbedingung reduziert die Frage
auf ein Extremwertproblem in einer Variablen.

Wir geben zwei Standardbeispiele:

*Fir s € N stimmt diese Definition mit unserer Standarddefinition von Binomialkoeffizienten
iberein.
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4 Funktionen in einer Variablen

(i) Unter allen Rechtecken gleichen Umfangs hat das Quadrat den grofiten Flichen-
inhalt:

Sei L der Umfang. Hat das Rechteck, die Seitenlédngen a,b ist L = 2(a+b) und der
Flacheninhalt A = ab=a (% — a). Dann kénnen wir von A = A(a) die Extrema
bestimmen: 0 = A’(a) = %—2&, also a = % = b, also ein Quadrat. Da A”(a) = —2
ist, ist das ein lokales Maximum. Da es nicht mehr Extrema gibt, ist es sogar das
globale Maximum.

(ii) Eine Konservendose (Radius r, Hohe H) soll maximales Volumen V bei gegebener
Oberflache O fassen:

O =2nr% + 27hr

V =nr’h =r (2 — 7r7‘2>

Dann ist 0 = V'(r) = § —3mr? fir r = |/ & erfiillt. Wegen V" (r) = —6mr ist das
ein lokales Maximum (und weil es das einzige lokale Extrema ist, auch globales
Maximum).

Reflexionsgesetz

Die z-Achse sei ein Spiegel. Eine Lampe im Punkt A = (0, hy). Wir stehen im Punkt
B = (a, h2) und schauen auf den Spiegel. In welchem Winkel miissen wir auf den
Spiegel schauen, um die Lampe zu sehen? Die Antwort gibt uns das Reflexionsgesetz,
doch woher kommt dieses — als Extremalproblem aus dem Fermatschen Prinzip:

Das Fermatsche Prinzip besagt, dass das Licht zwischen zwei Punkten immer den Weg
(unter Einhaltung von gegebenen Bedingungen) wéhlt, fiir welchen es eine extremale Zeit
benétigt. ‘Einhaltung von gegebenen Bedingungen’ wéire im obigen Fall, die Bedingung,
dass der Weg des Lichtes iiber den Spiegel gehen soll.

So lange keine Nebenbedingung zu erfiillen sind und die Lichtgeschwindigkeit konstant
ist, ist die Verbindung zwischen zwei Punkten im R, fiir welche das Licht eine extremale
Zeit benétigt, immer die beide Punkte verbindende Strecke. Soll der Lichtstrahl nun
von A nach B auch auf den Spiegel treffen, ist der Ansatz fiir die benotigte Wegléange:

D B
|
|
|
|
|
|
|
I h2

ol = — - - - - &
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4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

Ist C' = (¢,0) der Punkt auf dem Spiegel, dann ist

L(C):|A*C|+|ch‘:\/62+h%+\/(a76)2+h%

die zuriickgelegte Strecke. Ist die Lichtgeschwindigkeit konstant, ist die dafiir benétigte
Zeit genau dann extremal, wenn L(c) extremal ist (Zeit= Weg/Geschwindigkeit).

Bestimmung der Extrema:

L/(C) — c —(CL — C)
Ve2+hd o y/(a—c)?+ h3
Es ist L'(¢) = 0 genau dann, wenn micor = 1e-cj &ilt- Also sind die zugehdrigen

Dreiecke dhnlich und wir erhalten das Reflexionsgesetz:

Einfallswinkel (<ACD) = Ausfallwinkel (<DCB)
Ahnlich ldsst sich auch das Brechungsgesetz herleiten, vgl. Ubungsaufgabe 40.

4.4.2 Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Sei f: [a,b] — R zweimal differenzierbar und streng monoton. Auerdem soll es eine
Nullstelle € € (a,b) von f geben.

Ziel ist nun die Nullstelle ndherungsweise zu bestimmen: Die Idee ist wie folgt:

Die Tangente an f durch (xo, f(z¢)) ist gegeben durch

x> f(xo) + f'(wo)(z — ).

Da f streng monoton ist, hat f’ keine Nullstelle und somit hat diese lineare Funktion
eine Nullstelle bei
f(@o)

f'(@o)
Nun benutzen wir x; als neuen Anfangswert, also als neues ’z(’, und erhalten so eine
rekursive Folge

Tn41:=Tn — f/(.li )
n

T, =g —

(4.1)
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4 Funktionen in einer Variablen

Das Bild suggeriert, dass diese Folge x,+1 gegen eine Nullstelle konvergiert. Die Frage
ist nun, ob bzw. wann das wirklich der Fall ist.

Lemma 4.4.1. Sei f: [a,b] = R zweimal differenzierbar und streng monoton. Aufler-
dem habe f eine Nullstelle € € (a,b).

(i) Dann gibt es ein 6 > 0, so dass die Folge (4.1) fir o € [ —6,€+ ] N (a,b) gegen
& konvergiert.

(ii) Gilt zusdtzlich, dass f konvex ist , dann konvergiert die Folge (4.1) fir alle
xo € (a,b) mit f(xo) > 0 gegen &.

Beweis. Wir entwickeln f. Dann ist

I (CRR )

(e~ ay?

0=f(&) = f(z)+ f'(x)(&

fiir ein 6 € (0,1). Umstellen liefert

f@) _ ["at0e—)
f'(x) 2f'(x)
Da f streng monoton ist, ist f/ # 0 auf ganz [a,b]. Da f zweimal differenzierbar auf

[a, b] ist, nimmt sowohl f’ als auch f” sein Minimum und Maximum an. Also gibt es
My, My > 0 mit |f'| > M; und |f”| < M; auf [a,b]. Damit haben wir

(€~ 2)?

f({,E) M2
"r_ f’(l‘) _5‘ < oM, |§_$‘2
~—~—
=:C2>0

Wenden wir das iterativ auf die Folge (z,,), aus (4.1) an, erhalten wir

|Znt1 — €] < (Clao — €])*
Ist Clzo — €| < 1, konvergiert also x,, gegen die Nullstelle £&. Wihlt man ¢ = %, haben
wir (i) gezeigt.

Zu (ii) Das Bild suggeriert, dass fiir konvexe Funktionen der Funktionsgraph immer
iiber jeder Tangente an die Funktion liegt. Das ist auch so: Ist f konvex, dann folgt

aus f(y) = f(x) + f'(@)(y — 2) + 00— () )2 dass
fly) = (@) + f(2)(y — x)
fir alle z,y € [a,b] gilt.

Da f streng monoton ist, wechselt f’ das Vorzeichen nicht. O.B.d.A. sei f* > 0 (der Fall

f" < 0 folgt analog). Wir zeigen per Induktion, dass x,, monoton fallend und f(x,) >0

ist: x1 = xg — J{’((jc%)) < xg. Damit ist wegen Konvexitét

f(x1) > f(xo) + f'(x0)(z1 — 20) = 0.
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4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

Aus f(x,) > 0 folgt analog 2,11 = Ty — J{,((JZ”)) < x, und wegen der Konvexitit wieder

f(wn+1) > f(xn) + f/(xn)($n+1 —x,) = 0.

Also ist (x,,), eine monoton fallende von unten beschriankte Folge und hat somit nach
Satz 3.6.6 einen Grenzwert. Dieser sei y. Aus (4.1) und der Stetigkeit von f und f’

folgt y =y — J{c,((?;)), also f(y) = 0. Die Folge (), konvergiert also gegen eine Nullstelle.
Da f monoton ist, muss y = £ gelten. O

Die Voraussetzung f(xg) > 0 in (ii) braucht man nicht wirklich: Ist f(z¢) < 0, dann ist
wegen f(x1) > f(xo)+ f'(z0)(x1 — o) diese Voraussetzung ab n = 1 erfiillt. Allerdings
wird die Folge x,, dann erst ab n = 1 monoton.

Beispiel 4.4.2. Die n.te Wurzel einer Zahl a € R, a > 0, kann naherungsweise iiber
das Newton-Verfahren bestimmt werden. Dazu sei f(z) = 2" — a. Diese Funktion
ist auf « € (0, 00) streng monoton und konvex. Nach letztem Lemma konvergiert fiir
xo € (0,00) die Folge

n

Tr —a 1 a
Thet = Tk nz 1 1= n)“r * na
k k

gegen /a. Fiir n = 2 ist das genau die Heron-Folge aus Definition 2.6.2.

4.4.3 Ungleichungen

Lemma 4.4.3 (Jensensche Ungleichung). Ist f: I — R eine konvexe Funktion auf
einem Intervall I. Dann gilt fiir allen € Nso, ; € I und alle \; € [0,1) mity . A =1

FO - Niwi) <D Nif ().
i=1 i=1

Ist f streng konvex und alle \; € (0,1), dann gilt genau dann Gleichheit, wenn alle x;
tibereinstimmen.

Beweis. vollstandige Induktion tiber n. n = 1 trivial, n = 2 ist die Definition von
konvex bzw. streng konvex. O

Durch Anwenden der Jensenschen Ungleichung lassen sich verschiedene bekannte
Ungleichung leicht ableiten.

Folgerung 4.4.4 (Youngsche Ungleichung). Fir n € Nsg, a; € R>o, p; > 1, i =
1,...,n, mit Z?:li =1 gilt

apl ap2 abPn
ay...ap < 24 2. 42
4! p2 Pn
Es gilt genau dann Gleichheit, wenn af* = ... = ak» gilt.
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4 Funktionen in einer Variablen

Beweis. Jensen fiir x — e” ergibt

2 M < Z Aett.
i

Wiéhlen wir A; = 1/p; und z; = p; In a; erhalten wir die gesuchte Ungleichung. O

Folgerung 4.4.5 (Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel). Fiir
n € Nsg, a; €R>p,i=1,...,n, gilt

ut -t o
n
Beweis. Jensensche Ungleichung fiir f(z) = —Inz (f”(z) = -%) und dann exponieren.
Alternativ: Aus der Youngschen Ungleichung mit p; = n und z; = a. O
Fir a = (a1,...,a,) € R™ und p > 1 sei

1
n p
llallp:= <Z Iail”>
i=1

die LP-Norm von a. Im Spezialfall p = 2 ist das einfach wieder die euklidische Norm.

Satz 4.4.6 (Holder-Ungleichung im R™). Firp > 1 und a,b € R™ gilt

[{a, 0)[ < llallpbllq;

wobei q der zu p konjugierte Exponent ist, d.h. % + % =1.

Fir p = 2 ist ¢ = 2 und die Holder-Ungleichung ist gleich der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung.

Beweis. Fir a = 0 oder b = 0 steht auf beiden Seiten Null und wir haben sogar
Gleichheit. Sei nun a # 0 und b # 0. Dann gilt nach der Young-Ungleichung

laj| o] 1 < |a,| >p+1 ( 151 >q
lall, l1ollg — 2 \llallp q \[bllg

Summation tber j liefert

Diarlagbil 1 1
lallplblla — p g

Mit |{a,b)| = ‘Z?:l ajbj‘ < 2775 lajbs| erhalten wir damit die Holder-Ungleichung.
O

Satz 4.4.7 (Minkowskische Ungleichung im R™). Fir p > 1 und a,b € R™ gilt

la+bllp < llallp + [10]],-
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4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

Beweis. Wir berechnen

n n

lla +bll5 =" laj +b;" = la; + b; [P~ [a; + by
j=1 j=1
< lag 40P agl + Y lag + by [P byl
j=1 j=1

Das zweite Gleichheitszeichen folgt, da p — 1 > 0 ist und somit keine Gefahr besteht,
dass wir hier durch Null teilen. Nun wollen wir auf die beiden Summenzeichen der
rechten Seite Holder anwenden, also |37, ;y;| < [lz[lp|ly[lq- Fiir die erste Summe
p_.

T

verwenden wir dafiir = ¢ und y mit y; = |a; + b;[P~!. Dann folgt mit ¢ = 51

n n
D lag + 0P ag| <lally [ D la; +b;| =D
j=1 =1

p—1

P

=llally { > laj + bl” = llallplla+blI5~"

j=1
Analog fiir die zweite Summe und wir haben somit
lla +0l15 < (lally + [1bllp) lla + b]I5~*

Fiir a+ b # 0 erhalten wir somit die Minkowskische Ungleichung mittels Division durch
a+blp~". Fiir a + b = 0 stimmt die Minkowskische Ungleichung, da die rechte Seite
immer nichtnegativ ist. O

4.4.4 Anwendungen in der Physik

Ableitungen sind Anderungsraten, z.B. Geschwindigkeit ist die Anderung des Weges
iiber die Zeit, also die Ableitung des Weges als Funktion der Zeit; Beschleunigung ist
die Anderung der Geschwindigkeit iiber die Zeit, also die Ableitung der Geschwindigkeit
und damit die zweite Ableitung des Weges. Hat man z.B. eine Energie als Funktion
des Ortes, dann ist die Ableitung die zugehorige Kraft.

Oft verwendet man in der Physik Ndherungen, dabei oft Entwicklungen um einen
Gleichgewichtspunkt z.B.:

Fadenpendel Wir betrachten ein Fadenpendel der Lénge ¢. Daran hingt eine Masse
m. Wir wollen die Bewegungsgleichung aufstellen. Ist die Auslenkung ¢ = ¢(t) (eine
Funktion der Zeit), so legte die Masse die Bogenlénge £y zuriick. Die Beschleunigung
(zweite Ableitung des Weges) ist dann £ (¢:=¢"” - in der Physik schreibt man fir
Ableitungen nach der Zeit oft einen Punkt statt des Ableitungsstriches).
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4 Funktionen in einer Variablen

Q0

qz mg

Fiir ein Kréftegleichgewicht muss die beschleunigende Kraft gleich dem Anteil der
Gravitationsrichtung in Bewegungsrichtung sein, also:

mlp = —mgsing

Fiir kleine ¢, also ¢ nahe am Gleichgewichtspunkt ¢ = 0, entwickelt man sin p = p+o(p)
und néhert sin ¢ durch ¢ an und erhélt die Gleichung

. g
Zp=0.
®+ 1 P
Das ist die Schwingungsdifferentialgleichung, die wir z.B. in Ubungsaufgabe 39 anschau-
en.
Viele physikalischen Effekte sind durch Naherungen bis zur ersten nichtverschwindenen
Ordnung in der Entwicklung beschreibbar:

Kinetische Energie — Einstein versus Newton In Einsteins spezieller Relativitats-
theorie ist die kinetische Energie eines Objekts mit Ruhemasse my und Geschwindigkeit
v gegeben durch (c ist die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum)

1
Exin = moc? | —— -1

_ v
62

In der klassischen (Newtonschen) Theorie ist die kinetische Energie als %m0112 angegeben.
Wie passt das zusammen? Die Newtonsche Theorie ist die Néherung fir v < ¢ (v
wesentlich kleiner als ¢) — es ist bei Entwicklung um z = 0:

1 1
———1l=-2+o0o(x
11—z 2 (@)
!/
(da ( 11 ) = 20 1 3 oder man benutzt direkt Beispiel 4.3.17.ii) Also ist
— — 3
1 1 2
Fyin = moc® | — — 1| ==mgev? +o <U> .
02 2 c?
T2

124



4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

Sphirische Linse Wir betrachten eine sphérische Linse mit Brechungsindex ns (das
bedeutet, dass die Lichtgeschwindigkeit in der Linse gleich Vakuumslichtgeschwindigkeit
durch Brechungsindex ist). Die Umgebung habe Brechungsindex n;. Licht wird in @
emittiert, an der sphérischen Linsenoberfliche (Radius R) gebrochen und der gebrochene
Lichtstrahl treffe in P ein.

Lo <

|QV] = so [VP| = s;

Wenn man &hnlich wie beim Reflexionsgesetz und Brechungsgesetz, das Fermatsche
Prinzip verwendet, kann man folgende Gleichung herleiten:

ni  No 1 [n9s; n1S,
— + - = R

N A 4,

Das ist allerdings nicht die Gleichung, die man findet. Es sind ja erst einmal auch nur
S0, N1, No und R bekannt und normalerweise suchen wir s;. Meistens findet man eine
Néherung fiir achsennahe Strahlen (also fir ¢ nahe Null):

Man kann ¢; und ¢, mittels ¢ darstellen (Kosinussatz):
2 =R? 4 (s, + R)* — 2R(s, + R) cos ¢
02 =R* + (s; — R)> + 2R(s; — R) cos
Fiir ¢ nahe 0 ist cos = 1+ o(1) und damit
by =5,+0(1) £;=s;+0(1)
also in erster Ordnung (Gaufl’sche Optik bzw. erste Ordnungsoptik)

ny %) No — Ny
by 4 R

(Ist man nicht mehr achsennah, muss man mehr als nur die erste Ordnung mitnehmen.
Dann benutzt man z.B. als zusétzlichen Parameter, die Hohe iiber der z-Achse bei
der der Lichtstrahl auf die Linse trifft — 3.0Ordungsoptik (ist spétestens bei Abberati-
on/Linsensystemen relevant)).
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4 Funktionen in einer Variablen

4.4.5 Polynomiale Interpolation

Wir betrachten eine Funktion f: [a,b] — R. Angenommen wir kennen die Werte von f
an den Stellen z; mit a < xg <21 < ... < ZTym_1 < Tm < b, also an m+1 Stellen. Dann
gibt es ein eindeutiges Polynom p,, vom Grad m mit p,,(z;) = f(z;) fur i =0,...,m
(eine Gerade, also ein Polynom ersten Gerades ist z.B. durch zwei Punkte eindeutig
bestimmt):

——

T — I Tr—x; T — Ty,

pnl@) = 3 flar) %

— Ti — T Ti — T Ti — Tm
=

Hier bedeutet *, dass dieser Faktor nicht vorkommt, also z.B.

T — T Tr — X

+ f(x1)

xo — X1 T — Ty

p1(z) = f(zo)

Das Polynom p,, ist so gebaut, dass jeder Summand in p,,(z;) bis auf den i-ten
Summanden verschwindet und der i-te Summand gleich f(z;) ist.

Wir nennen p,,, polynomiale Interpolation von f durch die Stiitzstellen x;.
Wir wollen nun schauen, wie nah diese Polynom an der urspriinglichen Funktion f ist.

Lemma 4.4.8. Seim € N. Sei f: [a,b] = R (m + 1)-mal stetig differenzierbar. Seien
x; € [a,b] und p,, wie eben definiert. Dann gibt es ein & zwischen a und b mit

1 m
f(x)*Pm(T/):m m“ 1:[ T — ;).

Beweis. Fir x = x; fiir ein 0 < j < m stimmt die Aussage, da beide Seiten der
Gleichung dort Null sind. Sei nun  # z; fir 0 < j < m. Wir setzen

_f(@) —pm(z)
H;'nzo(x — ;)

und ¢: [a,b] = R
p(t)=f(t) - () [Tt = ).

7=0
Dann gilt ¢(z;) = 0 fiir alle 0 < j < m und ¢(x) = 0. Wenden wir jeweils Satz von
Rolle auf ¢, ¢’ und ¢(™) an (analog wie im Beweis von Satz von Taylor) erhalten wir
am Ende ein ¢ zwischen a und b mit o™+ (&) = 0. Mit
() = fOED () — (m 4 1)!g ()

folgt dann die Behauptung. O
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4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

4.4.6 Erste Differentialgleichungen

Als wir uns auf Seite 123 fiir ein Fadenpendel angeschaut haben, wie man die Auslenkung
des Pendels als Funktion ¢(¢) der Zeit beschreibt, hat das (fiir kleine Auslenkungen)
auf die Schwingungsgleichung

n 9
Z5=0
Pt E‘P
gefiihrt (g - Erdbeschleunigung, ¢ - Linge des Pendels). Hat man diese Gleichung muss

man natiirlich noch Loésungen finden, vgl. Ubungsaufgabe 39.

Die Schwingungsgleichung ist ein sehr wichtiges Beispiel einer (gewohnlichen) Differen-
tialgleichung — eine Gleichung in der gesuchten Funktionen und ihren Ableitungen. Die
hochste vorkommende Ableitung nennt man Ordnung der Differentialgleichung — die
Schwingungsgleichung hat also Ordnung 2.

Die einfachsten Differentialgleichungen sind lineare homogene Differentialgleichungen,
d.h. sie haben die Form

an (2) F(@) + an_1 () fOV (@) + ..+ ar () f' (@) + ao(x) = 0

fiir gegebene Funktionen a;(x) und ein n € N. Das besondere an linearen Differentialglei-
chungen ist es dass, die Menge aller Losungen, also die Menge aller Funktionen, die diese
Differentialgleichung erfiillen, einen Vektorraum bilden (bzgl. der Standardaddition
und skalaren Multiplikation von Funktionen f: R — R).

Wir werden gewthnliche Differentialgleichungen systematischer in Analysis 1T betrachten.
Aber wir wollen hier wenigstens ein paar wichtige Beispiele sehen:

Beispiel 4.4.9 (Exponentielle Prozesse). Hat man eine zeitabhéngige Grofie u(t), die
sich iiber kleine Zeitdnderungen immer proportional zum momentan Wert dndert (mit
einem zeitunabhangigen Proportionalitdtsfaktor «), dann gilt

o' (t) = aul(t).
Das tritt z.B. auf bei
o Zerfallsprozessen (z.B. radioaktiver Zerfall), Abkiihlungsprozesse,
e Wachstumsprozessen

o Absorption von Energie in homogenen Medien (dort ist dann ¢ nicht die Zeit,
sondern die Wegléange im Medium)

Eine Losung dieser linearen homogenen Differentialgleichung u’ = cwu ist z.B. u(t) = e

aber auch u(t) = —e®*2. Man sieht also schon, dass die Losung nicht eindeutig ist.

Legt man allerdings u zu einer bestimmten Zeit ¢y fest — man sagt, man wahlt einen
Anfangswert, dann hat

v (t) = au(t), ulty) = ug (4.2)
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4 Funktionen in einer Variablen

eine eindeutige Losung:

Eine Losung wire u(t) = uge®*~%). Das dies auch wirklich die einzige ist, siecht man
wie folgt: Seien u; und ug zwei Losungen von (4.2), dann ist u(t) = u1(t) — uz(t) eine
Lésung von u'(t) = au(t) mit u(tg) = 0. Dann folgt aber mit Ubungsaufgabe 42, dass
u(t) = 0 und somit u; = uy ist.

Die Differentialgleichung f/ = f mit f(0) = 1 ist eine Moglichkeit die Exponentialfunk-
tion zu definieren. Eindeutigkeit folgt, dann wie oben. Aber fiir die Existenz muss man
sich extra Miihe geben. Hier ist es noch recht einfach:

Eine Losung ist automatisch unendlich oft differenzierbar (folgt aus mehrfachen Differen-
zieren der Differentialgleichung). Man kann sich dann immer erst einmal fragen, kann ich
denn die Taylorpolynome um den Entwicklungspunkt bestimmen kann, in dem ich den
Anfangswert gegeben habe (also hier 2o = 0). Sei also f(z) = ap+a1x+...a,z"+o0(z™)
fiur x — 0. Jetzt hilft uns, dass wir mit der o-Notation rechnen kénnen:

a1+ ...+ na, "t oz ) = fl(z) = flx) = ap + a1z + ... anz™ + o(z"),

also
0=ag—as+ (a1 —2a2)x + ... (an_1 —nay)z" ' +o(z" )

und somit muss ag = a1, a; = 2aq, ..., ay_1 = na, sein. Da wir als Entwicklungspunkt
die Stelle des Anfangswerts gewéhlte haben, kennen wir hier automatisch ag = f(0) =1
und kénnen so rekursiv, die anderen a; bestimmen. Hier haben wir Gliick und es ldsst
sich leicht direkt eine explizite Formel fiir die a; hinschreiben: a; = % Das heifit wir
kennen die Taylorreihe, die f besitzen miisste:

n J?k
k=0

Das Verfahren des Bestimmens der Taylorreihe nennt man Potenzreihenansatz zum
Losen der Differentialgleichung. Sagt natiirlich keiner, dass die konvergieren muss.

Hier kann man jetzt tiberpriifen, dass diese Potenzreihe fiir alle = konvergiert und somit
eine Funktion g: R — R definiert. Dann folgt mit Lemma 4.3.10 ¢’(z) = g(x). Also ist
das g eine (und damit die eindeutige) Losung von f' = f, f(0) = 1.

Einen recht allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz werden wir in Analysis 11
kennenlernen.

Beispiel 4.4.10 (Exponentielle Prozesse mit konstanter Zufuhr von auflen/konstantem
Abfluss nach aulen). Hat man wieder eine zeitabhéngige Grofie u(t), die sich tber
kleine Zeitdnderungen immer proportional zum momentan Wert dndert (mit einem
zeitunabhéngigen Proportionalitatsfaktor a # 0) plus einem konstanten Zufuhr g € R
von auflen — ist 5 negativ, handelt es sich in Wirklichkeit um einen konstanten Abfluss

o' (t) = au(t) + B.

Eine solche Gleichung tritt z.B. auf beim
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4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

e Abbau von Glukose wahrend der Patient noch Losung iiber einen Tropf erhalt
e Abbau von Alkohol bei konstantem Nachschub

Eine Losung wiére hier uy (t) = —g. Angenommen man hat noch zweite Losung us(t),
dann erfillt w(t) = uy(t) — ua(t) die Gleichung w’ = aw aus dem letzten Beispiel. Von
dieser kennen wir aber schon alle méglichen Losungen w(t) = ce®! fiir ¢ € R. Damit
gilt u(t) = —g + ce“® fiir ¢ € R (man sagt eine allgemeine Losung ist die Summe einer
speziellen Losung (also irgendeine Losung, die man irgendwie gefunden hat — hier fg -
plus die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung —

hier w(t)). Hier wird ¢ dadurch eindeutig bestimmt, dass man wieder einen Anfangswert
u(tyg) = ug festlegt. Dann ist ¢ = (uo + g) e~ato,

Beispiel 4.4.11 (Autokatalytische Prozesse). Bei autokatalytischen Reaktionen in
der Chemie wirkt der Teil der Substanz, der bereits umgewandelt wurde, katalytisch,
beschleunigt also den Reaktionsverlauf. Sei u(t) der Prozentsatz (Konzentration) der
umzuwandelnden Substanz an einer gegebenen Mischung. Die Ausgangskonstration
sei A. Dann ist die Anderung der Konzentration proportional zur Konzentration der
noch umzuwandelnde Menge, also u(t), und proportional zur Konzentration der schon
umgewandelten Menge, also A — u(t). Also haben wir
0= au(A — u) = aAu — au?

Das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, aber keine lineare (v kommt auch
quadratisch vor). Hier haben wir aber Gliick und die Gleichung lésst sich leicht auf
eine lineare zuriickfithren. Dazu setzen wir v = % und haben damit

, u —aAu + au?
V=——"=——"——=a-adv.
u u

Dafiir kennen wir nach dem letztem Beispiel die Losungen
1
1) = — —aAt
v(t) 1 +ce

fir ¢ € R und damit kennen wir u(t). Die Konstante ¢ wird wieder durch einen
Anfangswert eindeutig bestimmt.

Beispiel 4.4.12 (Schwingungsgleichung). Die Schwingungsgleichung
u”(t) + w?u(t) =0

beschreibt z.B. die Auslenkung eines Fadenpendels (fiir kleine Auslenkungen) als
Funktion der Zeit (dann ist w? = Erdbeschleunigungy , jor die Auslenkung der Schwingung

Fadenlange
eine Feder im elastischen Bereich (dort ist w? = _[Federkonstante
Masse an der Feder

Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Menge
aller Losungen bilden also einen Vektorraum. Um hier Eindeutigkeit der Losung zu
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4 Funktionen in einer Variablen

|
|
|
I
’
a b

Abbildung 4.6: Der Fliacheninhalt, den eine nichtnegative Funktion mit der x-Achse
einschliesst fiir = € [a, ).

erreichen, muss man als Anfangswerte eine Anfangsauslenkung u(typ) = ug und eine
Anfangsgeschwindigkeit u'(ty) = vy vorgeben, vgl. Ubungsaufgabe 39. Die Lésung
ist dann eine Linearkombination auf sin(wt) und cos(wt), wobei die Konstanten der
Linearkombination durch die Anfangswerte bestimmt werden.

Wenn wir auch hier mal wieder annehmen, dass wir den Sinus und den Kosinus noch nicht
kennen, kénnen wir auch hier wie bei der Exponentialfunktion einen Potenzreihenansatz
machen, um diese einzufiihren:

Sei u(t) = 3 pr g an(t —to)*. Dann ist u”(t) = > po, k(k — Dag(t —to) =2 = > pe o (k+
2)(k + 1)agi2(t — to)* und somit

0 =u"(t) + w?ul(t Z l<:—|—2 Yk 4+ Dagy2 +w ak)(t—to)k

—Wﬁkﬂ)ak und die Anfangswerte
der Rekursion erhalten wir aus den Anfangswerten der Differentialgleichung — ag = ug
und a1 = vy (Hier sieht man schon, dass man auch zwei Anfangswerte braucht, sonst
wire die Losung der Rekursion nicht eindeutig.). Im Spezialfall w = 1, tg = 0, ug =0
und vy = 1 kann man sehr leicht eine explizite Losung der Rekursion hinschreiben
und erhélt so die Potenzreihe der Sinusfunktion (analog die der Kosinusfunktion im

Spezialfall w =1, to = 0, ug = 1 und vg =0 ).

So erhalten wir die Rekursionsvorschrift a2 =

Wiirde man statt der Schwingungsgleichung die recht dhnliche Differentialgleichung
u”(t) — w?u(t) =0

betrachten, dann sind hier die Lésungen Linearkombinationen aus sinh(wt) und cosh(wt)

(Die Koeffizienten werden wieder durch Anfangswerte festgelegt).

4.5 Integration

Es gibt zwei Motivationen um Integration einzufiihren:

(i) Um Flécheninhalte zu berechnen (’bestimmte Integrale’).
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4.5 Integration

(if) Als ’Inverses’ von Differentiation ("unbestimmte Integrale’)

Man kann beide Wegen wahlen, um Integration einzufithren. Wir wéahlen den tber
Flacheninhalt. Fir eine Funktion f: [a,b] — R>o suchen wir den Flacheninhalt, den
die Funktion mit der x-Achse einschliesst mit fab f(z)dz, vgl. Abbildung 4.6.

Was soll der Flacheninhalt sein? Davon haben wir eine gewisse anschauliche Vorstellung:

e Der Fliacheninhalt eines Rechtecks sollte das Produkt der Seitenldnge sein.

o Der Flicheninhalt sollte monoton sein: Ist A C B C R?, dann sollte der Flichen-
inhalt von A kleiner gleich dem von B sein.”

« Der Flicheninhalt sollte additiv sein: Sind A, B C R? disjunkte’ Teilmengen,
dann sollte der Fliacheninhalt von AU B die Summe der einzelnen Fliacheninhalte
sein.

¢ Flidcheninhalt sollte unabhéngig von Verschiebungen, Spiegelung und Rotationen
(und damit von Hintereinanderausfiihrungen davon® sein.

Wenn man das mal als 'Regeln’ akzeptiert, kann man als simples Beispiel direkt
Dreiecken schon mal einen Fliacheninhalt zuordnen, s. Abbildung 4.7. Oder als zweites
Beispiel kann man noch einmal auf Ubungsaufgabe 9 schauen, vgl. Abbildung 4.8.

4.5.1 Treppen- und Regelfunktionen

Wir wollen zunéchst eine Klasse von Funktionen definieren, so dass der Flacheninhalt
unter der Kurve eine endliche Vereinigung von Rechtecken ist und wir somit wissen,
welchen Wert der Flacheninhalt haben sollte:

Definition 4.5.1. Sei I = [a,b] und n € Nso. Wir nennen Z:=(zg,...,z,) eine
Zerlegung von I, wenn a = g < 1 < ... < Tp_1 < x, = b ist. Eine Zerlegung
Z:=(xo,...,2n) heiBt dquidistant, falls xp — )1 = *=—%0 fir alle k = 1,...,n ist.

Seien Z1:=(zo,...,z,) und Z2:=(yo,...,Ym) zwei Zerlegungen von I. Dann nennen
wir Z5 eine Verfeinerung von Zi, falls fir alle K =0,...,n es ein £ mit y, = x; gibt.

Eine Funktion f: I — R heifit Treppenfunktion, falls es eine Zerlegung Z:=(xq, ..., x,)
von I und reelle Zahlen o; € R, i =1,...,n, mit

f(z) =a; fir x € (x;—1,;),i=1,...,n
gibt.

Keine Aussage iiber f(z;), vgl. Abbildung 4.9.
Ist f Treppenfunktion bzgl. einer Zerlegung, dann auch bzgl. jeder Verfeinerung dieser
Zerlegung.

*Nicht allen Teilmengen werden wir einen Fldcheninhalt zuordnen kénnen.

tZwei Mengen heifien disjunkt, wenn sie kein Element gemeinsam haben (also ihr Schnitt leer ist).

fIm R™ bilden Verschiebungen, Spiegelung und Rotationen und ihre Hintereinanderausfithrungen
eine Gruppe — die Gruppe der Isometrien des R™ (Isometrie ~ lingenerhaltene Abbildung)
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4 Funktionen in einer Variablen

Abbildung 4.7: Der Flichendreieck des Dreiecks ist die Summe aus A (dem Fléchenin-

halt des roten Dreiecks) und aus B (dem Flécheninhaltes des blauen
Dreiecks). Das benutzt, dass der Flacheninhalt einer Menge, die aus
zwei disjunkten Teilen besteht die Summe der Einzelflacheninhalte ist.
A und B sind aber gar nicht disjunkt, sondern teilen sich eine Seite.
Diese kann man aber als Rechteck mit einer Seitenlédnge gleich Null
betrachten und die hat somit Fldcheninhalt Null. Es ist also egal, ob
man beim Berechnen des Flacheninhalts von Dreiecken, den Rand dazu
nimmt oder nicht.
Das rote Dreieck und das rot gestrichelte Dreieck gehen aber durch
Drehung auseinander hervor (analog fiir die blauen Dreiecke) und haben
somit den gleichen Flacheninhalt. Also hat das Rechtecks den doppelten
Flécheninhalt wie das Dreieck (A+B). Also ist der Flacheninhalt des
Dreiecks einhalb mal Grundseite mal Hohe.

Definition 4.5.2 (Integral einer Treppenfunktion). Seit f: [a,b] — R eine Treppen-
funktion bzgl. einer Zerlegung Z:=(zo, ...,y ). Sei a; = f(Z=5"1). Dann sei

b n
/ f(m)dm::Zai(xi —Ti_1)
a i=1

das Integral von f.

Da fiir eine Treppenfunktion, die Zerlegung nicht eindeutig ist, z.B. kann man immer
zu einer Verfeinerung iibergehen, ist erst einmal nicht klar, dass das Integral nicht von
dieser gewihlten Zerlegung abhingt. Anschaulich ist doch schon klar, da |o;|(z; — 2-1)
immer der Fldcheninhalt ist, denn eine Treppe mit der xz-Achse einschliesst mal dem
Vorzeichen von «;, vgl. Abbildung 4.9.

Man iiberpriift jedoch auch formal leicht die Unabhéngigkeit:

Lemma 4.5.3. Sei f: [a,b] — R eine Treppenfunktion. Dann ist fab f(x)dx unabhingig
davon, bzgl. welcher Zerlequng man f als Treppenfunktion ansieht.

Beweis. Man sieht direkt, dass das Integral der Treppenfunktion zu einer Zerlegung
gleich dem zu einer Verfeinerung dieser Zerlegung ist. Hat man zwei Zerlegungen zur
gegebenen Treppenfunktion, geht man zu einer gemeinsamen Verfeinerung dieser beiden
Zerlegungen (Also einer Zerlegung, die alle Stellen der beiden Zerlegungen enthélt)
iiber und dann folgt die Behauptung direkt. O

132



Abbildung 4.8:

Abbildung 4.9:

4.5 Integration

N —

In Ubungsaufgabe 9 hatten wir den Kreis durch einbeschriebene re-
gelméBige 3 - 2"-Ecke A, angenihert und gesehen, dass die Folge der
Flacheninhalte von A,, konvergieren. Es liegt nahe zu sagen, dass der
Grenzwert der Flacheninhalt des Kreises ist, da jedenfalls anschaulich
die Vielecke zur Kreisfliche immer weniger Fehler hat. Das kénnen wir
aber offiziell so noch gar nicht sagen, da wir noch gar nicht wissen,
was der Kreis als Fldcheninhalt hat bzw. ob er iberhaupt einen hat.
Dazu nehmen wir noch eine zweite Folge B,, von umschreibenden re-
gelméfBigen Vielecken. Hier kann man analog wir fiir A,, zeigen, dass
die Folge der Flacheninhalte konvergiert und man sogar direkt zeigen,
dass die Differenz der Flacheninhalte von B, und A, wirklich gegen
Null konvergiert, beide Folgen also den gleichen Grenzwert haben. Des-
halb macht es Sinn diesen Grenzwert als Flécheninhalt des Kreises zu
betrachten.

o————a

a =z T X2 TZ Ty _1b=zp

Beispiel einer Treppenfunktion mit den Rechtecken, die die einzelne
Treppe jeweils mit der xz-Achse einschliesst. Wir werden dann fiir das
Integral die Rechtecke unter der z-Achse mit negativem Vorzeichen
zéhlen. Man sieht auch an den Rechtecken ganz gut, dass fiir den
Flécheninhalt egal ist, welche Funktionswerte f an den Stellen z; der
Zerlegung annimmt. Deshalb wird an die f(x;) auch keine Bedingung
gestellt.
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4 Funktionen in einer Variablen

Lemma 4.5.4. Die Menge T :={ Treppenfunktionen [a,b] — R} bilden (mit der ibli-
chen Addition und skalaren Multiplikation von Funktionen) einen Vektorraum.* Die
Abbildung

b b
/ : { Treppenfunktionen [a,b] = R} = R, f — / f(z)dz
18t

(i) linear’, d.h. sind f,g € T, a € R, dann gilt
b b b
/ (af + g)(z)dx = a/ f(z:)d:H—/ g(z)dz.

(ii) monoton, d.h. sind f,g € T? mit f < g, dann gilt

/a ' flapde < / " g

/a ’ f(z)dz

Beweis. Vektorraum, (i) und (ii) sieht man direkt. Wir machen hier nur (iii): Dazu sei
f(z) = ay fir « € [z_1, 2z fir Kk =1,...n. Dann gilt

/ab f(z)dx

(iii) beschrinkt, d.h.

< sup |[f(@)|(b—a)
z€la,b]

A—Ungl. n

< Z lag|(xr — R—1)
k=1

n
> ak(zk — zro1)
k=1

<sup |ag] Y (zx —x5-1) = sup |f(@)|(b—a). O
k =1 z€la,b]

Idee Annihern einer allgemeinen Funktion f: [a,b] — R durch eine Funktionenfolge
fn von Treppenfunktion.

Hoffnung f: frn(x)dx konvergiert gegen den Flicheninhalt, den f mit der z-Achse
einschliesst — das ist im Allgemeinen ein bifichen zu viel gehoftt.

Was kénnen wir schon mal sagen? Punktweise Konvergenz der f,, reicht nicht— einfaches
Beispiel:

*genauer: ein Untervektorraum des Vektorraumes der Funktionen [a, b] — R.
TDas ist genau der Begriff der linearen Abbildung zwischen Vektorrdumen aus der linearen Algebra.
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1 2

Dann konvergiert f, punktweise gegen f =0 (was sogar selbst wieder eine Treppen-
funktion ist). Aber wir haben fo fa(x)de = nf =1 und fo x)dx = 0. Wir werden
jedoch bald sehen, dass gleichméfBige Konvergenz reichen wird. Dazu zuerst noch eine
Definition:

Definition 4.5.5. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit Regelfunktion™ falls es eine Folge
(fn: [a,b] = R),, von Treppenfunktionen gibt, die gleichmiflig gegen f konvergiert.
Beispiel 4.5.6. Sei f: [0,1] = R, x — 2. Wir definieren eine Folge von Treppenfunk-
tionen f,: [a,b] — R bzgl. der dquidistanten Zerlegung von [0, 1] der Lénge 1, also
Z, = (O,%,%,...,"T_l,l). Es sei fn(z) = k fir £ r<x< k+1 ,k=0,...,n—1. Dann
ist

1
sup |fn(z) — f(x)]=——=0 fir n — oo,
z€[0,1] n

also konvergiert f,, gleichméBig gegen f. Damit ist f eine Regelfunktion.

Man kann sich relativ leicht direkt iiberlegen, dass Regelfunktionen beschrinkt sein
miissen. Damit ist z.B. das folgende keine Regelfunktion:

_1
f-1L1] =R, x»ﬁ{\/% i;g J%

Der folgende Satz zeigt uns, dass die gleichméfBige Konvergenz (im Gegensatz zur
punktweisen Konvergenz) ausreicht, um den Integralbegriff auszuweiten:

Satz 4.5.7. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion und (fy: [a,b] — R),, eine Folge von
Treppenfunktionen die gleichmdj$ig gegen f konvergiert. Dann konvergiert die Folge

f fn(z)dz und der Grenzwert ist unabhingig von der Wahl der Folge der Treppenfunk-
tionen.

Wir definieren das Integral von f als f; f(x)dz:=lim,, ff fn(x)dz

Im letzten Beispiel wére

n—1 n—
k 1 1 satz 232 1 (n—1)n
/ fn d{E kz (:L‘k+1 — xk) E = - E = - 7

n

*Je nach Literatur wird hierfiir auch der Begriff sprungstetige Funktion verwendet. Dieser Name
kommt daher, dass man zeigen kann, dass eine f: [a,b] — R genau dann eine Regelfunktion ist, wenn
fur alle = € I, sowohl der rechtsseitige als auch der linksseitige Limes existiert. Zeigen wir hier nicht.
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4 Funktionen in einer Variablen

und damit

' ' —n 1
/ zdr = lim fu(z)dz = lim (n=1)n = _.
0

n—oo 0 n—oo 2712 2

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fab fn(x)dx iberhaupt konvergiert. Dazu zeigen wir,
dass dies eine Cauchyfolge ist: Sei € > 0. Da f, gleichmafig gegen f konvergiert, gibt
es ein ng € N mit sup,¢(q 4 [ fn (@) — f(2)] < € fiir alle n > ny.

Dann gilt fiir alle n, m > ng mit der Dreiecksungleichung

sup |fn(2) = fm(2)| < sup |fulz) — f(2)[+ sup [fm(z) — f(2)] < 2e
z€la,b] z€la,b] z€Ja,b]

Damit gilt fiir alle n,m > ng

/ab fr(x)de — /: fm(x)dx

Lem. 4.5.4
< sup |fn(@) = frm(2)[(b — a) < 2€(b—a).
x€|a,

linear

/ (o fu)@)d

Also ist f; fn(x)dz eine Cauchyfolge.

Es bleibt noch die Unabhéngigkeit der gewéhlten Folge von Treppenfunktionen zu
zeigen: Seien f,, g, Treppenfunktionen, so dass sowohl f, als auch g, gleichméflig
gegen [ konvergieren. Dann ist auch (h,), mit hg, = g, und ho,y1 = f, eine
Folge von Treppenfunktionen, die auch gleichméflig gegen f konvergiert und somit
existiert lim,, oo fab hrn(z)dz. Da jede Teilfolge aber dann den gleichen Limes hat folgt

lim,— oo f: fo(z)dz = lim,, fab gn(z)dx O

Auch fir Regelfunktionen gilt das Lemma 4.5.4, was wir dort erst nur fir Treppenfunk-
tionen formulieren konnten:

Satz 4.5.8. Die Menge R.:={Regelfunktionen [a,b] — R} bilden (mit der iiblichen
Addition und skalaren Multiplikation von Funktionen) einen Vektorraum. Die Abbildung

b b
/ : { Regelfunktionen [a,b] — R} = R, f — / f(x)dx

ist linear, monoton und beschrinkt.

Beweis. Direkt aus Lemma 4.5.4 und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen. O

Welche Funktionen sind denn nun Regelfunktionen? Welche Funktionen kénnen wir
also mit diesem Integralbegriff integrieren? Bis jetzt wissen wir das explizit nur von
Treppenfunktionen und von z +— z.

Satz 4.5.9. Stetige Funktionen f: [a,b] — R sind Regelfunktionen.
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Hétten wir gezeigt (vgl. FuBinote zu Definition 4.5.5), dass eine f: [a,b] — R genau
dann eine Regelfunktion ist, wenn fiir alle € I, sowohl der rechtsseitige als auch der
linksseitige Limes existiert, dann wére das hier direkt klar. Dann ware auch direkt klar,
dass monotone Funktionen Regelfunktionen sind. Auch die Thomaesche Funktion aus
Beispiel 4.1.42.iii ist damit eine Regelfunktion.

Wir wollen es hier jedoch fiir stetige Funktionen direkt zeigen. Dazu zeigen wir vorher
noch:

Satz 4.5.10. Fir jede stetige Funktion f: I = [a,b] — R gilt:
Ve>030 >0Va,y eI mit |[x —y| <d: |f(zx) - fly)| <e (4.3)

Il Das ist nicht die Stetigkeitsdefinition (Reihenfolge der Quantoren!)!! Eine Funktion
f: I — R, die (4.3) erfillt, nennt man gleichmdflig stetig. Der letzte Satz sagt aus,
dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen automatisch gleichméfig stetig
sind. Fiir stetige Funktionen auf beliebigen Teilmengen von R stimmt das nicht: Fir
f(x) = 2% wihle € = % Sei 6 > 0. Wahle x = % und y = % + g. Dann gilt

29

[f(@) = f)l =le+yl-lz -yl > 55 =1>

1

5

Beweis von Satz 4.5.10. Angenommen f wére nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es
ein € > 0, so dass es fur alle § > 0 ein z,y € I mit |z —y| < d und |f(z) — f(y)| > ¢
gibt. Fiir § = 1 nennen wir die zugehérigen «,y dann z,, und y,,. Da =, € [a,b] ist,
besitzt nach Bolzano-Weierstra$ (x,,),, eine konvergente Teilfolge (z;, )n. Dann besitzt
auch (y;, )n eine konvergente Teilfolge (y;, )n. Da |zx — yi| < £ konvergiert (y;,, )n
und (z;, )n gegen das gleiche Element c € [a, b]. Doch dann gilt wegen Stetigkeit von f

e < |f(zj,) = fW )| = [f(e) = f()| =0,
was den Widerspruch gibt. O

Beweis von 4.5.9. Wir miissen also eine Folge von Treppenfunktionen f,, konstruieren,
die gleichméfig gegen f konvergieren:

Fir n € N benutzen wir eine dquidistante Zerlegung von [a,b], d.h. z = a + kb_T“
und setzen f,,(z) = infp,, 4, ., f fiir © € [xg, 2141) und f,,(b) = f(b). Dann ist f,, eine
Treppenfunktion. Da f stetig ist, gibt es ein ay, € [xy, Tx11] mit f(ag) = infly, 00,0 f
fiir alle k =0,...,n — 1. Bs ist |a, — 23| < =2,

Zeigen wir nun, dass f, gleichméfig gegen f konvergiert: Da f: [a,b] — R stetig ist, ist
es nach letztem Satz schon gleichméfBig stetig. Damit gibt es fir alle € > 0 ein § > 0, so
dass fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < § gilt |f(z) — f(y)| < €. Sei n € N nun, so dass
§ > =2 ist. Dann gilt fiir alle = € [Tk, Tht1)

[ful@) = f(2)] = [f(ar) — fz)] <e

Somit ist sup|f, — f| < € fir n > Z’TT‘I. Damit konvergiert f,, gleichméfig gegen f. O
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Die Treppenfunktion, die wir in diesem Beweis konstruiert hat, liefert als Integral etwas,
was man Untersumme der Funktion nennt (hier genauer eine Untersumme zu einer
dquidistanten Zerlegung).:

Definition 4.5.11 (Ober- und Untersumme). Ist f: [a,b] — R eine Funktion, dann
nennen wir das Integral zu einer Treppenfunktion g bzgl. einer Zerlegung (a =

T, T1,...,T, = b) eine Untersumme, falls g|(z,_, ) = infoc@,_, 2, f(2) fiir i =
L,...,n gilt, bzw. Obersumme, falls g|(x,_, z;,) = SUWDye(u; 12, f(@) filr i =1,....n
gilt.

Der Name 'Untersumme’ kommt daher, dass nach Konstruktion g < f ist und damit,
falls f Regelfunktion ist, damit f;g(a:)dx < f: f(x)dz folgt.

Definition 4.5.12. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit stickweise stetig, falls es eine
Zerlegung a = xg < o1 < ... < &, = b gibt, so dass f|(, ;) firalle k =1,...,n
stetig ist und einseitigen Limiten lim, »,, , f(z) und limg~ ., f(x) existieren.

Folgerung 4.5.13. Stickweise stetige Funktionen f: [a,b] — R sind Regelfunktionen.
Diese Folgerung folgt direkt aus Satz 4.5.9 und folgendem Satz
Satz 4.5.14. Sei f: I — R eine Regelfunktion. Sei a < ¢ < b fir a,b,c € I. Dann gilt

/ab f(z)dz = /ac f(z)dx + /Cb f(z)dz.

Das ist anschaulich direkt klar und folgt formal direkt fiir Treppenfunktionen und dann
mittels den Regeln fiir konvergente Folgen.

Notation: Es ist bequem auch folgende Notationen einzufithren: Fir f: [a,b] — R

Regelfunktion sei
a a b
/a f(z)dz:=0, /b f(z)dx:=— /a f(z)dz.

Mit dieser Notation gilt der letzte Satz z.B. fiir eine Regelfunktion f: I — R und
beliebige a,b,c € I:

a c b
H/_/\/
[ f@as fl f@da(=— [ f@)n)

%/—/
f” f(@)de
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Als néchstes sehen wir, dass das Integral von Regelfunktionen mit gleichméfBiger
Konvergenz vertauscht:

Satz 4.5.15 (Vertauschen von Integral mit gleichméBiger Konvergenz). Sei f,,: [a,b] —

R eine Folge von Regelfunktionen, die gleichmafSig gegen eine Funktion f: [a,b] = R
konvergiert. Dann ist f eine Regelfunktion und es gilt

b b
/f(:z:)d:c: lim fn(x)de.

n— oo a

Beweis. Ist f eine Regelfunktion, dann kénnen wir das Integral bilden und es gilt

bfn(:v)dx — bf(x)dx
[, et |

Da f, gleichméfig gegen f konvergiert, geht die rechte Seite fiir n — oo gegen Null
und die Behauptung folgt.

< sup [fu(z) — f(2)[(b—a)

z€la,b]

b
/ (Fule) — f(a))da

Es bleibt zu zeigen, dass f wirklich eine Regelfunktion ist: Sei ¢ > 0. Da jedes f,, eine

Regelfunktion ist, gibt es fiir alle € > 0 eine Treppenfunktion g, mit sup |f, — gn| < §.

Da die f, gleichméBig gegen f konvergiert, gibt es ein ng € N, so dass sup |f — fi,| < §
fiir alle n > ng gilt.

Also gilt fiir alle n > ng
sup|f — gn| <sup|f — ful +sup|fu — gl <e

Damit konvergiert die Folge der Treppenfunktionen g,, gleichméfig gegen f. O

4.5.2 Integration und Differentiation

Wir wollen nun zum Zusammenhang von Differentiation und Integration kommen:

Satz 4.5.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: [a,b] — R
stetig. Die Funktion F: [a,b] — R sei definiert durch

Fla)i= / " F(s)ds.

Dann ist F differenzierbar mit F' = f und es gilt fcd f(z)dx = F(z)|2:=F(d) — F(c)
fira<c<d<hb.

Beweis. Aus der Stetigkeit von f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] folgt, dass

f eine Regelfunktion und somit integrierbar ist. Also existiert F. Wir wollen nun
nachrechnen, dass F' differenzierbar ist: Sei « € [a, ].
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Dann ist

F(z+h) — F(x)
- - f(@)| =

2([%f@M—Lﬁwm§—fm
;(Lﬁﬂﬂ@—ﬂmma‘
% /x\x—‘rh ds

z+h
i 1= s

Satz 4.5.14 linear

beschriankt

< sup |f(s) = f(z)] -

s€[x,z+h] oder s€[z—h,z]

f(s) = f(=)].

= sup
s zwischen  und = + h

Da f stetig ist, folgt sup, ,yischen @ und = + & |f(8) — f(x)| = 0 fiir A — 0 und somit
limy,_o w = f(a).
Weiterhin ist dann fcd flz)dz = f: fl@)de — [T f(z)dx = F(d) — F(c). O

Definition 4.5.17. Sei I ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Eine Funktion
F: I — R heifit Stammfunktion von f, falls F' differenzierbar mit Ableitung f ist.
Die Menge aller Stammfunktionen von f nennen wir unbestimmtes Integral und
bezeichnen wir mit [ f(z)dz.

Mit Folgerung 4.2.14 erhalten wir dann: Kennt man eine Stammfunktion F' von f, dann
ist die Menge aller Stammfunktionen von f gleich {F(z) + ¢ | ¢ € R}. Rein nach der
Definition wire also z.B. [ xdx = {32 + ¢ | ¢ € R}, aber so schreibt das keiner. Wir
werden einfach [ zdz = 122 schreiben (manche schreiben auch [ zdx = 122 +c fiir eine
beliebige Konstante ¢ € R). Man muss nur beim Rechnen mit den Gleichheitszeichen
ein bisschen aufpassen: Zwar stimmt die Rechnung

x+1:/1dx::c

aber das sind Gleichheiten im Sinne der obigen Mengen. Daraus folgt nicht z + 1 =«
als Funktionen (Ein dhnliches Problem hatten wir auch schon bei der o-Notation).

Da wir schon einige Ableitungen von Funktionen kennen, gibt uns das also direkt einige
Stammfunktionen, siehe auch Tabelle in Abbildung 4.10:

Beispiel 4.5.18. Es ist [ 2°de = 52! fiir s # —1 und [ 2dz = In|xz|. Hier hitte
man vielleicht im ersten Moment nur In x erwartet. Das stimmt auch fiir > 0 - aber
nur dort ist Inz definiert. Aber L hat auch auf (—oo,0) eine Stammfunktion, néamlich
In(—z), denn (In(—z))’ = 4 (-1) = 1.

—Z

Insbesondere erlaubt uns der Hauptsatz aus Rechenregeln fiir Ableitungen, welche fiir
Integrationen abzuleiten. Beginnen wir mit der Produktregel:
Nach Lemma 4.2.5 gilt fiir differenzierbare Funktionen f, g: [a,b] — R:

(f9) =fg+df.
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4.5 Integration

f f ! Tl

sin x cosz || arcsin: (=1,1) = (=5, %) 11722

cos T —sinz || arccosz: (—1,1) — (0, ) —1%962
tanz = Sz | L arctan: R — (=%, %) »L%H

Abbildung 4.10: Ableitung von trigonometrischen Funktionen und ihrer Umkehrfunktio-
nen. Die Ableitung von arccos haben wir in Beispiel 4.2.9ausgerechnet.
Die Ableitung von arctan, arcsin berechnet man ganz analog. Also ist
die 1. bzw. 3 Spalte jeweils eine Stammfunktion der 2. bzw. 4. Spalte.

Nun wiirden wir das ganze gerne integrieren und den Hauptsatz verwenden, dazu
miissen die beiden Seiten insbesondere integrierbar sein. Das ist wie folgt erreichbar:

Lemma 4.5.19 (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar.
Sei h eine Stammfunktion von ¢'f. Dann ist fg — h eine Stammfunktion von f'g. Es
gilt:
b
| F@gta)d = 1090 - f@gta) - [ @)@
Beweis. Man kann die Produktregel integrieren, da aus f, g stetig differenzierbar, folgt,

dass alle Summanden stetig auf [a, ] und damit integrierbar sind. Der Rest folgt dann
mit dem Hauptsatz. O

Beispiel 4.5.20.

x

- e’ dx = xe® —e®
~—~

1 x — x _ x
() Jaetde =J 2 dr=gel =] L
f 9’ fg I’ g

Bei Ableitungen war klar, wenn eine Funktion als Produkt vorliegt, sollte man
Produktregel verwenden. Integrale sind dahingehend schwieriger, nur weil wir
ein Produkt haben, heifit es nicht, dass partielle Integration uns da weiter hilft.
Wir brauchen, dass das Integral, was dann auf der rechten Seite auftaucht dann
"leichter’ ist. Das muss nicht so sein. Hétten wir im obigen Integral die Rollen
von f und g vertauscht, dann sténde auf der rechten Seite f %xQerdx, was nicht
einfacher zu berechnen ist.

(ii) [z%e"dx = z%e” — [ 2ze” @ y2e0 _ 2(ze” — e*)

D.h. hier haben wir sogar zweimal die partielle Integration angewandt.

(iii) [Inadr = [Inz-ldr =z -z — [ladr =zhz -2
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4 Funktionen in einer Variablen
(iv)
/cos2 de = / cosx - cosxdr = sinz cosx — /sin x(—sinx)dz
=sinzcosz + /(1 —cos?z)dx = sinzcosx + x — /COS2 xdx

und damit [ cos? zdx = % (x 4 sinx cos ). Man konnte nach der partiellen Inte-
gration hier versuchen auf [ sin? zdz noch einmal partielle Integration anzuwenden.
Doch dann hebt sich alles weg.

Ahnlich kann man aus der Kettenregel eine Integrationsregel bauen:

Lemma 4.5.21 (Substitutionsregel). Sei g: I = [a,b] — R stetig differenzierbar und
sei f:g(I) — R stetig. Sei F eine Stammfunktion von f. Dann ist F(g(x)) eine
Stammfunktion von f(g(x))g'(x). Insbesondere gilt

b g(b)
) g (z)dx = w)du.
Lf@»ﬂ) A@ﬂ)

Beweis. Nach Kettenregel gilt (F o g)'(z) = f(g(z))¢'(x). Damit folgt, dass F o g eine
Stammfunktion von f(g(x))¢'(x) ist. Mit dem Hauptsatz erhalten wir so

b g(b)
/ fg(2))g' (x)dz = F(g(b)) — F(g(a)) = /( : f(u)du. O
a g(a
Beispiel 4.5.22.
(i) Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt [ f(z + ¢)dx glr)zete F(z + ¢) fur

ceR.

(ii) [ef(cx)dx gle)zer F(cz) firceR, c#0
x):%

"(z f(
(iii) [ gg((z)) dr” = " In|g(x)|
Als konkreteres Beispiel:

2 1 [ 322 ot 1
T gp=c [ 2 g T e .
Sr1 T3] Bt 3

(iv) [zsin(z?)dz gl 1 [2zsin(z?)dz = (- cosa?).

_ _.2
Oft schreibt man auch: [z sin(z?)dz v=ol)=r 1 [sinydy = — cosy = —1 cos 2

Das kann insbesondere wenn man (verschiedene) Regeln mehrfach anwenden will,
itbersichtlicher sein.
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4.5 Integration

(v) Um den Fldcheninhalt eines Kreises mit Radius r zu bestimmen, bestimmen
wir den Flacheninhalt eines zugehorigen Halbkreises. Dessen Rand kénnen wir
als Funktion darstellen: Aus der Kreisgleichung 22 + 4% = 2 und y > 0 folgt
z +— /r? —22. Damit ist Flicheninhalt des Halbkreises [" /1% —22dz. Um
dieses Integral zu berechnen setzen wir ¢ = ¢(x) bestimmt durch x = rsin ¢* (da
sin: (=%, %) — (—1,1) bijektiv ist, bestimmt dies die Funktion ¢(x) eindeutig).

Wir wollen ¢(x) als g(z) in der Substitutionsregel verwenden. Es ist ¢(x) =

arcsin £ und damit ¢'(z) = 1 \/11_% = r21—z2' Also gilt

/ V2 — 22dx :/ (r? — 2®)¢/ (x)dx = /2 (r? — r%sin® )dyp

Damit ist der Flacheninhalt eines Kreises vom Radius r gleich 7r2.

Oft verwendet man im Spezialfall g invertierbar die Substitutionsregel in die ’andere
Richtung’ folgt:

d 9 H(d)
[ fwin= [ pgla)g @),
c g7 (c)
Fiir das letzte Beispiel wiirde so der Beginn der Rechnung etwas natiirlicher aussehen

™

T i Bl Bl
/ V12 — 22dx E_T:S"w/ \/72 —r2sin? prcospdp = 7’2/ cos? pdp.
—r -z Ne—— _z

2
' ()
Kommen wir nun noch zu Integration von Potenzreihen:

Satz 4.5.23. Sei f(z) = Y o, axa” eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
0. Dann hat das formale Integral g(x) = ZZOZO k%rlak:rk“‘l auch R als Konvergenzradius

und es gilt g(z) = [ f(x)dzx.

Beweis. Da f die formale Ableitung von g ist, miissen beide Reihen nach Lemma 4.3.10
den gleichen Konvergenzradius besitzen und es gilt ¢’ = f. Also ist ¢ Stammfunktion
von f. O
Beispiel 4.5.24. Damit konnen wir nun endlich zeigen, dass In(1+z)=>",-; %xk
fiir alle z € (—1,1) gilt (fiir z € [0,1) hatten wir das schon in Beispiel 4.3.16 mit der
Abschitzung des Lagrangeschen Restglieds gezeigt):

Fir |z] < 1 gilt

1 o0
_ _1)k gk
Tz =2 (D'

k=0

*p(z) ist der Winkel von (z,y(z)) in Polarkoordinaten.

143



4 Funktionen in einer Variablen

und damit gilt nach letztem Satz fir alle z mit |z] < 1

In(1+z)= de = iﬂxkﬂ — iﬂxk
14+ =z k:Ok+1 P k

4.5.3 Integration rationaler Funktionen und Partialbruchzerlegung
Wir wollen in diesem f %daz fiir Polynome p und q.

Wir diskutieren die folgenden Fille ganz explizit: Grad von q ist eins oder zwei ist.
Das wird uns schon einen guten Uberblick dariiber geben, was so passieren kann: Wir
beginnen mit Grad von g gleich eins.

Beispiel 4.5.25.

b
(i) fb L dx:ln|x+c\‘ =1In
a

a x+c

bre| fiir —c & [a,b]. Dann ist - auf [a, b] stetig.
Um uns iiber den Definitionsbereich und die Integrationsgrenzen nicht noch extra

Gedanken machen zu miissen, betrachten wir nur die unbestimmten Integrale.

(ii) Wir suchen nun [ %dm mit Grad von p grofer als 1. Dann gibt es ein Polynom
q(z) (einen Grad kleiner als der von p) und ein d € R mit p(z) = (x +¢)q(z) +d —
das ist Polynomdivision. (vgl. Ubungsaufgabe 19, Um direkt die Ubungsaufgabe
anzuwenden, muss man erst fiir d = p(—c) das Polynom p(z) — d betrachten und
dann gibt die Ubungsaufgabe das q. Siehe auch das nichste Lemma.)

Konkretes Beispiel fiir Polynomdivision zu FuB: p(z) = 22 + 3z + 1 und ¢ = 1
dann ist

px)=2?+3z+1=a(r+c)—cr+3z+1
=zx(x+c)+B-c)(xr+c)—c(B—¢c)+1
=(z+c)(x+3—c)+1—-c(3—¢).

q(z) d

Was bringt diese Zerlegung?

/f(if)cdx:/—q(x)(i::__s)—’_ddm:/q(x)derd/x1

Der erste Summand ist einfach das Integral eines Polynoms und den zweiten
Summanden haben wir in (i) behandelt.

dr.
c

Lemma 4.5.26 (Polynomdivision). Seien p und q Polynome vom Grad* n bzw. m.
Sein > m. Dann gibt es eindeutige Polynome s(x) und r(xz) mit degr < degq und

p(x) = s(x)q(x) + r(z).

*Den Grad von p schreiben wir kurz als degp — ’deg’ kommt vom englischen Wort degree
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4.5 Integration

Beweis. Spezialfall ¢(z) = x + ¢ in Ubungsaufgabe 19. Der Rest mittels vollstindiger
Induktion. O

Das gibt uns insbesondere, dass wir in der Situation dieses Lemmas das Integral
J %dw immer als [ %dw = [s(z)dz+ [ %dm schreiben kann. Es reicht also sich,
wie in (ii) vom letzten Beispiel, auf den Fall degp < deg g zu beschrinken.

Kommen wir nun zu deg ¢ = 2 und suchen das unbestimmte Integral von et/ Das

z24cx+d*
wird einiges an Fallunterscheidung verlangen, was am Ende darauf zuriickzufiihren ist,
W11 1 : 1 1y |e=1| ;
dass per s e andere Stammfunktionen haben (arctanx, —:, 5 In oT1| — WO die

letzte Stammfunktion herkommt, sehen wir gleich):

Beispiel 4.5.27.

(i) Um [ Iﬁ”;j_ddx zu berechnen machen wir die Substitution u = g(z) = 2?+cz+d.

Dann ist ¢'(z) = 22 + ¢ und

2
/xiﬂdlenmz—i—cm—&—d’

22 +cx+d
(ii) Es gilt [ I%de = arctan z. Damit lassen sich Integrale der Form [ mdx
behandeln, wenn das Polynom im Nenner keine reellen Nullstellen besitzt (also

d > 04—2 ist):

/;da@—/ L dr = 1/ 1 dx
ot (e +5)+d-5 d=5) Az (@51

=

1

mdm zuriickzufithren, substituieren

Um das rechte Integral nun auf die Form [

_1 1
wir g(z) = (d - %) ’ (z+ 5). Dann ist ¢'(z) = (d = %) * und wir erhalten

/;d _(a-C 5/1’()d— 1= ) (@)
2 rertd 4 g(x)2+1g TIer= 4 arctan giz

) (d_ j)éarctan ((d_ 042) (o ;)) .

Fiir bestimmte Integrale muss man die Integrationsgrenzen noch einsetzen.

(ili) Was ist nun mit [ mdx, wenn das Polynom eine (und damit zwei ) reelle

Nullstellen hat? Diese Nullstellen seien 1, zo. Das heifit wir interessieren uns fiir
f (:cle)l(:rfa:z)dx'

1.Fall: x1 = x9: Dann ist f mdx =__1

r—x1 "
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4 Funktionen in einer Variablen

2.Fall: x1 # x2: Wir kénnen den Integrand*
Ansatz zerlegen:

m mit dem folgenden

1 4 B
(x—21)(x—22) T—21 T—19

Multiplikation mit (x — z1)(z — z2) ergibt
1= Ax — Axy + Bx — Bx;

Koeflizientenvergleich ( = Spezialfall von Folgerung 4.3.15 fiir Polynome) ergibt
1=—Axy — Bxy und A+ B =0. Also A = —B und damit A = 1x2. Also ist

/(x—ml)l(x—mg) _xlixQ/(x—lml _x—1x2>

1 1 —
= (In|z —z1| —Injz — z5]) = In |21
xr1 — o X1 — T2 T — T2
(Fiir ' ist #; = —z2 = 1 und wir erhalten als Stammfunktion 1 In i—j&‘)
iv) Bringen wir fiir den allgemeinen Fall [ 2L alles zusammen:
r24-cr+d
2z +c)— Sc+
/7e$+f dx:/2( ) =3 fdx
2+ cx+d 2 +cr+d

e 2r+c e 1
= [ ———d - = —dx.
2/x2+cx+d x—i—(f 2)/x2+cx+dx

(2) (ii) oder (%)

Allgemeiner Fall — allgemeine Partialbruchzerlegung:

Satz 4.5.28. Seir(z) = % eine rationale Funktion, gebildet aus komplexen Polynom
P, q. Dann gibt es z;,a,; € C und o; € N5 und ein Polynom u(z), so dass

Hierbei sind z; die Nullstellen vom q(x), «; die Vielfachheit der Nullstelle z;.

Sind p, q reelle Polynome und sind die Nullstellen von p und q alle reell, dann sind
auch die a;; in dieser Darstellung alle reell und auch u(x) ein reelles Polynom.

Sind p,q reelle Polynome, aber nicht alle Nullstellen von q sind reell, dann gibt es
Zi, Gij, bry Cry drj, er; € R und oy, B; € N5 und ein reelles Polynom u(x), so dass

koo L Bj

Q5 drjl‘ + erj

r=1j=1

und die Polynome x% + b,x + ¢, keine reellen Nullstellen haben.

*Integrand=die Funktion, die integriert werden soll.
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4.5 Integration

Hier ohne Beweis.

Wenn man einmal eine Zerlegung einer rationalen Funktion wie in (4.4) gefunden hat |

kann man das Integral der einzelnen Summanden bilden: Die Terme u(z) und (xf;f,)j
zu integrieren ist direkt moglich. Einen Term der Form Miggw zerlegen wir als
drjw—i—e,«j _dﬂ 2(E+br efbdﬂ 1
(#2+bx+c.) 2 (22+baxtc) T2 ) (22 4+ ber 4 )

Der erste Summand auf der linken Seite ist mittels Substitution y = 2 + b, + ¢, auf

das Integral von y% zuriickfithrbar (Spezialfall j = 1 haben wir in Beispiel 4.5.27.(iii))

gemacht. Es bleibt also das Integral von 0 - das kann man auf das Integral

1
22+brxtcp)d

r und damit durch Rekursion auf das fiir j = 1 zurlickfithren: Aus

1
von W

(( 2z +b )j)’:( 2 j(2x +b)?

22 4+br+c 22 +br+c) (22 +bx+c)it!
2 45 (2% + bz + ¢) — 4jc + jb?
- (22 +bx+c) (22 + bx + ¢)it1
2 —4j j(b? —4e)

(224 bx+c)f (224 bx+c)it!

folgt (b — 4c # 0, da 22 + bx + ¢ keine reellen Nullstellen haben soll)

/ 1 1 2 +b +/ 2-4j
(22 + bz + )it (02 — 4c) \ (22 4 bz + o) (2 + bz +c)d '

Aber man sieht schon, dass méchte man langsam nicht mehr per Hand ausrechnen
(gerade, wenn n grofer wird), doch prinzipiell fithrt das zum Ziel. In der praktischen
Anwendung wird die groite Hiirde, dass finden der Nullstellen bzw. der Zerlegung von
¢(z) in Linearfaktoren und quadratischen Faktoren ohne reelle Nullstellen legen. Dann
kennt man die Nenner in der Partialbruchzerlegung (4.4) aus Satz 4.5.28 und kann mit
diesem Ansatz dort die Zahler durch Multiplikation mit ¢(z) und Koeffizientenvergleich
berechnen. Wir rechnen mal konkret ein Beispiel:

Beispiel 4.5.29. Wir suchen [ ;zii dz. Dazu zerlegen wir zunichst:

1= +x)—2? +1.
Also ist
1 2?41
=t ——.
3+ x 3+
Das Polynom z® + z = x(z? + 1) hat als eine reelle Nullstelle z = 0 wihrend 22 + 1
keine reelle Nullstelle hat. Wir machen den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung;:
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4 Funktionen in einer Variablen

75172+1_a bxr +c

B4z oz 22+1
Auf den Hauptnenner bringen impliziert:

—224+1=az’+a+bz? + cz.
Koeffizientenvergleich liefert —1 =a+ b, ¢ =0 und a = 1, also b = —2. Somit ist

41
/x?’—i—x /zda:+/ dx—|—/ 2+1x

x +1In|z| —In|z? +1].

2

4.5.4 Uneigentliche Integrale

Bis jetzt konnen wir Funktionen integrieren, die (stiickweise) stetig auf einem abge-
schlossenen Intervall [a, b] sind (bzw. minimal allgemeiner, die Regelfunktionen sind).
Aber zum Beispiel kénnen wir noch nicht sagen, ob sich sinnvoll der Flache unter zi
auf dem Intervall (0,1) oder auf dem Intervall (1,00) (s € Rsg) ein endlicher Wert
zuordnen ldsst. Das fithrt auf den Begriff des uneigentlichen Integrals:

Definition 4.5.30. Sei a,b € R mit —00 < a < b < co. Sei f: (a,b) — R stetig.
Dann sagen wir das uneigentliche Integral f; f(z)dz existiert, falls fur ein ¢ € (a, b) die
Grenzwerte lima~ q f: f(z)dx und limg ~, fCB f(z)dz existieren. In diesem Fall setzen

wir fab f(z)dz als die Summe der beiden Grenzwerte.
e Die Definition ist unabhéngig vom c. Das folgt direkt aus Satz 4.5.14.

« Ist a € R und f in a stetig fortsetzbar, dann ist [ f(2)dz = lima~q [, f(2)dz
(wobei die linke Seite jetzt als bestimmtes Integral fiir die stetige Funktion
f+ [a,c] = R zu verstehen ist): Das folgt, da wegen der Stetigkeit gilt:

/fdz—/f )dz| = /f )da| <

fir « — a.

sup [f(x)]-(v—a) = [f(a)]-0=0

z€la,q]

Beispiel 4.5.31.
(i) Sei s € R. Existiert [ L dz = limg_, flﬁ L dx?

Fiir s = 1 ist fﬁ ldz =Inp—Inl=1Inp — oo fiir  — oo. Das uneigentliche

Integral konvergiert hier also nicht.

Fiir s # List [ Ldo = —a=|f =

s

genau dann, wenn s > 1

—L(B'7* — 1). Das konvergiert fiir 8 — oo

Analog sieht man, dass fol ﬁdx genau dann konvergiert, wenn s < 1 ist. Insbe-
sondere konvergiert somit fooo %dm fiir kein s € R.
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4.5 Integration

(ii) [y~ e "dx =limg o0 foﬁ e %dr = limg_, o fe*“’|g =limg 00 (1 —e™?) = 1.

Einige Eigenschaften uneigentlicher Integrale &hneln denen von Reihen. Z.B. haben wir
ein Majorantenkriterium:

Satz 4.5.32 (Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale). Seien —oo < a <
b < oo und seien f,g: (a,b) = R stetig. Sei |f(z)| < g(x) fir alle x € (a,b) und das

unetgentliche Integral f:g(x)dac konvergiere. Dann konvergiert auch f: f(z)dz und es

gilt
/a ' flayan| < / " @)

Insbesondere: Konvergiert fab |f(x)|dx, dann auch f: f(x)dx.

Der Beweis ist ahnlich wie bei Reihen.

/ab f(x)dx

Das Kriterium insgesamt angewendet, wenn man Integrale nicht explizit berechnen
kann, aber trotzdem gerne wissen will, ob sie konvergieren.

Gerade die Ungleichung
b
< [ 1r@lds

wird oft verwendet.

Beispiel 4.5.33. Um zu sehen, dass floo 5 dx konnen wir das Majorantenkriterium
mit der Majorante g(z) = - anwenden und erhalten

/ Coixda:‘ < / —dr=— lim —|f =1.
1 X 1 X B—o0 X

X gi . . . . . . . .
Auf f1 *%dx hingegen konnen wir erst einmal nicht das Majorantenkriterium anwen-

den, da der Kandidat fiir die Majorante % wére fiir den aber floo %dm nicht endlich

ist. Trotzdem konvergiert [
kann:

dx, was man z.B. mittels partieller Integration sehen

foo IR -1
sinx—dr =— cosxf‘ — [ (—cosx)—5dx
1 x zh 1 x

cos 3 B 1
=— +cosl — Cosx—Qd:r
B 1 €T
——
—0 fir f—o0 konvergiert fiir 8—o0 (s.o.)

Man kann unter Umsténden von der (Nicht-)Existenz eines uneigentlichen Integrals
auch Riickschliisse auf die (Nicht-)Konvergenz einer zugehorigen Reihe schliefien:
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Satz 4.5.34. Sei f: [1,00) — R stetig, monoton fallend und nicht-negativ. Dann
konvergiert Y 0" | f ( ) genau dann wenn [~ f(x)dx konvergiert. Ist f(1) =0, dann

gilt sogar Y>>, f(n f1

Beweis. Sei k € N. Da f monoton fallend und nichtnegativ ist, ist Zfl 1 f(n) eine
Obersumme von flkH f(x)dx zur Zerlegung (1,2,...,k + 1) und Zkﬂ (n) eine

Untersumme von flkH f(z)dx zur gleichen Zerlegung. Also gilt

k k+1 k+1
Sosmz [ f@de =3 fm) - £,
n=1 1 n=1
Existiert fl x)dz, dann ist Zn 1 f(n) beschrankt. Da f nichtnegativ ist, folgt somit

die Konvergenz der Reihe. Existiert die Reihe, dann liefert Grenzwertbildung in der
obigen Ungleichung die Existenz von floo f(x)dx.
Genauer ist dann

S fln) > /f >§;

n=1

Beispiel 4.5.35.

(i) Die Reihe Y 72, ki fiir s € Ry konvergiert nach letztem Kriterium genau dann,
wenn s > 1 ist: Da fl xl dz genau fiir s > 1 konvergiert und —S monoton fallend
und nichtnegativ ist.

(i) Yo7, —— divergiert: Sei f(z) = 1 fiir # > 2. Dann ist f'(z) = —(g‘li;)lz <0,
also f monoton fallend. Damit folgt aus

@ 1 Subst.y=Inz Ina 1
/ dx = / —dy=lny|hs=Inlha—Inln2 - oo fiir a = oo
2 rlnz m2 Y

dass [,° dz und damit auch > — nicht konvergiert.

a:lnm n= 2nl

4.5.5 Noch mal Taylor

Wir lernen nun noch eine andere Restglieddarstellung im Satz von Taylor 4.3.4 kennen:

Satz 4.5.36 (Satz von Taylor mit Restglied in Integraldarstellung). Sei f: I — R eine
(k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

f(x) =Ti(f;20)(z) + % /x(x — u)kf(k+1)(u)du.
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4.5 Integration

Beweis. Der Beweis geht mittels Induktion iiber n bis zur k.ten Ableitung. Fir k =0
gilt f(z) = f(zo) + f;o f'(u)du dank des Hauptsatzes der Analysis.

Gelte nun f(x) = T,,(f;20)(2) + 17 [; (z — )" f"FD (w)du fiir ein n < k. Dann folgt
mit partieller Integration

f(@) =Tu(f;20)(x)
n % (_n—li_ : (Z‘ _ u)n+1f(n+1)(u) U= n 1 / (J) _ u)n+1f(n+2) (u)du>

u=xq n+1 o

n+1f(n+1)(

=T (f;20)(x) + ( — 20) )

(n+1)!

L[ i pms2)

=Thi1(f;20)(x) + ﬁ /lj(x — ) ) () dy O

Vergleich zur Lagrangeschen Restglieddarstellung: Wir brauchen fiir die Integraldarstel-
lung leicht stiarkere Voraussetzungen (k+ 1 mal stetig differenzierbar statt nur £+ 1 mal
differenzierbar in Satz 4.3.4.) Allerdings werden wir sehen, dass man im Fall f k+ 1-mal
stetig differenzierbar die Langrangesche Restglieddarstellung aus der Integraldarstel-
lung wieder ableiten kann. Das legt nahe, dass man mit der Integraldarstellung unter
Umsténden ein bisschen mehr zeigen kann:

Beispiel 4.5.37 (Binomische Reihe). Fir f(z) = (1 + )%, s € R, ist T (f;0)(z) =
Yoo (Z)xk (Konvergenzradius 1, vgl. Ubungsaufgabe 38, damit ist insbesondere

limj—oo [(7)| |2[* — 0 fiir & — oo und |2| < 1) und (nil)lf(”“)(x) = (nil)(l +

x)*~"~ 1. Damit erhalten wir mit der Integraldarstellung

=10l = | (5 - wra w0

Fiir x € [0,1) gilt mit C:=max{1, (1 + )}

(@) = Tu(:0)(@)] <(n+1) ‘(H 1)‘0/; o uld

‘( 5 >’C$"+1%0 fir n — oo.
n—+1

Diese Abschétzung hétten wir auch mit der Lagrangeschen Restglieddarstellung erhal-
ten.
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4 Funktionen in einer Variablen
Fiir € (—1,0) haben wir (mit der Substitution u geht auf —u):

10 =Tt 0@) =0+ 0| (0 )] [ el
<(n+1) ‘ (n i 1) ’ /Olﬁ(x| —ulz])"(1 = w)* " du

_ 2]
(s 1) ‘ |x|"/ (1—u)*tdu—0
n 0

héangt nicht von n ab

=|s]

fir n — oo. (Die Lagrangesche Restglieddarstellung ist fiir 2 € (—1,0) nicht gut
genug, da wir dafiir Kontrolle iber die Zwischenstelle ¢ darin in Abhéngigkeit von n
brauchten.)

Damit haben wir gezeigt, dass fiir |z| <1

(1+2)° = i (Z)xk

gilt.

Um zu sehen, dass man von der Integraldarstellung des Restglieds zur Lagrangeschen
Restglieddarstellung kommt, brauchen wir noch:

Satz 4.5.38 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,¢: [a,b] — R stetige
Funktionen mit ¢ > 0. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

/ ' fa)pte)dz = £(6) / ’ pla)dz.

Beweis. (vgl. auch Abbildung 4.11) Da f stetig auf einem abgeschlossenen Intervall,
nimmt es sein Minimum und Maximum ist. Sei m = min f und M = max f. Dann gilt
me(x) < f(z)p(z) < Mp(zr) wegen ¢ > 0 und somit nach der Monotonie des Integrals
(Satz 4.5.8)

m/: p(x)dx < /: f(@)p(z)dx < M/ab p(x)dz.

Also gibt es ein ¢ € [m, M| mit fab f(@)p(x)dx = cff p(x)dx. Aus dem Zwischenwertsatz
folgt somit die Existenz eines £ € [a, b] mit ¢ = f(&). O

Hat man diesen Mittelwertsatz, dann kann man aus der Integraldarstellung des Rest-
glieds die Lagrangesche Restglieddarstellung folgern:

% I:(z _ u)kf(kJrl)(u)du: %f(k+1)(£) /:(x _ u)kdu: (ki 1)!f(k+1)(§)(m_x0)k+1

fiir ein £ zwischen zop und x. Die erste Gleichheit benutzt den Mittelwertsatz fiir
o(u) = £(z —u)™ (£ je nachdem, ob g < z oder umgekehrt).
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4.5 Integration

a 13 b

Abbildung 4.11: Mittelwertsatz der Integralrechnung im Spezialfall ¢ = 1: f; f(z)dx =
f&)(b—a)

4.5.6 Das Riemann-Integral

Auch wenn das Integral von Regelfunktionen fir unseren Zweck i.A. reicht, kann
man etwas allgemeiner das Riemann-Integral definieren. Wir fithren die Konstruktion
hier mal durch, weil sie auch 6fter auftaucht, auch wenn, die iiberwéltigende Mehr-
heit von Funktionen, die wir integrieren, sowieso schon stiickweise stetig und damit
Regelfunktionen sind:

Definition 4.5.39. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, falls

« das Oberintegral infz zeriegung von [a,0] O(f, Z) existiert. Hierbei ist O(Z, f) die
Obersumme von f bzgl Z, vgl. Definition 4.5.11.

o das Unterintegral SUpz zesiegung von [a,p) U (f; Z) existiert. Hierbei ist U(Z, f) die
Obersumme von f bzgl Z, vgl. Definition 4.5.11.

¢ das Oberintegral gleich dem Unterintegral ist.

In dem Fall nennt man f; f(z)dx =infz zertegung von [a,b) O(Z, f) das (Riemann)Integral
von f.

Natiirlich ist es unpraktisch, um zu tiberpriifen, ob eine Funktion Riemann-integrierbar
ist, iiber alle Zerlegungen zu gehen. Das ganze wird durch folgendes Kriterium verein-
facht:

Satz 4.5.40 (Riemannsches Integrationskriterium). Eine Funktion f: [a,b] — R ist
genau dann Riemann-integrierbar, wenn es fir alle € > 0 eine Zerlegung gibt, so dass

O(Z)f)_U(Zaf) <e€

1st.
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4 Funktionen in einer Variablen

Beweis. Sei f Riemann-integrierbar mit fj f(x)dx = A. Sei ¢ > 0. Dann gibt es
Zerlegungen 21 und 2, von [a, b] mit [A — O(21, f)| < § und [A —U(2,, f)| < §. Sei
nun Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Dann gilt

OZ,f)=U(Z,f) £O(21,f) ~U(Z22, [) S |[A= O(Z1, /)| + |[A = U(22, f)| <
Die Riickrichtung folgt sofort wegen

O(Zaf)iU(va)> inf O(f,Z)* sup U(f,Z) O

" Z Zerlegung von [a,b] Z Zerlegung von [a,b]
Lemma 4.5.41. Jede Regelfunktion ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion. Sei € > 0. Dann gibt es eine Folge f,, von
Treppenfunktionen, die gleichméflig gegen f konvergiert.

Sei € > 0. Dann gibt es ein n € N mit sup, |f(z) — fn(z)| < €. Damit gilt f,, + 2¢ >
f > fn —2e. Sei Z die Zerlegung von [a,b] zu f,. Damit gilt

b b
/ Ful2)dz 4+ 26(b— a) > O(Z. ) > U(Z. f) > / Ful@)dz — 2¢(b— a)
und somit
O(Z,f) - U(f,Z) < 4e(b - a).
Nach dem Riemannschen Integrationskriterium ist f somit Riemann-integrierbar. [J

Andererseits gibt es Funktionen, die Riemann-integrierbar sind, aber keine Regelfunk-
tionen sind.

4.5.7 Differentiation und Integration vektorwertiger und
komplexwertiger Funktionen

Sei I C R ein Intervall und sei f: I — R* eine Funktion, k¥ € N+g. Dann kann f als
Vektor von k reellwertigen Funktionen f;: I — R auffassen, i =1,...,k:

f:I =R 22— (fr(z), ..., frulx)N®

Die f; heiflen Komponentenfunktionen. Ist k = 2, wollen wir manchmal die Funktion f
als komplezwertig auffassen, also f: I — C.

Definition 4.5.42. Wir nennen f: [a,b] — R*, f = (f1,..., fx)T, differenzierbar in
xo € [a,b], wenn alle f;: [a,b] — R in z( differenzierbar sind. Dann ist die Ableitung

f’(xo) = (f{(l’o), ceey f];(’ro))T
Analog nennen wir f integrierbar, wenn alle Komponentenfunktionen integrierbar sind.
Dann setzen wir

/abf(:v)dx: (/abfl(x)dx,/abfg(x)da:,...,/abfk(g;)dx>T.
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4.5 Integration

!Auch wenn f jetzt vektorwertig sein darf, ist es immer noch eine Funktion in einer
Variablen! (Funktionen in mehreren Variablen kommen in Analysis II.)

Beispiel 4.5.43. Sei f(t) = €™ = cos(nt) + isin(nt). Dann ist f'(t) = —nsin(nt) +
in cos(nt) = ine™.

Der Mittelwertsatz und auch die Regel von I'Hopital (die wir iiber eine Verallgemeine-
rung des Mittelwertsatzes hergeleitet haben) gilt nicht fiir komplexwertige Funktionen.

Beispiel 4.5.44 (Kein Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen). Sei f(x) = e*.
Dann gilt f(0) = f(2r) = 1, also f(27) — f(0) = 0. Andererseits ist f’(r) = ie!* und
hat fiir alle  den Betrag 1.

Beispiel 4.5.45 (Kein I'Hopital fiir komplexwertige Funktionen). f(z) =z g(z) =
@+ 22e=? Es gilt wegen || = 1
1

. €T .
z—0 T+ .132612 x—0 1 + xe=?

Wenn man nicht direkt kiirzt, hat man einen Grenzwert der Form 0/0. Fur reelle
Funktionen kénnte man nun die Regel von 'Hopital versuchen. Hier gilt

g () =1+ 2ze=” +i
T

oo
2
g’ ()] 2;—2x—1—>oo fir x — 0

f'(x)

250 g/ (z)

Also kann I’Hopital fiir komplexwertige Funktionen nicht gelten.”

Damit gilt der Mittelwertsatz natiirlich auch nicht fiir Funktionen f: I — R* (Die
Regel von I’'Hopital macht fiir vektorwertige Funktionen keinen Sinn, da wir durch
Vektoren nicht dividieren konnen).

Was aber gilt und auch haufiger verwendet wird ist:

Lemma 4.5.46. Sei f: [a,b] — R¥ stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert
ein x € (a,b) mit

1£(0) = fla)] < [f'(2)] - (b—a).

*Man fragt sich jetzt hier vielleicht (und zu recht), warum denn dann f(z) = z und g(z) =

x + z2 cos z% nicht auch ein Gegenbeispiel fiir den 'normalen’ 1'Hopital liefert: Dort ist ¢’(z) =

1+ 2z cos z% + % sin I% Das Problem ist hier, dass ¢’(z) nahe z = 0 unendlich viele Nullstellen haben

wird. Wenn man diese ignorieren diirfte, wiirde ¢’(z) im Betrag noch immer gegen co gehen. Darf
I ()
g’ (x)
Voraussetzung von ’Hopital nicht erfillt und es wére somit auch kein Gegenbeispiel. Im komplexen

bestimmen mochte. D.h. hier wéare die

man aber nicht, wenn man die Existenz von limg;_,q

Beispiel von oben, werden diese Nullstellen durch den Ubergang von cos I% zu e =2 aber umgangen.
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4 Funktionen in einer Variablen

Beweis. Sei o(t) = (f(b) — f(a), f(t)). Dann ist ¢: [a,b] — R stetig auf [a,b] und
differenzierbar auf (a,b). Damit kénnen wir auf ¢ den Mittelwertsatz anwenden und
erhalten ein x € (a,b) mit

p(b) = p(a) = ¢'(x) - (b= a) = (f(b) = f(a), f'(2)) - (b—a).
Mittels Cauchy-Schwarz folgt somit
o() = @(a)] < |f(b) = f(a)] - [f'(2)] - b —al.

Zusammen mit

folgt die Behauptung. O

Fiir die Integration gilt noch immer der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
— jetzt in der vektorwertigen Version:

Satz 4.5.47. Sei f: [a,b] — R* eine stetige Funktion. Sei F(x) = [ f(s)ds. Dann ist
F differenzierbar mit F' = f und es gilt

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Beweis. genau wie fir k = 1. O

Lemma 4.5.48. Ist f: [a,b] — R* eine Funktion, so dass |f| integrierbar ist. Dann
ist auch f integrierbar mit
b
/ f(z)dz

Das rechte Integral ist das einer reellen Funktion |f|: [a,b] — R, wihrend das linke
eine vektorwertigen Funktion ist.

< [

2 k

Beweis. Sei f = (f1,..., fx)T. Dann gilt mittels Cauchy-Schwarz
b 2k b b b
fz)dz| = filx)dz| = ( < fi(x)dac> fl(m)> dz
J s <3| L=\

g/ab i(/:fi(x)dx)? 2<§:|fi(m)l2>édw
/abf(x)d;v

<

/ '@l O
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4.5 Integration

v (b)

~v(y3)

y(x1) = v(y2)

v(a)

Abbildung 4.12: Der Polygonzug zu v bzgl. einer Zerlegung (zo = a,21,...,Z, = b)
und einer Verfeinerung (yo = a,y1,¥2,.-.,yn = b) davon.

Langen von Kurven

Definition 4.5.49. Sei I ein Intervall. Eine stetige Abbildung v: I — RF heit
(parametrisierte) Kurve. Das Bild v(I) C R¥ nennt man Spur der Kurve.

Interpretation: Die Funktion 7 beschreibe den Ort eines Objekts/Teilchens in Abhén-
gigkeit von der Zeit. Dann kann man die Spur der Kurve als Foto der Bewegung unter
Langzeitbelichtung verstehen.

Wir wiirden nun gerne (wenn moglich) eine Lénge zuordnen. Idee: Sei I = [a,b] und sei
Z = (x9p =a,x1,...,, = b) eine Zerlegung von [a, b]. Wir ndhern v durch den mittels
~v(x;) gebildeten Polygonzug an. Dieser hat die Lange

L(Z,V):Z () = v(zi-1)l-

Ist Z eine Verfeinerung von Z, dann folgt mit der Dreiecksungleichung
L(Z,7) = L(Z,).
Definition 4.5.50. Sei v: [a,b] — RF eine parametrisierte Kurve. Falls das Supremum

von L(Z,~) iiber alle Zerlegungen Z von [a, b] endlich ist, nennen wir v rektifizierbar
und nennen

L(v):ngp L(Z,7)

die Ldnge von ~.
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4 Funktionen in einer Variablen

Man kann zeigen, dass die Lénge von v nicht von der Parametrisierung abhéngt, also
nicht davon mit welcher Geschwindigkeit die Kurve durchlaufen wird. Das ist ja auch
das, was man von einer Lange erwarten wiirde.

Aber nicht alle Kurven miissen eine endliche Lénge haben. Wir hatten z.B. in Ubungs-
aufgabe 16 gesehen, dass der Fliacheninhalt der Schneeflockenkurve zwar endlich ist,
ihre Léange jedoch unendlich.

Lemma 4.5.51. Seiv: [a,b] — R* eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve.
Dann ist v rektifizierbar und es gilt

b
L(y) = / I/ (t) .

Beweis. Aus dem Hauptsatz 4.5.47 und Lemma 4.5.48 haben wir

.’Ej Ij
/ 2 (t)dt] < / I/ ()t
ZTj—1 Tj—1

J Ji—

Iv(25) = y(zj-1)| =

und somit direkt .

Lz < [ 1l
Da ~ stetig differenzierbar ist, existiert f: |7/ (¢)|dt und somit ist supz L(Z,~) endlich,
~ rektifizierbar und L(y) < ff |y (t)|dt.

Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen: Da +' auf [a, b] stetig ist, ist es nach
Satz 4.5.10 sogar gleichméafig stetig. D.h. fiir € > 0 existiert ein § > 0, so dass

V' (s) =7 (B) < e
fur alle s,t € [a,b] mit |s—t| < ¢ ist. Sei nun Z eine Zerlegung von [a, b] mit z;—x;_1 < 0
fir alle j. Dann gilt fiir t € [x;_1, ;]

YOI < (6 =2 (@)l + 1 ()] < ()] + e

und somit

b n
ol <30 @)l + ey = )

+e(b—a)

>+e(ba)

(e(zj —zj1) + y(z5) = v(2j-1)]) + (b - a)

-

/ i (7' () = ' (8) + 7' (£))dt

( [ W=l [T v

j—1

<.
Il
—

1

J

H'P‘%:

[

<2e(b—a)+ L(Z,7v) < 2e(b—a)+ L(7).

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
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4.6 Stirlingsche Formel und Wallissches Produkt

Beispiel 4.5.52. Die Kurve 7: [0,27] — R2, t + (Rcost, Rsint)”, parametrisiert
einen Kreis vom Radius R (Dem Parameter ¢ entspricht hier anschaulich dem Winkel
von ~(t) mit der positiven z-Achse). Es gilt

2 2m
L(vy) = / |(—Rsint, Rcost)T’ dt = / Rdt = 27 R.
0 0

4.6 Stirlingsche Formel und Wallissches Produkt

Als eine Anwendung wollen wir die Stirlingsche Formel

n

n! ~n"e "V2mn

aus Beispiel 3.7.2 beweisen.

nle™

n"\/n

Dazu zeigen wir als erstes, dass die Folge iiberhaupt konvergiert:

Beweis. Es ist In(n!) = Z?Zl In j. Da der Logarithmus streng monoton wachsend ist,

gilt fiir j > 1
J Jj+1
/ Inadr <Inj < / In zdzx.
Jj—1 J

Summation tiber j liefert

n n+1
/ Inzdr < In(n!) < / In xdx.
0 1

Hierbei ist die linke Seite ein uneigentliches Integral, welches aber konvergiert, da fiir
die Stammfunktion xInz —  der Limes lim,_,o(z Inz — ) = 0 existiert. Also ist

nlnn—n <) <(n+1)ln(n+1) —n.

Damit liegt es nahe die Folge
1
an:=In(n!) — (n + 2) Inn+n

zu betrachten. Wir werden zeigen, dass diese Folge konvergiert. Dann konvergiert auch
e flir n — oo, was der Behauptung entspricht:
Es gilt

ap—ap+1 =1n(n!) — <n+ ;) Inn+n—In((n+ 1))+ (n +1+ ;) In(n+1)—n-1

1 1
— (n+2>lnn—ln(n—|—l)+ (n—|—1—|—2>ln(n—|—1)—l

(ool
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4 Funktionen in einer Variablen

: o
Mlt n;l;l = 1_271+1 und
Zn+1

1+
1—=x

In

|
|

=In(l+2z)—In(l—2x) et Z
k=1

-5 g
27+1

1 =1
k=Y ()t
k=1

j=0
fiir |z| < 1 erhalten wir
M+l 2 1 1 1
n— Un == 3 - —1= - -
fn = tnt1 2 ;2]—1—1(271—1—1)23""1 ;2j+1(2n+1)23
1 & 1 1 1 11 1 /1 1
JEE SN S Y (NS W (oL
3;(271—1—1)23 3<1—(2n+1)2 ) 3(2n+1)2 12\n n+1
Zusammen mit a, — a,+1 > 0 sehen wir also, dass (a,) eine monoton fallende und
Qp — ﬁ eine monoton wachsende Folge ist. Da ﬁ eine Nullfolge ist, muss also a,,
konvergieren. O

Um die Stirlingsche Formal zu beweisen, bleibt es also noch den Grenzwert zu finden.
dazu benotigen wir als Hilfsmittel noch das Wallis’sche Produkt:

Beispiel 4.6.1 (Wallissches Produkt). Wir wollen A,,:= fog sin” zdx. Wir sehen sofort,

dass Ag = 5 und A; = —cosz = 1. Um A, fir groflere n zu berechnen, leiten wir
0
mittels partieller Integration eine Rekursionsformel her:

s ™

x x
2 2 o n—
f/ (—cosz)nsin” ! z cos xdx
0

3
Apig = / sin z sin” zdx = (— cosz) sin” x
0 0

us
Z
:n/ (1- sin? x) sin" tadr =nA,_1 —nA,i1,
0

also Apq1 = A5 An—1 fiir n > 1. Zusammen mit Ay und A; gilt demnach

+1

2n—1 2n—3 1 T 2k — 1
Agy = : sy =L
T o0 on—2 90 2]}:[1 2%
o 2n—2 2 t 2k
Agpag =—0 . L 2A =
L Ton Tl n— 1 31 g%ﬂ

Weiterhin haben wir somit

160



4.7 Klassische Fourier-Reihen

Wegen sin[0, 7] = [0,1] ist jedoch A, {1 < A, und damit

An An— 1
1< < L_nt — 1 fiir n — oo.
An+1 An—i—l n

Zusammen erhalten wir das Wallis’sche Produkt

m T 4k? - (2k)?
—_ = 1 .
2 ninéo]}_[l k2 — 1 kl;[l (2k — 1)(2k + 1)

Das Wallissche Produkt gibt also eine Darstellung der Zahl 7 mittels eines unendlichen
Produkts. Das ist jetzt aber nicht gerade der beste Weg um eine Approximation von m
auszurechnen, weil sie sehr langsam konvergiert.

Aus diesem Produkt folgt

™ ) 2:4-6...(2n) . (27n!)? : (2nn!)?

— = lim = lim —————— = lim —————.

2 n9001-3-5...2n—1)-v2n+1 n—oo (2n)ly/2n+1 n—oo (2n)lV/2n
Sei a = lim,, % Dann haben wir

22na2672nn2n+1 a

™
— = lim =-
\/; n—oo qe=2n(2n)2"\/2n/2n 2

und damit ist a = /27 und wir haben somit die Stirlingsche Formel bewiesen.

4.7 Klassische Fourier-Reihen

Wir haben bis jetzt Funktionen durch Polynome approximiert (* Taylorpolynom). Es
gibt aber auch andere oft verwendete Approximationen - eine davon ist die Approxima-
tion von periodischen Funktionen durch trigonometrische Polynome — also Funktionen
der Form

p(x) = ap + Z(ak cos(kx) + by sin(kzx)).
k=1

Warum ist das relevant? Uberlagerungen elektrischer Signale oder Wellen im Allgemei-
nen haben diese Form. Wenn man Periodizitéten in einem Signal bestimmen will, kann
man versuchen, das Signal als trigonometrisches Polynom anzunéhern.

Sei C'(S1;K), K gleich R oder C, die Menge der stetigen Funktionen f: [—m, 7] — K
mit f(—n) = f(m) (also der 2m-periodischen Funktionen).*

Oft schreibt man p(z) auch mittels der komplexen Exponentialfunktion, in dem man
2cos(z) = €% — e~1% und 2isin(z) = e — e7* verwendet, und erhilt p(z) = ag +
Soh__, cke*® fiir geeignete ¢, € C.

*Eigentlich méchte man allgemeinere Perioden T zulassen, aber das kann man durch Reskalieren
der folgenden Formeln immer erreichen.
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4 Funktionen in einer Variablen

Nehmen wir an, wir haben eine Funktion von der wir wissen, dass sie ein trigonometri-
sches Polynom ist. Wie konnen wir die Koeffizienten ay, by bzw. ¢; erhalten?

Dazu definieren wir: Die Funktionen pg(x) = \/%, Yo () = ﬁ cos(nx), pan—1(x) =

L sin(nz), n € Nyg, sind Elemente in C(S*,R), fiir die gilt

N
/” P (@) pm (x)de = {0 fiir n % m

o 1 firn=m

Wir nennen ¢, () ein Orthonormalsystem von C(S!,R).

Analog sei im Fall der komplexen trigonometrischen Polynome ¢, (z) = —€"*, n € Z,

e
sind Elemente in C(S!,C) mit

/W on () prm () da = {0 fiir 1 £ m

o 1 firn=m

Wir nennen diese ¢, (z) ein Orthonormalsystem von C(St,C).

Ist nun p(x) ein (komplexes) trigonometrisches Polynom, dann erhalten wir deshalb
die Koeffizienten a,—og+1, bp—2k (bzw. ¢,,) als ffﬂ f(@)pn(x)de.

Definition 4.7.1. Sei f € C(S',K) und sei ¢,, wie oben, je nachdem ob K gleich R
oder C ist. Dann nennen wir

ew= [ 1o

den n.ten Fourierkoeffizienten von f und
> crpr(x)
k

die Fourierreihe von f bzgl. p,. (Fir komplexe Fourierreihe geht die Summe tber
k € Z sonst iiber k € N.)

Wir interessieren uns dhnlich wie bei der Taylorreihe nun natiirlich dafiir, ob die Partial-
summen der Fourierreihe unsere Ausgangsfunktion irgendwie gut approximieren. Dafiir
gucken wir uns erst einmal Beispiele an. Zuvor sehen wir aber schon einen wesentlichen
Unterschied zur Approximation durch Taylorpolynome: Die Taylorreihe héngt nur von
der Funktion in der Ndhe des Entwicklungspunktes ab. Fiir die Fourierreihe bestimmen
wir die Koeffizienten mittels Integration und damit hingen diese von der gesamten
Funktion ab.

Beispiel 4.7.2 (Reelle Fourierreihen).
(i) Die Funktion

1 x € (0,7)
flxy=¢ 0 z€{0,m, —7}
-1 ze(-m0)
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(i)

4.7 Klassische Fourier-Reihen

hat als Fourierreihe 2 577 W (Da f eine ungerade Funktion ist, d.h.

f(z) = —f(—x), sind die Koeffizienten fiir die Kosinusfunktionen alle Null, da
dann

i f(x) cos(kx)der “=" i f(—=z) cos(—kx)dx = — i f(x) cos(kz)dx

—T —T —T

ist (im ersten Schritt haben wir z zu —z substitutiert.)

==

A
WX

5 2 Y

Das Bild zeigt die Funktion f in schwarz und Approximationen der Fourierreihe
(Die Partialsummen fiir n =0, n =1, n = 5, n = 10 und n = 20). Die Graphen
suggerieren, dass die Fourierreihe punktweise gegen f konvergiert (aber nicht
gleichmafig) — das stimmt auch, kann man nachrechnen.

Angenommen wir hitten f(0) (und analog f(7) und f(—) nicht als Null definiert),
dann hétte sich die Fourierreihe nicht gedndert (da die Koeffizienten als Integral

berechnet werden). D.h. fiir die punktweise Konvergenz der Fourierreihe es hier
wichtig, dass f(0) = f(7) = f(—m) =0 ist.

Die Funktion
f(x){x x € [0, 7]

—x z€[-m0)

hat als Fourierreihe Z — 2 3°7° | %

(Da f eine gerade Funktion ist, d.h. f(z) = f(—x), sind dieses Mal die Koeffizienten
fiir die Sinusfunktionen alle Null — analoge Rechnung wie in (i)).
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3.0 4

2.5

2.01
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10+

0.5 4

0.0 4

Die gezeichneten Partialsummen suggerieren, dass die Fourierreihe gleichmafig
gegen [ konvergiert (stimmt auch).

In wieweit approximieren nun die Partialsummen der Fourierreihe die urspriingliche
Funktion?

Lemma 4.7.3. Sei s,(x):=), cppr(x) die n-Partialsumme der Fourierreihe eine
Funktion f. (Hier und im folgenden sei >, = > p_, fir reelle Fourierreihen und

>or = >on__,, fir kompleze Fourierreihen.) Sei t,(x):=> 7 _, vier(x) fir v, € C.
Dann approzimiert s,(x) unter allen Funktionen der Form t,(z) die Funktion f im
quadratischen Mittel am besten, d.h. es gilt

/ " 1f(@) - sula)Pdx < / " f(@) = to(o)2da

—r —
mit Gleichheit genau dann, wenn vy, = ci fir alle k ist.

Beweis. Es gilt
f( )t (z)dx = Z%% )dx = Z% er(@)de =Y ek
k

sowie

[ = [ (zwk )(wa(ax))m

_ZZ%W/ or(x)p(z)dr = Z%? = Z |7k|2'
k k

-7
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Damit haben wir

| 1@ = tatoas

= [P - [ @G-

—T

= [ @ = Y e~ e+ Xl
- k k k=1
= [ 1@Pde Y- el - Yl
k

—r &

f@)t,(z)dz + /W |t (z)[*dx

™
—T —1T

Dieser Ausdruck ist genau dann minimal, wenn ¢ = -y ist und das gibt den Wert von

J2 (@) = sn(@)Pde. 0
Ein Beispiel fiir ein Konvergenzresultat fiir Fourierreihen (hier ohne Beweis) ist:

Satz 4.7.4. Sei f € C°(SY) stiickweise stetig differenzierbar. Dann konvergiert die
Fourierreihe von f gleichmdf$ig gegen f.



DIE GRIECHISCHEN BUCHSTABEN

Kleinbuchstaben Grofibuchstaben Name Latein
o A alpha A
15} B beta B
v I gamma G
) A delta D

€,€ E epsilon E
¢ A zeta Z
i H eta H

9,60 S theta
L 1 iota I
K K kappa K
A A lambda L
L M my M
v N ny N
¢ = xi X
0 @) omikron O
s I1 pi P
P P rho R
o by sigma S
T T tau T
v T ypsilon Y

D, @ o phi
X X chi
(0 Y psi
w Q omega
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