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1. Differentialrechnung im R”

Warum beschéftigen wir uns iiberhaupt mit Funktionen in mehreren Variablen? Sie
tauchen unvermeidbar fast tiberall auf: Wind ist zum Beispiel eine Funktion des Ortes
und hiingt damit von drei Koordinaten ab und hat als Werte Vektoren im R3. Andere
Beispiele sind die Temperatur des Raumes oder auch fast alle anderen physikalischen
Grofen, z.B. elektrische und magnetische Felder.

In Analysis 1 haben wir reellwertige Funktionen auf R betrachtet und uns insbesondere
damit beschéftigt, wann und wie wir die Funktion durch Polynome approximieren
koénnen. Dies hat uns auf die Begriffe von Ableitungen und Taylorpolynome gebracht.

Hat man eine Funktion von R mit Werten in R™ kann man im Prinzip dhnlich vorgehen,
in dem man die Komponentenfunktionen einzeln bestimmt, vgl. auch [3, Def. 4.1.21].

Wir wollen nun als néchsten Schritt Funktionen f: R™ — R™ approximieren - auch mit
Polynomen. Was soll Polynom hier heiflen? Jede Komponentenfunktionen f?: R® — R
soll durch ein Polynom in den Koordinaten von R™ approximiert werden.

Ein Polynom in den n-Variablen (hier die Koordinaten z = (x1,...,2,)” von R") hat

die Form
il 7
E Qiy i Tyt e Ty
(8150eesin ) ENT dq o +i, <d

mit Koeffizienten a;,. ;, € R und d € N. Gibt es ein Tupel (i,...,i,) € N® mit
aiy.., #0und 41 + ...+ i, = d, dann heifit d Grad des Polynoms.

Konkrete Beispiele fiir n = 3: Ein Polynom ersten Grades hat dann die Form p; (x,y, z) =
a100Z + ap10Y + @012 + agpo und eines zweiten Grades die Form ps(x,y, 2) = p1(z,y, 2) +
a2002” + ag20y® + ago22® + a1102Y + ao11yz + a10172.

Die wichtigsten Approximationen werden fiir die meisten Anwendungen wie in Analysis
1 wieder die 0.te Ordnung (Stetigkeit) und die 1.te Ordnung (lineare Approximation,
Ableitung) sein.

Was sind Probleme, in denen Differentialrechnung im R™ eine Rolle spielt? Sehr viele
Gleichungen in der Physik sind Gleichungen in Ableitungen der physikalischen Groéfen.
7.B. Bewegungsgleichungen, Gleichungen zur Bestimmung mechanischer Belastungen,
Wairmeverteilungen, aber auch in der Beschreibung chemischer Reaktionen. Beschrei-
bungen von Ténen, die aus Musikinstrumenten kommen, sind Differentialgleichungen.

Aber auch innermathematisch spielen Differentialgleichungen eine grofie Rolle, um
Informationen tiber andere mathematische Sachverhalte zu erlangen. Z.B. ist eine

Woche 1



1. Differentialrechnung im R™

Abbildung 1.1.: Das sind die Auslenkungen einer runden Trommel, die dem Grundton
(vorne links) oder den ersten Obertonen entsprechen.

klassische Frage innerhalb der Mathematik: Can you hear the shape of a drum? Was heifit
das? Wenn man auf eine Trommel schligt, erzeugt das Téne - i.A. einer Uberlagerung
von Grund- und Oberténen, vgl. Abbildung 1.1. Téne werden durch Eigenwerte von
Differentialoperatoren (Abbildungen, die Ableitungen enthalten) beschrieben. Nun
kann eine Trommel eine beliebige Form haben und sie wird immer noch T6ne von sich
geben, aber i.A. andere. Die Frage 'can you hear the shape a drum’ ist die Frage nach:
Falls ich alle Tone kenne, die eine Trommel von sich geben kann, weify ich dann welche
Form die Trommel hat?

Wir werden nach Analysis 2 nicht die meisten dieser Probleme gar nicht 16sen kénnen.
Fiir viele davon braucht man mehr Wissen und Methoden - zum Beispiel aus "Partielle
Differentialgleichungen’. Aber wir werden die Gleichungen insbesondere zumindest
iiberhaupt erst mal hinschreiben und verstehen kénnen.

1.1. Stetigkeit

In Analysis 1 haben wir Stetigkeit mit dem e — J-Kriterium (bzw. alternativ aber
dquivalent die Folgenstetigkeit) eingefiihrt.

Stetigkeit in 2 bedeutet in Worten: Egal wie beliebig 'nah’ wie wir an f(x) sein wollen
(spezifiziert durch das €), ist f stetig in xg, konnen wir, dass immer mit 2z-Werten
erreicht, die 'nah genug’ an xq sind (spezifiziert durch das §), vgl. auch Abbildung 1.2.

Wir sehen: Um dass fiir Funktionen in anderen RAumen zu formulieren, z.B. fir
f:R™ = R™, brauchen wir also ein Moglichkeit 'nah genug’ auszudriicken, was in R
mittels des euklidischen Betrages gemacht wird. Da wir auch im R™ einen euklidischen
Abstand haben, sehen wir, dass wir das direkt anpassen koénnen, in dem wir im Bild 1.2



1.1. Stetigkeit
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-

Abbildung 1.2.: Links: Fiir jedes € > 0 muss das § > 0 so gewahlt werden, dass der rote
Abschnitt der Kurve, also f((zo — d, 20 + 9)) = f(Bs(zg)), vollsténdig
im griinen Bereich liegt.
Rechts: Das analoge Bild fiir die Stetigkeitsdefinition fiir ein f: R2 — R
in p € R2. Der e-Ball um f(p) ist noch immer ein offenes Intervall, da
der Wertebereich R ist. Alle Punkte des Graphen mit Funktionswert
in diesem Intervall sind in dem orange gefarbten Annulus. Der §-Ball
um p ist nun eine Teilmenge des R? - in griin.

aus Analysis 1, die Intervalle jeweils durch alle Punkte mit jeweils Abstand € bzw. § zu
f(xo) bzw. o ersetzen — so waren Bille definiert:

Bs(zg € R"):={z e R" | |z — m¢| < ¢}

Die Stetigkeitsdefinition fiir eine Funktion f: A C R™ — R sieht also ganz analog wie
in Analysis 1: f heiflt in xg € A stetig, wenn es fir alle € > 0 ein § > 0,s0 dass fiir alle
x € Amit |z — x| <9I

[f(x) = fzo)| <€

gilt. Der Unterschied ist so kaum ersichtlich — der euklidische Abstand |.| ist hier
diesmal nicht auf R sondern auf R™ bzw. R™.

Wie wiirde das analoge ’Stetigkeitsbild’” dann fiir Funktionen f: R™ — R™ aussehen?
Wir geben hier als Anschauung nur das Beispiel fiir Funktionen f: R? — R, da wir
hohere Dimensionen nicht so gut zeichnen kénnen, vgl. Abbildung 1.2 rechts.

Was wir schon an der Verallgemeinerung von Analysis 1 auf den R™ sehen, ist: Eigentlich
braucht man nur irgendeine Abstandsfunktion auf Definitions- und Wertebereich der
Funktion, um das € — §-Definition von Stetigkeit zu formulieren. Wir kénnten also direkt
auf metrische Rdume verallgemeinern. Solche méglichen Verallgemeinerung sind eine
Stéarke der Mathematik, da man dann wie hier spater einmal etwas fiir alle metrischen
Réume zeigt und das nicht fiir jeden metrischen Raum extra machen muss. Aber man
sollte Verallgemeinerungen auf abstraktere/allgemeiner Strukturen (wie hier von R™ zu



1. Differentialrechnung im R™

allgemeinen metrischen Rdumen) nicht aus Langeweile machen, sondern sich immer
fragen, warum. Welche (relevanten) Fragen kénnte man dann beantworten?

Man konnte zum Beispiel beantworten: Héangt Integration einer stetigen Funktion
f:[a,b] = R, also die Bildung von fab f(z)dz stetig von f ab? D.h. im Prinzip wenn
ich f nur 'wenig dndere’ (was das heifit, wird von einem Abstandsbegriff abhéingen,
den ich fiir stetige Funktionen f: [a,b] — R benutze), dndert sich dann auch f; flz)dzx
nur 'wenig’. Abgesehen, dass wir die Frage im Moment noch nicht rigoros formuliert
haben, da der zustindige Abstandsbegriff noch nicht gewéhlt ist, sollte man sich fragen:
Warum wére das eine relevante Frage? Denkt man z.B. an numerische Integration, dann
wird dort die zu integrierende Funktion i.A. approximiert (z.B. durch stiickweise linear
Funktionen) und von den Approximationen das Integral berechnet. Wére Integration
jetzt nicht (in einem geeigneten Sinne) stetig, dann kénnte man sich das ganze sparen,
da das Integral der Approximation halt nicht 'nahe’ am Wert des gesuchten Integrals
ist.

Da die Diskussion von Stetigkeit im R™ und in metrischen Rdumen fast identisch ist,
und man durch diese Verallgemeinerung auf metrische Rdume auch keinerlei zusétzliche
Informationen {iber stetige Funktionen im R"™ auflen vorlésst, wollen wir fiir Stetigkeit
direkt in metrischen Rdumen arbeiten und dadurch auch obige Frage beantworten.

Dazu wiederholen wir kurz die Definition von metrischen Rdumen:

Definition. [3, Def. 4.1.21] Eine Menge X zusammen mit einer Funktion d: X x X — R
heifit metrischer Raum, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) (Definitheit) d(p,q) > 0 fir alle p,q € X und falls d(p,¢) = 0 genau dann gilt,
wenn p = q ist.

(ii) (Symmetrie) d(p, q) = d(g,p) fur alle p,q € X
(iii) (Dreiecksungleichung) d(p, q) < d(p,r) + d(r,q) fur alle p,q,r € X.

Wir schreiben dann (X, d) fiir den metrischen Raum und nennen d eine Abstandsfunktion
auf X.

Beispiel 1.1.1.
(i) Sei I C R. Fiir Funktionen f: I — R definieren wir
COI,R):={f: I — R | f stetig und sup;|f| < oo}

sowie d(f,g) = sup; |f — g|(= supye|f(z) — g(2)|). Das macht C°(,R)" zu
einem metrischen Raum, vgl. [3, Bsp. 4.1.22].

Ist I = [a,b], dann nimmt eine stetige Funktion f: I — R ihr Maximum und
Minimum an und somit ist sup;a|f| automatisch endlich, vgl. [3, Bsp. 4.1.34].7

*C steht fiir continuous’ (engl. fiir stetig)

TDie Notation CO(I,R) wird nicht ganz einheitlich verwendet. Oft bedeutet es nur die Menge der
stetigen Funktionen von I nach R ohne die Einschrinkung an das Supremum (Spéter C*(U C R™, R™)
ist es dhnlich, dass bedeutet je nach Kontext entweder nur k-mal stetig differenzierbar Funktionen von
U nach R™ oder dies plus eine geeignete Norm ist endlich.).



1.1. Stetigkeit

Bei unserem motivierendes Beispiel von oben soll es dann, um die Frage der
Stetigkeit der Abbildung

F%ﬂ@%R%ﬂ&fH/f@M

gehen.
(ii) Fiir Funktionen f: [a,b] — R definieren wir
A:={f: Q = R" | f stetig differenzierbar}.

Das ist eine Teilmenge von C°([a,b], R). Wir kénnen also A mit der Abstands-
funktion aus (i) versehen und so A zu einem metrischen Raum machen. Je nach
Fragestellung wird jedoch oft

d(f,g9) =sup|f —g¢'| +sup|f —g|
Q Q

die bessere Abstandsfunktion (Ubungsaufgabe 2) sein. Den metrischen Raum A
mit dieser Abstandsfunktion bezeichnen wir mit C*([a,b], R).*

(iii) Auch wenn wir i.A. auf R™ den euklidischen Abstand verwenden, gibt es noch
unendlich viele andere Abstandsfunktionen auf R™, z.B.: Sei n = nqy + no. Dann
ist

dz=(a € R",be R™),y = (ce R™,d € R™)):=|a— [+ [b—d
eine Abstandsfunktion auf R", siche Ubungsaufgabe 4.

Wir kénnen nun den Begriff der Stetigkeit und Folgenstetigkeit direkt fiir Funktionen
zwischen metrischen Rdumen einfiithren:

Definition 1.1.2 (Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen). Seien (X, dx)
und (Y, dy) metrische Rdume.

Sei (z)nen eine Folge in X. Dann konvergiert x,, gegen ein x € X (geschrieben
xn — x), falls es fir alle € > 0 ein ng € N gibt, so dass dx(z,z,) < € fir alle n > ng
gilt.

Eine Funktion f: A C X — Y heifit in xo € A stetig, wenn es fiir alle e > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass fir alle © € A mit dx (x,z¢) < ¢

dy (f(z), f(z0)) <€
gilt. Die Funktion f heifit stetig, wenn f in allen z € A stetig ist.

Eine Funktion f: A C X — Y heifit in zy € A folgenstetig, wenn fiir alle Folgen (z,),
in A mit @, — x gilt, dass f(z,) = f(xg) ist. Die Funktion f heifit folgenstetig, wenn
f+A— Rin allen z € A folgenstetig ist.

*C¥([a, b],R), i = 0,1, sind mit der Addition und Skalierung von Funktionen Vektorrdume und
die Abstandsfunktionen hier kommen von geeigneten Normen |[|.|| auf diesen Vektorrdumen, d.h.

da(f,g9) =IIf —gll



1. Differentialrechnung im R™

Die Frage der Stetigkeit héngt i.A. davon ab, welche Abstandsfunktion man jeweils
auf den Definitions- und Wertebereichen der Funktion benutzt, auch wenn man das
in der Notation f: X — Y erst einmal nicht sieht. Wenn man die Abstandsfunktion
hervorheben will oder Missverstdndnisse vermeiden will, schreibt man f: (X,dx) —

(Y,dy).

Ebenso sieht man der Notation in der Definition der Konvergenz und der Folgenstetigkeit
erst einmal nicht an, welche Abstandsfunktion verwendet wird. Um dies (wenn notig)
hervorzuheben, kann man z.B. z 2 x¢ schreiben. Eindeutigkeit des Grenzwertes von

konvergenten Folgen in metrischen Rdumen folgt auch ganz analog wie in Analysis 1.

Achtung: Cauchyfolgen kann man in metrischen Rdumen ganz analog definieren und
jede konvergente Folge ist noch immer eine Cauchyfolge. Aber nicht in allen metrischen
Raumen konvergieren Cauchyfolgen immer (z.B. Q mit dem euklidischen Abstand) -
im R™ allerdings schon, vgl. [3, Abschnitt 3.9.1].

Beispiel 1.1.3.
(i) Die Abbildung
F: C([a,b],R) = R; f — /b f(z)dx
ist stetig. '

Sei f € C([a,b]) und € > 0. Wihle § = <

Dann gilt fiir alle g € C([a, b]) mit supy, y [f —g] <9

/abg(x)dx—/abf(x)dx g/ab 9(z) — f(2)|de

<(-a)sup|f —gl<(b—a)d=c¢
[a.]

[F(g) = F(f)l =

(ii) Betrachten wir nun einmal die Abbildung
F:{f:[a,b] = R | f stetig differenzierbar} — C([a,b],R), f + f’

und wir fragen uns, ob diese stetig ist. Die Frage nach Stetigkeit ist davon
abhéngig, ob mit welcher Abstandsfunktion man die jeweiligen Rdume versieht.
Auf C([a, b], R) wollen wir wie in Beispiel 1.1.1 d1(f, g):=supy, 4 | f —g| verwenden.
Aus X einmal auch d; und einmal da(f, g):=supj, 4 |f — g| + supjq 4 [ f" — ¢'|-
Dann ist F': (X, d2) — C([a,b],R) stetig, da |F(g9) — F(f)| =19 — f'| < da(g, f)
ist und wir somit § = € wéhlen kénnen. Aber F: (X,d;) — C([a,b],R) ist nicht
stetig. Das werden wir tiberpriifen nachdem wir als néchstes sehen werden, dass
auch in metrischen Rdumen Stetigkeit gleich Folgenstetigkeit™ ist.

*Es gibt Verallgemeinerung von Stetigkeit zwischen bestimmten Mengen, die noch nicht einmal
mehr metrische Rdume sind (sondern nur topologische Rdume (man sagt dort im Prinzip was offene
Mengen sind)). Dort muss i.A. Stetigkeit nicht mehr Folgenstetigkeit sein.



1.1. Stetigkeit

Lemma 1.1.4 (Stetigkeit =Folgenstetigkeit fiir Funktionen in metrischen Rdumen).
Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Sei f: A C X — Y ein Funktion und
xg € A. Dann ist die Funktion f genau dann in xq stetig, wenn sie in xo folgenstetig
1st.

Wenn man etwas beweisen will, was man in einem spezielleren Kontext schon einmal
bewiesen hat, lohnt es sich fast immer in den alten Beweis zu schauen und zu versuchen,
in wie weit man den direkt anpassen an die allgemeinere Situation anpassen kann. Wir
haben hier Gliick, da dies hier direkt durch geht und keine zusétzliche Arbeit erfordert
— Anderungen zum Beweis fiir f: R — R sind in blau.

Beweis. Sei f zunichst in xg stetig, und sei (z,,), eine Folge in A mit x,, — xo. Wir
wollen zeigen, dass f(x,) = f(xo) fir n — oo:

Sei € > 0. Aus der Stetigkeit folgt, dass es ein 6 > 0 gibt, so dass dy (f(x), f(z¢)) < €
fiir alle z mit dx (z,zo) < 4 gilt.

Aus x, — xo folgt, dass es ein ng € N mit dx(x,,x9) < 0 fur alle n > ng gibt.
Zusammen gilt also dy (f(z,), f(x0)) < € fir alle n > ng und somit f(xz,) — f(zg) fiir
n — oo.

Sei nun f folgenstetig in xg. Wir zeigen durch Beweis durch Widerspruch, dass f in zq
stetig ist: Ist f in x¢ nicht stetig, dann gibt es ein € > 0, so dass es fiir alle 6 > 0 ein x mit
dx (x,20) < 6 und dy (f(x), f(z0)) > € gibt. Fiir § = L heifie ein solches  ,,. Dann gilt
dx (x,,20) < + und somit geht z,, — ¢ fiir n — oo wihrend dy (f(z,), f(z0)) > € gilt.
Aber aus der Folgenstetigkeit folgt f(x,,) = f(zo) fiir n — oo, was den Widerspruch
gibt.* O

Hatten wir 'nur’ auf f: R™ — R™ héatte man die Anpassungen im Beweis gar nicht
gemerkt, da die Notation fiir den euklidischen Abstand unabhéngig der Dimension ist.

Weiter mit Beispiel 1.1.3(ii). Wir wollen zeigen, dass f — f’ nicht folgenstetig ist,
wenn man auf dem Definitionsbereich die Abstandsfunktion von C([a, b], R) nimmt. Da-
zu konstruieren wir eine Folge stetig differenzierbarer f,: [a,b] — R, die in C°([a, b], R)
gegen die Nullfunktion konvergiert, also sup, ;) [fn| — 0 fiir n — oo, aber fiir die
Sup(g p | fn| = 00 fiir n — oo gilt. O.B.d.A sei [a,b] = [-1,1].

Die erste Idee ist die blau-gepunktete Funk-
tion als f,. Das Supremum wére dann % und
der Anstieg der Schriagen wére im Betrag n.
Allerdings ist f,, an den ’Knickstellen’ nicht
differenzierbar. Deshalb glatten wir diese
Funktion in einer sehr kleinen Umgebung
- ot der Knickstelle, so dass immer noch ein Teil
der Schriagen mit Anstieg n tibrigbleibt.

sup [fn| < +
sup [f/| > n

nstieg: —n

*Verallgemeinerungen von Beweisen ist nicht immer ganz so einfach. Oft muss man schon mehr
arbeiten (aber die Grundidee bleibt) und im Extremfall braucht man eine ganz neue Beweisstrategie.
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Genau so wie fiir reellwertige Funktionen auf R zeigt man fiir stetige Abbildungen zwi-
schen metrischen Rdumen, dass auch Hintereinanderausfithrungen stetiger Funktionen
(mit geeigneten Definitionsbereichen) wieder stetig sind. Fiir stetige Funktionen von
R™ nach R™ sind auch Addition und Skalierung wieder stetig und im Spezialfall m =1
auch Produkte und Quotienten (falls der Nenner nicht verschwindet) wieder stetig.*

Ganz analog wie in Analysis 1 gibt es fiir reellwertige stetige Funktionen auch einen
Satz vom Maximum:

Satz 1.1.5 (Satz vom Maximum). Sei f: K C R® — R und sei K C R™ kompakt.
Dann nimmt f ihr Supremum und ihr Infimum an.

Der Beweis ist (bis auf einige Anpassungen) identisch wie in der Version von Analysis
1, vgl. Ubungsaufgabe.

Stetige Abbildungen lassen sich auch wie folgt charakterisieren:

Lemma 1.1.6. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung f: X —
Y ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge von'Y eine offene Menge
in X ist.t

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, dx) hief offen, vgl. [3, Def. 4.1.23],
wenn jeder Punkt ein innerer Punkt ist, also wenn es fiir jedes p € A ein € > 0 mit
BX(p):={z € X | dx(z,p) < €} C A gibt.

Beweis. Sei f stetig. Sei B C Y offen. Wir wollen zeigen, dass f~!(B) eine offene
Teilmenge von X ist. Dafiir miissen wir zeigen, dass jeder Punkt aus f~!(B) ein
innerer Punkt ist. Sei dazu p € f~(B), also f(p) € B. Da B offen in Y ist, gibt
es ein € > 0 mit BY (f(p)) C B, d.h. ¢ € B fiir alle ¢ € Y mit dy(q, f(p)) < e.
Da f in p stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fir alle x € X mit dx(z,p) < §
(also z € B (p)) gilt: dy (f(z), f(p)) < e. Also gilt f(BX(p)) € BY (f(p)) und somit
B (p) € f~YBY (f(p))) C f~*(B). Damit ist p ein innerer Punkt von f~!(B) und
somit f~1(B) offen in X.

Seien nun Urbilder offener Mengen wieder offen. Wir wollen zeigen, dass f stetig ist. Sei
p € X und € > 0. Dann ist BY (f(p)) C Y offen, vgl. [3, Bsp. 4.1.24], und somit muss
das Urbild f~Y(BY (f(p))) offen in X sein. D.h. p € f~1(BY (f(p))) muss ein innerer
Punkt und somit muss es ein § > 0 geben, so dass Bs(p) C f~1(BY (f(p))) gilt. Dann ist
f(Bs(p)) € BY (f(p)) — das ist genau die Bedingung fiir Stetigkeit, denn ausgeschrieben
bedeutet das: Fiir alle z € X mit dx (z,p) < d gilt dy (f(z), f(p)) < e. O

Beispiel 1.1.7. Die Menge A = {(z,y) € R? | |z| — |y| < 1} ist offen: Die Abbildung
f:R2 = R, (z,y) — |z| — |y|, ist stetig. Es gilt A = f~1((—o0,1)). Da (—o0, 1) offen
in R ist und f stetig ist, ist A offen in R2.

*Warum die Einschrankungen? Warum gelten nicht alle diese Aussagen auch fir Funktionen auf
allgemeinen metrischen Rdumen? Weil man schon um diese Aussagen verniinftig formulieren zu kénnen,
mehr Struktur auf den metrischen Rdumen braucht. Z.B. fiur die Addition von Funktionen braucht
man eine Addition auf dem Wertebereich der Funktionen. Fir R" haben wir das. Produkte dagegen
haben wir im R™ auch i.A. nicht, deshalb wollen wir da m = 1.

tIn der Topologie wird das die Definition der Stetigkeit fiir Funktionen zwischen topologischen
Ré&umen sein.
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lim @) =9(@)] _ 0 (dh.|f(z)—g(x)| = o(|lx —pl|) fir x — p). (1.1)

w=p o —pl
Zum Vergleich fiir ¥ = ¢ = 1 hatten wir in Analysis 1 die gleiche Bedingung, vgl.
[3, Satz 4.2.4 und darunter]. Fiir ¥ = ¢ = 1 muss man nicht unbedingt um alles
Betragsstriche setzen — im R¥ schon, sonst kann man den Quotienten gar nicht bilden.
Das nach Setzen der Betragsstriche noch immer die gewiinschte Bedingung abgebildet

wird, benutzt: z, — 0 in R¥ genau dann, wenn |z,| — 0 in R fiir n — oo gilt.

Nehmen wir nun erst einmal an, dass solch ein g fiir gegebenes f: U C R™ — R™ und
p € U existiert. Was kénnen wir dann iiber g sagen?

If (T)—g‘(x)\
z—p
und somit, da g stetig ist, lim,_,, f(z) = g(p). Aus Analysis 1 wissen wir, dass fiir
k = ¢ =1 die Funktion f in p stetig sein muss, wenn es ein solches g gibt. Stimmt
das auch hier allgemeiner? Wenn wir f(p) = g(p) fordern, dann ja. Denn dann ist

lim,,, f(2) = g(p) = f(p)-

Dann folgt, dass, wenn g existiert, es die Form g(x) = A,(x — p) + f(p) fiir eine
¢ x k-Matrix A, haben muss. Um auch A, = (a;;);; zu untersuchen, schauen wir uns
den Limes in (1.1) genauer an. Sei dazu p = (p1,...,px)? . Damit der Limes gleich Null,
muss der Ausdruck fiir alle Teilmengen von x mit z — p gegen Null gehen. Wir wahlen
x=(p1+h,...,px)T =p+ hey fiir h — 0 (Hier ist e; der erste Standard-Basisvektor
von R¥). Dann folgt aus (1.1), dass

|f(p+ her) — f(p) — Ap(h707 S 7O)T‘
A
Mit A, (h,0,...,0)T = h(a1,...,an)T und f = (f1,..., T die Komponentenfunk-
tionen von f folgt

|f*(p+ her) — f(p) — anh
A

Damit lim,_,, = 0 gilt, muss insbesondere lim,_,, |f(z) — g(z)| = 0 sein

— 0 fur alle h — 0.

— 0 fir alle h — 0,

also ) .
a1y = Tim L Fhe) = ')
h—0 h

Analog erhilt man alle a;;. Betrachten wir die f?(p + he;) als neue Funktion f(h),
also als reellwertige Funktion in einer Variablen, sehen wir das a;; einfach die normale
Ableitung ist. Dies fithrt zum Begriff der partiellen Ableitung;:

Definition 1.2.1 (Partielle Ableitungen). Sei f: U C R* — R’ eine Funktion und sei
p € U. Seien e; die Standard-Basisvektoren des R™.* Die partielle Ableitung von f bzgl.
der j-ten Koordinate in p ist gegeben durch
af o1
0;f(p):=7_~(p):= lim o (f(p + he;) = ().

o &rj h—0

*e; = (0,...,0,1,0,...,0)T € R* mit der 1 an j.ter Position des k-Tupels.
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p = (p1,pP2)

Abbildung 1.3.: Graph einer Funktion f: RZ = R

Links: Partielle Ableitung in Richtung der ersten Koordinate. Die Funk-
tion wird nur als Funktion der ersten Koordinate aufgefasst, die zweite
Koordinate bleibt konstant ps. Das ergibt den roten Funktionsgraph.
Dessen Ableitung ist die partielle Ableitung in erster Koordinatenrich-
tung in p.

Rechts: Die blaue Ebene (Tangentialebene) ist der Graph von z —
F(p) + Dyf(w — p)-

Existieren alle partiellen Ableitungen in p nennen wir f in p partiell differenzierbar.

Der Limes hier ist ein Limes in R, da f(p + hej) — f(p) € RY. Aus Analysis 1 wissen
wir, dass dann (9; f(p))* = limp_0 % (fi(p + hej) — fi(p)) = 0;f%(p) ist. Oben haben
wir uns iiberlegt, dass wenn es ein g wie in (1.1) gibt, dass dann A, = (9, f*(p)):; gilt.

Beim Berechnen der partiellen Ableitungen in Richtung der i.ten Koordinate tun wir
o, als ob f nur eine Funktion der i.ten Koordinate ist und alle anderen Koordinate fest

gelassen werden und wir bilden dann die Ableitung (im Sinne der Analysis 1) dieser
neuen Funktion, vgl. Abbildung 1.3 links.

Definieren wir nun noch formal, wann eine Funktion in mehreren Variablen differen-
zierbar ist und setzen alles zusammen:

Definition 1.2.2 (Totale Ableitung). Eine Funktion f: U C R¥ — R’ heifit in p € U
(total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung D, f: R* — R mit

1o @) = £(0) = Dy = p)

=P |z = p|

=0

gibt. D, f heifit dann (totale) Ableitung von f in p.

Differenzierbarkeit ist also dquivalent zu Existenz einer affinen Abbildung g mit (1.1) —
dann ist g(x) = f(p) + D, f(x — p), siche Abbildung 1.3 rechts. Von unseren Voriiberle-
gungen wissen wir, dass ein f: U C RF — R, welches in p € U differenzierbar ist, dort
auch stetig sein muss.
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1.2. Linearisierung und totale Ableitung

Stellt man D,, f bzgl. der Standardbasen auf R* und R dar, ist D, f = A, = (3;f*(p))i;
— Diese Matrix heifit Jacobimatriz. Fir k = £ = 1 ist D,f = f’(p), wobei hier dann
f'(p) € R als lineare Abbildung ('1 x 1-Matrix’) Dpf: R = R, =+ f'(p)z aufgefasst
wird.

Wir wollen nun mal D, f(v € R¥) bestimmen. Dazu setzen wir z = p + hv in der
Definition von D, f und erhalten fiir v # 0

i S0+ ) = £(p) = Dyf ()

-0
h—0 |hv|

und da D, f linear ist, folgt somit
o1
Dy f(v) = }ng}) 7 (flp+hv)— f(p)).

Dieses Dy, f(v) wird Richtungsableitung von f in p in Richtung von v € R* genannt.
Partielle Ableitungen sind also einfach nur ein Spezialfall von Richtungsableitungen:
D, f(e;) = 0;f(p). Der Vorteil von Richtungsableitungen gegeniiber partielle Ablei-
tungen wird spéter sein, dass man diese auch in unendlich dimensionalen normierten
Vektorrdumen formulieren kann, wo man halt keine Koordinaten mehr hat.

Beispiel 1.2.3.

(i) Sei f: R — R’ eine lineare Abbildung. In Standardkoordinaten hat f die Form
f(z) = Bz fiir eine ¢ x k-Matrix B. Dann gilt D, f = B fiir alle p € R¥, da

f(z) = f(p) = Blx —p) _ Bz — Bp— Bz —p)

=0
|z = pl |z — pl

ist.

(i) f: R = R% p = (z,y,2)T = (23 + yz,2)T. Wir wollen mal ganz konkret
nachrechnen, dass f in 0 = (0,0,0)7 € R? differenzierbar ist: Um die Definition
nachzurechnen brauchen wir einen Kandidaten fiir die Ableitung Dy f. Diese
miisste dann durch die partiellen Ableitungen gebildet sein:

(32 z oy (0 0 O
DOf_(o 0 1> w_o_(o 0 1)'

Um zu sehen, dass dies wirklich die Ableitung ist, berechnen wir

|z =0 vl

1 <x3 + yz)
I\ 0

fp) = f(0) = Dof(p—0) _ 1 (sc‘SJZryz> B (8 8 (1)>

11



1. Differentialrechnung im R™

und haben somit

f(p) = £(0) = Dof(p=0)| _ |2’ +yllz| _ Ipl + IpI”

< < =pl>+1p| =0
lp — 0] Ip Ip)

fir p — 0.

(iii) Ist eine Funktion total differenzierbar in p, besteht die Matrixdarstellung der
Ableitung aus den partiellen Ableitungen in p. Insbesondere ist also f dann auch
partiell differenzierbar in p. Man kénnte also hoffen, dass auch die Umkehrung gilt.
Wenn ja, dann hitten wir in (ii) nach der Berechnung von Dy f direkt aufhoéren
kénnen. Leider stimmt das nicht: Die Funktion f: R? = R

. zzxig!zz (z,y) # (0,0)
e %

ist im Ursprung partiell differenzierbar (Es ist 01 f(0,0) = 0 und wegen Symmetrie
auch 92 £(0,0) = 0). Aber f ist in (0,0) nicht stetig, da f(%,1) = %2 — oo fir
n — oo gilt. Da aber f nicht stetig ist, kann es auch nicht differenzierbar sein.

Wie in Analysis 1 haben wir (Beweis Ubungsaufgabe 7)

Satz 1.2.4 (Ableitung und lineare Approximation). Sei f: U C RF — R’ eine Funktion
und p € U. Dann ist f genau dann in p differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung
Ap: RF — RY und eine Funktion r: U C R¥ — RY, welche in p stetig ist, gibt mit
r(p) =0 und

f(@) = f(p) + Ap(x —p) + |z — plr(z)

Insbesondere ist dann A, = D, f.

In Beispiel 1.2.3 haben wir ja festgestellt, dass um herauszufinden, ob eine Funkti-
on differenzierbar ist, wir zwar mittels partieller Ableitungen den einzig moglichen
Kandidaten fiir die totale Ableitung erhalten, aber daraus noch nicht unbedingt die
Existenz der Ableitung, also die Differenzierbarkeit, folgt. In diesem Beispiel hatten
wir dann noch mal mit dem Kandidaten explizit die Definition der Differenzierbarkeit
nachgerechnet. Im Folgenden werden wir ein Differenzierbarkeitskriterium kennenlernen,
was das in vielen Féllen vereinfacht. Dazu zundchst noch eine Aufgabe.

Definition 1.2.5. Wir nennen eine Funktion f: U C R¥ — R stetig partiell differen-
zierbar, wenn sie partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen stetig sind.
Die Funktion f heifit stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar und stetig partiell
differenzierbar ist.*

Satz 1.2.6 (Differenzierbarkeitskriterium). Sei U C R* offen und f: U — R eine
Funktion. Dann ist f genau dann stetig differenzierbar, wenn f stetig partiell differen-
zierbar ist.

*vgl. Bonustibungsaufgabe auf Blatt 2

12



1.2. Linearisierung und totale Ableitung

Lésst man das ’stetig’ vor dem (partiell) differenzierbar weg, dann stimmt diese Aussage
nicht mehr als 'genau dann, wenn’-Aussage. Aus partiell differenzierbar muss nicht
differenzierbar folgen — s. Beispiel 1.2.3.iii.

Beweis. = klar nach Definition

< Wir zeigen die Aussage fiir £ = 1. Der allgemeine Fall folgt dann direkt, da Konvergenz
im R’ dquivalent zu Konvergenz in jeder Komponente ist. Sei p € U. Der Kandidat
fiir die Ableitung in p ist A,: R* = R, A, = (9;f(p)); (als 1 x k-Matrix). Da f stetig
partiell differenzierbar ist, ist p — 9; f(p) stetig. Es bleibt zu tiberpriifen, dass A, auch
die Ableitung von f ist, also das gilt:

i L@ —F0) = Ak _
h—0 |h|

(hier ist h € R¥). Wir wissen, dass f partiell differenzierbar ist. Um dies zu nutzen,
zerlegen wir h = (hy,...,hi)T = Zle hie; und setzen p, = p+ > ., hie; fir n =
0,...,k. Esist pg = p und px = p + h. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz aus
Analysis 1 ein s, € [0, 1] mit

f(pn) - f(pnfl) = f(pnfl + hnen) - f(pnfl) = 3nf(]9n—1 + thnen)hn'

Damit haben wir mit A,h = Zle 0if(p)hi

B — fp)—Ah 1 |&
Ho M=t 1SS0 — £(0ie1) = 01 o)
=1
1 k k i—1
:m Z (0if (Pi—1 + sihie;)—0i f(p)) hi SZ Oif |p+ Zhjej + s;hie; | —0: f(p)|.
=1 i=1 j=1

Fir h — 0 geht p+ E;;ll hje; + s;hie; — 0, da dann die h; — 0 gehen und die s; zwar
von h abhédngen aber beschrinkt sind. Da die partiellen Ableitungen stetig sind, geht
die rechte Seite fiir h — 0 gegen 0. O

Wie wir schon in Analysis 1 gesehen haben, ist stetig differenzierbar eine stérkere
Forderung als 'nur’ differenzierbar. Aber es zeigt uns, dass wenn wir eine Funktion
haben, deren partielle Ableitungen stetig ist, dann ist sie schon f differenzierbar. So
hatten wir an der Matrix mit den partiellen Ableitungen in Beispiel 1.2.3.ii schon sehen
kénnen, dass die Eintriige alle stetig sind und somit das f dort auf ganz R? (stetig)
differenzierbar ist.

Um in konkreten Fillen wieder besser rechnen zu kénnen, kommen wir nun zu Ablei-
tungsregeln, die uns wieder helfen werden zusammengesetzte Funktionen abzuleiten:

Satz 1.2.7 (Ableitungsregeln). Seien f,g: U C RF — R differenzierbar in p € U.

13
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1. Differentialrechnung im R™

(i) Linear: Fir alle o, 8 € R ist af + Bg in p differenzierbar mit
Dp(af + Bg) = aDyf + BDpg.
(i) Fiir £ =1 gilt die Produktregel: fg ist in p differenzierbar mit

Dy(fg) = g(p)Dpf + f(p)D

(iii) Fir £ =1 und g(p) # 0 gilt die Quotientenregel: g ist auf einer Umgebung von p
definiert und es gilt

f_ 1 3
ng e (9(P)Dpf — f(p)Dpg) -
Beweis. (i)
(af +Bg)(p+h) — (af + Bg)(p) — (aDpf + BDyg)(h)
|hl
_of ) = fp) = Dpf(h) Bg(p +h) —9(p) = Dpg(h)

|| |1

fiir h — 0.

(ii) und (iii) geht auch &hnlich wie in Analysis 1* — wir beschrianken uns hier auf die Pro-
duktregel. Die Quotientenregel ist Ubungsaufgabe 7. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung
(und Addition von Null) erhalten wir:

‘ f9)p+h) = (f9)®) — (9)Dpf + f(p)Dpg) (h) ‘

I
’g flo+h)— J|‘}(L|) Dpf(h)’+‘f(p+h)g(p+h)_T;(Lp)_ng(h)
|l : |l

Da f insbesondere auch stetig ist und nach Ubungsaufgabe 1 gilt | D, f(h)| < || D, f|l|Al,
geht die rechte Seite fiir o — 0 auch gegen Null. O

Satz 1.2.8 (Kettenregel). Seien f: U CR™ - R™ und g: V C R™ — R" mit U,V
offen und f(U) C V. Sei f in p und g in f(p) differenzierbar. Dann ist go f in p
differenzierbar und es gilt

Dy(go f) = Dspygo Dpf.

*Nur hatten wir in Analysis 1 bei der Berechnung des Grenzwertes oft nur 3 Lif(p+h)— f(p)

fiir h — 0 betrachtet. Das ging dort, weil f’(p) eine reelle Zahl ist - sich in ’i}fl‘( ) also das h, da

reell, rauskiirzt. Das funktioniert in mehreren Dimensionen nicht mehr, deshalb betrachten wir dort

#(f(p+h) = f(p) = Dpf(h))
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1.2. Linearisierung und totale Ableitung

Auf dem Level der Jacobimatrizen:

@ck gof Zay; xkf]( )-

Bevor den Satz beweisen, schauen wir erst einmal, ob im Fall n = m = 1 die
mit der Kettenregel aus Analysis 1 iibereinstimmt: Dann ist Dyp(go f) = ( ) (p )

g (f@)f'(p) = Dywyg 0 Dpf-
Beweis. Wir kiirzen ab: A = D, f und B = Dj(,)g. Dann ist nach Satz 1.2.4
f(@) = f(p) + Alx — p) + |z — plr(z), 9(y) = 9(f(p)) + Bly — f(p) + ly — f(p)Is(y)

fiir Funktionen r: U — R™ und s: V — R", die in p bzw. f(p) stetig sind und r(p) =0
sowie s(f(p)) = 0 erfiillen. Somit haben wir fiir x # p:

(g0 f)(x) =g(f(x)) = g(f(p)) + B(f(x) = f(p)) + [f(2) — f(p)]s(f(2))
=(go f)(p) + BA(z —p) + |z = plr(z)) + [A(z = p) + [z = p|r(z)| s(f(2))

~(g0 N0)+ BAG ~ ) + o~ 3l (Br(o) 4[4 (Z22) 4 )] s(r)

Wir setzen ¢t: U \ {p} — R", t(z):=Br(z ‘A (‘x p‘) +r(x)|s(f(x)). Um Satz 1.2.4

anzuwenden, bleibt es zu zeigen, dass t in p durch Null stetig fortsetzbar ist: Das folgt,
da r(p) = 0, s(f(p)) = 0, Multiplikation mit B stetig ist und nach Ubungsaufgabe 1

A (|m ‘) beschrankt ist.

Somit folgt nach Satz 1.2.4 BA = D,(g o f). Die Identitat auf dem Level der Jacobi-
matrizen erhélt man einfach direkt durch Matrixmultiplikation. O

Beispiel 1.2.9.

(i) Sei r: R" — R, x = (21,...,2,)T = |z| = /2? +...+ 22 die euklidische
Abstandsfunktion zum Ursprung. Fir x # 0 € R™ existieren die partiellen

Ableitungen
oir(x) = < = T
N e )
Da diese partiellen Ableitungen fiir  # 0 stetig sind, ist » auf R™ \ {0} differen-
zierbar nach dem Differenzierbarkeitskriterium. In = 0 ist 7 nicht Richtung
der i.te Koordinaten partiell differenzierbar, da (0 + he;) = |h| nicht in h = 0
differenzierbar ist.

(i) Sei f: R? — R?, (z,9)T — (22 + ¢%, z,2y)T und ¢g: R® — R2?, (2,9,2)7 —
(ry,yz)T. Beide Funktionen sind differenzierbar. Wir wollen mal sehr explizit die
Kettenregel anwenden: Es ist

20 2y

y x 0
Dayf=11 0] Dayzf :<0 p y>
y x
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1. Differentialrechnung im R™

und somit
2p 2q
2 2
p p +q¢ 0
D90 f) =Dp2+q2,pp0)9° Dip,g) f = <0 g p) L0
q P

_ <2p2 +p7+ ¢ 2qp> .
2pq P’

Man kann das natiirlich auch fiir g(f((x,y)7)) = ((2* + y*)z, 2%y)T direkt nach-
rechnen.

(iii) Sei v € R? und f: R? = R, p + (p,v). Wir suchen 9; f: Sei v = (v1,v2)T. Dann
ist

01 f(p) = lim L@ ) = F0) _ ot tenv) — (p.v)

t—0 t t—0 t

= {e1,v) =3

Die partiellen Ableitungen sind konstant
und damit insbesondere stetig. Damit ist
D, f = (v1,v2). (Aus Symmetriegrinden ist
dann O f(p) = v2.) °

(pttey,v)
v

(iv) Sei b: R™ x R™ — R eine symmetrische Bilinearform (Das heifit in Koordinaten:
Es gibt eine symmetrische Matrix B = (b;;:=b(e;, €;));; mit b(z,y) = 2T By =
(x, By).). Die zugehorige quadratische Form sei definiert als

fR" >R, z— b(z,x).

Wir suchen die Ableitung von f in z. Man kénnte alles in Koordinaten schreiben
und dann die (stetigen) partiellen Ableitungen bestimmen. Wir machen es aber
direkt mit der Definition:

J(4h) = fl@) = bla+h,x+h) = ba,2) " ZV 20w, ) + b(h D).
Hier ist b(x, h) linear in h (da b bilinear) und weiterhin gilt

(@] hy-Schwarz
I _ LB € gy

fir h — 0 wegen Stetigkeit der Matrixmultiplikation, vgl. Beispiel 1.2.3.i oder
alternativ kann man Ubungsaufgabe 1 verwenden. Also ist b(h, h) = o(|h|) und
somit ist D, f(h) = 2b(z, h).

TDie partiellen Ableitungen kénnte man hier auch ausrechnen, in dem man die Abbildung direkt
in Koordinaten hinschreibt. Es wird aber spater auch Beispiele geben, wo das nicht so einfach ist, da
wird diese Vorgehensweise zur Bestimmung der totalen Ableitung manchmal besser sein.
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1.2. Linearisierung und totale Ableitung

(v) (Ableitung entlang einer Kurve) Sei f: R¥ — R’ eine differenzierbare Funk-
tion. Sei 7: [0,1] — R* eine differenzierbar Funktion. Dann ist f ov: [0,1] — R*
eine differenzierbare Funktion (nun in einer Variablen) und es gilt nach Kettenregel

(fo)(t) £ Dy(f o)

Kommen wir nun zur mehrdimensionalen Version von: Fiir f: (a,b) — R folgt f/ =0
folgt, dass f konstant ist.

Kettenregel

Dy f o Dyy = Doy f(Y (1))

Lemma 1.2.10. Sei U C R* offen und wegzusammenhéingend, d.h. fiir je zwei Punkte
p,q € U gibt es eine stetige Funktion c: [0,1] — U mit ¢(0) = p und ¢(1) = q. Sei
f: U C RF — R? differenzierbar mit Df = 0. Dann ist f konstant.

Wegzusammenhéngend ist hier notig, denn wére U diese nicht, also z.B. U = B;(0) U
B1(2e1), dann konnte wére zwar f auf jedem dieser Bélle noch konstant, aber die
Konstanten kénnten verschieden sein. In Analysis 1 hatten wir diesen Problem dadurch
gelost, dass wir diese Aussage nur fiir Funktionen auf Intervallen formuliert haben und
diese sind wegzusammenhéangend.

Beweis von Lemma 1.2.10. Wir zeigen zuerst, dass f lokal konstant ist, d.h. fiir jedes
p € U gibt es ein € > 0 mit f|p v ist konstant (Dafiir braucht man noch nicht
wegzusammenhédngend): Da U offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(p) C U. Sei ¢ €
Bc(p). Dann ist v: [0,1] — B(p), t — p + t(q¢ — p) differenzierbar. Wir betrachten
fov:[0,1] = R Es gilt (fo7)'(t) = Di(fov) = Dy f(7/(t)) = 0. Aus Analysis 1
folgt f o~ ist konstant, also gilt f(p) = f(q) fiir alle ¢ € Bc(p).

Sei nun p, g € U. Nehmen wir an, es gibt eine stetige stiickweise lineare Kurve c: [0,1] —
U mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢, d.h. ¢ ist stetig und es gibt 0 =ty < t; < ... <tp_1 <

tn = 1, s0 dass c|, +,.,)(8) = e(ts) + m‘j:t_tq (c(tig1) —c(ty)) fir i = 0,...,n — 1 gilt.

Dann folgt wie oben f(p) = f(c(to)) = f(c(t1)) = ... = flc(tn-1) = f(c(tn)) = f(q)-
Es bleibt zu zeigen, dass fiir U wegzusammenhéngend und U offen, je zwei Punkte
immer durch eine solche stetige stiickweise lineare Kurve verbunden werden kénnen.
Das stimmt. Den Beweis lagern wir in das folgende Lemma 1.2.11 aus. O

Bevor wir zum noch fehlenden Lemma fir den letzten Beweis kommen: Die Methode
Aussagen fir Funktionen f in mehreren Variablen zu zeigen, in dem man sich Kurven
~ im Definitionsbereich anschaut und dann f o~ mit Hilfe der Aussagen aus Analysis 1
behandelt, ist recht hilfreich und taucht oft auf.

Lemma 1.2.11. Sei U C R" offen und wegzusammenhdingend. Dann gibt es eine
stetige stiickweise lineare Kurve c: [0,1] — U mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢, d.h. ¢
ist stetig und es gibt 0 = to < t1 < ... < ty_1 < ty = 1, s0 dass c|,4,.,1(s) =
c(t:) + =L (c(tiy1) — c(ty)) firi=0,...,N — 1 gilt.

tip1—t;

Das klingt, als ob es klar wére, aber man muss sich in Erinnerung rufen, dass man sich
meist nur ’schone/glatte’” Kurven vorstellt. Stetig Kurven konnen aber sehr unintuitiv
sein, z.B. konnen stetige Kurven ein Quadrat vollstdndig ausfiillen.*

*s. https://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling_curve
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1. Differentialrechnung im R™

Beweis. Seien p,q € U. Da U wegzusammenhéngend ist, gibt es eine stetige Kurve
v:[0,1] — U mit v(0) = p und (1) = ¢. Die Idee um einen stetige stiickweise
lineare Kurve von p nach g zu erhalten, ist nun v durch einen geeigneten Polygonzug
anzunédhern.

S U Da U offen ist, erwarten wir, dass, wenn die
- RN R Aufteilung des Polygonzugs fein genug ist,
7 i BN . dieser vollstindig in U liegt und uns das
. P—— ) gewiinschte c liefert. Das ist nun zu zeigen:
l’/ / \ ) Fiir N € N sei yy: [0,1] — R™ die stiick-
Vo IS q / weise lineare Kurve mit vy (£) = ¢(£) fiir
\\\ o A /// k=0,...,N. Also (wenn wir t;, = & set-
U N zen)
t—tg
N [t trea) () = V() + ﬁ(V(thrl) —(tk))-
k+1 — Uk

Wir zeigen zuerst, dass vy fiir N — oo gleichméfig gegen v konvergiert, also dass gilt
supyepo,1) [7v (1) — c(t)| = 0 fiir N — oo gilt:

Da v eine stetige Funktion auf einem abgeschlossen Intervall ist, ist jede Komponen-
tenfunktion gleichméBig stetig [3, Satz 4.5.10] und damit ist auch v selbst gleichméfBig
stetig, d.h.: Sei € > 0. Dann existiert ein é > 0, so dass fiir alle s,¢ € [0,1] mit |[s—¢| < ¢

Y(#) = ()] <e

gilt. Sei nun N > %. Dann gilt

t— 1t
lyw(@) —~@)| < sup  |y(te) + ﬁ(V(tk+1) — (k) — ()
k=0,...,N k+1 — tk
te[tr,try1]
< LS (Iv(@k) = @) + [v(tet1) — v(te)]) < 2€
te[t;.,.t.;c“]

Also konvergiert vy fir N — oo gleichméfig gegen 7. Es bleibt nun zu zeigen, dass
das Bild von 7 zu allen Punkten auflerhalb von U einen Mindestabstand haben muss,
d.h. dass es ein @ > 0 mit |z —(¢)| > a fiir alle ¢ € [0,1] und 2 € R¥ \ U. Dann dann
folgt mit der gleichméfigen Konvergenz von oben, dass fir V grof§ genug das Bild von
vn vollstindig in U liegt, was zu zeigen war:

Angenommen, dass wére falsch. Dann gibt es Folgen ¢; € [0,1] und z; € R™ \ U mit
|z; — v(t;)| — 0 fir i — oo. Da [0, 1] kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge
ti; — T € [0,1] fiir j — oo und somit wire

s, =Y < s, = ()] + (ts,) = A(D)] = 0

fiir j — oo. Also x;; — y(T') € U. Da aber R" \ U abgeschlossen ist, wiirde daraus
~v(T) € R™\ U folgen, was den Widerspruch gibt. O
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1.3. Héhere partielle Ableitungen

differenzierbar
Def// \
stetig differenzierbar .9 alle Richtungs-
AN AV / ableitungen existieren
Satz 1.2.6 ‘ stetig A6

NV

stetig partiell differenzierbar

AN %

partiell differenzierbar

Abbildung 1.4.: Ubersicht iiber die verschiedenen Differenzierbarkeitsbegriffe in mehre-
ren Variablen

1.3. Hohere partielle Ableitungen

Wir wiirden nun gerne auch héhere Ableitungen bilden kénnen: Ist f: RF — R eine
partiell differenzierbare Funktion, dann ist fiir alle j = 1,..., k die partielle Ableitung
0; f wieder eine Abbildung von R* nach R¢. Von diesen partiellen Ableitungen kénnen
wir wieder fragen, ob diese partiell differenzierbar sind. Falls ja erhalten wir so partielle
Ableitungen hoherer Ordnung.

Beispiel 1.3.1. Sei f: R? = R, f(x,y) = 22+y3+zy. Dann ist 9, f: R? — R, (z,y) —
2z + y auch wieder differenzierbar und wir haben 0,0, f(z,y) = 2, 0,0, f(z,y) = 1.
Analog gilt dies auch fiir 9, f mit 9, f (z,y) = 3y*+z und 9,0, f(x,y) = 1, 9,01 f (z,y) =
6y.

Notation. Wir schreiben

o° o 0 0
8951-18951-2 e 5‘:51-[ f-_ailai o 8i£f B Bxl-l 8.’E1‘2 o (%vil

£,

In Analogie zu stetig differenzierbar definieren wir:

Definition 1.3.2. Eine Funktion f: U C R*F — RY, U C RF offen, heifit n-mal stetig
differenzierbar falls alle partiellen Ableitungen von f bis zur n-ten Ordnung existieren
und stetig sind.

Im letzten Beispiel galt 0,0, f(z,y) = 950, f(x,y). Das war kein Zufall:

Satz 1.3.3 (Satz von Schwarz). Sei f: U C R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar.
Dann vertauschen die zweiten partiellen Ableitungen, d.h.

0;0f = 00, f

fur alle 1 <k,j <n.
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1. Differentialrechnung im R™

Beweis. Fiir die bessere Ubersichtlichkeit benutzen wir im Folgenden die Bezeichnung

i 1
(Atg)(@):=1 (g(z +tes) — g(x)) .
Da f zweimal partiell differenzierbar ist, haben wir

lim limn (AL (AL ) () = lim AL(lim (A] f))(x) = lim AL(0 £)(2) = 0,0, /()

s—=0t—0

Das erste Gleichheitszeichen benutzt die Rechenregeln fiir konvergente Folgen — sieht
man direkt, wenn man A} ausschreibt.

Wir wollen nun (A%(A]f))(z) auf andere Weise ausrechnen. Dazu benutzen wir: Ist
g in x in i-ter Richtung partiell differenzierbar, dann folgt aus dem Mittelwertsatz in
einer Variablen, dass es ein « € (0, 1) mit

(Alg)(z) = 0ig(z + ate;)
gibt.
Damit gilt fiir ein 8 = (¢, s) € (0,1)
(AL(ALN) (@) = (AL + Bses) =70 (o + Bses + te;) — flw + sea)
=AJ (0 f)(x + Bse).

Da 0;f noch immer partiell differenzierbar ist, kénnen wir noch einmal den Mittelwert-
satz anwenden und erhalten ein o = «(t, s) € (0,1) mit

(AL(A] ) (x) = 0;0; f (x + Bse; + ate;).
Da 0;0;f stetig ist und «, 8 beschrénkt in ¢, s sind, folgt

;ig%) }%(Ag(Aif))(x) = 0;0;f(x). O
Fiir die Bildung der zweiten partiellen Ableitungen muss die Funktion nur zweimal
partiell differenzierbar sein, aber nicht unbedingt zweimal stetig partiell differenzierbar.
D.h. man kénnte sich fragen, ob der Satz von Schwarz nicht auch schon fiir zweimal
partiell differenzierbare Funktionen gilt — die Antwort ist nein: Ein Beispiel ist hier

2 20 (2,y) # (0,0)
JrREoR (“’)H{ 0" ) = 0.0)

Man kann nachrechnen, dass 0,0, f(0,0) = —1 und 9,0, f(0,0) = 1 ist.

Beispiel 1.3.4. Sei f: U C R — R eine r-mal stetig differenzierbare Abbildung. Sei
p € U und ¢ € R¥. Sei U C R* offen. Dann gibt es ein € > 0 mit ¢(t):=p + tq € U fiir
alle t € (—¢,€). Wir betrachten g: (—¢,€) — R, g(¢) = f(c(t)). Dann ist g r-mal stetig
differenzierbar und wir wollen die Ableitungen berechnen:
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1.3. Héhere partielle Ableitungen

Zuerst bemerken wir, dass ¢(0) = p, ¢(t) = ¢ und ¢¥)(¢) = 0 fiir £ > 1 gilt. Dann
erhalten wir

k

gw—amﬂﬂm:(iﬂ<> ,giwm) =3 et

k ! 2
70 =Y 0 (GLlel0)) = u Y ot feton

kook 5

=33 it F(elt)
i1=11iy=1 Y2
k*

o'f
O () — § e YY)
g (t) Qi1 iz - - - Giy Bz, 014, - .. Oz, fle(t)).

i1, ,00=1

Satz 1.3.5 (Taylor in mehreren Dimensionen). Sei f: Q C RF — R. Sei f n + 1-mal
stetig differenzierbar. Sei x € Q, h € R¥, so dass z+th € Q fiir alle t € [0,1] ist. Dann
gilt

k k

B af 1 onf
i=1 B15neyin =1 " .
Restglied
Taylorpolynom

mit R, (h) = o(|h|™). Insbesondere gibt es wieder eine Lagrangesche Restglieddarstellung,
d.h. es gibt ein 0 € [0,1] mit

k

1 8n+1f

11, int1=1

Beweis. Wir setzen c(t) = x + th fir ¢t € [0,1] und g(t) = f(c(t)). Wenden wir nun
den Satz von Taylor aus Analysis 1 [3, Satz 4.3.4] an, erhalten wir fiir alle n < r ein
6 € [0,1] mit

t’I’LJrl n
9(t) = 3 539(0) + —g "D 60).

Einsetzen der Formeln des letzten Beispiels und setzen von t = 1 liefert die Behauptung.

O

k k k
*Zil ,,,,, ip=1 Zilzl s ZQ:I
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1. Differentialrechnung im R™

Multiindexnotation Sei o = (ay,...,a,) € N* h=(hy,....hp)T € RF, 2 € Q C RF
und f: Q — R’ Dann sei
ali=aq! - ap,!
laf:=a1 + ... + ay,
RORST - pOn
oled olelf
@ﬂp)'iaxl . 8331 . 6$n .. 8.’17n (p)

a1 —mal o, —mal

Man fordert hier mindestens, dass f |«a|-mal stetig differenzierbar ist, denn dann exis-
tieren alle diese partiellen Ableitungen und die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
spielt keine Rolle.

Man nennt o dann einen Multiindex und |«| die Ordnung von c.

Folgerung 1.3.6 (Taylor in Multiindexnotation). Unter den gleichen Voraussetzungen
wie im letzten Satz gilt: Es gibt ein 6 € [0, 1] mit

1 9lel N 1 9lel N
fathy= Y o f@h*+ Y o f@+0h)h
a€NF |a|<n a€NF |aj=n+1

Beweis. Da f oft genug stetig differenzierbar ist, kann man nach dem Satz von Schwarz
die partiellen Ableitungen vertauschen. Vergleicht man diese Formel mit der Version
ohne Multiindizes, dann sieht man die Terme schon die gleichen sind. Man muss
allerdings nachzédhlen, ob diese jeweils in der gleichen H&ufigkeit vorkommen:

Sei a € N¥ mit |a| = j. Dann wird die zugehérige partielle Ableitung in dem letzten
Satz durch alle Tupel (i1,...,i;) gebildet, in denen jedes i € {1,...,k} genau «; mal
vorkommt. Wie oft ist das? Dann muss man «y Stellen des j-Tupel auswéhlen, die man
1 setzt. Dann aus den restlichen (j — aq)-Stellen noch «s-Stellen auswéihle n, die man
auf 2 setzt, usw. Insgesamt hat man also

) ()

_]' (]—al)' (j—al—...—aj,l)! - _]'

:(Xl!(j — 041)! Oéll(j — Q1 — 042)! Oéj!O! J

Das erklart, warum aus den %-Faktoren im Satz von Taylor in der Multiindexnotation
ein % wird. O

Beispiel 1.3.7. Rechnen wir mal explizit das Taylorpolynom der Funktion f(z,y) =
2% + zy + 3% + y aus. Die Funktion ist schon ein Polynom zweiten Grades, d.h. das
Taylorpolynom zweiten Grades um (0, 0) sollte sowieso schon f sein. Wir machen es
trotzdem, um die Multiindexnotation noch mal zu sehen, d.h. wir brauchen

1 ol N olel . olol .

2 a@ (Oa O)h - f(oa 0) + Z %f(0,0)h + Z O f(070)h .
aeNF=2, a€EN?, aEN?,
|| <n=2 la|=1 la|=2
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1.4. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace

Fiir « € N? mit |o| = 1 gibt es die Moglichkeiten (1,0) und (0,1) und fiir « € N?
mit o] = 2 die Moglichkeiten (2,0), (1,1) und (0,2). Damit haben wir fiir das zweite
Taylorpolynom:

1 1
£(0,0) +02 £(0,0)h1 +0y £ (0, 0)ha+ 50:00.f (0, 0)h3 +0:0y £ (0, 0)haho + 50,9y £ (0, 0) b

=0+ (22 + Y)|amy=0h1 + (& 4+ 2y + 1)|a=y=oha + h? + hihy + h3
=f(h).

1.4. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace

Wir wollen nun ein paar erste sehr oft vorkommende Differentialoperatoren (die kann
man sich erst mal grob vorstellen als Operationen, die aus verschiedenen partiellen
Ableitungen zusammengesetzt sind) kennenlernen.

1.4.1. Gradient

Sei f: ) CR™ — R eine differenzierbare Funktion. Sei p € Q. Dann ist D, f: R" — R.
Dieser linearen Abbildung ordnen wir ihren dualen Vektor (dual bzgl. des euklidischen
Skalarprodukts zu) — diesen Vektor nennen wir Gradient von f in p und schreiben
Vf(p). D.h. Vf(p) erfullt

D, f(v) = (Vf(p),v) WoeR™.
€R

Diese Gleichung bestimmt V f(p) eindeutig. Der ’'abstrakte lineare Algebra’-Grund ist,
dass das Skalarprodukt nicht-entartet ist. Man kann das aber auch einfach mal direkt
in Koordinaten hinschreiben. Dann ist D, f eine 1 x n-Matrix und das euklidische
Skalarprodukt ist (z,y) = 2Ty. Also

(Dpf — (V) v =0 VYveR"™

Setzt man nun fiir v alle Einheitsvektoren ein, sieht man, dass (D, f = Vf(p))? sein
muss (das ist genau die Nicht-Entartetheit hier). Also haben wir

Vi) = (Dpf)" = 0ar f (), 0u, f(0))" €R™.

Was misst der Gradient?

e Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstieges:
Schauen wir uns die Richtungsableitungen von f in p an — D, f(v) fiir v € R™ mit
Betrag |v| = 1. Die Richtungsableitung ist die Ableitung von f,(t):=f(p + tv) in
t =0. D.h. D, f(v) ist im Betrag um so grofler, je steiler f, in ¢ = 0 ist. Skaliert
man v, skaliert sich D, f(v) (da linear). Das entspricht aber nur er Anderung der
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1. Differentialrechnung im R™

X ) 1.0 10

Abbildung 1.5.: Graph der Funktion f(z,y) = 2 —y2. In blau die Niveaumenge f~!(c)

der Gradient in den Punkten der Niveaumenge steht senkrecht auf
dieser Niveaumenge.

Skala/Einheiten fiir ¢. Damit wir das fiir verschiedene Richtungen vergleichen
kénnen, wéhlen wir |v| = 1. Wegen D, f(v) = (V f(p),v) ist dieser Betrag am
groften, wenn v || V£ (p) gilt. Also fiir v = + ;;Ei;l falls Vf(p) # 0 und damit
ist v insbesondere bis auf das Vorzeichen eindeutig.

Der Gradient steht senkrecht auf Niveaumengen:

Sei ¢ € R. Dann nennen wir f~!(c) C R" eine Niveaumenge* von f. Sei nun
v: (—€,€) = R™ eine differenzierbare Kurve mit f(-y(t)) = c. Somit haben wir fiir

p=7(0):

(7/(0), VF(p)) = Dpf(/(0)) " (0 4y (0) =" 0,

also steht der Gradient senkrecht auf allen differenzierbaren Kurven, die innerhalb
einer Niveaumenge verlaufen, vgl. Abbildung 1.5. Wir sagen kurz: Der Gradient
steht senkrecht auf Niveaumengen.
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1.4. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace

H
wt
Lénge der Vektoren

Abbildung 1.6.: Links: Das Vektorfeld V (z,y) = (z,y)T, div V =2, rot V = 0.
Rechts: Vektorfeld V(x,y) = (—y,z)T, div V =0, rot V = 2.

Wo kommt der Gradient vor?

e Viele Kraftfelder F: R¥ — R¥ in der Physik (da i.A.k = 3) lassen sich als
Gradient eines Potentialfeldes V': R¥ — R beschreiben (sogenannte konservative
Krifte): Das Bild/die Interpretation kommt aus der Mechanik. Wenn wir uns als
das Potential eine Berglandschaft vorstellen V: R? — R und wir setzen in den
Punkt (x,y, V(z,y)) eine Kugel. Dann bewegt die sich in Richtung des steilsten
Abstieg, also in Richtung des Gradienten.

e Oft sind Strome Gradienten, z.B. ist der Warmestrom proportional zum Gradien-
ten der Temperatur.

1.4.2. Divergenz

Funktionen V:  C R™ — R"™ werden oft als Vektorfelder interpretiert, vgl. Abbil-
dung 1.6.

Sei V partiell differenzierbar. Die Divergenz eines Vektorfeldes V = (Vi,...,V,)T in
p € Q) ist definiert als

divV(p):= gch (p)-

i=1

Dann ist divV: Q Cc R™ — R.

Was misst die Divergenz?

Die Divergenz misst die Netto-Quellen/Senkendichte des Vektorfeldes. Was soll das
heiflen? Integriert man die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes iiber
ein Gebiet, z.B. einen Quader, dann ist das Ergebnis gleich dem Integral iiber den
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1. Differentialrechnung im R™

vy A A
S
S
A a4
i AV

v v VY

R

Abbildung 1.7.: Die blauen Vektoren sind duflere Einheitsnormalenvektoren auf dem
Rand des Quadrates. Die roten Vektoren reprisentieren (V,n)n, D.h.
der Betrag von (V,n) ist die Lange der Projektion von V auf n und
das zugehorige Vorzeichen gibt an, ob der Vektor (V,n)n in die gleiche
oder entgegengesetzte Richtung wie n zeigt. fRan 4(V,n) misst also, ob
in der Summe mehr ins Quadrat hinfliesst als rausfliesst. Wenn ja, gibt

es innerhalb des Quadrats eine Senke. Falls es umgekehrt ist, dass gibt
es eine Quelle.

TN

/
/
|

Rand des Gebietes des Anteils des Vektorfeldes, der senkrecht zum Rand steht, vgl.
Abbildung 1.7.

/ div V = (Vin)
Quader [—a,a]™ Rand des Quaders [—a,a|™

Hier ist n der d4uflere Einheitsnormalenvektor auf dem Quader.

Wir haben zwar noch nicht definiert wie man Integrale in mehreren Dimensionen
definiert, aber fiir Quadrate, Quader etc, ist es einfach, als ob man erst in z-Richtung
integriert und die weiteren Koordinaten festlédsst, dann das Ergebnis in y-Richtung etc.
Das ist hier erst einmal gut genug - mehr spéter.

Nimmt man dies aber erst einmal als gegeben an, erhédlt man im Limes

1
divV(0) = lim

V,n).
a—0 Volumen Quader (: (2a)n) /Rand des Quaders [—a,a]"< 7n>

Noch mal zu Abbildung 1.6: Fiir das Vektorfeld V(z,y) = (z,y)? ist die Divergenz
konstant positiv — jeder Punkt ist Netto eine Quelle. Das sieht man am Bild sehr gut
in der Null, weil dort V selbst Null ist. In jedem anderen Punkt (xg,yo) wiirde man
genau das gleiche Bild, wenn man von V das konstante Vektorfeld (zq,y0)” abzieht,
was nichts an der Divergenz dndert.
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1.4. Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace

Das Vektorfeld V(z,y) = (—y, x)T ist divergenzfrei, hat also keine Quellen und Senken.
Im Ursprung sieht man das wieder sehr gut, da sich das Vektorfeld um den Ursprung
dreht. In jedem anderen Punkt (zg,yo) erhilt man wieder das gleiche Bild, wenn man
wieder von V das konstante Vektorfeld (—yo,x¢)? abzieht.

Setzen wir Gradient und Divergenz zusammen, erhalten wir einen sehr oft vorkommen-
den Differentialoperator:

Definition 1.4.1. Sei f: R® — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Der
Laplace-Operator ist definiert durch

Af:=div(gradf) = E”: & '—zn: 1
—~ Ox; Ox;0x;

‘Wo kommt z.B. der Laplaceoperator vor?

~

Q
o

N

e Zur Beschreibung des Gleichgewichtszustand in Diffusionsprozessen, z.B. fir
stationdre Warmeverteilung.

e In der Darstellung gemittelter Grofien

e Bei der Beschreibung von Zustédnden, die Energien minimieren.

1.4.3. Rotation

Den Begriff der Rotation gibt es fiir Vektorfelder in R? und R3. Wir beginnen mit R2.
Sei V: R? — R? partiell differenzierbar. Seien (z,y) die Koordinaten im R2. Die
Rotation von V = (V,,, V)T in p ist definiert als

rotV (p) = 9.V, (p) — 0yVa(p).
Vgl. Abbildung 1.6.

Was misst die Rotation in 2D?
Sei V stetig differenzierbar. Wird der Rand des Quadrates mittels einer Kurve v: [0,1] —
R? beschrieben, dann ist

/ ot V= [ V6. ()t
Quadrat [—a,a]? 0

kommt spéter. Aber was sagt uns das? Hier misst (V' (y(t)),~'(¢)) den Anteil von V in
Richtung des Randes und das Integral mittelt, d.h. wir messen, ob im Mittel sich das
Vektorfeld um den Rand dreht, vgl. Abbildung 1.8.

Kommen wir nun zum dreidimensionalen Fall:

Sei V: R3 — R3 partiell differenzierbar. Seien (z,y,z) die Koordinaten im R3. Die
Rotation von V = (V,,,V,,V.)T in p ist definiert als

0V, — 9,V
rotV(p) = | 0,Vy — 0V,
0.V, — 8,Va.
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1. Differentialrechnung im R™
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Abbildung 1.8.: v parametrisiere den Rand des Quadrates in mathematisch positiver
Drehrichtung. Dann misst (V' ((¢)),~’(t)) den Anteil von V' in Richtung
des Randes. Das Integral dariiber misst, ob sich in der Summe V' um
das Quadrat dreht.

Was misst die Rotation in 3D?

Die 1.Komponente der Rotation misst inwieweit sich das Vektorfeld in der y, z-Ebene
um den betrachteten Punkt dreht — also inwieweit sich das Vektorfeld um die x-Achse
durch diesen Punkt dreht. Analog fiir die anderen Komponenten. Insgesamt ist rotV (p)
ein Vektor, dessen Liange und Richtung die Stdrke und Achse der maximalen Rotation
abbildet.

Es gilt (Ubungsaufgabe 9.ii):

Lemma 1.4.2. Seien f: R® — R und V: R3 — R3 zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt
divrotV =0 wund rotgrad f =0

Wo kommt die Rotation z.B. vor?

(i) Rotation in zwei Dimensionen wird oft in der Meteorologie verwendet — fiir die
Rotation von Luftbewegungen. Zwar ist Wind in Wirklichkeit ein dreidimensiona-
les Vektorfeld. Aber fiir viele Fragen ist nur die Ebene parallel zur Erdoberfliche
relevant.

(ii) Die Maxwell-Gleichungen sind die grundlegenden Gleichungen der Elektrodyna-
mik. Sie beschreiben die Wirkung eines elektromagnetischen Feldes auf elektrische
Ladungen und die Wechselwirkung zwischen dem elektrischen Feld E und dem Ma-
gnetfeld B. Das elektrische Feld F, das Magnetfeld B ist definiert auf einem (nicht
notwendigerweise beschriinktem) Gebiet Q2 C R3. Beide GréBen sind zeitabhiingig,
dh. E: QxR —= R3 B: QxR — R3. Weiterhin wird die elektrische Ladung
durch eine zeitabhéngige Dichtefunktion p: 2 x R — R und die Stromverteilung
durch den zeitabhéingigen Stromdichtevektor j: Q x R — R3 beschrieben. c ist
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1.5. Komplexe Funktionen

die Lichtgeschwindigkeit. Es gelten die Maxwellgleichungen (hier sind pg und €

Naturkonstanten):
Gaufy’sches divE = % Ladungen sind Quellen
Gesetz des elektrischen Feldes
Gaufl’sches divB =0 Das Magnetfeld ist quellenfrei.
Gesetz fiir = keine magnetischen Monopole
Magnetfelder
Induktionsgesetz rotk = —%—? Anderungen der magnetischen
(Faraday Gesetz) Flussdichte erzeugen

ein elektrisches Wirbelfeld*

Ampéresches rotB = uo(j + eo%—]f) Elektrische Stréome und zeitl.
Gesetz Anderungen des elektr. Feldes
(= Verschiebungsstrome)

ergeben ein magn. Wirbelfeld.

1.5. Komplexe Funktionen

Eine Funktion f: C — C kann auch immer als Funktion von R? nach R? begriffen
werden. Zum Beispiel

fi:C=C, f(z=x+iy) = 2 (z,y)" = (2 —y?, 20y)"
f:C—=C f(z)=7% (@, y)" = (z,—y)".

Als Funktionen von R? — R? sind beide Funktionen differenzierbar (man sagt f;: C — C
ist reell differenzierbar) mit

2 =2y 1 0
Dy fr = <2y 9 ) s Dy fo= <0 _1)

Hier sind D, . fi: R> — R?, wie immer, R-lineare Abbildungen.

Andererseits kann man den Differenzierbarkeitsbegriff von Analysis 1 auch anders auf
komplexe Funktionen f: C — C verallgemeinern, in dem man in der Definition aus
Analysis 1 ’einfach jedes R durch ein C ersetzt’.

*Fir das Minuszeichen siehe Lenzsche Regel — https://de.wikipedia.org/wiki/Lenzsche_Regel.
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1. Differentialrechnung im R™

Definition 1.5.1. Eine Funktion f: C — C ist in z9 € C komplex differenzierbar,
wenn es ein a € C mit
f(z) = f(#0)

lim ———————= =g
zZ—20 zZ— 20

Dann ist f/(z9) = a die komplexe Ableitung von f in z.

Das funktioniert, da C ein Korper ist, und wir somit dort eine Multiplikation haben.
Beim R™ ginge das nicht.

Ganz analog wie in Analysis 1 erhalten wir die lineare Approximationseigenschaft, also,
dass f in zy genau dann komplex differenzierbar ist, wenn

f(zo+h) = f(20) + ah + o(|h|) fir h — 0.

Hierbei bedeutet fiir g: C — C wieder g(z) = o(|z|) gilt, falls lim,_,o 22} = 0 gilt —

iR
also wie in Analysis 1 nur dieses Mal mit Limes in den komplexen Zahlen.
Die naheliegende Frage ist nun: Ist fiir eine Funktion f: C — C komplex diffe-
renzierbar und reell differenzierbar das gleiche?

Dazu halten wir erst einmal fest: In Analogie zu Differenzierbarkeit in R™ kénnen wir
f'(20): C = C, z — az wieder als lineare Abbildung auffassen — jedoch dieses mal als
C-lineare Abbildung. Damit entspricht unsere Frage der Frage, ob man jede (R-)lineare
Abbildung R? — R? (hier das Differential D, f) als (C-)lineare Abbildung C — C
(hier Multiplikation mit f’(zp)) auffassen kann und umgekehrt.

Die Antwort ist nein:

Jede C-lineare Abbildung C — C, also jede Multiplikation mit einer komplexen Zahl a,

ldsst sich als Multiplikation mit einer reellen 2 x 2-Matrix schreiben — also als R-lineare
Abbildung R? — R2:

Sei a = |ale'? die Darstellung von a in Polarkoordinaten. Dann entspricht Multiplikation

von z € C mit a der Streckung mit » und einer Drehung um den Winkel ¢ — also einer
Drehstreckung, vgl. [3, Abschnitt 3.9.2 |:

az «

Sei z =z +iy = (z,y)T € R Dann ist

| v a .

COS Sin X
laz| H—|a| .z a-z:|a|< oY ‘p)<>.
, 7 L —sing cosp ) \y
\N//M

oy >
'\ // X

V7 -
-

D.h. jede komplex differenzierbare Funktion ist auch reell differenzierbar und aus

ey . USRI . . . cosyp sinep
a = f'(zp) erhélt man mittels obiger Gleichheit D, f = |a| (_ sing cos SD)'
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1.6. Extremwertprobleme

Andererseits sehen wir somit auch, dass eine reelle 2 x 2-Matrix A = (a;;) dann nur dann
zu einer Drehstreckung gehort und damit der Multiplikation mit einer komplexen Zahl
entspricht, wenn gilt: a;1 = ase und a12 = —as; gilt. Auf dem Level der Jacobimatrix
miissen also die Gleichungen

8xf1 = ayfza 83cf2 = _8yf1
— die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen — gelten, wobei f: R? — R?, (z,y)T
(f!(z,y), f2 ()" ist.
Also ist nicht jedes f: C — C, welches reell differenzierbar ist auch komplex differenzier-

bar. Von unseren zwei Beispielen vom Anfang ist f;(z) = 22 komplex differenzierbar,
fa(z) = Z hingegen nicht.

Komplexe Differenzierbarkeit ist also eine stédrkere Forderung als reell differenzierbar.
Es lohnt sich komplexe Differenzierbarkeit anzuschauen, weil der Fakt, dass C ein
Korper ist, zu besseren Eigenschaften und mehr Moglichkeiten fithrt. Als einfaches
Beispiel sieht man mit dem gleichen Beispiel wie in Analysis 1, dass fiir Funktionen
f: C — C die Produkt- und Quotientenregel gilt. Die Funktionentheorie beschéftigt
sich ausfiihrlicher mit komplexer Differenzierbarkeit.

1.6. Extremwertprobleme

Haben wir eine reellwertige Funktion f: Q@ C R®™ — R koénnen wir ganz analog zu
Analysis 1 die Frage nach lokalen Maxima oder Minima stellen. Wie in Analysis 1 ist
ein p € Q ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein € > 0 gibt mit
fla) < f(p) (bzw. f(p) < f(g)) fir alle g € 2N Be(p).

In Analysis 1 hatten wir gesehen, dass fiir differenzierbare Funktionen die Funktion
nur dann in p ein lokales Maximum/Minimum haben kann, wenn dort ihre Ableitung
verschwindet. Das gilt auch in mehreren Variablen:

Lemma 1.6.1 (Notwendige Bedingung). Sei f: U C R™ — R differenzierbar und
U CR" offen. Sei p € U ein lokales Mazimum oder Minimum. Dann gilt D, f = 0.

Beweis. Sei p € U ein lokales Maximum (Fiirs Minimum folgt es ganz analog). Dann

hat f: R = R, t — f(p+te;), fiiri =1,...,n, in t = 0 ebenfalls ein lokales Maximum.

Damit gilt nach Analysis 1, dass 0 = f/(0) = 0, f(p) ist. Somit ist D, f = 0. O
Gilt D, f =0, aber p ist kein lokales Maximum oder Minimum, nennen wir p wieder
Sattelpunkt von f.

Fiir Funktionen g: R — R in einer Variable kennen wir auch ein hinreichendes Kriterium,
dafiir dass p ein lokales Minimum ist: ¢’(p) = 0 und ¢”(p) > 0. Was war dort das
Argument - in kurz:

Fiir g zweimal stetig differenzierbar ist

/ _ t2
g+ 2+ 0t L fiirein 0= 6(¢) € [0,1]
—_— 2

>c>0 fur ¢ klein genug
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1. Differentialrechnung im R™

>9(p) + t2§ > g(p).

Versuchen wir also einfach den &hnlichen Ansatz fiir zweimal differenzierbare f: Q C
R™ — R: Sei 2 offen, p € Q, h € R™ und € > 0 derart, dass p + th € Q fiir alle |t| < €
gilt. So ein € existiert, da 2 offen ist. Dann ist

_ 2 n 2
om0 g+ S S STy, (12)
10T

,j=1

?wann positiv oder zumindest nicht negativ?

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir diesen quadratische Term als quadratischen
Form interpretieren.

1.6.1. Quadratische Formen

Sei b: R” x R" — R eine symmetrische Bilinearform. Dann nennen wir ¢: R” — R,
v +— b(v,v), die zugehorige quadratische Form.

Beispiel 1.6.2. Sei f: R” — R zweimal stetig differenzierbar und sei p € R™. Dann
ist die n x n-Matrix

62
Hess, ()= (5o )

nach dem Satz von Schwarz symmetrisch — die Hessische von f in p. Somit ist der

Term .
>

,j=1

2
5D (p+ 0th)h;h; = (h,Hesspioin(f)h),
10

der uns fiir die Extremwertbestimmung interessiert eine quadratische Form.

Allgemeiner definiert jede symmetrische Matrix B € Matg(n,n) definiert eine sym-
metrische Bilinearform durch b(v,w):=(v, Bw) = vT Bw. Andersherum kann jede
symmetrische Bilinearform derart dargestellt werden: B = (b(e;, €;));.

Definition 1.6.3. Die symmetrische Bilinearform b: R™ x R™ — R heif}t
e positiv definit falls b(v,v) > 0 fiir alle v € R™ \ {0} gilt.
e positiv semi-definit falls b(v,v) > 0 fiir alle v € R™ gilt.
e indefinit, falls weder b noch —b positiv semi-definit ist.

Ist B eine reelle symmetrische n x n-Matrix, dann nennen wir B positiv (semi-
)definit/indefinit, falls die zugehorige Bilinearform (., B.) positiv (semi-)definit/indefinit
ist.

Lemma 1.6.4. Sei b: R™ x R™ — R eine positiv definite Bilinearform. Dann existiert
ein ¢ > 0, so dass b(v,v) > c|v|? fiir alle v € R™ gilt.

32



1.6. Extremwertprobleme

Fir die Aussage gibt es auch einen linear-Algebra-Beweis. Wir machen hier einen
analytischen.

Beweis. Angenommen es gibe kein solches ¢. Dann muss es eine Folge v; € R™ \ {0}
U

mit ﬁb(vi, v;) — 0 fiir ¢ — oo geben. Setzen wir wi::ﬁ. Dann haben wir eine Folge
w; auf der Einheitssphéire S;1(0):={z € R™ | |z| = 1} des R". Diese Einheitssphére
ist kompakt (nach Heine-Borel, da abgeschlossen und beschriankt). Also muss es eine
konvergente Teilfolge w;;, — w € S1(0) geben. Da die Abbildung v € R™  b(v,v) €
R stetig ist (sogar differenzierbar, vgl. Beispiel 1.2.9.v), muss Wb(vij,vij) bilin.
b(ws,;, w;;) — b(w, w) konvergieren. Also wére b(w,w) = 0. Da w # 0 und b positiv
definit war, gibt das den gesuchten Widerspruch. O

b1 bi2

Beispiel 1.6.5 (Symmetrische Bilinearformen fiir n = 2). Sei B = <b b
12 b2

>. Dann
ist
_ T 2 _ 2 2
v=(z,y)" €R*— (v, Bv) = b112° + 2b1axy + baoy”.

Hier kann man recht direkt herausfinden, wann diese Form positiv definit ist: Setzt
man y = 0, folgt b1; > 0. Analog folgt aus x = 0, dass bys > 0. Fir z # 0 kénnen wir

schreiben: )
z? <b11 + 2512g + bao (g) )
x x

Dies ist genau dann positiv, wenn die quadratische Funktion in £ keine reellen Nullstellen

b%2 b1 b%z—bubzz .
2 T h. = T T .

hat, also genau wenn 0> 3 b B ist
22 22 22

Zusammenfassend ist B genau dann positiv definit, wenn b1; > 0 und detB = by1bos —
b2, > 0 ist (daraus folgt dann auch bey > 0). Analog sieht man, dass B genau dann
positiv semi-definit, wenn b7 > 0, byo > 0 und detB > 0 gilt.

Ein analoges Kriterium fiir positive Definitheit gibt es auch fiir n > 2. Das bendotigt
den Begriff von Hauptminoren.

) ) ) a11] a12 a1z |-.. Qin | A
S.el A = (aw) eine n X n—Matrlx. Dann as1 oy |93 |... as, As
sind die fuhfenden Hauptmznoren von A az1  aza  asz3 |... as, A3
alle oberen linken quadratischen Teilma-
trizen Ax = (asj)i j=1,... .k, vgl. rechts.

apl  Qp2 4np3 ... Gpp

Satz 1.6.6 (Hurwitz-Kriterium). Sei A eine reelle symmetrische Matriz. Dann ist A
genau dann positiv definit, wenn alle fiihrenden Hauptminoren positive Determinante
besitzen.

Beweis. [5, S. 559] U

Fiir 2x2-Matrizen gibt das Hurewitz-Kriterium genau die Bedingungen aus Beispiel 1.6.5
wieder.
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1. Differentialrechnung im R™

Bemerkung 1.6.7. Man konnte jetzt glauben, dass es um positiv semi-definit zu
iiberpriifen vielleicht ausreicht, dass alle fithrenden Hauptminoren nichtnegative Deter-
minante besitzen. Das stimmt nicht — haben wir eigentlich schon in Beispiel 1.6.5 gesehen.
Aquivalent zu positiv semi-definit ist, dass die Determinante aller Hauptminoren, das
sind Ax<r = (@i5)i j=k k+1,...¢, Dichtnegativ ist.

Il — A ist positiv definit genau dann, wenn (—1)Fdet A; > 0 fiir alle k = 1,...,n gilt.
(Liegt an der Multilinearitat der Determinante).

Bezug zur linearen Algebra. Jede reelle symmetrische Matrix B hat ausschlieflich
reelle Eigenwerte A; und ist diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis vy, ..., v, von R”
bzgl. dieser B die Form

A0 ...0

0 X ... O
diag()\l, ey )\n):

0 0 ... A\

annimmt. Die Basis kann immer als positiv orientiere Orthonormalbasis gewahlt
werden, also (v1,...,v,) € SO(n), was wir ab sofort annehmen. Dann gilt b(v,v) =
(3 agg, Z?Zl ajju;) =S Nad v =31 a;v;. Daraus folgt direkt:

Lemma 1.6.8. Sei b: R™ x R™ — R eine symmetrische Bilinearform mit zugehoriger
symmetrischer Matriz B. Seien Ay < Ao < ... < \, die Eigenwerte von B. Dann gilt

Ai[vf? < b(v,v) < Anfo]?.

Insbesondere, ist b positiv definit/positiv semi-definit, wenn B nur positive/nicht-
negative Figenwerte besitzt. Sie ist indefinit, falls B sowohl positive als auch negative
Eigenwerte besitzt.

Beweis. Sei (vi,...,v,) eine Orthonormal-Eigenbasis von B zu den Eigenwerten
A1, ..., An. Dann folgt fiir v = Y"1 | oo

n n n
min A; E Nia? < b(v,v) = E Aia? < max )\ E o,
J , J ;
=1 i=1

— — —
;/—/ ——
=|v|? =|v|?
was die Behauptung ist. O
Was man aber an der Eigenwertdiskussion sieht, ist folgendes: Sei (vq,...,v,) eine

positiv orientierte Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B. Betrachten wie unsere
symmetrische Bilinearform bzgl. des Koordinatensystems was durch diese Basis gebildet
wird, dann hat v — b(v,v) die Form

n
(x1,...,2,)" — Z/\Z-x?.
i=1
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1.6. Extremwertprobleme

Da (vy,...,vy,) € SO(n) gilt, geht dieses neue Koordinatensystem aus unserem Stan-
dardkoordinatensystem des R™ durch Rotation hervor. Fiir n = 2 treten also modulo
Rotation des Koordinatensystems nur die Félle aus Tabelle 1.1 auf.

Normalform f(x,y) Hohenlinienplot™® Graph

2 2
&+
positiv definit

$2 . y2
aZ ~ b2
indefinit

0051 7
0570 =
0001 7

[ om0t
[ 0sz0
[ o0sT

152 3 il
a2

semi-definit

Tabelle 1.1.: Bis aufs globale Vorzeichen sind dies alle Falle von Normalformen, die fiir
n = 2 auftreten konnen. Am Hohenlinienplot sieht man gut die Bedeutung
der Eigenvektoren. Im ersten Fall zeigen die Eigenvektoren in Richtung
der Hauptachsen der Ellipsen, im zweiten Fall in Richtung der Verbindung
der Brennpunkte der Hyperbeln einer Niveaumenge.

*Héhenlinienplot: Sei f: R?2 — R. Statt f als Graph in R3 darzustellen, kann man einen Niveau-
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Das ist insbesondere ein 'Lineare-Algebra’-Beweis von Lemma 1.6.4. Insbesondere
ist also B positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv sind. Die Eigen-
wertberechnung kann allerdings schwierig sein — Determinantenberechnung wie im
Hurwitz-Kriterium ist einfacher.

1.6.2. Hinreichende Bedingung
Kommen wir zuriick zum Extremwertproblem.

Lemma 1.6.9 (Notwendig fiir lokales Maximum/Minimum). Sei f: Q@ C R® — R
zweimal stetig differenzierbar. Sei Q C R™ offen und sei p € Q. Sei p lokales Minimum
bzw. Maximum. Dann muss Hess,(f) bzw. —Hessy(f) positiv semi-definit sein.

Beweis. Sei p ein lokales Minimum (Maximum geht analog). Dann gilt (1.2)

2
Flp+ th) = f(p) + ST Hessy uon()h.

Nehmen wir an, Hess, sei nicht positiv semi-definit. Dann gibt es ein A € R mit
31 j=1 Hessy(f)hih; = a < 0. O.B.d.A. sei |h| = 1. Da f zweimal stetig differenzierbar
ist, sind alle zweiten partiellen Ableitungen, also alle Eintrdge in der Hessischen stetig.
Also folgt mit & = 0(t) € [0,1], dass hTHess,son(f)h — hTHess,(f)h = a gilt fiir
t — 0. Damit gibt es ein ¢y derart, dass h” Hess, 0 (f)h < & fiir alle t € [0, to).
Damit haben wir

2 5 t?a
f(p+th) — f(p) :Eh Hessp i on(f)h < 59
fiir t = 0 und ¢ € [0,tp]. Dann kann aber p kein lokales Minimum sein. O

Mit letztem Lemma erhalten wir sogar direkt eine hinreichende Bedingung fiir Sattel-
punkte:

Folgerung 1.6.10. Sei f: Q C R™ — R zweimal stetig differenzierbar. Sei Q2 C R"™
offen und sei p € Q mit D, f =0 und Hess,(f) indefinit. Dann ist p ein Sattelpunkt
von f.

Allerdings zeigt uns das nichste Beispiel, dass fiir einen Sattelpunkt nicht notwendiger-
weise die Hessische indefinit sein muss.

Beispiel 1.6.11. Fiir f(z,y) = 2? ist Doy f = (322,0) = 0 genau dann, wenn
(z,y) = (0,y) fiir y € R ist. Es ist Hess(g,) = 8 8) positiv semi-definit. Trotzdem
ist (0, y) nie ein lokales Maximum oder Minimum und damit ein Sattelpunkt.

Ein lokales Maximum p von f: 2 C R™ — R heiflt isoliert, wenn es ein € > 0 gibt,
so dass es in B.(p) N Q keine weiteren lokalen Maxima gibt, also f(q) < f(p) fiir alle
q € (Be(p) \ {p}) N Q gilt (analog fiir isolierte lokale Minima).

mengenplot/Ho6henlinienplot machen. D.h. man zeichnet f’l(c) fiir verschiedene c ... wie Hohenlinien
auf einer Landkarte .. und beschriftet die Linien mit dem jeweiligen c.
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1.6. Extremwertprobleme

Satz 1.6.12 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Maxima/Minima). Sei f: U C R™ —
R zweimal stetig differenzierbar. Sei U C R™ offen und seip € U. Sei D, f = 0 und
set Hess,(f) (bzw. —Hessy(f)) positiv definit. Dann hat f in p ein isoliertes lokales
Minimum (bzw. isoliertes lokales Mazimum,).

Beweis. Da D, f = 0 ist, gilt wieder
2
flp+th) = f(p) + ghTHeSSerteh(f)h

fir 6 € [0,1], s. (1.2). Da Hess,,(f) positiv definit ist, gibt es nach Lemma 1.6.4 ein ¢ > 0
mit AT Hess,(f)h > c fiir alle h € R mit |h| = 1. Da f zweimal stetig differenzierbar
ist, sind alle zweiten partiellen Ableitungen, also alle Eintriage in der Hessischen stetig,
also gibt es ein € > 0 mit A" Hess,(f)h >  fiir alle ¢ € 2N Be(p). Also insbesondere
fir alle ¢ = p 4 t6h mit |h| =1, |[t| < € und 6 € [0, 1]. Damit haben wir

t2 t?c
f(p+th) — f(p) :ghTHeSSert@h(f)h 25520
fiir ¢t € [0, tp]. Damit ist p ein lokales Minimum und sogar ein isoliertes, da Gleichheit
nur fiir ¢t = 0 (also ¢ = p) auftritt. O

Beispiel 1.6.13.

(i) Sei f(z,y) = cosx +siny, vgl. Abbildung 1.9. Hier ist D(, ) f = (—sinx,cosy).
D.h. wir haben lokale Extremstellen in (k7,5 + m0)T =: py fiir alle k, ¢ € Z.

— oS T 0 (—1)k+1 0
Hessm (f) = < 0 —sin y> |(ac,y)T=pk-e = < 0 (71)Z+1

Fir k& und ¢ gerade ist —Hess,,,(f) positiv definit und somit pg, ein lokales
Maximum. Fiir £ und ¢ ungerade ist Hess,,,(f) positiv definit und somit pge
ein lokales Minimum. Fiir eins gerade und das andere ungerade ist Hess,,,(f)
indefinit und somit pg, ein Sattelpunkt.

(i) Sei f(z,y) = 23 + 2%y + y* + 2y. Dann ist Dy f = (322 + 22y, 22 + 2y + 2).
Damit diese verschwindet muss also gelten:
(1) 32% 4 22y =0
(2) 2?2 +2y+2=0

1
folgt aus (2) y=—1- 5952

einsetzen in (1) 0 =32% — 22 — 2*

Die Losungen fiir x sind 0, 1 und 2. Dazu gehoren die y-Werte —1, —3/2 und —3.

Die Hessische
6x + 2y 2x
Hess(z’y)(f) = ( 9 Y 2)

ist in (0, —1) und (2, —3) indefinit (das sind also Sattelpunkte) und in (1, —-3/2)
positiv definit (das ist also ein isoliertes lokales Minimum).
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1. Differentialrechnung im R™

rhdoon,.
D550 060

Abbildung 1.9.: f(z,y) = cosx + siny

Vergleichen wir noch mal die Bedingungen fiir Extremwertbestimmung im R"™ mit dem
Spezialfall n = 1:

Dim notw. hinr. f. hinr. f. SP 2. Abl. reichen
f. Extr. lok. Max/Min nicht
1L | f(p)=0 =f"(p) >0 - f'(p) =0

n | Dpf =0 | £Hess,(f) pos. def. | Hess,(f) indef. | £Hess,(f) pos. semi-def.

Tabelle 1.2.: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Extrema sind in
hoheren Dimensionen ganz analog. Was man aber sieht, dass in héheren
Dimensionen noch neue Effekte sichtbar werden. In einer Variablen muss
flir einen Sattelpunkt die zweite Ableitung gleich Null sein und es gibt
keine Moglichkeit schon daran abzulesen, ob man in p wirklich einen
Sattelpunkt hat. Fiir n > 1 gibt es allerdings ein hinreichendes Kriterium
fiir einen Sattelpunkt nur aus den zweiten Ableitung in p — néamlich
wenn die Hessische in p indefinit ist (Das kann in einer Dimension nicht
passieren).

1.7. Umkehrabbildungen und implizite Funktionen

Woche 4 1.7.1. Umkehrabbildungen

Wir wollen uns nun einmal anschauen, was fiir bijektive differenzierbare Funktionen
iber die Ableitung der Umkehrfunktion aussagen kénnen, sofern diese existiert. Zur
Frage der Existenz kommen wir spéter.
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Definition 1.7.1. Seien U,V C R" offen und k¥ € NU{occ}. Eine Abbildung f: U — V.
heift C*-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! k-mal stetig
differenzierbar ist. Fiir £ = oo sagen wir auch kurz nur Diffeomorphismus.

Beispiel 1.7.2. Aus [3, Satz 4.1.14 und 4.2.8] folgt: Sei I C R ein offenes Intervall . Sei
f: I — R differenzierbar und f’ habe keine Nullstelle. Dann ist f: I — f(I) bijektiv,
f~1 ist differenzierbar. Wir werden bald sehen, dass, wenn f zusétzlich schon stetig
differenzierbar war, dann f~! automatisch auch stetig differenzierbar ist und damit f
ein C''-Diffeomorphismus ist.

Lemma 1.7.3 (Ableitung der Umkehrfunktion). Seien U C R™ und V' C R™ offen.
Sei f: U — V bijektiv. Sei f in o € U und f~' in yo = f(xo) differenzierbar. Dann
istn =m und Dy, f: R® = R" ist invertierbar mit*

‘Dyof_1 = (Da:of)71 :

Bevor wir das beweisen, wollen wir noch kurz kommentieren, warum wir nicht schon
angenommen haben, dass n = m ist. Man kénnte ja vielleicht kurz glauben, dass aus f
bijektiv, dies sowieso schon folgt. Das ist aber falsch, es gibt z.B. (wie schon frither
erwahnt) stetige Kurven, die ein Quadrat vollstindig ausfiillen. Da sieht man auch gleich
dran, dass f bijektiv und stetig noch nicht reicht. Was reichen wiirde, ist: f bijektiv
stetig und die Umkehrfunktion auch stetig. Dann folgt m = n. Das benétigt aber
Methoden, die wir einfach noch nicht kennen und gehort in die Richtung algebraischer
Topologie. In unserem Fall ist f allerdings in xq differenzierbar mit invertierbarer
Ableitung und da ist es ganz einfach:

Beweis von Lemma 1.7.3. Da f in 2g und f~! in yq differenzierbar ist, folgt mit der
Kettenregel angewendet auf f ' o f =Id und f o f~' =1d, dass

Dyt f o Dayf =1d und Dy —j-1(y)f 0 Dy fH =1d

gilt. Also muss D, f invertierbar sein mit Dy, f~' = (D, f)_l. Da die lineare Abbil-
dung D, f invertierbar ist, muss n = m gelten. O

Bemerkung 1.7.4 (Zu invertierbaren Abbildungen/Matrizen). Sei A eine reelle n x n-
Matrix. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass A genau dann invertierbar ist, wenn
detA # 0 ist. Die Abbildung det: Matg(n x n) — R ist stetig’, dass sieht man, da
det(a;;) einfach nur ein Polynom in den Eintrdgen a;; ist.

Auch die Abbildung GL(n,R):={A € Matg(n x n) | detA # 0}* — Matg(n x n),
A — A~ ist stetig: Das sieht man, da gilt:
(_1)i+j
Y Ma(A

detA " i(4),
*Hier wieder mit den .~! aufpassen: Links meint es die Umkehrfunktion von f, rechts die Umkehr-

funktion von Dy, f (bzw. als Jacobimatrix betrachtet die inverse Matrix zu Dg, f).
TDazu muss man Matg(n X n) als metrischen Raum betrachten. Wir identifizieren Matg (n x n) =

(A™h)iy =

R’ (isomorph als Vektorrdume) und benutzen den euklidischen Abstand.
tGL(n,R) - general linear group
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wobei M;;(A) die Determinante der (n — 1) x (n — 1)-Matrix, welche aus A durch
Streichen der j.ten Zeile und i.ten Spalte entsteht. Also ist (A~');; nur eine rationale
Funktion in den Eintrigen von A und somit ist A — A~! stetig.

AuBlerdem ist A € Matg(n X n) genau dann invertierbar, wenn es ein ¢ > 0 mit
|Az| > c|z] fiir alle z € R" gibt (Ubungsaufgabe 14).

Was bringt das fiir uns?

Sei f stetig differenzierbar. Dann hingt D, f stetig von p ab. Sei nun D, f fiir ein p
invertierbar, also det D), f # 0. Dann folgt zusammen mit der Stetigkeit der Determi-
nante, dass ¢ — det D, f stetig ist und damit D, f fiir alle ¢ nahe genug an p auch
invertierbar sein wird, vgl. auch folgendes Lemma.

Zuvor noch folgende Beobachtung: Sei f stetig differenzierbar mit D, f invertierbar fiir
p € U fir ein U C R™ kompakt. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass |D, f(x)| > c|z| fir
alle p € U und alle z € R" (Ubungsaufgabe 14).

Lemma 1.7.5. Seien U,V C R" offen, k € NU {oo}. Sei f: U — V bijektiv und
k-mal stetig differenzierbar. Sei f~1 differenzierbar. Dann ist f~1 schon k-mal stetig
differenzierbar, also f ein C*-Diffeomorphismus.

Insbesondere sagt diese Lemma fiir kK = 1, dass aus f stetig differenzierbar, bijektiv
und f~! differenzierbar schon folgt, dass f ! stetig differenzierbar ist.

Beweis. Wir setzen g:=f~'. Dann gilt D,g = (Dg(p)f)_l, also

agi _ B (_1)i+j
y; (r=1f(q) = m

Mjl(qu)

Da Df stetig in ¢ ist und f~' stetig ist, ist gZ" stetig in p und somit f ein C'-
J

Diffeomorphismus. Da gz; (p) eine rationale Funktion in %( f~Y(p)) ist, folgt aus f

k-mal stetig differenzierbar und f~! = g k — 1-mal stetig differenzierbar, dass auch g
k-mal stetig differenzierbar ist. Also folgt induktiv, dass f ein C*-Diffeomorphismus
ist. O

1.7.2. Banachscher Fixpunktsatz

In Analysis 1 hatten wir schon einige Fragen durch das Finden von Fixpunkten von
Abbildung gelost — Fiir eine Abbildung F': X — X heifit z € X ein Fizpunkt, wenn
F(z) = x gilt.

In Ubungsaufgabe 11 aus Analysis 1 haben wir gesehen, dass jede Kontraktion f: [a,b] C
R — [a,b] C R genau einen Fixpunkt besitzt. Geht man, den Beweis dort noch einmal
durch, sieht man, dass sich die Idee auf metrische Rdume verallgemeinern lasst, solange
man weiB, dass jede Cauchyfolge konvergiert. So werden wir dann bald den Banachschen
Fixpunktsatz erhalten.

Dazu brauchen wir noch ein paar Vorbereitungen: Mit dem analogen Beweis zu Analysis
1, [3, Lem. 4.1.11] haben wir
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Lemma 1.7.6. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Raume. Sei f: X — Y Lipschitz,
d.h. es gibt ein L > 0 mit

dy (f(x), f(y)) < Ldx (x,y)
fiir alle x,y € X. Dann ist [ stetig.

Ist L < 1, dann hief} f eine Kontraktion.

Definition 1.7.7. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge
in X konvergiert.

Beispiel 1.7.8.

(i) C%([a,0]) mit d(f,g) = suppy) [f — g und C([a,b]) mit d(f,g) = supf,y|f —
gl +supp, ) |[f" — ¢'| sind vollsténdig, vgl. Ubungsaufgabe 2.

(ii) R™ mit euklidischem Abstand ist vollstdndig [3, Folg. 3.9.8].

(iii) Abgeschlossene Teilmengen vom R™ (mit euklidischem Abstand) sind vollstén-
dig, da jede Cauchyfolge in R™ konvergiert und aus der Abgeschlossenheit der
Teilmengen folgt, dass der Grenzwert wirklich in der Teilmenge liegt.

Andererseits gilt: Ist A C R™ mit dem euklidischen Abstand vollstdndig, dann
muss A abgeschlossen sein: Nach [3, Lem. 4.1.25] ist A genau dann abgeschlossen,
wenn jeder ihrer Haufungspunkte schon in A liegt. Sei € R™ ein Haufungspunkt
von A, dann gibt es eine Folge z,, in A mit x,, — x. Damit ist z,, insbesondere
eine Cauchyfolge. Da A vollstdndig, muss x damit schon in A liegen, also ist A
abgeschlossen.

Satz 1.7.9 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein nichtleerer vollstindiger me-
trischer Raum. Sei f: X — X eine Kontraktion. Dann besitzt f genau einen Fizpunkt.

Beweis. Sei g € X und z,,4+1 = f(z,). Falls z,, in X gegen ein = konvergiert, dann
gilt, da f nach Lemma 1.7.6 stetig ist, dass f(z) = limp 00 f(2n) = limgy 00 Tni1 = 2.
Also ist = ein Fixpunkt von f. Es kann auch keinen weiteren geben, da aus f(y) =y
folgt:

d(z,y) = d(f(z), f(y) < Ad(z,y),

was wegen A < 1 dann d(z,y) = 0 und somit x = y impliziert.

Es bleibt also zu zeigen, dass x, in X konvergiert. Dazu iiberpriifen wir, dass z,, eine
Cauchyfolge in X ist: Da f eine Kontraktion fiir eine Konstante A < 1 ist, folgt

d(xp, Tnt1) = d(f(Tn—1), f(xn)) < Ad(Tp-1,2,) < ... < AN'd(20,27)

und damit fir n < m mit Dreiecksungleichung

m m . AR
d(-rnvx’m) < Z d(xi—l’xi) < d(x07x1) Z Alil < d(ZOaxl)l — )\
i=n-+1 i=n—+1

Somit ist x,, eine Cauchyfolge. Da X vollstdndig ist, gibt es ein x € X mit lim,,_, o, x,, =
x. O
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Beispiel 1.7.10. Das Heron-Verfahren zur Bestimmung der Quadratwurzel von ¢ > 0,
[3, Def. 2.6.2 und UA 12, 2,41 = 1 (an+—¢L

xn)’ xg = 1, kann als Anwendung des
Banachschen Fixpunktsatzes interpretiert werden. O.B.d.A. fiir ¢ > 1. Dann zeigen
die Abschéitzungen aus [3, UA 12] fiir die Funktion f: [1,00) — [1,00), z — % (z + £),

dass wir darauf den Banachschen Fixpunktsatz anwenden kénnten.

Es gibt viele Anwendungen vom Banachschen Fixpunktsatz. Wir werden ihn gleich in
der Konstruktion lokaler Umkehrfunktionen verwenden und spéter fiir die Konstruktion
von Losungen fiir gewdhnliche Differentialgleichungen.

1.7.3. Satz iiber inverse Funktionen

In Analysis 1 hatten wir gesehen, dass eine stetig differenzierbare Funktion f: I — R,
I C R Intervall, mit f’(x) # 0 fir alle z € I immer invertierbar ist. Wir wollen uns
nun anschauen, ob es davon eine Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen gibt. Die
erste Frage wird sein, wodurch denn die Bedingung f’(z) # 0 wohl ersetzt werden wird,
haben wir in Abschnitt 1.7.1 im Prinzip schon beantwortet: D, f sollte invertierbar
sein. Aber das alleine wird am Ende nicht fiir globale Invertierbarkeit reichen - aber
uns die Invertierbarkeit liefern, also in der Umgebung eines gegebenen Punktes.

Zuerst fithren wir noch einen Begriff ein:

Definition 1.7.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum und p € X. Eine offene Teilmenge
A C X mit p € A nennen wir offene Umgebung von p.

Oft steht in Theoremen/Argumenten dann ’es gibt eine offene Umgebung um p, so dass
gilt ...". Das kann man immer auch einfach ersetzen durch ’es gibt ein € > 0, so dass
fiir Bc(p) gilt ..." Der Vorteil vom ersteren ist, dass man nicht so viele Konstanten
(hier €) spezifizieren muss.

Satz 1.7.12. [Satz dber inverse Funktionen] Sei U C R™ offen und sei f: U — R"™
stetig diﬁer@nzierbc}r. Sei xg € U und Dy, f: R™ = R™ invertierbar. Dann gibt es eine
offene Umgebung U um xg, so dass

o V:=f(U) eine offene Umgebung von yo:=f(xq) ist.
o f: U—V ein C'-Diffeomorphismus ist.

Im Beweis dieses Satzes werden wir das folgende Lemma benotigen:

Lemma 1.7.13 (Schrankensatz). Sei U C R™ offen. Sei f: U — R stetig differenzier-
bar. Seien p,q € U derart, dass die Verbindungsstrecke in U liegt, also p+t(q—p) € U
fiir t € [0,1]. Sei L:=maxeo,1] || Dp+t(q—p) fllrnrr. Dann gilt

|f(p) — f(@)| < Llp—ql.
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y = f(=z)

Yo {- - - -

Abbildung 1.10.: In einer Umgebung U von z besitzt f eine stetig differenzierbare
Umkehrfunktion. Die Bedingung D, f ist invertierbar, bedeutet im
Falle f: R — R, dass f/(z9) # 0 sein muss.

Beweis. Sei h = q — p. Setze fN(t)::f(p + th) fiir t € [0,1]. Dann ist f stetig differen-
zierbar mit f(0) = f(p) und f(1) = f(g). Mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung [3, Satz 4.5.47] und der Kettenregel folgt

f(@) — 1) = F1) - F0) = / 7 (t)dt = / Dy f(h)dt

und somit

1 1
|f(q) = f(p)| < /o |Dpyenf(h)|dt < /o [ Dpsenfll|hldt < |q— pl sgp | Dpstn fl|-

Dieses Supremum ist endlich: Da f stetig differenzierbar ist, hdngen die partiellen
Ableitung stetig vom Punkt ab und damit ist ¢t — ||Dpten f|| ebenfalls stetig. Da
t € [0,1] ist, folgt mit dem Satz von Maximum, dass das Supremum angenommen wird
und damit insbesondere endlich ist. O

Beweis von Satz 1.7.12. Wir betrachten den Fall g = yo = 0." Alle anderen Félle
koénnen darauf zuriickgefithrt werden, in dem man

fU={2€R" |J2g+2€U} =R, 2z f(xo+2)— f(xo)

betrachtet.

Idee ist die Losung von y = f(x) fir gegebenes y (und damit die Umkehrfunktion)
mittels eines Fixpunktproblems zu finden. Aus den Beispielen wissen wir schon, dass
das nur lokal funktionieren kann.

Sei Fy: U = R™, x — (Dof) ' (y — f(z) + Do f(x)). Dann gilt f(z) = y genau dann,
wenn Fy(x) = x ist, also wenn Fy ist = einen Fixpunkt hat, vgl. Abbildung 1.11.

*Das dndert den Beweis nicht oder macht ihn mathematisch einfacher — aber es macht es tiber-
sichtlicher.

43



1. Differentialrechnung im R™

v A

T3 T2 T

Abbildung 1.11.: Fixpunktproblem zum Losen von y = f(x) bei gegebenem Integral.
Hier sei A:=Dgf. Die blauen Geraden sind alle parallel. x, 11 wird
bestimmt durch die Forderung y = f(x,) + A(xpt1 — Tn)-

Wenn F, nun eine selbstabbildende (d.h. Definitions- gleich Wertebereich) Kontrak-
tion auf einem vollstdndigen metrischen Raum wére, konnten wir den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden. Wir erwarten das nicht fir beliebige y sondern nur welche nah
genug an yo = 0. Deshalb suchen wir §,¢ > 0, so dass fur alle y € B.(0) die Abbildung
F, die abgeschlossene Menge B;(0):={z € R™ | |z| < §} in sich selbst abbildet und
dort eine Kontraktion ist:

Sei r(z):=f(z) — Dof(z). Es ist r stetig differenzierbar mit r(0) = 0 und Dor = 0.
Also gibt es ein § > 0 mit || D,(r)] < W fiir alle p € Bs(0). Also folgt fur alle
xT1,To € B§ (0)

|Fy(21) = Fy(22)| =|(Dof) " (r(x2) = r(@1)] < [I(Dof) " llr(w2) = r(z1)]
Schrankensatz

(Do)~

Ll — ] = sl —
|2 — X1| = < |X2 — Xq1].
2[|(Dof) | 2
Also ist FZAT(O) schon einmal eine Kontraktion. Es bleibt zu sehen, dass fiir geeignete

y das Bild auch in B;s(0) liegt: Sei y € B.(0) fir e = W' Dann ist fiir z € Bs(0)

|1y (@) <|(Dof) ™ (y = r(@))] < [(Dof) " I(e +[r(x) = r(0)])

Schrankensatz 1 1 1
(Do f)~"[I(e + lz]) <II(Dof) ™ lle+ 50) <9,

o
2/|(Dof) ]

also sogar F),(Bs(0)) C Bs(0).

Somit bildet F,, Bs(0) auf sich selbst ab und ist dort eine Kontraktion. Da Bs(0) abge-
schlossen ist, ist es mit dem euklidischen Abstand vollstdndig. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz gibt es nun zu jedem y € B, (0) ein x € B;s(0) mit F,(z) = z, also f(z) = .
Wegen F,(Bs(0)) C B;(0) gilt sogar 2 € Bs(0). Damit ist f: U:=f~(B(0))NBs(0) —
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V:=B,(0) bijektiv. Da f stetig ist, ist f~(B(0)) und damit auch U offen. AuBerdem

A~

ist 0 e U.

Das einzige was wir jetzt noch {iberpriifen miissen, ist, dass f~!: V — U auch stetig
differenzierbar ist. Es reicht zu zeigen, dass f~! differenzierbar ist, dann folgt stetig
differenzierbar mit Lemma 1.7.5.

Sei § € Be(0). Der Kandidat fiir Dy f~! ist (D,—C::f_l(g)f)’l. Dann gilt fir § = f(2)
und § = f(Z):

B ) B e ) B €2 Y D I B e
19—yl f(2) = f(2)]

Fir § — y geht £ — z, da:

|2 =2+ (Dof) (5 — 9)| = |Fy(2) — Fy(z)| <
und somit
& — 2| < 2|(Dof) (G —9)| < 21(Dof) 17 — 9l
Damit geht f(ﬁ)_f(f)_Dif(ﬁ_@ gegen 0, da f differenzierbar ist. Wenn wir jetzt noch

=3

|&—

% beschrankt ist fiir x nahe genug an z, folgt

zeigen, dass 7o) =
@) — @) — (Daf) MG - 9)

o =4l ="
und somit wire f~! differenzierbar:
Es ist
[f@) = f@)| _ [Def(@ - 7)| _|f(@) = f(Z) = Daf(2 — 7))

|2 — z| |& — Z| |& — Z|

Hier ist w > c fiir ein ¢ > 0, da Dz f invertierbar ist und stetig von & abhéngt,
vgl Ubungsaufgabe 14. Der zweite Summand rechts geht gegen Null fiir z — z. Also

gilt w > £ und somit % < % fiir z nahe . O

Folgerung 1.7.14. Sei U C R" offen und f: U — R"™ stetig differenzierbar. Sei D, f
fiir alle x € U invertierbar. Dann ist f(U) in R™ offen.

Beweis. Das folgt direkt aus dem Satz iiber inverse Funktionen, da jedes y € f(U) eine
offene Umgebung haben muss, auf welcher f invertierbar ist. O

Beispiel 1.7.15. Angenommen f: U C R" — R" ist stetig differenzierbar mit D, f
invertierbar fiir alle p € U. Dann gibt uns der Satz iiber inverse Funktionen lokal um
alle p eine Inverse. Aber f: U — f(U) muss nicht global eine Inverse haben — zum
Beispiel Polarkoordinaten:

f:(0,00) xR — R? \ {0}, (r, ) — (rcosgo,rsincp)T
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cos —rsing
singp rcose
f(r,p) € R?\ {0} eine offene Umgebung V und eine offene Umgebung U von (7, p),
so dass f: U — V invertierbar ist. Aber das globale f hat keine Inverse, da f nicht
injektiv ist.

Hier ist D, ) f = )T =

) immer invertierbar. Also gibt es fiir alle (x,y

Wenn wir allerdings den Definitionsbereich und Wertebereich einschrénken auf

I = flo,00)x (0,27 : (0,00) x (0, 27) — RZ\{(.T, O)T | x > 0}, (r, <p)T»—>(r cos @, T sin <p)T,

dann ist f bijektiv. Da die Umkehrfunktion eindeutig ist, stimmt sie natiirlich lokal
mit denen {iberein, die wir lokal aus dem Satz {iber inverse Funktionen erhalten haben.
Also ist f~! differenzierbar. Da f sogar unendlich oft differenzierbar ist, erhalten wir
zusammen mit Lemma 1.7.5, dass f ein C°°-Diffeomorphismus ist.

Beispiel 1.7.16. Wir betrachten das Gleichungssystem
zeY =a cosx+siny—1=0.

Das bei gegebenen a,b nach x,y aufzulésen wird praktisch nicht gehen. Aber wir
kénnen uns fragen, ob wir x,y iberhaupt theoretisch als Funktion von a, b darstellen
koénnen. Da hilft uns, zumindest lokal, der Satz iiber inverse Funktionen: Wir betrachten
f(x,y) = (ze¥,cosx + siny — 1)T. Dann ist

eY xeY
D) f = (— sinxz  cos y)

Um den Satz iiber inverse Funktionen brauchen wir mindestens eine spezielle Losung,
in deren Umgebung wir dann eine Inverse suchen. Hier ist eine spezielle Losung

x=y=a=>b=0.Dortist D f = <(1) (1)> — also invertierbar. Darauf den Satz

angewendet liefert uns

e Fiir jedes (a,b) nahe genug an (0,0) gibt es genau eine Losung f(z,y) = (a,b),
die selbst nahe an (0, 0) liegt. Der Satz liefert es einmal eine reine Existenzaussage
der Umgebung — also des 'nah genug’. In Wirklichkeit gab uns der Beweis aber
zumindest eine Schranke daran, wie nahe (a,b) an (0,0) liegen darf — das € im
Beweis).

e Da wir auch die Ableitung der Umkehrfunktion kennen, kénnen wir zumindest

eine Ndherung der Umkehrfunktion durch ein Taylorpolynom ersten Grades
immer direkt hinschreiben. Hier:

(=G5 6N =)+ ()
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1.7.4. Implizite Funktionen

Sei f: U C R™ — R™ eine Abbildung mit n > m. Wir wollen die Frage untersuchen, ob
sich die Gleichung f(z) = ¢ fiir gegebenes ¢ nach einigen der Variablen auflosen lassen.
Wozu ist das gut? Wir werden Aussagen erhalten zu(m)

e Auflésen von implizit* gegebenen Gleichungen/Gleichungssysteme
e Niveaumengen von Funktionen
e Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen

Schauen wir uns aber zuerst einmal an, was iiberhaupt erwartbar ist:

Beispiel 1.7.17.

(i) f(z,y) =y — 22 Hier ist f(z,y) = 0 nach y auflésbar:
y =22 und f! ist ein Funktionsgraph.

(i) f(z,y) =2 —y?: f(x,y) = 0 ist nicht nach y auflésbar.
f71(0) ist kein Funktionsgraph als Funktion von x.
Aber: lokal (d.h. in der gentigend kleinen Umgebung
U eines Punktes (z,y0) € f71(0)) ist f~1(0) N U ein
Funktionsgraph, solange (z,yo) # (0,0) ist.

(iii) f(z,y) = y> — a: Hier ist f~1(0) Graph der Funktion
y = ¢/r (mit Vorzeichen verstanden also fiir = negativ,
soll das gleich —/—x sein), aber diese ist in 0 nicht
differenzierbar.

Was sagen uns diese einfachen Beispiele: Wir erwarten im Allgemeinen keine Auflosbar-
keit global, also fiir den ganzen Definitionsbereich, sondern hoéchstens lokal, also nahe
einem gegebenen Punkt. Aber auch das kann schief gehen. Im eindimensionalen Fall
kann das passieren, wenn die Tangente an diesem Punkt vertikal ist, wie z.B. in (ii).
Allerdings zeigt uns (iii), dass dann die Menge f~!(0) nicht notwendigerweise lokal
kein Funktionsgraph sein muss, aber dass Sie dann dort nicht differenzierbar sein kann,
denn die Ableitung miisste dann dort unendlich sein.

Wir fithren zuvor noch eine abkiirzende Bezeichnung ein: Fiir f: (z,y) € R™ x R —
f(z,y) € R* differenzierbar ist D, f eine k x (k + m), welche wir gelegentlich in die
Ableitungen in die ersten m Richtungen und in die letzten k Richtungen zerlegen wollen.
Dafiir schreiben wir

Dyf = ( 9:SW) 5 9,f) ).
kxm-Matrix kxk-Matrix

Das ist ein bisschen ’abuse of notation’, da 9, f(p) bis jetzt eher dafiir stand, dass =
selbst eine Koordinate war und das dann die partielle Ableitung in z-Richtung ist. Das

*Gleichungen fir y in Abhéngigkeit von z kénnen explizit, y = f(x), oder implizit f(z,y) = 0
gegeben sein.
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wil "
VO |m o A Hzo) 0 (Vv x W)
|

1o

Abbildung 1.12.: Bild zum Satz iiber implizite Funktionen

ist etwas unglinstig, aber aus dem Kontext sollte ja immer klar sein, ob x nur eine
Koordinate oder ein Punkt im R™ ist. Im letzteren Fall ist 0, f(p) die totale Ableitung
von f, wenn man f nur als Funktion von z betrachtet und y als festen Parameter
ansieht. Im Spezialfall m = 1 ist es dann genau die partielle Ableitung in z-Richtung.

Satz 1.7.18 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei U C R™ x R* offen. Sei f: U — R¥
stetig differenzierbar. Sei (z9,vy0) € U (xzo € R™, yo € R¥) und f(z0,v0) = 20. Sei
Oy f(x0,y0): RF — R* invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen V von xg und W
von yo und eine stetig differenzierbare Funktion g: V C R™ — W C R* mit

{(z,y) e VW [ f(z,y) = 20} = {(z,9(x)) | z € V}.
Insbesondere ist dann g(xo) = yo und es gilt

L (0) = = (0, . 9(@)) " 5 (r.g(a).

Auflosen fiir explizite Gleichungen haben wir schon im Satz tiber inverse Funktionen
behandelt. Wir versuchen den Fall von impliziten Funktionen darauf zurtickzufiihren:

Beweis. Sei F: U CR™ x RF — R™F (z € R™, y € R¥) s (a, f(z,y))T € R™HF,
Dann ist (geschrieben als Blockmatrix)

. Idm 0m><k
Dant ‘( B ayf(:c,w)

(hier ist Id,,, die m x m-Identitatsmatrix, 0., die m x k-Nullmatrix und * steht fiir eine
(m — k) x k-Matrix, die uns nicht wichtig ist.) und wir sehen, dass D, ) F' genau dann
invertierbar ist, wenn 0, f(x,y) invertierbar ist. Nach dem Satz tiber inverse Funktionen
gibt es also offene Umgebungen U von (zq,0), V von F(zq,y0) = (%0, z0) und einen
stetig differenzierbare Inverse G:=F~1: V — U. Sei G = (Gy: V= R™ Gsy: V=
R¥)T. Sei (x,y) € U und (a,b) € V. Dann gilt (z, f(x,y)) = (a,b) genau dann, wenn
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1.7. Umkehrabbildungen und implizite Funktionen

x = G1(a,b) und y = Ga(a,b) ist. Wir setzen g(x) = Ga(x, 2p). Dieses g ist stetig
differenzierbar, da G stetig differenzierbar ist und es gilt
f(xay) =Zzo < F(I,y) = (‘T720)T A (xay)T = G($7ZO) <Yy = GQ('T720) = g(l')

Insbesondere ist g(zo) = yo. Wéhlt man nun V' offene Umgebung um xo und W offene
Umgebung um yo mit V. x W C U (immer moglich da U offen ist), folgen alle Aussagen
des Satzes bis auf die letzte zur Ableitung. Dazu kommen wir nun.

Nach Konstruktion von g gilt f(x,g(z)) = zo. Partielle Ableitung nach x; liefert mit
Kettenregel

0= 0, f(z,9(x)) + Zay]f (@, 9(2))0,9; () = O, f (2, 9(x)) + 0y f (2, 9(x)) D, g ()

j=1
und somit

dg
ox;

1 Of
ami

(x) = = (9 f(z, g(2)))

(z,9(2)).
O

Schauen wir uns verschiedene erste Anwendungen des Satzes fiir implizite Funktionen
an. Als erstes Auflésbarkeit vom Gleichungssystemen:

Beispiel 1.7.19. Wir betrachten das Gleichungssystem
22—y —u?—5v=0
22 42y +3u? + 4? = 1.

Eine Losung ist (z,y,u,v) = (%, 0, %, 0). Wir wollen nun sehen, ob in der Nihe dieser

Losung, dass Gleichungssystem nach (u,v) aufgelost werden kann?

Dazu betrachten wir f: R* — R2,

(z,y,u,v) — z? —y? —u® —5v .
yJyr Wy $2+2y2+3u2+41)2

Dann ist

D (22 -2y —2u -5 (1 0 -1 =5
G030/ = {9y 4y  6u  Sv lGoso =110 3 o)

Der blaue Teil der Matrix ist a(u,u)f(%, 0, %, 0) und invertierbar.
Damit folgt aus dem Satz fiir implizite Funktionen, dass wir f nahe (
(u,v) auflosen konnen. Sei diese Auflosung (u,v) = g(x,y) = (u(x,y),
gilt

dg B —10f ~(—2u(z,y) 5 \ Yoz
%(xay)fi (a(u,v)f(xay,g(xay))) %(mayvg(xvy))f < GU(ZL‘, 8U($,y) 2

und analog fiir die partielle Ableitung in y-Richtung.
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1. Differentialrechnung im R™

Der Satz iiber implizite Funktionen hilft auch, wenn man Losungen in Abhéngigkeit
von Parametern untersuchen will, z.B.:

Beispiel 1.7.20. Sei f: R x R* = R, (2,a) — f(z,a) eine Polynom in z mit Ko-
effizienten, welche Funktionen sind, die von a abhéngen. Sei f stetig differenzierbar.
(z.B. f(z,b,¢) = 2% + bz + ¢). Sei f(xg,a9) = 0 und g—i(mo,ao) invertierbar (d.h. z ist
fiir das Polynom f(x,ag) eine einfache Nullstelle*). Dann ist in einer Umgebung von
(z0,a0) die Funktion f nach = auflésbar, also z = z(a).

In unserem Beispiel wére 0, f(xg,bo, co) = 2xo + bg. Also muss fiir die Auflosbarkeit
To # 7%0 sein. Das entspricht dem, was wir erwarten wiirden, da die Nullstellen von f

sind z = —% + 4/ b4—2 — ¢ fiir b2 > 4c und sonst gibt es keine reellen Losungen.

Insbesondere sagt uns die obige Diskussion: Sind a einfach die Koeffizienten eines
Polynoms p(z, a) in = und xq sei eine einfache Nullstelle von p(z, ap). Dann hat fiir alle
a nahe genug an ag das Polynom p(x,a) auch eine einfache Nullstelle nahe xg.

Beispiel 1.7.21.

(i) Sei f: R? — R stetig differenzierbar. Wir betrachten f(z,y) = ¢ fiir ein ¢, so
dass sowohl %(a@7 y) als auch g—g(x, y) nicht verschwinden. Dann kénnen wir nach
dem Satz fiir implizite Funktionen diese Gleichung zumindest lokal sowohl nach
2 = g(y) als auch nach y = h(z) auflosen. Es gilt dann

%(y) = *(g(g(y),y))*%(g(y),y)
Analog ist on of of

5 (@) = (G @ @) G ()
und somit

dg oh B
@(h(x))%(m) =1

Oft schreibt man verkiirzt x = x(y) und y = y(z) und hat mit dieser Notation

dann
ordy
oy 0x

Das sieht im ersten Moment so aus, also ob man eine Kiirzungsregel fiir partielle
Ableitungen hat. Das stimmt so nicht, siehe néachstes Beispiel.

(i) Sei f: R® — R stetig differenzierbar. Wir betrachten f(z,y,2) = ¢, so dass
g—i(x, Y, 2), %(az, y, z) und %(x, y, z) jeweils nirgends verschwinden. Dann kénnen
wir diese Gleichung zumindest lokal nach jeder Variablen auflésen z = x(y, 2),

y =y(z,2) und z = z(z,y) und wir haben

*Hat ein Polynom p(z) in zg ein Nullstelle der Ordnung > 2, dann gibt es ein Polynom ¢ mit
p(x) = (z — x0)%q(z) und dann ist p’(z) = 2(x — z0)q(z) + (z — 20)?¢'(z) und somit p’(xo) = 0.

50



1.7. Umkehrabbildungen und implizite Funktionen

or . [of oy

@( ) ) - (m‘(x(yvz)ayvz)> Fy(x(yaz)ayvz)
-1

%(l’, ) = - (?(m,y(m,z),z)) g%(m7y - (.T,Z>7Z)

und somit

Ox 0y 0z

Oy 0z 0x
Wirkt vielleicht am Anfang etwas tiberraschend, kann man aber am Beispiel
xyz = 1 einfach mal direkt nachrechnen.

Oft sieht man diese Gleichung auch in der Form

dy  9yo:

oz 0z 0z’

wobei wir hier %(m, z) = (%(y,z)) aus (i) (fir z festen Parameter) genutzt
haben.”

Z.B. taucht diese Gleichung in der Thermodynamik auf: Zustandsgleichungen
fiir Gase sind (ggf. implizit) gegeben als f(p,V,T) = 0. Hier ist p der Druck, V'
das Volumen und 7" die Temperatur. Diese Gleichungen sind jeweils nach einer
Variable auflosbar, also p = p(V,T), V =V (p,T) und T = T(p, V). Nach obigen
Uberlegungen ist

9p _ _Op oV
or vV T

Der Physiker schreibt meistens
dp dp, OV

arlv = “avitarl
um zu sagen, welche Grofie beim Ableiten gerade fest gehalten wird.

Fiir die Zustandsgleichung des idealen Gases pV = nRT' kann man sich das
abstrakte hier sparen, weil man das ganz einfach direkt nach allen Variablen

auflésen kann. Aber bei der Van-der-Waals-Gleichung RT = (p + “VL;> (V-0

ist das explizite Auflésen nach V' schon schwieriger (Polynom dritten Grades in
V)i,

*Diese Gleichung darf man nicht mit der Kettenregel verwechseln! Wére y = y(z(z)), dann kénnten
wir die Kettenregel anwenden und wiirde eine dhnliche Formel aber mit einem + erhalten. Doch wir
haben y = y(z, 2)!

Tn Stoffmenge des Gases, R Universelle Gaskonstante

ta,b sind hier Van-der-Waals-Konstanten des betreffenden Gases
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1. Differentialrechnung im R™

2(B1(0)) — obere Hemisphire
(z0, v0 20)
z l‘
......... B1(0) € R2

Abbildung 1.13.: Fiir (xq,yo0,20) € S? mit zg > 0 kann die definierende Gleichung
2%+ y? + 22 = 1 nach z(zx,y) = /1 — 22 — y2 mit Definitionsbereich
B1(0) C R? aufgelost werden. Der Graph (z,y, z(7,y)) ist dann die
obere Hemisphére.

1.8. Untermannigfaltigkeiten

Sei f: R?® = R, (2,9,2)T = 2% +y? + 22 — 1. Dann ist f~1(0) = S? die Sphire vom
Radius 1. Es ist D4 y,,20)f = (220, 290, 220). Fiir 20 # 0 ist 9. f (20, Y0, 20) = 220 # 0.
Also gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen in einer offenen Umgebung von
(0, Yo, 20) eine Auflésung von f(x,y, z) = 0 nach z, also z = z(z, y). Hier brauchen wir
natiirlich diesen abstrakten Satz nicht, sondern kénnen direkt ausrechnen: z(z,y) =
++4/1 — 22 — y2, wobei + das Vorzeichen von zq ist. Der maximale Definitionsbereich
ist hier gegeben durch z: B;(0) € R?> — R. Man kann z nun als eine Karte der
Sphére/Erdoberflache verstehen — so wie wir sie in Atlanten finden.

In einer offenen Umgebung von Punkten mit zp = 0 kénnen wir aber entweder nach
z oder nach y auflésen, da xg, yg, 20 nicht gleichzeitig Null sein kénnen, das sie einen
Punkt auf der Sphére ergeben.

Wir haben also insgesamt gesehen, dass fiir den Fall der Sphére, es um jeden Punkt
(0, Yo, 20) eine offene Umgebung gibt, so dass f nach mindestens einer Variable auflésbar
ist und so eine Karte um jeden Punkt der Sphére finden — also einen Atlas fir die
gesamte Erde finden. Diese Interpretation wird im Begriff der Untermannigfaltigkeit
zusammengefasst:

Definition 1.8.1. Sei M C R” und m < n. Dann heifit M m-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von R™, falls es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung
V C R™ von p, eine offene Menge U C R™ und eine k-mal stetig differenzierbare
Abbildung F': U — V gibt, so dass gilt:

(i) FU)=MnV und F: U - M NV ist ein Homéomorphismus® .

*Homoomorphismus = stetige Abbildung, die eine stetige Umkehrabbildung besitzt.
Die Umkehrabbildung F~1: M NV — U ist hier eine Abbildung von M NV, was als Teilmenge von
R™ selbst wieder ein metrischer Raum ist. D.h. wir wissen, was hier Stetigkeit bedeutet.
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1.8. Untermannigfaltigkeiten

(ii) Die Jacobimatrix

s (e
D,F={—(uw),...,—(u)| = : ) (n x m —Matrix)
8u1 6um OF ' OF :
g (u) .o g (u)
hat fiir alle v = (u1,...,u,)T € U maximalen Rang, also Rang m (wobei

F(u) = (Fi(u),..., Fy(u)T).

Die Abbildung F' heif3t lokale Parametrisierung von M. Man nennt n — m die Kodi-
mension der CF-Untermannigfaltigkeit und u = (uy, ..., u,)? lokale Koordinaten von
M. Ist k = oo, nennen wir M einfach nur Untermannigfaltigkeit.

Wozu Bedingung (ii) gut ist und gefordert wird, werden wir nachher gleich noch sehen.

Abbildung 1.14.: lokale Parametrisierung

Bemerkung 1.8.2. (LinAlg-Wdh) Sei f: R™ — R™ eine differenzierbare Funktion.
Dann ist die Jacobimatrix D, f eine m x n-Matrix, bzw. eine lineare Abbildung
D,f: R* —» R™. Ist D, f injektiv (bzw. surjektiv), dann ist der Rang von D, f gleich
n (bzw. m).

Im Falle von Definition 1.8.1 ist F': U C R™ — R™ mit m < n. Damit bedeutet: D, F
habe maximalen Rang, dass D, F' injektiv sein muss. Man sagt, dass F' eine Immersion
in wu ist.

Beispiel 1.8.3. (Beispiele fiir Untermannigfaltigkeiten)

(i) Ebene H im R3: Die Ebene H gehe durch den Punkt p € R und werde durch
die linear unabhéngigen Vektoren X7, X5 aufgespannt:

H={p+u1 X1 +usXs | u; € R}.

Allerdings ist es i.A. leichter, dass in konkreten Situation wie folgt zu tiberpriifen: F—1 ist stetig, falls
es eine stetige Abbildung G: V — U X R*™"™ mit G|yqy = F gibt. Oder in dem man schon direkt F'
fortsetzt zu einem Homéomorphismus F: W C U x R*~™ — F(W) C R™ mit F|U><{0} = F, denn
dann ist F': U — F(U) automatisch auch ein Homéomorphismus.
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Hier reicht eine lokale Parametrisierung
F:U=R?> =V =R> u=(uy,up) — p+u X1 +usXo.

Dabei ist F offensichtlich glatt (=unendlich oft differenzierbar) und als Abbildung
F:R? - F(R?) = H ein Homdomorphismus (kann man direkt iiberpriifen).
Weiterhin hat

D, F = (X1, X>)
Rang 2, da die Vektoren linear unabhéngig sind.

(ii) S = {(x,y)T € R? | x2 + y? = 1} C R2: Wir geben hier nur lokale Parametri-
sierungen um (0,1)7 an, um alle jeweils fehlenden Punkte findet man analog
eine lokale Parametrisierung. Natiirlich reicht es eine lokale Parametrisierung um
jeden Punkt von S' zu finden, aber wir wollen hier sehen, wie unterschiedlich
solche Parametrisierungen aussehen kénnen:

(a) (Mittels Winkeln)

F:U=(—mmn) = S'nR*\ {(-1,007}), a (cosa,sina)”
—_—— ——
=V
(Do F = (—sina,cosa)T hat Rang 1) Hier ist F sogar fiir alle p € ST\
{(=1,0)T} eine lokale Parametrisierung (unendlich oft differenzierbar, bijektiv,
Umkehrabbildung stetig”, max. Rang der Ableitung). Um {(—1,0)7} kann

man ganz analog eine Parametrisierung bauen. Also ist S! eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit von R2.

(b) (Mittels Auflésung) Das ist wie bei der Sphére vom Anfang.

F:(—l,l)—)Slﬂ{(x,y) |y>0}7 mH(xaV]-_xz)T

(D F = (1,0,V1 —2? = \/:CT)T hat Rang 1) Analog erhdlt man mittels
F:U=(-1,1) = S'n{(z,9)" |y <0}, 2z (z,—/1—22)T. Damit hat
—_——
=V

man schon um alle Punkte in S*\ {(—=1,0)7, (1,0)7} eine lokale Parametri-
sierung. Auflésen nach y (statt « wie bisher) liefert dann ganz analog lokale
Parametrisierungen fiir die verbleibenden Punkte.

(iii) Sei M eine m-dimensionale C*~-Untermannigfaltigkeit von R™. Sei W C R™ offen.
Dann ist WNM eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™: Sieht man
direkt durch Einschrinken des Definitionsbereiches einer lokalen Parametrisierung
F:U—=Vumpe MNWauf F:UNF (W)= VNnW.

*Um zu sehen, dass F~! stetig ist, betrachten wir F': W:=(—m,7) X Rsg — F~'(W~) C R2,
(r,¢) = (rcosa,rsina). Dies ist sogar ein Diffeomorphismus und somit ist insbesondere £~1 und
damit F stetig.

54



1.8. Untermannigfaltigkeiten

P

Abbildung 1.15.: Beide Bilder seien das Bild einer stetig differenzierbare Kurve ¢: I =
(a,b) C R — R2. Links ist ¢ nicht injektiv. Rechts iste injektiv,
aber p = c(tg) = limyp c(t) fiir ein ¢y € (a,b). Dann ist jedoch die
Umkehrabbildung p = ¢(t) € ¢(I) + t nicht stetig. Denn ¢(b— 1) —
p = c(to) fiir n — oo, aber b— L konvergiert zu b und nicht zu t.

(iv) Sei U C R™ offen und sei f: u = (uy,...,um) € U = f(u) = f(u1,...,up,) € R
¢-mal stetig differenzierbar. Dann ist der Funktionsgraph M = {(u, f(u)) €
R"=m+k | 4 € U} eine C*-Untermannigfaltigkeit, vgl. Ubungsaufgabe 19(i

(v) Seic: I = (a,b) C R — R? eine stetig differenzierbare Kurve. Sei D;c = ¢/(t) #
0 = (0,0)7 fiir alle ¢t € (a,b) . Dann hat D;c maximalen Rang. Trotzdem muss
das Bild von ¢ keine Untermannigfaltigkeit von R? sein. Was kann passieren? ¢
kann nicht injektiv sein, vgl. Abbildung 1.15 links. Aber auch Injektivitdt muss
nicht ausreichen: Dann ist zwar ¢: I — ¢(I) automatisch eine bijektive stetige
Abbildung und wére damit Kandidat fiir die lokale Parametrisierung. Aber die
Umkehrabbildung muss nicht stetig sein, vgl. Abbildung 1.15 rechts.*

Um herauszufinden, ob eine Menge eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es verschiedene
dquivalente Kriterien. Zum Beispiel muss eine Untermannigfaltigkeit in einer geniigend
kleinen Umgebung eines Punktes immer als Funktionsgraph, vgl. Beispiel 1.8.3(iib),
oder als Nullstellenmenge einer geeigneten Funktion geschrieben werden kdnnen. Dies
zeigt der folgende Satz. Zuvor bendtigen wir noch den Begriff des reguldren Wertes:

Definition 1.8.4. 0 € R¥ ist regulirer Wert einer differenzierbaren Funktion f: V C
R" — RF mit k < n, falls fiir jeden Punkt = (z1,...,7,) € V mit f(z) = 0 die

Ableitung D, f = (OI1 cee %) (eine k x n-Matrix) maximalen Rang hat.

In der obigen Situation ist D, f surjektiv. Man sagt, dass f eine Surjektion in x ist.
Satz 1.8.5. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(a) ("M ist lokal eine Immersion’) M™ C R™ ist eine m-dimensionale C*-Untermannig-
faltigkeit von R™.

(b) (M ist lokal ein Funktionsgraph’) Fir jedes p € M existiert (ggf. nach Vertauschen
der Koordinatenreihenfolge) eine offene Umgebung VxW CcR™xRF =R" von p

*Eigentlich haben wir hier nur gezeigt, dass ¢ in diesen Fallen keine lokale Parametrisierung sein
kann. Das heifit, es kénnte sein, dass nur unsere Wahl von ¢ schlecht ist. Dem ist aber nicht so, da
man sich leicht iberlegen kann, dass man um den Schnittpunkt p im Bild, wirklich keine solche lokale
Parametrisierung finden kann.
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1. Differentialrechnung im R™

und eine £-mal stetig differenzierbare Abbildung g: V — W so dass
V(u,w) e VX W: (u,w) e M <= g(u) = w, (1.3)
anders formuliert A .
M N (V x W) = graph(g).

(¢) (M ist lokal eine Nullstellenmenge) Fiir jeden Punkt p € M™ gibt es eine Umge-
bung V. .C R*="%% und eine ¢-mal stetig differenzierbare Funktion f:V — RF, so
dass 0 € R¥ reguldrer Wert von f ist und f~1(0) =V N M.

Das Kriterium vom reguldren Wert (Satz 1.8.5.c) liefert schnell viele Beispiele fiir
Untermannigfaltigkeiten. Bevor wir dann Satz 1.8.5 vollstdndig beweisen, schauen wir
uns einige Beispiele fiir die Verwendung von (c) an.

Beispiel 1.8.6. (Beispicle fiir die Anwendung von Satz 1.8.5.c)

(i) St = {(z,y)T € R? | 22 + y? = 1}: Wir wissen schon, dass S! eine Unterman-
nigfaltigkeit ist. Mit dem Kriterium vom reguldren Wert kann man dies auch
sehen: Wihle f(z,y) = 2% + y* — 1. Dann ist D(, . f = (2, 2y). Der Rang ist 1
fiir alle (z,y) # (0,0). Da aber (0,0) ¢ f~1(0), folgt mit Satz 1.8.5, dass S* eine
Untermannigfaltigkeit ist.

(i) Noch mal S': Wihlt man aber
[iR? =R, (2,9)" = (@ +y7 = 1)%,
dann ist zwar f~1(0) = S!, aber
Dy f = (4z(@® +y* 1), dy(a® +y> - 1))

ist die Nullmatrix fiir (z,y)? € S!. Fiir dieses f ist also 0 kein regulirer Wert
und unsere Rechnung hier sagt nichts dariiber aus, ob S* nun eine Untermannig-
faltigkeit ist oder nicht. Daran sieht man sehr schon, dass das Kriterium zwar
sehr gut, dazu geeignet ist, zu zeigen, dass etwas eine Untermannigfaltigkeit ist —
doch muss man ggf. das f richtig 'raten’

(iii) Bis jetzt haben wir nur Beispiele von Hyperflichen (= Untermannigfaltigkeiten
von R™ der Dimension n—1 = Kodimension-1-Untermannigfaltigkeiten) betrachtet.
Als néchstes kommt ein Beispiel mit hoherer Kodimension:

M= {(z,y,2)" eR® | 2?2 +¢y* =1, 0 +y+2z=1}
(Das ist eine Ellipse.) Wir setzen

R =R (2,y,2)" = (@ +y” — Loty +z-1)7

Denn f ist glatt und

2¢ 2y O
D<$’y72>f<1 1 1)

hat Rang 2 fiir alle (z,y) # (0,0), also insbesondere fiir alle (z,y,2)? € M.
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Man kann auch Objekte, die aus ganz anderen Kontexten bekannt sind, als Unterman-
nigfaltigkeiten auffassen.

(v) Die orthogonale Gruppe O(n)* ist
O(n) = { A € Mg(n,n) | AA" =1d,}.
Wir werden zeigen, dass die Gruppe Q(n) eine Untermannigfaltigkeit des Matg (n x
n) = R" der Dimension 5(n —1) ist.
Beweis. Wir betrachten
f: Mg(n,n) — Sym(n), A f(A)=AAT —1d,

wobei Sym(n) = { A € Mp(n,n) | A= AT} 2 R""+1)/2 die symmetrische Ma-
trizen sind. Dann ist Q(n) = f~1(0). Die Abbildung f ist auch glatt, da es ein
nur ein Polynom in den Eintrdgen von A ist. Auflerdem rechnet man direkt nach,
dass AAT —1d,, wirklich symmetrisch ist. Wir miissen also noch zeigen, dass
0 € Sym(n) ein reguldrer Wert ist. Dazu berechnen wir

D,f(H) = lim fA+ sz) — f(A) v s

VHAT + AHT.

und miissen nun noch zeigen, dass D f: Mr(n,n) — Sym(n) surjektiv ist und
damit maximalen Rang hat: Sei A € O(n), S € Sym(n). Wir wihlen H = $SA.
Dann ist

Daf(H)

%DAf (SA) = %(SAAT + A(SA)T)

(SAAT + AAT ST) = 5.
Id Id

N | =

Also ist O(n) eine Untermannigfaltigkeit von Mg(n,n) = R"* mit

dim O(n) = dim Mg(n,n) — dim Sym(n) = n? — g O

Beweis von Satz 1.8.5. *(b) = (c)": Sei g: VCR™ W CRFund p e V x W wie
in (b). Wir definieren f: V:=V x W C R® — R* durch

F 0, w)=w - g(0).
Dann ist f~1(0) = graph(g) = M N (V x W). AuBerdem ist

Dwyf = (=Dug, Idy)
—_— — ~~

kxn—Matrix kxm kxk

*enthélt alle ldngenerhaltenden linearen Abbildungen im R", also alle Drehungen um den Ursprung,
alle Spiegelungen an Hyperebenen (=Untervektorraum der Dimension n — 1, z.B. Ursprungsgeraden
im R? und Ursprungsebenen im R3) durch den Ursprung und Hintereinanderausfithrungen davon.
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1. Differentialrechnung im R™

Also ist Rang(D(y,w)F') = k, und damit ist 0 regulédrer Wert von f.

‘() = (b)’ Da 0 € R* reguléirer Wert von f ist, hat D, f Rang k. Nach Umordnen
der Koordinatenreihenfolge, kénnen wir annehmen, dass die letzten k-Spalten linear
unabhiingig sind. Sei p = (p; € R™, py € R¥). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
gibt es eine offene Umgebung V von p1, eine offene Umgebung W von p2 und eine
(-mal stetig differenzierbare Abbildung g: V — W mit f(u,g(u)) = 0, g(p1) = p2 und

graph(g) = f~HO) N (V x W) = M N (V x W).
'(b) = (a)” Beispiel 1.8.3/Ubungsaufgabe 19(i)

'(a) = (b)’ Sei pr,,,(bzw. pr"): R™ — R™ die Projektion auf die ersten (bzw. letzten)
m Koordinaten (n > m), also pr,,(z1,...,Zy) = (T1,...,2m) T und pr™(zy,...,2,) =
(zn—m,—i-lv LERE In)T'

Sei p € M beliebig und F: U C R™ — V C R*™** eine lokale Parametrisierung.
0.B.d.A. habe V die Form Vi x V5 mit Vi ¢ R™ und Vo C R* (Das kann durch

Verkleinern von U immer erreicht werden.).

Setze u:=F~!(p). Da der Rang von D, F gleich m ist, es also m linear unabhingige
Spalten geben muss, konnen wir 0.B.d.A. (durch Umordnung der Koordinaten direkt
am Anfang) annehmen, dass D, (pr,, o F') Rang F hat. Wir wenden nun den Satz
iiber inverse Funktionen l*c‘::prm oF = (Fy,...,F,) an. Dann existiert eine offene
Umgebung U’ C U von v und V{ C V; von pr,,(p) € Vi, so dass die Einschrankung
EF: U — V/ ein C-Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen das Inverse mit ¢: V{ — U’
und definieren G:=F o p: V{/ C R™ — F(U’) C R™. Dann gilt fiir alle v € V{

G(v) =(F 0 9)(v) = (1, (F(p(v))), pr* (F(p(v))))
=(F((v)),pr*(G(v)) = (v, (pr* 0 G)(v)).

=:g

Die Abbildung g: V=V = pr*(F(U")) = W C R erfiillt (1.3): Sei (v, w) € graphg =
{(v,w) €V x W | g(v) = w}. Dann gilt

(v,w) = (v,9(v)) = Glv) = F(pw)) e FUYC F{U)=MNV C M.

Sei andererseits (v, w) € M N (VxW).Da F: U — V{ =V und damit F: U’ —
M N (V x W) bijektiv ist, existiert genau ein ' € U’ mit (v,w) = F(u). Also ist

A~

v =F(u') und p(v) = v'. Damit gilt
(v,w) = F(u') = F(p(v)) = G(v) = (v, 9(v)),

also g(v) = w. O
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1.8. Untermannigfaltigkeiten

1.8.1. Tangentialraum

Die Bedingung (ii) in der Definition der Untermannigfaltigkeit haben wir im letzten
Satz verwendet, um den Satz iiber inverse Funktionen anzuwenden und die Unterman-
nigfaltigkeit lokal als Funktionsgraph zu verstehen. Was bedeutet D, F' hat maximalen
Rang noch anschaulich?

Sei U € R™ offen und f: U — R stetig differenzierbar. Betrachten wir den Funktions-
graph
graph f = {(z,y) € U x R* | y = f(2)} c R*=™*E.

Dann ist M:=graph f eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R™. Fiir
u € U ist der Graph von € R™ — f(u) + D, f(z — u) ist eine m-dimensionale Ebene,
vgl. Abbildung 1.3 rechts. Sei T, f(u))M der m-dimensionale Untervektorraum von
R™, so dass p+T,M = {p+v | v € T,M} dieser Graph ist. Wir nennen T,M den
Tangentialraum von M in p. Im Falle des Funktionsgraphen sieht man leicht, dass T, M
auch wie folgt beschrieben werden kann, was wir in Zukunft direkt als Definition fir
den Tangentialraum einer C'-Untermannigfaltigkeit nehmen:

Definition 1.8.7. Sei M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit und p € M. Der
Tangentialraum von M in p ist

T,M:={v € R" |Je > 0 und c: (—¢, e) — R" stetig differenzierbar mit Bildc¢ C M,
c(0) = p,d(0) = v}

Wir werden gleich sehen, dass T, M immer wirklich ein Untervektorraum von R™ ist.
Allerdings zeichnen wir T, M immer nicht als Untervektorraum, sondern heften ihn
immer an p an — in Wirklichkeit stellt man also immer p 4+ 7, M. Das hat den Vorteil,
dass wir immer sehen, zu welchem p € M der Tangentialraum gehort.

Lemma 1.8.8. Sei M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit und p € M. Sei F: U C
R™ — V C R"=™%k eine stetig differenzierbare lokale Parametrisierung von M um
p = F(up). Sei g: W C R"™™*F 5 RF cine stetig differenzierbare Funktion mit
MW =g~ %0) und p € W und 0 € R¥ ist requlirer Wert von g. Dann gilt

D, ,F(R™)=T,M = (span{gradg;(p) | i=1,..., /4;})L .

Beweis. Fir w € R™ sei v: (—e,e) — U stetig differenzierbar mit v(0) = ug und
v (po) = w. Dann gilt fir c:=F o v: (—e,e) — R", dass c stetig differenzierbar ist,
Bild(c) € F(U) € M, ¢(0) = F(ug) = p und ¢'(0) = Dyy—0)F(7'(0)) = Dy, F(w).
Also ist D, F(R™) C T,M.

Esist MNW = g 1(0) = g;'(0)N...Ng;'(0) Sei v € T,M. Dann gibt es ein
¢: (—e,¢) — R™ wie in der Definition von T}, M beschrieben. O.B.d.A. sei € klein genug,
dass Bild(c) € M NW ist. Also muss Bild(c) C g; *(0) fiir alle s = 1,..., k sein. Also
ist v = ¢/(0) L grad g;(p) und damit muss T,M C (span{gradg;(u1) |t =1,..., k)t
gelten.
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‘Woche 6

1. Differentialrechnung im R™

Also ist

D, F(R™) C T,M C (span{gradg;(u1) |t =1,..., KDt
Nun ist jedoch D, F'(R™) ein m-dimensionaler Untervektorraum von R", da D, F
maximalen Rang hat. Der Untervektorraum span{gradg;(u;) | ¢ = 1,...,k} hat Dimen-
sion k, da 0 € R¥ reguliirer Wert von g ist. Also ist (span{gradg;(u1) | i =1,...,k})"
ein m-dimensionaler Untervektorraum von R”. In der obigen C-Kette muss also schon
Gleichheit gelten. O

Beispiel 1.8.9. Wir hatten gesehen, dass f: R? — R, (z,y) — 22 + 9> — 1, 0 als
reguliren Wert hat und f~1(0) = S* damit eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
des R? ist. Es ist gradf(x,y) = (2,2y, ). Also ist fiir (z,y) € f~1(0)

T(myy)Sl = {(2za, 2ya)T | a € R}T = span(—y,x)T.

1.9. Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Wir wollen nun Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen studieren. Der letzte
Abschnitt mit Untermannigfaltigkeiten und deren Tangentialrdume wird uns vor allem
helfen zu verstehen, was anschaulich passiert.

Definition 1.9.1. Sei U C R™ offen und f: U — R eine Funktion.

Sei F: U — RF stetig. Wir sagen, dass f in p ein lokales Minimum unter der Neben-
bedingung F(q) = 0 hat, falls F(p) = 0 und f(q) > f(p) fir alle ¢ in einer offenen
Umgebung von p mit F(q) = 0 gilt.

Sei M C R* eine n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit. Wir sagen, dass f [noin
p € M ein lokales Minimum hat, falls es eine offene Umgebung U von p in R™ gibt mit
flg) > f(p) furalleqe M NU.

Zusammenhang der beiden Definitionen: Sei F': U — RF derart, dass F~1(0) = M NU.
Dann ist p € M lokales Minimum von f|ys genau dann, wenn f in p ein lokales Minimum
unter der Nebenbedingungen F(q) = 0 ist. Fiir jede C'*-Untermannigfaltigkeit M gibt
es lokal ein solches F'.

Wir suchen nun als ersten wieder ein notwendiges Kriterium fiir solche lokalen Maxi-
ma/Minima unter Nebenbedingungen (oft auch Zwangsbedingungen genannt):

Lemma 1.9.2. Sei M C R* eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit. Sei U C
R™ offen mit M C U und f: U — R differenzierbar.
Sei p € M lokales Minimum oder Mazximum von f|yr. Dann ist Dy f|7,ar = 0.

Von der Grundidee wie der Beweis fiir ‘'normale Extremstellen’ — wir fithren das auf
den Analysis 1 Fall durch Verwendung geeigneter Kurven zuriick:

Beweis. Sei v € T,M. Dann gibt es ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Kurve
c: (—e,€) — R™ mit Bild(¢) € M, ¢(0) = p und ¢/(0) = v. Somit ist f o ¢ stetig
differenzierbar mit f o ¢(0) = f(p). Da p ein lokales Minimum/Maximum von f|as ist,
ist 0 eines von f o c (da ¢(0) = p war). Also gilt 0 = D, f(¢/(0)) = D, f(v). O
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1.9. Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Abbildung 1.16.: Héhenlinienplot eines f: R? — R — ’Berg’ in der Mitte. M sei die
griine Kurve. In rot die Gradienten von f.

Wir nennen alle p € M mit D, f|r,a = 0 einen stationdgren,/kritischen Punkt von f|ar.

Schauen wir uns noch einmal im Bild an, was das bedeutet, vgl. Abbildung 1.16, indem
wir uns fiir die Anschauung auf eine Funktion f: R? — R und eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit M C R? beschrinken. Ist in einem Punkt ¢ € M, Ty, M nicht
senkrecht auf grad f, dann kann ¢ kein lokales Maximum oder Minimum sein. Diese
Beobachtung gilt allgemeiner:

Satz 1.9.3 (Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren). Sei U C R™ offen und f: U — R
differenzierbar. Sei F': U — R¥ stetig differenzierbar. Sei p € F~1(0) und Rang D,F =
k.

Dann ist p genau dann ein stationdrer Punkt von f|p-1(0), wenn es A1,..., A\, € R mit

k
grad f(p) + > _ Ai grad Fy(p) = 0
=1

gibt.
Die Zahlen \; nennt man Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Es gilt nach Lemma 1.8.8 R" = T, M & span{gradF;(p) | ¢ = 1,...,k} und
diese Summe ist orthogonal.

Sei p stationdrer Punkt von f|p-1(g). Dann ist D), f|r,» = 0 und somit grad f(p) L
T,M. Es muss also A\; € R mit

k
grad f(p) + > _ A; grad Fy(p) = 0

=1

geben.
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1. Differentialrechnung im R™

Gelte andererseits obige Gleichung folgt direkt aus gradF;j(p) L T, M, dass Dy, f|r,p = 0
ist. O

Beispiel 1.9.4. Sei f: R? - R, (z,y) = 2y%. Sei M = S'. Wir suchen die stationiren
Punkte von f|ys. Es ist F71(0) mit F(z,y) = 2? + y? — 1. Fiir einen stationdren Punkt
p = (z,y) muss also gelten:

0 =gradf(p) + AgradF(p) = (;{;{) + A (zayc)

0=2?47y*—1.

Aus der zweiten Komponente der ersten Zeile folgt: y = 0 oder A = —x. Sei zunéchst
y = 0. Dann muss # = +1 und A = 0 sein. Im Fall A = —z muss y = +v/2z und damit
x = :l:%. Die stationiren Punkte sind also (£1,0), (:t%, :I:%) und (:t%7 $%) Wir
wissen aber noch nicht, um welche Art von stationdren Punkten es sich dabei handelt.
Hier konnen wir es aber fast direkt ablesen, vgl. Abbildung — dort sind die jeweiligen

Funktionswerte eingetragen.

Die Menge S' C R? ist eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge und damit
kompakt. Also nimmt die stetige Funktion f auf S* nach Satz 1.1.5 sowohl ihr Maximum
als auch Minimum an.

Damit muss (%, i%) jeweils ein globale

Maximum und (—%7 :I:%) jeweils ein glo-
bales Minimum sein. Da S! eindimensional
ist, muss zwischen zwei Maxima ein lokales
Minima liegen — also ist (1,0) ein lokales
Minimum und analog (—1,0) ein lokales
Maximum.

Hier konnten wir noch relativ leicht herausfinden, um was fiir stationidre Punkte es sich
handelte, da S* eindimensional und kompakt ist. Im Allgemeinen ist das schwieriger.
Allerdings haben wir

Lemma 1.9.5. Sei f: U C R” — R zweimal stetig differenzierbar und U C R™ offen
und seip € U. Sei M C R" eine C?-Untermannigfaltigkeit. Seip € M und sei g: V C
R™ — R* zweimal stetig differenzierbar mit 0 als requliren Wert und g=*(0) = M NV
Sei die notwendige Bedingung fiir stationdre Punkte grad f(p) + Zle Aigrad gi(p) =0
fiir geeignete \; € R erfillt. Sei

k

L = Hess,(f) + Z NiHess,(gi).
i=1

Sei p lokales Minimum bzw. Mazximum von f|y. Dann muss L|TprTpM bzw. das
Negative davon positiv semi-definit sein.
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1.9. Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Ist andererseits L|t,nr < 1,0 positiv definit/indefinit, dann ist p ein lokales Minimum,/ein
Sattelpunkt.

Hier meint L|Tp Mmxt,m die quadratische Form

veT,M — (v, Lv).

Der Beweis ist von der Idee her wie im Fall ohne Nebenbedingung, man muss nur mit
Kurven statt der direkten Verbindung von p nach ¢ arbeiten, vgl. auch [2, Abschnitt
1.4]. Verzichten wir hier darauf.

Beispiel 1.9.6. In unserem letzten Beispiel 1.9.4 ist

(0 2 20
L<2y 2$>+>\<0 2>

Dann ist die quadratische Form eingeschrénkt auf 7,S' = span(—vy, x)T gegeben durch

ax

v = (—ay,az)” € T,M —(—ay, az) (32 Q(ijJ— )\)) (—Gy)

=2a%(2® — 2y%x + \(y? + %)) = 2a% (2 — 2%z + \).
Das ist positiv fiir p = (1,0)T (dort A = 0) und (—%,i%) (dort A = %) (also
dort lokale Minima) und negativ in den anderen stationdren Punkten (also dort lokale
Maxima).

Man sieht schon, dass das Uberpriifen der (In-)definitheit mit der Einschrinkung der
Hessischen eher aufwéndiger zu iiberpriifen ist. Manchmal ist es da einfacher sich direkt
die Umgebung der stationédren Punkte anzuschauen.

Beispiel 1.9.7. (Ubungsaufgabe 22) Sei A eine symmetrische reelle n x n-Matrix. Wir
betrachten ¢: v € R™ — (v, Av) unter der Nebenbedingung |v|?> = 1. Dann sind Werte
von ¢ der stationdren Punkte von ¢ unter der Nebenbedingung genau die Eigenwerte
von A. Der niedrigste Eigenwert ist das globale Minimum, der héchste das globale
Maximum. Alle Eigenwerte dazwischen gehoren zu Sattelpunkten.
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2. Etwas Integration

2.1. Parameterintegrale

Sei U C R™ offen, I = [a,b] und f: U x I — R. Wir denken an f als Funktion auf I
mit Parameter aus U. Sei y — f(z,y) fir alle € U integrierbar. Wir definieren

b
d: U — R, xH/f(x,y)dy::/ f(z,y)dy.
I a
Dieses @ ist das Parameterintegral von f.

Satz 2.1.1 (Stetigkeit von Parameterintegralen). Sei U C R™ offen, I = [a,b] und
f:U x I — R stetig. Dann ist

®: U — R, x»—)/f(ac’y)dy
I

stetig.

Beweis. Da f stetig ist, ist auch y — f(x,y) fiir alle z € U stetig und damit integrierbar.
Seien x € U. Da U offen ist, gibt es ein R > 0 mit Br(z):={z € R" | |z—z| < R} C U.
Dann ist f auf der kompakten Menge Bgr(x) x I gleichméfig stetig. D.h. fiir alle € > 0
gibt es 6 € (0, R), so dass |f(z,y') — f(z,y)| < e fur alle |(z/,y') — (z,y)] < 0 gilt.

Damit ist insbesondere fir x’ € Bs(x)

[@(a) — @(z)| < /1 f(@',y) = flz,y)|dy < IIISgplf(fr',y) — [z, y)l < |le.
Also ist ® stetig. O

Satz 2.1.2 (Differentiation von Parameterintegralen). Sei U C R™ offen, I = [a, b] und
f:UXI—=R. Seiy— f(x,y) fir alle x € U integrierbar. Es existiere aaf :UxI—R
x;

fiir ein j € {1,...,n} und sei stetig auf U x I. Dann existiert ®: x € U — fI f(z,y)dy
die partielle Ableitung in x;-Richtung und es gilt

o (z) = / ﬁ(fc,y)dy

u; 1 97;

Ezistieren die partiellen Ableitungen fir alle j = 1,...,n und sind stetig auf U x I,
dann ist ® auf U stetig differenzierbar.
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2. Etwas Integration

Beweis. Wir schitzen fir x € U fest ab: Mit dem Mittelwertsatz in einer Variablen

haben wir
(0] h he; — 0
(.’ﬂ+ e] / f ,ydy’ ( T+ 6]72) f(xay) a]{:(x,y)> dy‘
0 0
(as‘cf](%%hej, )—agfj(x,y)> dy‘

Lo . af . . . s .
fiir ein s = s(h) € [0, 1]. Nun ist oa; stetig auf U x I und damit gleichméfig stetig auf

der kompakten Menge Br(z) x I C U x I fiir ein R > 0. Also gibt es fiir alle € > 0 ein
h > 0, so dass
of of

87%(334‘5/163"9) - ij(m’y)’ <e€

fir alle y € I und s € [0, 1] gilt.
Damit folgt

O(z + hej) — (x) / of
- .. d ‘ <7 ’
‘ o Iaxj(xy)y,IIE
also ist %(m) =/, 68 j (z,y)dy Diese partielle Ableitung ist nach letztem Satz wieder
stetig. Damit folgt aus der Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f in
x; fiir alle j = 1,...,n, dass ® schon stetig differenzierbar ist. O

Wir werden Parameterintegrale spéter nutzen, um Aussagen iiber Integrale in mehreren
Variablen zu erhalten oder auch fiir Integraltransformation, die uns z.B. bei gew6hnli-
chen Differentialgleichungen helfen werden (dann allerdings oft fur I = (0, c0), was wir
hier noch nicht abgedeckt haben).

Mochte man auch uneigentliche Integrale zulassen, kann man zum Beispiel zeigen:

Satz 2.1.3 (Differentiation von uneigentlichen Parameterintegralen). Sei U C R™
offen, I = [a,b) ein Intervall und f: U X I - R sez stetig und m alle Richtungen
von U stetig partiell differenzierbar. Die ®(x f] x,y)dy und f[ 52, (x,y)dy fir alle
7 =1,...,n existieren uneigentlich und sznd auf allen kompakten Tezlmengen von U
gleichmdfig konvergent.

Dann ist ® stetig differenzierbar mit

0d of

%j | Oz, o (@,y)dy.

Definition 2.1.4. Sei f: U x [a,b) — R. Das uneigentliche Integral f; flx,y)dy
(uneigentlich fiir b, d.h. y € [a,c] — [ f(z,y)dy ist (eigentlich) integrierbar fiir z € U)
heilt gleichmdfSig konvergent auf A C U, falls es fiir alle € > 0 ein C > a gibt mit

/T  fle )y

<e Ve Aundre[C,b).
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2.1. Parameterintegrale

Beweis. Beweis von der Idee her wie im ’eigentlichen’ Fall, nur wird

of of
— he;,y) — —— d
/I<axj( + shej, y) amj(ﬂ?,y)> y‘
mittels der gleichméfigen Konvergenz abgeschétzt — [4, S.337]. O

Fiir Parameterintegrale gibt es ein einfaches Kriterium, wie man die gleichméfige
Konvergenz nachpriifen kann:

Lemma 2.1.5 (Majorantenkriterium fiir gleichméBige Konvergenz). Sei f: Sx (a,b) —
R. Sei g: I — R eine uneigentlich integrierbare Funktion mit |f(x,y)| < g(y) fir alle

(z,y) € S x I. Dann konvergiert das uneigentliche Integral fab f(z,y)dy gleichmdfig
auf S.

Beweis. Folgt direkt mit ‘f; f(x, y)dy‘ < f; |f(z,y)|dy < fabg(y)dy O

Man kann Parameterintegrale zum Beispiel aber auch dazu nutzen, um einige Werte
von Integralen von Funktionen f: I C R — R zu berechnen. Das sind dann eher Tricks
und nichts, auf das man mal so einfach kommt, ist aber lustig.

Beispiel 2.1.6. Wir wollen F'(\) = fooo #dm fir A € (0,00) berechnen und
dafiir Satz 2.1.3 nutzen.

Angenommen alle Voraussetzungen fiir den Satz sind erfiillt — iberpriifen wir gleich —
dann ist

F'(\) :/ e Mdg :%
0

und somit F(A) = In A + const. Um die Integrationskonstante zu bestimmen setzen wir
A =1 und erhalten F'(1) = 0 also muss F(\) = In A gelten.

Es bleibt also die Voraussetzungen von Satz 2.1.3 zu tiberpriifen: Dazu sei A € [a, b] C
(0, 00). Wir brauchen eine A-unabhéngige integrierbare Majorante fiir den Integranden
von F und F’. Dazu bemerken wir erst einmal, dass lim,_,q £ = lim,_,o(—e %+
Ae™) = X — 1 ist. Somit gibt es Konstanten c¢;,co > 0 (welche nur von a und b
abhéngen) mit

—o_ A

<min{C,e” "}
|e—)\7; ’ Se—aw'
Beide rechten Seiten sind auf (0, 00) uneigentlich integrierbar und damit kénnen wir

das Majorantenkriterium anwenden, um gleichméflige Konvergenz der Integrale fiir
A € [a,b] zu folgern.
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2. Etwas Integration

Beispiel 2.1.7. Sei f: (z,t) € [a,b] X [¢,d] — f(z,t) € R stetig und sei % stetig.
Seien a, §: [c,d] — [a, b] differenzierbar. Wir betrachten

B(t)
F(t) = / F(x,t)dt

und wollen F’(t) berechnen:

Dazu hilft es sich F(t) = G(a(t), 5(t),t) mit G(y, z,t) = f; f(z,t)dt vorzustellen. Dann
gibt die Kettenregel, der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung [3, Satz
4.5.16] und Satz 2.1.2:

F'(t) =0,G(a(t), B(t), t)a’ (t) + 0.Ga(t), B(t), 1) B (t) + 0:Ga(t), B(t),t) - 1
B(t) of

= Ha® 0O+ FEO.08 W + [ e

2.2. Kurvenintegrale

2.2.1. Wiederholung: Lange einer Kurve.

Sei «v: [a, b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann hatten wir in [3, Lem. 4.5.51]
gesehen, dass v rektifizierbar ist (d.h. die Lange anndhernder Polygonziige konvergiert)
und somit die Lénge von ~:

Y(wz) = 7y ¥(b)

b

L) = [ ot

a v(v3)
An der Anschauung mit dem Polygonzug
zeigt schon, dass die Lange von v nur von
der Spur Bild (y) abhéingen kann, sofern je-
der Punkt von Bild () nur einmal durchlau-
fen wird. Schauen wir uns das noch einmal (@)
formal an:

fy(z1) = v(y2)

(Y1)

Sei v: [a,b] — R™ eine stetig Kurve. Sei ¢: [¢,d] — [a,b] ein Homéomorphismus. Dann
nennen wir ¢ eine Umparametrisierung. Die Kurve v: ¢: [¢,d] — R™ hat dann die
gleiche Spur wie «y. Gilt ¢(c) = a so nennen wir die Umparametrisierung orientierungs-
erhaltend sonst orientierungsumkehrend.

Zum Beispiel: Sei v: [—a,a] — R™ eine stetige Kurve und ¢(¢) = —t. Dann ist ¢
orientierungsumkehrend und die Kurve v o ¢ wird in der Zeit ¢ in die andere Richtung
durchlaufen als ~.

Wir wollen der Vollsténdigkeit halber, wollen wir die Unabhéngigkeit der Lénge einer
Kurve von der Parametrisierung nachrechnen. Dazu sei 7y: [a,b] — R" eine stetig
differenzierbare Kurve und ¢: [c,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt
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2.2. Kurvenintegrale

7= L(v(1)

Abbildung 2.1.: Den Weg « haben wir auf die x-Achse und f o v auf die  — z-Ebene.

—1
t=p(s) [¥ (d)

Loro)= [ We)I s 2 [, WOl Wy = [
e~ t(c

Da ¢ bijektiv ist, kann ¢’ das Vorzeichen nicht wechseln und es ist ¢’ positiv fiir ¢
orientierungserhaltend und sonst negativ .

Alles obere gilt auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurve.

Definition 2.2.1. Sei 7: [a,b] — R"™. Dann heifit v stickweise stetig differenzierbar
bzw. stickweise-C', falls es einm € Nund zp,...,2, € Rmita =21 < 29 < ... <
Tpo1 < xp, = b gibt, so dass v|[3, 4, fiir alle i = 0,...,n — 1 stetig differenzierbar ist.

Auch solche stiickweise-C'-Kurven sind mit genau dem gleichen Beweis wie in |3,

Lem. 4.5.51] rektifizierbar und wir kénnen noch immer f: |/ (t)|dt bilden, da +/(t) auf
(24, mi41) jeweils stetig ist und jeweils auf [x;, 2;11] stetig erweiterbar ist: Also

/|7 J|dti= Z/ ()[dt.

Definition 2.2.2. Eine Kurve 7: [a,b] — R™ heifit geschlossen, wenn ~y(a) = ~y(b)
gilt. Die Kurve 7 heifit einfach geschlossen, wenn sie geschlossen ist und y(t1) = vy(t2)
entweder t1 = to oder {t1,t2} = {a,b} folgt.

2.2.2. Kurvenintegral erster Art

Definition 2.2.3. Sei f: R™ — R eine stetige Funktion. Sei v: I = [a,b] — R"™ eine
stetig differenzierbare Kurve. Dann ist das Kurvenintegral erster Art von f dber ~y
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2. Etwas Integration

gleich
b
/ fdsi= / SO (0)ldt.

Wo kommt die Definition her? Wir stellen uns f o+ in eine Ebene abgerollt vor,
vgl. Abbildung 2.1. Dort ist dann die Funktion parametrisiert gegeben durch

£(t) =L(7(t))= / Iy (s)ds
y(t) =F((1)).

Nach der Substitutionsregel ist wegen z’(t) = |7/ (¢)|

L(v) b
/ y(z)dz = / FOv ) (1)t
0 a

— also genau unsere Definition. Da die linke Seite nicht von der Wahl der Parametrisierung
abhingt, hédngt auch f7 fds nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

2.2.3. Kurvenintegral zweiter Art

Definition 2.2.4. Sei V: R™ — R" ein stetiges Vektorfeld. Sei v: I = [a,b] — R" eine
stetig differenzierbare Kurve. Dann ist das Kurvenintegral zweiter Art von V dber ~y
gleich

b
/ V. ds = / (V(y(1), 7 () dt

Das - in V' -ds deutet auf die Verwendung des Skalarproduktes hin. Fiir die Anschauung:
Entlang v wird das Vektorfeld V' auf «y projiziert derart, dass die Lénge des projizierten
Vektors gleich (V(y(t)),~'(t)) ist. (Diese Projektion ist nur dann orthogonal, wenn

[Y'(t)] = 1 ist.)

Lemma 2.2.5. Sei V und v wie oben. Sei ¢: [c,d] — [a,b] ein C-Diffeomorphismus.

Dann ist
/V-ds::lz/ V -ds,
¥ Yoy

wobei dort ein + steht, wenn ¢ orientierungserhaltend ist, und sonst ein —.

Beweis.
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2.2. Kurvenintegrale

© ()
=7 o)== [ veas
p1(0) )

1
(Fiir ¢ orientierungsumkehrend ist, f;p_l((g) = [ =- f;) O

Beispiel 2.2.6.

(i) Wir betrachten das Vektorfeld V(z,y) = (-4, %W‘)T auf R? \ {0}. Sei
v:[0,27] — R2, ¢+ (cost,sint)” (parametrisiert den Einheitskreis entgegen des
Uhrzeigersinns).

Dann ist wegen |y(¢)| =1

T sint —sint
.ds = = 2m.
/YV ds /0 <(Cost)’<cost>>dt i

(ii) Sei V(z,y) = (—y,x)T. Dann ist

[vea= | g () Chio e = | (n(PA) — a0t

In einer Ubungsaufgabe rechnen wir nach, dass fiir eine einfach geschlossene
stiickweise-C'!-Funktion die Hilfte des Betrags des obigen Kurvenintegrals den
Flécheninhalt in dieser Kurve berechnet. Hierbei heif3t einfach geschlossen, dass
~ geschlossen ist und aus v(t;) = v(t2) entweder t; = ty oder {t1,t2} = {0, 27}
folgt (Es gibt also keine Selbstschnitte).

Definition 2.2.7. Ein Vektorfeld V: U C R™ — R™ heifit Gradienten(vektor)feld bzw.
konservativ, falls es eine differenzierbare Funktion ¢: U — R mit V' = grad ¢ gibt. Man
nennt ¢ ein Potential zu V.

In der Physik kommen o6fter Kréafte vor, die konservativ sind. Z.B. ist das Negative des
Gradienten der potentiellen Energie die 'riicktreibende Kraft’ Das Gravitationsfeld
g: R3\ {0} - R3, = — i (Ubungsaufgabe 9(iii)) ist ein Gradientenfeld: Es gilt
g(z) = grad \71| (Das Negative davon ist die Gravitationskraft).

Die Frage ist natiirlich nun, wie sehe ich einem Vektorfeld V' an, ob/das es ein Gra-

dientenvektorfeld ist und wie finde ich ggf. . Dazu finden wir erst einmal ein paar
Eigenschaften von Gradientenfeldern:

Satz 2.2.8 (Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals zweiter Art fiir Gradientenfelder).
Sei U C R™ offen und wegzusammenhdngend. Sei V: U — R™ ein stetiges Vektorfeld.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) V ist ein Gradientenvektorfeld.

(ii) Fiir jede geschlossene stiickweise-Ct-Kurve v: [a,b] — U gilt f7 V.ds=0.
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2. Etwas Integration

1

Y1 o Yzthe;

Abbildung 2.2.: Links: Eine neue Kurve « entsteht durch Hintereinanderkleben zweier
Kurven: Erst wird v; durchlaufen und dann -5 mit umgekehrter Ori-
entierung, siehe Def. von v im Beweis von Satz 2.2.8.
Rechts: Das Aneinandersetzen von 7, ype;, dann ¢, in umgekehrter
Orientierung und dann -, in umgekehrter Orientierung gibt eine ge-
schlossene stiickweise-C'!.Kurve.

(iii) Fiir je zwei stiickweise-Ct-Kurve 7;: [a,b] — U, i = 1,2, mit v1(a) = y2(a) und
Y1(b) = 2(b) gilt
/ V~ds:/ V- ds.
71 72

Beweis. ’(1) = (ii)’ Sei nun V = grad ¢ und « wie in (ii). Dann gilt

b

b b
/ V. ds = / (grad o (y(1), ' (B))dt = / Doy (1))t = / (p o) (t)dt

—o(1(5)) — p(v(a)) " =" 0.

(i) = (iii)’ Seien 1 und 7, zwei Kurven wie in (iii). O.B.d.A. sei [a, b] = [0, 1]. Wir
definieren v: [0, 1] — R™ durch

1(2t)  teo,d]
t”{w?z—%) te (L]

Dann ist v eine Kurve wie in (ii), s. Abbildung 2.2, und es folgt (iii) mit

0:/V~s:/ V~s—/ V.s.
vy Y1 Y2

Hier haben wir Lemma 2.2.5 verwendet und das Minus in der Summe kommt daher,
dass 7y 72 in umgekehrter Orientierung durchlduft, vgl. Lemma 2.2.5.

'(iif) = (i)’ Sei zp € U fest. Da U wegzusammenhéngend ist, gibt es fir alle x € U
eine stetige Kurve 7, von zg nach . Nach Lemma 1.2.11 kann ~, stiickweise linear
(und damit stiickweise-C!) gewihlt werden. Wir setzen

@(x):/ V.ds

x

Nach (ii) hingt ® nicht von der Wahl der ~, ab. Wir miissen noch zeigen, dass
grad o =V gilt: Sei ¢p,: [0,1] = R”, t — & + the;. Fir h klein genug, ist Bild(cs) C U,
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2.2. Kurvenintegrale

da U offen. Dann folgt aus (ii) und Lemma 2.2.5, vgl. Abbildung 2.2 rechts:
d(x + heJ

1

/V ds-/ (x—l—thej),ej)dt:/ Vj(x + thej)dx — Vj(x)
0

fir h — 0. =

Nach Lemma 1.4.2 ist rot grad = 0 ist. Eine naheliegende Frage ist nun, ob denn alle
Vektorfelder V: R? — R3 mit rot V = 0 von einem Gradientenvektorfeld kommen. Wir
werden sehen, dass zumindest lokal dies immer richtig ist.

Lemma 2.2.9 (Rotationsfreiheit impliziert lokal Gradientenvektorfeld). Sei U C R™
offen und sei V: U — R™ stetig differenzierbar mit 0;V; = 0;V; fir 1 <i,j <n. Dann
gibt es um jedes x € U eine offene Umgebung 2 und eine zweimal stetige differenzierbare
Funktion ¢: Q — R mit V] = grad ¢.

In Dimension n = 2,3 ist 0;V; = 0;V; fir 1 <4,j < n genau die Forderung rot V' = 0.

Deshalb nennt man auch in héheren Dimensionen V' rotationsfrei, wenn diese Bedingung
erfiillt ist.

Beweis. Sei € > 0, so dass Q:=B(%) C U ist. Aus letztem Beweis wissen wir, was ein
Ansatz fiir ein mogliches Potential ist: Fiir € B(&) wir setzen

o) = / <v<x+t<a;)—x> f_(ff )it = z / 2 — &)t

Wir miissen nun {iberpriifen, dass grad p = V gilt:
Wir konnen unterm Integral differenzieren (Satz 2.1.1):

axk Z/ zk (ﬂfj—fj)>dt
_Z/ (8, V;)( Stz — &) dt+/ Vie(y(t))dt

/ O (tVi(v(1))) dt = tVi(y(t))|s = V(). O

Gilt das immer auch global? Nein!

Beispiel 2.2.10. Das Vektorfeld (— 2+y2, eyl )7 auf R?\ {0} aus Beispiel 2.2.6 kann
nach Satz 2.2.8 kein Gradientenfeld sein, da das Kurvenintegral entlang der Kreislinie
nicht verschwindet, aber man rechnet schnell nach das die Rotation verschwindet. Was
geht hier schief — man kénnte ja denken, es gibt doch lokal immer ein Potential (was bis
auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist wegen Lemma 1.2.10). Uberlappen sich also
zwei solcher Bélle aus dem letztem Beweis, kann diese Konstante einfach auf beiden
Ballen gleich wéhlen und hitten dann auf der Vereinigung beider Bélle ein gemeinsames
Potential fiir V. Das Problem tritt erst auf, wenn sich so eine Kette solcher Bélle
"hinten wieder beifit’, vgl. Abbildung 2.3 links.
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2. Etwas Integration

Abbildung 2.3.: Links: Ein rotationsfreies Vektorfeld hat auf K ein Potential ¢; (ein-
deutig bestimmt bis auf eine Konstante) Gleiches gilt auf allen anderen
K; — Potential ¢;. Wir kénnen nun die Konstante so wéhlen, dass das
Potential auf K7 N Ky iibereinstimmt und dass so bis K5 weiterfithren
und erhalten so ein Potential ¢ auf K7 U...U K5. Dann ist aber der
Schnitt von Kg mit K7 N ... N K5 nicht mehr zusammenhédngend und
aus grad(¢ — ¢g) = 0 auf diesem Schnitt folgt nicht mehr, dass die
Differenz konstant ist.
Rechts: s € [0,1] — ~, ist eine stetige Deformation von vy nach ;.

Der Beweis von Lemma 2.2.9 funktioniert genau so, solange man alle Punkte der
Menge 2 der Geraden von einem Punkte zy € Q2 erreichen kann. Solche Mengen nenn
man sternformig. Also sind auf allen sternférmigen Menge rotationsfreie Vektorfelder
Gradientenvektorfelder.

Allgemeiner ldsst sich diese Aussage auch fiir einfach zusammenhingende Mengen
zeigen:

Definition 2.2.11. Ein Menge U C R”™ heifit einfach zusammenhdngend, wenn es zu
je zwei stetigen Kurven v;: [0,1] — U, i = 0,1, mit 71(0) = 70(0) und ~1(1) = 70(1)
eine stetige Funktion

v:[0,1] x [0,1] = U

v(1,t), vo(t) = 7(0,t), ¥(s,0) = v5(0) und v(s,1) = yo(1) gibt. Ein solches
1] — U nennt man Homotopie von o und v, mit festen Endpunkten.

mit 7, () =
7: [0,1] < [0,

Einfach zusammenhéngend bedeutet anschaulich, dass man je zwei stetige Kurven mit

gleichen Endpunkten stetig ineinander deformieren kann, vgl. Abbildung 2.3 rechts.

Lemma 2.2.12. Sei U C R” offen. Dann ist U genau dann einfach zusammenhdngend,
wenn die Definition fir alle zweimal stetig differenzierbare Kurven ~y; erfillt und es
eine dazu gehorige Homotopie gibt, die auch zweimal differenzierbar ist.

Beweis. Von der Idee her wie Lemma 1.2.11 - nur das die stiickweise lineare Kurven
an den Ecken noch ’geglattet’” wird wie im Bild von Seite 70. Fiithren wir hier nicht
aus. O
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2.3. Noch ein bisschen Topologie

Satz 2.2.13. Sei U C R" offen und einfach zusammenhdingend. Sei V: U — R™ stetig
differenzierbar mit 0;V; = 0;V; fiir 1 <4,j <n. Dann ist V ein Gradientenvektorfeld.

Beweis. Um zu zeigen, dass V ein Gradientenvektorfeld ist, wollen wir Satz 2.2.8(iii)-(i)
verwenden. Der Beweis von Satz 2.2.8 ist ganz analog, wenn wir (iii) nur fiir zweimal
stetig differenzierbare Kurven fordern.

Wir miissen also die Wegunabhéangigkeit der Kurvenintegrale beweisen. Dazu seien
¢, c1: [0,1] — U zwei zweimal stetig differenzierbare Kurven mit den gleichen Start-
und Endpunkten. Sei c: (s,t) € [0,1] x [0,1] — U eine zweimal stetig differenzierbare
Homotopie von ¢y und ¢; mit festen Endpunkten. Wir setzen

1 C
F(s) = [ Vlets0), 5 00

Wir wollen zeigen, dass F'(s) konstant ist. Dazu berechnen wir die Ableitung

P2t | = (1 tets. 0. G0 )

0

ij=1

n 1 N o 26'
= Z /0 <6@‘Vj(6(s,t))88; (S,t)%(s,t) + Vj(c(s,t))gsajt (570) dt
0

n 1
rot. frei+Schwarz dc; j
t.freits Z/O <ajm(c(s,t)) ~(s,) 57 (s,t)+Vj(c(s,t))at8;(5,t)> dt

ij=1

0
Z / i (vitets. G 60

Oc

:<V(C(S’t))7 %(SJ)H%) =0.

Also ist F konstant und damit ist das Kurvenintegral wegunabhéngig. O

Ein Beispiel fiir letzten Satz haben wir im Gravitationsfeld g: R\ {0} — R?, z —
—ﬁ, gesehen. Das hat Rotation Null (Ubungsaufgabe 9(iii)), R3 \ {0} ist einfach

zusammenhéngend und ist ein Gradientenfeld (g(z) = grad ﬁ)

Wir haben also gesehen: Gradientenvektorfelder haben wegunabhéngige Kurveninte-
grale zweiter Art und sind rotationsfrei. Umgekehrt ist jedes rotationsfreie Vektorfeld
zumindest lokal ein Gradientenvektorfeld. Hat man noch andere Bedingungen an die
unterliegende Menge, z.B. einfach zusammenhéngend, ist es sogar global ein Gradien-

tenvektorfeld.

2.3. Noch ein bisschen Topologie
In [3, Abschnitt 4.1.4] haben wir schon einige topologische Grundbegriffe in metrischen

Réumen kennengelernt wie offen, abgeschlossen, Haufungspunkt und innerer Punkt.
Nun sollen noch ein paar dazukommen.
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2. Etwas Integration

Definition 2.3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

e Das Innere Inn(A) von A ist Menge aller inneren Punkt von A, also aller y € A,
fiir die es ein € > 0 mit B.(y) C A gibt.

e Ein Punkt z € X heif3t Randpunkt von A, wenn er weder innerer Punkt von A
noch von X \ A ist.

e Der Rand A von A ist die Menge aller Randpunkte von A.
e Der Abschluss von A in X ist A=A U dA.

e Eine offene Uberdeckung von A ist eine Menge von offenen Teilmengen U; C X,
1 €I, mit AC UjerUpi={x € X | Ji € I : 2 € U;}. Hierbei ist I eine beliebige
Menge — Indexmenge genannt.

In Ubungsaufgabe 32 werden wir uns iiberlegen, dass der Abschluss einer Teilmenge,
wie der Name schon suggeriert, wirklich abgeschlossen ist.

Beispiel 2.3.2. Fir eine offene Teilmenge A eines metrischen Raumes gilt immer
Inn(A) =Aund 0ANA=02.

Auch wenn man es der Notation nicht ansieht, hdngt der Abschluss und der Rand von
A und die Frage immer von dem metrischen Raum ab (also auch von der Menge und
nicht nur der Abstandsfunktion, in der man A als Teilmenge betrachtet: Sei X = R?
mit euklidischem Abstand und A = B;(0). Dann ist der Abschluss von Bj(0) in R?
die Menge B;(0) = {z € R? | |z| < 1} und 9B;(0) = S1(0). Betrachtet man aber A als
Teilmenge in A selbst (auch mit der euklidischen Abstandsfunktion), dann ist A = A
und 0A = @.

Wir werden noch eine Eigenschaft kompakter Teilmengen brauchen:

Satz 2.3.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum und K C X eine kompakte Teilmenge.
Jede offene Uberdeckung (U;)ier von K hat eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
eine endliche Teilmenge J C I mit K C U;c U;

Wir haben Kompaktheit einer Teilmenge K eines metrischen Raumes in [3, Def. 4.1.28]
definiert als: Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge. Diese Definition
nennt man in einem allgemeineren Rahmen folgenkompakt. Die Eigenschaft von K,
dass es fiir iede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung gibt, nennt
man auch dberdeckungskompakt. Der letzte Satz gibt uns, dass in metrischen Rdumen
folgenkompakt und tiberdeckungskompakt das Gleiche ist.

Beweis. Beweisen wir hier nicht. O

Der letzte Satz wird oft verwendet, um ein Problem zu zerlegen, in dem man sich
auf endlich viele ’einfachere’ Mengen zuriickziehen kann. Dazu hilft dann auch haufig
folgender Satz (der nicht mehr reine Topologie ist, da wir hier gleich glatte Abbildungen
verlangen. Deshalb auch nur fiir Teilmengen des R™.):
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2.3. Noch ein bisschen Topologie

(0.9 — x) r(z +0.9) r(z)

Qi1 o Qi1
1 - f I I 1 -
U;

Uifl Ui+l
Abbildung 2.4.: Zum Beispiel einer Zerlegung der Eins der offenen Uberdeckung
(Ui = (i = 1,i41));c4 von R.

Satz 2.3.4 (Zerlegung der Eins). Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung eines metrischen
Raumes (X,d) C (R™,].]). Dann gibt es glatte* Funktionen a;: X — [0, 1] mit folgenden
FEigenschaften:

e Die Triger' suppa;:={r € X |a;(z) #0} C U; .
e fiir alle x € X gibt es nur endlich viele i € I mit x € U; und o;(x) #0
e > icrai(z) =1 fir allex € X.

Diese a; nennt man dann eine (U; untergeordnete) Zerlegung der Eins.

Die zweite Eigenschaft ist vor allem dazu gut, dass die dritte Eigenschaft iiberhaupt
sinnvoll ist: Die Indexmenge I kann beliebig grof, z.B. sogar iiberabzahlbar, sein. Dann
ist eigentlich gar nicht klar, was ), ; sein soll. Aber die zweite Bedingung gibt uns,
dass fiir € X fest nur endlich viele dieser Summanden ungleich Null sind. Wir haben
also in Wirklichkeit dort eine endliche Summe und kénnen fragen, ob da 1 rauskommt.

Beweisen wir hier auch nicht, vgl. [1, Satz 7.14], sondern wir schauen uns das nur mal
explizit an zwei einfachen Beispielen an. Benutzen werden wir das auch spéter erst
einmal nur fiir den Fall, wo unser Raum durch U; tiberdeckt wird, die das Innere von
Quadern sind.

Beispiel 2.3.5. Sei X =R und U; = (i — 1,7+ 1) fir ¢ € Z. Dann ist (U;); eine offene
Uberdeckung von R. Sei

*Zerlegung der Eins gibt es auch allgemeiner fiir metrische Rdume, aber wir wollen hier zusétzlich,
dass die Funktionen glatt sind. Deshalb hier nur fiir Teilmengen des R™

Tsupp kommt von support (Tréger) und der Abschluss wird hier in X ausgefithrt. Also z.B. ist
X = (0,1). Dann ist der Abschluss von (0,0.5) gleich (0,0.5].
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2. Etwas Integration

Abbildung 2.5.: Man kann sich auch eine glatte Funktion ¢: R — [0,1] z — (1 —
x)(1 + r(x)) bauen, die gleich 1 fiir x < 0 und 0 fir z > 1 ist.

1

1 .
e 2 x>0 olx —1)
r(z) = o(z) =r(z+0.9)7r(0.9 — x) ai(z) = =————.
) { 0 <0 ) ) ) > kez p(@ — k)
Dann sind die 7, ¢, a; glatt, suppa; = [i —0.9,740.9] C U; und ), a;(x) = 1 — also
eine Zerlegung der Eins zu (U;);, vgl. Abbildung 2.4.
Betrachtet man als X = [0,00) und U; = (i — 1,i+ 1) fir ¢ > 1 und Uy = [0,1). Dann
ist (Us)ien eine offene Uberdeckung von X. Setzen wir dg = ¢(/0.9) mit ¢ wie in
Abbildung 2.5, &; = p(x — i) fiir ¢ > 1 mit ¢ wie oben und «; = T i Dann ist oy

JEN aj .
eine zu (U;);en untergeordnete Zerlegung der Eins.

Man kann Produkte obiger Funktionen auch nutzen, um sich eine Zerlegung der Eins
fir fir U;’s zu bauen, die das Innere von Quadern sind.

2.4. Mehrfachintegrale
2.4.1. Integrale iiber Quader

Bis jetzt haben wir eigentlich immer nur Funktionen in einer Variablen integriert:
In Analysis 1 fiir Funktionen f: [a,b] — R und auch jetzt in Analysis 2 waren die
Kurvenintegrale am Ende auch nur Integrale in einer Variablen — dem Parameter der
Kurve.

Nun wollen wir auch einige Funktionen f: @ C R™ — R integrieren. Dazu verallgemei-
nern wir das Konzept der Ober- und Untersumme aus Analysis 1.

Definition 2.4.1. Sei I; = [a;,b;]. Sei Q =11 x Iy x ... X I;:= H?Zl I; C R™. Eine
Zerlegung Z der Ordnung k sei die Menge der (achsenparallelen) Quader

n . .
1;— 1 i
boin = [l + (b —ay), a5+ (b —ay)]
j=1

mit i; € {1,...,k}. Wir setzen vol(Q) = [[}_, [b; — a;|. Sei f: Q@ — R beschréinkt.

Wir nennen

._volQ k .
Sk(f):= i i“;t:lzeérklf f(x)

i1.-in
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2.4. Mehrfachintegrale

die k-te Untersumme von f

FH=2 T w fw)

i15eeyin=17 GQ

i1.-vin
die k-te Obersumme von f.

Eine Funktion f: @Q — R heifit unterhalb/oberhalb integrierbar, falls
lim Si(f) bzw. lim S*(f)

k—oc0 k—oc0

existiert. In diesem Fall setzen wir
/fdvolf lnn Sk(f) bzw. /deOI: lim Sk(f).
Q k—oco

Die Funktion f: Q — R heif3t integrierbar, falls sie sowohl unterhalb als auch oberhalb
integrierbar ist und beide Integrale iibereinstimmen. In diesem Fall setzen wir

/fdvol— hm Ske(f)-

Die Folgen (Sk(f))r und (S*(f))x sind beide monoton und, da f beschriinkt ist, auch
beschréankt. Damit existiert hier in unserer Situation das untere und obere Integral
immer, aber sie miissen i.A. nicht iibereinstimmen, vgl. Ubungsaufgabe 29.

Beispiel 2.4.2. Sei Q C R” ein Quader und 1g: Q@ — R,  — 1. Dann gilt Si(f) =
Vle Zfl.__inzl 1 =vol Q. Analog S*(f) = vol Q. Also ist 1¢ insbesondere integrierbar.

Allgemeiner definieren wir:
Definition 2.4.3. Sei Q@ C R” ein (achsenparalleler) Quader und  C Q. Die Funktion

1 2€Q

IQ:Q%R, Z'—>{O sonst
heifit charakteristische Funktion von ).

Ist 1 integrierbar, dann nennen wir

VolQ::/ dVOl::/ 1ndvol
Q Q

Solange der Quader von @ grofl genug, um 2 zu enthalten, hingt das Integral fQ dvol
(sofern es existiert) nicht von @ ab. Wir packen {2 aber immer in einen Quader, damit
wir endliche Summen bei den Ober-/Untersummen haben.

das Volumen von €.

Fir © = @ ein achsenparalleler Quader ist das eben definierte vol @ gleich dem aus
Definition 2.4.1.
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2. Etwas Integration

Satz 2.4.4. Die Menge Rq:={Integrierbare Funktionen Q — R} bildet (mit der db-
lichen Addition und skalaren Multiplikation von Funktionen) einen Vektorraum. Die
Abbildung

/ : {Integrierbare Funktionen @ — R} —» R, f +— / f(x)dvol
Q Q

erfillt: Fir alle f,g € Rg, a € R gilt
e Linearitit: af +g € Rg und fQ(af + g)dvol = an fdvol + fQ gdvol.

e Monotonie: Aus f < g folgt fQ fdvol < fQ gdvol.

e Beschranktheit: Ist f beschrinkt, dann gilt ’fQ fdvol‘ < vol@supg, ||

Analoge Aussagen gelten fiir unterhalb/oberhalb integrierbare Funktionen.
Stetige Funktionen f: Q — R sind integrierbar.

Beweis. Alles genau wie in Ana 1, vgl. [3, Satz 4.5.8 und 4.5.9] (Dort ist alles fir
allgemeine Treppenfunktionen gemacht. Hier sind die Treppenfunktionen nur die Ober-
und Untersummen.) O

Um das Integral f fdvol einer integrierbaren Funktion f auch wirklich ausrechnen zu
koénnen hilft uns der folgende Satz:

Satz 2.4.5 (Fubini fur Quader). Seien I; = [a;,b;] fir j=1,...,n und n =m+ k.
Sei@Qr =51 x... X1, Q2 =1Int1 X... X1, Q@ =0Q1 xQs. Sei f: Q — R integrierbar.
Dann gilt

/Qfdvol :/1 <QQf(x,y)dvoly> dvol, = /1 (QQf(x,y)dvoly) dvol,
:/ </ f(;my)dvola:) dvol, = / ( f(z, y)dvolz) dvol,,.
2 \*—Q1 2 Q1

Insbesondere existieren dann alle Integrale der rechten Seite. Hier haben wir an dvol
einen Index geschrieben, um zu verdeutlichen bzgl. welcher Koordinaten integriert wird.

Beweis. Es gilt QY = (Q)f, i x (Qg)fmﬂm- . Damit haben wir

’Ll’Ln in

sz(f;cg%m):“’l,@ S if fy)

£
D1 yeensin (I’y)EQil covin

SV(;LQ Z inf . ( inf f(x,y))

i1, ~,inz€(Ql)f1~ ye(QQ)'inH,l.,.in
vol Q1 . vol Q2 )
< inf inf x,
oy Z 2€(Q1)f; . ok Z S oye(Q2)¢ fe.y))
Hoestm Lootm Tm41s005tn m41---in
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2.4. Mehrfachintegrale

(2 € Q1> Sulf(z,): @ = R) < Si(w € Qs [l y)dvoly)
&

<S'we Qi [ fla,y)dvol,) < S e Qi [ fla,y)dvoly)
JQs Qs

<S8tz SY(f(z,.): Qs = R)

1 1
=V0n?1 sup ¥ ng Z sup  f(z,9))
¢ 1,. y1my€(Q2)f 1 ¢ s (Q1)1m+1 in
1
< Q > sup sup  f(x,y)

i1yeesin ye(Q2)! z€(Q1)!

im41--in
vol
< g,f? sw  fwy) =5 Q> R).
i @Y)EQY,

..... Jin

im41--in

Fiihrt man den Limes ¢ — oo aus und benutzt die Integrierbarkeit von f erhdlt man
hier dann eine Kette von Gleichungen, in der uns die blauen Terme interessieren, was
uns gibt:

lim fdvol = lim S, f(,y)dvol, | = lim S* f( y)dvoly, | .

{— 00
So erhalten wir die erste Gleichung der Behauptung und damit insbesondere das die
zugehorigen Integrale existieren. Die zweite Zeile erhélt man analog, da man in der
obigen Kette im dritten blauen Ausdruck auch durch S, vom oberen Integral iber Q4

ersetzen kann. Die zweite Zeile der Gleichung erhélt man analog, indem man die Rollen
von x und y vertauscht. O

Beispiel 2.4.6. Sei f: [a,b] — R mit f > 0 stetig und sei Q:={(z,y) € R? | y < f(z)}
die Menge, die die Funktion mit der x-Achse einschliesst. Sei ¢ > max f. Wir betrachten
lo: @ = [a x b] x [0,¢] = R. Wir kénnten durch direktes Abschétzen der Ober- und
Untersumme abschétzen, dass 1g integrierbar ist. Das verschieben wir auf spater und
nehmen das hier mal direkt an.

Da die Funktion integrierbar ist, konnen wir Fubini anwenden und erhalten

vol ) = /deol = /[a’b] (/[O’c]lg(:c,y)dy> dr = /ab (/Of(w) dy> dz = /ab flx)dx

Unser Begriff von Volumen hier, ist also mit dem Fldcheninhaltsbegriff aus Analysis 1
unter einer Funktion kompatibel.

Als néchstes sehen wir, dass 1o mit dem Q des letzten Beispiels wirklich integrierbar
ist. Allgemeiner gilt sogar
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2. Etwas Integration

N
- [

0 c

a

Abbildung 2.6.: Zum Beweis von Lemma 2.4.7: Fir @1 = [a,b] und g: [a,b] = R, g > 0,

und £+ Q={(z,5) € Q:=Q1 x [0,5upg] | y < g(x)} — R, f > 0, stetig
ist der Schnitt f(zg,.) und fe(xo,.) fiir zwei verschiedene e dargestellt.

Lemma 2.4.7. Sei Q1 C R" ein Quader und g: Q1 — R, g > 0 stetig. Sei c > supg.
Sei Qg:={(r,y) € Q:=Q1 x [0,c] | y < g(x)}. Sei f: Q — R stetig und sei f = 1q,f -
also

f:Q—=R, z+— {f(x) 2€Qy0 sonst

Dann ist f integrierbar.

Wir nennen dann auch f: Q4 — R integrierbar und setzen

/ fdvol:= / fdvol.
Qg Q

f ist die Fortsetzung von f durch Null auf Q \ Qg4 und damit i.A. nicht mehr stetig.
Deshalb miissen wir die Integrierbarkeit hier erst noch zeigen. Auierdem héngt |, o fdvol
nicht von der Wahl von @ ab.

Beweis. Wir nehmen zunéchst f > 0 an: Sei ¢: R — [0,1] glatt mit ¢(z) = 1 fiir
z < 0, monoton und ¢(z) = 0 fiir z > 1. Wir setzen f.: Q@ — R, (z,y) € Q1 X
[0,¢] = f(x)p(X=2EEe) ygl. Abbildung 2.6. Wegen f > 0 folgt f > fo, > f., fiir
€1 < €. AuBerdem ist f. stetig und damit integrierbar mit fQ fe,dvol > fQ fe,dvol.
Wegen f beschrankt, ist fQ Jedvol < supg f - vol @ beschrankt und somit existiert
lim,_, fQ fedvol.

Wir wollen als nachstes zeigen, dass dieser Limes unser gesuchtes Integral von f Q=R
ist: Fiir € > £ (also fiir & grof§ genug) gilt:

[4(F) = Su(f)| = |Sk(F ~ fo)] < vol @2 sup | — ] < vol Q:2esup

Dabei folgt das erste <, da f — f. nur auf Qg \ Qg iiberhaupt ungleich Null sein kann
und dieser Bereich wegen € > £ durch hochstens 2vol (1 Teilquader iiberdeckt wird.

Analog fiir die Obersummen. Somit ist

Se(fe) < Sk(f) +2vol Qresup f < S¥(f) + 2vol Qresup f < S*(fe) + 4vol Qesup f.
Q Q Q
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2.4. Mehrfachintegrale

Lasst man nun erst £ — oo gehen, benutzt das f. integrierbar ist und lasst dann e — 0
gehen, erhélt man

k— o0

lim [ fcdvol = lim Si(f) = lim S*(f).
e—0 Q k—o0

Also ist f integrierbar.

Es bleibt nun f zu betrachten, die auch das Vorzeichen wechseln diirfen: Dazu setzen
wir f1: Q — R, x — max{0,+f(z)}. Die fi sind stetig und damit existieren nach
obigen Uberlegungen fQ f+dvol. Nach der Linearitdt des Integrals existiert somit auch

das Integral von f = f, — f_. O

Beispiel 2.4.8. Aus dem letzten Lemma folgt wegen Linearitdt auch, dass stetige
Funktionen auf dem Bereich zwischen den Funktionsgraphen stetiger Funktionen
g1,92: Q1 — R mit g1 > go— also Q:={(z,y) € Q@ X [c = inf g2,d = sup¢1] | g2(z) <
y < g1(z)} — integrierbar sind. Denn dann ist f|g = f|o, — flq,- Mit Fubini erhalten
wir dann

d g1(x)
fdvolz/ / f(a:,y)lg(x,y)dydvolxz/ / f(z,y)dydvol,.
Q Ql c

17/ g2(z)

Berechnen wir uns den Flacheninhalt eine Kreises mit Radius r. Dann konnen wir
gij2: © € [-r,r] = £Vr? — 22 € R benutzen und erhalten

o PR .
volBy(r) = [ dvol Fubini / / dydr = / 2v/r2 — x2dx = 7r?
Q —rJ—

Vr2—z? —r

vgl. [3, Bsp 4.5.22] fiir die Berechnung des letzten Integrals, wo wir den Fldcheninhalt
des Kreises mit den Mitteln von Analysis 1 berechnet hatten.

Mittels der Zerlegung der Eins konnen wir aus letztem Lemma folgenden Satz folgern:

Satz 2.4.9. Sei Q C R™ kompakt und derart, dass 02 eine n — 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R™ ist. Sei f: Q — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Da £ kompakt ist, gibt es einen Quader @ mit € C Inn @ und ist auch 99
kompakt (Ubungsaufgabe 32). Nach Satz 1.8.5 gibt es fiir jedes p € 9Q eine offene
Umgebung V,,, so dass Q2 NV}, ein Funktionsgraph iiber n — 1 der n Koordinaten ist.
Sei @) C R™ ein Quader mit p € @, und Q, C V,. Damit ist (Inn (Q),))pecon eine
offene Uberdeckung der kompakten Menge 0€). Nach Satz 2.3.3 gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung (U;:=Inn (Q,))r_;.

Wir betrachten nun die endliche offene Teiliiberdeckung {U; = Inn (Q,,)}s_; U{Uj41 =
Inn (Q), Ug12 = Q\ Q} von Q* — vgl. Abbildung 2.7. Sei o;: X — [0,1],i=1,...,k+2
eine (U;)" 2 untergeordnete Zerlegung der Eins.

*Man beachte, dass @ \ 2 im metrischen Raum @Q mit euklidischer Abstandsfunktion wirklich offen
ist.
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2. Etwas Integration

Abbildung 2.7.: Abbildung zum Beweis von Satz 2.4.9

Dann ist f; = «; f eine Funktion stetige Funktion auf @ mit supp f; C U; und es gilt
fla = Zfill ilo. Nach Lemma 2.4.7 f;: Qp, NQ fir i = 1,...,k damit integrierbar.
Auch frio: Q — R ist integrierbar, da der Triager von fxio im Inneren von € liegt und
somit sich fjio durch Null zu einer stetigen Funktion auf @) fortsetzbar ist. Somit ist
auch f|q integrierbar. O

Analog kénnen wir in Dimension 2 sogar sagen:

Satz 2.4.10. Sei Q) C R? kompakt und derart, dass OS) das Bild einer stiickweise-C' -
Kurve ist. Sei f: Q — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Geht sehr analog zum letzten Beweis. O

Mit dem Satz von Fubini kénnen nun auch die Interpretation der Divergenz und
Rotation aus Abschnitt 1.4.2 und 1.4.3 beweisen:

Hierzu sei Q =[]}, [a;, b;] ein Quader. Wir setzen

rQ=J_ (@ {ri =a}) U(@N {a; =b;}))

— das ist die disjunkte Vereinigung der Randquader des Quaders.* Dann soll f RO die
Summe iiber die Integrale der einzelnen Randquader sein. Sei n: RQ — R™ der dufere
Einheitsnormalenvektor des Quaders —n auf Q N{xz; = b;} ist e; der i-te Einheitsvektor
und —e; auf Q@ N {x; = b;}, vgl. Abbildung 1.7.

Lemma 2.4.11 (Divergenzsatz auf Quadern). Sei V: Q C R™ — R"™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/didevolz/ (V, nydvol.
Q RQ

*Eigentlich wollen wir hier iiber 0Q integrieren. Wir haben nur nie gesagt, was das sein soll.
Deshalb zerlegen wir den Rand in die einzelnen Randquader und betrachten davon die disjunkte
Vereinigung. Einfach nur, damit wir uns keine Gedanken machen miissen zu welchem Integral die
Punkte im Schnitt zweier Randquader gehéren sollen (machen am Ende sowieso keinen Beitrag zum
Integral.
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2.4. Mehrfachintegrale

Beweis. Wir benutzen Fubini und rechnen mittels Hauptsatz aus Analysis 1 direkt
nach (wir lassen die dz; fiir die Kiirze weg und ein ~ iiber einem Ausdruck bedeutet,
dass dieser Term nicht vorkommt):

n by Vbz‘ bn
/ <‘/,’I'L>: E / / / ‘/i(mla---7xi—15bi;xi+1;---amn)
RQ i—=1 7 au a; [¢2%
n by vbi bn
- E / / / ‘/i($17...71‘i_1,ai,zi+1,...,.In)
i=1 al a; (e 7%
n by rb; bn aV: by (2%
:5 / / / 1(:171,...,:%):/ / divVdz, ...dx O
=1 Ja a; an O ay an

In Ubungsaufgabe 26 rechnen wir nach, vgl. Abbildungl.8

Lemma 2.4.12. Sei Q C R? ein Rechteck und V: Q — R? stetig differenzierbar.
Wird der Rand des Rechtecks mittels einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve
v:[0,1] — R? entgegen des Uhrzeigersinns durchlaufen, dann ist

/ rot Vdvol = / V - ds.
Q ¥

2.4.2. Integration in anderen Koordinaten

Wir kénnen nun zwar z.B. den Flacheninhalt des Buchstabens C' in Abbildung 2.8
berechnen, in dem wir die Fléche so zerlegen, dass wir C' stiickweise als Funktionsgraph
betrachten kénnen und dann Lemma 2.4.7 verwenden kénnen. Geht, ist aber etwas
anstrengend™.

Was konnen wir stattdessen tun? Betrachten wir die Menge in Polarkoordinaten wie
in der Abbildung. Dann wird aus dem C einfach ein Quader. Aber natiirlich ist der
Flacheninhalt vom C' nicht einfach der des Quaders. Sondern durch den Diffeomorphis-
mus/Koordinatenwechsel werden Volumen verzerrt.

Das wird in folgender Formel berticksichtigt. Zur Anschauung des ’Verzerrungsfaktors’
siehe Abbildung 2.9.

Satz 2.4.13 (Transformationsformel). Seien U,V C R™ offen, sei Q ein Quader mit
Q CU. Sei p: V— U ein C'-Diffeomorphismus. Ist f: QQ — R integrierbar, dann gilt

/ fdvol = / (f o) - |det Dep|dvol.
Q ()

Den Faktor |detDep| nennt man Funktionaldeterminante von .

Dazu brauchen wir folgendes Lemma, welches wir als Ubungsaufgabe 30 auslagern:

* Alternativ konnten wir natiirlich auch benutzen, dass wir schon wissen, was der Flacheninhalt
eines Kreises ist. Darum geht es hier aber nicht.
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2. Etwas Integration

Y2

1 L) r

Abbildung 2.8.: Das C' links im Bild verwandelt sich in Polarkoordinaten zu einem
Rechteck. Will man den Fliacheninhalt von C' mit Hilfe der Polarkoor-
dinaten berechnen, muss man beriicksichtigen, wie sehr das Volumen
durch die Abbildung verzerrt wird.

Dy
p+eej 66;9] (p¢

dp
- “Bz; (P
—
/ p(p + eeq)
P P+ ee; e (p)

Abbildung 2.9.: Fiir € klein genug kann das Bild des Quadrates Q. = [0, €]> ungefiihr
durch das Bild unter D )¢ beschrieben werden (lineare Approxima-
tionseigenschaft) — bzw. in héheren Dimensionen von [0, €]”. Damit
ist der Flicheninhalt von ¢(Q.) ungefdhr der des Parallelogramms
(bzw. Parallelepipeds), welches von den 6% in (0,0) aufgespannt
wird. Der Quotient der Volumina von Parallelepiped zu Quader ist

also ‘det (8‘%, ceey 51‘9 )’ = |det(Dep)]|.
Dieses 'ungefiahr’ gleich grof§ kann man préizisieren und auch so dann
die Transformationsformel beweisen, wir werden aber einen Zugang

iber Induktion wahlen.
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2.4. Mehrfachintegrale

Lemma 2.4.14. Sei Q C R" ein Quader, f: Q — R integrierbar und g: Q@ — R stetig.
Dann ist fg: Q@ — R auch integrierbar.

Beweis von Satz 2.4.13. e Fiir n = 1 ist dies einfach die Substitutionsregel fiir

Q = [a,b]:
b
/ f(x)dz = / (f 0 @) (@)l (2)|dx
a »~1([a,b])

Der Betrag bei |¢'(z)| taucht in der Substitutionsregel so nicht auf, dort sind
eventuelle Vorzeichen in der Reihenfolge der Integrationsgrenzen versteckt.

e Vertauschen wir die Koordinatenreihenfolge d&ndert sich die rechte Seite nicht. In
der linken Seite fithrt das maximal zu einem anderen Vorzeichen von det(Dy)
(Multilinearitdt der Determinante), aber der Betrag dndert sich nicht.

e Stimmt die Formel fiir Diffeomorphismen ¢: V' — U, ¢: W — V| dann auch fir
die Hintereinanderausfithrung o : W — U: Das folgt direkt aus der Kettenregel
D(p o) = Dy o Dy und der Multiplikationsregel fiir Determinanten.

Die Idee zum Beweis der Transformationsformel ist nun lokal Induktion zu verwenden
und dann alles mit der Zerlegung der Eins zusammenzukleben:

Nehmen wir zunéchst an, dass es bei gegebenem ¢ zu jedem Punkt p eine offene
Umgebung U, C U mit einem Quader @, C U, gibt, so dass fiir die Einschrankung
0: V,=¢ 1 (U,) = U, und Q,, die Transformationsformel gilt.

Dann ist (Up)peq ein offene Uberdeckung von Q. Da @ kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilitberdeckung (Up, )i=1,....m, vgl. Satz 2.3.3. Sei «; eine zu (Up,); untergeordnete
Zerlegung der Eins. Dann ist f;:=fa;|g nach letztem Lemma integrierbar und es gilt
f=>", fi. Gilt die Transformationsformel nun fiir alle f; (jeweils Trager in Uy, ).

Dann gilt die Formel auch fiir die Summe.

Es bleibt also die Existenz der U, zu zeigen. Dies machen wir per vollstdndige Induktion
iiber die Dimension n. Der Induktionsanfang ist n = 1 - dort gilt der Satz nach der
Transformationsformel. Nehmen wir also an der zu zeigende Satz gilt fiir alle Dimension
m < n.

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, muss es mindestens einen Eintrag in D,¢ geben, der
nicht Null ist. O.B.d.A. sei dies %(p)- Wir definieren

(@1, xn)i=(01(X1, .o Tp), Ty o, Tn).

9p1
Wegen D,y = | 9= () Fixn-n) ist detD, = %(p) # 0. Damit gibt es
O(n71)><1 Id,,—4 !

nach dem Satz iiber inverse Funktionen eine offene Umgebung V), von p, so dass
Y|y, : Vp, = ¥(V}) ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt ¢|y, = (@) o 9]y, sowie
(e (Y15 yn) = (Y1, 6(Y1s - -, Yn)). Dann ist &y, (Y2, ..., yn) = K(y1, ..., yn) fiir
alle y; € J; auch diffeomorph. Insbesondere gilt

_ 1 015 (n—
Digsm (0671 = ( 15%;1”)

*(n—1)x1
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2. Etwas Integration
und somit det D, ., y(¢o ¢~1) = det DF,, . Durch Verkleinern von V,, kénnen wir

immer erreichen, dass (V) das Innere eines Quaders @, = J1 X ... x J,, ist.

Sei nun f auf @), integrierbar.
Fubini
fdvol = / / flyrs - yn)dyn . . . dyr
Qp J1 J2><.H Jn

AV Py Ay, o, . 20) [det DRy, [day ..y | dy
Ju \JRy (T2 X x Jn)

Fuglli/ (f opo w_l)(yla T2,... ’xn)|detD"%yl |dy1d$n - dzy
(99071171)71((2:0)

n=1 5901
= (fow) |7
AI(QP) axl

:/ (f 0 )[det D( 0 1| det D[ dvol
¢71(Qp)

|det DRy, |dz1day, . . . dzo

:/ (f o ¢)|det Dip|dvol. O
P H(Qp)

Hier verwenden wir im vierten Schritt die Transformationsformel fiir n = 1 angewendet
auf &1 — @1 (21,22, ...,2,) bei festem x5, ..., z, im inneren Integral iiber J;.

Beispiel 2.4.15. Wir wollen nun den Fliacheninhalt vom C' = C(ry, 72, ¢1,p2) aus
Abbildung 2.8 in Polarkoordinaten berechnen. Es ist

®: (p,7) € (0,27) x (0,00) = (x = rcos g,y = rsinp)’ € R?\ {(0,00)}

ein Diffeomorphismus, vgl. Beispiel 1.7.15. Dann ist D, ® = (r Smg cos 4,0) und
’ rcosp sing

somit |detD(, @[ = 1.

Fubini #2 2 1 2 2
dvol = rdrde = = rdrde = (o — 1) = (r2 — ).
¢ [r1,r2] X [p1,2] o1 Jr 2

Um den Flicheninhalt von B,.(0) C R? nun auch mit der Transformationsformel zu
berechnen, konnen wir die Transformationsformel erst einmal (so wie wir sie formuliert
haben) nicht direkt anwenden, da ®~! nicht auf ganz B,.(0) definiert ist, sondern auf
R%\ {(z,0) | # > 0}. Aber am Ende ist das kein Problem, denn wir haben:

Lemma 2.4.16. Sei Q C R"™ ein Quader und sei A C Q2 C Q derart, dass 1g und
14 beide integrierbar sind und sei p: U C R™ — V C R™ ein Diffeomorphismus mit
Q\ ACV. Es sei |detDg| auf U beschrankt.

Seien B = Uyngr 75@62?1...1'” fiir Qfl___iw die Teilquader der Zerlegung der Ordnung
T1ein , ,
k von Q. Es gelte vol p=1(By \ A) — 0 fiir k — oo.
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2.4. Mehrfachintegrale

s L@\ M\ e @\ )
27

e @\ 4)
e 0Q)

¢~ 1@\ By)

Abbildung 2.10.: Da A Volumen Null hat, geht das Volumen der By, fiir k¥ gegen Null.
Auf Q\ By kann nun die Transformationsformel angewendet werden.
Dann erhilt man aber nicht ganz ¢~!(Q\ A). Die Bedingung an das
Volumen ¢~ 1(V'\ By,) sichert aber, dass der verbleibende Teil im Limes
k — oo keine Rolle spielt. Diese Bedingung ist automatisch erfiillt,
wenn ¢~ (Q\A) C R™ beschriinkt ist und d(¢~1(Q\4))\¢~1(Q\4) C
R™ Volumen Null hat (das ist in Anwendungen eigentlich immer der
Fall - sonst hat man die falschen/seltsame Koordinaten gewéhlt).

Sei f: 0 — R integrierbar. Dann ist

/ fdvol = / (f o p)|det Dp|dvol
Q P (Q\A)

und insbesondere existiert das Integral auf der rechten Seite.

Das Lemma ist etwas 'unférmig’ (und auch nicht bestmaoglich - aber fiir unsere Beispiele
gut genug). In konkreten Situation ist normalerweise immer klar, ob es anwendbar
ist. Vgl. Abbildung 2.10 auch fiir die Bedeutung der Voraussetzungen. Z.B. gibt uns
diese Lemma gibt uns mit den Voriiberlegungen dann insbesondere, dass wir den
Flicheninhalt von B,.(0) C R? durch

27 r
1
/ dvol = / dvol = / / rdrdp = 2r=r? = mr?
B,.(0) Br(0)\{(5,0) | s€[0,r)} o Jo 2

berechnen kénnen: Hier ist A = [0,7] x {0} (hat als Teilmenge von R? Volumen Null,
vgl. Ubungsaufgabe 29 und auch Abbildung 2.10.

Beweis von Lemma 2.4.16.

/ fdvol = / fdvol + / fdvol
Q Q\B;C BN

Sél'/ (f o p)|det Dip|dvol —|—/ fdvol
$~1(Q\Bk) BrNQ

:/ (f o p)|detDp|dvol — / (f o p)|detDp|dvol + / fdvol
=1 (2\A) =1 (Bk\A) BrNQ
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2. Etwas Integration

Die zweite Gleichheit ist die Summe aus dem Anwenden der Transformationsformel
auf die einzelnen Teilquader.

Wegen Beschrinktheit der Integranden (durch eine Konstante C') gilt

k—o0
/ fdvol — / (f o ¢)|detDyp|dvol| < C (vol By, + vol ™ (By, \ A)) =0
BN Lpfl(Bk\A)

und es folgt die Behauptung. O
Beispiel 2.4.17. Sei
®: (r,p) € (0,00) x (0,27) + (arcos @, brsinp)’ € R?\ {(z,0) € R? | > 0}.

Man sich analog zu Polarkoordinaten iiberlegen, vgl. Beispiel 1.7.15, dass dies ein
Diffeomorphismus ist.

In diesen Koordinaten ist die Menge = {(x,y) € R? | %z—l—%j < 1} (Das Innere und der
Rand einer Ellipse) bis auf eine Menge von Volumen Null (ndmlich {(z,0) | z € [0,qa]})
gegeben durch {(r,¢) | r € (0,1] x (0,27)}.

acosp —arsiny
bsiny  brcosy
Flicheninhalt der Ellipse gleich fol fOQﬂ abrdrde = mab.

Wir haben D® = ( ) und damit det |Dg| = abr. Somit ist der

2.4.3. Beispiele zur Volumenberechnung

Neben Polarkoordinaten gibt es noch andere 6fter vorkommende Koordinatensysteme.
Welches Koordinatensystem verwendet wird, orientiert sich normalerweise an der
Symmetrie des Problems — also hier an der Symmetrie des Integrationsgebietes.

Zylinderkoordinaten.
®: (r,p,2)€(0,00)x(0,00)xR = (rcos p, rsing, z) € R*\{(z,y,2) € R¥| y = 0,2 > 0}
ist ein Diffeomorphismus. Dessen Jacobimatrix ist

cose —rsinp 0

D® = |sinp rcosp O und damit det D® = r.
0 0 1

Beispiel 2.4.18 (Volumen von Rotationskérpern). Sei R: [a,b] — R>( stetig. Dann
beschreibt
Q:={(rcos,rsing, z) € R® | p € [0,27],0 <r < R(2)}

einen Korper, der rotationssymmetrisch bei Drehung um die z-Achse ist.

Es ist dann nach Transformationsformel und Lemma 2.4.16

b 27 pR(2) b
vol Q) = / / / rdrdodz = 7r/ R*(2)dz.
a JO 0 a
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2.4. Mehrfachintegrale

Abbildung 2.11.: Zylinderkoordinaten: In der x —y-Ebene nehmen wir Polarkoordinaten
und die z-Koordinate bleibt wie im Euklidischen. Der Name kommt
daher, dass fiir fester r die restlichen Koordinaten einen Zylinder
beschreiben.

Abbildung 2.12.:
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2. Etwas Integration

Spharische Koordinaten/Kugelkoordinaten.

- 7 cos ¢ cos 0
<I>:(r,ap,G)E(O,oo)><(0,27T)><(—§,§)H rsinpcosf |€R3*\{(z,0,2) |z >0,z € R}

rsin 0
ist ein Diffeomorphismus, vgl. Abbildung 2.12, mit

cospcosf —rsinpcosf —rcosypsinf
Dy p0)® = | sinpcos® rcospcosf —rsingsing | und detD(,. , 9P = 2 cos
sin 0 0 rcosf

Beispiel 2.4.19 (Volumen von einer Kugel im R® mit Radius R). Auch wenn die
Kugel durch sphérische Koordinaten nicht vollstdndig abgedeckt wird, kdnnen wir mit
analoger Argumentation wie beim Flicheninhalt des Kreises wieder rechnen:

R p27 z = 1 4
vol Br(0) = / / / 72 cos Odfdpdr = 27 sin 9|f%§7“3\é% = 7R3
o Jo J-z

Pyramide/Kegel Sei A C @ x [0,h] C R?® eine Pyramide (oder ein Kegel) mit
Grundfliche G C @ und Hoéhe h. Dann ist nach Fubini

h
VolA:/ /1Advol
0 JQ

Fiir z € [0, h] ist nach Strahlensatz A N (Q x {z}) eine Menge die bis auf Translation
der Menge (h — 2)G:={(h — z)x € R? | x € G} entspricht.

Das stellt die Frage, wie sich Volumina unter Skalierung verhalten: Fir A > 0
sei py: R® — R", 2 + Ax. Dies ist ein Diffeomorphismus mit A='Q = ¢~1(2) und
Dy = Ald,,. Damit gibt die Transformationsformel

vol (A\Q) = / A"dvol = A"vol Q.
Q

Fiir unser Problem oben ergibt das

h h
1 1
volA:/ </ 1(zh)deolQ) dz:/ (z— h)QVOIGdz:vong(h —2)3h= gvol Gh3.
0o Ve 0

('Das Volumen von G ist jetzt hier das 2-dimensionale Volumen, da G C R? ist.)

Wir sehen, dass fiir die Berechnung es vollig unerheblich war, wo genau sich die Spitze
der Pyramide /des Kegels befindet. Da fiir festes z nach Strahlensatz die Schnittmengen
AN (Q x {z}) bis auf Translation immer {ibereinstimmen und somit gleiches Volumen
haben. Das nennt man auch Prinzip des Cavalieri.
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F FU)=MNnV

/\ . 92 F(p)- ..
ny W 81 F(p)
: M

UcCR™

Abbildung 2.13.: Links: Unter der lokalen Parametrisierung wird ein Quader @ in U
wieder verzerrt. Wenn der Quader klein genug ist, kann man das Bild
durch das m-dimensionale Parallelepiped in R” annihern, welches
das Bild D, F(Q) ist (u € Q).

Rechts: Um das m-dimensionale Volumen des Parallelepipeds D, F(Q)
zu bestimmen, machen wir daraus mittels einer Orthonormalbasis n;
von (Tp(,M)* ein n-dimensionales Parallelepiped.

2.4.4. Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun auch gerne Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten integrieren und
damit insbesondere auch das Volumen von Untermannigfaltigkeiten bestimmen kénnen
(und damit z.B. die Oberfldche einer Kugel).

Die Grundidee ist dabei dhnlich wir bei Transformationsformel. Wir wiirden gerne iiber
Gebiete integrieren die einfacher sind. Hier: Statt iiber die Untermannigfaltigkeit M zu
integrieren, wollen wir lokale Parametrisierungen F': U C R™ — V C R™ nutzen um
jedenfalls statt tiber F(U) = M NV iiber U zu integrieren. Dabei miissen wir natiirlich
wieder beriicksichtigen, dass dabei kleine Teilquader in U in F(U) verzerrt werden.

Der Verzerrungsfaktor entspricht fiir Quader klein genug wieder ungefihr wieder dem
m-~dimensionalen Volumen des von %, ceey % Parallelepipeds. Der Unterschied
zur Transformationsformel ist nun, dass dies Vektoren im R™ und somit schon die
Determinante von DF (fiir m # n) gar nicht definiert ist.

Stattdessen kénnen wir wie folgt vorgehen: Die Vektoren 01 F'(u), ..., 0 F(u) spannen
den m dimensionalen Tangentialraum T'p(,,) M auf. Seien ni, ..., Ng=n_m fiir festes u €
U eine Orthonormalbasis von (T, M)+ C R™. Dann ist |det (B:=(D,F,n1,...,ny)) |
gleich dem Volumen des Parallelepipeds, welches von 0;F, i = 1,...,m, und nq, ..., ng

aufgespannt wird, vgl. Abbildung 2.13 rechts. Da die n; senkrecht auf T'(,)M sind,
Lénge 1 haben und paarweise orthogonal sind, ist dies gleich dem (m-dimensionalen)
Volumen des Parallelepipeds in Tr(,)M = R™, welches von 0;F, i = 1,...,m gebildet
wird.

Andererseits ist (da 0;F(u) L n;)

D F)TD F Opmxk
BTB _ ( U u mx
( Ok scm Idkxk)
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2. Etwas Integration

und damit ist das Volumen des Parallelepipeds gleich

detB = y/|det(BTB)| = y/|det(D, F)T D, F)|.
Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.4.20. Sei M C R" eine m-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit fiir die
es eine stetig differenzierbare Parametrisierung F': U C R™ — V C R™ mit M = F(U)
gibt. Sei f: M — R. Sei Q C U ein Quader. Dann nennen wir f: F(Q) — R integrierbar,
wenn das Integral

dvol:= oF DT (DF Vi
/( )f ol /(f )\/\det(( )T( ))|dvol
existiert.

Diese Definition suggeriert durch die Wahl der Begriffe, dass dieses Integral etwas mit
den zuvor definierten zu tun hat. Das wollen wir gleich noch sehen. Zuvor jedoch:

Unabhangigkeit von fM fdvol vom gewahlten F? Seien Fy: Uy — Vi und Fy: Uy —
Vs zwei Parametrisierungen (stetig differenzierbar) mit M = Fy(U;) = F1(Us). Dann ist
p= F2_1 o Fy: U; — U, ein Homéomorphismus — sogar ein C''-Diffeomorphismus, siche
Begriindung unten. Sei () C Uz ein Quader. Dann ist nach der Transformationsformel:

/Q(foFg)(u)\/det((Dqu)T(Dqu)ﬂdvolu

:/ (Q)(f oFyo0 w)(v)\/Idet((DV,(U)F2)T(D¢(U)F2))\|det Dygldvol,
el

Sé'/ (Q)(f oFpo 90)\/|det((DF2 o De)"(DFy o Dg))|dvol
p-1

:/_1(Q)(f°Fl)\/|d6t(DF1)T(DF1)|dvo1,

Dabei benutzt die zweite Gleichheit:
det (AT A)(det C)? = det (CT AT AC) = det ((AC)T AC).

Es bleibt noch zu argumentieren, dass ¢ = Fj, Lo FyolU; — Us ein C'-Diffeomorphismus:
Der wichtige Punkt ist hierbei zu argumentieren, dass diese Abbildung stetig differen-
zierbar ist, dann folgt der Rest aus der Rang-Bedingung fiir die Jacobimatrizen der
Parametrisierungen und dem Satz iiber inverse Funktionen. Die Idee um zu zeigen, dass
o stetig differenzierbar in u € Uj ist, ist es F nahe ¢(u) zu einem glatten Abbildung
Fy: Uy x RF=n=m _ R” fortzusetzen (also Fy(v,0) = Fy(v) fiir alle v € Us), die nahe
(¢(u),0) ein C'-Diffeomorphismus ist. Damit ist dort (wo Fy ein C''-Diffeo ist) £y !
auch glatt. Wegen Fz_l oF; = F2_1 o F1 = ¢ ist dann ¢ in u stetig differenzierbar.
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Es bleibt Fg zu konstruieren: Da die n x m-Matrix D, Fy maximalen Rang hat, kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass die ersten m Zeilen linear unabhéngig sind. Wir setzen

Fy: Uy x RE 5 R™, (v,t) = Fy(v) + (0,1).

Idg
nach dem Satz iiber inverse Funktionen nahe (u,0) ein C'-Diffeomorphismus.

Dann ist F5(v,0) = F5(v) und Dy, 0)F> = (DuF2 Oka> hat vollen Rang. Also ist Fy

Konsistenz mit friiheren Definitionen?

e m = 1: Dann ist M = Bild v einer stetig differenzierbaren Kurve v: I C R — R"
mit v/ (¢) # 0 fiir alle ¢. Dann konnen wir als lokale Parametrisierung F' = « wéhlen.
Sei Q = [a,b] C I. Dann D;F = +'(t) und damit /|det((DF)T(DF))| = |/ (t)].

Somit gilt
b
[ savl= [(renpol= [ sas
~([a,b] a V(a,b]

e m = n: Dann ist M eine offene Teilmenge von R™ und F' entspricht einem
Koordinatenwechsel: Da F': U C R" — F(U) C M C R™ ist Homdomorphismus,
stetig differenzierbar ist und DF maximalen Rang hat, ist nach dem Satz iiber
inverse Funktionen und Lemma 1.7.5 dann auch F~! stetig differenzierbar und
F somit ein C'*-Diffeomorphismus. Dann ist det (DF)T DF = (det DF)? und wir
haben wieder die Transformationsformel.

Fiir Mannigfaltigkeiten, die nicht mit nur einer Parametrisierung beschrieben wer-
den kénnen? Sei M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit. Seien (F;: U; — V;);es end-
lich viele* lokale Parametrisierungen von M mit M C U;er F(U;). Sei ai;: Uijer Vi — R
eine (V;);c; untergeordnete Zerlegung der Eins'. Dann setzen wir fiir f: M — R

dvol = / «; fdvol
/Mf Z MV, /

il
und nennen f integrierbar, wenn die rechte Seite existiert.
Ist 15/: M — R integrierbar, so setzen wir wieder

vol M = 1psdvol.
M

und nennen diese Zahl Volumen von M.

*Zumindest wenn M kompakt ist, kommt man nach Satz 2.3.3 immer mit endlich vielen Parame-
trisierungen aus.

TWir wenden hier die Zerlegung der Eins auf (V;);c; und nicht auf (F(Us))ier an, weil wir fur
den Satz in unserer Version eine offene Uberdeckung einer Teilmenge im R™ brauchen.
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2. Etwas Integration

Beispiel 2.4.21 (Oberfliche einer Kugel). Sei M = S?(R) = {(z,y,2) € R3 | 2% +y>+
22 = R?}. Wir wollen mit Parametrisierungen mittels Kugelkoordinaten (eingeschrinkt
auf r = R) arbeiten

T Rcospcost
F: (p,0) € (0,2m) x (=5, 5) = | Rsingpcosd | € R\ {(2,0,2) = > 0}.
Rsin6
Es gilt
—Rsinpcosf —Rcospsinf s
DF = | Rcospcosf) —Rsingcosf (DF)T'DF = R” cos™ 0 02 .
0 R
0 Rcost

Das ist eine Parametrisierung der Kugel ohne {(z,0, z)| 22 4+ 2?2 = R?,z > 0}. Ahnlich
wie bei der Volumenberechnung von Br(0) C R? kann man wieder iiberlegen, dass die
fehlende Menge Volumen Null hat (s.u.) und wir haben

2 z
vol S2(R) = / / " R? cos 0dfdp — 4m R,
o J-z

Dass k = {(2,0, z)| 2* 4+ 2> = R*,x > 0} C M Volumen Null hat (also [, 1xdvol =0
ist), hat den gleichen Grund warum [0,1] x {0} C R? Volumen Null hat. Formal
sieht man das z.B., wenn man als lokale Parametrisierung Kugelkoordinaten mit
‘gedrehtem ¢ verwendet’ F(p,6):=F(¢ + 7,0). Dann liegt zumindest der Halbkreis k
ohne (0,0,+R) im Bild von F und hat als Urbild die Strecke 6 +— (—,6). Somit ist
vol(k\ (0,0,+R) € M) = [, 1i\(0,0,+r)dvol = f{—w}x(—g,g)ch dvol = 0 und analog
kann man auch die Punkte (0,0, £R) betrachten, in dem man z.B. 6 verschiebt oder in
einer Umgebung davon S?(R) als Funktionsgraph betrachtet.

2.4.5. Divergenz- und Rotationssatz

Wir haben in Abschnitt 2.13 den Divergenzsatz auf Quadern bewiesen. Ahnliches wollen
wir nun fiir offene und beschriankte Mengen €2 C R™ deren Rand eine Hyperfliche
(=(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™) ist. Bevor wir den formulieren,
definieren wir zunichst, was im allgemeinen der &uflere Einheitsnormalenvektorfeld
n: 0 — R™ auf M = 01 ist.

Um dem Namen gerecht zu werden, verlangen wir: [n(p)|? = 1 und n(p) L T,M fiir
alle p € M. Dann wére n ein Einheitsnormalenvektorfeld. Davon gibt es in jedem p
noch zwei Vektoren, die das erfiillen. Wir wollen zusétzlich noch, dass n nach R™ \ Q
zeigt. Das kann man formalisieren, in dem man fordert, dass fiir alle ¢ > 0 klein genug
p+tn(p) € Q ist.

Satz 2.4.22 (Divergenzsatz=Gaufy’scher Integralsatz). Sei Q@ C R™ offen und be-
schrinkt, so dass 02 eine (n — 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™ ist.
Sei n das dufere Finheitsnormalenvektorfeld auf 0. Sei V: R™ — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt
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n(p)
\_/__&
suppV’ B

g

Abbildung 2.14.: Abbildung zu Lemma 2.4.23.

[ div Vdvol = / (V,n)dvol.
Q a0

Die Grundidee des Beweises ist es wieder, analog wie in Satz 2.4.9 | mittels einer
Unterlegung in kleinere Teile und einer Zerlegung in kleinere Teile, den Satz auf den
Fall eines Gebietes, was der Bereich unter einem Funktionsgraphen ¢g: Q C R*! — R
ist, zuriickzufithren. Dort kénnen wir die Behauptung explizit nachrechnen:

Lemma 2.4.23. Sei Q C R" ! ein Quader. Sei g: Q — R, g > 0, stetig differen-
zierbar. Sei Qg = {(z,y) € @ xR | 0 <y < g(x)} und M = graph g. Sei n das
dufSere Einheitsnormalenvektorfeld auf M. Sei V: R™ — R"™ ein stetig differenzierbares
Vektorfeld mit Trager in Inn(Q X [0, ¢]), wobei ¢ > sup |g| ist, vgl. Abbildung 2.1/. Dann
gilt

/ div Vdvol :/ (V,n)dvol.
Q

9 M

Fiir g konstant, folgt ist das direkt aus dem Divergenzsatz auf Quadern (nur das hier im
Lemma V nur Triger auf einem Randquader hat ndmlich auf grad g). Die Grundidee
zum Beweis diesen Lemma ist wieder Fubini — man muss nur ein bisschen mehr machen:

Beweis. Wir bestimmen zunéchst n: Da F(u) = (u, g(u)) eine Parametrisierung von
T
graph g ist, wird T, M fiir p = F(u) durch (ei e R %(u)) € R™ aufgespannt. Der
Vektor n(u) = (—8879 (w),...,— 8ﬂ(u)7 1) ist senkrecht auf allen diesen Basisvektoren
1 Tn—1

und damit auf T, M. Diesen Vektor miissen wir noch normalisieren, also n(p = F'(u)) =

Izgil setzen. Dieses n ist dann ein Einheitsnormalenvektor und da er von ), wegzeigt
(da letzte Koordinate positiv ist), der gesuchte duere Einheitsnormalenvektor in

p = F(u).
Fiir die rechte Seite der Gleichung gilt somit

(5 %9 VIdH((DF)"(DF))
] vmavol= [ (Z ~Vilun () 5 () + Valu, g(u») dvol

i=1
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Wir werden nun noch sehen, dass /|det((DF)T(DF))| = |7(u)| gilt: Es ist |7(u)|? =
1+ 5" dig(u)[?. Da au) L S (u) ist, vgl. Seite 93,

det(Dy F, 7o(u))| = \/ldet((DF)T(DF))IP’L(u)I
AuBlerdem ist

det(DuF, ifu)) = <I§15;gl R g)T>

Zum Bestimmen der Determinante multiplizieren formen wir die letzte Zeile der Matrix
um in ’letzte Zeile — Z?;ll —0;g(u)- (i.te Zeile)’ und erhalten dann fiir die letzte Zeile
alles Nullen, nur der letzte Eintrag ist dann |fi(u)|?. Somit ist det(D, F,7i(u)) = |7(u)|?
und somit /|det((DF)T(DF))| = |f(u)|.

Um die linke Seite der Behauptung zu berechnen betrachten wir die einzelnen Sum-
manden der Divergenz einzeln. Hierbei sei (u,z, = z) € Q x [0,¢] und z1,..., 2,1

seien die Koordinaten von u. Dann gilt

g(u)
/ %dvolz/ / OV (u, z)dz | dvol, = / (Va(u, g(u)) — Vi (u, 0))dvol,
Firi=1,.
g(u)
( 8 (u z)dz) dvol,,

/ 0371
(u, 2)dz — V;(u, g(u))aai (u)) dvol,,

Bsp 2.1.7

/
AL

" Vit 2y ) dvoly — [ Vitw, g() 22 (v,
/ </ ) /Q ox;

Hierbei ist fQ 3% (fog(u) Vi(u z)dz) dvol, = 0, da V Tréager im Inneren des Quaders

Q@ % [0, ] hat und damit u € Q — fg(u (u, z)dz Trager im Inneren von Q. Damit
liefert Integratlon nach z; (die wir nach Fub1n1 auch als erstes ausfithren konnen — sei
Q= Hz": [a;, b;].) Sei Gq = (U1, ..., Ui—1, Qi Uity ., Uy—1) und analog 4,. Dann ist
llg, Up € 0Q und somit

b9 g(u) g(tp) 9(ta)
/ / Vilu,2)dz | = / Vi(tg, 2)dz — / Vi(tig, 2)dz = 0.
a 0% 0 0 0

i

Somit haben wir insgesamt

/Qdidevolz/Q<V(u,g(u)),n(u))dvolu:/ (V,n)dvol. O

M

98



2.4. Mehrfachintegrale

Beweis vom Divergenzsatz 2.4.22. Sei @ C R™ ein Quader mit 2 C @ (existiert, da Q
beschrankt ist). Wir verwenden U; =InnQ,,,, i =1,...,k, U1 = Q und Ugyo = Q\Q
wie im Beweis von Satz 2.4.9, vgl. auch Abbildung 2.7 (hier ist im Gegensatz zum alten
Beweis ) jetzt offen) und benutzen eine untergeordnete Zerlegung der Eins «;. Dann
gilt fiir V; = oV, i =1,..., k, das letzte Lemma, da dann supp V; € U; NQ und U; NQ
die Form 2,4, aus dem letzten Lemma fiir geeignetes g; hat. Fiir Vi1 = a1V konnen
wir einfach den Divergenzsatz auf den Quader @, da Vi o auf 02 Null ist:

k+1
div Vdvol = / div V;dvol
/Q ; U:NQ
k+1

:Z/ diVVidvol—i—/ div Vi4odvol
=1 Qg, Q

k
:Z/ (Vi,n>dvol+/ (Vi+1, n)dvol
— Juinon aQ

=0 da Vk+1‘6Q =0

= /mé: Vi,n)dvol = /89<V, n)dvol

i=1

Da sowohl der Integrand mit der linken und rechten Seite die Summe der jeweiligen
Integrale fiir die V; sind, ergibt sich die Behauptung. O

Beispiel 2.4.24. Sei V(z) = x ein Vektorfeld im R™. Dann ist divV = n. Sei Q =
B,(0) C R™. Dann ist 9Q = 5,.(0) mit &uBerem Normalenvektor n(z € S,(0)) = .

Wir kann man diesen Normalenvektor finden? M = S,.(0) ist implizit als Nullstellen-
menge von f(z) = |z|? — 1 gegeben. Dann ist nach Lemma 1.8.8 T,,M = (grad f(x))*.
Somit ist grad f(z) = 2z ein Normalenvektor, den wir nur noch normalisieren miissen
und dann Uberpriifen miissen, ob er nach auflen zeigt.

Der Divergenzsatz liefert dann

1 1

vol B,.(0) = — / div Vdvol = — / (z, Zydvol = ol §,.(0).
" JB.(0) nJs.0 T n

Fir n = 3 erhalten wir so zum Beispiel noch einmal die Oberfliche der Kugel mit

Radius 7 als 2vol B,(0) = 4mr?.

Satz 2.4.25 (Satz von Stokes). Sei M C R? eine 2-dimensionale C?-Untermannigfaltig-
keit. Sei F: U C R2 — V C R? eine lokale Parametrisierung um p € M. Sei K C U
kompakt, so dass OK das Bild einer einfach geschlossenen Ct-Kurve a: [0,1] — U ist,
die OK entgegen des Uhrzeigersinns durchlduft.
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2. Etwas Integration

Sei Q = F(K) und v = F o a. Sei ein Einheitsnormalenvektorfeld n: F(U) — R3

definiert durch* n(F(z,y)) = %-

Sei V:R3 — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ (rotV, n)dvol = / (V((1)), + (1)) dt.
Q 0

Beweis. Vorgehen: Ubertragen der Integrale auf K bzw. «, vgl. Abbildung 2.15. Dort
kann man dann den Divergenzsatz auf ein geeignetes Vektorfeld anwenden, um die
Gleichheit zu zeigen:

/Q<rot V, n)dvol = /K<(rot V)oF,noF) \/|det (DF)T(DF)|dvol

:/K<(rot V) o F,0,F x 0,F)dvol

Die Identitit det (DF)T(DF) = |0,F x 9,F|? fiir die letzte Gleichheit rechnet man
direkt nach, vgl. Ubungsaufgabe. Wir formen nun den Integranden um'

((rot V) o F, 0, F x 9, F) =det((rot V) o F,0,F,0,F) = > _(9;V; — 0;V;) 0 00, Fi0, F;
]
Kette:nregel Z 8I(VJ o F)(‘?yFJ . Z ay(‘/; o F)axFZ
7 i
=(0x(V o F),0,F) — (9y(V o F), 0, F)
=0.((V o F),0,F) — 0,((V o F), 0, F)
— ((V 0 F),0,0,F) + ((V o F), 0,0, F)
“Ldiv ((V o F),8,F), —((V o F),0,F))"

=W

Hier haben wir insbesondere benutzt, dass F' zweimal stetig differenzierbar ist, somit
0y0. F = 0,0, F gilt und damit die drittletzte Zeile Null ist.

Auf K C R? kénnen wir den Divergenzsatz anwenden und erhalten

/Q (rot V, n)dvol — /K div Wdvol — / (W, N)dvol = /O (W (a(t)), N(a()|e (t)]dt

*Fiir a,b € R3 (a = (a1,a2,a3)T, b = (b1,b2,b3)T) ist das Kreuzprodukt a x b der Vektor
(a2bs — asba,aszby —a1bs,a1ba — a2b1)T. Direktes Nachrechnen zeigt, a x b 1. a und a x b L b.
Deshalb gilt n(F(z,y)) L span{0zF(z,y), Oy F(x,y)} = Tr (4, M.

THier benutzen wir: det(a, b, c) = (a,b x c) fiir alle a,b, c € R (sicht man durch Hinschreiben in
den Eintrégen direkt).
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2.4. Mehrfachintegrale

F

O(/
(7(3/1(2)) = Ja’ ()N (a ()

/_\ o »
N
((120))

M C R3

U c r?

Abbildung 2.15.: Abbildung zum Satz von Stokes links und rechts zu N («a(t))

wobei |o/ ()| N(a(t)) = (ah(t), —af (t)) ist, vgl. Abbildung 2.15 rechts. Der Rest folgt
mit
o/ ()] < W(a(t)), N(a(t)) =((V o F)(a(t), 9y F(a(t))) sy (t)
+ (Vo F)(a(t )) o F(a(t)))ay ()
=((V o F)(a(t)), a(t)F(O/(t))) =(V(r®)),~'(t)) O

Beispiel 2.4.26. Mit Hilfe des Divergenz- und Rotationssatz kénnen wir aus den
Maxwell-Gleichungen, s. Seite 28 Integralgleichungen machen. Z.B. folgt aus dem
GauB’schen Gesetz div E' = 2 (E das elektrische Feld, p die Ladungsdichte, ¢y Dielek-
trizitdtskonstante) mit dem Dlvergenzsatz fiir geeignetes €2, dass

1 1
/ (E,n)dvol = —/ pdvol = — - Q
o0 €0 Ja €0

mit @ die Gesamtladung in 2 ist.
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3. Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewdhnliche Differentialgleichung (GDGL) hat die Form

flay(z),y (@), ..,y (@) =0 (3.1)

fireelI CRundein f: DCIXxR"x...xR"” — R" Wir nennen m die Ordnung
—_——

m—mal
der GDGL. Das ’gewohnlich’ bezieht sich darauf, dass es nur Ableitungen in einer
Variablen (hier z genannt) gibt.

Eine m-mal differenzierbare Funktion y: I — R™ heifit Losung von (3.1), falls fir alle
zel (z,yx),y (z),...,y"" (x)) € D ist und (3.1) fiir alle z € I gilt.

Ist die Differentialgleichung in der Form 3" = g(x,y,v/, ...,y ) gegeben (das ist
der Spezialfall f(z,y,y/,...,y") =y —g(z,y,y/,...,yY)), dann nennen wir
diese explizit (sonst implizit).

Fiir Differentialgleichung stellen sich als grundlegende Fragen:
e Wie findet man (in bestimmten Situationen) explizit Losungen?

e Existenz von Losungen?

Eindeutigkeit von Loésungen?

Qualitatives Verhalten von Losungen?

Die allereinfachste Form der gewohnlichen Differentialgleichung ist

fiir eine Funktion f: I — R. Sei zg € I. Dann ist y(z) = f;o f(s)ds + ¢ fir eine
Konstante ¢ € R. D.h. schon hieran sieht man, dass die Lésungen normalerweise nicht
eindeutig sein werden. Um eine Chance auf Eindeutigkeit zu haben, betrachtet man oft
Anfangswertprobleme (AWP):

Fir f: D — R"™, I C R, wie oben ist
f(l',y(w), y/(if), s 7y(m) ({E)) = 07 y(xU) = y07y/($0) =Yi,--- 7y(m_1)(x0) = Ym-1-
(3.2)

Warum man gerade diese ’Anzahl’ von Anfangsbedingungen erwartet, werden wir spater
sehen.

Bei unserem Beispiel y'(z) = f(x) bestimmt y(xg) = yo die Integrationskonstante
C =1o.
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

3.1. Erste Beispiele
In Analysis 1 [3, Abschnitt 4.4.6] haben wir schon erste Beispiele mit Losungen gesehen:

¢ (Exponentielle Prozesse) u/(t) = au(t), o € R: Alle Lésungen haben die
Form u(t) = ce® fiir ein ¢ € R. Die Konstante ¢ kann durch einen Anfangswert
eindeutig bestimmt werden: Ist u(tg) = ug, dann ist ¢ = uge™*%.

e (Exponentielle Prozesse mit konstanter Zufuhr von auflen/konstantem
Abfluss nach auflen) u/(t) = au(t) + 8, a, 8 € R: Alle Losungen haben die

Form u(t) = — 2 + ce® fiir ein ¢ € R. Ist u(to) = uo, dann ist ¢ = (uo + g) e,

e (Autokatalytische Prozesse) i = au(A — u) = aAu — au?: Hier ist u(t) =
(—% + ce_“At)_l.
¢ (Schwingungsgleichung) u”(t) + w?u(t) = 0: Alle Lésungen haben die Form

u(t) = acos(wt) + bsin(wt). Die Konstanten konnen durch Anfangswerte u(ty) =
uo und u'(tg) = v bestimmt werden.

Mehr Beispiele:

1. Rduber-Beute-Modell (Lotka-Volterra). Zur Zeit ¢ sei z(t) die Grofie der
Population der Beute und y(¢) die der Rauber. Da

2 (t) =ax — byx
Y (t) = —cy +dyx

fiir a, b, ¢,d > 0. Das a entspricht hier der Reproduktionsrate der Beute (wenn es
keine Réuber aber gentigend Nahrung gibt), ¢ der Sterberate der Rauber (wenn
es keine Beute gibt). zy entspricht den Treffen einer Beute und eines Rauber.
Diese Treffen fithren mit gewissen Wahrscheinlichkeiten zum Tod der Beute und
damit Abnahme von z (—bzy) und mehr Nahrung fir den Rauber und damit
dem Wachstum von y (dzy).

Die Lotka-Volterra-Gleichungen ist eine explizite GDGL erster Ordnung fiir
(@ (t), y(t)".

2. Das SIR-Modell ist ein Modell in der Epidemologie: Dabei sei s(t) der An-
teil der Bevolkerung, die zum Zeitpunkt ¢ potentiell anfallig fiir eine Infektion
ist, i(t) der Anteil, der infiziert und in diesem Modell auch sofort infektios
ist, und r(t) der Anteil, der entweder nach Krankheit immunisiert oder tot
ist (S=suszeptibel=anfillig, I=infektios, R=removed=entfernt). Dann wird die
zeitliche Entwicklung modelliert durch:

S(t) = = Bs(t)ilt) + uli(t) + (1))
i (t) =Bs(t)i(t) — ilt) - pi(t)
() =i(t) — pr(t).
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3.2. Erste Ad-Hoc Lésungsmethoden

Hierbei ist p die allgemeine Sterblichkeitsrate (Annahme hier: p ist auch gleich
der Geburtenrate, Gesamtbevolkerung &ndert sich also nicht, und Neugeborene
nur in s(t) reingeboren werden. «y ist die Rate mit der infizierte Personen pro Zeit
wieder genesen oder sterben. 5 die Rate mit der eine infizierte Person bei Treffen
mit einer anfilligen Person diese infiziert.

Dies ist explizite Differentialgleichung erster Ordnung fiir (s(t),i(¢),r(¢))”.

Es ist natiirlich eine Frage der Krankheit, ob das ein gutes Modell ist.

Viele andere Probleme in den Anwendungen fithren zu Differentialgleichungen in
denen Ableitungen nicht nur bzgl. einer Variablen sondern bzgl. mehrerer Variablen
vorkommen. Diese Gleichungen nennen wir dann partielle Differentialgleichungen (und
nicht mehr ’gewohnlich’). Nicht das bei gewohnlichen Differentialgleichungen alles
einfach und bekannt ist, aber partielle DGLs sind noch weit schwieriger. In Situationen
mit genligend Symmetrie kann man Probleme aber oft auf das Studium von GDGLs
zuriickfithren.Als ein Beispiel betrachten wir den Laplaceoperator A auf R? und das
"Eigenwertproblem’ Au = Au fiir geeignetes A € R. In Polarkoordinaten haben wir den
Laplace in einer Ubungsaufgabe berechnet:

A 2 10 1 92

~ Or2 + r8r+r28<p2

ist.

Nehmen wir mal an, eine Losung habe die Form u(r, ¢) = f(r) cos(vy) fir v € Z (denn
dann ist u als Funktion in den euklidischen Koordinaten auf R? \ {0}, solange f stetig
ist. Dann 16st dieses v genau dann Au = pu, wenn

1/2
F1() + ) = L Fr) = AT ()

gilt. Diese GDGL ist die Bessel-Differentialgleichung. Falls diese GDGL eine Losung
hat, dann ist uw eine Losung von Au = Au. Auf diese Art kann man im Prinzip
sogar alle Losungen von dieser partiellen DGL erhalten — wollen und kénnen wir
in der Allgemeinheit nicht machen. Das soll hier nur als Beispiel zeigen, dass auch
partielle Differentialgleichungen in Situation mit geniigend Symmetrie zu Fragen von
gewohnlichen Differentialgleichungen fithren.

3.2. Erste Ad-Hoc Losungsmethoden

Bevor wir etwas allgemeine Existenztheorie machen, wollen wir ein paar ad-hoc Lo-
sungsmethoden fiir spezielle GDGL erster Ordnung mit y(¢) reell-wertig kennenlernen.

3.2.1. Trennung der Variablen
Sei

y'(t) =ty(t), y(0)=1
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wie koénnen wir das losen? Solange y(t) # 0 ist, muss gelten:

:/Otsdsz/ot V- [ L4~ o)

Also y(t) = ezt (das Vorzeichen ergibt sich, da y(0) = 1 sein soll). Durch Einsetzen
sieht man, dass dies wirklich eine Losung ist.

Diese Methode nennt man Trennung der Variablen.

Sie funktioniert allgemein in Situationen der folgenden Form:

y'(t) = fBgw®), ylto) = vo.

Ist g ungleich Null nahe yg, folgt

[ st [ g [ L,

Das miisste man ausrechnen und nach y(¢) auflésen, so dass y(to) = yo ist.

Geht das Auflosen 1mmer‘7 Theoretisch zumindest in einer Umgebung von tg,

denn: Sei F(z) = fyzo 7(ydu. Dann gilt F'(yo) = g( ; 7 0 und somit gibt es eine

Yo
Umkehrfunktion z = G(u) nahe yo (also z = F(G(z))).

Was wir bis jetzt herausgefunden haben ist, dass eine Losung zum obigen Anfangs-
wertproblem die Form y(¢ ff ) haben muss.

Das ausgerechnete y(t) ist dann auch wirklich Losung. Es ist y(t9) = G(0) = yo
(da F(yo) = 0 ist) und

/ ! . _ 1 — 1 —
=G'([ s £ = G roa = Py 0 = o)

Beispiel 3.2.1. (i) zy/(z) + y(z) = 0 mit y(xo) = yo. Da ¢y/'(z) = f@ ist, sind
wir fiir zg, yo # 0 in obiger Situation und wir erhalten:

-t = [ Ll

|M| =
Yo

Also In |y(z)| — In|yo| = —In |z| + In || und somit In In |22, also y(x) =

Yo (damit auch y(zg) = yo gilt).
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3.2. Erste Ad-Hoc Lésungsmethoden

/" \

-2

-10 05 0o 05 10 15 20

Abbildung 3.1.: Das sind die Mengen mit 3% = a + %x?’ (blau: a=1, gelb= a=0.2,
griin: a = 0 (die rotlichen Kurven entsprechen einem negativen a, was
somit nicht gleich y2 sein kann und nicht von y'y = x? mit einem
Anfangswert y(0) = yo kommen kann.)

(i) o/ (2)y(z) = 22, u(0) = 1 liefert
% (y(@)* —1) = /; Y (s)y(s)ds = /OI s2ds = %x?’

und damit y(z) = 4/1 4 223. Da y(0) = 1 sein soll, miissen wir die Lésung mit
+ nehmen.

Schauen wir uns dieses Beispiel noch mal mit einem anderen Anfangswert an:

y(0) = 0. Dann sind wir nicht mehr genau der obigen Situation fiir Trennung der

yg(ci) dann g(y) = % bei y = 0 gar nicht definiert

ist. Aber natiirlich kdnnen wir wie eben verfahren und erhalten y(z) = £,/ 2.

Da wir hier nicht apriori wissen, dass wir so eine Losung erhalten, miissen wir
hier immer die Probe machen (im Gegensatz zum Standardfall der Trennung der
Variablen von oben, wo wir das allgemein nachgerechnet haben)*. Wir haben
in diesem Beispiel also immer noch eine Losung, aber die ist hier jetzt nicht
eindeutig (und auch nicht in einer offenen Umgebung unseres Anfangswertes
definiert, sondern nur fiir > 0). Vgl. Abbildung 3.1.

Variablen sind, da fir ¢/(z) =

Auch wenn die Standardsituation der Trennung der Variablen eher speziell wird, kann
man ofter auch durch geeignete Substitution eine gewohnliche Differentialgleichung in
diese Form bringen:

Beispiel 3.2.2. (i) Sei y'(z) = f(%) fiir eine Funktion f: I — R, z.B. f(z) = sin z.
Dann kénnen wir die Variablen erst einmal nicht direkt trennen. Substituieren
wir z(z) = @, dann erhalten wir

f(@)) =y (2) = (2(x)2) = 2(2) + 2'(2)z

*Aber Probe ist immer eine gute Idee, um zu sehen, ob man sich nicht doch verrechnet hat...
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

und somit

z'(m)zw fir « # 0,

worauf wir nun die Variablen trennen konnen.

Z.B. betrachten wir 2y’ = y(Inz —Iny) fir y(1) = 4 und = > 0: Dann ist
_ _z(1+1nz).

y'(r) = ZInZ. Hier wire also f(2) = —zInz und somit 2'(x) -

Trennung der Variablen liefert

. zq T Z/(S) z(x) 1
1 20/ 1 :/ ) :/ S
ne 1 sds 1 z2(s)(1+1n z(s))ds 4 u(l 4 Inwu) du

v=lnu In z(x) 1 In z(x)
= —/ dv=—1In|1+v|
In4 1 +v

=—In|l+Inz(z)] +In(l+1n4)
1+1In4
1+1nz(z)

z(x) —e(tndz-1 y(z) = xe

In4

(1+ln4)1 -1

(ii) Sei y/'(z) = g(ax + by(z)) fiir eine Funktion g: I — R und a,b € R. Wir sub-
stituieren z(x) = ax + by(z). Dann ist 2’(x) = a + bg(z(x)) und kénnen, dort
wo die rechte Seite der Gleichung nicht Null ist, wieder Trennung der Variablen
anwenden.

3.2.2. Integrierender Faktor

Definition 3.2.3. Sei I C R ein Intervall. Seienp: D CIXxR - R, ¢: D C IXR—R
stetig. Eine ezakte Differentialgleichung ist eine GDGL der Form

p(xa y((E)) + Q(l"»y(x))y'(x) =0

fur die eine stetig differenzierbare Funktion ®: D C I x R — R gibt, so dass fiir alle
z=(xel,yeR)e D

95 ®(z) =p(z) und 9,®(2) = q(2)
gilt. Man nennt ® dann auch erstes Integral.

Ist die GDGL exakt, dann ist jedes y(x) mit ®(z, y(x)) = ¢ fir alle ¢ € R eine Lésung,
da

0=0z (2(z,y(2))) = (02®) (2, y(2))+(9y®) (x,y(2))y (z) =p(z,y(x)) + (=, y(2))y' (z).

Das ¢ bestimmt sich durch Anfangswerte y(zo) = yo durch ¢ = ®(z0, yo).
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3.2. Erste Ad-Hoc Lésungsmethoden

Wie erkennt man, ob die GDGL exakt ist? Falls exakt, ist ® ein Potential
zum Vektorfeld z € D — (p(2),q(z)) € I C R", also ist dieses Vektorfeld ist ein
Gradientenvektorfeld. Damit muss als notwendige Bedingung auf alle Félle dyp = 0.¢
gelten. Diese Bedingung wird dann auch Integrabilitdtsbedingung genannt. In Satz 2.2.13
haben wir gesehen, dass, wenn diese Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist, es zumindest
lokal immer ein solches erstes Integral /Potential gibt.

Beispiel 3.2.4. Sei 422 — 2z +2y(z)y’(z) = 0 mit y(1) = 0. Dann ist p(z, y) = 42> — 2z
und ¢(z,y) = 2y. Dies eine exakte Differentialgleichung, da 0,p = 0 = 0,¢. Um das
Potential auszurechnen: Es muss 9,® = p gelten, also ®(x,y) = 2* — 22 + f(y) fiir
ein f(y). Mittels 2y = ¢ = 9,® = f/(y) erhalten wir z.B. f(y) = y?, also ®(x,y) =
r*—1224+492. Der Anfangswert gibt, dass die Losung y(x) die Gleichung x*—x2+y(x)? = 0
erfiillen muss. Das ist die Lemniskate aus Ubungsaufgabe 17. Wir erhalten zwei Losungen
y(x) = £Vt — 22 fur © > 0 (Das ist nicht der maximal mogliche Definitionsbereich
fiir y. Man kann die Losung jeweils auf [—1,0] noch fortsetzen, da wire es dann

FVat —22)

Hat man nun jedoch p(z,y(x)) + q(x,y(z))y'(x) = 0, die nicht exakt ist, kann man
manchmal durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor p(z,y) (u sollte
punktweise nicht Null sein), also u(z, y)p(x, y) + p(z, y)q(x, y)y'(z) = 0, erreichen, dass
die entstandene Gleichung exakt ist.

Im Allgemeinen ist es schwer zu sehen, ob es ein solches p iiberhaupt gibt und wie
man es erhélt (raten...). Aber man kann mal testen, wann man mit spezielleren p
durchkommt.

Beispiel 3.2.5. Wann ist z.B. u(z) ein integrierender Faktor? Es muss gelten

Oy(up) = 0:(pq) = poyp = 1'q + pdyq

Oyp—0

und somit p/(z) = ,u(:c)f’”q. Das kann natiirlich nur dann eine Losung fir 1 haben,

Oyp—0q . . . .
wenn 22=229 aych nur noch eine Funktion von x ist. Wenn das aber der Fall ist, kann

man wieder Trennung der Variablen durchfithren.

Als Belsplel nehmen wir y+z(2zy— 1)y’ = 0 (also p(z,y) =y und q(x y) = z(2zy—1)).

Oz
Hier ist % = —2 und wir sind in obiger Situation. Also £ m . Eine Losung

wiire u(z) = -5. Multiplikation mit der Differentialgleichung liefert dann

20y — 1
vl
T T
die nun exakt ist. Ein Potential wire nun ®(x,y) = y? , d.h. Loésungen von

y+x(2zy —1)y" = 0 erfiillt y*> — £ = ¢ fiir ein ¢ € R (je nach Anfangswert) Die Losung
ist so nur explizit gegeben, man kann dann noch tberpriifen, ob man in der Nihe eines
eventuell gegebenen Anfangswertes eindeutig nach y auflosen kann (entweder explizit
(funktioniert hier) oder mittels des Satz iiber implizite Funktionen).
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

3.2.3. Potenzreihenansatz

Manchmal kann man Losungen finden, in dem man fiir die gesuchte Funktion eine
Potenzreihe Y p° apx® einsetzt, ggf. auch fiir die vorkommenden Funktionen in 2 noch
in Potenzreihen entwickelt, und dadurch Rekursionsgleichungen fiir die Koeffizienten
erhélt. In [3, Bsp. 4.4.9 und 4.4.12] haben wir das fiir die Schwingungsgleichung schon
mal explizit durchgefithrt. Wir geben hier noch zwei Beispiele. Dabei machen wir uns
keine Gedanken dariiber, wann diese Methode funktioniert. Wir gehen einfach rein mit
der Annahme, dass wir eine Losung haben mit gleichméfig konvergiert, wir deshalb
nach [3, Satz 4.3.11] einfach summandenweise differenzieren kénnen und schauen, ob
wir damit durch kommen:

Beispiel 3.2.6. y' = zy mit y(0) = 1. Das kann man mit Trennung der Variablen
natiirlich direkt 16sen, aber wir wollen den Potenzreihenansatz ausprobieren.

Ansatz: y(z) = Y o, arpz®. Damit der Anfangswert erfiillt ist, muss ag = 1 sein.
Dann haben wir

y'(z) = Z kapzt~!
k=0

oo

oo oo oo
y'(z) — 2y = Z kapa*~1 — Zakxk"’l = Z(k; + Dagz® — Zak_lxk
k=0 k=0

k=0 k=1

=a1x + Z ((k + 1)ak+1 - ak,l) zF
k=1

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen [3, Folgerung 4.3.15] ist letzte Gleichung
gleich Null a; = 0 und (k + 1)agr1 = ax—1 fiir alle £ > 1. Damit haben wir agpr; =0
fir alle £ > 0 sowie

1 1 1 1

a2 = —ap ay = —a9 = ——=AQg ... Qo = ———agp.
27 . 2¢¢)

22

Also gilt y(z) = >;° 577 @02%° = age™ . Fiir unseren Anfangswert muss noch ag = 1
gesetzt werden.

Beispiel 3.2.7 (Hermitesche DGL). y"” — 2y’ + Ay = 0 fiir ein A € R. Ansatz ist wieder
y(x) = 3o, ara®. Dann ist

y'(z) = Z kapxht xy'(z) = Z kajx®
k=0 k=0
y'(@) =) k(k = Dara" ™2 = 3 (k+1)(k +2)ar 22"
k=0 k=0
v —ay+dy =Y ((k+1)(k+2)arz — kay + Aag) z*
k=0
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3.3. Existenz- und Eindeutigkeit — Picard-Lindel6f

Nach dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen [3, Folgerung 4.3.15] ist somit ¢y —xy’+ Ay = 0
genau dann, wenn

ag

k—A
a - v
T kD) (k+2)
fur alle k£ > 0 gilt. Hier berechnen sich nun wieder alle ay, rekursiv aus ag und alle
A2¢41 AUS aq:

0 14
_ % _ —_ % _
a2t = gy k];[o(zk A, a1 TR k];[o(2k+1 A)

Im Spezialfall: y(0) =1 (also ap = 1) und y'(0) = 0 (also a; = 0) und A = 2n bricht
die Potenzreihe ab und die Losung ist ein Polynom. Analog fiir y(0) = 1, ¢'(0) = 0 und
A=2n+1.

3.3. Existenz- und Eindeutigkeit — Picard-Lindelof

Wir wollen nun einen Satz zur lokalen Existenz- und Eindeutigkeit fiir explizite GDGL
erster Ordnung kennenlernen. Dazu brauchen wir zunéchst noch einige Begriffe:

Definition 3.3.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung |.|: V' — R heifit
Norm auf V, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind

(i) (Positiv definit) |z| > 0 fiir alle z € V und es gilt genau dann |z| = 0, wenn z = 0
ist.

(ii) (Positiv homogen) |Az| = |A| |z| fir alle A € R und z € V
(iii) (Dreiecksungleichung) |z + y| < |x| + |y| fir alle z,y € V.
Dann nennen wir (V;|.|) einen normierten (Vektor-)Raum.

Fiir jeden normierten Raum definiert d(z,y):=|z — y| eine Metrik (die durch die Norm
induzierte Metrik).

Definition 3.3.2. Ein Banachraum ist ein vollstdndig™ normierter Vektorraum.

Beispiel 3.3.3. Bei den meisten der metrischen Rdume, die wir kennen gelernt haben,
entstand die Metrik aus einer Norm, z.B.:

Auf C°([a, b], R™):={f: [a,b] — R™ | f stetig} ist Hf||c°1:||f|\o<>1:Supze[ayb] |f(x)| eine
Norm (||.||ec Wird C°-Norm oder Supremumsnorm genannt). Analog ist || f||c1:=|| f||co +
lf lco auf Ct([a,b],R™):={f: [a,b] — R™ | f stetig differenzierbar} eine Norm. Als
metrische Rdume jeweils mit der durch diese Normen induzierten Metrik hatten wir
diese Raume schon in Beispiel 1.1.1 betrachtet (dort fir n = 1). Diese beiden Beispiele
sind insbesondere Banachriume: Das haben wir fiir n = 1 in Ubungsaufgabe 2 gesehen.
Fiir allgemeines n: Ist f; € C°([a,b],R™) eine Cauchyfolge, dann bilden die Folge aus

*vollstdndig als metrischer Raum mit der Abstandsfunktion d(z,y) = |z — y|
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

den 1.ten Komponentenfunktionen ((f;)1); eine Cauchyfolge in C°([a,b], R) und besitzt
somit eine konvergente Teilfolge ((fi;)1);. Nun ist jedoch auch ((f;;)2); eine Cauchyfolge
in C%([a,b], R) und besitzt eine konvergente Teilfolge. So erhalten wir am Ende eine
Teilfolge (fj,)¢ von (f;)i, so dass die zugehérigen Folgen von Komponentenfunktionen
((f;,)k)e fiir alle 1 < k < n gegen ein g, € C°([a,b], R) konvergieren. Dann konvergiert
fie = (91, ., 98)T € C%Ja, b], R™). Analog geht die Argumentation mit C([a, b], R").*

Die Eisenbahnmetrik aus [3, Beispiel 4.1.22] kommt nicht von einer Norm: Angenom-
men sie kiime von einer Norm ||.|| auf R?. Dann wire ||z — y| = d(z,y) (fiir d die
Eisenbahnmetrik). Setzen wir y = 0, folgt ||x|| = |#| die euklidische Norm. Doch die
euklidische Norm induziert auf R? die euklidische Abstandsfunktion und nicht die
Eisenbahnmetrik.

Beispiel 3.3.4. Sei R > 0, a € R, a > 0. Wir betrachten E = {f: [a,a + o] —
Bpr(0) C R™ stetig , f(a) = 0} zusammen mit der Supremumsnorm ||.||. Dies ist als
Teilmenge von C°([a,a + a], R™) ein Untervektorraum, ein metrischer Raum und auch
selbst wieder vollstindig (und damit ein Banachraum), da: Aus f; € X Cauchyfolge
folgt, dass f; auch in C°([a,a + o], R"™) Cauchyfolge ist und damit dort konvergiert
gegen eine f € C%[a,a + a],R™). Die Konvergenz in C°([a,a + o], R™) impliziert
insbesondere auch punktweise Konvergenz und damit Bild (f) C Bg(0) und f(a) = 0.

Nun kénnen wir zur lokalen Existenz- und Eindeutigkeit fiir explizite GDGL erster
Ordnung kommen:

Satz 3.3.5. Sei G C R x R" offen, yo € R, R > 0 und [a,b] X Br(yo) C G. Sei
f: G — R"™ stetig und Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente, d.h. es gibt eine
Konstante L > 0, so dass fiir alle (z,y1), (x,y2) € G gilt

|f(2,y1) = f@,y2)| < Llyr — yol-

Sei

M:=max{|f(z,y)| | (x,y) € [a,b] X Br(yo)} a:min{|ba|, ]\Ij}

Dann ezistiert genau eine Losung y: [a,a + o] = Br(yo) des Anfangswertproblems

y'(x) = f(z,y(x) yla) = yo.

Der Satz gilt analog (mit analogem Beweis) auch linksseitig (also falls b < a ist, dann
existiert die Losung auf [a — a, al).

Das Tolle an dem Satz ist, dass der Beweis mit einer Konstruktion von Approximationen
der Losung kommt (der Picard-Iteration), wie wir gleich sehen werden:

*Ganz analog ist C*([a,b],R™) = {f: [a,b] — R™ | f k-mal stetig differenzierbar} mit der Norm
k ; .
1fll k= Zi:o SUPgcla,b] |f®) (z)| ein Banachraum.
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3.3. Existenz- und Eindeutigkeit — Picard-Lindel6f

Die Idee ist aus der Differentialgleichung eine Integralgleichung zu machen:

/a”” y'(s)ds = /aw f(s,y(s))ds also y(z)=yo + /:c F(s,9(s))ds

und diese mittels eines Fixpunktproblems zu l6sen: Wir setzen

wei=m. vera@=+ [ " F sy (s))ds

und bauen uns daraus eine Abbildung auf einem geeigneten Banachraum, so dass
wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden kénnen, der uns dann die Existenz der
Loésung geben soll:

Beweis. O.B.d.A. sei yg = 0. Kann durch Ubergang y + y — yo immer erreicht werden.
Wir nehmen als Banachraum E = {y: [a,a + o] — Bg(0) stetig , y(zo) = 0} mit der
Supremumsnorm, vgl. Beispiel 3.3.4.

Als Abbildung wollen wir

T:E—E, uw— (xHy0+/zf(s,u(s))ds)

benutzen, da eine Losung davon genau unserem gesuchten Fixpunkt entspricht.”

Zunéachst uberpriifen wir, dass T die Menge E wirklich wieder nach E abbildet: Es
ist (Tu)(a) = yo und |Tu(z) —yo| = | [ f(s,u(s))ds| < |z —a|M < aM < R. Also ist
Bild (T'w) C Bg(yo).

Fiir alle u,v € E gilt

[Tu(z) — Tou(z)|= < (z—a) sup [f(s,u(s)) = f(s,0(s))|

s€la,z]

/ (Fls,u(s)) — F(s,v(s))ds

< L(z — a)||Ju — v o-

Ist aL < 1, ist schon T direkt eine Kontraktion. Sonst betrachten wir Potenzen von 77:

T?u(x) — T?v(x)| =

[ s Tuts) - s, To(s)ds

< L/w [Tu(s) — Tu(v)|ds

xr
1
<22l = vl [ (o= a)ds = 30— L~ vl
a

*Es ist vielleicht etwas verwunderlich, dass wir in E gar nicht fordern, dass die Elemente diffe-
renzierbar sind, obwohl wir am Ende eine GDGL l6sen wollen. Aber da wir die Gleichung in eine
Integralgleichung umgeformt haben, reicht uns Stetigkeit um zu integrieren und die Differenzierbarkeit
folgt am Ende automatisch aus der Fixpunktgleichung.

falso Hintereinanderausfiihrungen von T’ mit sich selbst: T* = ToTo...0T

—_—

k—mal
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Fithren wir das induktiv fort, erhalten wir

| —

T u(@) = THo(2)] < (@ — )" L¥ u - o]l

o

Esist x —a < a. Also ist fiir & grofl genug %akLk < 1 und damit T* eine Kontraktion.
Demnach folgt nach dem Banachschen Fixpunktsatz 1.7.9 die eindeutige Existenz eines
Fixpunktes u von T*. Wegen Tu = T(T*u) = T*(Tu) ist dann aber auch T ein
Fixpunkt von T*. Da dieser aber eindeutig ist, muss schon Tu = u gelten. O

Beispiel 3.3.6. Sei I C R Intervall, sei xg € I. Seien A: I — Matg(n x n) und
b: I — R™ stetig. Dann hat y/(z) = A(x)y(z) + b(z) mit y(zo) = yo auf ganz I eine
Losung: Wir wenden Picard-Lindel6f an erst einmal fiir ein abgeschlossenes Intervall
J =le,d] C I mit xg € Jund fir f: (z,y) € J xR" = A(z)y+b(z) € R™ an. Dann ist
R =00 und M < co. Auflerdem ist f auf J x R™ Lipschitz in der zweiten Komponente,
da

@) — Fm)] =A@ — ) <A@ - vl < Clun — v,

wo wir in der letzten Abschitzung verwendet haben, dass x +— ||A(z)]| stetig ist, da
A und ||.|| stetig ist und damit auf dem abgeschlossenen Intervall J ihr Maximum
annimmt (hier C). Also gibt uns Picard Lindelof eine eindeutige Losung auf J.

Ist I schon selbst abgeschlossen, kann man J = I wéhlen. Sei nun I = [¢,d). Dann
betrachten wir J; = [¢,d — %] und erhalten eine eindeutige Losung y;: J; — R™. Wegen
Eindeutigkeit ist aber ;| 7, = yi+1].s, und somit konnen wir alle diese Losungen zu einer
eindeutigen Losung y: I — R™ zusammenfassen. Analog konnen wir bei I = (¢, d] oder
I = (¢, d) vorgehen mit. Fiir I = (—o0,d] etc. konnen wir das gleiche mit J; = (—i,d)
machen etc. Somit gibt es eine eindeutige Losung auf ganz I.

Beispiel 3.3.7. Die Lipschitzstetigkeit in der zweiten Komponente ist nétig: Betrachten
wir ¢'(z) = Yy(z) mit y(zg) = yo (wobei hier Ja = —{/|a| fiir a < 0 sein soll).
Fir yo # 0 konnen wir Trennung der Variablen durchfithren und erhalten y(z) =

3
+ (%a: — C)? mit + je nach Vorzeichen von yo und C = %xo — |yo|3. Nach unseren

Uberlegungen fiir Trennung der Variablen ist das die eindeutige Losung fiir o > %C’ .

Andererseits ist y(x¢) = 0 eine Losung fiir y(zo) = 0. Hier kénnen wir aber noch mehr
Losungen fiir diesen Anfangswert finden: Fiir alle tg > xq ist

y(ﬂc):{ ! , °Sh

i(%(.’lﬁ—to))i x> tg

eine Losung (Das y die GDGL erfiillt, ist klar fir < ¢y und = > 9. In = ¢y muss
man noch explizit nachrechnen, dass y dort differenzierbar ist.)

Wir haben hier fiir den Anfangswert y(xg) = 0 sogar iiberabzéihlbar viele Losungen und
zwar egal wie klein ich das Intervall [z, a] wihle, auf dem ich nach Losungen suche.
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3.4. Systeme erster Ordnung

Wir wollen nun die Picard-Iteration einmal explizit anwenden:

Beispiel 3.3.8. Sei y’ = 3(y + 1) mit y(a = 0) = 0. Dann ist f(z,y) = 3(y + 1). Nach
Beispiel 3.3.6 gibt uns Picard-Lindelof, dass es auf ganz R eine Losung gibt und diese
eindeutig ist.

Mit der Picard-Iteration kénnen wir diese berechnen:*

yo(z) =0

mm)ﬂyﬁ/ 3(0 4+ 1)ds = 3x
a=0

r 1
ya(z) =0 —|—/ 3(3s+1)ds = 5(3:5)2 + 3z
0

ys(x) =0+ /j 3((%(33)2 +3s)+ 1)ds = 53

1
(32)% + 5(33})2 + 3z

n

| —

yn(x) =3 + %(3:3)2 + (3x)* 4+ ...+ %(3@” = '(Bx)k

b
2.3

o

k=1

Y Tdt man aus ersten Berechnungen und kann dann induktiv nachrechnen, dass wenn
Yy, diese Form hat auch y,, 1 diese Form hat.

Dann ist y(x) = lim, o0 Yn () = Y pry 75 (32)F = €37 — 1.

3.4. Systeme erster Ordnung

Sei D € R x R® = R"*! offen und F': D — R™. Dann nennen wir
y'(x) = Fz,y(x)) kurzy = F(z,y)

ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.
Die Beispiele der Lotka-Volterra-Gleichungen und des SIR-Modells von Seite 104 sind
Systeme erster Ordnung.

Bemerkung 3.4.1. Eine explizite gewOhnliche Differentialgleichung n.ter Ordnung,
also der Form y™) = f(x,y(x),y' (z),...,y" Y (x)), fiir y: I C R — R lisst sich durch
einfithren neuer Funktionen immer in ein System erster Ordnung iiberfithren:

Sei up (z) = y(x), ua(z) = ' (x), uz(x) = 3" (x), ... un(x) =y (z). Dann ist y™ =
f(z,y,9, ...,y dquivalent zu

*Natiirlich geht hier auch Trennung der Variablen. Wollen wir aber gerade nicht.
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Uy -1 () =tin ()

ul, (z) =f(z,u1 (), uz(x), ..., un(z))

D.h. zwar sieht der Fall von Systemen von GDGL erster Ordnung erst einmal speziell
aus, aber mit dieser Methode ldsst sich jede explizite GDGL in ein solches System
umwandeln.

3.4.1. Lineare Systeme

Es seit € I C R Intervall und y: I — R". Dann nennen wir

y'(t) = At)y(t) + b(t)

mit A: I — Matg(n x n) und b: I — R" stetig ein lineares System von GDGL erster
Ordnung.

Ist b =0, so nennt man das System homogen, sonst inhomogen. Wir nennen A(t) die
Koeffizientenmatriz und b(t) die Inhomogenitdat.

Beispiel 3.4.2. Fiir ¢t € (0, 00) betrachten wir

1
uy (t) =Ju (t) + 2tus(t) + et

() =7 ua(t) + 1

Das ist ein lineares inhomogenes System GDGL erster Ordnung: y(t) = (u1(t), ua(t))”

v =awuo+o0 = (5 )0+ (), (33)

In Beispiel 3.3.6 haben wir gesehen, dass, wenn A und b stetig sind, eine Losung
zu gegebenem Anfangswert dann auf ganz I existiert und eindeutig ist. Wollen wir
insgesamt nun mehr iiber die Losungsmenge herausfinden:

Lemma 3.4.3 (Superpositionsprinzip). Sind y: I — R™ und z: I — R" jeweils
Losungen zu y'(t) = A(t)y(t) + a(t) und 2'(t) = A(t)z(t) + B(t). Dann ist w:=y + Az
fir X € R eine Losung von w'(t) = A(t)w(t) + a(t) + AB(t).

Insbesondere bilden die Losungen zu homogenen linearen GDGL einen Vektorraum.

Beweis. Einsetzen und nachrechnen:

W=y + X =Ay+a+Iz+ ) \=Aw+a+ 3
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3.4. Systeme erster Ordnung

Definition 3.4.4. Sei I C R ein Intervall. Seien y1,...,y,: I — R™ Funktionen. Wir
setzen Y = (y1,...,yn) und bezeichnen

W(t):=det Y ()
als Wronski-Determinante von y1, ..., Yn.

Lemma 3.4.5 (Liouville-Formel). Sei I C R ein Intervall und A: I — Matg(n x n)
stetig. Seien yi,...,yn n Losungen des homogenen Systems y'(t) = A(t)y(t). Sei
W(t) = det (y1(t),...,yn) die zugehorige Wronski-Determinante. Dann gilt fir alle
titoel
i Tr A(s)ds
W(t) = W(to)efto (s)ds
Hier ist Tr die Spur der Matrix. Die Wronski-Determinante ist also genau dann konstant

Null (und damit die y; linear abhéingig), wenn sie in irgendeinem ¢y gleich Null ist (und
damit die y;(to) als Vektoren im R™ linear unabhéngig sind).

Beweis. Wir tiberlegen uns zunéchst — Ist W(to) = 0 (also y1(to),- .., yn(to) linear
abhéngig), dann ist W (t) = 0 fiir alle ¢: Es gibt dann a; € R mit Y ;" a;y;(to) = 0.
Also 16st y(t) = Y1, a;yi(t) nach dem Superpositionsprinzip y' = Ay mit y(t) = 0.
Wegen Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems nach Beispiel 3.3.6 muss
y(t) = 0 sein und somit sind die y;(¢) fiir alle ¢ linear abhéngig.

Seien die y;(¢) nun fiir alle ¢ linear unabhéngig. Dann ist Y (¢) also invertierbar. Es gilt
(vgl. nichstes Lemma)

W) = %det Y(t) = det Y(O)Tx (Y/(0)Y (1))
Da y; Losungen sind, gilt Y'(¢) = A(¢)Y (¢) und somit

W'(t) = W(t)TrA(t).
Dies konnen wir mit Trennung der Variablen l6sen und erhalten die Behauptung. [
Lemma 3.4.6. Sei B: I — Matg(n x n) differenzierbar und sei B(t) fir alle t
invertierbar.” Dann gilt

%det B(t) = det B(t)Tr (B'(t)B(t) ™)

Beweis. Um die Ableitung zu bestimmen rechnen wir die lineare Approximationseigen-
schaft nach. Wir benutzen dazu im ersten Schritt, dass B(t) selbst differenzierbar und
damit in jeder Komponente dort die lineare Approximationseigenschaft erfiillt.

det B(t + ¢€) =det (B(t) + eB'(t) + o(€)ld,,)
=det B(t) det (Id, + € (B'(t) + o(1)Id,,) B(t)~")
=det B(t) (1 + €Tr ((B'(t) + o(1)Id,) B(t)™")) + o(e)
=det B(t) + edet B(t) Tr (B'(t)B(t)™") + o(e) O

*das hie8, dass alle b;;: I — R differenzierbar sind mit B = (b;;);;-
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Satz 3.4.7. Sei I C R ein Intervall. Seien A: I — Matg(n x n) und b: I — R™ stetig.

Dann ist die Menge V' der Losungen der homogenen DGL y'(t) = A(t)y(t) ein Vektor-
raum der Dimension n.

Sei y,(t) eine Losung der inhomogenen DGL y'(t) = A(t)y(t)+b(t). Dann ist die Menge
der Lisungen dieser inhomogenen DGL gleich y,(t) + V:={y,(t) + yn(t) | yn € V}.

yp(t) nennt man dann partikuldre oder spezielle Losung des inhomogenen Problems.

Beweis. Wir beginnen mit dem homogenen Problem: Dass V' ein Vektorraum ist, wissen
wir aus dem Superpositionsprinzip. Sei nun ty € I und y; die eindeutige Lésung von
Yy = Ay mit y(t9) = e; (Existiert nach Picard-Lindel6f, vgl. Beispiel 3.3.6). Damit
sind y1,...,yn in tg linear unabhéngig. Damit sind sie als Funktionen y;: I — R”
auch automatisch linear unabhingig und diese y; spannen somit einen n-dimensionalen
Vektorraum W auf. Wir wollen zeigen, dass W = V ist (W C V ist klar): Sei nun
uw € V. Dann ist u(ty) = > ., use; fir geeignete u; € R. Wegen Eindeutigkeit der
Losung muss nun u(t) = >, u;y;(t) sein. Damit ist u € W.

Seien nun w,v Losungen von 3’ = Ay + b. Dann ist u — v eine Losung von ¢’ = Ay. Es
gibt also ein y;, € V mit u = v + yp,, also folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.4.8. Fiir die homogene Differentialgleichung zu Beispiel 3.3
2t
v =g 3w

t
auf I = (0,00) konnen wir die Losungen v (t) = (é) und yo(t) = (t:) raten. Die
zugehorige Wronski-Determinante ist

O+l

t 3 9
W(t)zdet(o t):t #0, te(0,00).

Also bilden y; (), y2(t) eine Basis des Losungsvektorraums dieser homogenen Gleichung.
Eine allgemeine Losung hat also die Form

3
y(t) = <at —;)_tbt >, a,beR.

Definition 3.4.9. Sind y,...,y, linear unabhingige Losungen von y'(t) = A(t)y(t),
dann nennen wir Y = (y1,...,yn): I — Matg(n x n) eine Fundamentalmatrix zu
y = Ay.

Dann gilt Y'(t) = A(¢)Y (¢).

Lemma 3.4.10. Ist Y(t) firt € I eine Fundamentalmatriz zu y' = Ay und yo € R™,
to € I, dann ist Y ()Y (to) ‘yo Lisung des Anfangswertproblems y' = Ay mit y(to) =
Yo-

118



3.4. Systeme erster Ordnung

Beweis. Ist Y (t) = (y1(¢), ..., yn(t)) eine Fundamentalmatrix, dann hat eine allgemeine
Losung die Form y(t) = Y., a;iyi(t) = Y (t)a mit a = (aq,...,a,)". Soll jetzt yo =
y(to) = Y (to)a sein, folgt a = Y (ty) ~'yo und damit die Behauptung. Hier haben wir
benutzt, dass die y; linear unabhéngig sind und damit die y;(¢) fiir ein ¢ und damit
nach Lemma 3.4.5 fiir alle ¢ linear unabhéngig sind. O

Das zeigt die Losbarkeit des Anfangswertproblems fiir homogene lineare Systeme. In
Beispielen benutzt man nicht diese allgemeine Form sondern setzt die allgemeine Form
einfach gleich dem Anfangswert und 16st das Gleichungssystem (das ist linear in den
Koeffizienten der allgemeinen Losung. Z.B. war in Beispiel 3.4.8 die allgemeine Losung
y(t) = (“t‘gftg), a,b € R. Setzen von y(tg) = yo gibt ein lineares Gleichungssystem in a
und b.

Es bleibt nun inhomogene Systeme zu betrachten. Nach Satz 3.4.7 reicht es eine
spezielle Losung der inhomogenen GDGL zu finden und wir erhalten durch Addition
der Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung alle Losungen (Wir nehmen an,
der homogene Fall sei schon gelost). Der Ansatz eine spezielle Losung zu finden ist
Variation der Konstanten — das bedeutet:

Die allgemeine Losung des homogenen linearen Systems sei ciy1(t) + . .. chyn(t) fiir
¢i € R. Der Ansatz fir eine spezielle Losung sei nun ¢q (6)y1(¢) + . .. + ¢ (t)yn(t) fir
Funktionen ¢;: I — R. Geschrieben in Matrixschreibweise fiir Y (t) = (y1(t), ..., yn(t)),
c(t) = (c1(t),...,cn(t))T lautet der Ansatz y,(t) = Y (t)c(t).

Dann gilt
y,(t) = Y'(t)e(t) + Y (1) (t) = A@)Y (t)e(t) + Y (1) (t).
Also gilt y,(t) = A(t)y,(t) +b(t) genau dann, wenn ¢ (t) = Y (¢)~'b(t) gilt. Eine Losung
ist c(t) = [ Y (s)"b(s)ds."
Wir haben also folgendes hergeleitet:

Satz 3.4.11 (Variation der Konstanten). Sei y'(t) = A(t)y(¢) +b(¢). Sei Y: 1 —
Matg(n x n) eine Fundamentalmatriz des zugehorigen homogenen Problems. Dann
sind die Losungen des inhomogenen Problems alle Funktionen der Form

t

y(t) =Y(t) ( Y (s)"'b(s)ds + c>
to

fir ce R™.

Beweis. Die Funktionen sind wirklich Lésung

y'(t) =Y'(t) (/ Y (s)71b(s)ds + c> +Y @)Y ()" ()

to

*Hierbei ist das Integral {iber eine vektorwertige Funktion — also die komponentenweise Integration,
vgl. [3, Def. 4.5.42].
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

=AY (t) ( t Y (s)"b(s)ds + c> +b(t) = A(t)y(t) + b(t)

Wegen Satz 3.4.7 sind dies automatisch alle Losungen. O

Beispiel 3.4.12. Betrachten wir noch mal

[\

Lot et
v =awuo+o0 = (5 3o+ ().
t
Fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung kennen wir die allgemeine Losung;:
o (1) 4 t3

1 0 Co ‘ .
~—~— ——
=y1(t) =y2(t)

Der Ansatz der Variation der Konstanten ist also
t t3
yp(t) = c1(t) 0 + co(t) ¢ )

) (f)) o1 (1)) () + b1 (tt ) ea(t)h(t) = A(t) (Cﬁ) @ el (tt >) * (t>

Benutzen wir, dass die y; die homogene Gleichung 16st, muss gelten:

(6 %) (30 -a0()+an (D)< (7)
(BN i )=

Eine Losung wire c3(t) =t und ¢1(t) = [ ds — 5t (das Integral iiber Tt ist leider

nicht iber uns bekannte Funktionen darstellbar) und somit

t es 2.4
t|, Sds+ £t
Yp(t) = ( fl ® 8 )

Einsetzen liefert:

also

t2
Probe machen und man sieht, wir haben uns nicht verrechnet.

Bevor zum Spezialfall der linearen Systeme kommen bei denen die Koeffizientenmatrix
A konstant ist, schauen wir uns noch ein paar Beispiele an:

Beispiel 3.4.13.
y' + a2ty = 2”,y(0) =2
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3.4. Systeme erster Ordnung

e Lisen der homogenen Gleichung y' + x%y = 0: Eine Losung ist y(x) = 0. Aus der
Eindeutigkeit der Losung bei gegebenem Anfangswert nach Beispiel 3.3.6, ist eine
Losung irgendwo Null, dann muss sie schon konstant Null sein. Es bleibt also
der Fall einer Losung, die nirgends verschwindet. Dann konnen wir Trennung der

Variablen durchfiihren: % = —z2 und wir erhalten
/
/y (z)dsc: —/x2dx
y(z)
1
Inly(a)| = 2 + e

ylx) = 16737 = gem 57

fiir ¢ € R. Im letzten Schritt haben wir a = 4e¢ gesetzt — ist ¢ beliebig, kann
a € R alle Werte auler Null annehmen. Zusammen mit der Nulllssung y = 0 von
oben, erhalten wir als allgemeine Losung der homogenen Gleichung

{ae_%””3 | a € R}.

e Finden einer speziellen inhomogenen Losung: Hier ist raten am einfachsten — man
sieht y(x) = 1 16st die inhomogene Gleichung. Nehmen wir aber mal an, wir
haben das nicht gesehen, dann kénnen wir Variation der Konstanten anwenden.
Ansatz: y(z) = a(x)e*%ﬁ. Einsetzen liefert:

und somit

1.3
1.3 z=3 1.3
a(z) = /xzeS”” de = /ezdz: e =es” .

Also ist eine spezielle Losung: y(z) = CL(:L’)G*%I3 = 1 und die allgemeine Losung
der inhomogenen Gleichung lautet

{1+ ae~ 37’ | a € R}

o Lisen des Anfangswertproblems: Es soll y(0) = 2 und damit 1 + ae=30° = 2, also
a =1 sein. Somit haben wir als Losung y(z) =1+ e~ 3% .

Losen der homogenen Gleichung ist i.A. bei A nicht konstant fiir Ordnungen grofier
1 oder fir GDGL in R™ mit n > 1 nicht so klar. Manchmal hilft raten oder spezielle
Ansétze. Muss natiirlich drauf kommen — ist im Allgemeinen sehr schwer und braucht
Erfahrung... Wenn man aber fiir die homogene Gleichung irgendwie die allgemeine
Losung gefunden hat, kann man mittels Variation der Konstanten die Inhomogenitét
angehen.

Wir schauen uns einfach mal ein paar Beispiele an, was z.B. moglich ist:
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 3.4.14.
1
Vi =y2,0 = —42y1 + —y

Wir iiberfithren dieses System in eine GDGL zweiter Ordnung, in dem wir yo durch y}
ersetzen:

1
Yl = —4a”y + Yl

Versuchen wir einen Potenzreihenansatz y;(z) = Y ., a,z™. Dann gilt

1 oo 3 oo oo B
Yy + 4oy, — Eyll = Z ann(n —1)a" 2 + Z4anx”+2 - Zlnanx” 2
n=

n=2 n=0
= Z apto(n+2)(n+ 12" + Z da,_oz™ — Z (n+2)any22"
n=0 n=2 n=-—1

_a + 2a9 — 2a9 + 6azx — 3asx
T

+ ) (ansa(n+2)(n+1) +dan_o — (n+ 2)any2) z

a - !
=— = +3a3z + Z (ant2(n +2)n +4an_2) z" =0
z n=2

Also ist a1 = ag = 0 und ap42 = y Gn—2 fir alle n > 2. Damit erhalten wir

4
_n(n+2
a40+1 = aqey+3 = 0 flir alle £ > 0 und

1
A2k+4+2 = —ma%—z,

also asy = (—1)Z(2e),a0 und agp4o = (— 1)Zﬁa2

_aoz o +a22 S

=aq COs z2 + as sin x2

ya(x) = —2apx sin 2% + 2a57 cos 2°.

cos 2 sin 22
—2xsinz? )’ \ 2z cos 22

eine Basis des Losungsraumes.

Also bilden

Beispiel 3.4.15.
zyy = 6y1 — 3y, xys = 2y1 + yo

122



3.4. Systeme erster Ordnung
Substitution z = €' (fiir z € (0,00)) gibt fiir 2;(t = Inx) = y;(2):

1 1
xzi(t); = 621(t) — 322(t), a2 (t); = 221(t) + 22(¢), also
21(t) = 621 (t) — 322(t), 25(t) = 221(¢) + 22(t)
ein lineares System fiir z; mit konstanten Koeffizienten.

Fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten gibt es eine systematische Methode die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung zu finden. Das machen wir im folgenden
Abschnitt.

3.4.2. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Sei nun y'(t) = Ay(t) + b fiir eine n x n-Matrix A und b € R™ — die Eintrdge in A und
b sollen also konstant in der Zeit sein. Wir wollen nun Loésungen dafiir finden. Wegen
Satz 3.4.7 reicht es sich um die homogenen Systeme y'(¢) = Ay(t) zu kiimmern. Eine
spezielle Losung zur inhomogenen Gleichung kénnen wir dann mittels Variation der
Konstanten finden.

Als erstes betrachten wir n = 1, also ¥’ = ay fur a € R. Das haben wir schon in Analysis
1 betrachtet (bzw. ldsst sich fiir y # 0 auch direkt durch Trennung der Variablen l6sen)
— die Losung ist y(t) = ce® fiir ein ¢ € R.

Schauen wir uns zunéchst den Spezialfall A = diag(\q,...,A,) an: Schreibt man
y' = Ay mal aus fiir y(t) = (y1(t),...,y.(t))7, erhilt man y;(t) = A\;y;(t). D.h. in jeder
Gleichung kommt nur y; vor — man sagt: die Gleichungen entkoppeln sich. Dann sind
elite; Losungen (e; ist der i.te Standardeinheitsvektor im R™). Die zugehérige Wronski-

Determinante ist e(2oi=1 )t # 0. Also bilden die e*ite; eine Basis der Losungsmenge.

Nehmen wir als zweiten Fall, dass A diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten ist,
vgl. Appendix 3.7 A = QDQ™! fiir D = diag ()\,...,\,) und Q € Gl(n,C). Dann ist
y'(t) = QDQty(t) und damit (Q~1y(t)) = D(Q ty(t)). Alsoist z(t) = Q~1y(t) genau
dann eine Lésung von 2/(t) = Dz(t), wenn y/(t) = Ay(t) ist. Mit obigen Uberlegungen
ist somit y;(t) = e**Qe; eine Basis der Losungsmenge.

Jetzt kann zwar A diagonalisierbar sein, doch nicht alle Eigenwerte sind reell. Dann wére
eMite; noch immer eine Losung (nur nicht reell sondern komplex) von 2/(t) = Dz(t) und
der Rest geht analog. Allerdings wissen wir ja nach Beispiel 3.3.6, dass es reelle Losung
fiir alle Anfangswerte geben miissen — wie passt das zusammen? Ist A\; ¢ R Eigenwert,
dann auch );, da A reelle Matrix ist. O.B.d.A. Sei A\; = A2 und Q;1 = @Q;2 (Die ersten
beiden Spalten von @ sollen also zueinander konjugierte Eigenvektoren sein). Dann
sind e*te; und e*ttey zwei Losungen fiir z und somit erMtQe; und eMtQes = eMPQeq
zwei Losungen fir y. Dann ist

spanc {ethel, eTtheg} = spang {Re (e)‘thel) ,Im (e)‘thel)}

Also gibt Re (e’\thel) ,Im (e)‘thel) eine reelle Basis dieses Spans.
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Konkretes Beispiel fiir diesen Fall:

(Y

Eigenwerte: det (A — AIda) = (A —1)2+1=X2 -2\ +2=(A—1+1i)(A —1—1), also
AM=14+iund \g =1—1.

Zugehorige Eigenvektoren vy = (}) = 75 und damit

(Dl 0o man(: )

Also ist e (T) = et ({3l ) ynd (=Dt (1) eine (komplexe) Basis der Losungen

zuy' = Ay. Eine reelle Basis der Losungen haben wir dann mit e*( °%7,) und et (¥71).

Nun sind aber nicht alle Matrizen diagonalisierbar (auch nicht, wenn man komplexe
Eigenwerte zuldsst). Aber auch diese lassen sich mittels eines Basiswechsels @ € Gl(n)
in eine ’einfachere Gestalt’ bringen — die Jordansche Normalform.

Schauen wir uns da mal ein einfaches Beispiel an:

() = (0 3) ()

uy(t) = Mg (t) +uz(t),  ub(t) = Mua(t).

Die zweite Gleichung héngt nicht von u; ab und wir kennen dort die Losungen us(t) =
ce™ fiir ¢ € R. Setzen wir das in die erste Gleichung ein erhalten wir

Ausmultipliziert ist das

uh (1) = Aug (t) + ceM.

Eine spezielle Losung dieser inhomogenen Gleichung raten wir: cte. Damit ist allgemein
up (t) = ae + cte fiir a € R.
Damit haben wir als allgemeine Losung: a, ¢ € R.

(i) =) +<(%)

Diese Vorgehensweise funktioniert auch fiir

u) () A1 00 0 ui(t)
ub(¢) B 0 A 10 0 uz(t)
uy, (1) 0 0 A \ug(?)
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3.4. Systeme erster Ordnung

Wir 16sen erst uy(t) (wieder ae*?), dann dariiber einsetzen und 16sen. Gibt als spezielle
Losung fiir ug—1 () dann te*. Nun in ug_o(t) eingesetzt gibt uj,_,(t) = Aug_a(t) +ter,
was als spezielle Losung t?e* hat usw. Fiithrt man das alles aus erhilt man

A te t t26>\);t tk*le/\t
/ t
uy (t) € By te k=2 At
ub(t) 0 eM

2 0 tk—3e>\t

. = a1 . + ag + as 0 + ...+ ag

/ : .

Uy, (t) 0 0 0 e/\t

Man tberpriift direkt, dass jeder einzelne der Vektoren rechts auch wirklich eine
Losung ist. Die zugehorige Matrix zur Berechnung der Wronskideterminate hat obere
Dreiecksgestalt und damit Determinante e #£ 0. Also sind diese Lésungen linear
unabhéngig und wir haben oben wirklich die allgemeine Losung.

Hat man eine Matrix in allgemeiner Jordanscher Normalform, dann hat macht man
das obige fiir jeden Jordanblock.

Fiir allgemeines A findet man nun zunéchst ein @ € Gl(n,C), so dass J:=Q 1AQ
Jordansche Normalform hat. Lost dann 2z’ = Jz und erhélt mit Qz Losungen fiir
y = Ay.

So findet man theoretisch immer die allgemeine Losung zum homogenen linearen System
mit konstanten Koeffizienten. Allerdings ist schon die Nullstellenberechnung fiir grofiere
n schwierig und auch sonst nimmt die Komplexitéit der Berechnung fiir wachsendes n
Zu.

Wir schauen uns einfach noch ein nicht so kompliziertes Beispiel ein:

Beispiel 3.4.16. Fiir Beispiel 3.4.15 miissen wir noch

Z(t) = Az(t) mit A= (g —13>

16sen.

e Eigenwerte: det (A — Ada) = (6 = A)(1 —=A)+6 =X —7A+12= (A —3)(\ — 4),
also Ay = 3 und A2 =4 (Da diese verschieden sind, muss A diagonalisierbar sein).

e Figenvektoren zu Aj:

_ 1
(A3Id2)’l)1<;) _§>’010 — ’Ula< ),CLER

Eigenvektoren zu Ao:

(A—4~Id2)1}2:<§ _§>U2:O — U2=b<3>,bER
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

e Also ist A = Qdiag(3,4)Q ! mit Q = <1 . Da e3'e; und e*'ey, eine Basis

3
2
der Losungsmenge von w'(t) = diag (3,4)w(t) ist, ist

1
€3thl :€3t <1>

3
e4th2 :e4t (2)

eine Basis unserer gesuchten Losungsmenge.
Fiir das Problem aus Beispiel 3.4.15 haben wir somit eine Basis der Losungsmenge
durch 631]”6(1) =3 (}) und 641’“’5(3) =zt (g)
Beispiel 3.4.17.

Z(1) = A=(t) mit A= @é —3)

e Eigenwerte: det (A — Mldg) = (11 = A)(—=9—X) +100 =X —2XA+ 1= (A —1)2

10 -4

e Eigenraum zu A = 1: (A —Ids)v = (25 —10

)v:Ov:a@),aER.

Der Eigenraum ist also eindimensional. Also ist A nicht diagonalisierbar. Jordan-

sche Normalform wird J = <(1) D sein.

e Bestimmung von @ = (v, v2): Fiir v kénnen wir jeden Vektor aus R?\{a(?) | a €

R} wéhlen, z.B. vy = ((1)) Dann ist (A —Idy)vg = (;g) (Muss hier ein Eigenvektor

sein v'). Dann ist A = QJQ ! mit Q = (;g é)

e Basis der Losungsmenge Q(eot) = et (;g) und Q(tj) = et(lg?t'l)

3.4.3. Lineare GDL der Ordnung n

Sei (Lu)(t):=u™ + a1 ()u™= V() + ...+ a1 () (t) + ao(t)u(t) fir a;: T — R. Wie
in Bemerkung 3.4.1 kénnen wir (Lu)(t) = b(t) fiir b: I — R dquivalent in ein System
erster Ordnung iiberfiihren:

Es ist (Lu)(t) = b(t) fir b: I — R dquivalent zu y/(t) = A(t)y(t) + b(t) fiir y(t) =
(u(t), ' (t),...,u™ D ()T und

_ (Om-1)x1 Idp Eo) —
A(t) = < Sl —a(), . ,—anl(t)> b(t) = (0,...,0,b(t)",

also zu einem linearen System erster Ordnung. Wie bei linearen Systemen wollen wir

uns zundchst um die homogene Gleichung Lu(t) = 0 kiitmmern und dafiir das verwenden,
was wir iiber 3/ = Ay wissen:
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3.4. Systeme erster Ordnung

Die Losungsmenge zu (Lu)(t) = 0 ist ein Vektorraum — Superpositions-
prinzip. Rechnet man direkt nach und folgt aus der Linearitit der Ableitung (
(u(t) + av(t))®) = u®) () + av®)(t)).

Dimension der Losungsmenge zu (Lu)(t) = 0?7 Sei nun y1,...,y, eine Basis des
Losungsraumes zu y' (t) = A()y(¢). Sei u; = (y;)1 — also jeweils die ersten Komponenten-
funktionen. Aufgrund der Form von A muss gelten: y;(t) = (u;(t), ui(t),. .. ,ul("_l)(t))T.
Waéren also die u; linear abhéngig, dann wegen dieser speziellen Form der y; auch die
y; (denn aus Y. oyu; = 0 folgt >0 aut®) = 0 und somit Yooy, = 0.) D.h

K3
die u; bilden einen n-dimensionalen Vektorraum. Wir wollen nun zeigen, dass dies die
gesamte Losungsmenge ist. Annahme u(t) ist Losung zu Lu = 0, die nicht in diesem
Vektorraum liegt. Dann ist y(t) = (u(t),u'(t),...,u" "D (t))7 eine Losung von y' = Ay.
Dies muss nun eine Linearkombination der y; sein. Das geht nicht, da sonst auch die
erste Komponente, also u, eine Linearkombination der (y1)1, ..., (yn)1 sein miisste. Das

gibt den Widerspruch. Also ist der Losungsraum n-dimensional.

Angenommen man hat n Losungen ui,...,u, von Lu = 0. Basis?

Dann sind y; = (ug,u}, . .. ,ul(-nfl))T Losungen zu y' = Ay. Wie in der letzten Argu-
mentation sind diese genau dann linear unabhéngig als Abbildungen nach R™, wenn
die u; linear unabhéngig als Abbildungen nach R sind. D.h. die u; bilden genau dann
eine Basis, wenn die Wronskideterminate

U1 e Un
det . #0
DD

nicht verschwindet.

Beispiel 3.4.18. Schauen wir uns z2y” — zy’ + 2?y = 0 an. Das ist die sphdrische
Besseldifferentialgleichung fir n = 0*

__ sinx

Dann sind y; (z) = *2* und yo(r) = =¥ Losungen fiir x € (0, 00) (Kann man einsetzen
und nachrechnen — wir sagen spéater noch was dazu mit welchem Ansatz man darauf
kommen kann). Sind diese eine Basis der Losungsmenge? Da wir schon wissen, dass
der Vektorraum der Losungen zweidimensional sein muss, stellt sich nur die Frage nach

der linearen Unabhéngigkeit.

Das kann man entweder direkt tiberpriifen oder mit der Wronskideterminate.

Direkt: Sei a,b € R mit aﬂ% +b%2% = 0. Einsetzen von x = 7 liefert b = 0, einsetzen
von x = 7 liefert a = 0. Also haben wir lineare Unabhéngigkeit.

Alternativ Wronskideterminate
T T sin x cos T 1

*Sphirische Besselfunktion: 22y" — zy’ + (22 — n(n + 1))y = 0. Sie entsteht analog zur Besseldiffe-
rentialgleichung von Seite 105, wenn man den Laplace im R3 in Kugelkoordinaten betrachtet.

T z2 T z2
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Konstante Koeffizienten a;? Da kann man prinzipiell so vorgehen wie im letzten
Abschnitt fiir das zugehorige System y' = Ay:

Fiir n = 1 ergibt sich als Determinante —ag — A und fiir n > 1

agp —Q1, ... ,—0Qp

det (A — MId,,) = —Adet ((%_1)“ Idn ) — )\Idn1> + (=1)"ag
wo wir den Laplaceschen Entwicklungssatz in der ersten Spalte angewendet haben. Das
kann man induktiv auf den ersten Summanden anwenden und erhilt am Ende
det (A — Md,) = (=1)" (A" 4+ ap_ 1A\ Yan_1 + ... +ag).

Also (modulo Vorzeichen) genau unsere GDGL mit u(*) ersetzt durch A%, D.h. wir kénnen
die Eigenwerte ohne Ubergang zum System so direkt aus der GDGL bestimmen.

Sei nun
det (A — Ald,,) = £(A = A)" oo (A= M),

Ubersetzt man die Basis des Losungsraumes des Systems (bestimmt so wie im letzten
Abschnitt, hier ist dann jeder Eigenraum eindimensional) wieder zuriick auf unsere
GDGL, erhilt man als Basis

Mt oteMt Tt Mt et el Ant
Wir rechnen das hier nicht vor, sondern machen lieber ein Beispiel.
Beispiel 3.4.19. ¢ — 53" + 8y —4y =0
Wir brauchen die Losungen des zugehérigen charakteristischen Polynoms
N BN 8N —4=(\—-2)2\—1),

also Ay = 1 mit Vielfachheit 1 und Ay = 2 mit Vielfachheit 2. Eine Basis des Losungs-
raums ist also e®, e2* und ze?®.

3.5. Stetige Abhangigkeiten von Losungen

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, inwieweit denn Losungen einer GDGL vom
Anfangswert und von eventuell auftauchenden Parametern abhingen.

Zuvor brauchen wir noch ein Lemma, was uns das Wachstum von Lésungen abschétzt:

Lemma 3.5.1 (Gronwall-Lemma). Sei I C R ein Intervall, to € I, a, B € [0,00) und
y: I — R stetig mit
¢
[ wisyas
to

y(t) < aePlt—tol

0<ylt)<a+p fiir alle t € I.

Dann gilt fir allet € 1
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3.5. Stetige Abhéngigkeiten von Lésungen
Was hat das mit Lésungen von GDGL zu tun? Diese Integralungleichung ist dquivalent
zu ' (t) < By(t) mit y(to) < o und y(¢) > 0 auf I.
Beweis. Sei zunéchst t > t3. Wir betrachten

h: [to,t] — [0,00), h(s):=peto=) /S y(u)du.

to

Dann gilt

5 d
h'(s) = 7[326*8(75078)/ y(u)du + Beﬁ(“’*s)y(s) < aﬂeﬁ(t‘)*s) = fad—eﬁ(t"*s)
to S

Integration ftto ...ds gibt wegen Monotonie des Integrals
h(t) — h(ty) < —a(ePto=t) — 1),
Da h(tg) = 0 ist, folgt somit
y(t) < a+ e Pl ) < qeflto=t),

Der Fall t < t, folgt analog mit h(s):=ge?(5=to) ftz y(u)du (man muss nur beachten,

dass dann ftto y(u)du negativ ist (wegen Reihenfolge der Integrationsgrenzen)). O

Satz 3.5.2 (Stetige Abhéngigkeit). Seien f: (z,y,A) € [xo,20 + a] X Q1 X Qo C
R x R® x R¥ — R™ und y°: Qo — R™ stetig. Sei f Lipschitz-stetig in der zweiten
Komponente, also in y, mit Lipschitzkonstante Ly und Lipschitz-stetig in der dritten
Komponente, also in X\, mit Lipschitzkonstante Lo. Sei yy: [xo,xo + o] — R™ Losung
von

y/(gj) = f(x’y(x)a /\)v y(l‘o) = yO()\)
Dann gilt

L
[0 (&) = 2o )] < 9" () =9 ()l 770l 4 F2 A o] (hrlrel 1)

fir alle © € [xg, xo + ). Insbesondere ist (x, \) € [xo,zo+ a] X Q2 — yr(x) € R™ stetig.
Das analoge Resultat gilt fir [zg — «, 2] bzw. [zg — o, 2o + .

Beweis. Wir machen aus den Anfangswertproblemen jeweils Integralgleichungen (wie
in Picard-Lindelof):

lyas () — yx, ()] =

PO+ [ Fom o) M)ds = 10) = [ Fsuma (). e

<) =0l + [ 17 (59 (). A1) — £(5. 9 (), Aa)] dis

129



3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

x

<[y°(A1) =y (N2)| + / |F(s:ux, (8), A1) = f(s,n, (), A2)|

Zo

+ |f(say)\1 (8)7 )‘2) - f(svy)\z (S)a )‘2)| ds

<[y’ (A1) =y’ (A2)| +/ Ly [A1 — A2 + L1 |yx, (5) — Yy, (s)| ds.

Zo

Setzen wir u(x) = Lo |A1 — A2| + L1 |yx, () — yx, (z)|. Dann gilt

x

0 S U(I’) S Ll‘yO(Al) - yo()\g)| + L2 |)\1 - A2| + L1 / u(s)ds.

Zo

Mit dem Gronwall-Lemma folgt:
w(@) < (Lily® (M) = y°(Aa)| + La [Ar = Ag) ehrlee0

und somit
—X L r—x
[ (2) = 2 )] < 9" (O0) = g () 770l 4 Z2 A — ] (Paleeel 1)

O

Spezialfall: f héngt nicht von A ab. D.h. wir variieren nur den Anfangswert. Dann ist
Ly = 0 und somit

[ (@) = s (2)] < 182 (A1) — 50 (g)felrloaol.

Losungen zu verschiedenen Anfangswerten separieren also maximal exponentiell schnell.
Aber das kann auch wirklich auftreten.

Diese stetige Abhéangigkeit bedeutet aber nicht, dass Losungen zu nahe geniigenden
Anfangswerten sich auch gleich verhalten miissen. Es gibt den sogenannten ’Schmet-
terlingseffekt’, der besagt, dass beliebig kleine Anderungen der Anfangswerte sich
langfristig auf die Losung auswirken konnen (’sensitives Verhalten’). Als Beispiel schau-
en wir uns die Lorenz-Differentialgleichung an, die von dem Meteorologen Lorenz zur
Modellierung eines hydrodynamischen Systems betrachtet wurden.

Beispiel 3.5.3 (Lorenz Differentialgleichung — Schmetterlingseffekt).

t =0y —x)
Y=rr—y—xz
z=xy — bz

Fiir die Parameterwahl » = 28, 0 = 10 und b = % hat dieses nichtlineare autonome

System ein solches sensitives Verhalten, vgl. Abbildung 3.2.

Ein anderes Beispiel fiir ein System mit sensitivem Verhalten bei Verdnderung der
Anfangswerte ist das Doppelpendel.*

*https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelpendel
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EEu s

BEEY s
EEu s

Abbildung 3.2.: Losung der Lorenz-DGI fiir die Anfangswerte (z,y,2) = (1,1,1) in
orange und fiir (x,y, z) = (1.01, 1, 1) in blau. Die Bilder sind die Spuren

der Losungen jeweils bis ¢ = 5,15, 20,40 und wir sehen, dass wir die
beiden Losungen lange nicht unterscheiden kénnen, doch langfristig

sehen wir den Unterschied.
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Wir betrachten die GDGL p
)= —y = 4
Yy dty f(y) (3 )

fiir f: U — R™. Hier hingt f also nur iiber y von der Variablen x ab, nicht noch einmal
explizit. Eine solche GDGL heif3t autonom.

Annahmen fiir diesen Abschnitt: Von jetzt an nehmen wir an, dass U C R™ offen,
f Lipschitz-stetig ist und die GDGL g = f(y) mit y(0) = yo habe fiir alle yo € U eine
Losung fiir alle ¢ € R hat. Aus Picard-Lindelof folgt die Existenz auf einer Losung nahe
1o. Die Losungen sind eindeutig.

(Hat y = f(y) fir y(0) = yo eine Losung u, dann ist y(t) = u(t — to) eine Lésung von
g = f(y) mit y(to) = yo.)

Im Fall n =1 ldsst dich die Gleichung fiir Anfangswerte weg von der Ruhelage (dann
ist f(y) nicht Null) mit Trennung der Variablen direkt 16sen

t t t
t—t0:/1d8: y(s)da’:/y()ldu.
to to f(y(s)) y(to) f(u)
Im Fall n = 2 kénnen wir das Problem graphisch darstellen: f interpretieren wir als
Vektorfeld auf U C R?. Dann ist eine Lésung zu (3.4) eine Kurve, fiir die das Vektorfeld
in jedem Punkt der Kurve ein tangentialer Vektor ist, vgl. Abbildung 3.3. Das zeigt,
dass man Losungen auch versuchen kann graphisch zu finden, in dem man Kurven sucht,
die diese Eigenschaften haben. (Das stimmt auch fiir andere Dimensionen n, konnen wir
nur nicht so gut zeichnen.) Die méglichen Werte von f nennt man Phasenraum und die

graphische Darstellung Phasenraumportrait. Diese Kurven nennt man Integralkurven
des Vektorfeldes und fiihren zum Begriff des Flusses:

Definition 3.6.1. Eine Abbildung ¢: (y,t) € U x R — U heifit Fluss von (3.4), falls
y(t) = p(yo, t) fir alle yg € U eine Losung von y = f(y) mit y(0) = yo ist.

Oft schreiben wir ¢.(y) = ¢(t,y) und erhalten somit fiir alle ¢ € R Abbildungen
w¢: U — U. Dass @, fiir alle ¢ definiert ist, stand in unseren Annahmen. Das ist nicht
automatisch. Selbst nicht, wenn U = R" ist.

Lemma 3.6.2.
(i) pi: U — U ist ein Homdomorphismus mit (o)1 = p_y.
(ii) prrs = @i 0 Qs fiir alle t,s € R und @ = id.

Man kann sogar noch zeigen: Ist f k-mal stetig differenzierbar, dann ist ¢; ein C*-
Diffeomorphismus. Dazu braucht man aber nicht nur den Satz iiber die stetige Abhén-
gigkeit von Parametern, sondern eine Version fiir Ableitungen bzgl. des Parameters.
Machen wir hier aber nicht.
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AN
£

Abbildung 3.3.: Links: f(y1,%2) = (—%2,%1)7, Die Integralkurven im Bild sind die
Spuren der Losungen y(t) von 3y’ = f(y). Die rote Kurve soll dabei
die Losung zu ¢y = f(y) mit y(0) = yo sein. Es ist y(¢) = vi(vo)
und y(t + s) = @rrs(yo). Wegen Eindeutigkeit der Losung ist aber
9(s) = y(t + s) Losung zum Anfangswert §(0) = y(t) = ¢i(yo). Also
ist pi1s(Y0) = st (v0))-

Beweis. Die Stetigkeit von ¢; folgt aus der stetigen Abhédngigkeit der Lésung von
y' = f(y) vom Anfangswert, Satz 3.5.2.

Es sei y(t) = ¢i(yo) und y(t + ) = prys(yo). Wegen Eindeutigkeit der Losung ist aber
7(s) = y(t + s) Losung zum Anfangswert §(0) = y(t) = @+(yo). Also ist vris(yo) =
ws(ve(yo)), vgl. Abbildung 3.3. Damit ist ¢; 0 @5 = ;1 und somit insbesondere 4 o
©_¢ = o = id. Also ¢_; = () ~! und damit ist ¢; wirklich ein Homdomorphismus. [

Definition 3.6.3. Sei y(t,to,yo) die Losung von (3.4) fir y(tg) = yo. Dann nennen
wie t — (y(t, to, yo), t) die Trajektorie der Losung. Der Orbit von t — y(t, to, yo) ist das
Bild dieser Kurve.

Ein Punkt yo heifit Ruhelage/Gleichgewichtslage, wenn der Orbit zur Losung y(t, 0, yo)
nur aus einem Punkt besteht. Jeder Punkt, der keine Ruhelage ist, heiflt reguldr.

Eine Ruhelage yo heifit (Ljapunov-)stabil, wenn es fiir jedes tg € R und fiir jedes offene
Umgebung V' von yg eine offene Umgebung W von yg gibt, so dass gilt: Fir alle zg € W
bleibt die Losung von y' = f(y), y(to) = 2o, fur alle t € [tg,00) in V.

Eine Ruhelage yg heif3t attraktiv, wenn es zu jedem ty € R eine offene Umgebung V'
von g gibt, so dass gilt: Fiir alle zp € V gilt lim; o y(t) = yo fur die Losung von
y' = fy), y(to) = 2.

Eine Ruhelage yo heifit asymptotisch stabil, wenn sie attraktiv und Ljapunov-stabil ist.

Da das Anfangswertproblem immer eindeutig losbar ist, liegt jedes Paar (yo,t0) € U xR
auf genau einer Trajektorien. Das impliziert insbesondere ist yo Ruhelage, dann besteht
der Orbit von y(t,tg,yo) fir alle ty € R nur aus yo.
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Abbildung 3.4.: f Vektorfeld und ein paar Integralkurven fiir die zugehérige autonome
GDGL gy = f(y)
Oben links f(y1,%2) = (—y2,91)7,
Oben rechts f(y1,y2) = (—y1, —y2)7,
(Unten li)r%ks fy1,y2) = (11 — y2,y1 + y2)T, Unten rechts f(y1,y2) =
Y, —Y2

Ruhelagen sind die Nullstellen von f. Sei yg eine Ruhelage. Ljapunov-stabil bedeutet,
dass fiir jede gegebene offene Umgebung von yo Losungen zu Anfangswerten gentigend
nahe an yo im weiteren Zeitverlauf diese Umgebung nicht verlassen. Attraktiv bedeutet,
dass fiir Anfangswerte in einer geniigend kleinen offenen Umgebung von f alle Losungen
fir t — oo nach yg streben.

In Abbildung 3.4 sind die Vektorfelder verschiedener autonomer Systeme (n = 2)
gezeichnet mit Beispielen von Integralkurven. In allen vier Bildern ist (0,0)7 eine
Ruhelage (dort verschwindet das Vektorfeld). Oben links ist die Ruhelage Ljapunov-
stabil, aber nicht attraktiv. Oben rechts ist sie asymptotisch stabil. Unten links und
rechts ist sie Ljapunov-instabil.

3.6.1. Stabilitdt in autonomen linearen Systemen

Sei
y'=Ay+b

fir A € Matg(n x n) und b € R™.

Die Ruhelagen sind dann genau die Losungen von Ay = —b. Die Menge der Ruhelagen
ist also ein affiner Unterraum von R™ (im Falle von b = 0 sogar ein Untervektorraum).

Satz 3.6.4. Sei A € Matgr(n xn) und b € R™. Seien Ay, ..., \y € C die verschiedenen
Eigenwerte von A mit zugehorigen Multiplizititen vy, ... ,v;. Seien Ey, C C" die
zugehorigen Eigenrdume. Habe Ay = —b mindestens eine Losung. Dann gilt
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(i) Fine/jede Ruhelage von y' = Ay + b ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
Re \; < 0 fiir alle i gilt.

(ii) Eine/jede Ruhelage von y' = Ay + b ist genau dann Ljapunov-stabil, wenn
Re); <0 oder Re \; =0, dimcEy, = v; fir alle ¢ gilt.

Es fillt auf, dass die Stabilitdt der Ruhelagen nur von A aber nicht von b abhéngt. Der
Grund ist, dass jede Losung y von y' = Ay + b nahe einer Ruhelage y, einer Losung
7 =1y —yo von y = Ay nahe der Ruhelage 0 entspricht.

Beweis. Nach obigen Uberlegungen reicht es, den Fall b = 0 zu betrachten. Aus
Abschnitt 3.4.2 kennen wir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung es ist eine
Linearkombination aus Losungen, deren Eintrige die Form t7e** haben. Falls Re); < 0
ist, folgt lim; oo [t7et| = lim;_, o t/eReNt = 0. Falls Re\; = 0 und v; = dimc ist,
kommt t/e*i! nur fiir j = 0 vor und somit ist |e*f| = 1. Fiir alle anderen Fille
konvergiert |t/e*it| gegen unendlich. Daraus folgt direkt die Behauptung. O

Die Systeme in Abbildung 3.4 sind alles lineare autonome Systeme der Form y = Ay. Alle
haben (0,0)7 als Ruhelage. Oben links sind die Eigenwerte +i jeweils mit Multiplizitéit
1 - wir sind im Fall (ii) des Satzes. Oben rechts ist —1 Eigenwert mit doppelter
Vielfachheit, also sind wir im Fall (i). Unten links und rechts haben mindestens einen
FEigenwert mit positivem Realteil, damit muss die Ruhelage dort Ljapunov-instabil sein.

3.6.2. Stabilitdt von Ruhelagen nicht-linearer autonomer Systeme

Um die Stabilitdt von Ruhelagen nicht-linearer autonomer Systeme zu untersuchen,
fithren wir einen Hilfsbegriff ein:

Definition 3.6.5. Sei U C R" offen. Eine stetig differenzierbare Funktion L: U — R
heifit Ljapunov-Funktion eines Vektorfeldes f: U — R™ bzw. der autonomen GDGL
y' = f(y), wenn die Richtungsableitung von L entlang des Vektorfeldes L nicht positiv
ist, d.h. D, L(f(u)) <0 fir alle u € U.

Fiir die Ruhelage yo gilt f(yo) = 0 und damit D, L(f(yo)) = 0.
Ist L Ljapunovfunktion, dann auch L + ¢ fiir jede Konstant ¢ € R.

s ist £ L(y(t)) = Dy L(9(t)) = Dy L(f(y(1))(= (grad L(y(t)), f(y(t)))). D.-h. ist L
Ljapunovfunktion, dann ist ¢ — L(y(¢)) nicht-wachsend.

Satz 3.6.6. Seiy = f(y) mit f: U — R™ Lipschitz-stetig. Sei yo € U eine Ruhelage
und L eine Ljapunovfunktion zu f. Dann gilt

(i) Ist yo isoliertes lokales Minimum von L, dann ist yo Ljapunov-stabil.

(ii) Ist yo isoliertes lokales Minimum von L und gibt es eine offene Umgebung V' von
yo mit Dy, L(f(u)) <0 fiir alle w € V\ {yo}, dann ist yo asymptotisch stabil.

(iii) Ist yo isoliertes lokales Minimum von L und ist L auf Lésungen von y' = f(y)
konstant, dann ist yo nicht asymptotisch stabil.
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(iv) Ist yo kein lokales Minimum von L und gibt es eine offene Umgebung V' von yo
mit Dy, L(f(u)) <0 fir alle w € V \ {yo}, dann ist yo Ljapunov-instabil (= nicht
Ljapunov-stabil).

Jede konstante L ist automatisch eine Ljapunovfunktion. Bringt nur nichts, da die-
se keine strengen lokalen Minima hat, aber alle Punkte lokale Minima sind. Das
Hauptproblem liegt also im Finden einer geeigneten Ljapunovfunktion.

Beweis. zu (i): Sei yo isoliertes lokales Minimum von L und 0.B.d.A. sei L(yg) = 0. Sei
to € R und sei V eine offene Umgebung von y4. Seien V;, W offene Umgebungen von
yo mit W C Vi C V, so dass § = mingy, L > 0 und L]y < %B ist (muss es geben, da
Yo isoliertes lokales Minimum ist).

Da f Lipschitz-stetig ist, folgt aus Picard-Lindelof, dass fir alle w € W das Anfangs-
wertproblem ¢’ = f(y) mit y(tp) = w eine eindeutige Losung y auf einem maximalen
Existenzintervall (a, b) besitzt. Da L auf Lésungen nicht wachsend ist und L(w) < 18
ist, kann diese Losung Vi nicht verlassen. Damit muss lim;_,;, [y(t)] < co. Wére b < co
muss dann (y(b— 1)); eine konvergente Teilfolge haben mit Grenzwert y; € V; haben
und das Anfangswertproblem hétte fiir y(b) = y; eine Losung in einem Intervall um b.
Wegen Eindeutigkeit muss diese Losung fiir ¢ < b mit der alten Losung iibereinstimmen.
D.h. (a,b) war nicht das maximale Existenzintervall. Also muss b = oo sein. Also gilt
y([to,00) C Vi C V. Somit ist yo Ljapunov-stabil.

zu (ii): Sei yo isoliertes lokales Minimum von L. Ljapunov-stabil folgt aus (i). Es bleibt
also attraktiv zu zeigen. Durch Verkleinern von V kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass D, L(f(u)) <0 fiir alle u € V'\ {yo} gilt, V kompakt ist und es ein W wie in (i)
gibt. Dann bleibt jede Losung von ' = f(y) mit y(to) = yo € W fiir alle t € [tg, o0)
in V. Da L(y) auf [tg, c0) nicht wachsend und von unten beschrankt ist, gibt es eine
Folge (t;); mit lim; o t; = 0o und lim;_, %|t:tiL(y(t)) = 0. Da y(t;) € V kénnen
wir durch Ubergang auf eine Teilfolge annehmen, dass 0.B.d.A. yoo:=1lim; o0 y(¢;)
gilt. Wegen 4 L(y(t)) = Dy L(f(y(t)) muss lim;,c Dye,)L(f(y(t;)) = 0 und damit
Dy L(f(yso)) = 0 gelten. Da yo aber einziges Minimum auf V ist, muss ys = Yo
sein. Damit ist zunédchst lim; ;oo L(y(¢;)) = L(yo) und wegen Monotonie von L sogar
lim 00 L(y(t)) = L(yo). Daraus folgt lim; o y(t) = yo, da yo isoliertes Minimum von
L auf V. Damit ist yy asymptotisch stabil.

zu (iii): Da L auf Losungen konstant ist und g ein isoliertes lokales Minimum ist. Ist fiir
eine Losung 3’ = f(y) mit y(¢o) nahe yo aber ungleich yo, L(y(t)) = konstant > L(yp).
Deshalb kann nicht lim;_, o y(t) = yo gelten und damit ist yo nicht attraktiv.

zu (iv): O.B.d.A. sei L(yp) = 0. Durch Verkleinern von V kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass D, L(f(u)) < 0 fiir alle w € V' \ {yo} gilt und V beschrinkt ist. Da yo kein lokales
Minimum ist, gibt es ein v € V mit L(v) < 0. Fir die Instabilitdt von yo reicht es
zu zeigen, dass die Losung u von y' = f(y) mit y(0) = v die Menge V verldsst (da
es ein solches v beliebig nahe an yy geben muss): Sei W C V die Menge aller w mit
L(w) > L(v). Da L stetig ist und D, L(f(u)) < 0 fiir alle u € V'\ {yo} gilt, ist W offene
Umgebung von yo. Da L auf Losungen nicht wachsend ist, ist L(u(t)) < L(u(0)) = L(v)
und somit u(t) ¢ W fiir alle ¢ € [0,00). Aber auf V' \ W ist D, L(f(u)) < —c fiir ein
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¢ > 0 (da yg einzige Nullstelle von DL in V ist). Angenommen u bleibt fiir alle ¢ € [0, c0)
in V, dann muss also lim;_,, L(u(t)) = —oo gelten. Das ist ein Widerspruch, da L auf
dem Kompaktum V' von unten beschrankt sein muss. Also ist yo Ljapunov-instabil. [

Wie erhilt man geeignete Ljapunovfunktionen? Allgemein schwierig. Fiir GDGL,
die aus der Physik kommen, ist L(y(t)) oft die Energie des Zustandes y.

Beispiel 3.6.7. In [3, Abschnitt 4.4.4] hatten wir uns die Differentialgleichung fiir die

Auslenkung ¢ eines Pendels mit (masselosen) Stab der Lange ¢ und Punktmasse m:
»+ % sinp = 0.

Machen wir daraus ein System erster Ordnung. Mathematisch abstrakt wiirden wir als

neue Funktion v = ¢ einfithren. Aber gerade, wenn die Gréflen eine Bedeutung haben,

ist es oft besser, die neuen Groflen multipliziert mit geeigneten Konstanten einzufiihren,

so dass auch die neuen Grofien direkt wieder eine Bedeutung haben. Hier setzen wir
v = {p, denn dann ist v die Geschwindigkeit. Dann ist

o\ (M
<U> = fle,v) [flp,v) = (_gsiw)
vgl. Abbildung 3.5.

Die Ruhelagen des System sind (k7,0)T € R? mit k € Z. Wegen der Periodizitiit
des Winkels sind in Wirklichkeit nur (0,0)7 und (7,0)7 verschieden. Rein von der
Anschauung der Bewegungen des Pendels erwarten wir, dass (0,0)7 Ljapunov-stabil,
aber nicht attraktiv, ist und (7, 0)7 Ljapunov-instabil ist.

Wie sehen wir das mit einer Ljapunovfunktion?

Wir wihlen die Summe der kinetischen und potentiellen Energie (Hamiltonfunktion):
L o
L((p,v)::§mv — mgl cos p

Dann ist

d 1
4 Lp.0) = Dy L(f(prn)) = (mgtsing o) (_g siff@) 0
(das ist nicht {iberraschend, das ist einfach die Energieerhaltung (hitten wir also aus
der Physik vorher wissen konnen)). Somit ist L: R? — R eine Ljapunovfunktion fiir das
System der GDGL. Wegen DL = (mg€ sin mv) und Hess L = (mgﬁgosgo T?L) ist
die Ruhelage (0,0)7 (und alle (2km,0)7 fiir & € Z) isoliertes lokales Minimum (vgl.
Satz 1.6.12). Zusammen mit L konstant auf Losungen, folgt nach letztem Satz, dass
(0,0)T nicht asymptotisch stabil ist.

Es fehlt jetzt noch die ‘obere’ Ruhelage (,0). Da lésst sich der letzte Satz nicht auf L
anwenden, um die Instabilitit zu zeigen (da % L(p,v) = 0 ist). Aber wir kénnen eine
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Abbildung 3.5.:
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Das ist das Phasenraumportrait des mathematischen Pendels mit
einigen Integralkurven. In orange, rot, blau periodische Losungen und
in griin eine Losungen, wo das Pendel immer wieder {iberschlagt.
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andere Ljapunovfunktion verwenden L(p,v) = vsin¢. Hier ist DL = (veosp  singp)
und damit

D(%v)f’(f(% v)) = 1% cos p — g(sin p)?
Es ist D(mo)f(f(w,o)) = 0. Fir (p,v) € (£ 31) xR\ {(W’O)T} ist dies negativ, da

cos ¢ dort negativ ist und fir v = 0 der Sin1215 r21ur in ¢ = 7 eine Nullstelle hat. Damit
ist L nahe unserer Ruhelage wirklich eine Ljapunovfunktion und wir haben schon den
zweiten Teil der Voraussetzungen in (iv) des letzten Satzes tiberpriift. Es bleibt noch
zu sehen, dass diese Ruhelage gar kein lokales Minimum von L ist: Es ist (m,0) ein
Sattelpunkt von L, da v — L(7 — |v],v) um v = 0 herum das Vorzeichen wechselt. Also

ist (m,0)T Ljapunov-instabil.

Eine andere Méglichkeit Stabilitédt zu untersuchen, ist es die GDGL nahe den Ruhelagen
zu linearisieren und dann unser Wissen fiir lineare autonome Systeme zu nutzen:

Satz 3.6.8. Sei U C R"™ offen. Sei f: U — R™ stetig differenzierbar und sei yy eine
Ruhelage von y = f(y). Haben alle Eigenwerte von Dy, f einen negativen Realteil, dann
ist yo asymptotisch stabil.

Fiir lineare autonome Systeme, vgl. Satz 3.6.4, gab es eine Aussage fiir Ljapunov-
Stabilitdt fiir Eigenwerte mit Realteil Null. Fiir nichtlineare Systeme koénnen wir
diese Aussage nicht treffen, da in diesem Fall die Stabilitdt nicht nur vom FErste-
Ordnungsverhalten von f abhéngt.

Beweis. Es sei A:= D, f. Da yo Ruhelage ist, ist f(yo) = 0 und damit f(yo + h) =
Ah + |h|r(h) mit r(h) — O fiir A — 0. Damit gibt es fur alle ¢ > 0 ein offene und
beschriankte Umgebung V' von yo mit |f(y) — A(y — yo)| < €|y — yo| fur alle y € V.
0.B.d.A. sei yp = 0.

Sei y,(t) die eindeutige Losung von ¢ = Ay mit y(0) = a € R™. Haben alle Eigenwerten

von A negativen Realteil, dann konvergiert |y, ()| — 0 fiir t — oco. Fiir |a| < 1 gibt es

ein > 0 und ein M > 0 mit |y, ()] < Me™* fiir alle ¢ € [0, 00). Wir wihlen, dass V/
(e}

von oben fiir € = 55;.

Sei Y (t) eine Fundamentalmatrix zu ¢ = Ay, so dass die Spalten y,(t) fir |a| < 1 sind,
also die obige Abschitzung auch fiir Y gilt. Aulerdem ist Y (¢t + s) = Y (¢)Y(s), da es
ein autonomes System ist, vgl. den Fluss des Vektorfeldes und Lemma 3.6.2.

Sei u, definiert auf (o, 8) , die maximale Losung des Anfangswertproblems @ = f(u)
mit u(ty) = xo. Wir schreiben dies als @ = Au + (f(u) — Au). Verstehen wir f(u) — Au
hier als Inhomogenitét, dann folgt aus Satz 3.4.11: Somit ist

u(t) =Yt —to)xo + /t Y (t—s)(f(u(s)) — Au(s))ds (3.5)

Wir wollen damit nun die Lésung u(t) abschétzen: Da die Spalten von Y (t) die Form
Ya(t) haben, folgt

t
lu(t)| < Me™*|zg| + %/ e =) |y (s)|ds.
0
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Setzen wir ¢(t) = e**|u(t)| erhalten wir

t
p(t) < Miao| + 5 [ ols)ds.
0
Mit dem Gronwall-Lemma ergibt sich
p(t) < €3 M|zl

und damit
u(t)| < e” %" M]xq|

Falls w fiir ¢ € [tg, 8) nicht in V bleibt, sei [y, die kleinste Zahl > to mit u(8y) # V.
Falls v ganz in V verbleibt, folgt wie im Beweis von Satz 3.6.6(i), dass 8 = oo ist.

Sei nun U eine offene Umgebung von yo = 0 mit U C V derart, dass {sy | s €
[0,M),y e U} C V. Fiir g € U gilt nun: Falls 8y < oo ist, folgt aus der Abschétzung
u(t) < e 3E1) M|zo|, dass u(fy) € V ist, was zum Widerspruch der Annahme an
Bo ist. Also ist By = oo und die Losung bleibt fiir alle Zeiten in V. Somit ist yg
Ljapunov-stabil. Mit der Abschatzung an u folgt auch lim;_, o |u(t)| = 0. O

Beispiel 3.6.9. Schauen wir uns das mathematische Pendel mal mit einem Reibungs-
term (viskose Reibung) an (fiir Reibung gleich Null wird uns der letzte Satz nichts
geben, da die untere Ruhelage nicht asymptotisch stabil ist).

P

7¢ —|—gsing0:0

"

mit p > 0. Sei v = ¢~'¢’. Dann ist das zugehorige lineare System:

AN tv _
(v’> a <—pv - Zsinso) = flenw)
ist.

Hier ist (¢,v) = (0,0) noch immer eine Ruhelage und es gilt

0 V4
D =
o0f (—Z —p>

Y i
2 4 '

Da g > 0 und p > 0 haben beide Eigenwerte negativen Realteil. Also ist die Ruhelage
(0,0) asymptotisch stabil. Das ist auch das, was man erwarten wiirde: Lenkt man das
Pendel aus der unteren Ruhelage etwas aus, dann bewegt es sich um diese Ruhelage
herum. Ohne Reibung periodisch, aber mit Reibung wird die Auslenkung immer kleiner
und fiir ¢ — oo kommt das Pendel in die Ruhelage.

Die Eigenwerte sind
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3.7. Regular singulare GDGL zweiter Ordnung

Das Ziel dieses Abschnitts ist es eine spezielle Klasse zweiter Ordnung Differentialglei-
chungen zu betrachten:

x T
W )y,+q(2)y:0
T T

Falls p(z) und ¢(z) Potenzreihen (um = = 0) sind und p(0) # 0 und ¢(0) # 0 gilt, nennt
man die GDGL regulér singulér in = 0. Diese GDGL ist fiir z = 0 erstmal nicht
definiert, trotzdem wird es Losungen geben, die sich in z = 0 stetig fortsetzen lassen.

Solche Differentialgleichungen treten 6fter auf, z.B. ist die Bessel-Differentialgleichung
aus Seite 105 dieser Form.

Wir werden uns hier in diesem Abschnitt keine Gedanken um Konvergenz der Potenzrei-
hen machen. Sondern machen hier in Wirklichkeit nur Aussagen iiber die Taylorreihen
der Funktionen ohne uns Gedanken zu machen, ob diese zumindest nahe Null gegen die
jeweilige Funktion konvergiert. Allerdings kann man das dann jeweils noch nachtragen.

Schauen wir uns zunéchst einen Spezialfall an:
Beispiel 3.7.1 (Euler-GDGL).

g+ 2y + By =0
xT xT

Substitution: v = Inz liefert fiir v(u) = y(e*)
V' (u) =e"y'(e")
v (u) 76uy/(6u) +62u //( )
v (u) + (po — ' (u) + gov(u) —6“9’(6“)+62“ "(e") + (po — ey’ (e") + qoy(e”)
=2 (y"(e") + By (e) + Sry(e)) = 0
Das ist nun eine lineare GDGL mit konstanten Koeffizienten. Das konnen wir 16sen wie

in Abschnitt 3.4.2:
M4+ (po—DA4+q =0

. - - 2 . . .
und hat als Eigenwerte A\ 5 = I7hoty (p2° D749 Hier verstehen wir Va fiir & < 0 als
Vx|l

L.Fall: A\; # Ao. Dann ist e** und e*2* eine (ggf. komplexe) Basis des Losungsraumes
der GDGL von v.

1.1. Fall: Die )\; sind reell. Dann ist

yi(x) = 2™, yo(z) = 2™

eine Basis der Losungen der Euler-GDGL.
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

1.2. Fall: Die ); sind nicht reell. Eigentlich wollen wir trotzdem gerne direkt z*i
schreiben. Das hat aber das Problem, dass wir nicht allgemeine Potenzen mit komplexen
Exponenten bilden konnen. Das ist ein bisschen subtil und wird in der Funktionentheorie
behandelt - ist aber moglich. Deshalb miissen wir hier aber noch auf eine reelle Basis
ausweichen: Sei A\; = @ + Si mit a, § € R. Dann ist e®* cos(fu) und e** sin(Su) eine
reelle Basis der GDGL fiir v und damit

y1(z) = 2% cos(flnx), yo(x) = z%sin(Slnx)

eine Basis der Losungen der Euler-GDGL.

2. Fall: \; = Ay =: \. Dann ist e und ue*" eine Basis der Losungen zu v und damit
yi(z) = z)\, y2(x) = Mz
Basis der Losungen der Euler-GDL.

Bevor wir zum allgemeineren Fall kommen, schauen wir uns das analoge Problem fiir
GDGL erster Ordnung an:

Lemma 3.7.2. Sei p: R — R eine Potenzreihe. Dann hat die lineare GDGL erster

Ordnung
x
y, pi*) y=20

eine Lésung der Form

y(z) = z%h(x) mit h(z) = Z hipx ho =1
k=0

mit o = —p(0).

Beweis. Sei p(z) = > p, pra”. Trennung der Variablen liefert
_ [ 2By _ _ _ _ _ _
y(x) —e f s ds _ e~ Po Inz+c—prz—... _ g PogeTPIT

Dann gilt fiir h(z) = e*"P1*~, dass h(0) = e # 0 ist. Wir kénnen somit h(0) = 1
immer durch Skalieren der Losung erreichen. O

Nachdem wir nun den Spezialfall der Euler-DGL und den erste Ordnungsfall betrachtet
haben.
Verallgemeinerter Potenzreihenansatz/Frobenius-Methode.

Ansatz: y(z) = 2%, _, hia® (Fiir uns wird nur @ € R in Frage kommen, weil wir
noch nicht allgemeine Potenzen mit komplexen Exponenten bilden kénnen. Geht aber
auch in diesem Fall sonst analog.).

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass hg = 1 ist: Ist hg = ... = hy = 0 und hg41 # 0,
kann man statt o dann o+ k+ 1 betrachten und die Losung, so skalieren, dass hg1q =1
ist.
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3.7. Reguldr singulire GDGL zweiter Ordnung

Es soll p(z) = Yoo pra® und ¢(z) = 372 gra®. Dann ist

k

q(x) T & j > . [3,3.12.20] — Cauchy-Produkt o v i

2 y(z) =3 E q; E hyx = T E E gihk—;x
§=0 k=0 k=0 j=0

px) , 1 & j — at+k—1
— == ; k)h
r V) =3 2op Yl K

ook
:xo‘_2 Z Z(a —+ k — j)pjhk,j{l?k

k=0 j=0
y' (x) =22 Z(a +Ek)(a+k-— l)hkxk
k=0
v @+ @)+ L5y )
[e%S) k
=22 | (a+ k) a+k—Dhe+ > ((a+k—3)p;+q;) iy | 2
k=0 =0

oS (B o Dot K+ an)

k
k
+3 ((a+k=5)p;+q;) he—j | ¥
j=1

Koeffizientenvergleich liefert

k
((a + k)2 + (po — 1)(a + k) + CI()) hi + Z ((Oé + k —j)pj + Qj) hk,j =0.

j=1
Fir £ = 0 liefert das mit hg = 1:
o+ (po—1a+qg =0

Diese Gleichung nennt man charakteristische Gleichung — es ist genau die Gleichung,
die wir beim Losen der Euler-GDGL erhalten haben. Die Losungen

~ 1—=po++/(po—1)*—4qo
=7 2

nennt man charakteristische Exponenten.

'Wir beschrianken uns hier auf den Fall, dass beide Losungen reell sind!! (Sonst geht
es eigentlich analog, aber man braucht allgemein Potenzen mit komplexen Exponen-
ten (macht man in Funktionentheorie) oder man rechnet das &hnlich wie bei der
Eulergleichung noch mit cos, sin um.
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Sei zunéchst o = a4. Dann ist (mit 8 = /(po — 1)2 — 4qo) fir k >0

k
6—|—ka (a+k—7)p; +q;) hi—;
Jj=1

Das ist immer wohldefiniert, da Re 8 > 0 ist und wir deshalb nicht durch Null teilen.
Fiir a = a_ erhalten wir analog

k
h k— h
k= B—i—kk; a+ )P+ qj) hi—;

Was wohldefiniert ist, solange 5 & N ist.

D.h. solange 8 & N+ erhalten wir so zwei Losungen der Form y(x) = 2%+ h (z). Im Fall
B = 0 sind diese Losungen aber identisch. Falls 5 ¢ N ist, sind diese beiden Losungen
linear unabhéngig. Das sieht man, da aus a,b € R mit az*+hy (z) = bx*-h_(z), also
ax®+~*=hy(z) = bh_(x). Einsetzen von z = 0 liefert b = 0 und damit a = 0.

Betrachten wir nun den Fall 5 ¢ N: Eine Losung y(z) = z®+h(z) haben wir fiir oben.
Um eine zweite Losung zu erhalten, machen wir den Ansatz

y(@) = c(@)e™*hy ()

Einsetzen liefert:

()2 hy (z) + ¢ (2) (2032 hy (z) + 22K, () + p(x 2 yo hi(z)) =0

" (z) + c'(a?)(2— + (T) + h.ii)

)=0

~

pla) |, Mi(@) _ 204 +po

- M) - + 1} (0) + p1 + o(x)

R
€T

konnen wir Lemma 3.7.2 nutzen und dies als GDGL fiir ¢ erster Ordnung auffassen und
erhalten eine Losung fiir ¢/(z) = z720+7P0 3% gk = po-o+ =157 cpa®. Damit

haben wir
o0

_ a_—« Ck k
() = Y
k=0
falls ay — a— ¢ N und sonst

o0

_— Ck k
clx) =~ Z — "4y Inz
=0k &= T A tk
falls ay — a— = m € N. Im letzten Fall kann ¢, auch Null sein, aufler fiir m = 0.
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3.7. Reguldr singulire GDGL zweiter Ordnung
Dieser Unterschied der Félle oy — ar— eine natiirliche Zahl, ja oder nein, kommt daher,
dass [z%dx = 12971 falls a # —1 und sonst gleich In || ist.

Zusammenfassend haben wir nachgerechnet (bis auf die Frage der Konvergenz, die wir
hier weglassen):

Satz 3.7.3. Seiy” + &;)y’ + 942y — 0 und p, q seien konvergente Potenzreihen. Seien

2
a4 die charakteristischen Fxponenten. Seien aL € R mit ay > a_ *. Dann gilt

(i) Falls ay — a_ € N ist, dann gibt es eine Basis von Losungen der Form yi(x) =
2t hy(x) mit he(0) = 1 und hy ist eine konvergente Potenzreihe nahe x = 0.

(i) Falls ay —a_ =m € N ist, dann gibt es eine Basis von Losungen der Form

Y+ (z) =2 hy ()
y(2) =2 h_(z) + cln(z)ys (2)
mit he(0) =1 und ¢ € R. Fiir m =0 ist ¢ # 0.

Gibt man sich fiir das letzte Theorem mehr Miihe, dann kann man zeigen, dass die
Potenzreihen fir h4 einen Konvergenzradius haben, der gréfler gleich dem Minimum
der Konvergenzradien von p und q ist.

Beispiel 3.7.4 (Bessel-GDGL). Fir v € R, v > 0,

Hier ist p(z) = po = 1 und q(x) = 22 — v%. Also gy = —v2. Damit sind die charakteris-

tischen Exponenten 4+u und wir haben eine Losung
y(z) = m”tha:k mit h1g=1

und (Da alle p;, ¢; aufler pg = 1, go = —1/2, g2 = 1 gleich Null sind.)

-1
h11=0,h1p=-———hy o fiir alle k > 2.
1,1 1,k Gt20)) 1,k—2 >

Dann ist 4
(=1)

hi2i41=0, higj=——"—

1,25+1 ) 1,25 43]'(1/ + 1)] )

wobei

(x)o:=1, (z);=zx(x+1)...(z+j—1).

Die (x); heiflen Pochhammersymbole.

*Auch fir a+ € R gilt der Satz. Dann muss a4 > a— durch Reat > Rea— ersetzt werden.
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3. Gewdhnliche Differentialgleichungen

LC(z+j)

Man kann zeigen, dass (z); = 5

gilt, wobei

I'(s):= / ¥ e dy
0

die Gammafunktion. Es ist I'(1) = 1 und mit partieller Integration sieht man I'(z 4+ 1) =
2I'(x), woraus die obige Formel folgt.

Damit haben wir nach Division durch 2"T'(v 4 1) als Losung der Bessel-GDGL die
Besselfunktion

I 1C N S o U C A
Jv<x>—2ur(1,/+1)‘;)ﬂr<u+j+1><2)

Fiir 2v ¢ N ist J_,(x) von J,(x) linear unabhéngig und somit ist dann J, (), J_,(z)
eine Basis der Losung der Bessel-GDGL.

Bleibt 2v € N: Falls 2v = 2k + 1 ist fiir ein & € N ist. Dann sind (—v + 1); # 0 fiir
alle j und somit haben wir hier als zweite und linear unabhingige Losung noch immer
J_,(z). Erst fiir v € N treten im obigen Ansatz Probleme auf und wir wiirden beim
Berechnen von h mal durch Null dividieren.

Das heifit in diesem Fall muss man etwas anderes machen, z.B. den Ansatz
x Vh_(x) + clnad,(x)

folgen. Das fithrt dann auch zum Ziel, rechnen wir hier nicht vor.

Das ist meist nicht, was man als zweite Losung in der Literatur findet. Sondern oft
wird mit den Hankelfunktionen gearbeitet.

cos(mv)Jy, () — J_,(x)
sin(7v)

Y, (r) =

Diese ist fiir alle v ¢ N definiert und eine zu J,(z) linear unabhéngige Losung der
Besseldifferentialgleichung.

Man kann zeigen, dass lim,_,, Y, (z) existiert und eine zu J,(z) linear unabhéngige
Losung der Besseldifferentialgleichung zu v = n ist.
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A. Kurzzusammenfassung LinAlg zu
Eigenwerten

A eine reelle n x n-Matrix
Av = dv mit v € C"\ {0} (Eigenvektor) A € C (Eigenwert)
Eigenraum zu A: Ex:={v € C" | Av = \v}

e Anzahl der Eigenwerte = n (gezéhlt mit Vielfachheit)

e 'Echt komplexe’ Eigenwerte A € C\ R kommen immer in Paaren (\, \):
Av = \v genau dann, wenn Av = \0.

* > Eigenwert dimcF) < n (vgl. ’algebraische vs. geometrische Vielfachheit der
Eigenwerte’ in Lineare Algebra)

Z dimcFEy =n

A Eigenwert
Ll A st diagonalisierbar
<=C" besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von A
«=3Q € Gl(n,C) : A=QDQ ™" mit D = diag (\1,...,\n)

e Wenn nicht diagonalisierbar? 'Néchst-Besseres’ Jordan-Normalform:

D.h. es gibt ein Q@ € Gl(n,C), so dass Q1 AQ Blockgestalt und jeder Block
(Jordanblock) die folgende Form fiir A Eigenwert hat:

Ao 1 0 . 0
B/\1J€1 0 X 1 0 .. 0
B, ko 0 0 XN 1 0 0
. mit By, x, =
By, &, 0 0 N 1
0 N\

ki X k; —Matrix
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A. Kurzzusammenfassung LinAlg zu Eigenwerten

(Die A; sind nicht unbedingt verschieden. >_!_, k; = n. Hat A schon die Form
einer Jordan-Normalform, dann ist es auch schon seine eigene Jordan-Normalform.
Die Jordan-Normalform ist eindeutig bis auf vertauschen der Jordanblocke. Ist A
diagonalisierbar, dann hat die Jordan-Normalform Diagonalgestalt.)

e Sind alle Eigenwerte reell, kénnen die Eigenvektoren und @ reell gewéhlt werden
und alles von oben gilt auch fiir jeweiligen reellen Eigenrdume (also als reelle
Vektorrdume).

Wie rechnet man das alles aus?
1. Eigenwerte = Nullstellen des charakteristischen Polynoms* det (A — AId,,).

2. Eigenraum F): Lineares Gleichungssystem (A — Ald,,)v = 0 16sen.

3. Diagonalisierbar? Ja, wenn ), Eigenwert dimcFE)y = n.

Sei v 1,...,v;,q, eine Basis des Eigenraums zu ;. Setze
Q = (vl,la e avl,d17v2,17 e 7U2,d27 DR Uz,dg)'
. 71 _ .
Dann ist Q71 AQ = diag(A1, ..., A1, A2,y Aey oy Agy e, Ap)
—_———— ——— ——
dy —mal do—mal dy—mal

4. Sonst: Jordan-Normalform
e Fiir jeden Eigenwert \: Bestimme kleinstes k mit (A — AId)* = 0.
e Berechne die Kerne von (A4 — AId) fiir £ < k — 1.
o dy:=dimker (A — Md)* — dim ker (A — AId)*~!
® V1 p,..., V4, Basist von (4 — Nd)*/(A — MNId)*~! (Hauptvektoren m.ter
Stufe)
e Fiir j =k bis j = 2:
— Sei ’Ui_’jfliz(A - )\Id)’l]i’j fur 1 S ) S dj.
— Falls dj_; > dj, ergéinze vyj_1,...,vq4, j—1 zu einer Basis von ker (A —
AId)I =1 /ker (A — AId)?—2.
(V1,51 ++,vq,_,,j—1 Hauptvektoren j — 1.ter Stufe.)

e Setze Qn = (V11 s V1 kU2 1,- -, V20,V3,1,---...) Mit * < kF und Q =
(Qx,---,Qx,). Dann hat Q1 AQ Jordannormalform.

*Das ist ein Polynom n-ten Grades in \.

tStreng formuliert ist V4, ) + ker (A — )\Id)k’1 eigentlich eine Basis dieses Quotientenraumes. Wir
wahlen hier Reprasentanten dieser Aquivalenzklassen.

THier ist jeweils v;,1 ein Eigenvektor zu A und vy, der zu v1,1 gehérige Hauptvektor j.ter Stufe.
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