QQ 1 — Offene Mengen von Teilmengen

Wir betrachten [0, 1]> C R? als metrischen Raum zusammen
mit der euklidischen Metrik. Welche der folgenden Mengen sind
offen als Teilmenge von [0, 1]?, welche als Teilmenge von R??
('Teile des Randes’, die farblich hervorgehoben sind, ist Teil der
Menge, ansonsten ist es gepunktet.)




QQ 2 - Konvergenzbegriffe aus Analysis 1
fic|ICR—R
Was kann man bei den '?" sagen?

| fu — f punktweise | £, — f gleichmaBig

I =(a,b)
fc stetig diff'bar 7 7
f, — g glm

| = [a, b]
f int'bar ? ?

I =(a,b)
fi uneigentl. int'bar ? (*nur als Bonusfrage*)




QQ 3 — Bewegungsinvarianz von | aus
Analysis 2

Isometrien des euklidischen Raumen:
¢:R" - R" x+— Ax+ b, fir A€ O(n), b e R"

Sei f: Q(= Quader im R") — R integrierbar.

Was ist dann [;-1q)(f o ¢)dvol? (einmal mit Anschauung und
einmal mit Transformationssatz).



QQ 4 - Integral




QQ 5 — GleichmaBige Konvergenz

A

-1 1

Diese Folge konvergiert punktweise gegen x(_1,1). Fir welche
Teilmenge(n) A C R konvergiert sie auch gleichmaBig?

AA=R

B A=R\ {1}
CA=R\((-1—-¢-14¢€U(l—¢l1+¢€))fire>0
D keines davon



QQ 6 — Lipschitz

Eine Funktion f: U C R” — R™ ist Lipschitz, falls es ein

C >0 mit
[f(x) = f(y)| < Clx -y

fur alle x,y € U gibt.
Was folgt, was nicht?

A stetig
B differenzierbar



QQ7 — Lipschitz - 2

Jede 7?7 Abbildung f: [a, b] — R ist Lipschitz.

Fir welche 77 ist diese Aussage wahr?
A stetige
B differenzierbare
C differenzierbare mit beschrankter Ableitung

D stetig differenzierbare



QQ8 — R mit diskreter Metrik

Wir betrachen auf R die diskrete Abstandsfunktion

d(x,y) = {(1) i;§

Welche Aussagen stimmen fiir diesen metrischen Raum, welche
nicht?

A Alle Folgen konvergieren.

B Nur konstante Folgen konvergieren.

C Falls eine Folge konvergiert, so muss sie ab einem
Folgenglied konstant sein.



QQ9 — R mit diskreter Metrik - 2

Wir betrachen auf R die diskrete Abstandsfunktion

o) ={] 137

Welche Aussagen stimmen fiir diesen metrischen Raum, welche
nicht?

A Fir alle A C R ist (A, d) vollstandig.

B (R, d) ist nicht vollstandig.



QQ10 - Wahr oder falsch?

» Jede stetige Funktion f: Quader C R” — R ist
Lebesgue-integrierbar.

» Jede stetige Funktion f: R” — R ist
Lebesgue-integrierbar.



QQ11- Integral und Limes

f

2

P>

fa(x) = nf(nx)

Was stimmt, was nicht?
A [ f,(x)dx ist konstant in n

B (f,)n konvergiert punktweise
(Limes sei g).

C (f,), konvergiert gleichmaBig
D Der Satz liber majorisierte
Konvergenz liefert
Jr 8(x)dx =
lim 00 Jg fa(x)dx.



QQ12 - Was kann hier prinzipiell Sinn
haben, was nicht?

A f(x) =5 f.i.
B f =[c] € LY(K) fii.
C f e C[a, b]) f.i.

D f ist f.0. stetig.



QQ13 - R-/L-int’bar?

Sei

1 L < x<

1
f:[Oa]-]—)]R,XI—){ 2n+2 <z nEN

0 sonst.

Ist f Riemann- und/oder Lebesgue-integrierbar?



QQ14 - Wahr oder falsch?

Sei f € L'(K) und

£ f(x
(sign f)(x)::{f(x) f(x)#0

0 sonst
A x € R +— sign x ist Lipschitz.
B sign f € LY(K) fiir K ein Quader
C sign f € LY(K) immer



QQ15 - ||.||; auch Norm auf der Menge der
Realisierungen?

Sei £1(K) die Menge aller Funktionen f: K — R, die
Realisierungen von Elementen in L}(K) sind. Wir definieren
| ]|, fiir eine Realisierung f eines g € L(K) als ||g]|;.

Ist ||.]|y eine Norm auf £;(K)?



QQ16 - Was gilt, was nicht?

Sei ¢, € CO(K) fir k e N. Sei f: K — R.

A Aus cx(x) — f(x) fir alle x € K folgt f = [c] € LY(K).
B Aus f = [ck] € LY(K) folgt cx(x) — f(x) fir fast alle
x € K.

C Aus [ci] € LY(K) und ck(x) — f(x) fir fast alle x € K,
folgt f = [cx].



QQ17 - Beschrankt

Was bedeutet beschrankt im jeweiligen Kontext?

A f: R" — R ist beschrankt.
B f € L}Y(R") ist beschrankt.
C (I(f,))n ist beschrankt.



QQ18 - Wahr oder falsch?

& € [1([0,1))

= € LY([1,00))

= € L*([0,0))




QQ19 - Wahr oder falsch?

Sei ¢: U C R — V C R ein Diffeomorphismus und f € L}(V).
Dann folgt:

A foge LY(U)

B [¢/|- (fo¢) € L}(V)



QQ20 - Wahr oder falsch?

Sei f € [*N L3 und g € 2. Dann gilt
A fg e ll
B f2el!
C figel!



QQ21 - Verhalten der Fourierreihe

Sei f: R — R 2m-periodisch und f|_, 5 € L*([—m,7]). Sei
) = e T (R

Fir welche Funktion sind dann folgendes die
Fourierkoeffizienten?

A (af (k))«

B (-...7(=2).7(=1).b+#(0). 7(1), F(2)....)
C (e™0f(k))w



QQ22 - Fourierreihe - Was gilt?

Sei f € L2([—, 7)) mit Fourierreihe s, F (k)b (x).
Wahr oder falsch?

A Die Fourierreihe konvergiert in 2.
B Die Fourierreihe konvergiert punktweise fiir alle x.

C Die Fourierreihe konvergiert absolut in allen x, in denen
(zumindest eine Teilfolge) punktweise konvergiert.



QQ23 — Wahr oder falsch?

Die charakteristische Funktion eine offenen Teilmenge V C R
ist

iber jedem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar.

iber jedem Intervall [a, b] Lebesgue-integrierbar.

iber ganz R Riemann-integrierbar.

O o ™ >

uber ganz R Lebesgue-integrierbar.



QQ24 — Wahr oder falsch?

Sei f, € L*Y(K) und f, < f,;1. Dann gilt

A Geeignete Realisierungen von f, konvergieren punktweise
(ggf. uneigentlich) gegen ein f: K — R U {o0}.

B Entweder f, konvergiert in L' oder /(f,) — oo.

C Konvergiert f, in L', dann konvergieren geeignete
Realisierungen von f,, punktweise gegen ein f: K — R.



QQ25 — Wie skalieren die GroBen?

Was ist die Abhangigkeit folgender GroBen von a > 07

A vol(B,(0) = {x € R" | |x| < a})
B vol(5.(0) = {x € R" | |x| = a})
C |lx e R"+— f(a-x)|, fur p € [1, 0]



QQ26 — Fourierreihen - Wahr /falsch?

Sei f: R — R 27-periodisch mit f € L?([—,7]). Sei
\/%—w Skez f(k)e™ die Fourierreihe. Was gilt?

A Ist f gerade, dann geht die Summe nur iber k € N.
B Ist f ungerade, dann ist (k) = —f(—k) fiir alle k.
C limyLtoo F(K) = 0.



QQ27 - Faltung

Sei f die schwarze Funktion im Bild. Welche Funktion kann
f % f darstellen?




QQ28 — Fouriertransformation

Richtig oder falsch?

A Fir f € L}(R,C) existiert /: R — C.
B f existiert auch fiir f = 1.
C Ist f € L}(R,R), dann hat f auch nur Werte in R.

D Ist f € L}(R,C) mit f(x) = f(—x), dann hat # auch nur
Werte in R.



QQ29 — Satz der majorisierten Konvergenz

Fir welche Folgen kann der Satz der majorisierten Konvergenz
angewendet werden? Falls nicht, welche Voraussetzung(en) sind
jeweils nicht erfiillt? Welche Folgen konvergieren in [17?

A . B
fﬂ
fo i
1 n n+1
; — —
0.6 0.6
c . D 3 \
\
1 \'n
fn (n+1)2 A
— A
1 n n+1
,772 —



QQ30 — Richtig oder falsch

Faltet man eine Funktion £ mit x;_1 1 (Annahme: das geht),
dann gilt fir g = f * X[-11);

A g(x) ist das Mittel von f iiber (x — 3,x + 3)
B g(x) ist das Mittel von f iiber [x — %, x + 1]
C War f kompakt getragen, ist es auch g.

D Ist f stetig, dann ist g differenzierbar.



QQ31 — Richtig oder falsch?

Eine Funktion f € C* ist genau dann schnell abfallend, falls
A fir alle kK, m € N Konstanten ¢, gibt, so dass

Q

Ox«

B fir alle kK, m € N Konstanten ¢, ,, gibt, so dass

(1+|x|?)* f(x)| < cm YaeN': |a] <mVxeR"

x>
C fir alle k € N Konstanten ¢, gibt, so dass

| x| f(x)| <cm YaeN": Jaf <mVxeR"

aoc
%f(x)

D fir alle k € N und a € N" Konstanten ¢, gibt, so dass

(1+ |x|*)* <c YaeN'vVxeR"

(67

k| Y
(1+ IxPY |

F(x) < cka ¥x € R




QQ32- Richtig oder falsch?

Aus

» C°(R") ist dicht in (S(R"), ds).
und

» S(R") ist dicht in (Go(R"), ||.]|o0)-
folgt direkt

> C2(R) ist dicht in (Go(R™), [|-[loc).

Falls nicht: Ist die letzte Aussage trotzdem richtig?



QQ33

Sei f auf [—m, 7| durch x(x + 1) gegeben und wird dann
periodisch auf ganz R fortgesetzt.

In der zugehorigen Fourierreihe kommen neben dem konstanten
Term

A nur Sinusterme vor.
B nur Kosinusterme vor.

C sowohl Sinus- als auch Kosinusterme vor.



QQ34 - DFT

Seien y, und z, zwei komplexe Folgen der Lange N. Was gilt,
was nicht?

AWet+z)=3+2z

j2m(N=1)e

~

B Sei hg = YN-1—¢- Dann ist i\'lg =€ N YN—1—¢-

C Sind all y; reell, dann auch y,.



QQ35 — Einheitswurzeln

Sei z = e'’n Welche der folgenden Aussagen stimmen?
A TIs =
B Zz Ocos2—"g 0
Czi=1

D >p_, Z*z™ = né;m fir mk=1,... n.



QQ36 — vernachldssigbar

Welche Aussagen sind aquivalent zu 'Die Menge A C R" ist
vernachlassigbar.'?
A [Ixal ey = 0.
B xa=0inL!
C ANn({x} x R"1) C R" ist fiir alle x € R vernachl3ssigbar.
D Fiir alle € > 0 gibt es ein a > 0 mit || X an[—a,a)n || 1 (rr) < €

E Der Schnitt von A mit By(p) ist fiir alle p € R”
vernachlassigbar.



QQ37 — Wahr oder falsch?

Sei f € C°(R") und n: R" — [0, 1] glatt mit n(x) = 0 fiir
|x| > 2 und n(x) =1 fir |x| < 1. Sei

fi(x) = £.(x)nG"'x).

Auf die Folge f; lasst sich

A der Satz zur montonen Konvergenz anwenden, wenn
f, € LY(R") anwenden.

B der Satz zur montonen Konvergenz nur dann anwenden,
wenn f, € L}(R") anwenden.

C der Satz zur majorisierten Konvergenz anwenden, wenn
f € L*(R") anwenden.

D der Satz zur majorisierten Konvergenz nur dann anwenden,
wenn f € L}(R") anwenden.



QQ38 — Wahr oder falsch?

Sei f € 2N L3 und g € C°.

Dann gilt
A fgell
B f23g e L!
C figel!



QQ39 — Wahr oder falsch?

Sei Q =R und B ={(0,2),(1,3)}.

A o(B) ist die Borel-o-Algebra iiber R.
B o(B) C A"
C o(B) ist eine endliche Menge.



QQ40

Sei 2={1,2,3}, B={2,{2},{2,3}},
A: B — [0, 00] mit
AN@) =0, \({2}) =2und A({2,3}) =1.

Sei p1: P(Q) — [0, 00] das daraus konstruierte duBere MaB
(Konstruktion wie in der Vorlesung). Was gilt - was nicht?

A p({1}) =0
B u(2) = o0
Cu({2}) =2
D p({3}) =1



QQ41 — Wahr oder falsch?

Sei f € LY(R™).

A Falls f >0 und a € (0,00) ist, ist In (1 + af) € LY(R™).
B Falls a € (0,00), ist In (1 + af) € L}(R™).
C Falls f > —1ist, ist In(1+ f) € L}(R™).



QQ42

Sei f € L*(R™) mit f > 0.

Was ist lim o0 frm nln (14 1) dvol?



