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Ubungsblatt 10

In der Vorlesung haben wir erwdhnt, dass es in der Wahrscheinlichkeitstheorie den zentralen Grenzwertsatz
gibt, der besagt:
Seien X; unabhdingige! und identisch verteilte” Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Varianz o # 0,

dann ist
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Wir kénnen diesen Satz im Moment noch nicht beweisen. Doch in den néchsten zwei Aufgaben, wollen wir
uns fiir Zufallsvariablen, die von einer Wahrscheinlichkeitsdichte kommen, mal mit Hilfe einiger Rechnung zu
der Fouriertransformierten der auftauchenden Dichten plausibel machen, dass diese Aussage stimmt:

Aufgabe 37 (1+1+1+2). Sei p: R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. p > 0 mit L'-Norm 1. Seien
p = [z xp(x)da der Erwartungswert und o2 = [, (z—p)?p(z)dx die Varianz zu p. Sei die Fouriertransformierte
p von p mindestens dreimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie:
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(iv) Sei p = 0. Zeigen Sie: (\/ 27 p( \/L)) — e~ fiir n — oo punktweise und auf kompakten Intervallen

no?
gleichméfig konvergiert.

Hinweis zu (iv): Taylor fiir p

Aufgabe 38 (2+1+2). Sei p: R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. p > 0 mit L'-Norm 1. p sei die
Dichte zu einer Zufallsvariablen X, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in [a,b] annimmt ist

I© pla)d:

(i) Sei ¢X die Zufallsvariable, deren Wert in [a, b] mit der gleichen Wahrscheinlichkeit liegt, wie der Wert
von X in [a/c,b/c] liegt (¢ > 0). Sei X + ¢ die Zufallsvariable, deren Wert in [a, b] mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit liegt, wie der Wert von X in [a—c, b—c] liegt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichten
von ¢X und X + ¢ in Abhéngigkeit von p.

(ii) Seien X;, i € N, unabhéngige Zufallsvariablen mit der gleichen Wahrscheinlichkeitsdichte p. Zeigen Sie,

n

dass die Wahrscheinlichkeitsdichte von # gleich p,,(z) = Vno2p*™ (\/ no?(x + n,u)) ist.

no

(iii) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte von p, aus (ii) in Abhéngig von p und folgern Sie mit 37.iv,
2

dass, falls p = 0 und p oft genug differenzierbar ist, p, auf kompakten Intervallen gegen \/%e%
konvergiert.

Modulo der Differenzierbarkeitsforderungen an p und dass man schauen muss, ob die Konvergenz geeignet
eine inverse Fouriertransformation iiberlebt, hidtte man so den zentralen Grenzwertsatz fiir Zufallsvariablen,
die von Wahrscheinlichkeitsdichten kommen.

mpliziert auf dem Level von Wahrscheinlichkeitsdichten, dass die Dichte zu X1 + X5 gleich der Faltung der Dichten zu X1
und X ist.

2Falls die Zufallsvariablen von einer Wahrscheinlichkeitsdichte kommen, bedeutet ’identisch verteilt’, dass diese Dichte fiir alle
diese Zufallsvariablen gleich ist.



Aufgabe 39. Berechnen Sie die inverse Fouriertransformation von Sigw als uneigentliches Riemannintegral.
Hinweis: Eulerformel, Additionstheoreme und Fallunterscheidung

Aufgabe 40. Benutzen Sie Fouriertransformationen in z-Richtung um die Losung von

0 0?

5u(m,t) - @u(:v,t) =u(z,t) firxeR,t>0

mit u(x,0) = ze~*"/2 zu berechnen.
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