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Worum geht es?

In Analysis 3 werden wir vor allem den Integrationsbegriff aus Analysis 1/2 verallge-
meinern, was auf den Begriff des Lebesgue-Integrals fithren wird.

Warum? Also warum kann man der Meinung sein, dass der jetzige Integrationsbegriff
nicht gut genug sein kénnte?

Wir zeigen, dass hier an zwei Beispielen:

e (Brachistrochrone-Problem, Johann Bernoulli, 1696)

A Gesucht wird eine (differenzierbare) Kurve

von A = (0,0)T nach B = (a > 0,b < 0)
derart, dass ein Ball der von A nach B
nur unter Einfluss der Schwerkraft (oh-
. ne Reibung) rollt unter allen solchen Bah-
nen/Kurven, die geringste Zeit benotigt.
Es gibt verschiedene Arten dieses Problem zu lésen, auf die wir hier nicht eingehen
wollen. Wir geben dieses Beispiel hier vor allem, weil man es als eines der ersten
Variationsprobleme betrachten kann: Sei A die Menge aller differenzierbaren
Kurven y: [0,a] — R mit y(0) = 0 und y(a) = b. Man kann nachrechnen, dass
der Ball fiir das Abfahren dieser Kurve (unter Schwerkraft) die Zeit (modulo
Einheiten und Konstanten (Gravitationskonstanten))

- e

bendétigt. Man nennt 7: A — R ist ein Funktional — das soll darauf hindeuten,
dass es sich um eine Funktion handelt, deren Definitionsbereich selbst wieder aus
Funktionen besteht.

Damit ist die Frage ist: Existiert
min{T'(y) | y € A}

und wenn ja, durch welche(s) y € A wird es angenommen? Die Antwort ist ja und
die Losungskurve ist Teil der Kurve 7(¢) = R(1—cos(¢+7)) (in Polardarstellung).
Es gibt direkte Methoden hier die Losung zu finden. Aber bei komplizierten
Minimierungen/Maximierungen von Funktionalen sind direkte Methoden schwer
bis gar nicht zu finden. Deshalb versucht man es indirekt: Man nimmt sich
abstrakt eine Folge vy, € A mit T(y,) — inf{T(y) | y € A} und versucht zu

Vorl. 1
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zeigen, dass y, (in welchem Raum auch immer) konvergiert und der Grenzwert y
das gesuchte Minimum/Maximum ist und hofft dann, mehr iiber y aussagen zu
kénnen. Schwierigkeit: Die Abstandsfunktionen, die wir in Analysis bis jetzt so
auf A = C*(]0, a)] kennengelernt haben, sind nicht vollstéindig. D.h. selbst wenn
wir es schaffen wiirden, zu zeigen, dass y,, bzgl. einer Metrik eine Cauchyfolge ist,
wissen wir nicht, ob diese konvergiert. Die Grundidee ist hier A in einer geeigneten
Metrik/Norm zu vervollstindigen, wie wir damals auch aus Q dann R gebaut
haben. Das ist natiirlich im gewissen Sinne 'Betrug’ bzw. einfach eine Verschiebung
der Schwierigkeit. Denn selbst, wenn wir in der Vervollstdndigung einen Limes
gefunden haben, liegt der theoretisch vielleicht nicht mehr in A selbst. Das ist
dann hier der eigentliche Teil der Arbeit, aber da gibt es Techniken, die relativ
breit einsetzbar sind. (All das gibt mir aber am Ende nur abstrakte Existenz mit
bestimmten Eigenschaften — nicht die Losung selbst. Fiir kompliziertere Probleme
kann man aber oft nicht mehr erwarten.)

Die fiir solche Arten von Problemen benutzen Normen/Metriken enthalten zu-
meist Integrale (im Prinzip, weil die zugehorigen Funktionale tiber Integrale
definiert sind). Damit erhalten wir einen verallgemeinerten Integralbegriff auf der
Vervollstandigung.

e In [2, Abschnitt 4.7] haben wir ein wenig {iber Fourier-Reihen gesagt. Das war:
Wir ndhern eine Funktion durch trigonometrische Polynome — also Funktionen
der Form

p(z) = ap + i (ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

Lassen wir dann n gegen unendlich gehen, erhielten wir so die Fourierreihe
und die Frage war, inwieweit ist die Fourierreihe bzw. die trigonometrischen
Polynome eine gute Approximation der urspriinglichen Funktion. Am Beispiel
der Treppenfunktion

1 x € (0,m)
fz)=<X 0 =xe{0,m —7},
-1  xze(-m0)
welche als Fourierreihe %Z/?:o W hat, haben wir gesehen, dass wir i.A.

nicht erwarten kénnen, das die Approximationen iiberall punktweise gegen die
urspriingliche Funktion konvergieren. Sie tun es iiberall, aufler bei der Sprung-
stelle, dort gibt es das Phanomen der Uberschwinger. Das ist das sogenannte
Gibbs’sches Phdnomen. Es bezeichnet man Verhalten, dass bei abgebrochenen Fou-
rierreihen von stiickweise stetigen, differenzierbaren Funktionen in der Umgebung
von Sprungstellen sogenannte Uberschwingungen auftreten. Diese Uberschwin-
gungen verschwinden auch dann nicht, wenn die endliche Anzahl von Termen
zur Approximation beliebig grof ist, sondern sind in der maximalen Auslenkung
relativ konstant.
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Bessere Informationen iiber die Approximation erhielten wir mit dem Begriff
des quadratischen Mittel, vgl. [2, Lem. 4.7.3]. Die n.te Partialsumme s, (z) der
Fourierreihe von f konvergiert zu f in der L?-Norm, d.h.

J\f(:c) — s,(2)?dr — 0 fiir n — oo.

Mehr zu Fourierreihen (und auch Fouriertransformationen) werden wir dieses
Semester als Anwendung des neuen Integrationsbegriff sehen.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten das Lebesgue-Integral. Sehr oft wird der folgende
Weg gewdhlt: Erst wird Mafltheorie behandelt und mit deren Hilfe, dass das Lebesgue-
Integral eingefithrt. Wir machen es, angelehnt an [4] und mit dem ersten Beispiel von
oben, andersherum. Wir fithren das Lebesgue-Integral iiber einen Vervollstandigungs-
prozess ein, dhnlich wir wir in Analysis 1 R aus Vervollstandigung von Q definiert haben.
Vervollstandigt wird hier dann im Allgemeinen die Menge der kompakt getragenen
stetigen Funktionen in der L*-Norm || f|::= {|f|dvol. MaBtheorie machen wir dann
ganz am Ende und werden dann wieder die Briicke zur Integration schlagen.






1 Integration

1.1 Mehrfachintegrale aus Analysis 2

In Analysis 2 haben wir Integration iiber Quader eingefiihrt, in dem wir die Idee des
Riemann-Integrals auf mehr Dimensionen verallgemeinert haben. Das Volumen unter
dem Funktionsgraph wird durch die Volumina von mehreren Quadern angenéhert.

Fassen wir kurz zusammen, was wir dort gesehen haben:
Sei K =[], [a;,b;] fiir a; < b; ein Quader im R™. Sei f: K — R.

¢ Beispiele von integrierbaren Funktionen:
— [ stetig auf K [3, Satz 2.4.4]

— Sei © < R™ kompakt und derart, dass 0€2 eine n — 1 dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R™ ist. Dann ist f: Q — R integrierbar (das hief§
die charakteristische Funktion xq ist integrierbar auf einen Quader K mit
QN c K). [3, Satz 2.4.9]

e Zusammenhang zu iterierten Integralen/Mehrfachintegralen — Satz von
Fubini [3, Satz 2.4.5]

e Integration in anderen Koordinaten — Transformationssatz [3, Satz 2.4.13]

e Gaufischer Integralsatz [3, Satz 2.4.22] und Satz von Stokes [3, Satz 2.4.25]

Damit kénnen wir insbesondere auch stetige Funktionen mit kompaktem Trager
f € C9(R") integrierbar. (Der Triger einer Funktion f: R" — R war definiert als

supp f:={x e R* | f(z) # 0}.)

1.1.1 Integration iiber R"
In [2, Def. 4.5.30] war §, f(z)dz = Sic o, J(x)dx als uneigentliches Integral definiert als

(87

0 0
J f(@)dx = lim f(z)dr + lim f(z)dz.

—w B——00 8 a—0 Jq
Wir wollen nun schauen, ob es Sinn macht, auf d4hnliche Weise zumindest fiir stetige
Funktionen S]R,,L fdvol zu definieren? Da es im R™ fir n > 1 im Gegensatz zum R
nicht ’ausgezeichnete Richtungen nach unendlich’ gibt, miissen wir uns etwas anderes
iiberlegen. Fine Idee konnte sein, die Integrale iiber immer grofler werdende Quader zu
nehmen, also
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lim fdvol.

= Dyt [-aal
Hier sei p € R™ und p + [—a, a]™ soll einen Quader mit Mittelpunkt p und Seitenlidngen
a darstellen.

Doch schon am Fall n = 1 kann man sehen, dass diese Definition i.A. keine gute Idee
ist, da das Ergebnis bzw. sogar die Existenz des Limes von der Wahl von p abhéngt:

Sei f(z) = sinz. Dann ist lim,— o Sia sinzdx = 0, da der Sinus bzgl. x = 0 ungerade

ist. Aber lim,_, o S%t: sin xdx existiert nicht. Und sin z ist nach der Definition von
2
Analysis 1 auch nicht uneigentlich integrierbar.

Man konnte stattdessen fordern, dass der Grenzwert der Integrale fiir jede kompakte
Ausschopfung von R™ existiert und gleich ist.

Definition 1.1.1. Eine kompakte Ausschopfung von R™ ist eine Folge (K );en kom-
pakter Teilmengen von R™ mit K; < K, fiir alle : € N und u; K; = R™.

Beispiel 1.1.2. Fiir jedes p € R™ und jede Folge positiver Zahlen a; mit a; — oo fiir
i — o0 ist sowohl (B, (p)); als auch (p + [—ai, a;]™); eine kompakte Ausschépfung von
R™.

Diese Definition der Integrabilitdt auf R™ stimmt fiir n = 1 mit dem Begriff 'uneigentlich
integrierbar’ iiberein:

Lemma 1.1.3. Sei f: R — R uneigentlich integrierbar. Dann ist Siooc f(z)dx =

lim; o §,. fdvol fir jede kompakte Ausschiopfung (K;); von R mit K; zusammenhdin-
gend*.

Beweis. UA1 O
Ein Kriterium fiir Integrabilitdt im obigen Sinne wiére:

Lemma 1.1.4. Sei f: R™ — R eine Funktion, so dass f|x fir jede kompakte Teil-
menge K < R™ integrierbar ist. Sei (B;); eine kompakte Ausschipfung von R und
existiere’ A:=lim;— . SBi | fldvol. Dann ist A = lim;_, SKi | fldvol fiir jede kompakte
Ausschopfung (K;); von R™. Weiterhin existiert lim; o0 SKi fdvol und ist unabhdngig
von der Wahl von (K;);.

Beweis. Sei (K;); eine kompakte Ausschépfung. Es ist SKi | f|dvol eine monoton stei-
gende Folge.

Auflerdem gibt es fiir jedes i € N ein j(i) > ¢ und ein k(i) > 4 mit B; < Kj(;) und
K; < By Daraus folgt

J |f|dvol<J |f|dvol  und J |f|dvol<f | f|dvol
B; K K; B

J k(i)

*Das bedeutet hier einfach, dass K; ein kompaktes Intervall ist.
TGrenzwert im eigentlichen Sinne, also nicht gleich oo.
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und somit fir ¢ — o
A = lim | f]dvol.
1—00 K’L
Wir wollen nun zeigen, dass lim;_,o § . fdvol existiert und unabhéngig von der Wahl
von (K;); ist: Dazu zeigen wir, dass lim;_,q, SK‘ fedvol fir fi:=+4 max{tf,0} existiert.
Dann folgt die Behauptung direkt, wegen §, fdvol = {, fidvol + .. f_dvol und
dem ersten Teil des Beweises, da f1 = +|f4] ist.

Nehmen wir an, dass einer der Limiten lim;_, S X, f+dvol im eigentlichen Sinne nicht
existiert. Dann existieren automatisch beide nlcht da der entsprechende Limes fiir
|f| = f+ — f— existiert. Da die Folgen SKi f+dvol beide monoton sind, muss so-
mit lim; e SK fdvol = oo sein. D.h. fiir alle m € N gibt es ix(m) € N mit
| SKi+ f+dvol| = m. Die Folgen (i4(m)),, konnen monoton steigend gewéhlt werden.

Wir setzen nun Cp,:=(K;, (m) 0 supp f4) U (K;_(m) nsupp f_). Dann ist Cy,, kompakt,
da es Schnitt und Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist. Aulerdem ist
Cp < Cpyqq fir alle m und v, Cp, = R™, da i4(m) monoton steigend ist und (K;);
eine kompakte Ausschopfung ist. Also ist (Cy,)n, eine kompakte Ausschopfung von R™

mit
J | f|dvol = f
Com K

Doch dann konnte lim,, SC | f]dvol nicht gleich A sein, was den Widerspruch
gibt. O

frdvol — J f—dvol = 2m
K

iy (m) i_(m)

Sei f: R™ — R. Es ist moglich, dass f in obigem Sinne integrierbar ist, | f| jedoch nicht:

Beispiel 1.1.5. In der Bonusaufgabe auf Blatt 6 von Analysis 2 hatten wir gesehen, dass
f:(0,00) > R, z — S2E, uneigentlich integrierbar ist. Hier ist | f| nicht uneigentlich
integrierbar, UA1.

1.2 Mehr Volumina

Ab nun (auch in den folgenden Abschnitten im gesamten ersten Kapitel) sei K immer
entweder ein Quader [ ,[a;,b;] € R™ oder K = R™.

D.h. insbesondere, wenn wir A — K offen schreiben und K ein Quader ist, dann meinen
wir A ist offen im metrischen Raum (K, eukl. Abstand).

Definition 1.2.1. Sei A = K offen. Wir nennen eine Funktion ¢ € CY(K) fiir A
erlaubt, falls 0 < ¢ < 1, ¢[g\4 = 0 ist. Wir definieren das Volumen von A als

vol A:=sup{I(c) | cist fiir A erlaubt} € [0, 0]

mit I(c):= §,, edvol.
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1 Integration

Fir K < R™ kompakt hat jede stetige Funktion f: K — R automatisch kompakten
Triiger und es ist CO(K) = C°(K).

Ist A sowohl in K als auch in K> offen, dann hangt das Volumen nicht davon, bzgl.
welchen K; die obige Definition angewendet wird, denn die Menge der erlaubten c
adndert sich dann nicht.

Bemerkung 1.2.2. (Vergleich zu Ana2) Das Volumen vieler offener Mengen konn-
ten wir auch schon in Analysis 2 berechnen. Ist zum Beispiel G das Innere einer
kompakten Teilmenge deren Rand eine C'-Untermannigfaltigkeit ist, dann war in
Analysis 2 vol G = SG dvol. Der Beweis von [3, Lemma 2.4.7 und dann Satz 2.4.9, siehe
insbesondere Abb. 2.6] zeigt direkt, dass dies gleich dem vol G von oben ist, denn dort
wird eine Folge von fiir G erlaubten ¢, deren Integrale gegen das Supremum gehen,
explizit konstruiert. Analog ist auch das Volumen des Inneren einer kompakten Menge
G < R?, deren Rand eine stiickweise C'-Kurve ist, gleich {, dvol wie in Analysis 2
definiert (benutzt [3, Satz 2.4.10]).

Allgemeiner gilt: Sei G < R™ offen und beschrankt mit yg integrierbar, mit der
Mehrfachintegraldefinition wie in Analysis 2. Dann ist SG dvol (in Ana2 als SR,L xgdvol
definiert) gleich dem Volumen von G aus Definition 1.2.1, UA.

Allerdings ist nicht fiir jede offene beschrinkte Menge G < R”, das Volumen im Sinne
von Analysis 2 definiert, also x¢ integrierbar:

Beispiel 1.2.3. Vgl. auch [2, UA 16]. Sei My = [0, 1]. Wir definieren eine Folge aus

Mengen M,,, wobei jedes M, eine disjunkte Mo
Vereinigung von Intervallen ist, rekursiv wie — M,y
folgt: Die Menge M, 1 entsteht aus M,, — — — ]\,
indem jedes der Intervalle von M,, gedrittelt == mm == mm )
wird und das mittlere entfernt wird. wun oumn wun oun My

Sei C:=n,, M,, — die Cantormenge. Thr Komplement G:=[0, 1] < C ist offen. Wir werden
spiter sehen (UA4), dass diese Menge vernachlissigbar (Def. 1.2.7) ist und damit xg
nach Satz 1.5.1 Riemann-integrierbar ist.

Man kann allerdings auf ganz dhnliche Weise eine Menge bauen, die keine Nullmenge
mehr ist (in dem der mittlere Teil, der in jedem Schritt entfernt wird, immer kleiner
wird) — die Smith-Volterra-Cantor-Menge C, vgl. Beispiel 1.5.2.iii. Hierfiir werden wir
in Satz 1.5.1 sehen, dass Xé:=[01]\¢ nicht Riemann-integrierbar ist (was daran liegen
wird, dass die Menge der Unstetigkeitsstellen von x4 keine vernachlissighare Menge
sein wird).

Aus der Definition folgen direkt erste Eigenschaften des Volumens:
Lemma 1.2.4.

(i) Sind A < B c K offen, dann gilt vol A < vol B.

(i) Fir A c R™ offen gilt vol A = lim,_,o vol (A N [—a,a]™)*.
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Beweis. (i) Jede fiir A erlaubte Funktion aus CO(K) ist auch fiir B erlaubt.

(ii) Aus (i) folgt, dass der Limes existiert und vol A > lim, o vol (A N [—a,a]™)
gelten muss. Sei nun ¢ € C2(R") fiir A = R" erlaubt. Dann gibt es ein b € R mit
suppe < [=b,b]™. Also wére I(c) < vol(A n [=b,b]") < limg_,o vol (A N [—a,a]™).
Supremum iiber alle fiir A erlaubten ¢ gibt die reverse Ungleichung. O

Kommen wir nun zu weiteren Eigenschaften des Volumenbegriffs aus Definition 1.2.1:

Lemma 1.2.5. vol ist abzadhlbar subadditiv, d.h. fir offene Mengen Ay < K gilt:*
0
vol (Ui, Ag) < Z vol Ay,.
k=1

Das wird ein bisschen technisch, zeigt aber schon ein paar Beweistechniken fiir spéter.
7.B. werden wir Teile der Aussagen erst fiir K kompakt beweisen und den Fall R™ {iber
einen Limesprozess erhalten.

Beweis. Wir beginnen mit zwei offenen Mengen A; und As. Sei ¢ eine fiir A; U Ag
erlaubte Funktion. Sei nun p;(z):=dist(z, R"\4;). D.h. insbesondere suppp; < A4; und
es ist p1(x) + pa2(x) > 0 fiir alle v € Ay U Aa. Wir setzen

ci(x):= {Pl(ffifo)zm olz) firzediv Ay
(4 . 0

sonst.

Die Funktion —2-®)__ st erst einmal nur
p1(z)+p2(x)

. P2 auf A; U Ay wohldefiniert und dort kleiner
PR gleich eins sowie, wo x € A1\ A, ist, konstant
m 1, vgl. Abbildung links. Da ¢ stetig, kompakt

» - getragen und auflerhalb von A; U Ay gleich

Null ist, ist ¢; stetig. Analog fiir co. Aufler-
dem ist ¢; fur A; erlaubt und ¢; + ¢ = c.

Damit ist I(¢;) < vol A; und
I(c) < vol Ay + vol A,.

Nehmen wir nun das Supremum iiber alle fiir A; U As erlaubte ¢, dann gibt das genau
die gesuchte Ungleichung.

Induktiv erhalten wir dann die behauptete Ungleichung fiir endlich viele A;. Es bleibt
also der Fall, dass wir abzédhlbar viele A; haben:

Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir K ein Quader:

*Hier ist nun A n [—a,a]™ in K = [—a, a]™ offen.
*Hier verwenden wir die Konvention, dass a < o fiir alle a € R U {00} ist und dass aus o0 < b dann
b = oo folgt.
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Sei ¢ nun fiir U;A; erlaubt. Dann ist ¢. = max{c — ,0} auch fiir U;A; erlaubt und
supp ¢ ist kompakt und wird durch u;A; iiberdeckt. Also gibt es nach [3, Satz 2.3.3]
eine endliche Teiliiberdeckung A4;, u... U A;, und es gilt

k
J cdvol — evol K < J cedvol < vol (4;, u...UA;,) < 2 vol A;;
K K j=1

Lassen wir erst € gegen Null gehen und nehmen dann das Supremum tiber alle fir u; A;
erlaubten ¢, erhalten wir

0
vol Us Al < Z VOIA,L'.
i=1

Mit a — o0 und letztem Lemma erhalten wir die Behauptung. O

Lemma 1.2.6. Sei d > 0 eine stetige Funktion. Sei G,:={x € R" | d(z) > a}. Dann

gilt
I(d
volG, < Q
a
Beweis. Da d stetig ist, ist G, offen [3, Lem. 1.1.6]. Sei ¢, eine fiir G, erlaubte Funktion.
Dann ist ¢, (z) < @ und damit nach Monotonie des Integrals I(c,) < @. O

Definition 1.2.7. Eine Teilmenge A < R™ heifit vernachlissigbar, falls es fiir jedes
€ > 0 eine offene Teilmenge A. < R™ mit A < A. und vol A, < ¢ gibt.

Eine Aussage gilt fast tberall bzw. fiir fast alle Elemente einer Menge, falls sie aulerhalb
einer vernachlédssighbaren Teilmenge gilt.

Wir werden spéter sehen, dass die vernachléssigbaren Mengen genau die Mengen seien
werden, die Lebesgue-Mafl Null haben. Deshalb tritt der Begriff vernachldssigbar in
der Literatur eher nicht auf, sondern man nennt solche Mengen Lebesgue-Nullmengen.
Wir benutzen hier beide Begriffe.

Beispiel 1.2.8. (i) A:=(a,b) x {0} = R?, vgl. [3, UA29], ist vernachlissigbar: Fiir
jedes € > 0 ist Boi=(a,b) x (—ﬁ7 ﬁ) offen in R? enthilt A und es ist
vol B; = 5.

(ii) Eine unbeschrinkte offene Menge im G' = R? kann endliches Volumen haben, z.B.:
Sei Gi={(z,y) € R? | [yl < f()} fir
/7”?”\ f:R— R mit

~ct 1. ?cQ z>1
\”#”7/ x—< ¢ ze[-1,1]
-z r<-1
Dann ist G, = Gn[—a,a]? ein kompaktes Gebiet, dessen Rand eine stiickweise C''-
Kurve ist. Somit ist, s. Bem. 1.2.2, fiir a grof genug vol G n [—a,a]? = SGa dvol =

2" f(z)dz und damit

0 0 c
V01G=2f f(x)dx=4f —dx + 4c = 8c.
e 1 T

10



1.3 Lebesgue-Integral iiber Vervollstindigung

VT

Abbildung 1.1: Die Folge fi aus (1.1) und ihr punktweiser Limes (die Treppenfunktion
in schwarz).

Das Volumen ist also endlich. Lasst man nun verschiedene ¢ zu, sieht man so nun
auch, dass R x {0} = R? eine vernachlissighare Menge ist.

(iii) Die Cantormenge C < [0, 1] aus Beispiel 1.2.3 und Q < R sind vernachléssigbare
Mengen, UA4.

1.3 Lebesgue-Integral iiber Vervollstandigung

Es gibt verschiedene Moglichkeiten das Lebesgue-Integral einzufiihren. Wir folgen hier
den Ansatz von [4], fiir welchen man noch keine Mafitheorie braucht.

Sei ¢ € C%(R™). Dann setzen wir |c[1:=I(|¢c|).

Dann ist |.|l; eine Norm, Ubungsblatt 0, auf dem R-Vektorraum C{(R") — die soge-
nannte L!-Norm. Damit ist C?(K) mit der L'-Norm ein normierter (und damit auch
insbesondere einen metrischen) Raum. Allerdings ist dieser nicht vollstéindig, da nicht
jede Cauchyfolge konvergiert:

0 fir |z| =1
fu(x):= 1 fiir |z <1 -4 (1.1)
dazwischen linear

ist eine Folge in CO(R), die eine Cauchyfolge* in L! ist, UA2, siche Abbildung 1.1.
Wiirde fi, in L' gegen ein Element f € C%(R) konvergieren, so muss f; auch punkt-
weise zu f konvergieren, UA2. Die Folge f;, konvergiert aber punktweise gegen eine
Treppenfunktion.

1.3.1 Vervollstandigung metrischer Raume

Aus Analysis 1 kennen wir aber schon eine Moglichkeit wie man, das Problem lésen kann,
dass der metrische Raum nicht vollstdndig ist. Dort hatten wir Q mit dem euklidischen
Abstand. Wir haben dort in [2, Abschnitt 3.1] die reellen Zahlen konstruiert, in dem

*Wdh — Definition von Cauchyfolgen in metrischen Raumen: Eine Folge (ay )k in einem metrischen
Raum (X, d) ist eine Cauchyfolge, wenn es fiir alle € > 0 ein n € N gibt, so dass d(ax,as) < ¢ fiir alle
k,¢ = n gibt.

Da jeder normierte Raum (X, |.|) mit d(z,y):=|z — y| auch ein metrischer Raum ist, ist eine Folge
(ak )k im normierten Raum eine Cauchyfolge, wenn es fiir alle £ > 0 ein n € N gibt, so dass |ar —a¢| < &
fur alle k, £ = n gibt.

11
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1 Integration

wir einfach gesprochen "Punkte hinzugenommen hatten, die den Grenzwerten solcher
Cauchyfolgen entsprechen sollten’. Das kann man fiir jeden metrischen Raum machen:

Definition 1.3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei
X:={(ag)ren Cauchyfolge in (X,d)}/ ~
wobei (a)r ~ (bg)r genau dann, wenn d(ag, by) — 0 fiir k — oo ist.

Es ist natiirlich zu iiberpriifen, dass ~ auf X wirklich eine Aquivalenzrelation ist:
Reflexiv und symmetrisch ist klar und transitiv folgt aus der Dreiecksungleichung.

Die Abbildung t: X — X, z +— [(x)], ist injektiv, da aus [(z)x] = [(v)x] folgt, dass
d(x,y) = 0 sein muss. Damit kénnen wir X mit ¢(X) identifizieren.

Um nun X auch zu einem metrischen Raum zu machen, so dass auf ((X) wir die alte
Abstandsfunktion d zuriickerhalten, setzen wir:

Satz 1.3.2. Sei (X,d) und X wie oben. Sei

d([ak], [bk]): lim d(ak,bk)

k—o0

Dann ist (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Bs ist 1: (X,d) — (1(X),d), z —
[(z)k] eine Isometrie, d.h. die Abbildung ist bijektiv und fir alle z,y € X gilt

d([(@)x), [(9)]) = d(z,y).

Den metrischen Raum (X, d) nennt man Vervollstindigung von (X, d).
Beweis. Was ist dafiir alles zu zeigen?

(i) d ist wohldefiniert, d.h. der Limes existiert iiberhaupt und ist unabhéngig von
der Wahl der Représentanten.

(ii) d ist auf X eine Abstandsfunktion.

(iii) (X,d) ist vollstindig.

(iv) ¢ ist eine Isometrie aufs Bild: Bijektiv ist klar. Bleibt noch d([z], [y]) = d(z,y).
Das ist direkt nach Definition richtig.

(v) Die Aussage zum Abstand.

Zu (i): Der Limes in der Definition von d existiert: Aus der Dreiecksungleichung fiir d
folgt
|d(ax,br) — d(ar, be)| < d(ar,ae) + d(b, be).

Seie > 0. Da ag und by, jeweils Cauchyfolgen sind, gibt es kg, so dass fiir alle k, £ > kg gilt
d(ax,ae) < 5 und d(by,b¢) < 5. Damit folgt aus obiger Ungleichung, dass (d(ax, bx))x
eine Cauchyfolge in R ist und damit einen Limes besitzt.

12
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Unabhéngigkeit von den gewéhlten Représentanten: Sei [(bg)r] = [(ck)r]. Dann gilt

d([(ar)x]: [(bx)s]) = lim d(ax,by) < lim d(ag, cx) + lim d(bg, cx)

e
=0 wegen [(br)r]=[(ck)k]

=d([(ax)x], [(ck)k])

Wegen Symmetrie ’in b und ¢’ folgt auch die reverse Ungleichung und damit die
Gleichung. Der Beweis fiir den ersten Eintrag in d geht analog.

Zu (ii): Symmetrie und Transitiv und > 0 folgen direkt aus den entsprechenden
Eigenschaften von d. Sei d([(ax)r], [(bk)k]) = 0. Dann ist limg_,o, d(ag,by) = 0, was
nach Definition direkt bedeutet, dass die beiden Folgen zur gleichen Aquivalenzklasse
gehoren.

Zu (iii): Sei [(ape)r]e eine Cauchyfolge in (X,d) (D.h. insbesondere auch ay, € X, fiir
alle £ ist (ape)r eine Cauchyfolge bzgl. d). Wir konstruieren zuerst den Kandidaten fiir

den Grenzwert in X: (Das ist eine Art Diagonalfolgenargument — fiir jedes £ sucht man
ein geeignetes k = k(f), so dass [ay(s)¢] am Ende das gewiinschte tut.)

Sei nun € > 0. Da [(are)r]e eine d-Cauchyfolge ist, gibt es ein £y € N, so dass fiir alle
t,m = Ly gilt: d([(are)r], [(akm)r]) = limg 0 d(are, apm) < §. Also gibt es ein kg € N,
so dass fiir alle k > ko und £, m > £y gilt: d(are, axm) < 5.
Da (age)rfir alle ¢ selbst eine d-Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes ¢ ein k(¢) € N, so
dass fiir alle k, k" > k(¢) gilt: d(are, are) < §5. O.B.d.A. konnen wir die Folge (k(£)),

monoton wachsend und mit k(¢) > ¢ wéhlen.

Dann gilt fiir alle £ > ¢ > max{{y, ko}

d(arye, arerye) < d(ageye, areye) + dlageye, ageye) < €
und somit ist (a(e)¢)e eine d-Cauchyfolge.
Es bleibt zu zeigen, dass [(ame)m]e bzgl. d zu [(@k(m)m)m] konvergiert:
Fiir £ = €9 und m > k(¢) folgt
d(@me, G(mym) < A(Qme, Qg(mye) + d(Qpim)es Grimym) < €-
Bilden wir zunéchst den Limes fiir m — o0 und dann fiir £ — o0, erhalten wir

limgop ([ (@r)on). [(@5myn)om]) = 0. O

Beispiel 1.3.3 (UA?) Sei (X, d) ein metrischer Raum und A < X. Sei A der Abschluss
von A in X und (A%, d) die Vervollstindigung des metrischen Raumes (4, d). Zeigen Sie,

dass (A,d) und (A% d) als metrische Riume isomorph sind, d.h. es gibt eine Bijektion
0 A— Ad und Konstanten c1, ¢ > 0 mit

ad(z,y) < d(p(x), p(y)) < cad(z,y)

fur alle z,y € A.
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Sei (X, [.[|x) ein normierter Vektorraum und d(z,y):=||z — y|x. Dann ist (X, d) ein
metrischer Raum [3, Abschnitt 3.3]. Sei (X, d) die Vervollstindigung aus letztem Satz.
Dann ist 0:=[0] € X.

Satz 1.3.4. Sei (X, |.|x) ein normierter K-Vektorraum. Dann definiert
[ak] + A[bk]:=[ar + Abg]
fiir X € K und [ax], [bx] € X eine K-Vektorraumstruktur auf X. Fiir z € X sei
I ¢ =d(z,0).
Dann ist (X, ||.| ) ein vollstindig normierter Vektorraum — also ein Banachraum.

Beweis. Was ist zu zeigen?

(i) (ar + Abg)y ist selbst wieder Cauchyfolge bzgl. d: Folgt direkt aus der Dreiecksun-
gleichung und der Homogenitat der Norm.

(ii) Unabhéngigkeit der Addition und der skalaren Multiplikation von den Représen-
tanten: Einsetzen und Nachrechnen.

(iii) Die Vektorraumaxiome: Die folgen direkt aus denen auf X.

(iv) ||.| 5 ist eine Norm auf X (Vollstindigkeit gibt der letzte Satz): Wegen
I[(ar)i]lx = lim Jax|x
—00

folgt > 0, positive Homogenitiat und Dreiecksungleichung direkt, da ||.| x eine
Norm ist. Es bleibt |[[(ar)x]llx = 0. Dann ist limg_,q d(ag,0) = 0 und damit
[0] = [(ax)k]- O

Notation: Wir schreiben fiir die Vervollstdndigung auch oft X bzw. YH'HX, um direkt
in der Menge die Abstandsfunktion/Norm, in der vervollstindigt wird zu zeigen.

1.3.2 Definition von L!

Definition 1.3.5. Sei K =[], [a;, b;] fiir a; < b; oder K = R™. (Fiir K kompakt ist
CY(K) = C°K).) Sei L'(K) die Vervollstindigung von C?(K) beziiglich der L!-Norm,
also

o7l

LY(K):=C9(K)

(&

Jedes Element in L!(K) ist also eine Aquivalenzklasse von L!-Cauchyfolgen in CO(K).
Nach Satz 1.3.4 ist L'(K) wieder ein normierter Vektorraum, dessen Norm wir im
Folgenden auch mit |.|; bezeichnen werden.

Sei fi die Folge aus (1.1). Da es eine L*-Cauchyfolge auf CO(R) ist, ist f:=[(fx)x] €
L'(R). Punktweise konvergiert fi gegen x(_1,1), die charakteristische Funktion von
(=1,1). Punktweise Konvergenz muss nicht gegeben sein, aber wenn es sie zumindest
f.ii. gibt, dann helfen die Grenzfunktionen beim Verstindnis der Elemente aus L'.
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Definition 1.3.6. Eine Funktion f: K — R heifit Realisierung eines Elementes a €
LY(K), falls es eine L*-Cauchyfolge ¢, € C2(K) mit a = [cx] und lim,,_, o cx(z) = f(z)
fast iiberall*.

Es ist manchmal niitzlich auch zu erlauben, dass die Realisierung nur f.ii. auf K definiert
sein muss. Da es vollig irrelevant ist, welche Werte f auf einer vernachldssigbaren Menge

annimmt und man so diese Werte nicht extra spezifizieren muss. Das machen wir z.B.

in UA5, wo wir uns iiberlegen, dass % eine Realisierung eines Elementes in L!([0,1])
ist, da sagen wir nicht extra, was der Wert der Realisierung bei 0 sein soll.

Beispiel 1.3.7.

(i) Es ist x(_1,1) eine Realisierung von f = [(fx)x] von oben. Aber z.B. ist auch
X[-1,1] eine Realisierung von f.

(ii) Sei G < R™ offen mit volG < oo. Dann ist die charakteristische Funktion
xc: R™ — [0, 1] eine Realisierung eines Elementes in L!(R™):
Sei zunéchst G beschrénkt: Sei cx (z):=k min{dist(z, R"\G), 1 }. Dann ist ¢, fiir G
erlaubt und somit I(cx) < vol G. Es konvergiert ¢, — x¢ punktweise. Auflerdem
ist per Konstruktion ¢; < c¢p41 und damit ist I(ck) monoton steigend und
beschrankt. Also konvergiert I(cy). Wegen ¢ < cgq1 ist ||ekre — cil1 = I(ckye —
cx) = I(ckse) — I(ck) und damit ¢ eine L'-Cauchyfolge. Also ist [cx] € L' (R")

und x¢ eine Realisierung dieses Elementes. Aus obigem folgt |xg|r: < volG.

Wir werden auf Seite 23 sehen, dass, wie wir erwarten wiirden, sogar Gleichheit
gilt.|

Sei nun G nicht beschriankt: Hier will man eigentlich genau dasselbe wir oben
machen. Einziges Problem: Die ¢, haben keinen kompakten Trager. Das kann
man mit Abschneidefunktionen jedoch leicht beheben: Wir nehmen die ¢; von
oben und Funktionen n, € CY(R™) mit ny(z) = 1 fiir |z| < k, ni(z) = 0 fiir
|x| = k + 1 und dazwischen linear in radiale Richtung. Wir setzen dj:=nicy. Es
ist dj monoton steigend mit I(dy) < vol G. Der Rest folgt wie oben.

(iii) Aus [2, Bsp. 4.1.32] kennen wir die Dirichlet-Funktion

) 1 z€Q
f.[O,l]HR,:L‘»—»{O 2¢0Q

Sie ist ein Beispiel einer Funktion, die nicht Riemann-integrierbar ist. Aber
es ist eine Realisierung eines Elementes in L([0,1]): Sei ¢: [0,1] — R, x +—
0. Dann ist ¢ € C2([0,1]) und [c] ist als die Aquivalenzklasse der konstanten

*Das hiel: diese Gleichheit stimmt fiir alle z € K bis auf eine vernachlassigbare Menge. Anders
gesagt: ¢ konvergiert f.ii. punktweise gegen f.

TMan wundert sich vielleicht, was das Problem ist hier gleich Gleichheit zu zeigen. Man vergleicht
einfach jedes erlaubte ¢ mit x . Allerdings haben wir hier x nur als Realisierung eines Elementes in
L' und dort wissen wir noch nicht, dass das mit dem Vergleichen funktioniert und mit der L'-Norm
kompatibel ist. Dazu kommen wir spéter.
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Folge ()i ein Element in L([0,1]). Wegen ¢ = f auf [0,1] n (R\Q) ist ¢ = f
fast tUberall und somit ist f eine Realisierung von [¢]. Natiirlich ist auch ¢,
also die Nullfunktion, selbst eine Realisierung dieses Elements und c selbst ist
selbstverstandlich Riemann-integrierbar.

Man kann sich hier nun fragen, ob das fiir alle L!([0, 1])-Elemente gilt, dass es
immer eine Riemann-integrierbare Realisierung gibt und die Dirichlet-Funktion
nur eine schlechte Wahl einer Realisierung ist. Das ist nicht so. wir werden noch
spéter in Beispiel 1.5.2.iii sehen, dass es Elemente in L' ([0, 1]) gibt, fiir die jede
Realisierung nicht Riemann-integrierbar ist.

Bevor wir uns iiberlegen, ob es solche Realisierungen immer gibt und welche Eigen-
schaften dafiir und fiir L!(K) allgemein gelten:

1.3.3 Schnell konvergente Cauchyfolgen

Ein wichtiges Hilfsmittel insbesondere um zumindest punktweise Konvergenz zu er-
zwingen sind schnell konvergente Cauchyfolgen:

Definition 1.3.8. Eine Cauchyfolge ¢ eines metrischen Raumes (X, d) heifit schnell
konvergent, falls es ein £ € N mit d(cg, cp+1) < k% fiir alle k € N gibt.

Es wird nicht wichtig sein, dass auf der rechten Seite der Ungleichung genau k% steht.
Sondern da kénnte auch stattdessen jeweils ein €7, e > 0, solange kazl € < 00 ist.
Dies ist die Eigenschaft, die wir am Ende brauchen werden. Man kann sich noch fragen,
warum wir nicht direkt ¢ = 1 verlangen. Das ist auch nur, damit z.B. die Summe schnell
konvergenter Folgen direkt wieder schnell konvergent ist. Ohne das ¢ miissten wir dann
i.A. erst zu einer Teilfolge tibergehen, wiirde am Ende aber keinen Unterschied machen.
In UA3 sehen wir auch, dass jede Folge, die d(cg,cri1) < 1544 fiir ein ¢ und alle k erfiillt,
automatisch eine Cauchyfolge ist.

! Ist der metrische Raum aber nicht vollstéindig, so muss diese Folge natiirlich nicht
konvergieren, auch wenn sie ’schnell konvergent’ heifit!

Lemma 1.3.9. Jede Cauchyfolge ay, eines metrischen Raumes (X,d) hat eine schnell
konvergente Teilfolge.

Beweis. Da aj, eine Cauchyfolge ist, gilt: Fur alle £ € N gibt es ein ky € N, so dass
d(an,am) < %4 fiur alle m,n > k; gilt. O.B.d.A. sei kyy 1 > ky fiir alle £. Das kann
man immer erreichen, denn die Eigenschaft bleibt erhalten, wenn man k, grofler wéhlt.
Sei nun cy:=ay,. Dann ist ¢, eine Teilfolge von a; und nach Konstruktion schnell
konvergent. O

Lemma 1.3.10. Sei ¢, € CO(K) eine schnell konvergente Cauchyfolge bzgl. L*.
(i) cx konvergiert punktweise fast iberall.

(i) Fir jedes € > 0 gibt es eine offene Menge B mit vol B < ¢, so dass cx|x\p
gleichmafig konvergiert, vgl. Abbildung 1.2.
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Abbildung 1.2: ¢; konvergiert weg von B gleichméaflig gegen f. Am Bild sieht man,
dass man eine Menge B herausnehmen muss, da nahe der Sprungstelle
¢y, nicht gleichméfig gegen f konvergieren kann.

Beweis. Aus (ii) folgt direkt (i). Wir beweisen hier direkt (ii). Dazu setzen wir

1
Dk:: {.’EEK ‘ |Ck —Ck+1| > ]{32}

Nach Lemma 1.2.6 ist dann fiir Dy, = G% fiir die stetige Funktion |cx — cx41
k

Hck - Clc+1“1 i

‘ .
= k2

vol Dy, <

(Das £ ist das aus der Definition von schnell konvergenten Cauchyfolge). Sei nun N € N
und z ¢ | J;2 v D;. Dann gilt

1
lem () — ems1(2)| < oo

fiir alle m > N. Also konvergiert c(z):=co(z) + Yy, (ck(x) — cx—1(x)) filr alle x ¢
UL v Di sogar absolut. Wegen

k
cr(z) = co(x) + Y. (¢j(@) — ;-1 ().
j=1

konvergiert ¢i(x) damit fir solche = gegen c(z). Wegen Lemma 1.2.5 ist

vol UkOO=N Dy, < 2 vol Dy, = ﬁ N:>OO 0.
k=N k=N

Damit konvergiert (cx(z)), insbesondere fast iiberall.

Sei € > 0. Wahle N e N derart, dass vol (B:= UL y Di) < € ist. Sei x € K\B. Dann
gilt

O ©
1 ks
le(x) — cx(z)] < E lem (2) — em_1(x)] < § — >0
m
m=Fk+1 m=k+1

Da die rechte Seite unabhéngig von x ist, konvergiert ¢ gleichméfBig auf K\B. O
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1.3.4 Realisierungen von Elementen in L'(K)

Im Definition 1.3.6 haben wir Realisierungen von Elementen in L!(K) definiert. Was
koénnen wir iiber Realisierungen sagen?

Satz 1.3.11.
(i) Jedes f € L'(K) hat eine Realisierung.
(ii) Zwei Realisierungen eines Elementes in L'(K) sind fast iberall gleich.

Fiir f € L'(K) schreiben wir fiir eine Realisierung dann auch oft einfach f bzw.
f(x). Der letzte Satz sagt uns, dass eine Realisierung eindeutig bis auf eine Lebesgue-
Nullmenge ist. D.h. insbesondere fiir ein f € L'(K) macht es keinen Sinn zu fragen,
was der Wert von f an einem Punkt x € K ist!

Andersherum schreiben wir dann der Einfachhalt halber auch oft direkt fiir eine
Realisierung f € L'(K). Allerdings ist das ’abuse of notation’ und man muss da
aufpassen, da zwei Realisierungen fi, fo als Funktionen verschieden aber als Elemente
in L'(K) gleich sein kénnen, wie der letzte Satz zeigte. Das heifit insbesondere muss
man dann immer schauen, welches Gleichheitszeichen man jeweils meint, ob dass in
L' (K) oder die punktweise Gleichheit als Funktionen.

Beweis. (i) Sei f = [ax] fiir ar € C2(K). Dann gibt es nach Lemma 1.3.9 eine schnell
konvergente Teilfolge ¢ von ap. Nach Lemma 1.3.10 konvergiert ¢, f.ii. gegen ein
c¢: K — R. Dies ist nach Definition eine Realisierung von f.

(ii) Seien h(z) und g(x) zwei Realisierungen von f € L'(K). Dann gehéren dazu zwei L*-
Cauchyfolgen ¢y, dj, die fast iiberall punktweise gegen h bzw. g konvergieren. Da ¢ und
dy beide f als Grenzwert in L' haben, kénnen wir eine schnell konvergente Cauchyfolge
konstruieren, die sowohl von ¢ als auch von dj unendlich viele Folgenglieder erhalten:
Es gilt ¢ —dj, — 0in L'. Damit kénnen wir zu einer Teilfolge (cx; —dy;); iibergehen, so
dass [cx; —dy, | < ﬁ und [cx, — ey, | < ﬁ (Das ist ein analoger Beweis, wie die
Existenz einer schnell konvergenten Cauchyteilfolge). Wir setzen ay = ¢, fiir £ = 2n
und ay = dy,, fiir £ = 2n + 1. Dann ist a, eine schnell konvergente Cauchyfolge, da:

1
lagn — agnt1ll <llek, —dk, |1 < L
2
[a2n+1 — azni2|1 <|dr, — crpir 1 < |di, — crnlli + lck, — i1 < EOE

Diese schnell konvergente Cauchyfolge konvergiert nach Lemma 1.3.9 punktweise f.{i.
Somit muss der Limes f.ii. sowohl mit A als auch mit ¢ iibereinstimmen. Also stimmen
h und g auch f.i. tiberein. O

Wir werden spiter sehen, dass zwei Realisierungen von L!(K), welche nicht f.ii. gleich
sind, auch wirklich zu verschiedenen Elementen in L'(K) gehéren, s. Satz 1.3.21.
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Lemma 1.3.12. Seien f,g € L'(K) jeweils mit Realisierungen f(z), g(z). Sei a € R.
Dann ist af(z) + g(z) eine Realisierung eines Elementes in L*(K) von af +g¢€ LY(K).

Beweis. Das folgt direkt daraus, dass eine Linearkombination schnell konvergenter
Cauchyfolgen wieder schnell konvergent ist. O

Als nichstes wollen wir schauen wie sich fiir eine Folge konvergenter Elemente in L'
eine Folge ihrer Realisierungen verhalt.

Lemma 1.3.13. Sei g; € L*(K) eine schnell konvergente Cauchyfolge. Sei g der Limes
von gi in LY(K). Dann gilt gi(x) — g(x) fast diberall.

Sei fi, € LY(K). Konvergiere fy in L' gegen ein f € L*(K). Seien fi(z) Realisierungen
von fr, so dass limg_,o fr(x) fast iberall existiert. Dann ist f(x):=limg_ o fr(z) eine
Realisierung von f.

Beweis. UA10 0

Selbst wenn g (z) und g(z) aus dem letztem Lemma zusétzlich stetig ist, dann folgt
die punktweise Konvergenz nicht iiberall. Z.B. konver-

giert die Funktion f, wie im Bild rechts in L' gegen die Ik k
Nullfunktion. Punktweise konvergiert fi(x) nur fir x # 0 0

- o
gegen Null. P

Man kann die Folge ¢ auch einigen besonderen Eigenschaften wéhlen, z.B.:

Satz 1.3.14. Sei f € L*(K) mit K ein Quader. Dann gibt es eine monoton fallende
Cauchyfolge fi. € C2(K) mit f = [fx]. Analog gibt es auch eine monoton steigende
Cauchyfolge.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, dass K kompakt ist: Sei ¢, € CO(K) eine
schnell konvergente Cauchyfolge mit f = [c;]. Nach Lemma 1.3.10.ii gibt es fiir alle
¢ € N eine offene Teilmenge By < K mit vol By < %, so dass ci|x\p, fiir k — o
gleichméBig gegen f(x) konvergiert. D.h. fiir alle m € N gibt es ein k(¢,m), so dass
|f(z) — ()| < L fiir alle k > k(¢,m) und z € K\By, vgl. auch Abbildung 1.2.

0.B.d.A. kénnen wir durch Verkleinern von By und danach Vergroflern der k(¢,m)
immer annehmen, dass Byy1 € By und max{{,m} < k(¢,m) < k({ + 1,m + 1) fir alle
£,m gilt. Insbesondere gilt so k(m,m) — oo fiir m — co.

Wir setzen 5

A (X):=Cl(m.m —.
()=t (3) +

Es ist d,,, € CY(K), f = [dn], da (Ci(m,m))m eine Teilfolge von ¢ ist und % — 0 fiir
m — oo ist. Insbesondere konvergiert fiir alle £ € N die Folge d,,, auf K\B, immer
noch gleichméfig zu f und es ist ¢, (z) = f(z) fiir alle z € K\By und m > £. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir auch annehmen, dass d,,, schnell konvergiert.

Sei nun

fm(x):: min{dm(x)a fmfl(w)}'
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1 Integration
Dann ist f,, € CY(K), fm(x) < dyn(z) und f,, ist monoton fallend. AuBerdem ist

| — dm 1 :J (dyy — fr—1)dvol

{w | f77171($)<dm($)}

< f (ds = dyp—1)dvol < [dyy—1 = duf1 = 0
{z | frm—1(z)<dm(z)}

fiir m — o0, da d,,, schnell konvergent ist. Also ist [fn] = [dn] = [em] = f-

Die Aussage flir monoton steigend folgt analog. O

1.3.5 Lipschitz-Kalkiil

Wie kriegt man aus Elementen in L' neue? Auf den Funktionen in C?(K) kennen
wir verschiedene Operationen, die uns wieder neue Elemente aus CY(K) geben, z.B.
Addition, punktweises Maximum zweier Elemente, Produkt zweier Elemente, positiver
Anteil.

Die Frage ist nun, ob es diese Operationen auch auf L' gibt. Fiir Addition ist das z.B.
moglich. Man kann zwei Elemente aus L' addieren und erhilt wieder ein Element in
L', siehe Satz 1.3.4. Fiir das Produkt wird das nicht funktionieren (jedenfalls nicht so,
dass es auf stetigen Repriisentanten das Erwartete tut), siche UA9 zusammen mit UAS5.

Kommen wir nun zunéchst zur Frage des positiven Anteils. Wann wollen wir ein
f € LY(K) nichtnegativ nennen und wie wiirden wir den 'nichtnegativen Anteil’ von
f definieren? Fiir eine Funktion ¢: K — R wissen wir das: c¢ ist nichtnegativ, falls
c(x) = 0 fir alle z € K ist. Ansonsten ist

ey (z):= {c(:p) c(z) =0

0 sonst

nichtnegativ — der nichtnegative Anteil von ¢. Mit ¢_:= — (—¢) 4 gilt dann ¢ = c_ + c4.

Fiir f € L'(K) kénnte man nichtnegativ noch iiber die Realisierung definieren — also
wenn diese f.{i. nichtnegativ ist. Aber beim nichtnegativen Anteil der Realisierung wére
erst einmal nicht klar, ob dieser dann wieder eine Realisierung eines Elements in L!(K)
ist. Deshalb gehen wir anders vor.

Dazu definieren wir ein gleich etwas allgemeiner ein kleines Kalkiil, was uns erlaubt,
mittels Lipschitzfunktionen auf R aus L!-Elementen neue Elemente in L' zu definieren.

Satz 1.3.15. Sei ¢: R — R Lipschitz mit Lipschitzkonstante C, d.h. fir alle s,t € R
gelte

|p(s) — p(B)] < Cls = 1].

Sei p(0) = 0. Fiir alle f € L*(K) gibt es genau ein Element o(f) € L*(K), so dass
folgende Eigenschaften gelten: Fiir alle f,g € L*(K) gilt

(i) [o(f) = (@)l < Clf =gl
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1.3 Lebesgue-Integral iiber Vervollstindigung

(i) o(f)(x) = o(f(x)) [i.

Die Zusatzbedingung ¢(0) = 0 braucht man nur fiir K unbeschrénkt, da konstante
Funktionen nicht in L' wéren.

Beweis. Die Eindeutigkeit von ¢(f) folgt direkt aus (i), wenn man f = g wahlt.

Seien ¢,d € CY(K). Dann ist ¢(c), p(d) € C2(K). Integration der Lipschitzbedingung
fiir ¢(z) und d(z) ergibt
le(e) = ()] < Cle —dJs.

Sei f = [c, € C%(K)] € L'(K). Nach Lemma 1.3.9 kann ¢ schnell konvergent gewihlt
werden. Dann folgt aus der letzten Ungleichung, dass auch o(c;) € CO(K) eine schnell
konvergente Cauchyfolge in L' ist und damit ein Element ¢(f) in L'(K) definiert.

Sei f = [ex] und g = [dy]. Dann ist [c;, —di[1 — [ f = g1 und [p(er) — @(di)|r —
lo(f) = #(g)r fiir k — co. Somit folgt (i) mit [p(cx) — @(di)lr < Cller — dilr-

(ii) folgt, da Lipschitzfunktionen automatisch stetig sind. O
Ein bisschen allgemeiner gilt

Satz 1.3.16. Sei p: R™ — R Lipschitz mit Lipschitzkonstante C, d.h. fir alle s,t € R™
gelte

|o(s) = p(B)] < Cls — 1.

Sei (0, ...,0) = 0. Fiir alle fi, ..., fn, € L*(K) gibt es genau ein Element o(f1, ..., fm) €
LY(K), so dass folgende Eigenschaften gelten: Fiir alle f;,g; € L*(K) gilt

(Z) ||80(f1a i 7fm) - 90(917 S 7gm)”1 < CmaXi=1 ..... m Hfl _gi”1
(it) o(f1, -5 fm)(@) = o(f1(2),. .., fm(2)) fi.
UA12

Nichtnegativ

Mit obiger Methode wollen wir nun als erstes den nichtnegativen Anteil eines f € L!(K)
definieren. Dazu sei

(5):= s firs>0 (5):= s firs <0
P+ =10 sonst =51 =0 sonst

Diese Funktionen sind beide Lipschitz mit Lipschitzkonstante 1.

Definition 1.3.17. Fiir f € L}(K) sei f4+:=¢+(f). Wir nennen f, bzw. f_ den nicht-
positiven bzw. nichtnegativen Anteil von f. Wir nennen f nichtnegativ bzw. nichtpositiv,
wenn f = f, bzw. f = f_ ist.

Sei f,g € L'(K). Dann schreiben wir f < g, falls g — f nichtnegativ ist.

Wir sammeln kurz einige recht offensichtliche Eigenschaften von fi und >:
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1 Integration

Lemma 1.3.18. Sei f,g, fm € L*(K). Dann gilt
(i) o+(=f) = o-(f), f = f-+ fv und | flr = [f+lx + /=[x und I(f):=|f+]1 —

Iflx < 0.
(i) Ist f michinegativ, dann ist | f|1 = I(f).

(iii) Konvergiert f,, — f in L'(K), dann konvergiert (fm)+ — f+ in L* und I(f,) —
I(f) firm — oo.

(iv) Aus f =g und g = f, folgt f = g (Gleichheit in L*(K)).
Insbesondere erweitert (i) das Integral I von CO(K) auf L!(K):

Definition 1.3.19. Elemente f aus L!'(K) nennen wir Lebesgue-integrierbar und I(f)
ist das zugehorige Lebesgue-Integral. In Anlehnung an die Integrale zuvor schreiben wir
fiir I(f) oft auch §,. fdvol.*

Fiir f = [c] € L' (K) gilt also insbesondere I(cy) — I(f) fiir k — co.

Beweis von Lemma 1.3.18. (i)—(ii) folgen direkt aus den jeweiligen Aussagen fiir die
approximierenden Cauchyfolgen in C?(K).

(iii) Folgt aus
[(fm)+ = frlr = @+ (fm) =02 (Nl < [fom = fla

und (i).
(iv) Nach Voraussetzung ist (f —¢)+ = 0 und (f —g)— = 0. Damit ist nach (i) f—g =0,
also f =g. O

Lemma 1.3.20. Sei f,g€ L'(K) mit f < g. Dann ist I(f) < I(g).

Beweis. Wegen I(f — g) = I(f) — I(g) reicht es, den Fall f < g = 0 zu betrachten.
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass K ein Quader ist: Nach Satz 1.3.14 gibt es
eine monotone wachsende Cauchyfolge ¢ € C2(K) mit f = [c]. O.B.d.A. ist ¢
schnell konvergent. Damit ist limg_ cx(z) = f(z) f.4. Aus f < 0 folgt, f1 = 0 und
damit (¢x)4(x) — 0 f.ii. Da ¢ stetig und monoton wachsend ist, folgt (cx)+ = 0, also
er(x) < 0. Also ist I(cr) < 0 und damit I(f) < 0.

Sei nun K = R™ und Q = [—a,a]|”. Dann gilt f|g < g|g und aus dem ersten Teil folgt
I(flg) < I(glg). Lasst man nun a — oo gehen, folgt die Aussage mit Lemma 1.2.4. [

Satz 1.3.21. Sind 2wei Elemente aus L*(K) nicht gleich, dann unterscheiden sich
Realisierungen dieser Elemente durch eine Menge, die nicht vernachldssigbar ist.

Beweis. Der Satz folgt direkt aus der folgenden Behauptung: Aus f(x) = 0 fast tiberall,
folgt f = 0 € LY(K): Wegen f < 0, folgt nach letztem Satz I(f) < 0. Analog folgt
I(f) = 0 und somit —|f[1 = I(f) = 0. Also ist f = 0. O

*Auch wenn eine Realisierung von f nicht integrierbar im Sinne von Analysis 2 ist.
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1.3 Lebesgue-Integral iiber Vervollstindigung

Daraus folgt direkt:

Folgerung 1.3.22. Sei f € L'(K). Dann gilt genau dann f = 0 (als Element in
LY(K)), wenn f(x) =0 f.ii.

Zu Beispiel 1.3.7(ii): Wir hatten dort schon gesehen, dass fiir G < R" offen und
beschrinkt yg € L'(R™) und I(xg) < volG ist. Es bleibt noch zu sehen, dass in
der letzten Ungleichung Gleichheit gilt: Gelte I(x¢g) < vol G. Dann gibt es ein fir G
erlaubtes ¢ mit I(x¢) < I(c). Nach Definition von ¢ ist dann (¢ — x¢g)(x) < 0 fiir alle
2 und nach Lemma 1.3.23 und 1.3.20 somit I(c — xg) < 0, was den Widerspruch gibt.

Es bleibt die Frage: Ist nichtnegativ in diesem Sinne gleich der ad-hoc Definition die
wir am Anfang auf den Realisierungen gegeben hétten? Ja:

Lemma 1.3.23. Sei f € LY(K). Sei f(x) = 0 f.4i. Dann ist f nichtnegativ.

Beweis. Nach Satz 1.3.151ist o_(f)(z) = ¢_(f(z)) = 0 f.ii. Alsoist ¢_(f) = 0 € L}(K)
und somit f = o (f). O
Beschrinken von L!-Elementen

Fiir a € Ry ist

—a fur s < —a
wa(s):i=< s fir —a<s<a
a fira<s

Lipschitz und wir kénnen obigen Kalkiil verwenden.

Definition 1.3.24. Sei f € L'(K). Wir nennen f beschrinkt, falls f = ¢, (f) fiir ein
a e R>0 gllt

Lemma 1.3.25.

(i) f € LY(K) ist genau dann beschrinkt, wenn es eine gleichmdipig beschrinkte*
L-Cauchyfolge ci, € CO(K) mit f = [ck] gibt.

(ii) f e LY(K) ist genau dann beschrinkt, wenn es eine Realisierung von f gibt, die
f-1. beschrinkt ist.

(i3) Ist f € LY(K) beschrinkt, dann gibt es ein kleinstes a € Rso mit f = @, (f). Wir
definieren dann | f|« als dieses a.

Wegen (ii) findet man in der Literatur statt dem Begriff 'beschriankt ’ fiir Elemente
in L}(K) auch den Begriff "wesentlich beschréinkt’, da eine Realisierung von f (und
damit nach Satz 1.3.11 jede Realisierung von f) f.i. beschrankt (Das heifit man konnte
es auch ’f.i. beschrankt’ nennen.).

|.| ist eine Norm auf den beschrinkten Elementen aus L'(K) und stimmt fiir L!-
Elemente mit einer Realisierung aus ¢ € C°(K) mit der Supremumsnorm sup,.x |c¢(z)|
iiberein. UA14

*GleichméaBig beschréankt heifit: Es gibt ein a € R, so dass |ci| < a fiir alle n € N.
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1 Integration

Beweis. (i) Sei |cx| < a fur alle n € N. Dann ist ¢,(cr) = ¢, Somit ist p.(f) =
[0a(ck)] = [cr] = f. Sei andererseits p,(f) = f fiir ein @ > 0 und sei f = [¢;]. Dann
ist [pa(ck)] = a(f) = f = [cx] und @4 (c) € CO(K) ist gleichmiBig beschrinkt.

(ii) Sei f € L'(K) beschrinkt. Dann folgt aus (i), dass f = [c;] fiir eine gleichmiBig
beschrinkte Cauchyfolge ¢, ist. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert diese f.ii.
punktweise gegen eine Realisierung, die damit f.ii. beschrankt sein muss.

Sei nun f € L'(K) mit einer Realisierung f(z), die f.ii. beschrinkt ist. Dann ist
f(z) = limg_q cx(x) f.1. fir eine schnell konvergente Cauchyfolge ¢x mit f = [cx]. Sei
|f(2)] < a . Wir betrachten o, (ck). Dann ist [¢aq(cr)] = @20(f) und o, (f)(x) =
v2q(f(x)) = f(z) fast iiberall. Nach Satz 1.3.21 ist somit @9, (f) = f und f damit
beschrankt.

(iii) Sei nun f € L'(K) beschriinkt. Sei a:=inf{b > 0 | p,(f) = f}. Wir miissen zeigen,
dass dieses Infimum angenommen wird.

Wir beschrinken uns auf K ein Quader. Der Fall K = R" folgt, dann direkt, da f auf
R™ genau dann beschrinkt ist, wenn f||_, 41 fiir alle a > 0 beschrénkt ist.

Wir beginnen mit f > 0. Sei b; eine Folge mit ¢, (f) = f und b; — a (existiert da f
beschrinkt ist.) Also ist f(x) < b; f.1. fiir alle 4. Nach Satz 1.3.14 existiert eine monoton
steigende Cauchyfolge ¢, € C2(K) mit f = [cx]. Dann ist auch (¢x); € C2(K) und eine
monoton steigende Cauchyfolge und [(cx)+] = f+ = f = [cr]. Damit ist |(cx)+ ()] < b;
f.ii. fir alle k und i. Da aber (¢ ) stetig ist, gilt diese Ungleichung tiberall. Da dies fiir
alle ¢ gilt, ist damit |(cg)+| < a fur alle k. Somit ist @q(f) = [pa((ck)+)] = [(ck)+] = f-

Ist nun f = fy + f_, machen wir das einzeln fiir f4 und erhalten dadurch a4 als
kleinste Zahlen mit fi = ¢, (f+). Das gesuchte a ist dann das Maximum von a; und
a_. O

Lemma 1.3.26. Fiir alle f € L*(K) gilt o(f) — f in L* fiir a — .

Beweis. Sei e > 0. Da f € L}(K) ist, gibt es ein c € C?(K) mit | f — c|1 < . Wegen
Satz 1.3.15. folgt | (f) — ¢alc)|1 < € fiir alle @ > 0. Da ¢ € C(K) automatisch
beschrénkt ist, gibt es ein b € R, so dass ¢, (c) = ¢ fir alle a > b gilt.

Somit gilt dann fiir alle a > b

lpa(f) = Fllv < lea(f) =l +lle = fll < 2¢
und die Behauptung folgt. O

Das letzte Lemma kann man manchmal, z.B. beim néchsten Satz, gewinnbringend
verwenden: Man zeigt eine Behauptung erst fiir beschrinkte Elemente (ist manchmal
leichter) und bildet dann fiir beliebiges f den Grenzwert fiir ¢, (f) fir a — co.

Satz 1.3.27. Seien f,g,h € L'(K) jeweils mit Realisierungen f(z), g(z), h(x). Sei
h beschrinkt. Dann ist h(z)f(z) eine Realisierung eines Elementes in L'(K). Dieses
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1.3 Lebesgue-Integral iiber Vervollstindigung

Element ist unabhdngig von den gewdhlten Realisierungen und wir bezeichnen es mit

hf. Auflerdem gilt

h(f+g)=hf+hg (1.2)

und

[ fll < Thlo| f1- (1.3)

Beweis. Sei zunéchst auch f beschrankt. Sei h = [¢x] und f = [di] mit ¢ und di
jeweils gleichméafig beschrankt. Dann ist auch cpdy gleichméfig beschrankt und eine
Cauchyfolge, da aus

ckdr — cmdm = (Ck - Cm)dk + Cm(dk - dm) (1~4)

lexdr = emdml1 < ldilslcr = emlly + lemlowldi = dmy

folgt. Wir definieren hf:=[crdy] € L'(K). Man kann direkt iiberpriifen, dass dieser
Limes nicht von der Wahl der Folgen ¢; und dj, abhéingt.

Um zu zeigen, dass h(x)f(z) eine Realisierung von hf ist, wihlen wir die Cauchyfolgen
¢k und dy, als schnell konvergent. Dann folgt aus (1.4), dass auch cgdj, schnell konvergent
ist und somit fast iberall gegen h(x)f(x) konvergiert.

Die weiteren Eigenschaften folgen fiir f, g beschrankt dann direkt aus Konstruktion.

Kommen wir nun zum allgemeinen Fall: Nur kA muss beschrinkt sein. Sei f € L'(K).
Dann folgt aus obigem das hp,(f) € L'(K). Wegen

Ihea(f) = hep(f)ll = [h(ea(f) = eo(F]1 < |hleollpalf) = ou ()l

und ¢, (f) — f in L' nach Lemma 1.3.26, folgt dass hip,(f) eine L'-Cauchyfolge ist
und somit eine Element in L'(K) definiert, welches wir hf nennen. Dann folgt (1.2)
und (1.3) im Limes aus den entsprechenden Aussagen ¢, (f) und ¢, (g). O

Betrag
Die Betragsfunktion x — |z| ist Lipschitz. Somit ist fiir f € L*(K) auch |f| € L}(K).
Da la] = 4 () + o (x) ist, folgt | = fs + .

Maximum/Minimum zweier L'-Funktionen
Sei
Omaz: R? > R, (a,b) — max {a,b}.

Man sieht mittels Fallunterscheidung direkt, dass ¢4, eine Lipschitzfunktion ist. Aus
Satz 1.3.16 folgt somit, dass fiir f,g € L'(K) auch max{f, ¢}:=@maz(f,g) € L*(K) ist
und

Pmaz(f,9)(x) = max{f(z),g(x)} fi.
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1 Integration

gilt. Rekursiv kann man so auch max{f1,..., fx} € LY(K) fiir f; € L'(K) definieren.
Die Definition des Minimum folgt analog.

Mit etwas mehr Arbeit werden wir auch nachher sehen, dass man unter Zusatzvoraus-
setzungen auch das Supremum /Infimum von abzihlbar vielen L!-Elementen definieren
kann.

1.3.6 Komplexwertige Funktionen

Die Definition fiir L' kann man auf komplexwertige Funktionen ausweiten:

LY(K,C):=CO(K,C) ",
wobei C?(K, C) nun die stetigen kompakt getragenen Funktionen von K nach C sind
und die L'-Norm genau wie fiir reelle Funktionen definiert ist. Dann gilt alles was
wir davor gemacht haben, sofern es prinzipiell Sinn ergibt. > 0 macht keinen Sinn auf
komplexen Zahlen, da wir da keine Ordnungsrelation haben.

Allgemein hat man aber den Lipschitzkalkiil ganz genau so wie in Satz 1.3.15 fiir
@: C — C Lipschitz. Der Beweis bleibt gleich. Damit hat man z.B. direkt:

Folgerung 1.3.28. Sei f € L'(K,C). Dann ist |f|,Re f,Im f € L'(K) =: L'(K,R).

Beweis. Anwenden des Lipschitzkalkiils auf die Lipschitzfunktionen z — |z|, z — Rez
bzw. z — Im z. O

g wie auf Seite 23 macht erst einmal auch nicht, da es iiber eine Ordnungsrelation
definiert war. Beschrinktheit kann man aber definieren, in dem man sagt: f € L(K,C)
ist beschrinkt, falls |f| € L'(K) beschréinkt ist. So kann man auch fiir beschrinkte
Elemente in L' (K, C) die Supremumsnorm als | f|«:=||f||. definieren.

1.4 Konvergenzsatze

Wihrend wir in Analysis 1 Integration und Grenzwerte von Funktionenfolgen i.A. nur
fiir gleichméBig konvergente Funktionenfolgen auf kompakten Intervallen vertauschen
koénnen, werden wir nun sehen, dass wir auf L' allgemeinere Sitze haben, die wesentlich
die Vollstindigkeit von L' nutzen. Inwieweit man unter Zusatzvoraussetzungen doch
dhnliche Sdtze fiir das Riemann-Integral hat werden wir in Abschnitt 1.5.1 sehen

Satz 1.4.1 (Monotonie Konvergenz in L'). Seien f, € LY(K) mit f, < foi1" fiir
alle n € N. Sei (I(f))n beschrinkt. Dann existiert ein f € L'(K) mit f, — f in L'.
Weiterhin gilt lim, o fr(x) = f(x) fii. und I(f,) — I(f) fir n — oo.

*Hier wieder das < fiir L'-Elemente. D.h. diese Relation gilt fiir die Realisierungen punktweise
nur f.i.
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Beweis. Wegen f,, < f,+1 folgt aus Lemma 1.3.18.iv, dass I(f,,) eine monoton wach-
sende Folge ist. Da sie auflerdem beschrankt ist, existiert ihr Limes. Also gilt fir
n=mz=ng

o = Fanlls "E I = Fn) = 1(fa) = I(fin) — 0
fiir ng — oo. Somit ist f, eine L!'-Cauchyfolge und konvergiert damit gegen ein
fe LY K). O
Durch Ubergang auf — f,, gilt die analoge Aussage auch fiir monoton fallende Folgen.

Als erste Anwendung werden wir unter gewissen Zusatzvoraussetzungen mittels dieses
Konvergenzsatzes das Supremum einer Folge von L'-Funktionen definieren.

Lemma 1.4.2. Sei g, € L}(K), g € LY(K) mit |gn(x)| < g(z) fi. fir alle n. Dann
gibt es sup,,cy gn € LY(K), so dass

sup gn () = (sup gn)(x) [

neN neN
Beweis. Sei h,:=max{g1,...,gn}. Dann ist h, € L(K), h,, < hy;1 < g und somit ist
(I(hyn))n beschréankt. Aus dem Lemma der monotonen Konvergenz folgt somit, dass h,,
gegen ein h € L'(K) konvergiert, fiir das sup,, g,(z) = lim, . h,(z) = h(z) f.i. gilt.
Dieses I ist also das gesuchte sup,,cy gn- O

Eine Verallgemeinerung des Satzes der monotonen Konvergenz ist

Satz 1.4.3 (Lemma von Fatou). Sei f € L*(K), fi = 0. Dann ist liminfy_o I(fx) =
o oder liminfy, o fr € LY (K) mit

I(lim inf f) < liminf I(f).
k—o0 k—00

Beweis. UA16 O

Satz 1.4.4 (Satz von Lebesgue, Majorisierte Konvergenz). Sei f,,g € L*(K). Die
Folge f,(x) konvergiere punktweise f.i. und es sei |f,| < g. Dann konvergiert f, in

LY (K) gegen ein f und f(x) = lim, o fn(z) f.i.

Beweis. Nach Lemma 1.4.2 ist f%":=sup,,, fr € L'(K). Es gilt fRox > frmar > —g.
Nach Satz 1.4.1 konvergiert £ in L' gegen ein f™%% und lim,, o, ™% (x) = fm%(x)
fai. Da f,(z) f.. konvergiert, gilt

Tim fu(@) = lim f79 () = () L
Analog kénnen wir " = inf;~,, fx € L*(K) definieren und erhalten fm — fmin in
L' und

lim f,(z) = lim f™"(z) = f™"(z) f.ii

n—o0 n—o0
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Somit gilt f™"(x) = fme*(z) f.ii. Damit ist f™" = f™%@ =: f in L'(K) nach
Satz 1.3.21.

Wegen 7" < f, < fm® folgt, (f7" — )+ < (fu — e < (f7°" — f)+ und damit

I((f™ = £e) < I((fa = )z) < (77 = £)x)- Also I((fn — f)1) — 0 und somit
muss fp, in L' auch gegen f™ konvergieren. O

Mit Hilfe der Konvergenzsiitze kénnen wir ein Kriterium, wann eine Folge ¢;, € C%(K)
ein Element in L!(K), ohne dass wir direkt iiberpriifen miissen, dass es sich um eine
L'-Cauchyfolge handelt.

Satz 1.4.5 (Integrabilititskriterium). Sei f: K — R, so dass es eine Folge ¢;, € C%(K)
mit ci(x) — f(x) fi.* und ein g € LY(K) mit |f(z)] < g(x) fii. gibt. Dann ist
feL\(K).

Beweis. Sei fi:=max{min{2g, cx}, —2g} wie auf Seite 25 definiert. Dann ist f;, € L!(K).

Damit ist |fx| < 2g. AuBlerdem konvergiert f noch immer f.i. punktweise gegen f, da
|f| < g ist. Aus dem Satz von Lebesgue folgt nun f € L!(K). O

Folgerung 1.4.6. Sei f: K — R, so dass es eine Folge c;, € CO(K) mit c(x) — f(x)
fii. gibt. Sei |cx| < «. Sei g€ LY(K). Dann ist fg e L*(K) mit

‘J gfdvol
K

Insbesondere folgt, ist f € L*(K) und beschrinkt, dann gilt

U gfdvol
K

Beweis. Sei g = [d] mit dx(x) — f(x) fii. Dann ist cxdr € CO(K), crpdip(x) —
f(x)g(z) fi. und |fg| < ag. Nach dem Integrabilititskriterium ist somit fg e L!(K)
und I(cpdy) — I(fg). Wegen Monotonie des Integrals ist | {,. cxdrdvol| < af/di|; und
es folgt die gesuchte Ungleichung durch Limesbildung. O

< afglh.

< [ flolgll-

Eine weitere kleine Anwendung der Konvergenzséatze:

Beispiel 1.4.7. Sei f: [a,b] — R differenzierbar und sei f’ beschrankt. Dann ist f’
Lebesgue-integrierbar’ mit

J f(@)dz = £(b) — f(a).

Sei gy (z):=n (f(z + 1) — f(z)). Dann ist g,, € C°([a,b]), da [ stetig ist. AuBerdem
gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &, , € [, 8] mit |g,] <

*Die Bedingung, der Approximation durch die cg-Folge, ist in dem Ansatz der erst Mafitheorie
macht, durch die Forderung der Messbarkeit von f ersetzt — dazu mehr spéter.
T #/ muss nicht Riemann-integrierbar sein, vgl. [6, S.80 ff].
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1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

|f'(én.z)|- Da f’ beschrankt ist, ist somit g,, gleichméBig beschrénkt. Wegen g, () —
f'(z) fiir alle x folgt mit dem Integrabilititskriterium, dass f’ € L'([cr, B]) mit I(f') =
lim,, o I(gn) ist.

Sei nun F(z):=§" f(t)dt. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
folgt F’' = f und damit

fb gu(@)dz —n fb <f(a: + %) - f(:c)> do

a a

1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

Treppenfunktionen auf [a, b], vgl. [2, Def. 4.5.1], sind Realisierungen von Elementen in
L'([a,b]), und es ist I(f) gleich dem Riemann-Integral SZ f(z)dz, UAG.

Satz 1.5.1. Sei f: [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar,
wenn [ fast iberall stetig ist. Ist f Riemann-integrierbar, dann ist f auch Lebesgue-
integrierbar und beide Integrale stimmen dberein.

Beweis. Zuerst sei f Riemann-integrierbar. Wir zeigen, dass f in L' ist und I(f) mit
dem Riemann-Integral aus [2, Abschnitt 4.5.6] iibereinstimmdt:

Da f Riemann-integrierbar ist, gibt es nach dem Riemannschen Integrationskriteri-
um [2, Satz 4.5.40] fir alle k € N eine Zerlegung Zj, so dass fiir die zugehorigen
Treppenfunktionen gy zur Untersumme bzw. hy, zur Obersumme gilt: I(hy) —1(gx) < e.

Da alles Treppenfunktionen sind, sind gz, hy in L'([0, 1]). Nach Wahl der Zerlegungen
Zy gilt: gr < gk+1 < hy und Ay = hg1 = ¢1. Da f Riemann-integrierbar ist, folgt
limp_ o0 S; gr(z)dx = Sé f(x)dr = limg_ o Sé hi(z)dz. Da g, hy Treppenfunktionen
sind, sind ihre Riemann-Integrale gleich ihrem Lebesgue-Integral. g ist also eine
monoton steigende Folge in L'(K) mit (I(gx))s beschrinkt. Also konvergiert g; nach
dem Satz zur monotonen Konvergenz in L! gegen ein g mit I(g) = limsup,_,., I(gz)-
Analog konvergiert hy in L' gegen ein h mit I(h) = limsupy_,., I (hx). Wegen gi, < hy
ist auch g < h. Mit dem Integrationskriterium von oben folgt I(g) = I(h). Wegen
h —g = 0 ist somit |h —g|; = I(h — g) = 0 und damit g = h in L!(K). Da jedoch
g(z) < f(z) < h(z) f.i. gilt, folgt f e LY(K).

O.B.d.A. sei [a,b] = [0,1]. Sei nun Z; = {j27% | 0 < j < 2¥,j € N}. Dann ist
Zy, © Zg41. Seien g bzw. hi die zugehorigen Treppenfunktionen wie oben. Da gy
bzw. hj monoton sind und f beschrénkt ist, ist I(gx) < (b — a)sup,ep,p) f und
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1 Integration

I(hy) = (b—a)infe[q,) f und damit folgt, dass es Funktionen g, h mit gi(x) — g(z)
und hy(x) — h(z) fiir alle z und g, h € L1(]0,1]).

Sei R:=uy Zk und C' die Menge der Punkte, in denen f stetig ist. Wir werden zunéchst
zeigen:

{w [ g(x) = h@)} n ([0, 1\R) = C = {z | g(x) = h(x)}. (1.5)

Fiir die erste Inklusion sei e > 0 und 2 € [0, 1]\R mit g(x¢) = h(z). Dann gibt es k € N
mit hy(z0) — gr(20) < € und ein j € {0,...,2% — 1} mit zg € I; p:=(j27%, (j + 1)27F)
(xo liegt also im Inneren eines Intervalls der Zerlegung Z.). Fiir alle = € I; ;, gilt damit

|f(x) = f(zo)| < sup f(y) — inf f(y) = hx(xo) — gr(w0) <¢

yel; i yelj k
und somit ist f in zq stetig, was die erste Inklusion beweist.

Fir die zweite Inklusion sei zg € C, also f in xg stetig. Dann gibt es fiir alle ¢ > 0
ein § > 0 mit |f(x) — f(xo)| < § fiir alle x € [0,1] mit |z — zo| < J. Sei kp € N, so
dass 27% < §. Dann gibt es fiir alle k > ko ein j € {0,...,2" — 1} mit 29 € I;, <
[zo — &, o + d]. Daraus folgt

0 < h(zo) — gr(zo) = sup (f(z) — f(zo)) — inf (f(x) — f(zo)) <e¢
z€l z€lj k
Damit folgt h(zo) — g(zo) = limg_oo (hi(zo) — gr(zo)) = 0, also auch die zweite
Inklusion.

Sei nun f Riemann-integrierbar. Dann folgt aus dem ersten Teil dieses Beweises, dass
g = h als L'-Elemente und damit ihre Realisierung f.ii. iibereinstimmen. Damit muss
wegen (1.5) f f.il. stetig sein.

Sei nun f f.ii. stetig. Dann ist wegen (1.5) g(x) = h(z) f.4. (da R als Teilmenge von Q
selbst vernachlissigbar ist). Damit muss nach Satz 1.3.21 g = h als L'-Elemente sein.

Also muss Sé (gr — hi)dvol — 0 fir k — oo und damit ist f Riemann-integrierbar. O
Beispiel 1.5.2.

(i) Die Dirichletfunktion ist in jedem Punkt unstetig und somit folgt auch mit letztem
Satz, dass sie nicht Riemann-integrierbar ist.

(ii) Die Thomaesche Funktion aus [2, Bsp. 4.1.42.iii] ist iiberall stetig auBler auf
Q N [0,1] und damit Riemann- und Lebesgue-integrierbar. Da die Funktion fast
iiberall Null ist, ist ihr Integral gleich Null.

(iii) Wir machen eine #hnliche Konstruktion wie bei der Cantormenge, aber die
entstehende Menge wird dieses Mal nicht vernachlassigbar sein:

My = [0,1], My = Mo\(2,3), My = M1\ ((,3) v (35, 1)) . . Allgemein ent-

1
steht M, ;1 aus M,, indem in jedem Teilintervall von M, das 'mittlere Intervall’
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1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

der Linge 2771 entfernt wird. Damit ist vol M, ;1 = (1 — 27" 1)vol M,, =

H?:o(l —2777h).

Sei M = n%°_ M, — das ist die Smith-Volterra-Cantor Menge. Dann ist vol M =
]_[;OZO(I—Q_j 1) > 0 (Begriindung unten). Es ist xaz, — X punktweise monoton
fallend, x s, € L*([0,1]) (da Treppenfunktion) mit ||xaz, || = vol M,,. Damit folgt
mit dem Satz zur monotonen Konvergenz: xa € L' ([0, 1]) mit [xas]1 = vol M.

Die Behauptung ist nun, dass xs keine Riemann-integrierbare Realisierung hat:
Wenn wir wiissten, dass (Begriindung unten) in jedem Teilintervall J c [0, 1] die
Menge {xa(z) = 0} n J nicht vernachléssigbar ist, dann stimmt diese Aussage
auch noch fiir jede andere Realisierung f von x ;. Damit muss die Untersumme
von f einer beliebigen Zerlegung von [0, 1] gleich Null sein. Wenn f Riemann-
integrierbar wére, folgt daraus, dass das Riemann-Integral gleich Null wére.
andererseits miisste das Riemann-Integral aber gleich dem Lebesgue-Integral, also
vol M > 0 sein, was den Widerspruch gibt.

Es bleibt also noch die zwei fehlenden Begriindungen zu geben:

H;Ozo(l —27771) > 0: Dazu werden wir zeigen, dass Z;O:O —In(1 —27771) kon-
vergiert, dann folgt die Behauptung durch Anwenden der Exponentialfunktion.
Fiir z € (0,1) gilt nach Taylor —In(1 — z) = z + &2 fiir ein & € (0,z). Al-
so ist —In(1 —27771) < 27971 4+ 27%7% und damit 3,7, —In(1 —27971) <

Lo 27278 = 2 4 L < o0

ST

Sei J < [0, 1] ein Teilintervall. Die Menge M, ist eine disjunkte Vereinigung von
2™-Intervallen gleicher Lénge. Damit geht diese Lénge mit n — oo gegen Null. Da
M, +1 < M, ist, gibt es also ein n ab dem es fiir jedes M,, und damit auch fiir M
ein Teilintervall U < J gilt: xa, |v = xam|v = 0. Dieses U ist also insbesondere
nicht vernachléssigbar.

Fiir die urspriingliche Cantormenge ist das anders, da diese vernachléssigbar ist.
D.h. Xcantor € L' mit Norm Null. Damit hat Ycantor die Nullfunktion als eine
Riemann-integrierbare Realisierung.

Ein Teil des letzten Satzes hat eine Entsprechung fiir den Integralbegriff aus Analysis

Satz 1.5.3. Sei Q c R™ ein Quader und f: Q@ — R eine Funktion. Ist f integrierbar
(im Sinne von Analysis 2), dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und beide Integrale
stimmen dberein.

Beweis. Fir f = xg mit G < @ offen, ist dies die Sonderiibungsaufgabe und allgemeines
f geht dann analog. O

In hoheren Dimensionen kann man jedoch Integrierbarkeit (wie in Analysis 2) nicht so
schon charakterisieren wie fiir das Riemann-Integral.
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Kommen wir nun noch zu uneigentlich Riemann-integrierbaren Funktionen und der
Frage, ob diese Lebesgue-integrierbar sind:

Satz 1.5.4. Sei I < R ein (nicht unbedingt beschrinktes) Intervall und sei f: I — R
auf jedem kompakten Teilintervall von I Riemann-integrierbar. Dann ist f € L*(I)*
genau dann, wenn |f| auf I uneigentlich Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall ist
das Lebesgque-Integral von f gleich seinem uneigentlichen Riemann-Integral.

Der letzte Satz impliziert impliziert insbesondere, dass, fiir f > 0, ein solches f wie
im letzten Satz genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar ist, wenn es Lebesgue
integrierbar ist.

Beweis. Sei I = (a,b) mit —o0 < a < b < o und a,, b, Folgen mit a < a, <
b, < b, ap \y a und b, " b. Dann ist nach letztem Satz das Riemann-Integral von
|f]: [an, bn] — R gleich dem Lebesgue-Integral. Wir kénnen den Satz iiber monotone
Konvergenz auf die Folge f,,:=|f|x[a, +,] anwenden, da diese monoton, in L'(R) und
I(f,) kleiner gleich dem uneigentlichen Riemann-Integral von |f|: I — R ist und damit
in n beschrankt ist. Damit erhalten wir, dass |f|x; Lebesgue-integrierbar ist und wegen

n—aoo0

lim J |f|X[amb"]dvol = f | f|dvol
I I

ist das Lebesgue-Integral von |f| gleich seinem uneigentlichen Riemann-Integral. Die
Aussage zu f folgt nun, da dies alles auch fir fi einzeln gilt. O

Beispiel 1.5.5.

(i) f:(0,00) > R, 2 — 22 st uneigentlich Riemann-integrierbar, aber |f| nicht
(UA1). Damit ist f nicht in L((0,0)).

(i) Fiir 2 > 0 ist f,: t € [0,00) > e~**~! uneigentlich Riemann-integrierbar, da fiir
x € [a, f] < (0,00)
U 0<t<1
< <
0<£:0) < {M(ﬁ)e—f/2 t>1

gilt’ und die rechte Seite integrierbar ist, vgl. Majorantenkriterium fiir uneigentli-
che Integrale [2, Satz 4.5.32]. Nach letztem Satz ist f, damit Lebesgue-integrierbar.
Das Integral gibt die Gammafunktion:

0
F(x):zf e~ at.
0

Erste Eigenschaften: I'(z 4+ 1) = aT'(z) (partielle Integration) und damit folgt aus
I(1) = § e tdt = 1 mit Induktion I'(n + 1) = n! fiir alle n e N.

Die Gamma-Funktion kommt in verschiedensten Kontexten héufig vor, z.B.

*Strenggenommen haben wir z.B. L((a, b)) noch nicht definiert. Dazu kommen wir allgemeiner
noch spiter. Aber f € L'((a,b)) soll einfach bedeuten, dass die Fortsetzung durch Null in L*(R) ist.
tDas M () ist eine obere Schranke an die Funktion t3~1e=*/2 fiir ¢ > 1.
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1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

e Das Volumen von B, (0) < R™ ist gleich %, UA20.
2

e Die Funktionen f, (mal geeigneter Konstante, s.u.) bzw. Skalierungen* dieser
werden in der Statistik in der Gamma-Verteilung verwenden. Die Gamma-
Verteilung ist eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung — d.h. das
Integral dieser Verteilung iiber einem Intervall [a,b] gibt die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, dass eine Zufallsgrofle, die sich geméafl dieser Verteilung
verhélt, Werte im Bereich [a, ] annimmt. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit
fiir irgendeinen Wert immer 1 also 100% ist, kommt die Gamma-Funktion
in der Konstante zu dieser Verteilung vor. Die Verteilung wird z.B. in der
Warteschlangentheorie, um die Bedienzeiten oder Reparaturzeiten zu be-
schreiben und in der Versicherungsmathematik zur Modellierung kleinerer
bis mittlerer Schiaden verwendet.

e In bestimmten Modellen der statistischen Mechanik.

e In vielen Asymptotiken oder Darstellung von speziellen Funktionen, z.B. ist

Jy(x) = Z;O:O % (%)2j+y. Die J, sind die Besselfunktionen, das ist

eine Losung von y” + %’ + sz;g’}y =0firveR,v=0,][3 Bsp. 3.7.4].

1.5.1 Konvergenzsitze fiir Riemann-Integrale?

Eine Rechtfertigung dafiir, dass wir das Riemann-Integral von Analysis 1 bzw. das
Mehrfachintegral von Analysis 2 noch verallgemeinern wollen, ist immer, dass sich dafiir
Integrale von Funktionenfolgen nicht so gut verhalten. Da L' jedoch extra vollstindig
gebaut wurde, haben wir dort die Konvergenzsitze des letzten Abschnittes.

In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz der Frage widmen, ob man in den Konvergenz-
sitzen des letzten Abschnittes nicht doch immer einfach L! durch Riemann-integrierbar
oder integrierbar im Sinne von Analysis 2 ersetzen konnten?

Schauen wir uns dazu den Satz zur monotonen Konvergenz an: Wir wiirden dort
gerne mit einer monotonen Folge Riemann-integrierbarer Funktionen fj: [a,b] — R
starten und noch fordern, dass (I(fx))x beschriankt ist. Das Problem ist nun, dass der
punktweise Limes von f,, selbst wenn er in allen Punkten existiert, nicht Riemann-
integrierbar sein muss. Beispiel: Sei 7, eine Abzdhlung der rationalen Zahlen in [0, 1].
Sei fr: [0,1] — R definiert als

Fulw) = {1 T €{ro, "1, Tk}

0 sonst

Dann ist jedes fi stetig bis auf in endlich vielen Punkten und damit Riemann-
integrierbar. Der punktweise Limes ist aber die Dirichletfunktion und die ist nicht
Riemann-integrierbar.

*D.h. t — bt.
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Wenn man aber im obigen Szenario zusétzlich fordert, dass der punktweise Limes
Riemann-integrierbar ist, dass folgt auch, dass die Integrale konvergieren. Das ist dann
aber nur ein Spezialfall vom Satz zur monotonen Konvergenz 1.4.1, da nach Satz 1.5.1
aus Riemann-Integrierbarkeit Lebesgue-integrierbar folgt.

Satz 1.5.6 (Beschrinktes Konvergenztheorem von Arzeld). Seien fi, f: [a,b] —> R
Riemann-integrierbar. Konvergiere fi(x) f.4d. zu f(x) und sei (fx)r gleichmdf$ig be-

schrinkt. Dann gilt
b

b
kh_)ngo ) fr(x)dz = Ja f(z)dz.

Diesen Satz kann man elementar, also ohne Lebesgue-Integrale beweisen. Das ist eher
aufwindig aber machbar. Wir kénnen diesen Satz hier aber als Spezialfall des Satzes
zur majorisierten Konvergenz verstehen:

Beweis. Nach Satz 1.5.1 ist fx, f € L'([a,b]). Da fi gleichméBig beschriinkt ist, gibt es
ein M > 0 mit |fx| < M. Die konstante Funktion mit Wert M ist auch ein Element in
L'([a,b]). Dann folgt mit dem Satz zur majorisierten Konvergenz 1.4.4, dass fx — f
in L' und damit auch I(fx) — I(f) gilt. O

1.6 Parameterintegrale

In [3, Abschnitt 2] haben wir schon Parameterintegrale in einer Variablen fur stetige
Funktionen betrachtet. Es gibt auch eine Version von [3, Satz 2.1.1] fiir Mehrfachinte-
grale iiber stetige Funktionen:

Satz 1.6.1 (Stetigkeit von Parameterintegralen fiir Mehrfachintegrale iiber stetige
Funktionen). Sei @ < R™ ein Quader. Sei U < R™ offen und f: U x Q@ — R stetig.
Dann ist

o:U—->R, =z HJ f(z,y)dvol,
Q
stetig.

Der Beweis ist exakt genau wie in [3, Satz 2.1.1]. Dort hatten wir uns nur deshalb auf
den Fall n = 1 beschrankt, da wir Mehrfachintegrale erst danach eingefiihrt haben.

Fiir L' erhalten wir nun einen allgemeineren Satz:

Satz 1.6.2 (Stetigkeit von Parameterintegralen fiir L'). Sei (A,d) ein metrischer
Raum und sei f: K x A — R. Es gelte

(i) f(.,\) e LY(K) fiir alle \e A
(ii) f(x,.) € CO(A,R) fiir fast alle v € K

(iii) Es gibt ein g € L*(K) mit |f(.,\)| < g fiir alle X € A.
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1.6 Parameterintegrale
Dann ist
F:A->R, A= I(f(,N)
wohldefiniert und stetig.

Beweis. Wohldefiniert folgt direkt aus (i). Fiir die Stetigkeit iiberpriifen wir die
Folgenstetigkeit. Dazu sei Ay, — A in A und fr,:=f(., Am). Wegen (ii) konvergiert
fm(x) — f(x,A) f.4. Mit dem Satz von Lebesgue 1.4.4 folgt

lim F(\) = lm I(f) = I(f(. ) = F(3). O

m—00
Auch fiir die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen gibt es eine L'-Version:

Satz 1.6.3 (Differenzierbarkeit von Parameterintegralen). Sei U c R™ offen und sei
f: K xU — R. Es gelte

(i) f(,y) e LN(K) fir alleye U
(ii) f(x,.) e CHU)* fiir fast alle x € K
(iii) Es gibt ein g € L*(K) mit 10y, f(.,y)| < g fiir alleye U und 1 < j < m.

Dann ist
F:U—-R, y—I(f(,y))

stetig differenzierbar mit
Oy, F(y) = 1(0y, f(.,y))  fiir alley e U,1 < j < m.

Beweis. Sei y € U und 1 < j < m. Sei hy € R eine Nullfolge und fiir z € K und k € N
sei

num:ixﬂay+hw»—f@w».

Es gilt fr € L'(K) wegen (i). Verwenden wir nun den Mittelwertsatz [2, Satz 4.2.13]
auf die j.te Koordinate von y, erhalten wir

| fu@)] < sup @y, f(z, V)| < g(2)  Li
AeU

Auflerdem ist fi(v) — 0, f(x,y) fiir kK — co. Damit folgt nach dem Satz von Lebes-
gue 1.4.4.

lim = (F(y + hies) — F(y) = Jim 1(fi) = 16y, /(-3).

k—o0 Ny

Damit ist /' partiell differenzierbar mit d,, F'(y) = I(0,, f(.,y)). Mit Satz 1.6.2 folgt,
dass diese partiellen Ableitungen stetig sind. O

*C1(U) war die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen h: U — R.
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-5 o 5 10 15 20

Abbildung 1.3: g(t) = X(0,1) in orange. Dann ist SOO sin(xt)g S

l—cosz
x

(in blau) in L' und sogar stetig (hier sogar glatt)

Diese Satze kénnen wir also insbesondere auch direkt fir K = R™ anwenden. In Ana2
mussten wir den Fall von uneigentlichen Parameterintegralen noch extra betrachten
und hatten im Gegensatz zum Integral {iber einem kompakten Intervall Zusatzvoraus-
setzungen zur gleichméfigen Konvergenz bzgl. der Parameter, vgl. [3, Satz 2.1.3].

Beispiel 1.6.4. Die Gammafunktion, Beispiel 1.5.5, ist unendlich oft differenzierbar:

f(t,z) = e '*~1 ist fiir alle ¢ in x unendlich oft differenzierbar mit 0% f(t,z) =
(Int)*e~tt*=1. Es ist fiir alle z € (a, B):

o1 |Int|* 2=t 0<t<1
ofete < = { o0 0T

Die rechte Seite ist integrierbar (muss man nachrechnen*). Also ist nach Satz 1.6.3
(iterativ angewendet) die Gammafunktion auf x € (o, 8) und damit auf ganz R unendlich
oft differenzierbar.

Beispiel 1.6.5. Sei g € L*(R). Sei f(t,z):=sin(zt)g(t). Dann ist f(.,z) € L'(R)
fiir alle z nach Folgerung 1.4.6 und f(t,.) € C°(R) fiir alle t € R. Weiterhin ist
|f(t,z)] < |g(t)| fur alle z. Damit folgt noch Satz 1.6.2 das

x — f sin(at)g(t)dt

stetig ist, s. Beispiel in Abbildung 1.3
Analog folgt z > §”_ cos(xt)g(t)dt ist stetig und fiir g € L'(R,C) ist

o .
x f etg(t)dt
—o0

stetig in x. Dies wird spéter (bis auf eine Konstante) die Fouriertransformation werden.

Iy HiopA

*Fiir a > 0 ist §o (Int)*¢*1dt = Leo(Int)*|§ — £ {5 te=(Int)k—1dt — k{1 (Int)k—Lat.
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1.7 Satz von Fubini und Transformationssatz

Wir wollen nun noch einige Satze aus Analysis 2 auf L'-Elemente iibertragen:
Satz 1.7.1 (Fubini in L'). Sei f € L'(R"™ x R™). Dann gilt
(i) f(z,.) € LXR™) fiir fast alle v € R™ und f(.,y) € LY(R") fiir fast alle y € R™

(i) Es ist v — I(f(x,.)) =: {5 f(z,y)dvoly eine Realisierung eines Elementes in
LY(R™) und analog y — I(f(.,y)) eines in L*(R™) und es gilt.

J fdvol = J ( f(x,y)dvolw> dvol, = J ( f(x,y)dvoly> dvol,.
Rn+m m Rn n Rm™

Was ist nochmal genau mit ’f(z,.) € L'(R™) fiir fast alle z € R™ gemeint? Damit
meinen wir, dass es fiir fast alle z ein Element in L'(R™) gibt, so dass y — f(z,y)
eine Realisierung dieses Elementes ist.

Beweis. Wir betrachten den Fall f > 0 — der Rest folgt mit der Zerlegung f = f. + f_.
Seien K7 < R™ und K3 < R™ Quader. Wir zeigen den Satz zunéchst fiir f = fxr, xx,:
Nach Satz 1.3.14 gibt es eine monoton wachsende Folge f; € C°(K; x K>), die in L'
gegen [ konvergiert und welche wir aulerhalb von K7 x Ko durch Null fortsetzen. Da
f = 0ist, kann durch Ubergang zu = — max{0, f;} auch f; > 0 gewihlt werden. Dann
ist fn(z,.) € C°(K; x K3) ebenfalls monoton wachsend.

Fiir alle € R™, fiir die (I(f;(z,.))); beschrénkt ist, konvergiert nach Satz 1.4.1 f;(z,.)
in L' und punktweise gegen f(z,.).

Damit fehlt fur (i) noch, dass (I(f;(z,.))); fir fast alle « beschrankt ist: Sei

Do:={z e R" | sup I(f;(z,.)) > a}.

Die Mengen D, ,:={x € R™ | I(f;(x,.)) > a} ist offen, da  — I(f;(x,.)) nach Satz 1.6.1
(angewendet auf einen Quader @ mit supp f; < Q) stetig ist. Damit ist D, = U;D; 4
wieder offen.

Jedes f; hat Support in K; x Ky — also in einem Quader. Damit kénnen wir fir f;
Fubini fiir stetige Funktionen auf Quadern [3, Satz 2.4.5] anwenden. Dann ist

£;20

fj(x,y)dvoly> dvol, > f a = avol D,
R™ D,

i1 - [

und somit muss vol D, — 0 fiir a — oo sein. Also ist sup,, I(f;(z,.)) < oo fiir fast alle
r e R™
Die analoge Aussage fiir y folgt genauso.

(ii) Die Abbildung g;: z — I(f;(x,.)) ist fir alle j stetig auf K; und Null sonst,
und (g;); ist monoton wachsend, da f; es ist. Aulerdem ist nach Fubini I(g;) =
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1 Integration

Sgnim fidvol = I(f;). Da I(f;) — I(f) geht, ist somit I(g;) in j beschréinkt. Nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz folgt somit, dass lim;_,o g; € L'(R") ist und

(1im g;)(2) = Tim (g;(2)) = lim I(f;(z,.)) = I(f(z,) L
j—00 j—o0 j—0o0

Analoge Aussage erhalten wir fiir y. Insbesondere folgt mit Fubini fiir die f; so nun

aus mit

fﬂ ( o f(x,y)dvoly) dvol, < I(g;) = I(f;) — I(f)
fiir j — oo der Fubini fiir f.

Es bleibt der Fall, wo f keinen Représentanten mit Tréger in einem Quader besitzt: Dann
folgt die Aussage, indem man eine Uberdeckung von R™ durch Quader (Q;)sen nimmt,
deren Innere paarweise disjunkt und paarweise hochstens Seitenflichen gemeinsam
haben. Sei nun f; auf dem Inneren von Q); gegeben durch die Approximation von fxq,
von oben. Dann folgt der Rest analog. O

Wir kommen nun noch zum Transformationssatz. Dazu sei fithren wir noch eine Notation
ein: Fiir V < R" offen und f € L*(R") ist fxv € L'(R") nach Folgerung 1.4.6. Wir
setzen:

J fdvol:= fxvdvol
1% R

Weiterhin sagen wir f: V — R ist (eine Realisierung eines Elementes) in L'(R") (V
noch immer offen), wenn fyy € L'(R") ist.

Satz 1.7.2 (Transformationssatz fiir L'). Seien U,V < R" offen und p: U — V ein
C'-Diffeomorphismus. Sei f € L*(R™). Dann ist

f f(y)dvol, = f F(o()] det Dep(a)|dvol,
Vv U

Beweis. Folgt aus der stetigen Version aus Analysis 2 [3, 2.4.13]: Sei f € L'(R")

Sei f = [ck]. Weiterhin gibt es nach Beispiel 1.3.7.ii eine Folge dy € C?(R™) mit
supp d, =V, 0 < dj, <1 und dj, — xv in L! fiir k — oo. Dann ist fxy = [crpdi] und
wir konnen den Transformationssatz fiir stetige Funktionen [3, 2.4.13] auf jeden Quader
@ < R™ mit Q < V anwenden. Da supp di. < V, V offen und supp d;, offen ist, ist
dist(supp di, R"\V) > 0 und damit gibt es fiir £ = £(k) groB genug eine Uberdeckung
von supp dx mit Teilquadern der Seitenldnge %, die alle in V liegen, vgl. Abbildung 1.4.
Summieren wir den Transformationssatz fiir alle diese Teilquader auf, erhalten wir so:

J (crdy)(y)dvol = J ((cgdr) o @) (x) | det Dp(x)|dvol,
1% U

und
f (exdi) () |dvol = f (cxds) 0 ¢)(@)] | det Dip(z)|dvol,
1% U
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1.8 Lebesgue-Ridume

1%

supp dy

Abbildung 1.4: Da der Abstand dist(supp di, R"\V') > 0 ist, gibt es eine Zerlegung von
R™ in disjunkte, kongruente Teilquader, die klein genug sein, so dass
eine Teilmenge von denen (im Bild, die innerhalb der blauen Kurve)
supp dy, iiberdeckt und vollstandig in V liegt.

insbesondere ist |(cxdy) o ¢| | det Dyo|xr € LY (R™). Mit k — oo folgt die Behauptung,
da cxgdy in L' gegen fyv konvergiert und damit auch ((crdy) o ¢)|det Dy| in L
konvergiert (Der Grenzwert hat f o p|det Dyp(x)|xyu als Realisierung, da es f.i. der
punktweise Limes sein muss). O

Beispiel 1.7.3. Wir kénnen Fubini und den Trzansformationssatz verwenden um noch
einmal (auf anderem Wege als in UA18) §g €™ dx zu berechnen:

2
<J e~ d:c) =J e dz - J eV’ dy Fubini J e~ @+ qyol
R R R

R2
—(22+y?) Polarkoord. i 2 —r2 |0
= e dvol = e " rdrdp =me”" |y = .
R?2 o Jo

1.8 Lebesgue-Raume

Fiir ¢ € CY(K) definieren wir fiir p € [1, 0)

lelyi= ( f |c|pdvol) ’
K

[clloo:=sup [ f(c)|-
K

Fiir p =00 und ¢: K — R sei

Dieses ||. | ist fiir Elemente ¢ € CO(K) « L*(K) genau dem Wert aus Lemma 1.3.25.iii.

Wir werden bald sehen, dass das eine Norm sein wird. Man kann die gleiche Definition
auch fiir p € (0,1) verwenden, allerdings wird es dann keine Norm mehr sein, da dann
die Dreiecksungleichung nicht mehr gelten wird — UA24.
Fiir p € [1, 00] definieren wir den konjugierten Ezponenten p' € [1, 0] durch
1 1
-+ =1 fiirpe(1,0)
p P

und (1)":=00 und (00)":=1.
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1 Integration

Lemma 1.8.1 (Hélder und Minkowski fiir C?). Seien f,g € CY(K). Sei p € [1,0]
und p’ der konjugierte Exponent.

()

U fgdvol| < f [fgldvol < | flplgly (Hélder-Ungleichung)
K K

(i)
Hf + ng < Hf“p + HQHP (Minkowski- Ungleichung)

Beweis. (i) Die erste Ungleichung und fiir p € {1, 0} auch die zweite Ungleichung
folgen aus [3, Satz 2.4.4]. Sei nun p € (1,0). Fir f oder g gleich 0 sind beide Seiten
gleich Null.

Es bleibt also der Fall, dass sowohl f als auch g nicht konstant Null sind. Dann ist
[flp > 0und |g|, > 0. Nach [2, Folg. 4.4.4] gilt fiir a,b > 0 die Young-Ungleichung

a?  a?
ab< — + —
p p

Wir setzen a = ‘{}T‘C)l und b = ‘\fg(um)l und dann liefert Integration iiber z und die
P p’
Monotonie des Integrals
1 1
ol 1,1,
Iflplgly P p

und damit die Behauptung.

(ii) Fiir p = oo folgt es aus der entsprechenden Eigenschaft des Supremums. Fiir p = 1
folgt es direkt aus der Dreiecksungleichung des Betrags.

Sei nun p € (1,00). Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir

Hf+m@:f|f+mU+gw4¢m
K

<f |f||f+g|p—1dvo1+f 91 + glP~dvol
K K

<(1f1p + lalp) 1S+ glP="

Wegen ||f + g[P~!5 = i |f + gl VPP = |f + g|p und p — & = 1 folgt die
Behauptung. O

Die Minkowski-Ungleichung ist die Dreiecksungleichung fiir |.||,. Positiv homogen folgt
direkt aus der Linearitédt des Integrals und | f], = 0 ist klar. Aus f # 0 und f stetig,
folgt direkt | f|, > 0. Damit haben wir gesehen:

Folgerung 1.8.2. Fiir p € [1,0] ist |.|l, eine Norm auf CO(K).
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1.8 Lebesgue-Ridume

Damit kénnen wir fiir p € [1,00) nun die Lebesgue-Riume

L”(K)::C’Q(K)”‘Hp
definieren. (Fiir p = 1 hatten wir das natiirlich schon gemacht.) Wegen Satz 1.3.4 ist
LP(K) mit ||.|, ein Banachraum.

Fiir p = 2 wird die Norm durch ein Skalarprodukt® — dem L?-Produkt:

L2(K,C) x L3(K,C) — R, (f,9) — (g, f)121= L fgdvol.

induziert, d.h. ||f|3 = (f, f)zz fiir alle f € L?(K,C). Auf L?(K,R) ist das Skalarpodukt
einfach die Einschriankung dieses hermitischen Produkts. Einen Banachraum, deren
Norm |.| von einem Skalarprodukt {.,.) kommen, d.h. |z|:=+/{x,z), nennen wir
Hilbertraum. Von den LP-RAumen ist nur L? ein Hilbertraum, vgl. UA24.

! Fiir p = oo kénnten wir zwar auch den Abschluss von C?(K) in der |.||s,-Norm bilden.
Aber das ist nicht der Raum, den man in der Literatur mit L*(K) bezeichnet. Zu
diesem kommen wir spiter!

Wenn wir ein Element f von LP als Aquivalenzklasse schreiben wollen, schreiben wir
f = [ck]p, um in der Notation zu zeigen, dass es um die LP-Norm geht. D.h. [¢x] aus
der Definition von L! wire gleich [cx];.

Jetzt beschéftigen wir uns erst einmal damit, ob Hélder und Minkowski auch fiir
LP-Réume gilt. Dazu wollen wir natiirlich benutzen, dass wir diese Ungleichungen fiir
C?(K) schon kennen und diese Funktionen dicht in LP fiir p € [1, o0) liegen.

Satz 1.8.3.
(i) Seipe (1,00). Sei f € L?(K), ge LP (K). Dann ist fg € L'(K) und
Ifaly <1 flplgly  (Holder)
(ii) Seipe[l,0) und f,g € LP(K). Dann ist f + g€ LP(K) und

If + QHP < ”f“p + Hng (Minkowski)

Auch die Holderungleichung wird fir p = 1 (und dann p’ = o0) gelten, s. Definition 1.8.10
und darunter.

Beweis. (i) Sei f = [ck], und g = [dk]y mit cx,dx € C2(K). Dann gilt mit der
Dreiecksungleichung und Holder fiir C?

lerdy — cedelly <|lex(di — de)ll1 + [[(cx — ce)delr
<leklplldr — dellp + llex — cellplldell,-

*Skalarprodukt ist auf reellen Vektorrdumen eine positiv definite symmetrische Bilinearform und
auf komplexen Vektorrdumen eine positiv definite hermitische Sesquilinearform (bei uns C-antilinear
in der zweiten Komponente).
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1 Integration

Damit ist [cxdi] € L (K) und fg als f.ii. punktweiser Limes eine Realisierung und die
Ungleichung folgt von Hoélder fiir cxdj als Limes fiir k& — oo.

(ii) geht wie (i) oder man benutzt Satz 1.3.4, der einem sagt, dass die Vervollstdndigung
wieder ein normierter Raum ist und damit auch die Dreiecksungleichung erfillt. O

Beziehungen L? zu L'. Fiir ce CY(K), ¢ > 0, p € [1,0) gilt

el f || dvol — f efPdvol = |,
K K
Gilt sowas auch fiir ¢ € LP? Um dazu etwas sagen zu kénnen, beweisen wir zunichst

einige Analoga zu Sétzen, die wir schon fiir L' hatten.

Eine Realisierung eines Elementes von LP(K') definieren wir genau wie in Definition 1.3.6.
Die Existenz einer solchen Realisierung folgt wieder aus Lemma 1.3.9 und:

Lemma 1.8.4. (LP-Version von Lemma 1.3.10) Sei ¢, € C2(K) eine schnell konver-
gente Cauchyfolge bzgl. LP, p € [1,00).

(i) ci konvergiert punktweise fast iberall.

(ii) Fir jedes € > 0 gibt es eine offene Menge B mit vol B < ¢, so dass cx|x\p
gleichmapig konvergiert.

Beweis. UA11 0O

Der Beweis vom Lipschitzkalkiil, Satz 1.3.15, bleibt gleich (man muss nur die L!-Norm
jeweils durch eine LP-Norm ersetzen), genauso wie der Beweis (Lemma 1.3.26) von
wa(f) — fin LP fiir a — oo und Satz 1.3.14.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen:

Satz 1.8.5. Sei f: K > R, f >0, undp € [1,0). Es ist f € LP(K) genau dann, wenn
f? e LY(K). Dann gilt || f|5 = [ 7]

Beweis. Sei zuniichst f? € L'(K). Dann gibt es eine Folge ¢, € CO(K) mit f? = [c]1
und ¢ (x) — fP(z) f.i. Wir kénnen ¢ > 0 wihlen. Wegen

1 1
leg = e Iy < lew — el

1
was direkt aus |a — b|P < |aP — bP|* fiir alle a,b = 0 folgt, haben wir [¢] ], € LP(K) und
f ist eine Realisierung dieses Elementes.
Sei f € LP(K) mit K ein Quader. Dann gibt es nach Lemmata 1.3.9 und 1.8.4 eine

Folge ¢, € C2(K) mit f = [cx], und cx(x) — f(z) f.il. Die Folge ¢, kann analog zur L*-
Theorie nichtnegativ und monoton steigend gewéhlt werden. Wir betrachten ¢} € C?(K).

*Dafiir reicht es (a — 1)P < aP — 1 fiir alle @ > 1 zu zeigen und das geht z.B. indem man
f(a) = % betrachtet, f'(a) >0 und lima—o f(a) = 1 ('Hopital) nachrechnet.
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1.8 Lebesgue-Ridume

Diese Folge ist auch monoton steigend und | |1 = |cx |5 muss beschrinkt sein. Damit
existiert nach Satz 1.4.1 {iber monotone Konvergenz ein g € L*(K) mit g = [c}];. Nach
Ubergang zu einer schnell konvergenten Teilfolge konvergiert cf punktweise fast iiberall.
Da jedoch schon ¢(x) — f(x) f.i., konvergiert ¢ punktweise f.ii. gegen fP. Also ist
fPe LYK).

Sei f € LP(R™). Dann ist f|[_q,q)» € LP([—a,a]™) und damit f?|[_, q» € L'([—a,a]™)
fiir alle @ > 0. Also ist f? € L'(R"). Die Normengleichheit folgt ebenfalls als Grenzwert
fiir a — co. O

Daraus erhalten wir verschiedene Folgerungen:

Lemma 1.8.6. Fir volK <o, 1 <p<q und f e LYK). Dann ist f € LP(K) und
es gilt
[£llp < (vol K) 72| £llg

Dieses Lemma sagt also, dass fiir vol K < oo gilt LY(K) c LP(K) fir 1 < p < ¢. Fir
unendliches Volumen stimmt das nicht, z.B. ist £ € L?([1,%0), da 25 € L*([1,0)) ist,
aber 1 ¢ L'([1,0)).

Beweis von Lemma 1.8.6. Aus f e LI(K) folgt |f|P € L¥. Damit folgt aus letztem
Lemma mit Holder (benutzt ¢/p = 1), dass |f|P € L' (und damit |f| € LP) ist mit
1—2

112 =171 = fK FPdvol < ( JK(f”)Zdvd)q ( L{mdml) q

=[f5(vol K) 5.
Macht man das fiir fi einzeln, erhdlt man f € LP. O

Lemma 1.8.7 (Interpolationsungleichung). Sei p,q € [1,0). Sei f € LP(K) n LI(K)*
und 0 € [0,1]. Dann ist
1 1—-60 6
Fle < IF17°0F G fir = = ——+ -
LF e < 111 g e
Insbesondere ist somit f € L*(K) fir alle s € [p,q] bzw. s € [¢,p].
Beweis. UA25. O

1.8.1 Dualrdume und L*

Wir erinnern uns an lineare Algebra: Haben wir einen K-Vektorraum V', dann ist der
Dualraum
V*={f:V —» K| f ist linear}

zusammen mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation selbst wieder ein
K-Vektorraum.

*Das heifit, es gibt ein f: K — R, was sowohl Realisierung eines Elementes in LP als auch eines in
L1 ist.
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1 Integration

Lemma 1.8.8. Ist (V,|.|lv) ein normierter reeller oder komplexer Vektorraum, dann
erhdlt man auf V* eine Norm durch

|f v -=sup{[f(z)] | € V mit ||y <1}
Beweis. Es ist || f|ly+ = 0 fur alle f € V* und |0: V — K]|| = 0.

Sei nun | f|y«. Dann ist f(z) = 0 fiir alle 2 € V mit |z|y < 1. Da f linear ist, ist
somit f = 0.

Positiv homogen folgt direkt aus der Linearitdt von f und da der Betrag auf R bzw. C
positiv homogen ist.

Die Dreiecksungleichung folgt direkt, wegen

sup  |f(z) +g(@)| < sup  [f(z)|+ sup  g(z)]. O

zeV|zlv <1 zeVi|zlv <1 zeVi|z|v <1

Wenn wir nun LP(K) oder (LP(K))* schreiben, meinen wir jeweils immer den normierten
Vektorraum (also mit der jeweiligen Norm).

Was wiren nun Elemente in (L?)*? Sei p € (1,0) und sei ¢ der zu p konjugierte
Exponent, also 1% + % = 1. Sei f € LY(K). Dann ist

Tp: LP(K) — J fgdvol
K

wohldefiniert nach Satz 1.8.3(i) und linear. Also ist Ty € (LP(K))*.

Der néchste Satz sagt uns, dass alle Elemente in (LP(K))* diese Form haben:
Satz 1.8.9. Seipe (1,00) und q der konjugierte Exponent. Dann ist
LK) - (LX(K))*, [Ty

ein isometrischer Isomorphismus, d.h. es ist eine lineare bijektive Abbildung mit
|T¢ll oy = | flq fiir alle fe LI(K).

Damit sind diese (LP(K))* insbesondere Banachrdume.

Beweis(skizze). * Mittels der Holder-Ungleichung, Satz 1.8.3(i), folgt

f fgdvol
K

*Da fehlen aus Zeit- und Platzgriinden Details. Hauptziel dessen, was da steht, ist es zu demons-
trieren, wo bei gegebenen T € (LP(K))* das Urbild herkommen soll und damit eine Anschauung zu
schaffen (und ansonsten an einigen Beweisschritten zu sehen, wie wichtig die Holderungleichung ist).

|T¢llryx = sup < [ flg-

geLP (K),|glp<1
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1.8 Lebesgue-Ridume

Die umgekehrte Ungleichung folgt durch die Wahl g = f# Ifllq”* : Nach Satz 1.8.5 ist
g€ LP(K) mit |g[, = 1. Dann ist

1Tyl aoys > j fodvol = [ f1; * f F ik dvol = | £1,
K K

(esist 1+ 1 =¢q).

Aus [Ty |reyx = | flq folgt direkt die Injektivitat der Abbildung f — T'. Es bleibt die
Surjektivitédt zu zeigen. Da gibt es verschiedene Moglichkeiten. Wir wollen hier mal eine
recht konstruktive Art skizzieren, wie man bei gegebenen T € (LP(K))* das Urbild in
L9(K) approximieren kann:

Wir betrachten direkt K = R™. Fiir K ein Quader kann man alles folgende einfach mit
x x multiplizieren.

Sei Qi = [—2%,2%]" = R™ und Qy sei in Teilquader der Seitenlinge 27% eingeteilt.
Dann ist fiir n > k ein Teilquader von @, vollstdndig in einem Teilquader von Qy
enthalten. Die Menge der Funktionen F:={g: R® — R | 3m € N,ag € R: ¢ =
220 Teilquader von Q,,, “QX@} ist dicht in LP(R™) fiir“p € [1,00) (Beweis analog dazu,
dass Treppenfunktionen in L!([a,b]) dicht sind - UA6 (das ist ein ’Skizzenteil des
Beweises’)).

Wir definieren fi: R — R als

fr = > Baxq mit fo:=T(xq)(vol@)™"

Q Teilquader von Qg

und sonst gleich Null. Es ist f;, € L9(R") und definiert damit durch Ty, (h):= §;,, h fr.dvol
ein Element in (LP(R™))*. Damit ist (muss man nachrechnen) fiir einen Teilquader @
von @, mit m < k: Ti(xq) = T(xq)-

Sei h = 35 Teilquader von Q,, ¥@XQ € F. Dann ist fiir m < k:

Ti(h) = > aQT(xq) = T(h).

Q Teilquader von @,

Allgemeiner kann man fur alle k£ und alle h € F direkt nachrechnen, dass |T(h)| <
T (zoyx|h[p gilt. Da F dicht in LP(R™) ist, ist damit insbesondere |Ti[(rr)x <
|7 oy

Es ist nun zu zeigen:
(i) Ty = T in (LP(R™))*

(ii) fx konvergiert in L7 gegen ein f

*Ist f = 0, ist das g so direkt wohldefiniert, sonst erst mal nicht. Aber man kann dann

a 4
(signf(z))|f(x)|P statt fP, muss sich aber natiirlich tiberlegen, dass dies auch in LP ist (funktioniert
da diese Konstruktion ’die Stetigkeit der approximierenden Folge nicht kaputt macht’)
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(iii) T'(h) = §g, hfdvol.
Zu (i): Da F dicht in LP(R™) liegt, gibt es eine Folge ht = X5 Teiquader von 0, ¥QXQ —
h in LP. Damit ist

Ty (hi) =T (hy,)
Tk (h) —T(h)] < |Tw(h = hi)| + [T (hi — h)|

<UTwllzeys + 1Tl zoys) 1he = hllp
<2 Tl (roy* P — hllp-
Dies geht fiir £ — oo gegen Null. Das reicht aber so erst mal nicht, da wir |Tx(h) —
T'(h)| ey brauchen und dann in
T — Ty <2|T(Lryx sup b — hlp.
Ih]p<1

fiir limy_, o, zwei Grenzprozesse vertauschen miissten. Das darf man nicht so einfach.
Aber man kann hier durch Verwenden F dicht in LP und direktes Berechnen und
Abschétzen |Ti(h) — T'(h)| fiur h € F sehen (dauert eine Weile), dass wir auch die
gesuchte Konvergenz erhalten.

Zu (ii): Aus der Isometrieeigenschaft von oben folgt

1Tk — Tinll Loy = T~ toll ey = [ f& — fimllg-

Da T}, in (LP)* konvergiert, ist damit f5 eine Cauchyfolge in L? und konvergiert wegen
Vollstandigkeit gegen ein f € LZ(R™).

Zu (iii): Es ist

’T(h) - J hfdvol

<= T®)+ [ b7 = filavo
<U(T = Te)(W)| + |hlplf = fellg — O fir k — oo. o
Da kann man sich jetzt fragen, wie es mit dem Dual von L! aussieht.
Definition 1.8.10. Wir definieren

LP(K):={f: K >R | 3cr e CUK),a = 0: cx(x) — f(x) £.i,|ck| < a}/ ~
wobei f ~ g sein soll, wenn f(z) = g(z) f.4. gilt. Fiir f € L% (K) sei | f|«, dass kleinste
a = 0 fir das es eine solche Folge ¢, wie in der Definition gibt.

Man kann direkt zeigen, dass ||| eine Norm auf L®(K). Diese stimmt mit der alten
Norm |.||s aus Lemma 1.3.25.iii auf allen beschrinkten L!-Elementen iiberein.

Mit der Definition von L* bedeutet Folgerung 1.4.6 direkt, dass die Holderungleichung
auch fiir p =1 und ¢ = oo gilt.

! Wichtiger Unterschied zu LP(K) fiir p € [1,00): CO(K) ist nicht dicht in L*(K), s.
Abbildung 1.5. Also fiir uns eigentlich kein schéner Raum. Aber die |||, Norm ist oft
niitzlich (nicht nur auf beschrinkten Funktionen aus L'). !

Wir erwéhnen ihn hier trotzdem, um das Thema mit den Dualrdumen abzuschlielen:
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Abbildung 1.5: xj1,9) € L*([0,2]) kann in L* nicht durch eine Folge in C°([0,2])
angendhert werden, da fiir jedes c € C°([0,2]) gilt: |c — x[1,2]]0 > 3.

Satz 1.8.11.
(i) L*(K) — (L*(K))*, f = §, fgdvol, ist ein isometrischer Isomorphismus.
(i) LY(K) — (L™(K))*, f — §, fgdvol ist linear, isometrisch und injektiv.

Beweis. (i) Das geht ganz analog wie im Fall p € (1,0), da wir auch fir p = 1 wie
oben erwahnt eine Holderungleichung haben.

(i) auch genau wie oben O

Die Abbildung in (ii) ist nicht surjektiv, der Dualraum (L*(K))* ist zu grofl (Beweis
in Funktionalanalysis). Wo geht unsere Beweisstrategie fiir p < 00 nun bei p = o schief.
Die Funktionen F sind nicht dicht in L*(K). (z.B. ist x[1 17 € L*([0,1]) aber kann
in L nicht durch Funktionen in F angendhert werden, da % immer im Inneren eines
der erlaubten Teilquader (hier: Teilintervall) liegt und deshalb jedes Element aus F zu

X[4.1] in L® mindestens Abstand } hat.)

! L ist also ein unschéner Raum. Zu groB! Will man eigentlich nicht... !
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2 Fourierreihen und
Fouriertransformationen

2.1 Fourierreihen

In Analysis 1 haben wir am Ende schon einmal Fourierreihen gesehen, um periodische
Funktionen (hier Periode 27) durch trigonometrische Polynome

ap + Z (ax cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

mit ag, by € R zu approximieren. Um Rechnungen zu erleichtern geht man i.A. direkt
zur komplexen Version

n

Z ckeikx

k=—n

mit ¢, € C tiber. Man kann die verschiedenen Darstellungen direkt mit Hilfe der
Eulerschen Formel ineinander umrechnen.

2.1.1 Wo kommt das her und vor?

Fourier wollte die Warmeleitungsgleichung fiir einen Ring 16sen. D.h. er hatte einen
metallischen Ring, macht den z.B. an einer Stelle warm und schaut wie sich die Warme
im zeitlichen Verlauf verteilt.

Wenn man mal annimmt, dass der Ring schmal ist und seine Breite fiir die Warmeleitung
nicht so die Rolle spielt, konnen wir den Ring als Kreis (Umfang L modellieren). Sei
u(x,t) die Temperatur zur Zeit ¢ an der Stelle z des Ringes. Wir betrachten den
Ring als [0, L] mit den Randpunkten identifiziert. Die beschreibende Gleichung des
Temperaturverlaufs ist dann die Warmeleitungsgleichung.

dru(z, t) — ad?u(z,t) = 0
(a die Temperaturleitfihigkeit des Mediums). Zur Zeit Null liege eine Anfangswérme-
verteilung vor:
Anfangsbedingung: u(z,0) = g(x) fir alle z € [0, L]

Hier muss g natiirlich auch periodisch sein und wir suchen nach Loésungen u, die
periodisch sind.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Wie 16st man das? Wir zerlegen u(z,t) in einfache periodische Funktionen:

0
u(z,t) = Z ck(t)ei%z

k=—00

Fiir jedes feste t setzen wir also ein unendliches trigonometrischen Polynom an (das
% kommt daher, dass u(.,¢) als Funktion mit der Periode L statt 27 betrachten
— hier benutzen wir schon die Periodizitéit der gesuchten Loésung.) — damit sind die
Koeffizienten ¢ dann von t abhéngig.

Wenn wir uns erst einmal so gar keine Gedanken dariiber machen, ob es diese Zerlegung
immer geben muss, in welchem Sinne (wenn iiberhaupt) sie konvergiert und wie wir
damit rechnen diirfen, kénnen wir sehen, ob uns dieser Ansatz potentiell fiir das Problem
iiberhaupt was bringen kann:

Setzen wir den Ansatz in die Wellengleichung ein und ignorieren alle Bedenken, dann
erhalten wir:

0 21.2
4k omk
(et + a%ck(t))elsz”” —0.
k=—00

Glauben wir mal (stimmt auch), dass es wie bei den Potenzreihen ist, dass diese Reihe
nur dann Null ist, wenn die einzelnen Summanden verschwunden, erhalten wir

472 k2

) +a I

ck(t) =0

fiir alle k. Dies ist fiir jedes k eine gewthnliche Differentialrechnung mit der allgemeinen
Losung

747r2k2u.t
cr(t) = ape” 27 4 ap € C.

Die Konstanten erhalten wir aus der Anfangsbedingung, wenn wir auch g als unendliche
Summe trigonometrischer Funktionen schreiben, also:

0
j2rk
gl@) = Y, gre' T

k=—00

Einsetzen der Anfangsbedingungen in u(x,0) liefert a = g und somit

&L arn?k24 27k
u(:E,t)= Z gre L2 t+1Tm.
k=—o0
2.1.2 Definition, Konvergenz, ...

Kommen wir nun zur Theorie, die am Ende die Rechnungen des letzten Abschnitts
rechtfertigen soll (also Konvergenz der Summen, Differentiation unter der Summe...). Sei
C(S';C) die Menge der stetigen Funktionen f: [—m, 7] — C mit f(—m) = f(r) (also
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2.1 Fourierreihen

der 27-periodischen Funktionen). Wir setzen ¢, (z) = \/%ei

in C(S*,C) mit

" n € Z, sind Elemente

(enaomeie = [ ontaonteie={] B

—T

Wir nennen diese ¢, (z) ein Orthonormalsystem von C(S',C) (Das ’orthonormal’
bezieht sich hier auf das L2-Skalarprodukt).

Ist nun p(x) ein (komplexes) trigonometrisches Polynom, dann erhalten wir deshalb
die Koeffizienten c,, als §* _ f(z)¢, (z)dz.

In Analysis 1 hatten wir definiert

Definition 2.1.1. Sei f € L?([—n,7|,C) und sei ¢,, wie oben. Dann nennen wir

fo= [ fwiontaide = (7en)ss

den n.ten Fourierkoeffizienten von f und
m A
Y Fk)er(@)
k=—o0

die Fourierreihe von f bzgl. ¢,.

In Analysis hatten wir die Definition eigentlich fiir f € C(S!,C). Wir sehen aber, dass
die Definition der Fourierkoeffizienten fiir alle f € L?([—m, 7], C) sinnvoll ist (Holder).

Im Gegensatz zur Taylorreihe ist das Berechnen der Fourierreihe keine lokale Operation
mehr, sondern die Fourierreihe an einem Punkt héngt von der gesamten Funktion
ab. Aber das Bilden der Fourierreihe ist noch immer eine lineare Operation, also

M+ g(k) = M (k) + §(k).

Beispiel 2.1.2. Die Funktion

f(z) = {ww x € [0, ]

T4+2 x€[-m0)

hat als Fourierreihe Z + £ 377 W

(Da f eine gerade Funktion ist, d.h. f(z) = f(—=z), sind die Koeffizienten fir die
Sinusfunktionen alle Null, vgl. UA29).
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

3.0
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Wenn man wiisste, dass diese Konvergenz sogar punktweise ist (ist hier der Fall, zeigen
wir spater in Satz 2.1.8, i.A. stimmt das nicht, vgl. das Beispiel von Seite 3), dann folgt

T 4 & 1 2 & 1
7= f(0)=—-+— ——, also — = —_—
2 7 kZ::o (2k + 1)2 8 kgo (2k + 1)

Wie bei der Taylorentwicklung ist natiirlich wieder die Frage inwieweit die Partialsum-
men dieser Reihe das urspriingliche f approximiert und ob diese Reihe konvergiert.

Lemma 2.1.3 (Beste Approximationseigenschaft in L?). * Sei s, (z):=>,_ __ crpr(z)
die n.te Partialsumme der Fourierreihe eines f € L*([—n,n|,C). Dann approximiert
$n () unter allen Funktionen der Form t,(x):=>_ _, vker(x) mit v, € C die Funktion
f in L? am besten, d.h. es gilt

If = snl2 < [f = tnl2

mit Gleichheit genau dann, wenn v, = cy fur alle k ist. Insbesondere ist

n

If = sals = 1F15 = 5 lewl?

k=—n

Beweis. Es ist nach Eigenschaften von Skalarprodukten

If = tal3 =1F15 = (Fstn)ze = (tns ez + tal

Es gilt
n n
(frtn)iz = D) Wulfron)iz = D) ek
k=—n k=—n
sowie
n n n
Itnll3 =(tnstn)zz = D D) Wwveloeor)re = Y, lwl™
k=—ntl=—n k=—n

*Hatten wir in [2, Lemma 4.7.3] schon fiir f stetig. Der Beweis war genau der gleiche nur in anderer
Notation.
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2.1 Fourierreihen

Zusammen ist

n n n
IF =t =IF3 - ) e — O maw+ D, |wl?

k=—n k=—n k=—n
n

=IFI3+ D e — el = 3 lewl?
k

k=—n

Dieser Ausdruck ist genau dann minimal, wenn ¢ = 7 ist und das gibt den Wert von

Man sieht schon das in solchen Rechnungen oft Ausdriicke der Form »);_  |cx|?
vorkommen, da sie die L2-Norm der trigonometrischen Polynome sind. Deshalb setzen
wir
0
gQ(Z)Z:{(ak)kEZ ‘ ar € (C, 2 |ak|2 < OO}
k=—0
und
1
o0 2
|(ak)kezll2:= < Z |ak|2> :
k=—o0
Dann ist (¢2(Z),.|2) ein normierter komplexer Vektorraum, UA31. Die Norm kommt

vom Skalarprodukt ((a )k, (bi)k)es = Spe o -

Folgerung 2.1.4. Die Abbildung
L*([-m,7],C) = &2(Z), | (F(k)kez

ist wohldefiniert, es gilt |(f(k))kl2 < | fll2 und damit limy_+, f(k) = 0. Insbesondere
konvergiert die Fourierreihe von f damit in L?, d.h. es gibt ein g € L? mit |g —

o f(k)pr]2 — 0 fiir n — oo.

Beweis. Die Ungleichung folgt direkt aus der letzten Identitdt im letzten Lemma
fiir n — oo. Damit ist die Abbildung insbesondere wohldefiniert. Damit ||(f(k))kl|2
konvergiert miissen die Fourierkoeffizienten insbesondere fiir £ — + jeweils eine Nullfolge
sein.

Sei f:=37__ f(k)gx. Dann ist fiir m > n

n+1<|k|l<m

Die rechte Seite geht gegen Null, da ||(f(k))k|l2 < o0. Also ist f,, in L2 eine Cauchyfolge
und muss somit konvergieren. O

Der nichste Satz wird uns zeigen, dass f,, in L? sogar gegen f konvergiert und damit
in obiger Ungleichung Gleichheit gilt:
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Satz 2.1.5 (Satz von Parseval). Fir alle f € L?([—m,7],C) konvergiert ihre Fourier-
reihe in L? gegen f. Auferdem gilt | f|2 = ||(f(k))k]2-

Damit ist die Abbildung aus der letzten Folgerung insbesondere bijektiv und isometrisch.

Beweis. In der letzten Folgerung haben wir schon gesehen, dass f,,:=>7_ f(k)pr in
L? konvergiert. Es ist also nur die Frage, ob gegen f. Wir iiberlegen uns das zunéchst
fiir Treppenfunktionen f auf [—m, 7]:

Es reicht zu zeigen, dass eine Teilfolge von f, f.ii. punktweise gegen f(x) konvergiert.
Es ist

F@0) = fula) =f(w0) = <= 3 fwge
Def. V:f(k)% :r (f(l“o) _ f(]?)) Z eik(xofx)dx

k=—n

e [T )~ s D) ey

f period. 27 o R
_ 1 Jﬂ f(xo) - f(y + J)o)( —i(n+1)y iny
=— . e —e™)dy
2m J_, e W —1
. . . . —i(2n+1)1 —i(n+1)y _ iny .
(wegen S7_eiky = (lny SO omiky — ginye ;_;_1’*1 = ¢ ;ily/:le "), Sei nun

gly) = W und zg im Inneren einer Treppe von f. Dann ist g = 0 nahe y = 0

und damit ist g € L?([—m, 7], C). Somit gilt f(xo) — fu(z0) = §(—n—1) — §(n). Wegen
limg 4+ §(k) = 0 nach Folgerung 2.1.4 folgt Im Inneren einer jeden Treppenstufe von f
konvergiert f,, punktweise gegen f. Da eine Treppenfunktion auf einem abgeschlossenen
Intervall nur endlich viele Treppenstufen hat, konvergiert f, f.i. gegen f.

Die Treppenfunktionen liegen dicht in L?([—, 7], C). Da wir eben gesehen haben, dass
fiir jede Treppenfunktion ihre Fourierreihe in L? gegen eben diese Treppenfunktion kon-
vergiert, sind somit die Menge der trigonometrischen Polynome dicht in L?([—, 7], C)*
Sei P,, die Menge der trigonometrischen Polynome der Form »'_ ¢k

Dann gilt zusammen mit Satz 2.1.3 fiir alle f € L*([—m,7])

If = Fulla < min [ = pule 0

nE€Px
flir n — o0 . O

Insbesondere sagt der letzte Beweis:

*Das ist wieder ein Diagonalfolgenargument, wie wir es schon 6fter durchgefithrt haben — allgemein
gilt: Sei C' dicht in einem normierten Raum (X, |.|) und kann jedes Element in C bzgl. d durch
Elemente aus B approximiert werden. Dann ist B dicht in X:

Sei z € X. Dann gibt es (cx)x € C mit ¢ — x und fir jedes k gibt es byy € B mit by — cx. Damit
gibt es fiir alle € > 0 ein ko mit [cx — x| < § fiir alle k > ko. AuBerdem gibt es fiir alle k ein £(k), so
dass [[bge(x) — ekl < §. Aus Dreiecksungleichung folgt |z — brey| < € fiir alle k > ko.
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2.1 Fourierreihen

Satz 2.1.6. Die Menge der trigonometrischen Polynome ist dicht in L*([—m,n],C).
Mit den Mitteln des letzten Beweises sehen wir auch:

Satz 2.1.7. Sei f: [-m, 7] —> R in L? und in einer Umgebung von zg € (—m, ) stetig
und stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f in xo gegen f(xo).

Beweis. Wie im letzten Beweis gilt

17 fwo) = Sy +20) (mitnry

: — ") dy.
2 J_, e —1 e)dy

f(x0) — fu(z0) =

— f@o)—F(y+zo)
€

Ty _q

Wir betrachten wieder g(y) . Da f in einer Umgebung von z( stetig

differenzierbar ist, gilt fiir |y| klein genug, dass |g(y)| < W

0 und y. Wegen —%— — i fiir y — 0, ist damit g nahe der Null beschrinkt und damit

e~ iv—1
in L?([—m,7],C). Der Rest des Argumentes geht wieder wie im letzten Beweis. O

fiir ein &, zwischen

Bis jetzt wissen wir, dass Fourierreihen einer L?-Funktion immer in L? gegen diese
konvergieren und damit f.ii. auch punktweise konvergieren miissen. Unter gewissen
Voraussetzungen gilt noch mehr:

Satz 2.1.8. Sei f € C(S') stiickweise stetig differenzierbar. Dann konvergiert die
Fourierreihe von f gleichmdf$ig gegen f.

Beweis. Wir miissen [f(2) — fu ()| = |2, or(@)| < \/%Z\kbn f(k)‘ unabhingig
von n abschitzen, so dass diese Schranke dann fiir n — o gegen Null geht.

Fir f stetig und stiickweise stetig differenzierbar, ist I L4 definiert, damit dort stetig
und beschriinkt und somit in L? und es gilt f/(k) = ikf(k), UA29. Damit gilt

2 2

a A 1 Cauchy-Schwarz ~ 1
2 fwl= Y 1Fml < DIRFLG] B I = B
|k|>n |k|>n |k|>n |k|>n
fiir n — oo. O

Insbesondere sagt der letzte Beweis, dass in dieser Situation ], | f(k)| < o0 ist und

damit die Fourierreihe in jedem Punkt sogar absolut konvergiert (da |¢x(x)| = \/%7
ist).

Wir wollen noch zum Gibbs’schen Phinomen der Uberschwinger kommen, vgl. Seite 3,
was wir an dem Beispiel der Stufenfunktion direkt nachrechnen wollen:

Beispiel 2.1.9. Die Funktion

1 x € (0,m)
0(z)=< 0 =x€{0,m, —7}
-1  xe€(-m0)

95



2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

hatte als Fourierreihe %ZZO o ““((2% Also ist 0, (z) = 2 Zk 0 W Wir

suchen das erste Maximum von 6, mit x > 0. Dazu berechnen wir fir z € (0,7)

||M8

os((2k + 1)x) = *Re Z elk+l)z _ = ( i 12k;1:>

k=0
el2(n+lz _ q 4 2(n+l)z _ q
( e R

612'r T elr _ p—ix
sin(2(n + 1)z) )
sinx

=Hw >Hu> A

Also ist fir z > 0 das erste Extrema von 6,, bei z,, = und dort ist

2(n7r+1)

4 2 sin m(2k+1) n gip T2E+D

; T
ey =13 T 25 e
Ul 2k +1 L) 2((n:1)) n+1

(évk+29:k+1 )(

Das ist eine Zwischensumme Y;'_, h Tpt1 — Tk) VO Integral von h(z) =

S22 auf dem Intervall [0, 7] bzgl. der éiquidistanten Zerlegung xj, = Tﬂ (Lange der
Teilintervalle: 7). D.h. fiir n — oo geht 6, ( 2 Sﬂ SIDZ gy = © ~ 1.18.

So ein Gibbs’sches Phanomen gibt es immer bei den Sprungstellen von Fourierreihen
stlickweise stetig differenzierbaren Funktionen. Wie sieht man das?

Sei f: R — R eine stiickweise stetige differenzierbar, 2m-periodische Funktion. Sei zq
eine Sprungstelle mit Sprung vom Wert a auf b. O.B.d.A. sei f(zg) = b_T“ Das édndert
die Fourierreihe nicht.

Wir setzen g(x) = (ﬁ (x 4+ x0) — 2‘_*—3) —0(x)*. Dann ist g noch immer 27-periodisch
in einer Umgebung von 0 stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit g(0) = 0. D.h.
die Fourierreihe von g konvergiert nach Satz 2.1.7 in dieser Umgebung der Null gegen
g.

Mit dem z,, aus dem letzten Beispiel haben wir:

z%‘l ()

Da g, in einer Umgebung der Null gleichméfig gegen g konvergiert, erhdlt man fiir alle
Yn — 0, dass limy, o gn(yn) = g(0) = 0 ist. Somit folgt

gn(l'n) = %fn(xn + $0) -

—a b+a b—a b+ a
lim T Tg) = lim 6, (x = (C]
Ay u(@n + o) = —5= limy Ou(2n) + = 2 02
und damit b b
—a +a
sup fu(z) = O+ :
z€[xo,T0+2Tn ] 2 2
*Die Funktion in b%f(a: +x0) — TZ ist so gebaut, dass sie gegen —1 fir z N\, 0 und gegen 1 fiir
x /' 0 geht.
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2.1 Fourierreihen

(Das x;,, + o wird nicht genau die Stelle sein, wo f,, sein nichstes Maximum nahe der
Sprungstelle hat. )

Andererseits ist

2 —
sup fulz) < ( sup gn(z)+ sup en(x)> b+a :b a@_‘_b—&-a.
xTe

z€[z0,20+27 0] b—a [0,22,] z€[0,22,,] B b—a 2 2

Also ist die Hohe des Uberschwingers fiir # > x¢ im Limes n — o0 gleich b_T“@ + HT“

Zusammenfassung:
Jede Funktion f € L?([—m, 7], C) besitzt eine Fourierreihe, die in L? konvergiert. Die
Abbildung .

f € LQ([_Waﬂ-]a(C) = (f(k))k € Z2(Z)
ist ein isometrischer Isomorphismus. In jedem Punkt z in dem f in einer Umgebung
stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe in x ge-
gen f(z). Falls f insgesamt stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, ist diese
Konvergenz der Fourierreihe sogar gleichméflig und die Fourierreihe konvergiert in
diesem Fall sogar absolut. Sonst nicht unbedingt, siehe das Phdnomen des Gibbs’schen
Uberschwingers. An dem Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten eines f € L?([—m,])
sieht man Regularitit von f: Wir haben nur gesehen, dass aus f € C*(R) 2n-periodisch,
folgt > ez |f(k)| < o0, aber man dies kann ganz analog fiir f € C*(R) machen, vgl.
UA3G.

Da jedes Element in L?([—m, 7], C) als >}, _, ckpr(z) fiir geeignete ¢, € C darstellbar
ist, sagt man (@) ist ein vollstandiges Orthonormalsystem bzw. eine (Hilbert-)Basis.

! Hier ist Basis (Hilbertbasis) nicht das gleiche wie die Basis aus der linearen Algebra
(Hamelbasis). Bei einer Hamelbasis muss jedes Element des Vektorraumes durch eine
endliche Linearkombination von Basiselementen darstellbar sein (vgl. Vektorraum der
Polynome). Dahingegen sind bei einer Hilbertbasis unendliche Linearkombinationen
zugelassen und die unendliche Reihe muss dann in der jeweiligen Norm (hier L?)
konvergieren. Hilbertbasen sind der relevante Basisbegriff fiir Hilbertraume. Allge-
meiner gibt es fiir Banachrdume den Begriff der Schauderbasis, wo auch unendliche
Linearkombinationen zugelassen (und nétig) sind. Dort macht die Zusatzforderung der
Hilbertbasis ’orthonormiert’ nur keinen Sinn mehr. (Normieren geht natiirlich noch,
aber fiir orthogonal braucht man ein Skalarpodukt.)!

Kommen wir zuriick zur formalen Rechnung aus Abschnitt 2.1.1: Wenn wir
annehmen, dass es eine Funktion u: R x R — R, welche in der ersten Variable zweimal
stetig differenzierbar und L-periodisch ist und in der zweiten Variable einmal stetig
differenzierbar ist und

Oru(z, t) — adyu(z,t

=
|
o

o7
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

fiir eine L-periodische Funktion g 16st.

Dann folgt insbesondere, dass auch g zweimal differenzierbar ist und w(.,t) fir alle ¢
in L? ist. Damit konvergiert fiir jedes ¢ die Fourierreihe Y ;> ci ()" in L2 und
gleichméflig und punktweise absolut gegen u(.,t).

Ist u in & zweimal stetig differenzierbar, ist 02u(z,t) stetig und damit in L? und hat
auch eine Fourierreihe. Durch partielle Integration, analog zu UA29, sieht man, dass

Zulw,t) = Y, on(t) e B in L2 st

Was fehlt noch: Um zu sehen, dass dyu(wz,t) = >, c%(t)ei%z brauchen wir noch,
dass ¢ (t) mindestens differenzierbar in ¢ sein muss. Dies folgt aus der Differenzierbarkeit
von Parameterintegralen, Satz 1.6.3 (Als Majorante kann man g(z) = sup,e(q, gy dru(z,t)
wihlen, da u(z,.) C! fiir alle x ist und damit g stetig ist.) Nun kénnen wir genauso zu
Ende rechnen wie in Abschnitt 2.1.1.

Warum heiflen die endlichen Summen der sin(kz), cos(kx) bzw. e** trigono-
metrische Polynome? Sei p(z) = >_,di2z" ein komplexes Polynom (p: C— C).
Schrinkt man p auf S' < C ein und parametrisiert S' durch z € [, 7) > e* € St
erhilt man p(z) = ZZ:O dre'™ und somit zumindest die trigonometrischen Polynome
mit nichtnegativen k (positive Frequenzen). Betrachtet man Polynome in z und z auf C
und schriinkt diese auf S! ein (und verwendet das auf S* gemischte Terme z¥z* gleich
2P~ oder z°7F sind, da 2z = |2|? = 1 ist) erhélt man jedes komplexe trigonometrisches
Polynom Y;'_  de'*.

Periodische vs. Nullrandbedingungen (Dirichlet-Randbedingungen) Wir ha-
ben Fourierreihen fiir periodische Funktionen betrachten. Anséitze in trigonometri-
sche Polynome werden auch oft verwendet um Differentialgleichungen mit Dirichlet-
Randbedingungen (d.h. der Wert der gesuchten Grofie ist Null am Rand) zu 16sen,
z.B.

Fuler, Daniel Bernoulli, d’Alembert und Lagrange diskutierten Ende des 18. und
Anfang des 19. Jahrhunderts, wie man die Gleichung einer schwingenden Saite (z.B.
einer Gitarre oder Geige) 16st. Dieses Problem wird durch die Wellengleichung*

02 0?

@u(t,x) — 02%u(t7x) =0
beschrieben, wobei u(t, z) die Auslenkung der Saite an der Stelle z zur Zeit ¢ beschreibt.
Um das Problem einer schwingenden Saite vollstdndig zu beschreiben, benotigt man

noch Rand- und Anfangsbedingungen.

Randbedingungen: u(t,0) =u(t,L) =0 fir alle ¢

beschreiben, dass die Saite (Lédnge L) an ihren Enden eingespannt ist.

. 0 "
Anfangsbedingungen: u(0,z) = g(z), a—xu(o, x) = h(z) furalle x € [0, L]

*Das ist hier unter der (total falschen) Zusatzannahme von keiner Ddmpfung. Wenn die Saite hier
einmal schwingt, dann hort sie nie wieder auf.
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2.1 Fourierreihen

-3 -2 -1 o 1 2 3 -3 -2 -1 o 1 2 3

Abbildung 2.1: Jeweils die ersten Terme der trigonometrischen Polynome fiir Nullrand-
bedingungen (links) und glatt 27-periodische Terme (rechts)

fir die Ausgangsauslenkung und Ausgangsgeschwindigkeit der Saite zur Zeit ¢ = 0.
Dieses Problem beschreibt dann eine frei schwingende Saite, also wo man nicht noch
duflerlich eingreift (z.B. mit einem Geigenbogen). Das kann aber analog beschrieben
werden, man muss nur in der rechten Seite der Wellengleichung die Null durch diese
externe Kraft ersetzen — lassen wir erst mal.

Auch hier méchte man einen Ansatz der Losung u(x, t) bei ¢ fest in einfache Schwingun-
gen machen sin und cos (die einzelnen Téne) machen. Allerdings sollen es Téne seien, die
Null-Randbedingung erfiillen, und damit sind im Ansatz ), ax cos(kx) + Y., by sin(kz)
nicht die gleichen k erlaubt, wie bei periodischen Randbedingungen, vgl. UA32 und
Abbildung 2.1. Ansonsten ist die Theorie sehr sehr &hnlich und man kann obiges
Problem ganz analog zur Wirmeleitungsgleichung aus Abschnitt 2.1.1 16sen, UA33.

Weil die Zerlegung hier mit der Interpretation von Ténen kommt wir, nennen wir k£ die
Frequenz (in Wirklichkeit in der Physik Kreisfrequenz genannt, die Frequenz in der
Physik wire 7= (=1/Periode)).

In héheren Dimensionen? Ist f: R™ — R in jeder Koordinate periodisch, dann
kann man Fourierreihe bzgl. jeder Koordinate durchfithren. Z.B. sei f: R? — R mit
f e L*([—m,m]? C) in beiden Koordinaten 2m-periodisch, dann haben wir

fa,y) = eu(@)en(x)

keZ

mit ¢ (y) = §" _ f(z,y)¢r(z)dvol,. Die Funktionen ¢ sind noch immer 2m-periodisch.
Aus Hélder folgt |cx(y)[> < §" | f(z,y)|*dvol, und damit ist nach dem Integrabilitéts-
kriterium ¢, € L?([—y,y],C) mit |ex|r2(—mnp) < [flL2((=r.x]2)- Damit hat jedes ¢,
auch eine Fourierreihe und wir haben

Fa,y) =Y D drepe(y)pn(@).

keZ teZ
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Ist die Funktion f nett genug, z.B. stetig differenzierbar, konvergieren die Fourierreihen
alle punktweise absolut und dann muss man sich iiber Reihenfolge der Summation
keine Gedanken machen.

Was geht z.B. noch? — Ausblick
Die n-te Fourierapproximation kann man auch wie folgt schreiben

n

1 n iy ,‘ky " us 1 k( _
_ kY g eikT — ik(z y)d
- k;ﬂ e dye A= N y

k=—n
Mit S. 54 haben wir

C S ke 2 €O o A, s (5)
= = T anz
Py P sin 3
und damit 1
- d

D,, heifit Dirichlet-Kern.

Wir hatten gesehen, f,, konvergiert im Allgemeinen nicht gleichméflig gegen f. Man
kann aber durch Resummation eine gleichméfige Konvergenz von trigonometrischen
Polynomen fiir alle stetigen f erreichen:

Sei

n

n+12

der Fejer-Kern. Dann kann man nachrechnen:

2(n+1

(i) Kn(z) = 2050 0d K, (0) = n+ 1.

n+l  sin? 2

Setzt man nun

on(f)(2):=

3 ) = o [ s ate

n+1k:O 2

dann hat man mit o, (f) trigonometrische Polynome die f approximieren — es gilt sogar

Satz 2.1.10 (Satz von Fejer). Ist f stetig und 2mw-periodisch, dann konvergiert o, (f)
gleichmafig gegen f.
Beweis. [5, Thm. 5.2] O

Wir ersetzten oben die Folge f,, durch o,(f) (ihre Cesaro-Summen) und erhalten
dadurch bessere Konvergenz. Das z.B. die punktweise Konvergenz der f, (sofern
gegeben) erhalten bleibt, hatten wir in [2, UA20]. Aber nun werden fiir f stetig, die
on(f) gleichméBig und damit insbesondere punktweise konvergieren, auch dort wo es
die f, eventuell nicht taten.
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2.2 Faltung

f f
1 1
0 ]
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g 9
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e
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f f
] - 1 M
_ - o
: : : : : B : B : B : B
g g
1 1
: : \/\
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Abbildung 2.2: Beispiele von Faltung: In der unteren Reihe sieht man, dass man durch
Faltung mit geeigneten Funktionen (hier Mittelwert Null) Knicke oder
Spriinge detektieren kann (Stichwort: Kantenerkennung in Bildern).

2.2 Faltung

Die Faltung zweier Funktion ist (sofern existent) definiert als

frg(@):= N f(z —y)g(y)dvol,
Wir nennen f und g faltbar, falls f = g(x) fur fast alle = definiert ist.
Beispiel 2.2.1. (i) s. Abbildung 2.2

(ii) Das Bilden der n.ten Approximation der Fourierreihe kann man auch als Faltung
schreiben: Sei f € L?([—m, 7], C). Dann ist nach letztem Abschnitt

1

fule) =5 [ F@Dute iy

sin( 2n2+1 y)

Also ist f,, die Faltung von f mit iTX[,,M].
2
Erste Eigenschaft:

Lemma 2.2.2. Hat f Trager in A und g Triger in B, dann hat f = g Trdger in
A+ B:={a+b|ac Abe B}.
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Vorl. 16

2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Beweis. [ g(z) = (5. f( )g(y)dy. Falls f(z —y) = 0 fir gegebenes x und alle
y € B gleich Null ist, also x ¢ A + B gilt, ist f * g(x) = 0. O

Wir beginnen mit Aussagen zu LP:

Satz 2.2.3. Seipe [1,0] und (f,g) € LP(R") x L*(R™). Dann sind f und g faltbar,
f*ge LP(R™) und es gilt die Youngsche Ungleichung

1+ gl < [ flplgl-

Beweis. Sei 1 < p < o0. Wie bei Hélder reicht es die Ungleichung fiir C2(R™) zu
beweisen, der Rest folgt dann wie dort.

Seien ¢, d € C2(R™). Dann gilt mit Holder (fiir % + z% =1)
| tea = wdwlavol, = | fete =)l 1awl? ld)[Favol,

<([, o= wp |d<y>dvoly)‘l’ ([, 1wiavol. )’

Integration {iber  und Fubini und die Translationsinvarianz des Integrals (Transforma-
tionssatz fir ¢: x — = + a gibt | det Dy| = 1.) ergibt

Hc*ng—f <J le(x —y |dvol> dvolxéf <J le(z —y |dvol> dvol,
<laif [ ([ 1eta = latwiavol, ) avo,
K K
<lalf [ ([ 1ete - pipavol, ) v,
K K

£+1:p
<[l lel-

1
o’

Fiir p = 1 haben wir fiir ¢,d € CO(R")

e d|1 =f J c(x — y)d(y)dvol, | dvol, <= J J c(xz — y)d(y)| dvol,dvol,
Fubini+Trans.inv
PRTEEE dh
Fiir p = oo folgt direkt
frg(z f |f(z —y)g(y)|dvol, J lg(y)|dvoly | f(z =) = lgl1 [ f]e0
und damit
Lf # gloo < llgl1 [ flloo- O
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2.2 Faltung

Lemma 2.2.4. Sei f, f; € LP, pe [1,0] und g,g; € L*. Dann ist

(i) g« f=1Ffxg

(ii) Aus f; — f in LP? und g; — g in L* folgt g; = fi — g * f in LP.
Beweis. (i) Folgt aus dem Transformationssatz mit p(y € R") =z — y € R™.

(ii) Da die Faltung bilinear ist, folgt dies direkt mit

lgi = fi = g = fllp < Wgi — 9) = fillp + lg(fi = F)lp
und der Youngschen Ungleichung. O

Satz 2.2.5 (Approximation von Funktionen). Sei f € LP(R™), p € [1,00). Sei ¢ €
LY(R™). Fiir e > 0 ist pc(x):=e""p(£) € L'(R™).
Dann konvergiert p. + f in LP gegen I(p)f.

Gilt I(¢) =1, wird . approzimative Einheit genannt.

Beweis. Es ist p. € LY(R"™) mit I(p.) = I(p) dank Transformationssatz angewendet
auf z +— £ und damit ist ¢ * f € LP(R"™).

Somit ist

foer =115l = ([ [ (ot = Fo) eteravol. | avol. )

<(J,, (J 1ot - s <P(Z)|’1’w(z)lppldVOIZ)pdvd);
Holder (J <|<P|1 |f0t€z( ) — f@))? |(p(z)dvolz);>pdm1z>p

el ([ [ ot - £l oteiavol.avo, )

1

Fubini ijl P
27 ([ 170t = Flplotalavol.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Es ist |[f otes — flple(2)] — 0 f.ii. nach UA26.ii und nach Dreiecksungleichung und
Translationsinvarianz der Integration ist | f ot.. — f[5p(2)| < 27| f[?|¢| € L. Damit
folgt aus dem Satz zur majorisierten Konvergenz

lpe * f = 1(@)fllp =0
fiir e = 0. O
2|2
Beispiel 2.2.6. Der Gaufsche Kern k(a:)::(47r)_%e_% erfilllt §,, k(z)dvol, = 1
(s.u.) und damit k. eine approximative Einheit.

§gn k(2)dvol, = 1 haben wir fiir n = 1 schon mehrfach nachgerechnet und fiir n > 1
kann man dies mittels UA35.i, partieller Integration und den Fall n = 1 nachrechnen:

. e I
k(x)dvol, UAss f ‘[ (4r)~ 2 e~ Tr" Ldrdvolgn-1
R 0 Sn—1
n °© 7‘2
=(4m)~ 2 vol S"_1J e T ldr = 1

0

wobei man im letzten Schritt benutzt, dass vol S?~! [3,Bop-2.4.24 nvol B1(0) UA20
nn"/? :
T(n/351) gilt.
Kommen wir nun zu Aussagen zur Differenzierbarkeit der Faltung:
Definition 2.2.7. Es sei fiir f € CF(R")
olel
o= 3 suw|5mito)
aeN™ |al<k 7
und
Oy (R™):={f € C*(R") | |flcr < o0}".
Hier benutzen wir die Multiindex-Notation, vgl. [3, S. 22]: @ = (aq,...,Qn), 2% =

o ... 2%, Je nach Gebiet der Mathematik wird mit C* schon direkt Cf gemeint und
nicht nur k-mal stetig differenzierbar. "

Satz 2.2.8 (Glittung). Sei p € CF(R™) und g € L*(R™). Dann ist p x g € CF(R™) mit

oled oled
%(@ *g) = (83:”<p> *g

fir alle o€ N™ mit o] < k.

“Pleo = [-loo
fC’{f ist keine Standardnotation.
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2.2 Faltung

Beweis. %((p * g) = (%gp) # g folgt direkt aus der Differentiation von Parame-

terintegralen, Satz 1.6.3, da |%4p(x —)g()] < Clg(.)| € L! fiir alle x ist. Dass die
Ableitungen alle beschriinkt sind und damit ¢ = g € CF(R"), folgt direkt mit Satz 2.2.3
fir p = o0. O

Kommt eine approximative Einheit von einem ¢ € C°(R™), so wird ¢. auch glattender
Kern genannt.

Beispiel 2.2.9. Sei

1
-
Sﬁ(a:):_{ae P o] <1
0 sonst

mit a derart, dass I(p) = a ist. Dann ist ¢ € CP(R"™) und damit ¢, ein glattender
Kern.

Lemma 2.2.10. CP(R"™) ist dicht in LP(R™) fir p € [1, ).

Beweis. Da C(R™) dicht in LP(R™) es, reicht es jedes f € CO(R") in LP durch glatte
kompakt getragene Funktionen zu approximieren. Sei dazu ¢ € CP(R") mit I(p) = 1.
Dann ist ¢, ein glattender Kern und nach letztem Satz ist . = f € C®(R™). Da sowohl
f als auch ¢ kompakt getragenen sind, ist auch ¢, * f kompakt getragen. Auflerdem
gilt nach Satz 2.2.5 ¢, * f — f in LP. O

Wo tauchen Faltungen z.B. auf?
Mehr dazu in weiterfithrenden Vorlesungen...

Beispiel 2.2.11. (Wahrscheinlichkeitstheorie) Eine Funktion p: R — R, p > 0 mit
lpli = 1 kann als Wahrscheinlichkeitsdichte aufgefasst werden. D.h. sie modelliert
eine Zufallsvariable®, fiir die die Wahrscheinlichkeit Werte in [a, b] anzunehmen gleich

SZ p(x)dz ist. Beispiele wiren

(i) Gleichverteilung auf [a,b] (= keine Préferenz fiir das Eintreten eines Wertes aus

diesem Intervall): p = biax[‘hb]

(ii) Exponentialverteilung: p(z) = Ae™**x[g,o)(x) (wird z.B. verwendet, um Lebens-
dauer von Atomen bei radioaktiven Zerfall zu beschreiben oder die Zeit zum
néchsten Telefonanruf...)

(@—p)?
2

(iii) (GauBsche) Normalverteilung: p(x) = \/2;767 202 (beschreibt z.B. 6fter die

zufillige Streuung von Messwerten oder die Brownsche Bewegung von Molekiilen)

Die Konstanten u, o haben eine Bedeutung, die allgemein fiir Zufallsvariablen de-
finiert sind: p = {* »rp(x)dr ist der Erwartungswert (= der Wert, den die Zu-
fallsvariable im Mittel annimmt = Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsdichte) und

*Die Definition einer Zufallsvariable ist eigentlich etwas allgemeiner. Eine Zufallsvariable muss
nicht von einer Dichte kommen. Aber die relevanten tun es.
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Vorl. 17

2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

o? =" (z— p)?p(z)dz (ein MasB fiir die Streuung der Wahrscheinlichkeitsdichte um
ihren Schwerpunkt).

Seien nun pa4 und pp Wahrscheinlichkeitsdichten, so dass die zugehorigen Zufallsva-
riablen A und B unabhéngig sind, d.h. dass die beiden Zufallsereignisse sich nicht
gegenseitig beeinflussen. Dann ist Wahrscheinlichkeit, dass die Summe beider Zufallsva-
riablen in [a, b] liegt, gleich

—
J pa(z)pp(y)dvolg: I_=+yf J pa(T —y)pp(y)dyds
{(z,y)eR? | a<z+y<b} W Jr
b

= J (pa * pp)(@)dz.

Also ist pa * pp Wahrscheinlichkeitsdichte von A + B. (Insbesondere gilt wieder ||p4 *
ppli =1 - UA34.)

Das kann man nun iterativ auch mit mehreren Wahrscheinlichkeitsdichten fortfithren
und da die Addition auf den Werten assoziativ ist, erwarten wir

(pa * pp) * pc = pa = (pB * pc)
und das stimmt allgemein fiir Faltungen, vgl. UA34.ii.

Die GauBsche Normalverteilung kommt sehr haufig vor, z.B. bei der Beschreibung von
Streuung von Messwerten. Das ist zu einem gewissen Punkt gerechtfertigt: Bei einem
verniinftigen Experiment fithrt man die Messungen nicht nur einmal sondern oft genug
durch (was immer das heifit) und bestimmt dann den Mittelwert.

Selbst jede einzelne Messung irgendeine Wahrscheinlichkeitsdichte p, ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Summe der Ergebnisse von n solchen durchgefiithrten Mes-
sungen p*r:=ps*...%p (Da wir annehmen, dass sich die einzelnen Messungen ge-

—_——
n—mal

genseitig nicht beeinflussen — die Zufallsvariablen zu den einzelnen Messungen al-
so unabhéingig sind.) Eine Version des zentralen Grenzwertsatzes sagt nun, dass

z2
SZ Vno2p*n ((m + nu)\/nUQ) dr — SZ ﬁe_?dx fir n — oo konvergiert, was sagt,
dass die Summe von n-Zufallsvariablen mit Dichte p nach geeigneter Standardisierung

mit dem g und o2 # 0 von p gegen die Gaufische Normalverteilung mit Erwartungswert
0 und Varianz 1 konvergiert, vgl. auch UA37.

Beispiel 2.2.12. (PDE=Partielle Differentialgleichungen) Ldsungen von einigen
geeigneten partiellen Differentialgleichungen kénnen als Faltung mit sogenannten Inte-
gralkernen geschrieben werden, z.B:

Sei f e CP(R™). Wir suchen eine Funktion u: R” — R mit

Au = f.

2

> war der Laplace-Operator, vgl. [3, Def. 1.4.1].

A= Z?:l

0
ox
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2.2 Faltung
Eine Losung ist hier

u: R* > R, u(x) = N G(xz —y) f(y)dvol,

fur

$‘27n
G(x):= | TmvergrT =3
57 In |z n=2

das Newton-Potential. Die Losung ist nicht eindeutig, da u + ¢ fiir eine Konstante ¢
auch eine Losung ist. Darum soll es hier aber nicht gehen. Wir wollen uns hier auch
nicht tiberlegen, wie man auf diese Losung kommt, sondern erst mal nur sehen, dass es
iiberhaupt eine Losung ist (jedenfalls vollsténdig fiir n = 2 bzw. n = 3):

u ist wohldefiniert: Es ist |G (z)| < C|z|*> ™ nahe x = 0. Damit folgt mit UA35(ii), dass
G e LY(R™) und damit G * f € L' ist.

Man kann direkt nachrechnen, dass AG(z) = 0 fiir alle x € R™\{0} gilt. Man mag
versucht sein, vielleicht die Ableitungen und damit den Laplaceoperator direkt unter
das Integral zu ziehen und zu hoffen, dass die Null dort nichts ausmacht. Aber dann
wire Au = 0 und das erhoffen wir uns gerade nicht. AG verhélt sich auf ganz R™ wie
eine Distribution (= verallgemeinerte Funktion) — ndmlich die Delta-Distribution §
(und die hat genau die Eigenschaft, dass '(¢ = f)(x) = f(x)’ ist). Die Delta-Distribution
kann man sich als die Folge einer geeigneten approximativen Einheit vorstellen und so
die Aussage Au = f durch Approximationen beweisen.

Da wir hier aber einfach nur R™ betrachten, kann man das auch einfach direkt nach-
rechnen:

Da Faltung kommutativ ist, gilt
u(z) = [ G(y)f(z—y)dvoly.
Rn

Das hat den Vorteil, dass nur f von z abhédngt und im Gegensatz zu G zweimal stetig
differenzierbar ist. Damit gilt nach Satz 1.6.3 der Differentiation von Parameterintegra-
len:

Au(z) = G(y)(Af)(z — y)dvol,.

Rn

Da wir durch eine Verschiebung von u und f ein gegebenes x immer in den Nullpunkt
verschieben kénnen, reicht es

Au0) = [ Gly)ar)(—y)dvol, = fRn G(=y)(Af)(y)dvol,.

R

nachzurechnen.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Berechnen wir den Laplace nun in Polarkoordinaten (fiir n = 2, s. [3, Bsp. 1.7.15]) bzw.
in Kugelkoordinaten (fir n = 3, s. [3, S. 91]), dann gilt

3, 5.107/0A16] 1 0 of 1 0%f
=2: A = I - YJ
" / r Or? (T or * r2 0p?
) 10 5 0f 1 0%f 1 0 6f
n=3: Afr?(%?( 6r)+1"2(cos206<,02+c0s960 60
Allgemeiner gilt: Af = r” T a—i (r” 1 af) + = L Agn-1 f, wobei Agn_1 nur noch von der

Sphire S”~! abhingt und kein 7 mehr enthélt.

Zusammen mit UA35.i haben wir, da G nur von der radialen Richtung abhingt:

Au(0) = LOCG(T)T”_I Lnl(r’}l a—i <r" 1Zf) +—Agn- 1f) (rz)dvol,dr

(Hier ist z € S~ 1) Setzt man F(r) = (4., f(rz)dvol,, dann ist F in der Null
durch vol S~ £(0) stetig fortbetzbar Da feCPR"), ist F(r) =0 fiir r grof} genug.
Auflerdem ist %—f((}) = 0: Das kann man auf verschiedenen Arten sehen — wir benutzen
hier ein Symmetrieargumet. Wir benutzen die Definition von F' nicht nur fiir r > 0
sondern fiir r € R. Dann ist F' € C(R) und es gilt F(—r) = F(r). Damit ist F' gerade
und alle ungeraden Ableitungen verschwinden in der Null.

Benutzt man wieder die Differentiation von Parameterintegralen hat man

Au( J Gr)yr 1< 1 0 <r” I(ZF> +i Asnlf(rz)dvolz>d7“
T

=1 or 72 Jgn-1

Fiir jede Funktion g: S"' — R gilt {4, 1Agn-1g(2z)dvol, = 0, was wir hier nur fiir
n = 2 und n = 3 nachrechnen (Wir haben ja auch Agn-1 nur dafiir bestimmt.):

27 2
0 0 o Perlod

. 29(<p)d<p 257 a(@)[5 0
27r
s | J

1 *f 0 of
<cos€6<p + ] (c05909>) dfdyp = 0.

3
Il

Damit ist

o
J G(r)=— ( n= 16F> dr
0 (/T'

6G _,0F
=(G “) o M)
LG P, (T2 (9G
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2.3 Fouriertransformationen

Da F fiir r gro8 genug konstant Null ist, sind die oberen Grenzen bei o beide Null.
Die untere Grenze des ersten Summanden verschwindet auch(man benutzt %—f(()) =0)
und der zweite Term liefert f(0).

Das letzte Integral ist gleich Null, da gilt:

“ 0 (d(nr)
n=2: J03r< ar )Fd 7J P 1) Fdr =0

0 2—n
n=3: — f 2 (o Fdr—f 1) Fdr = 0.
2-n), or\ or or

Also haben wir insgesamt Au(0) = f(0) nachgerechnet.

Das ist hier nur eine Beispielrechnung, das geht auch allgemeiner. Z.B. muss f nicht
glatt (wir haben hier zweimal stetig differenzierbar bendtigt) oder kompakt getragen
sein. Aber man braucht gewisse Abfallbedingungen an f im Unendlichen, damit die
Werte an den oberen Grenzen in (2.1) verschwinden. Wenn man zusétzlich noch fordert,
dass die Losung v auch im Unendlichen verschwinden muss, ist die Losung sogar
eindeutig, ndmlich die oben gegebene.

2.3 Fouriertransformationen

Bei den Fourierreihen haben wir periodische Funktionen (Periode 27) in eine (unendli-
che) Summe von einfachen periodischen Funktionen (Periode 2?” mit k € N) zerlegt. Wir
wollen, dass nun verallgemeinern und eine Funktion in einfache periodische Funktionen
zerlegen, aber beliebige Perioden/Frequenzen zulassen.

Der Anteil einer Funktion f: R — C der ——per10d1sch ist, ist dhnlich wie bei Fourier-
reihen:

T

Allerdings wird bei Fourierreihen auf eine Periode normiert (es wird nur iiber eine Peri-
ode integriert, sonst wiirde das Integral auch gar nicht endlich.), wegen hier {iber ganz R
integriert wird. Ist f nun auf R”, kann man nun fiir jede Koordinatenrichtung z; nach
dem Anteil fragen, der penodlsch und erhélt (wenn man alle Koordinatenrichtungen

gleichzeitig betrachtet) fur €= (&,...,6)7T

1 —ix

Sei f € LY(R",C). Dann erfiillt he: 2 € R” s e %€ f(2) fiir alle ¢ € R”, dass
|he(z)| < | f()]| gilt. Damit ist he € L'(R™, C) nach Folgerung 1.4.6.

Definition 2.3.1. Sei f € L'(R",C). Die Abbildung f: R" — C definiert durch

A 1

fl€r= g | 0 ptapval,
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

heiit Fouriertransformierte von f. Die Abbildung F, die f ihre Fouriertransformierte
f zuordnet, heifit Fouriertransformation.

Wegen Stetigkeit von Parameterintegralen ist f e C9(R",C), vgl auch Beispiel 1.6.5.
Es gilt

1
=[flh

Ifleo = T

—— sup
(2m)7% gemrn

J e KB f(z)dvol,| <

Also ist f e CY(R",C)
Beispiel 2.3.2.
(i) Sei f(z) = e™"X[0,00)(x). Dann ist

1 1

eI gy = ——

f€) = VT?JO NSRS
(ii) Sei f(x) = x[—1,17(2). Dann ist fiir £ # 0

sin &

§

\/277(f(€) = Jq e ledx — ie iz§|1 — i (6715 8inf) 2
-1 iS ! €

. ||
(iii) Sei f(x) = e~ 2z . Dann ist in einer Dimension

VaRf(§) = fR s @y [ it

0 2k
Z g J‘ e—w2/2x2kdx
k—0 R

Das (*) richtig ist, wissen wir mit UA19, sobald wir wissen, dass die rechte Seite
endlich ist. Es gilt nach partieller Integration:

mk::f e 2%k gy = J (xe*ﬁ/z)x%*ldfc = (2k — 1)mg—1
R R
Mit mg = /27 folgt my = /27 HJ O(Qk + 1). Zusammen mit

kg% 1502k +1)
(2k)!

0 £2k Y
e

k=0 ’ k=0

T
k=0

2k
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2.3 Fouriertransformationen

In mehreren Dimensionen kann das Integral mit Fubini in eindimensionale Integrale
obiger Form zerlegt werden und wir erhalten in Dimension n:

FO =Tl * =%,
k=

Lemma 2.3.3. Seien f;, f € L*(R",C) mit f; — f in L*. Dann folgt fl — f in CO.*
Beweis. (2m)%|f(€) = fi(§)] = [§pn (f(2) = fi(x)) e X dvoly| < [ f = fil O

Satz 2.3.4. Seien f,g € L'(R",C) mit Fouriertransformierte F bzw. G. Dann gilt:

Funktion Fouriertransformierte
linear af(z) + bg(x) aF (&) +bG(§)
(a,beC)
Skalierung f(ex) ﬁF(%)
(c e R\{0})
Verschiebung flx—d) e KO R(E)
(deR")
Differentiation % (x) ilal’faF(f)
(fiir f e C*, £ e [}
Multiplikation x f(x) iled %F(Q
(fiir x® f(x) € L*)
Faltung (f =g)(x) (2m) 2 F(&)G(€)

Beweis. Linearitat folgt aus Linearitdt der Integration. Skalierung und Verschiebung
folgt direkt mit dem Transformationssatz.

Fiir die Regel zur Differentiation: Da f € C°(R", C) dicht in L' ist nach Lemma 2.2.10,
reicht es wegen letztem Lemma die Regel fiir f € CP(R",C) nachzurechnen. Sei
zunéchst || = 1 mit Fubini und partieller Integration in der Variablen bzgl. der
differenziert wird (0.B.d.A. sei das die erste Koordinate):

*Das bedeutet: Die Fouriertransformation F: L!(R",C) — CP(R",C) ist stetig. (Da in metrischen
Raumen nach [3, Lem. 1.1.4] Stetigkeit gleich Folgenstetigkeit ist.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

— of
wf@© - [ [ e,
Rn-1 JR

61‘1

part.Int. iflf J f(m)e—i@,@dxldvol(m,...,zn) =& F'(€)
rr-1 JR

Hohere Ableitungen gehen analog bzw. per Induktion.

Fiir die Produkte berechnen wir x4 f (z) — das allgemeiner x® geht analog:

z1f(x J f e K, £>d$1dvol(m2 o)
Rn— 1

- G 1 —i—F
1651 fRn § f f d.TldVO (z2,..., Tn) 1351 (5)

Zur Faltung: Sind f, g € L', dann ist auch f * g € L' und wir haben

J ) e KBE N f(z — y)g(y)dvol,dvol, Ly J § J i e IWHRE £(2)g(y)dvolydvol
T2 (2m) GO F ().
O
Um Fouriertransformationen in Rechnungen anzuwenden, brauchen wir auch eine

inverse Fouriertransformation, um zu den eigentlichen Funktionen zuriick zukommen.
Dazu benétigen wir noch

Satz 2.3.5 (Fourier Integralsatz). Seien f,g e L*(R™, C). Dann sind fg, f§ € L*(R™, C)
und es gilt

f gdvol = fgdvol.
Rn R

Beweis. Da f stetig und beschréinkt ist und g in L* ist, ist fg € L' nach Folgerung 1.4.6.
Analog f§ e L'(R",C). AuBerdem ist e %% f(2)g(y) € L*(R?*") nach UA? und damit
auch e =¥ f(z)g(y) € L*(R>").

Damit folgt mit Fubini

fgdvol = J J e_i<z’y>f(as)g(y)dvolmdvoly
R”L n n
= f f 67i<x’y>f(a:)g(y)dvolydvolx = fgdvol.

R
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2.3 Fouriertransformationen

Fiir f € L'(R,C) sei
1

Fl&)=—— CCRIX
f(f)'—(%)% o f(x)e dvol,.

Dann heift f die inverse Fouriertransformation (s. folgenden Satz) und es gilt f(€) =

f(=9).

Satz 2.3.6. Seien f und ihre Fouriertransformierte in L'(R",C). Dann ist f = fin
L.

f ist nicht zwingend in L', siche Beispiel 2.3.2.i-+ii.

Bevor wir diesen Satz beweisen brauchen wir:

Lemma 2.3.7. Sei f € L'(R",C). Dann konvergiert

J K9 ()e=o dol,

m\‘

in L' gegen f.

n z|?
Beweis. Sei k. die approximative Einheit zu k(z) = (47r)*fe*L Dann gilt k.(z) =

1|2 2
(4m)~Ze e 27 . Aus den Rechenregeln fiir Fouriertransformationen (Skaherung mit

c= ﬁ in der GauBfunktion, Beispiel 2.3.2.iii) folgt dann k() = F((2r) " Ze~¢ *lal® )

und damit ke(y — ) = ke(z —y) = F((2r) 2@ e=<12") Mit dem Fourier Integral-
satz haben wir somit

(ke = f)(y) = f kely = @) f (@)dvol,
P

Aus Satz 2.2.5 folgt nun die Behauptung. O

Beweis von Satz 2.5.6. Ist f € L*(R,C), dann folgt die Behauptung aus dem letzten
Lemma und dem Satz zur majorisierten Konvergenz, dass

1 - s 1 ; A X
F) = lim e [0 e vl = e [0 fadvol. = fo)

e—0 (271') 2 77) 2
O]

Dieser "Trick’ des Einfiigen einer approximativen Einheit ist oft sehr niitzlich. Wenn
man es direkt probiert und

f(y) = f eXv:8 (J ei<w’5>f(x)dvolx> dvole = J f V=29 f () dvoldvolg

73



Vorl. 19

2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

hat man das Problem, dass der Integrand nicht in L!(R?", C) ist und man nicht einfach
Fubini machen kann — das Integral S n ei<y’1’5>dv01§ existiert auch gar nicht.

Ist f nicht in L', kann es trotzdem sein, dass das Integral fiir f w1eder f ergibt — dann
aber nicht als Lebesgue Integral. Z.B. fiir f = x[_1 1) war f \/7 Sinz  Hier kann man

xr
als uneigentliches Riemann-Integral

Joo sin x m‘{d{ f Sln’l,’ lz§d£

xn T

berechnen und erhilt f.i. f zuriick, UA39.

2.3.1 Schwartz-Raum

Wir werden eine Teilmenge von C®(R",C) n L!(R", C) definieren, die oft sehr hilfreich
ist und auf der sich z.B. auch die Fouriertransformation besonders nett verhilt und in
verschiedenen Kontexten ofter verwendet werden. Wir werden sie vor allem nutzen, um
den Satz von Riemann-Lebesgue zu zeigen, der sagt, dass die Fouriertransformierte
einer L'-Funktion im Unendlichen gegen Null geht.

Definition 2.3.8. Eine Funktion f € C®(R",C) heifit schnell abfallend, falls es fiir
alle k, m € N Konstanten ¢, so dass fiir alle « € N” mit |o| < m und alle z € R™ gilt

«

(1 +[af*)"

(z)

< Ck,m-

ox®

Die Menge aller schnell abfallenden Funktionen auf R™ heifit Schwartz-Raum und
bezeichnen wir mit S(R”, C).

D.h. eine Funktion ist schnell abfallend, wenn alle Ableitungen im Unendlichen schneller
abfallen als =% fiir alle k € N. Insbesondere ist C*(R",C) = S(R",C). Dies ist eine

echte Inklusion, da f(z) = e1** in S(R™, C) ist, aber nicht in C©(R™, C).

Es gibt verschiedene dquivalente Definitionen von S(R™,C), vgl. z.B. QQ31 und den
Beweis von Lemma 2.3.12.

Als néichstes setzen wir fur alle k,m € N

(e}

Gon(Fi= _max_sup (14 [aP) ¥ |

aeN™,Jal<m peRrn

f<x>] |
Damit ist

S(R",C) ={f e C*[R",C) | qkm(f) < oo Vk,m e N}.

Da qo,m(f) = maxaenn ja|<m SUP ern xa 2 fx | )| und damit dquivalent zur C*-Norm aus
Definition 2.2.7 ist, folgt S < C*(R™) fiir alle m € N.
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2.3 Fouriertransformationen

Man kann direkt sehen, dass S(R",C) ein Vektorraum ist und alle gy, jeweils eine
Norm auf S(R™, C) ist. Wir wollen aber eine Metrik auf S(R™, C), die ’alle diese Normen
vereint’.

Ein Standardvorgehen aus einer Folge dj von Metriken auf einem gemeinsamen Raum
eine neue Metrik d zu bauen, so dass Konvergenz in d die Konvergenz bzgl. aller dj
impliziert und im geeigneten Sinne auch umgekehrt:

Lemma 2.3.9. Sei X eine Menge und (dy)y eine Folge von Metriken auf X. Dann ist

i dy(z,y)

= 1+di(zy)

eine Metrik auf X.

FEine Folge xy € X konvergiert bzgl. d genau dann, wenn (x¢); bzgl. aller di, k € N,
gegen das gleiche x € X konvergiert.

Kommen die dj, alle von einer Norm, dann kommt dieses d nicht mehr von einer Norm,
da wir die positive Homogenitét verlieren.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass d eine Metrik ist: Es ist d(z,y) < ZZ;O 27k = 2,
und damit ist d: X x X — [0, c0) wohldefiniert. Es ist d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X und
aus d(z,y) = 0 folgt di(z,y) = 0 fiir alle k¥ und damit insbesondere x = y. Symmetrie
folgt aus der Symmetrie der einzelnen dy. Es bleibt die Dreiecksungleichung:

X dk T y) dk(yvz)
d(z,y) +d(y, 2) Z (1+dk(x y)+1+dk(y7z)>

Das kann man ’brute force’ unter Verwendung der Dreiecksungleichung fiir dj nachrech-
nen oder man benutzt, dass h: s — 3 monoton steigend ist: Setzt man r = dj(z,y)
und s = dj(y, z). Dann ist ¢t = dg(z, z) < r + s und wir haben

h(r) + h(s).

Sei nun zy — x bzgl. d. Da alle Summanden in der Definition von d positiv sind, folgt
xy — x bzgl. d, fir alle k € N.

T s
+ <
1+r+s 1+r+s

h(t) < h(r+s) =

Sei anders herum (z4)¢ bzgl. aller dy, gegen x € X konvergent. Sei € > 0. Dann gibt es
ein N € N mit

0 0

_p di(mg,x
> whetet oy o

k=N+1 k=N

w\m

Andererseits folgt aus 2, — x bzgl. aller dj, dass es ein M € N gibt, so dass dy(z¢, x) < §

fiir alle £ < N* und alle £ > M gilt. Damit ist (wir verwenden wieder, dass s — 3

*Hier haben wir die Grenzwertdefinition fiir alle k < N einzeln verwendet und erhalten erst einmal
ein jj fir jedes k. Das j hier ist das Maximum aller dieser jj fiir K < N. Daran sieht man auch den
Nutzen des N — damit wir das Maximum nur iiber endlich viele k nehmen.
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monoton steigend ist)

<e O

N
Jr

d(z i dkxz, i di (¢, @) + € <o
o P S 1+dg(agr) 2

_l’_
k)
[NCN e

1

Verwenden wir die obige Konstruktion fiir unsere gy, ,, erhalten wir auf dem Schwartz-
raum S(R™) die Metrik*

N\ g-Cm)_Wem(f—9)
dslF)= 2,2 Lt qon(f —9)

k,m
Lemma 2.3.10.
(i) C*(R™,C) ist dicht in (S(R",C),ds).
(ii) S(R™,C) ist dicht in LP(R™, C)' fiir p € [1,00).
(iii) S(R™,C) ist dicht in (Co(R™,C), |.|s), wobei

Co(R",C):={f € C°(R",C) | i fla) =0}

| o0

Beweis. (i) Sei f € S(R™",C). Sei n: R™ — [0, 1] glatt mit n(x) = 1 fiir |z| < 1 und
n(z) = 0 fir [z| > 2. Wir setzen f;(z) = f(2)n(5). Dann ist f; € CZ(R",C). Wir
wollen zeigen, dass ds(f;, f) — 0 gilt: Es ist f;(z) — f(z) = f(z)(n(5) — 1) und ist
damit glelch Null fiir |z] < j. Fir |z] < j gilt nach der Leibnizregel fiir alle a € N™ mit
o =

oulsy = @)1 = % (§)08 5@ = (| < a0 a)

B<a

_k+1
<egisrm(F)(L+[al?) "

und damit

Ghan(f = f3) = max sup (1 + Jaf?)’ \aam-—f)(x)\<§qk+1,m<f>.

alsm|g|>;

(ii) Wir miissen zeigen, dass S(R™, C) tiberhaupt eine Teilmenge von LP(R™,C) ist.
Dann folgt die Behauptung direkt mit CZ(R",C) < S(R",C) und Lemma 2.2.10.

*Da die Reihe wegen der positiven Summanden sogar absolut konvergiert, ist die Reihenfolge der
Summation egal.

TWenn wir nur L? sagen, meinen wir immer den Banachraum (LP, |.||p).

ilimmﬂw f(z) = 0 bedeutet: Fiir alle Folgen z, € R"™ mit |x¢| — o0 folgt f(z) — 0
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2.3 Fouriertransformationen

Es ist

(n+1)p (n+

||f\|Z:LQn‘f(x)|p(1+lfﬂ\2) 7 (1 + |af2) ™ 7 " dvol

(n+1)
Stn o1 [ (14 (o) dvol
Rﬂ,
UA35(i) _ © _(ntD)p
< volS” 1Qn+1,0(f)pj P 1+ T2 dr < e(n,p)gnrro(f)P
0

fiir eine Konstante ¢(n,p) > 0.

(i) Wegen |f(z)] < qu.o(f)(1 + 22)~2 ist der Schwartz-Raum eine Teilmenge von
Co(R™, C). Wir iiberlegen uns als néichstes, dass C®(R",C) in (Co(R",C),||.| ) dicht
ist, dann folgt der Rest, da C*(R",C) ¢ S(R",C) < Cy(R™,C) ist: Sei nun f €
Co(R™,C). Sei n: R — [0, 1] glatt mit n(z) = 1 fir |z| < 1 und n(x) = 0 fir |z| > 2.
Dann sind fR(x)::n(%)f(:v) stetig und kompakt getragen mit fr — f bzgl. ||.||. Das
zeigt, dass die stetigen kompakt getragenen Funktionen dicht in (Cy(R™,C), |.|«)- Es
bleibt zu zeigen, dass die jede stetige kompakt getragene Funktion durch Elemente
in C*(R™, C) approximiert werden kann. Sei nun f stetig und kompakt getragenen.
Sei ¢, ein glittender Kern. Dann ist f.:=p, * f € CX(R", C). Nach UA42 konvergiert

fe— [ bzgl. ||||oo- O
Uber den Raum Cpy(R™, C) halten wir noch kurz fest:

Lemma 2.3.11. Co(R",C) ist in (CY(R",C),||.|s) abgeschlossen und damit ist ins-
besondere (Co(R™,C), |.|e0) selbst wieder Banachraum.

Beweis. (Fiir die analogen Folgenriume haben wir uns das in UAS iiberlegt.) Konver-
giere fi, € Co(R™,C) bzgl. ||.|s gegen f € CP(R™,C). Um zu zeigen, dass f € Co(R™, C)
ist. Sei x4 eine Folge in R™ mit |z, — o und € > 0. Dann gibt es ein kg € N, so dass
sup |f — fx| < § gilt. Fiir dieses ko gibt es ein £y € N mit | fz, (z¢)| < § fiir alle £ > /.
Damit folgt fiir alle £ > £y

|f(@e)] < |f(@e) = fro(@e)| + [ fro (we)] < % + % = e
Also ist Cy(R™, C) ist in (CP(R",C), |.|) abgeschlossen. Jeder abgeschlossene Unter-
vektorraum eines Banachraumes ist selbst wieder ein Banachraum: Da ein Untervek-
torraum eines normierten Vektorraums ist es wieder ein normierter Raum (bzgl. der
gleichen Norm). Jede Cauchyfolge in diesem Untervektorraum ist insbesondere eine
Cauchyfolge und damit konvergiert im Banachraum. Da der Untervektorraum aber
abgeschlossen ist, muss dieser Grenzwert selbst aus dem Untervektorraum kommen. [

Lemma 2.3.12.

(i) Ist fe S(R™,C) und o, 8 € N", dann ist % (z*f) e S(R™,C).

7
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(i) Ist f € S(R",C), dann ist f € S(R",C).
Beweis. Mit der Leibnizregel erhalten wir Konstanten ¢, C' > 0 mit

0B

0B
L @) < anf) <e s sup

xaﬁf(ff)

¢ max  sup
|a|<k,|Bl<m zeR™

Daraus folgt direkt (i).

|| <k, |Bl<m zeR

(ii) Bs ist &7 45 f = i71o+#1.25 (22 f) nach Satz 2.3.4. Da f € S(R",C) ist, folgt mit (i),

. . . 8 _— - -
dass die Fouriertransformation von a‘iﬂ (x> f) wirklich existiert und damit insbesondere

beschrinkt ist. Also ist f € S(R",C). O

Damit ist S insbesondere ein geeigneter Untervektorraum von L! auf dem sowohl die
Fouriertransformation als auch ihre inverse definiert und die Fouriertransformation
nicht aus diesem Raum herausfiihrt.

Satz 2.3.13 (Satz von Riemann-Lebesgue). Sei f € L'(R™,C). Dann ist f € Co(R",C).

Beweis. Sei nun f € L'(R", C). Nach Lemma 2.3.10.ii gibt es eine Folge f € S(R",C)
mit fp — f in L'. Nach Lemma 2.3.3 ist die Fouriertransformation eine stetige Ab-
bildung von L'(R",C) nach C?(R",C). Somit konvergiert fr — f bzgl. |.|ls. Nach
Lemma 2.3.10 ist f;, € S(R™,C) < Co(R™,C). Nun ist Co(R™, C) bzgl. |.|, abgeschlos-
sen nach Lemma 2.3.11. Also ist fe Co(R™, C). O

2.3.2 Erweiterung auf L>

Man kann die Definition der Fouriertransformation auf andere Rdume von Funktionen
erweitern. Hier schauen wir uns als ein Beispiel die Definition auf L? an. Da wird
dann % reinpassen, fiir welche wir zumindest gesehen haben, dass deren inverse
Fouriertransformierte zumindest als uneigentliches Riemann-Integral existiert (UA39).

Um die Fouriertransformation auf L? zu erhalten, schauen wir uns diese erst einmal
auf L' n L? an. Dort greift noch unsere urspriingliche Definition.

Lemma 2.3.14. Sei f € L'(R",C) n L%(R",C). Dann ist f € Co(R™,C) n L2(R™, C)
mit [ fll2 = [ f]2-
Beweis. f € Co(R™) folgt aus dem Satz 2.3.13 von Riemann-Lebesgue.

Es ist
2
Hf”% :fR . (ac)e_i@’@dvolm dvolg
_ ! f(@)f(y)e ¥ dvol,dvol,dvol
_(27r)n n n Jrn Y T Yy £

Da der Integrand nicht in L' von R3" liegt, benutzen wir den reskalierten GauBkern

_l=? .
k(x) = e~ 2 und den Satz zur monotonen Konvergenz, um doch Fubini anwenden zu

koénnen:
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Hf”Q = hmJ ‘J 1<7«a5>dvol (eﬁ)dVolg
J f f Fy)e ¥ k(e¢)dvol,dvol, dvole
Fublnl 1<x e L
f f f dvole f(x) f (y)dvol,dvol,
\0 J J f =t ,e£>€*ndvolsgf(x)@dvolxdvoly
BSP'QEAZ(m) 1 L
a 2 ll\r‘%J " f N ke( (z) f (y)dvol,dvol,

(23 i [0 () ol

Es ist HkHLl = (2m)%, vgl. Belsplel 2.2.6. Nach Satz 2.2.5 konvergiert f x k. dann in L?
gegen (27)% f und damit z )n limeo §gn f(@) (f * k) (z)dvol, gegen | f3, da

1

‘W o f(@) (f = ke) (z)dvol, — | 3]
- ]R"f ( 3 (x)—f(x)) dvol;
Holder o .
< I7l2]5 )% (F # ke) () — ()

ist.
O

Die Menge L'(R",C) n L?(R",C) ist dicht in L?(R",C), da fiir f € L?(R", C) nach
Lemma 1.8.6 die Funktion xp,(0)f € L*(R™,C) fiir alle R ist und xp, (o) f — [ fiir
R — o in L? ist.

Mit dem letzten Lemma kann man die Fouriertransformation auf alle Elemente in
L?(R",C) erweitern:

Satz 2.3.15. Es gibt eindeutige stetige Abbildungen F,F*: L*(R",C) — L*(R",C),
welche auf L*(R",C) n L*(R"*,C) mit der Fouriertransformation bzw. der inversen
Fouriertransformation tibereinstimmen.

Fiir diese Abbildungen gilt dann fir alle f,g € L*(R™,C)
(i) die Plancherel-Identitét | f[2 = |F(f)ll2 = [F*(f)]2-
(i) (F(f): F(9)ez = (f;9)rz = (F*(f), F*(9)) 2

(iii) (F(f),9)> = (f, F*(g))r2
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

(’[U) FF*=F*F = IdL2(Rn’C)

Beweis. Da LY(R",C) n L*(R",C) dicht in L?*(R",C) ist, kénnen wir F fiir f €
L?(R",C) einfach als stetige Fortsetzung definieren — also als den L2-Grenzwert von
F(f;) fiir eine Folge f; € L'(R*,C) n L?(R*,C) mit f; — f in L?. Existenz des
Grenzwert und Unabhéngigkeit von der gewahlten Folge f; folgt direkt aus letztem
Lemma. Damit iiberlebt auch die Plancherel-Identitét — (i). Analog iiberlebt auch die
Linearitdt der (inversen) Fouriertransformation.

(i) folgt aus der Plancherel-Identitéit, der Linearitit von F(*) und der Polarisationsfor-
mel” fiir das komplexe L2-Skalarpodukt

4(f,9)12 = If + 913 = If — gl +ilf +1igl3 il f — ig]3-
(iii) Fiir f, g € L*(R™, C)nL2(R™, C) ist dies der Fourier-Integralsatz, da dann (f, g) > =
Sgn fgdvol = (o, fgdvol = (o, fg = (f,§)r2 ist.
Fiir allgemeines f, g € L?(R™, C) folgt es dann mit Approximation und Holder, UA43.
(iv) Aus (ii) uns (iii) folgt

(F*F () 9z = (F(f), F(9))r2 = (f,9)r2

fiir alle f,g € L>(R™,C) — also (F*F(f) — f,g)r2 = 0. Wéhlen wir g = F*F(f) — f
erhalten wir F*F(f) = f in L?. Die zweite Gleichheit geht analog. O

Insbesondere ist somit die Fouriertransformation auf ganz L? definiert und dort auch
invertierbar.

2.4 Diskrete Versionen

Wir wollen uns Diskretisierung der Operationen dieses Kapitels anschauen, da die-
se Operationen so numerisch angewendet werden, und dann an einigen Beispielen
Anwendungen kennenlernen.

2.4.1 Diskrete Fourierreihe und Transformation

Sei f: R — R 27-periodisch und in L2. Dann ist

— 1 "
Vom J_x

Versuchen wir mal ad-hoc zu diskretisieren: Wir betrachten die Funktion f nur durch
ihre Werte an z, = 277% mit £ =0,1,..., N — 1 gegeben — also y; = f(x¢).
Diskretisieren wir ad-hoc das Integral zur Berechnung der Fourierkoeffizienten durch

2 N-1 ks N-1 /27, _ip2xt .
flk) = \/%72&0 Zypeihre = 3T 0 2y R N Dann sehen wir schon, dass

(z)e *2dg,

T =L F(k)e*™  mi f
f(z) m;f(k:) t f(k)

*Die reelle Version hatten wir uns mal in UA24 {iberlegt.
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2.4 Diskrete Versionen

f(k) = f(k+N) ist - im Gegensatz zur nicht diskretisierten Version, wo (f(k))x € £2(Z)
ist und damit abfillt. Deshalb kann Einsetzen der diskretisierten Version der f(k) in
die alte Formel der Fourierreihe noch nicht einmal konvergieren geschweige denn das f

uns wiedergeben.

Aber es ist
N—-1 N—-1 N—-1N-1
il 2mm 3 (P 2k
IR T S PR
k=0 m=0 k=0 m=0
(S —
f(k:)\/% von oben

was bis auf einen Faktor + der ad-hoc Diskritisierung der Fourierreihendarstellung

N
entspricht. Die letzte Gleichheit folgt, da fiir eine n-te Einheitswurzel (= Losung zu
w" = 1) mit w # 1 immer ZZ;% wk = 0 gilt. Dies S5

verwenden dies hier fiir w = e N, was eine

N-te Einheitswurzel ist, die nur fiir £ = m gleich .

eins ist. e N

folgt aus 0 = w” — 1 = (w — 1) Y}_0 Wb Wir ’A
i(f—m) 3= ’A

Damit haben wir nachgerechnet:

Lemma 2.4.1 (Diskrete Fourierreihe). Sei y, € C, ¢ = 0,...,N — 1. Fir §, =
Zévgol yee R st

1S
_ A j2mky
Yo = N kzoyke N

Die Abbildung endlich Folge (y¢), auf die Fourierkoeffizienten (g¢), und zuriick sind
nicht ganz symmetrisch, da bei der Riicktransformation ein % steht. Das konnte man
beheben, in dem man bei beiden Abbildungen ein #N dhnlich wie wir es bei der
Fourierreihe gemacht haben. Wir diskretisieren hier allerdings vor allem, um numerisch
was ausrechnen zu kénnen und da wollen wir nicht noch extra eine Wurzel berechnen
miissen (Aber wéire auch nicht so schlimm, da N in Anwendungen i.A. konstant ist und

dann miisste man es nur einmal ausrechnen).

Es ist ﬁ = gn_ und

N1 1 N-1
Z el = Z |9k,
k=0 N =
UA45 (das ist das diskrete Analog zu | f|l2 = | |2 fiir Fouriertransformationen bzw.

[£]2 = ||(f(k))kez|\2 fiir Fourierreihen).

Lemma 2.4.2. Sei f 2w-periodisch und auf [0, 27] Riemann-integrierbar. Sei yév =

F(3L) und y/l\vz die zugehorigen diskreten Fourierkoeffizienten. Dann ist yN , — %f(ﬂ)
fir N — 0.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Beweis. Folgt direkt aus der Definition des Riemannintegrals mit

o N1 27l i 2me 2 ) R
N () e [ e = (k).
N ;) N .

O

Kommen wir nun zur Diskretisierung der Fouriertransformation - erst einmal in einer
Dimension. Dann ist die Fouriertransformierte einer Funktion f: R — C in L' gleich

n 1 * —iz
f€) = E Jﬁw f(x)e ‘dz.

Nehmen wir an, dass f Triger in [—a, a] (das ist ok, da reale Signale, sowieso nur aus
endlich vielen Messwerten bestehen) und f dariiber Riemann-integrierbar ist, dann kon-
nen wir als Riemannsumme an den Stiitzstellen x, = ¢ mit £ = —N,...,0,1,...,N—1
die Fouriertransformierte durch

1
V2T ’

anndhern. Auswerten an diskreten Stellen & = k mit mit k= —N,...,0,1,..., N —1
liefert

N-1 a
> < f(we)e e
=7NN

Noro .

2 7.}(.(.%[)671%]%.

Ty V2N

Bis auf, dass der Ausgangsdefinitionsbereich nun [—a, a] statt [0, 2] ist das genau die

Formel der Diskretisierung der Fourierreihe.

Deshalb nennt man die Formeln aus Lemma 2.4.1, die aus einer endlichen Folgen
— 1.2l

ye € C der Lange N (£ = 0,...,N — 1) die endliche Folge g, = Zévzol yoe IR

der Liange N als Diskrete Fouriertransformation (DFT) und die Riicktransformation

Yo = % fo;() g}keiLAV als Inverse Fouriertransformation (IDFT).

Wenn man mit reellen Daten zu tun hat, will man oft nicht extra zu komplexen

Daten tibergehen und dann die komplexe Fouriertransformation nehmen. Da kann man

auf den Real-Teil der FFT tibergehen, da diese (zumindest fir gerade Funktionen)

dann alle Informationen enthélt, oder direkt eine Diskretisierung des Realteils der

Fouriertransformationen nehmen — Diskrete Kosinustransformation (DCT).

Beispiel 2.4.3. Sei f(t) = 5+ 2sint + 3cos(2t) fir ¢ = [0,27]. Wir diskretisieren mit

N = 4. Dann ist y¢ = f(22¢) und damit

3 3
~ _jzke .
ge= Y ke = > yp(—i)
) =0

— also:
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2.4 Diskrete Versionen

k[0 1 ]2]3
w| 8| 4 80
Oe | 20 | —4i | 12 | 41

Ko6nnen wir direkt von den §; ausgehend wieder etwas iiber f aussagen?
(Das folgende ist am Ende einfach die inverse Transformation - aber wir analysieren
das einmal schrittweise.) g = 20 entspricht (modulo Division mit N) dem konstanten

Anteil in f(t), also Frequenz Null (20/N = 5). Es ist 1 = §3 = —4i. Das kommt von
der Sinuskomponente mit Frequenz 1 und Amplitude W = 2 — also der 2sint
Summand. Da ¢; rein imaginér ist, gibt es mit Frequenz 1 keinen Kosinusanteil. Bleibt
noch o = 12. Das gehort zu k = 2 und da es rein reell ist, kommt hier nur der

Kosinusanteil vor mit Amplitude £ = 3 — also 3 cos(2t).

Die obige Diskussion ist unter der Annahme, dass die Frequenzen, die in (der Fourierreihe
von) f auftauchen nicht zu grofl sind. Hatte das f von oben, noch den Zusatzterm
3sin(4t), so wiirde sich y, nicht &ndern. Oder in dieser Diskretisierung mit N = 4
kénnten wir z.B. 542 sin ¢ +3 cos(2t) nicht von 5+sin ¢+ 3 cos(2¢) +sin(3t) unterscheiden
— vgl. auch Aliasing im néchsten Abschnitt.

Ist jedoch f = sin %, dann ist die Frequenz zwar nicht zu grof3, wir haben also nicht das
"Aliasing’-Problem von eben. Aber die Frequenz ist nun eine, die nicht genau in den
diskreten Frequenzen enthalten ist, die durch N und At = Intervalllinge/N bestimmt

ist — also hier %Z fir £ = 0,...,3. Hier wéire nun

k 0 1 2 3
Y 0 1/V2 1 —1/2/2
O | V2+1~24] -1 [1-v2~06] -1

Leaking/Windowing und Aliasing

Durch Diskretisieren und Abschneiden konnen ungewollte Effekte bei der DFT auftau-
chen:

Einen haben wir oben schon im letzten Beispiel gesehen — Aliasing: Die Lange/Zeit
At zwischen zwei Diskretisierungspunkten (sample interval) bestimmt, bis zu welcher
Frequenz das Ausgangssignal aus der Diskretisierung héchstens wieder konstruiert
werden kann. Das ist die Nyquist-Frequenz fn, = ﬁ. Wenn man doch ein Sample hat,
dessen sample rate (=1/At) zu klein ist, also dessen Signal Anteile hat mit Frequenz
hoher als die Nyquist-Frequenz, wird dieser bei der DFT in Anteile mit kleineren

Frequenzen ’tibersetzt’. Das nennt man Aliasing.

Die Anzahl N der Diskretisierungspunkte hingegen bestimmt die Absténde zwischen
Frequenzen, welche aufgelost werden konnen: Af = 1. Das Produkt NAt nennt

_ ' NAt-
man sampling period.

Durch Diskretisieren und Abschneiden kénnen noch weitere ungewollte Effekte bei der
DFT auftauchen — der Leck-Effekt/Leakage-Effekt:
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Einen Leakage-Effekt (’spectral leakage’) haben wir auch schon im letzten Beispiel
beschrieben. Dort passiert dieser Effekt, wenn die Frequenz im Ausgangssignal zwischen
zwei der Frequenzen der DFT liegen. Ein analoger Leakage-Effekt kann auch auftreten,
wenn es zwar eine Frequenz im Signal ist, die in der DFT vorkommt. Das kann daher
kommen, dass das Ausgangssignal irgendwo abgeschnitten wird. Ist das Ausgangssignal
sint, dann wiirden wir als Frequenz k = 1 (als echte physikalische Frequenz i, aber
wir lassen die 27 hier immer weg) erwarten. Doch wenn wir das Signal nur auf einem
endlichen Intervall anschauen (z.B. [0, 47] im unteren Bild oben links) ist schon die (nicht
diskretisierte) Fouriertransformation nicht nur ein einzelner Peak bei k = 1, sondern die
blaue Kurve im Bild oben rechts (das ist der Absolutbetrag der Fouriertransformation).
In der DFT mit N = 4 und At = % = 7 wiirde nun aus der Folge der roten Punkte
links die Folge der roten Punkte rechts werden und wir wiirden wieder nur einen Anteil
bei k = 1 sehen. Das liegt aber daran, dass wir zufillig das endliche Intervall mit einer
Lange gewdhlt haben, die ein Vielfaches der Periode ist. Wéhlt man eine Lange bei der
das nicht so ist, tritt wieder ein Lecken auf andere Frequenzen auf, siehe die unteren
beiden Bilder. Das ist der Sinus mit gleicher Periode nur ist die Lénge des Signals kein
Vielfaches der Periode.

10 4 ' 5
054 | | 1
| |
! ! 34
0.0+ + 1 + ¢
l l 24
—0.5 - : :
l I 1+
—1.0 0
O.IO 2.‘5 5.I0 7.I5 lDI.O 12l.5 tl) ]I. 2I _'I": =Il
1.0 s
‘ 4
0.5
I I 3
I |
41 I
0.0 L . L L 2 4
|
|
_0‘.5 ' : l |
—1.01 T T T T T 0- T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 0 1 2 3 4
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2.4 Diskrete Versionen

Leakage-Effekte wird man nicht total verhindern kénnen, das Signal wird in der Realitét
immer nur eine endliche Lange haben. Aber man kann den Effekt etwas abmildern,
wenn man nicht hart mit einer charakteristischen Funktion ein endliches Stiick rauslost
(entspricht der Multiplikation mit einem Rechtecksignal), sondern mit anderen kompakt
getragenen Signalen multipliziert. Dies nennt man windowing. Es werden verschiedene
solcher Fensterfunktionen verwendet*. Da die Fouriertransformation eines Produkts
(bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) gleich dem Produkt der einzelnen Fourier-
transformationen, lasst sich der Effekt einer Fensterfunktion auf die DFT auch leicht
bestimmen.

DFT in mehreren Dimensionen

Hat man eine Funktion f: [0,27]™ — R, so kann man auch in alle n-Richtungen jeweils
eine DFT durchfiithren (dhnlich wie bei der Fourierreihe in mehreren Dimensionen). Der
wichtige Fall in den Anwendungen ist vor allen Dingen n = 2, da dies bei Bildbearbeitung

relevant. Dann wiirde man f mit einer Matrix yn,; = f (2’;\}”, %) und erhélt dann

N-1
Jmj = . ykee ¥ kM),
k,6=0
FFT — Fast Fourier Transform

Schauen wir noch einmal auf die Diskrete Fouriertransformation. Gegeben eine Folge
. N N—1_  _j2=r e : L
y¢ der Lange N, berechnen wir g = >,_, yee ' ¥ k¢ Wir kénnen dies auch in einer

Matrixschreibweise darstellen. Sei y = (yo, .. ., le)T’ g = (fo, .. ,@NI)T, o = yes
1 1 1
1wt oD
Fo (N = [t e e
1 w V-1 w—(N—1)?2

Dann ist § = F'y und rechnet man diese Matrixmultiplikation stumpf nach, bendtigt
man N? Multiplikationen und N (N + 1) Additionen. Der Rechenaufwand wiirde also
wie O(N?) gehen (Das hier ist die Grof-O-Notation, die ist leicht verschieden von der
Klein-o-Notation aus [2, Abschnitt 4.3.3.]: Es ist f(x) = O(g(x)), falls es ein M > 0
und ein xg gibt mit |f(x)| < M|g(x)| fur alle > x¢. Die Gro-O-Notation wird in der
Informatik in der Komplexitétstheorie, der Analyse des Rechen-/Zeitaufwandes von
Algorithmen, verwendet.)

Die Idee ist nun durch geeignetes Gruppieren den Rechenaufwand zu reduzieren.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Fensterfunktion
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Vorl. 22

2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Schauen wir uns als Beispiel N =4 an, da ist

11 1 1 (yo +y2) + (y1 + v3)

1 - -1 i . (Yo — y2) —i(y1 — y3)
F = und § = Fy =

1 -1 1-1 y=ry (yo +y2) — (y1 +y3)

1 i -1 —i (Yo —y2) +i(y1 — y3)-

Wir koénnen also erst 4 Additionen ausfithren (yo + y2,y1 * y3), dann zweimal mit i
multiplizieren und am Ende noch 4 Additionen ausfiihren. Das sind 10 Operationen
statt vorher N2 + N(N + 1) = 36.

Eine solche Reduktion rekursiv ausgefiihrt ist die grundlegende Idee der FFT. Dieser
Algorithmus wurde von Cooley und Tukey in der 60er beschrieben. Dazu habe N
die Form 2™ fiir ein m € N. Fiir ein Polynom p seien p, und p, Polynome, so dass
p(z) = py(?) + zpy(2?). D.h. py(x?) wire der gerade Anteil von p(z) und xp,(z?) der

ungerade Anteil. Fiir p(wy) = ZkN;Ol ykw;,k ware fir j =0,..., % -1
35 =y (@) + 0¥ Pulwn™) = by (@) + i pu(wy)

25+ 2(5+9)

N j Ny i » iy
Ix4; =pg(wy )) +wy pulwy ) = pg(w%J) - Wiju(w%j)

(hierbei haben wir in der Matrixmultiplikation F'y die geraden Anteile (alle ungeraden
Spalten) und die ungeraden Anteile (alle geraden Spalten) separiert).

Diese Formeln sagen uns: Zur Berechnung der DFT vom Vektor y = (yo,...,yn_1)"
der Linge N koénnen wir auch die DFT von zwei Vektoren y, = (yo,¥2, . - -,yn—2)7 und
Ye = (Y1,Y3,.-.,yn_1)" berechnen und brauchen am Ende noch N Multiplikation und
N Additionen. Allerdings war N ja eine Zweierpotenz, d.h. wir kénnen diese Reduktion
auch bei der Berechnung der DFT von y,4 und y, anwenden und so weiter. Das macht
FFT und dabei reduziert sich der Rechenaufwand zu O(N log, N), vgl. UA47.

2.4.2 Diskrete Faltung

Analog kann man auch die Faltung

h(z) = N f(x—y)g(y)dvol,

diskretisieren. Gehen wir analog wie bei der Fouriertransformation vor erhalten wir in
einer Dimension (n = 1) fiir die Faltung zweier endlicher Faltung f; und g;, jeweils der
Lénge N:

N-1
hi:Zfi*jgj fﬁrizO,...,N—l
7=0

Der Rechenaufwand fiir die direkte Berechnung ist hier auch O(N?). Aber FFT kann
hier wieder den Rechenaufwand reduzieren: Es gilt wie im kontinuierlichen Fall: DFT
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einer Faltung ist das punktweise Produkt der einzelnen DFTS, vgl. UA46. D.h. wir
miissen zwei Fouriertransformationen berechnen, deren koordinatenweises Produkt

und dann eine inverse Fouriertransformation. Mit Hilfe der FFT hat das nun den
Rechenaufwand O(3N logy N + N) = O(N log, N).

2.4.3 Anwendungen

Es gibt viele Anwendungen der Fouriertransformationen (DFT/FFT). Z.B digitale
Signalverarbeitung (Kompressionsalgorithmen, Verstirken/Unterdriicken von Noise
oder Hintergrundgerduschen), Spektralanalyse... Wir wollen uns hier ansehen, an einigen
Bildbeispielen die Wirkung von Fouriertransformationen ansehen:

In der Bildbe- und -verarbeitung wird auch oft mit FFTs und diskreten Faltungen
gearbeitet. Das Bild ist in Pixeln gegeben, jedem Pixel ist eine Farbe zugeordnet. I.A.
ist jedem Pixel drei Werte zugeordnet: ein Rotwert (R), ein Griinwert (G) und ein
Blauwert (B) - RGB. Dann kann man alle Operationen pro Farbe einzeln machen. Um
uns hier das Leben leichter zu machen, schauen wir uns nur graue Bilder an. Jedes
Pixel hat einen ganzzahligen Wert zwischen 0=schwarz und 255=weif3.

Oft wird vor anwenden der FF'T, die Skala der y-Werte verschoben, um sie symmetrische
zu machen. Dann ist im Original also immer —122 nun schwarz und 122 nun weify —
der Wert 0 entspricht nun einem grau.

Da wir fur die FFT (bis auf eine Ausnahme weiter unten) sowieso immer nur den
Absolutbetrag plotten — bleiben wir dort bei der Konvention: 0 ist schwarz. Ansonsten
sind die FFT die hier abgebildet werden oft nicht die lineare Abbildung (0, max)
auf die Grauskala (0, 255), sondern manchmal habe ich andere monotone Funktionen
verwendet, damit die Helligkeitsunterschiede besser sichtbar werden und wir nach dem
Runden auf ganze Zahlen z.B. nicht nur noch schwarz sehen. Ich gehe auf die genaue
Wahl hier nicht weiter ein.

In Abbildung 2.3 schauen wir uns erst einmal die FFT einer einfachen Welle an, in
Abbildung 2.7 das ganze noch mal mit Leakage-Effekt. Dann sehen wir in Abbil-
dung 2.4 und 2.4 den Einfluss von Abschneidefunktionen, der uns auch zeigt, dass man
Geraden/Geradenstiicke /Horizonte im Original durch Ursprungsgeraden in der FFT
identifizieren kann, vgl. auch Abbildung 2.5.

Insgesamt treten bei der FFT und IFFT zwar Rundungseffekte auf, doch i.A. ist dies
fiir das bloe Auge nicht zu sehen, vgl. Abbildung 2.8, abgesehen von Leakage-Effekten,
die man durch blurring (Mitteln/Falten) aber verringern kann.

*sinc(y) = siny
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Original |FFT|

|FFT| - zoom in

Abbildung 2.3: Links ist das Bild von fi(z) = 2 cos(i%F(k, z)) = Ry | 15 )

88

fir k = (ky, —k;) mit k; € {0,1,...,N}, N = 1024 und z = (21, 22)7.
In der Mitte ist Absolutbetrag der FFT. So sieht es erst einmal aus,
als ob diese vollstindig schwarz ist und damit gleich Null ist (oder
zumindest klein genug ist, um fiir die Farbausgabe auf Null gerundet
zu werden. Um mehr zu sehen, gibt es rechts ein rein gezoomtes Bild.
Die FFT ist iiberall Null nur in zwei Punkten (k1, —k1) und (—kq, k1)
ungleich Null. Das entspricht genau, was man der DFT-Darstellung
von fi ablesen kann.

Bei allen weiteren FFT-Bildern wird ab sofort immer eine geeignete
Zoom-Stufe gezeigt.



Abbildung 2.4:

2.4 Diskrete Versionen

Original |FFT]

Hier ist das Original fa(7) = f1(2)X{o<z,<a} fiir fi wie in der letzten
Abbildung und ein a € [0, N] (Grau entsprach in den Originalbildern
dem Wert 0). Da die Fouriertransformierte eines Produkts modulo Kon-
stante die Faltung der einzelnen Fouriertransformierten ist (s. UA 47
fiir die diskrete Version), erwarten wir als FFT hier die Faltung der
Fouriertransformierten des ersten Bildes mit der von x(g<s,<a}, welches
modulo Konstante und Konstante die diskretisierte sinc-Funktion®in
zo-Richtung ist. Bei der Faltung wird damit die FFT von f; in xo-
Richtung ’ausgeschmiert’. Ausgeschmiert ist nicht ganz das richtige
Wort, da wegen der sinc-Funktion, die Helligkeit nicht monoton ab-
nimmt. An dem maximalen Wert der FFT in einem der hellen Linie
(kommt vom Maximum der sinc-Funktion im Ursprung) sieht man noch,
wo die FFT von f; die zwei hellen Pixel hatte.

Woran sieht man das a? Also die Hohe dessen, wo abgeschnitten wurde.
In den Konstanten bei der sinc-Funktion und damit nur an den genauen
Betrigen der Real- und Imaginérteils der FFT. In unserem Bild sieht
man das also schlecht bis gar nicht.

Das zeigt uns aber schon, dass Ursprungsgeraden in der FFT zu Gera-
den/Geradenstiicke (z.B. einem Horizont) im Original gehéren werden.
Der Anstieg der Geraden in der FFT ist dabei immer senkrecht zur
Geraden im Original, da der Wellenvektor k in e'**> immer senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung der Welle e/*# ist (vgl. letzte und folgende
Abbildung).
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Original [FFT]

Abbildung 2.5: Mit geeigneter Zoom-Stufe und monotonen Abbildung |[FFT|-Wert zu
Farbwert sieht man hier in der FFT von dem Allee-Bild einige Geraden,
welche zu Geraden/Geradenstiicken im Original gehoren.

Input Image

FFT-Zoom

FFT

Abbildung 2.6: Nun dndern wir das Original in Abbildung 2.4 ab und setzen den
oberen Teil auf Schwarz, also fa(x) = f1(%)X{o<za<a} + AX{a<as<N}
mit A = —122 dem verschobenem Farbwert fiir schwarz. Dann ist
wegen Linearitit die FFT nun die FFT aus Abbildung 2.4 plus der von
AX{a<azs<n}- Das A gibt uns in der FFT einen Punkt im Ursprung der
FFT von X(,<z,<n) gefaltet, also wieder in zo-Richtung "ausgeschmiert.
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Abbildung 2.7: Die Welle in Abbildung 2.3 wurde extra so gewéhlt, dass der Wellen-
vektor nur ganze Zahlen enthélt zwischen —(N — 1) und N — 1 enthilt
und damit direkt die diskretisierten Frequenzen. Betrachten wir eine
Welle bei der das nicht so ist, erwarten wir wieder leakage. Das sieht
man auch im rechten Bild. Die beiden hellsten Punkte werden den
Wellenvektoren (k1, k2) entsprechen, die dem echten Wellenvektor des
Bildes am néchsten ist. Damit man solche Leakage-Effekt nicht mit
echten Strukturen im Original verwechselt, kann man blurren (falten
mit einem kompakt-getragenen Kern, s. unten), was diesen Effekt dann
etwas ausschmiert.

Original IFFT| IFFT]
IFFT]-Original Re(IFFT)-Original Im(IFFT)

Abbildung 2.8: Die inverse DFT ist wie der Name suggeriert eigentlich invers zur DFT.
In echten Rechnungen treten allerdings Diskretisierungs- und Rundungs-
effekte auf. Fiir das blofle Auge sehen die Ritzel im Originalbild und in
der IFFT genau gleich aus. Lasst man allerdings sich mal die Differenz
zum Originalbild oder den Imaginérteil der IFFT plotten, sieht man
das diese Bilder nicht einheitlich grau sind (also konstant Null sind).
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Abbildung 2.9: Verschieden geschriebene Buchstaben haben in der FFT doch sehr
dahnliche Charakteristika.
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3 MabBtheorie

3.1 Von L'(R") zum Lebesgue-MaB

Bevor wir zu den allgemeinen Definitionen und Konstruktionen kommen, wollen wir
sehen, wie wir aus L!'(R™) ein Maf definieren kénnen und welche Eigenschaften dieses
hat.

Definition 3.1.1. Sei K ein Quader. Eine Teilmenge S < K heifit Lebesgue-messbar,
falls es ys € L(K) ist. Dann setzen wir

AR (5):=I(xs)-

Eine Teilmenge S < R™ heifit Lebesgue-messbar, falls S n @Q fiir alle Quader Q < R™
Lebesgue-messbar ist. Dann setzen wir

)\n(S): lim /\ga::[—a,a]" (S M Qa) € [07’ﬁ]

a—00

und nennen A\"(S) das Lebesque-Maf$ von S. Die Menge der Lebesgue-messbaren
Teilmengen von R™ bezeichnen wir mit A™.

Ist S Teilmenge eines Quaders, dann ist sie als Teilmenge von R™ Lebesgue-messbar
genau dann, wenn sie als Teilmenge dieses Quaders Lebesgue-messbar ist. Ist S < R™
Lebesgue-messbar, dannist Ay .1, .y (SnQ,) in a monoton steigend. Damit existiert

der (ggf. uneigentliche) Grenzwert fiir a — co0. Z.B. ist S = R™ Lebesgue-messbar mit
A"(R™) = o0.

Sammeln wir erste Lebesgue-Mafle von Mengen:
Lemma 3.1.2.

(i) Ist S = R™ vernachlissigbar, dann ist xs = 0 € L*(R™) und \"(S) = 0. Solche
Mengen heifien Lebesgue-Nullmengen.

(ii) Jede offene Teilmenge S < R™ ist Lebesque-messbar mit A™(S) = vol S.

(iii) Ist S < R™ Lebesgue-messbar, dann ist

A™(S) =inf{ volG | S € G,G ist offen}.

(iv) Sind S,T < R™ Lebesgue-messbar, dann auch S ~T.
(v) Ist S < R™ Lebesgue-messbar, dann auch R™\S.
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Beweis. (i) Da S vernachliissigbar ist, ist xs(z) = 0 f.ii. und damit xg = 0 € L'(R")
und A"(S) = 0.

(ii)Sei S Teilmenge eines Quaders. Aus Beispiel 1.3.7 folgt xs € L*(R™) mit I(ys) <
vol S und mit Seite 23 A"(S) = I(xs) = volS. Fiir S < R™ ggf. unbeschriankt folgt
analog wie in Beispiel 1.3.7 und Seite 1.3.5 I(X§n[-q,a]») = VOl.S N [~a,a]". Mit
Lemma 1.2.4.ii folgt I(X§n[—a,a») — Vol S fiir a — oo. Damit folgt aus dem Satz
monotoner Konvergenz xsn(—q,q]» — Xs i L! und damit die Behauptung.

(iii) Fiir G < R™ offen mit S < G gilt xs < x¢ und damit A\"*(S) < vol G.

Nach Lemmata 1.3.9 und 1.3.10 gibt es ein ¢ € CO(R™), so dass es fiir jedes € > 0 eine
offene Menge B, mit vol B, < € und |c¢(z) — xs(z)| < € fiir alle z ¢ B, und |c—xs]1 <e.
Damit ist insbesondere I(c) < I(xs) + ¢ — xslli < I(xs) +€=A"(S) +e.

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass ¢ = 0 ist (da xs = 0 ist). Sei
Ho={zeR" | c(x) >1—¢€}.
I(c)

Wegen Lemma 1.2.6 ist vol H. < 1. Wegen der Wahl von c ist c(z) > 1 — € fiir
x € S\B. und damit S ¢ H, U B,. Damit ist H. u B, € R" offen und zusammen mit

I n
vol H, U B, < vol H, + vol B, < 1(c) e fs)-l-e_’_e
— € — €

erhalten wir lim._,g vol H. U B, < A"(S). Damit folgt die Behauptung, da H. U B, ein
Beispiel einer Menge G in dem Infimum ist.

(iv) Sind S, T < @ fiir einen Quader @, dann bedeutet Lebesgue-messbar, dass xs, X7 €
LY(Q) ist. Dann ist auch xs~7 = xsxr € L*(K) nach Satz 1.3.27 und damit S T
messbar.

Wenden wir dies nun auf S n[—a, a]™ und T'n [—a, a]™ an, erhalten wir die Behauptung.

(v) Ist S Lebesgue-messbar, dann ist Xgn[—a,a» € L'([—a,a]™) und somit ist dann
X[—a,a]\s = 1 = Xsn[—a,a)» € L'([—a,a]™). Also R™\S Lebesgue-messbar. O

Satz 3.1.3.
(i) Sei f € LY(R™) und a € R. Dann ist {x € R" | f(x) < a} Lebesgue-messbar.
(i) Fir A;e A", i e N, gilt UP A, € A™.

(iti) Fiir die Abbildung
A" A" — [0, 00]

gilt \"(@) =0 und
[e¢]
AT(UFAi) = DT AT (A))
i=1

fur alle A; € A™, die paarweise disjunkt sind.
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3.1 Von L'(R™) zum Lebesgue-Maf

Zu (i): L' besteht aus Aquivalenzklassen. D.h. hier muss die Behauptung wieder
so gelesen werden: Fiir jede Realisierung f(z) von f € L'(R") ist die Menge {z €
R™ | f(x) < a} Lebesgue-messbar. Da verschiedene Realisierung nur f.ii. iibereinstimmen
missen, hingt diese Menge aber von der gewahlten Realisierung ab, aber die Differenz
ist immer eine Lebesgue-Nullmenge. Damit folgt mit (iii), dass das Lebesgue-Maf} von
{x e R™ | f(x) < a} nicht von der Wahl der Realisierung abhéngt.

Beweis. (1) Wir miissen zeigen, dass S, = {z € [—¢,]"|f(x) < a} fiir alle ¢ > 0
Lebesgue-messbar ist. Dazu sei ¢ > 0 fest, und wir betrachten f. = flj_cq» €
L'([—c,c]™). Es reicht dann jeweils die Aussage fiir @ = 0 zu zeigen, da auch f, —a €
LY ([—c,c]™) ist.

Sei ¢ : R — R definiert durch

1 s < —%
or(s)=< —ks —1<s<0
0 sonst.

Dann ist ¢ Lipschitz mit ¢ (0) = 0 und wir konnen das Lipschitzkalkiil, Satz 1.3.15,
verwenden. Damit ist grp:=¢r(f.) € L'([—c, c]®) mit gr < grr1 < 1. Damit folgt aus
dem Satz zur monotonen Konvergenz, dass g(x):=limy_, gx(z) f.id. in L1 ([—c, c]?) ist.
Nach Definition der ¢y, ist g(x) = xg, f.i. und damit folgt, dass S. Lebesgue-messbar
ist.

(ii) Es reicht (analog zu oben) die Aussage fur den Fall zu zeigen, wo alle A; Teilmenge
eines Quaders @ sind.

Fiir endlich viele 4; # @, folgt die Aussage direkt, da U¥_jA; = R™\(nk_,(R™\A;)) nach
letztem Lemma Lebesgue-messbar ist. Damit ist B; = Ai\(u;;%Ai) auch Lebesgue-
messbar und die B; sind paarweise disjunkt mit U§:1XA7,- = ui?:lxgi. Damit ist
X0k xa, = Zf:o X B, Betrachten wir nun Xk::XUf;OXAi‘ Dann ist nach den letzten
Uberlegungen x* € L'(Q) fiir alle k. Auflerdem ist ¥ < x**! < 1 € L}(Q) und
¢ — Xu 4, punktweise fir k& — co. Somit folgt nach dem Satz zur monotonen

Konvergenz, dass x = a; € LY(Q) ist mit Ixoz  a:lln = limg—o Ix*1-

(iii) A"(&) = 0 folgt direkt, da xz = 0 ist. Fiir die bleibende Aussage benutzen wir
den Beweis von (ii). Sind die A; alle paarweise disjunkt, ist ||x*|; = Zf:o A"(A;) und
damit folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.1.4. Sei f € LY(R") und a < b. Dann sind {z € R" | f(z) < b},
{x e R"a < f(z) < b} und {x € R"|a < f(x) < b} Lebesgue-messbar.

Beweis. Ist f in L'(R™), dann auch — f. Damit ist nach (i) des letzten Satzes die Menge
{—f(z) < =b} = {f(x) > b} und nach Lemma 3.1.2.v ihr Komplement {f(z) < b}
auch Lebesgue-messbar. Wegen {a < f(z) < b} = {f(z) < b} n (R"\{—f(x) < —a}) ist
diese Menge nach Lemma 3.1.2 auch Lebesgue-messbar (dhnlich folgt dies fiir die dritte
Menge). O
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3.2 Grundbegriffe der MaBtheorie

Viele der Eigenschaften, die wir fiir das Lebesgue-Mafl schon gesehen haben, wurden in
allgemeinerem Kontext zu Funktionen zusammengefasst:

Definition 3.2.1. Sei 2 eine Menge. Eine Teilmenge A der Potenzmenge P(2) heifit
o-Algebra tber 2, falls

(i) e A
(ii) Aus A e A folgt Q\A e A
(iii) Fir A; € A, i e N, folgt U A, € A.

Ist A eine o-Algebra tiber 2, nennt man (2, .4) einen messbarer Raum und jedes A — A
heifit A-messbar.

Aus der Definition folgt direkt mit den Rechenregeln® fiir U und n fiir eine o-Algebra
A: @ e A Sind A; € A, i € N, dann sind A;\A4;, Ul A, n7_oAi, N2 A; auch in A.

Beispiel 3.2.2.

(i) Die Menge A™ der Lebesgue-messbaren Teilmengen von 2 = R™ ist eine o-Algebra
nach Lemma 3.1.2.v und Satz 3.1.3.ii.

(ii) Ist 2 eine Menge, dann ist P(2) selbst eine o-Algebra iiber Q (offensichtlich die
grofite). Die kleinste o-Algebra iiber Q ist {@, R"}.

Wir wissen noch nicht, ob A™ < P(R") eine echte Teilmenge oder nicht doch die
ganze Potenzmenge ist. Dazu kommen wir spater.

(iii) (Durchschnitt von o-Algebren) Seien A; o-Algebren tiber eine Menge § fiir i € I,
wobei die Indexmenge I auch iiberabzdhlbar sein kann. Dann ist

(NA={AeP(Q) | Ac A Viel)

iel
selbst wieder eine o-Algebra iiber  (folgt direkt aus der Definition).
(iv) Sei B < P(2). Dann ist
U(B)ZZH{A o-Algebra iiber Q | B < A}
eine o-Algebra, die von B-erzeugte o-Algebra:

Da P(2) selbst o-Algebra ist, gibt es mindestens ein Element auf der rechten
Seite und damit ist o(B) nicht-leer. Damit ist nach dem letzten Beispiel dies
wirklich eine o-Algebra tiber €.

Es gilt aulerdem nach Konstruktion:

*7.B. ist Ai\A]' = Rn\((Rn\Al) V] Aj)
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e Bco(B).
e o(B) ist die kleinste o-Algebra tiber (2, die B enthalt.
(v) (Borel-o-Algebra) Sei O die Menge aller offenen Teilmengen von R™. Dann nennt

man o(Q) die Borel-o-Algebra auf R". Es gilt ¢(0O) < A", da O < A™ nach
Lemma 3.1.2.1i ist.

Allgemeiner: Sei (2, T) eine Topologie, d.h. &, Q € T und endliche Durchschnitte
sowie beliebige Vereinigungen von Elementen in 7 sind wieder in 7. Da die
offenen Mengen im R™ diese Eigenschaften erfiillen, nennt man die Elemente in
T, dann auch die offenen Mengen in dieser Topologie und o(7) die zugehorige
Borel-o-Algebra.

(vi) Sei f: Q@ — Y eine Abbildung und A eine o-Algebra iiber Y. Dann ist
FHA={TH(B) | Be A
eine o-Algebra iiber €:

e Wegen Q= f~1(Y)und Y e Aist Qe f~1(A).

e Sei C e f~1(A). Dannist C = f~1(B) fiir ein B € A und damit Q\f~1(B) =
fHY\B) € f7H(A).

e Seien C; = f~1(B;) fiir B; € A. Dann ist U;C; = U f~H(B;) = f~ (Ui B;) €
FHA).

Fiir den Spezialfall 2 < Y und f die Inklusionsabbildung, nennt man f~*(A) die
von A auf Q induzierte o-Algebra.

Definition 3.2.3. Sei A c P(Q) eine o-Algebra. Dann heiit p: A — [0,00] Maf§ auf
A, falls

(i) u(2) =0,
(if) (o-Additivitét) fir A; € A, i € N, paarweise disjunkt gilt

p(VZ0A) = D (A,
i=0

Hierbei wird fiir den Fall, dass u(A;) = oo fiir ein ¢ ist, die rechte Summe direkt als oo
verstanden.

Das Tripel (€2, A, 1) nennt man Maflraum.
Eine Menge A < A mit u(A) heiit p-Nullmenge.Das Maf} heifit

e endlich, wenn p(Q2) < oo ist. Im Fall p(2) = 1 heifit p Wahrscheinlichkeitsmaf.

e o-endlich, falls es eine Folge (€;);en in A mit p(£2;) < oo fir alle ¢ und v;2; = Q
gibt.
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e vollstindig, falls jede Teilmenge einer p-Nullmenge selbst wieder in A ist.
Mafle auf P(2) sind automatisch vollsténdig.

Lemma 3.2.4. Sei (Q, A, u) ein Mafraum.
(i) Sei (A;)ien eine Folge in A. Dann gilt

1 (VZ0Ai) < Y (4.

(i) Ist p wvollstindig, dann ist jede Teilmenge insbesondere selbst wieder eine pi-
Nullmenge.

Beweis. (i) Wir definieren B; = Ai\(uélgAj). Dann ist B; € A und die B; sind
paarweise disjunkt mit 4, < B;. Aus der o-Additivitit des MafBles folgt u(A;) =
w(B;) + p(Bi\A;) = p(B;) und damit

p(0fZoAi) = n(VZoBi) = Y u(Bi) < ) u(A)).
i=0 i=0

(ii) Seien A < B beides in A und p(B) = 0. Dann ist B\A € A und aus der o-Additivitét
folgt 0 = p(B) = p(A) + p(B\A) und damit p(A) = u(B\A) = 0. O
Beispiel 3.2.5.

(i) (Lebesgue-Maf}) Das Lebesgue-Maf ist im Sinne der letzten Definition ein Maf
nach Satz 3.1.3.ii und Lemma 3.1.2.i. Es ist o-endlich (wéhle Q; = [—4,4]™)
und vollstdndig, da jede Teilmenge einer vernachlassigharen Menge selbst wieder
vernachlassigbar ist. Das Lebesgue-Maf ist nicht endlich.

(ii) (Z&hl-MaB) Sei © eine Menge. Dann ist p(A):=|A|(= Anzahl der Elemente in 2)
ein MaB auf P(Q). Das Maf ist vollsténdig, da g nur fir A = @ den Wert Null
annimmt. Falls Q eine endliche Menge ist, ist 4+ endlich. Ansonsten ist p o-endlich
genau dann, wenn ) abzdhlbar ist: Das sieht man, da die €2; endliche Menge sein
miissen und damit Q abzdhlbar ist [2, Satz 3.10.3]. Andersherum erhélt man die
Q; durch Wahl einer Abzdhlung.

Nimmt man den Wiirfelwurf als Beispiel, dann ist Q = {1,2,...,6}.. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Wiirfel eine Zahl in einer Teilmenge A < Q anzeigt
ist |‘%‘. Wie haben also als Wahrscheinlichkeitsmafl p: A = P(Q2) — [0,1] ein

normalisiertes Zahlmaf.
(iii) (Dirac-MaB) Sei €2 eine Menge und x € €. Dann ist

A
5z(A)—{é e

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(£2).
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(iv) Die Summe von Maflen auf einer gemeinsamen o-Algebra ist wieder ein Mafl auf
dieser o-Algebra.

(v) (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Sei (€2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum (=Mag-
raum, wobei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist) und A € A mit p(A) # 0. Dann
definiert

1(An B)

pa(B)=n(BlA="

wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A.

Die Interpretation ist wie folgt: u(B) selbst gibt an, wie hoch die Wahrscheinlich-
keit ist, dass ein Ereignis, also der Wert einer gegebenen Zufallsvariablen, in der
Menge B liegt. 4 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis in B liegt,
wenn man schon weif}; dass es auf alle Falle in A liegt.

Schauen wir als Beispiel wieder auf den Wiirfel. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir
ein Element der Menge B = {4,5} gewiirfelt haben unter der Bedingung, dass

wir schon wissen, dass das Ergebnis kleiner gleich 4 ist (also in A = {1,2,3,4}

W(ANB)=p({4h=1

1iegt, ist i = n(A)=4

(vi) Sei (Q,A, ) ein MaBraum und ¥ < Q mit Y € A. Sei Aly die von A auf YV
induzierte o-Algebra. Fiir alle A € A|y gibt es ein B € A mit A = B nY. Damit
ist Aly < A. Dann ist

ply (A) = p(A).
ein Maf} auf Aly. Ist u endlich/o-endlich/vollstdndig, dann auch ply.

Satz 3.2.6 (Vervollstindigung von Maflen). Sei (Q2, A, u) ein Mafraum. Dann gibt es
eine kleinste o-Algebra A und ein vollstindiges Maf$ ii auf A, so dass A < A ist und i
auf A mit p tubereinstimmdt.

Wir nennen i die Vervollstdndigung von p.

Beweis. Wir setzen A = {N U A | A € A, N ist Teilmenge einer y-Nullmenge} und
(N U A) = u(A) fir alle A € A und N Teilmenge einer p-Nullmenge. Dann gilt:

o A ist eine o-Algebra: Abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen u;(N; U
A;) = UiA; U U;N; folgt, da U;N; wieder eine Teilmenge einer p-Nullmenge
ist nach der o-Additivitit von MaBen. Q € A folgt, da Q € A. Es bleibt die
Komplementeigenschaft: Sei N Teilmenge einer p-Nullmenge B und A € A. Dann
ist O\(N U A) = (Q\(Au B)) u B\N . Wegen Q\(Au B) € Aund B\N c B
folgt, Q\(N U A) € A.

e /i ist ein wohldefiniertes vollstindiges Maf}. Vollstdndig und Maf} sieht man direkt.
Fiir Wohldefiniertheit sei AU N = Bu M fir A, B € A und N, M Teilmengen
von p-Nullmengen C bzw. D. Dannist Bc BuM =AuUNc AuCuD. Also
ist u(B) < u(A v C u D) = u(A). Die andere Inklusion folgt analog.

99



3 Maftheorie

Nach Konstruktion ist A c A und ji stimmt auf A mit p iiberein. Unser A ist auch das
kleinstmogliche, da fiir die Vollstdndigkeit des Mafles die o-Algebra alle Teilmengen
von p-Nullmengen und damit auch deren Vereinigung mit Elementen von A enthalten
muss. O

Satz 3.2.7 (’Stetigkeit’ fiir Mafle). Sei (Q2,.A, 1) ein Mafraum und (A;)ien eine Folge
A. Dann folgt

(i) aus Ap < ...c A; < Ajy1 < ..., dass p(U;A4;) = lim; o u(A;) ist.

(i) aus Ag o ... D> A; D Ajy1 D ... mit u(Ap) < 0, dass pu(n;A4;) = lim; o p(A;)
1st.

Beweis. (i) Sei B;:=A;\A;_; fiir i > 1 und By = Ag. Dann sind die B; paarweise
disjunkt mit U%_B; = A;. Damit gilt

0
(U2 A:) = u(UioB;) Z ) = lim (Ul B; = Ay).

(if) Wir konnen (i) auf B; = Ag\A4; anwenden und erhalten:
1(niZoAi) =p(Ao) — n(Ao\ NiZg Ai) = p(Ao) — p(ViZoBi)
=p(Ao) = lim pu(By) = p(Ao) — lim (u(Ao) — u(Ax))

= lim p(Ag). O
k—00

Im letzten Beweis haben wir wirklich benutzt, dass p(Ag) < oo, weil sonst p(Ag) —
1(Ag) = 00 — o0 nicht definiert wire. Die Aussage (ii) gilt fiir u(A4g) = oo i.A. auch
nicht: Sei Q = N mit dem ZahlmaB}, Ay = {k,k + 1,...}. Dann ist n;A; = & und
w(A;) = oo fir alle q.

3.3 Konstruktion von Malen

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Méglichkeit kennenlernen sich Mafle zu konstruieren.
Der grobe Ablauf ist folgender:

1. Konstruktion eines duferen Mafles p auf Q (i.A. weniger als ein Mafl nach
Definition 3.3.1) ausgehend von einer gegebenen Funktion auf einer Teilmenge

Bc P(Q).
2. Definition der p-messbaren Mengen (wird eine o-Algebra sein)
3. 1| pm(uy gibt dann ein vollsténdiges Maf.
Beginnen wir mit der Definition eines dufleren Mafles.

Definition 3.3.1. Eine Abbildung p: P(£2) — [0, 0] mit
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e u(@)=0und
o pu(A) <X u(A) firalle A = ;2 ) A = Q
heifit aguferes Maf auf Q.

Insbesondere gibt die zweite Eigenschaft die Monotonie von p, also u(A) < p(B) fir
Ac B.

Jedes Maf} aus P(Q) ist insbesondere ein dufleres MaB.

Satz 3.3.2 (Konstruktion eines dufleren Mafles). Sei B < P(Q) mit @ € B. Sei
A: B — [0,00] eine Abbildung mit A(&) = 0. Dann ist p: P(Q) — [0, 00] definiert durch

0 [ee]
(A):=inf {Z A(B;) ( BieBAc | Bi} .
i=0 1=0
ein auferes Mafs auf €.

Beweis. (@) =0, man wahlt alle A; = @.

Sei nun A < (J;-, A;. Fiir u(A) = o0 wéire A nicht wie in der Definition von p gefordert
{iberdeckbar und damit auch nicht  J;-, 4;. Sei also nun p(A) < oo.,

Sei € > 0. Dann gibt es fiir alle ¢ eine Folge B; j, € B mit
w .
Z A(Bigk) < p(Ai) +27 %
k=0

Dann ist A c Ui’k B; 1, und damit

s

o
p(A) < D5 ABig) <
k=0 i

(/.L(Al) + 2_i€) = Z /.L(Al) + 2e.

0 =0

Im Limes € — 0 folgt p(A) < 3377 u(A4;). O
Definition 3.3.3. Sei p ein dufleres Mafl auf (2. Dann ist

Mp)={AcQ|VScQ: ulS) =ulSnA)+uS\A)}
die Menge der p-messbaren Mengen.

Es ist direkt M(u) ={AcQ|VS < Q: u(S) = u(SnA)+u(S\A)}, da p ein duBeres
Maf ist und damit p(S) < pu(S n A) + p(S\A) automatisch gilt.

Satz 3.3.4. Sei p ein duferes MafS auf Q. Dann ist M(u) ist eine o-Algebra und
Bl amp ist ein vollstindiges Map.

*Hierbei ist inf @ = c0. Das ist mit der normalen Definition von inf kompatibel: 00 ist das groite
Element in R = R U {+00} mit der offensichtlichen Ordnung, so dass jedes Element der Menge @ (gibt
halt keine) nicht kleiner ist.
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Beweis. Qe M(u), da pu(S) = u(S nQ =.8) + p(S\Q = @) fir alle S < Q gilt. Fiir
Ae M(p) gilt

u(S A (Q\A)) + pu(S\(Q\A)) = p(S\A) + (S ~ A) = u(S)

und damit Q\A € M(p).

Nun wollen wir sehen, dass p o-additiv ist: Seien A; € M(u), i € N, paarweise disjunkt.
Dann gilt
/J,(S::Al U AQ) = M(S N A2 = Ag) + M(S\AQ = Al)

Per Induktion erh&lt man so die analoge Aussage fiir endlich viele dieser A;. Fiir die
gesamte Folge gilt nun

& k k Monotonle
;Ou(Ai) = H&:g = lim p( g

Die umgekehrte Ungleichung gilt, da p ein duleres Maf ist.

KES

=0

Es bleibt die letzte Eigenschaft einer o-Algebra zu zeigen: Sei dazu A; € M(u), i € N.

Zuniichst zeigen wir n¥_A4;, U A; € M(u): Es reicht k = 1 zu betrachten, der Rest
folgt dann induktiv. Aus

,LL(S\(AQ N Al)) + ,U(S @) AQ N Al)

AR L(S\(A0 A A1) A Ao) + u((S\(Ao A A1)\Ao) + (S A Ag A Ar)
= ,u((S N Ao)\Al) + M(S\Ao) + /L(S N AQ N Al)

R (S A Ag) + u(S\Ao)
1(S)

folgt Ag n Ay € M(p). Wegen Agu A1 = Q\((N\A) n (Q\B)) ist damit auch Agu A; €
M(w).

AoeM (k)

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass diese Mengen paarweise disjunkt sind (sonst
kénnen wir zu Ai\(u;;%Ai) iibergehen, ohne dass sich u;A; dndert.)

Dann gilt (S n Uf:o Ay) = Z?:o w(S n A;): Fiir k = 0 ist es klar. Der Rest folgt
induktiv mit

k k k
(S A U A;) A’“Eg(“)u((S A U A Ap) + u((S U AiN\Ag)
i=0 i=0 1=0
k—1 k
=p(S o Ap) + (S o | A) PE D (S 0 Ay)
=0 1=0
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Damit ist mit U*_,A; € M(u)

k k k
u(S) = u(S o [ J A+ u(S\J 40) = 2 1S 0 Ai) + o S\UA
=0 =0 =0 =0

Mit k — o0, der Monotonie und o-Subadditivitat erhalten wir

0

2 (S~ Ay) +uS\UA (S o (| A) + s\ A
=0 1=0 1 i=0

und somit | J;~, A; € M(u).

Damit miissen wir nun nur noch die Vollstandigkeit des Mafles zeigen: Das folgt direkt
mit ndchstem Lemma. O

Lemma 3.3.5. Sei A < Q mit duflerem Mafl Null. Dann ist A€ M(u).

Beweis. Sei S < Q. Wegen Monotonie von p ist u(SnA) < p(A) = 0,also u(SnA) =0
und damit p(S) = u(S\A) = p(S\A) + u(S n A). O

Beispiel 3.3.6. Sei Q@ = {1,2,3} und B = {&,{1},{2,3}} mit A({1}) = 1 und
A({2,3}) = 2. Dann ist das zugehorige duflere Mafl gleich

0 A=0

1 A= {1}
HASD =19 e (2}, (3}, (2.3))

3 sonst

Das selbst ist kein Ma8, da p({2}) + u({3}) # n({2, 3}) ist. Die Menge der p-messbaren
Mengen ist M(u) = {2, {1}, {2, 3}, {1,2,3}}.

Satz 3.3.7 (Carathéodory-Fortsetzung). Sei B < P(Q) mit & € B stabil unter U und
\ (Man sagt auch B ist ein Ring* dber 2). Sei X\: B — [0, 0] eine o-additive Abbildung
mit A(@) = 0 (Man nennt A dann auch Pramaf$l auf Q). Dann gilt fir M(p) und
Wl ampy der obigen Konstruktion:

(i) pls =X
(i) B M(p).

(iii) (u ist regulires auferes Maf$) Zu jedem A < Q gibt es ein B € o(B) mit Ac B
und (i(A) = p(B).

(iv) Ist X zusdtzlich o-endlich, dann ist p|pqu) die Vervollstindigung von pl,(g).
Insbesondere ist die Fortsetzung von A\ zu einem vollstindigen Maf$ auf M(u)
eindeutig.

*Versieht man P(€2) mit den Operation AAB:=(A\B) u (B\A) (symmetrische Differenz) als
Addition und mit der Operation n als Multiplikation, dann ist P(2) ein kommutativer Ring mit

Null @ und Eins Q. Ein Ring B in dem Sinne hier ist dann ein Unterring (im Sinne der Algebra) von
(P(),A,n).
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Beweis. (i) Sei A < B. Die Ungleichung p(A) < A(A) folgt direkt aus der Definition von
p. Fiir die umgekehrte Ungleichung seien A, A; € B mit A < U jA;. Wenn wir zeigen
kénnen, dass dann A(A) < Y377 M(A4;) gilt, folgt diese Ungleichung. Dazu definieren
wir B;:=(A4;\ U;";%J A;) n A. Diese Mengen sind nun paarweise disjunkt und wieder in B
(da B ein Ring tiber 2 ist und damit mit A, B€ Bauch An B = (Au B)A(AAB) e B
ist.). Dann folgt, da A o-additiv ist:

(ii) Wir miissen zeigen, dass jedes A € B py-messbar ist:

Sei dazu S < Q. Fiir u(S) = 0o muss wegen der o-Subadditivitit des duBeren Mafles 1
auch min. einer der Werte p1(S\A) und p(S n A) unendlich sein und damit wiirde fiir
solche S die gewiinschte Gleichheit gelten.

Sei also nun p(S) < co. Nach Definition des dufleren Mafles p gibt es A, € B derart,
dass S < [ J;Z Aik und 33770 A(A; 1) < pu(S) + k1 gilt. Damit folgt

(S A A) + p(\A) S S M A A)+ Y A4\ A)
i=0 =0

k
A Pramaf 2 )\(Ai,k) < u(S) + kL.
=0

Mit k — oo folgt dann A € M(u).
(iii) Fir p(A) = oo kann man einfach B = 2 wahlen. Sei nun p(A) < co. Dann gibt es
nach Definition von u Mengen A;i € B mit

0

iM(Aik) 9 2 MAip) < p(A) + k7L

Wir setzen B:=(,_, Ui, Aix € o(B) und A = B. Dann folgt mit der o-Subadditivitit
von fu:
p(A) < u(B) < Y p(Aw) < p(A) + k71
i=0
und damit p(A) = p(B).

(iv) Sei pi: o(B) — [0,0] die Vervollstindigung von ul|,g) wie in Satz 3.2.6. Wir
miissen zeigen, dass M(u) = o(B) ist. Die Inklusion o ist klar, da M(u) nach (ii) B
und somit o(B) enthélt. Es bleibt also die andere Inklusion.

Sei A e M(u). Dann gibt es nach (iii) B € o(B) mit A € B und p(A4) = pu(B), sowie
angewandt auf B\A ein C € o(B) mit B\A c C und u(B\A) = u(C).

Verwenden wir nun, dass A € M(p) ist, haben wir (mit S = B in der Definition von

M(p)):
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#(C) = u(B\A = S\B) = (S = B) — u(S 0 A= 4) = 0.
Alsoist A = (B\C) u (A n C) mit B\C € 0(B) und A n C Teilmenge der p-Nullmenge

C. Also ist A € o(B). O

Beispiel 3.3.8. Seien B die Menge aller achsenparallelen linksoffenen Quader in R™
(d.h. (a1,b1] x ... (an,by] € R™)* zuziiglich @ und A: B — [0,0], @ — vol Q. Sei AP
das duflere Mafl nach obiger Konstruktion. Wir werden spéter sehen, dass M(%)
die Lebesgue-o-Algebra und ﬁ| M(u) das Lebesgue-Maf} ist, bis dahin bezeichnen wir

Ar:=M(A") und )‘n::l"/\/t(fn)

Man kann direkt nachpriifen, dass )\N"| g=Aund Bc An gilt.

Eigentlich wiirden wir gerne insgesamt den letzten Satz anwenden, doch ist B erst
mal kein Ring. Doch wir kénnen hier B durch rekursive Zunahme aller Vereinigungen
bzw. Differenz zweier Elemente zu einem Ring B machen. Jedes Element in B ist
dann die endliche Vereinigung von paarweise disjunkten (deshalb auch das "linksoffen’)
Elementen in B. Wir definieren dann \: B — [0, 0] fiir ein A € B als die Summe
der Volumina der Quader in der erwdhnten Zerlegung. Man kann direkt sehen, dass

A= )f\V”| 7 ist. Damit ist das aus A konstruierte MaB gleich dem von X — also gleich .

Der letzte Satz gibt somit auch, dass A die Vervollstandigung von 5\|U(g).

Lemma 3.3.9. Sei Q™ die Menge der achsenparallelen linksoffenen Quader im R™
(wie im letzten Beispiel) Dann gilt B(R™) = o(Q").

Beweis. Esist (a,b] = n¥(a,b+i"'). Analog kann man jedes Q € Q™ als abzéhlbaren
Schnitt offener Quader darstellen. Damit ist B(R™) > o(Q™).

Andererseits ldsst sich jede offene Menge U < R" als abzéhlbare Vereinigung linksoffener
Quader darstellen:

U= UQem=2""(m +[0,1]" | m € Z. Quu < U}.
k=0

Folgerung 3.3.10.
(i) Alle Borelmengen (=Elemente in B(R™)) sind A -messbar.
(i) Fiir jedes A < R™ gibt es eine Borelmenge B mit A — B und )\N"(A) = X?L(B)

(iii) Fine Menge A — R"™ ist genau dann ﬁ—messbar, wenn es eine Borelmenge B < A

mit ;\\;L(A\B) = 0 gibt. Dabei kann B als abzdhlbare Vereinigung offener Mengen
gewdhlt werden.

*Hier ist es egal, ob linksoffener oder abgeschlossener Quader, macht nur unten die Konstruktion
des Ringes leichter.
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(iv) Eine Menge A < R™ ist genau dann X?L-messbar, wenn es eine Borelmenge B > A

mit )\A;L(B\A) = 0 gibt. Dabei kann B als abzihlbarer Durchschnitt abgeschlossener
Mengen gewdhlt werden.

Beweis. (i) Da M(A") eine o-Algebra ist und nach letztem Beispiel Q™ enthilt, folgt
die Behauptung mit letztem Lemma.

(i) Dies folgt aus der Regularitit des duBeren MaBes A" nach Satz 3.3.7 und letztem
Beispiel.

(iii) Aus A A-messbar, folgt die Existenz von B aus (i)-(ii). Das B als abzédhlbare
Vereinigung offener Mengen gewéhlt werden kann, folgt aus der Konstruktion von B
im Beweis von Satz 3.3.7.iii.

Existiere nun zu einem A < R" eine Borelmenge B < A mit %(A\B) = 0. Nach
Lemma 3.3.5 ist A\B A"-messbar und damit auch A = B u A\B.

(iv) Folgt aus (iii) angewendet auf die jeweiligen Komplemente. O
Folgerung 3.3.11. X st die Vervollstindigung von )\A"|B(Rn),

Beweis. Folgt direkt aus der Konstruktion der Vervollstandigung und (iii) der letzten
Folgerung. O

3.4 Messbare Funktionen

Wir kommen nun zum Begriff der messbaren Funktionen zwischen messbaren Rdumen.
Das werden die sein, die wir im néchsten Abschnitt bei geeignetem Wertebereich bzgl.
eines Mafles auf dem Definitionsbereich integrieren werden.

Definition 3.4.1. Seien (€, A;), i = 1,2, messbare Rdume. Eine Abbildung f: O —
Qo heiflt A;-Ay-messbar, falls f~1(Az) = A;.

Wenn die o-Algebren aus dem Kontext klar sind, sagt man kurz auch nur messbar.
Beispiel 3.4.2.

(i) Konstante Abbildungen zwischen messbare Raumen sind automatisch messbar:

Der Wert der konstanten Abbildung sei z € Q. Sei A € Ay. Dann ist f~1(4) = &,
falls x ¢ A, und sonst f~1(A) = Q.

(ii) Sei (€2,.A) ein messbarer Raum, 5 = R mit Ay = B(R) (die Borel-o-Algebra).
Dann ist x4: 2 — R genau dann A; — B(R)-messbar, wenn A € A; ist.

(iii) Seien (;,.4;), 7 = 1,2,3, messbaren Rdume. Sei f;: Q; — Q;11 A; —A;+1-messbar
fiir 4 = 1,2. Dann ist fy o f1 A; — As-messbar:

Folgt mit (f>0 f1)7(As) = fi ' (f3 " (As)).
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Lemma 3.4.3 (Messbarkeitskriterium). Seien (2;,.4;), i = 1,2, messbare Raume. Sei
f: Q1 > Q9 und € < As. Dann gilt:

(i) f7Ho(&) = a(f7H(E))
(i) Aus f~1(E) = Ay folgt, dass f Ai-0(E)-messbar ist.

Beweis. (i) Da f~1(c(&)) nach Beispiel 3.2.2.vi selbst wieder eine o-Algebra ist und
F7H(E) enthiilt, ist f~1(a(€)) D a(f~1(E)). Fiir die reverse Inklusion betrachten wir

B:={Ac Q| f7H(A) e a(f71(E))})

Dann kann man direkt tiberpriifen, dass B eine o-Algebra iiber Qs mit £ < B ist. Also
ist 0(£) = B und damit f~1(c(&)) < a(f7(E)).

(ii) folgt direkt aus (i). O

Beispiel 3.4.4. Stetige Abbildungen f: R” — R™ sind B(R") — B(R™)-messbar
(Borel-messbar): Das folgt aus letztem Lemma und da fiir stetige Abbildungen Urbilder
offener Mengen wieder offen sind. Damit ist f auch A® — B(R™)-messbar.

Lemma 3.4.5. Sei (2, A) ein messbarer Raum. Dann ist f = (f1,...,fn): @ > R"”
genau dann A — B(R™)-messbar, wenn die Koordinatenfunktionen f;: Q — R fir

i=1,...,n alle A — B(R)-messbar sind.

Beweis. Sei zunéchst f A — B(R")-messbar: Die Projektion pr;: R/ — R auf die
j.te Koordinate ist stetig und damit nach letztem Beispiel Borel-messbar. Damit ist
fi =prjof A— B(R)-messbar.

Seien nun f;: Q@ > R fir i = 1,...,n alle A — B(R)-messbar: Aus f~ (][, (a;,b;]) =

N, fi_l((ai, b;]), o(QF) = B(R*) und Lemma 3.4.3 folgt so die Messbarkeit von f. [J

Nennt man Abbildungen f: Q — R von einem messbaren Raum (£2,.4) nach R (A-
)messbar, bedeutet das, wenn nicht anders gesagt, dass man auf R die Borel-o-Algebra
B(R) verwendet.

Um Fallunterscheidungen in Beweisen und Sédtzen zu vermeiden, arbeitet man oft
auch mit numerischen Funktionen f:  — R = R U {+o0}. Hierbei wird R mit der
Borel-o-Algebra B(R):=0(C) versehen, wobei C:={U < R | U nR offen und falls + o €
U ist, gibt es ein a € R mit (a,0] € +U} die Menge der offenen Teilmengen von R ist.
Damit ist insbesondere {00}, {—0} € B(R) und B(R) = o({U < R offen} u {00, —0}).

Ist f: @ - R A — B(R)-messbar, dann auch A — B(R)-messbar.

Wir verwenden R mit den offensichtlichen Ordnungsrelationen <,..., die die auf R
sinnvoll fortsetzen (also a < oo fur alle a e R...).

Lemma 3.4.6. Sei (Q,.A) ein messbarer Raum, A € A und f: A — R. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist A-messbar (d.h. fxa: Q2 — R ist A — B(R)-messbar).
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(it) {f < s} e A fir alle s € R.
(iii) {f > s} € A fiir alle s € R.
(iv) {f = s} € A fiir alle s € R.
(v) {f < s} e A fir alle s € R.
(vi) f7YU), f1({o0}), 71 ({—0}) € A fiir alle offen Teilmengen U < R.

Vorl. 27  Beweis. Wegen {f < s} = A\{f = s} und A € A sind (ii) und (iii) 4quivalent ( analog
(iv) und (v)). Wegen

(f<st=(V{f<s+k "}
k=1

folgt (ii) aus (v) und mit der analogen Identitit fiir = und > (iv) aus (iii). Damit sind
(ii) bis (v) dquivalent.

Die Aquivalenz von (i) und (vi) folgt aus B(R) = o({U < R offen} U {0, —c0}) und
Lemma 3.4.3.

Gilt (vi), dann folgt (iii) wegen {f > s} = f~1((s,20)) U f~1({o0}).

Gelte nun (ii) bis (v). Dann ist f~1(a,b) = {f > a}n{f < b} € A. Da jede offene Menge
U < R eine abzihlbare Vereinigung von offenen Intervallen ist, ist damit f~1(U) € A.
AuBerdem ist f~1({o0}) = Ni_o{f > k} € A und analog f~({—w}) € A. O

Folgerung 3.4.7. Sei (Q, A) ein messbarer Raum, A€ A und fi: A — R A-messbar,
k e N. Dann sind infy, fi, supy, fx, iminfy_o fr und imsup,_, o, fix (jeweils als Funk-
tionen von A nach R aufgefasst) A-messbar.

Beweis. Folgt aus {infy f > s} = n{_{fik > s} (analog fiir sup, f;) sowie aus
lim infy, fx = sup,(infs>y f¢) (analog fir lim sup,, fi). O

Folgerung 3.4.8. Sei (9, A) ein messbarer Raum, A€ A und f,g: A — R A-messbar.
Dann ist {f < gbAf < ghAf =g} {f #g} € A

Beweis. Folgt aus {f < g} = U,co {f <agtvi{g>dq}) ... O
Wir erweitern Addition, Betrag und Multiplikation auf R durch

a+ (+o0):=(+0w0) + a:=+ w0
a— (+o0):=— (+00) + a:=F ®

00 4+ 00:=00 — 00 — 00:= — 0
b(£00):=+ ©
| + o0|:=0

0(+00):=(+00)0:=0, 00— 00:=—00+ 0 = 0.

fiir a € R, b > 0. Die ersten vier Zeilen sind die natiirliche Erweiterung dieser Rechenope-
rationen, da sie auch den Rechenregeln fiir uneigentliche Grenzwerte iibereinstimmen.
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Lemma 3.4.9. Sei (2, A) ein messbarer Raum und f,g: Q — R messbar und o, 3 € R.
Dann sind auch of + Bg, fg, |f|, max{f, g} und min{f, g} messbar.

Beweis. Die Messbarkeit von max{f, g} und min{f, g} folgt aus Folgerung 3.4.7 mit
der Folge fi, f2, f2,- - -

Nun seien f, g zunéichst reellwertig: Die Abbildung h: Q — R?, x — (f(2),g(z))7 ist
nach Lemma 3.4.5 A — B(R?)-messbar. Die Funktionen s: R? — R, (21, %2) — 71 + 22
und p: R? — R, (x1,72) — 172 sind stetig und damit Borel-messbar. Also ist
f+g=sohund fg = poh messbar.

Seien nun f,g R-wertig: Dann sind f,,g,: Q@ — R f,:=max(—n, min(f,n)) sowie
gn:=max(—n, min(g, n)) reellwertig und messbar. Somit sind f,, + g, und f, g, messbar
und damit auch f + ¢ = lim, o (fr + gn) und fg = lim,, o frgn.

Damit sind af + B¢ und |f| = max{f,0} — min{f, 0} messbar. O

Definition 3.4.10. Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und E(x) eine Aussage in Abhéngigkeit
von z € Q. Dann gilt E p-fast dberall (u-f.i.), falls E(x) auBerhalb einer p-Nullteilmenge
gilt.

Lemma 3.4.11. Sei (2, A, 1) ein vollstindiger Mafraum. Sei f: Q — R messbar und
g: Q> R mit f =g u-f.d. Dann ist g ebenfalls messbar.

Beweis. Sei N < Q mit u(N) =0 und f = g auf Q\N. Dann ist fiir A € B(R)

FUA) =g HA\WNU YA AN €A 0
————— —_——
eA p—Nullmenge, da vollst.

Lemma 3.4.12. Sei (Q, A, i1) ein vollstindiger Mafraum. Seien fi.: Q — R messbar.
Falls fr, p-f.i. punktweise gegen ein f: 8 — R konvergiert, dann ist f messbar.

Beweis. Sei f(x) = limp o fr() firalle z ¢ N fiir u(N) = 0. Dann ist gg:=frxo\n als
Produkt zweier messbarer Funktionen wieder messbar und damit nach Folgerung 3.4.7
auch g:=fxo\n = limg_o gr messbar. Wegen f = g p-f.i. folgt aus letztem Lemma,
dass f messbar ist. O

Lemma 3.4.13. Sei (Q, A, i1) ein Mafraum, (Q,.A) ein messbarer Raum und f: Q — Q
A — A-messbar. Dann definiert

p(Ae A):=u(f~(A))
ein Maf auf A — das BildmaB von p unter f.

Beweis. Die Messbarkeit von f braucht man, damit die rechte Seite iberhaupt wohlde-
finiert ist. Dann folgt alles direkt mit f=1(|J;2, Bi) = Uj—y f~1(B;) und da u selbst
ein Maf ist. O
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Abbildung 3.1: Das Lebesgue-Integral wird analog dem Riemann-Integral {iber Trep-
penfunktionen angenéhert. Allerdings werden die Treppen nicht wie
beim Riemann-Integral von Funktionen f: [a,b] — R durch (dquidi-
stante) Zerlegung von [a, b] erhalten, sondern durch eine Zerlegung des
Wertebereichs. Dadurch sind die Mengen iiber die die einzelnen ’Stu-
fen’ definiert sind allgemeiner und es wird uns eine Verallgemeinerung
des Mehrfachintegrals geben, wo jede 'Stufe’ nur iiber einem Quader
definiert war.

Beispiel 3.4.14. Zufallsvariablen X: Q — R mit (2, A, u) ein Wahrscheinlichkeits-
raum sind als (A — B(R)-)messbare Abbildungen definiert. Die Wahrscheinlichkeit
p(X € A), dass die Zufallsvariable X dann Werte in A < B(R) annimmt gleich
u(X1(A)). Das p ist also das BildmaB von p unter X und wird Verteilung von
X genannt. Hat man einmal p, kann man fiir fast alle Belange den urspriinglichen
Wahrscheinlichkeitsraum einfach vergessen.

Nach obigen Uberlegungen sind Summen von Zufallsvariablen auf dem gleichen messba-

ren Raum wieder Zufallsvariablen und fiir f: R — R Borel-messbar ist auch f(X):=foX
wieder eine Zufallsvariable.

3.5 Integration iiber Malle
Sei (2, A, it) ein Mafiraum und f: Q — R eine A-messbare Abbildung mit f > 0.

Die Idee des Lebesgue-Integrals ist es nun eine Anndherung durch Summen wie beim
Riemann-Integral zu machen. Allerdings stiickelt man dieses Mal den Wertebereich
und nicht den Definitionsbereich, vgl. Abbildung 3.1:
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n2 oty i i+1
In:= Z o h ({2n <f< on }) +nu({f >n})

i=1

Da f messbar ist, sind {£ < f < 21} und {f > n}) alle aus A.

n

Definition 3.5.1. Sei (22, A, u) ein MaBraum und f,g: Q — R A-messbar mit f > 0.
Dann heifit f p-integrierbar, falls I,, fiir n — o0 gegen ein Element in R konvergiert.
Den Grenzwert nennen wir (u—)JIntegral von f und schreiben dafiir SQ fdu.

Wir nennen g p-integrierbar, falls g, = max{g,0} und —g_ = — min{g, 0} u-integrierbar
sind. Das (u—)Integral von g, ist dann definiert als §, gdu:=§, g+ dp — §(—g-)dp.

Die Menge der p-integrierbaren Funktion bezeichnen wir mit £ ().

Fir f > 0 messbar ist also alles, was fiir p-integrierbar schief gehen kann, dass I,, — o
fir n — oo0. Je nach Literatur wird dann trotzdem SQ fdu = oo geschrieben.

Bemerkung 3.5.2. Man kann sich recht schnell tberlegen, dass das Integral einer
Treppenfunktion (=endliche R-Linearkombination von Funktionen x 4 mit A € A) also
f= Zle a;Xxa, mit o; € R und A; € A sich durch

k
f Fdn =3 aup(Ai)
Q i=1

berechnet.
In diesem Sinne kann man obiges I,, als Integral der Treppenfunktion
n2™—1

v
Jni= Z on X{ g <f<iid} T X (F>n)

PI
i=1

interpretieren. Dann ist f,, eine monoton steigende Folge mit f, — f fiir n — oo.

Lemma 3.5.3. Sei (Q, A, 1) ein Mafraum und f,g: Q@ — R p-integrierbar. Sei o, 3 €
R. Dann gilt

(i) (Linearitit) af + Bg € L () mit §o,(af + Bg)du = a, fdu+ B, gdpu.
(i) (Monotonie) Aus f < g folgt §, fdu < §, gdp.
(iii) Sei f = 0. Dann ist SQ fdu =0 genau dann, wenn f =0 p-f.4d. ist.
Beweis. (1)4+(ii) folgt direkt aus Definition und dem Rechnen mit Grenzwerten.

(iii) Sei §, fdu = 0: Wir setzen A, = {f > 1}. Dann ist x4, < f und damit wegen
der Monotonie des Integrals p(A4,) =0. Esist 43 < Ay < ... und UX_, A, = {f > 0}.
Mit Satz 3.2.7 folgt somit p({f > 0}) = lim,,,o, u(A,) = 0.

111



Vorl. 28

3 Maftheorie

Sei nun f = 0 auf N\ A fiir u(A) = 0. Dann ist f < cox4. Es ist c0x 4 p-integrierbar
mit Integral 0, da nach Definition die zugehorigen Treppenfunktionen ny 4 sind und
alle Integral 0 haben.” Wegen Monotonie ist somit SQ fdp =0. O

Folgerung 3.5.4. Sei (Q, A, ) ein Mafiraum. Dann ist L1 (i) ein R-Vektorraum! mit
der Seminorm?

1Fllcag = L \Fldu.

Wegen (iii) des letzten Lemmas ist die Seminorm aber keine Norm.

Beweis. R-Vektorraum folgt aus letztem Lemma. Genauso die Dreiecksungleichung
und die positive Homogenitét. O

Fir das p-Integral gelten auch Sétze der monotonen Konvergenz und der majorisierten
Konvergenz, die wir schon im ersten Kapitel gesehen haben:

Satz 3.5.5 (Satz iiber monotone Konvergenz — Satz von Levi). ¥ Sei (Q, A, ) ein
Mafsraum und fr: Q — R, k € N, p-integrierbar mit fr < fri1 fur alle k. Falls
limy, SQ frdp in R existiert, ist limg_ o fr p-integrierbar mit

f (lim fg)dp = lim J frdp.
In Kapitel 1 haben wir beim Beweis diesen Satzes schon die Vollstdandigkeit von L'
verwendet — hier wird es andersherum sein.

Beweis. Nach Folgerung 3.4.7 ist f:=1im f; messbar. Wegen f; < f und der Monotonie
des Integrals folgt
f (lim fg)dp = lim J frdp.
qQ k—o k—o Jo

Sei nun u eine Treppenfunktion mit u < f, & > 1 und Ay = {afr = u}. Da (fx)r mo-
noton ist, folgt Ay < Ag4q fiir alle k und ux 4, < afy. Damit ist Ui Ay = {alimy fr =
u} = Q. Setzen wir ug:=uxa,. Dann ist (ug); eine monoton steigende Folge von Trep-
penfunktionen mit Grenzwert u. Dann gilt limy_,o §, urdp = §, udp (Das iiberpriift
man schnell zundchst auf v = y4 mit A € A und erhalt den allgemeinen Fall mit
Linearitét.). Daraus folgt

*Das erklart die Wahl der Konvention o0 - 0 = 0.

fLemma 3.5.3.i stimmt auch (mit etwas lingerem Beweis) fiir a, 8 € R. Trotzdem wird £'(u)
damit nicht zum R-Vektorraum — einfach, weil R kein Kérper ist.

YEine Seminorm/Halbnorm ist eine Abbildung p: V — [0,0) auf K-Vektorraum, die positiv
homogen ist und die Dreiecksungleichung erfillt. Ist sie zusatzlich noch positiv definit, dann wére p
sogar eine Norm.

$In der Literatur wird der Satz i.A. so formuliert, dass f nur messbar sein muss und die Existenz
des Limes der Integrale wird auch weggelassen. Dann gilt die Gleichheit genauso, so lange man
o0 zulédsst. Sieht erst einmal allgemeiner aus, aber so bald da etwas oo ist, ist die Sache sowieso
offensichtlich. Ist also nicht wirklich eine Mehraussage.

112
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f udp = lim f uxa,dp < o lim J frdp

Q k—0o0 Q k—o0 Q

Da dies fiir alle Treppenfunktionen v mit v < f und alle « > 1 gilt, folgt, dass f
p-integrierbar ist mit

| i = i | fudn. 0

k—o0
Der Beweis zeigt insbesondere: Falls limg_, o SQ frdp = oo ist, gilt auch SQ fdu = oo.

Satz 3.5.6 (Satz zur majorisierten Konvergenz — Satz von Lebesgue). Sei (2, A, u) ein
Mapraum und fr, f: Q — R messbar mit limy_,o, fx = f p-f.i. Ferner sei g: Q@ — R
u-integrierbar mit |fx| < g p-f-i.. Dann sind f und fi alle p-integrierbar und es gilt

i [ i~ fld =0
k—o0 QO

und damit auch limy, o §, fedp = §, fdpu.

Ist der Mafiraum vollstéandig, dann muss man nicht fordern, dass f messbar ist, sondern
es folgt mit Folgerung 3.4.7 und Lemma 3.4.11.

Der Beweis ist modulo Anpassungen sehr dhnlich zu dem in Kapitel 1, vgl. Satz 1.4.4.

Beweis. Nach Folgerung 3.4.7 ist f"**:=sup,,, fx messbar. Es gilt — fna* < — fax

nach Konstruktion und —f** < —g p-f.ii und damit §,(—f,)dp < §;(—g)du. Da
fn(x) p-fi. gegen f konvergiert, gilt
. _1; max _ smax .
fl@) = lim f,(z) = T fi*"(z) = f"(2) L.
Nach Satz 3.5.5 ist f%(z):=lim, e f***(x) p-integrierbar und damit auch f p-
integrierbar.

Analog kénnen wir f":=infy-,, fy definieren und erhalten f™":=1lim,, o 7" ist
p-integrierbar mit

nh_I)%C fn( )_ lim fmm( >= fmin(m) M_f-fL

n—o0

Somit gilt fmin(x) = fme¥(z) = f(x) p-f.i.

Wegen fi"" < fo < fi*® folgt, §o, (f7" — f)edu < S (fa—f)adp < §o (f77F — f)dp
und mit Lemma 3.5.3 damit lim, . §, | fn — fldp =0 O

Mit Konvergenzsitzen erhalten wir nun fiir das Integral zu einem Bildmaf:

Satz 3.5.7. Sei (Q,.A, ) ein Mafraum, (€, A) ein messbarer Raum und f: Q — Q
A — A-messbar und p = o f~t. Dann ist @: Q — R genau dann p-integrierbar, wenn
po f p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

fﬁ pdp = L(@ o f)dp.
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Beweis. Fiir ¢ = y4 mit A € A ist dies genau die Definition des BildmaBes. Damit gilt
die Aussage auch fiir Treppenfunktionen, da die Integration linear ist. Der Rest folgt
mittels Definition des Integrals und dem Satz zur monotonen Konvergenz. O

Beispiel 3.5.8. Sei X eine p-integrierbare Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, p). Dann ist der Erwartungswert von X definiert als

B(X):= L Xdp.

Sei p das Bildma$ von p unter X. Dann ist nach letztem Satz (mit ¢ = id)

B(X) = JR wdp.

Sei B € B(R) mit p(B) # 0 und pp die bedingte Wahrscheinlichkeit zu p und B, vgl.
Beispiel 3.2.5.iv. Dann ist der bedingte Erwartungswert *

Die letzte Gleichheit gilt nicht nur fir die Funktion f(z) = z, sondern allgemein
fir messbare f. Sieht man direkt fiir Treppenfunktionen und der Rest folgt mit
Konvergenzsitzen. '

Man kann direkt tiberpriifen, dass fi: B(R) — R, B — E(X|B), ein endliches Maf auf
R definiert.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie treten auch bedingte Erwartungswerte bzgl. einer
anderen Zufallsvariablen oder einer o-Algebra auf:

Der bedingte Erwartungswert von X bzgl. einer o-Algebra B < A ist definiert als eine
Abbildung V:=E(X|B): @ — R, die B — B(R)-messbar ist und fir die E(Xxp) =
E(Yxp) fir jedes B € B (die Existenz und Eindeutigkeit (modulo p-f.ii.) miisste man
sich natiirlich noch tiberlegen).

Der bedingte Erwartungswert von X bzgl. einer Zufallsvariablen Y : 0 — R ist definiert
als:
EX|Y):=E(X]o(Y))
mit o(Y):=Y"1(A).
Definition 3.5.9.
L (p)=L" ()] ~

mit f ~ g genau dann, wenn f = g p-f.ii.*

*Wie im ersten Kapitel sei wieder {5 xdp:= {; xxpdp
TDas ist eine generelle Beweismethode in der MaB-/Integrationstheorie und in der Stochastik.
fMan iiberpriift direkt, dass dies eine Aquivalenzrelation auf £ () definiert.
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Folgerung 3.5.10. Auf L'(p) definiert |[f]] 11w =] flz1 () eine Norm.
Beweis. Wohldefiniertheit und positiv definit folgt mit Lemma 3.5.3.iii. O

Satz 3.5.11. Sei (0, A, i) ein Mafraum. Dann ist L'(u) ein Banachraum.*

Beweis. Sei gy € L'(11) eine Cauchyfolge. Dann gibt es jeweils p-integrierbare f: Q —
R mit gx = [fx], so dass es fiir € > 0 ein m € N gibt mit SQ | fx — feldu < € fiir alle
k,£ > m. Aus Lemma 1.3.9 erhalten wir eine schnell konvergente Teilfolge f;, . Es ist
firer = fin + Z;ﬁ:l(fij“ — fi;). (Wir fahren nun analog zum Beweis von Lemma 1.3.10
fort) Wir setzen

¢
Fy(z):=|fi, (x)] + Z | fir (@) = firir (@)].
k=1

Dann ist 0 < |f;,,,| < Fp, Fy ist in £ monoton steigend und es gilt nach Dreiecksunglei-
chung

¢
1Felzr gy < il + D5 15 (@) = far @y < il +1
k=1
Nach dem Satz 3.5.5 zur monotonen Konvergenz ist F:=limy_ o Fy = |f;, (z)| +
Yol | fin(@) = fir,) ()] p-integrierbar und damit p-f.ii. endlich. Demnach ist f;, +
Z;ozl( fi;or — Ji;) p-f.ii. absolut konvergent und damit existiert limy o fi, p-f.ii. Sei
nun f = limy_, fi, auBerhalb einer y-Nullmenge und auf dieser Nullmenge gleich 0.
Dann ist f messbar und nach dem Satz iiber dominierende Konvergenz folgt f € £!(u)
mit || f;, — flz1¢u — O fiir & — c0. Mit der Dreiecksungleichung folgt dann

1fi = flergey < Ifi = facllerquy + 1 fiw = Fllerqu
dass schon f; selbst in £(u) gegen f konvergiert. O

Bemerkung 3.5.12 (Das p-Integral als Riemann-Integral). Sei (€, A, 1) ein Mafiraum
und f: Q — R messbar mit f > 0. Wir setzen

Sy@):=p({f > t}).

das ist wohldefiniert, da f messbar ist. Die Funktion Sy: [0,00) — [0, 00] ist monoton
fallend. Falls £(2) < oo ist, bildet Sy sogar wieder nach [0, c0) ab. Falls p({f > t}) =
fir ein ¢t > 0 ist, ist {,, fdu = oo. Falls hochstens p({f > 0}) = oo ist, ist Sy auf
kompakten Intervallen [a, 8] < (0, 00) Riemann-integrierbar, da Sy monoton ist (Das
haben wir in Analysis 1 nur erwéihnt [2, S.137], einen Beweis findet man z.B. in [1,
VL3, p19]).

Dann ist -
| g = | utts > e
Q 0
dabei ist die rechte Seite als uneigentliches Riemann-Integral zu verstehen. (Das folgt
direkt aus unserer Konstruktion von {, fdpu.)

*Man kann auch wieder analog auch LP(u) = {f: Q@ — R messbar | fP ist u — integrierbar}/ ~ fiir
1 < p < 00 und erhélt auch einen Banachraum (Beweis analog).
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3.6 Vergleich von L!(\") mit L}(R")

Wir wollen nun sehen, dass an gleich dem Lebesgue-Maf3 A™ aus Definition 3.1.1 ist
und dass L'(A\") als Banachraum gleich/isomorph zu L*(R™) ist:

Satz 3.6.1.
(i) CO(R™) liegt dicht in L1(\").
(i) Fiir CO(R™) gilt ||c\|£1()j") =I(|c|).

Beweis. (i) C?(R™) ist iiberhaupt eine Teilmenge von El(?‘): Sei ¢ € C2(R™). Dann ist
c messbar. O.B.d.A. sei ¢ > 0 (sonst Ubergang zu ¢4 € C?(R")). Sei a:=max c € [0, 0).
Dann ist f < ax{cx0) und damit p-integrierbar.

Fiur die Dichtheit sei zunéchst f € El(ﬁ) der Form f = y4 mit A € A". Dann ist
insbesondere )\A"(A) < . Sei € > 0. Dann gibt es ein k € N, so dass fiir B:=An[—k, k]"
gilt: ;\;(A) < XT\L(B) + 5 und damit |xa — x5 Hgl(ﬁ) < §. Nach der Konstruktion des
dufleren Mafles und Folgerung 3.3.10 gibt es eine abgeschlossene Menge K und eine
offene Menge K ¢ B c U mit X?‘(U\K) < 5. Insbesondere ist K kompakt. Ist K = @,
dann ist ||xa — OHU(fn) < e. Sei also K # @. Dann ist dist(K,R™\U) > 0 und damit
ist
o , dist(z, K)
h:R" > R,z — 1_mm{1’dist(K,R"\U)}

ein wohldefiniertes Element aus C?(R") mit h|x =1 und h

R\U = 0. Es gllt
”XA - h”ﬁl()\’\n) < ”XA - XBH[;l(ﬁ) + HXU - XKH[;l(ﬁ) <€

Wegen Dreiecksungleichung ist damit jede Treppenfunktion durch Funktionen in C?(R™)

in Ll(/vl) approximierbar. Die Treppenfunktionen wiederum sind dicht in El(/\/;L) per
Konstruktion.

(ii) Ein ¢ € C2(R™) kann punktweise durch die Approximation einer Untersumme wie
in der Definition von Mehrfachintegralen [3, Abschnitt 2.4] dargestellt werden. Diese

Approximationen sind dann Treppenfunktion ¢ auf (R™, /,\\;17 )\A”), da Quader in R™ An-
messbar sind (mit Maf} gleich ihrem Volumen). Das Integral im Mehrfachintegralsinne

stimmt dann mit dem Integral als Treppenfunktion auf (R™, /&7‘, XE) iiberein. Da ¢y,
monoton steigend ist und punktweise gegen ¢ konvergiert, folgt |c|| 1) = I(c). O

Da Ll(?‘) nach Satz 3.5.11 vollstindig ist, folgt direkt
Folgerung 3.6.2. L!(\") = L}(R").

Dass die MaBe A" und A" auch wirklich iibereinstimmen, folge direkt aus der Definiti-
on 3.1.1 von A" und der Definition des A™-Integral auf charakteristischen Funktionen.
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3.7 Gibt es nicht Lebesgue-messbare Mengen? — Das Auswahlaxiom

Kapitel 1 Kapitel 3
A < R™ ist vernachldssigbar A"(A) =0
f.a. A"

3 Folge fr € CO(R™) mit fi(z) — f(z) fii. | f: R - R ist A" — B(R)-messbar

f: R™ — R ist Realisierung eines
Elementes von L!(R™) feLt(an)

Fiir die Aquivalenz der Zeile mit der Messbarkeit folgt die eine Richtung aus Lem-
ma 3.4.12 und Beispiel 3.4.4. Die andere Richtung folgt mit Folgerung 3.4.7 und
Lemma 3.4.11.

3.7 Gibt es nicht Lebesgue-messhare Mengen? — Das
Auswahlaxiom

Das Auswahlaxiom ist ein Axiom der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (ZFC). Schon
dass man tiberhaupt als Ausgangspunkt mit Axiomen iiber Mengen einsteigt, ist eine
Wahl. Eine Wahl, die fast iiberall in der Mathematik verbreitet ist, aber eine Wahl. Die
neueren Beweisassistenten, wie z.B. LEAN* benutzen aber z.B. nicht Mengen sondern
Typentheorie als Grundlage.

Aber auch innerhalb der Axiomatik mit Mengen trifft man verschiedene Wahlen. Macht
man nur *ZF’T ist das Auswahlaxiom erst einmal nicht dabei. Nimmt man es mit dazu
heifit es "ZFC’. Was sagt das Auswahlaxiom?

Sei A eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Auswahlfunktion fiir A,
d.h. jedem Element X € A wird genau ein Element von aus X zugeordnet.

Klingt harmlos — das liegt daran, dass man sich in erster Linie nicht so schlimme Mengen
fiir A vorstellt. Aber nimmt man das Auswahlaxiom an, kann man sehr seltsame Sachen
zeigen, z.B. Banach-Tarski:

Es gibt eine disjunkte Zerlegung von B;(0) = R? in endlich viele Teilmengen, die anders
wieder zusammengesetzt zwei Kopien von By (0).

*https://en.wikipedia.org/wiki/Lean_(proof_assistant)
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel _set_theory
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Wiirde man ja eigentlich sagen, ist offensichtlich falsch...

Auch fir Zornsche Lemma braucht man das Auswahlaxiom - genauer gesagt, es ist
dquivalent zur Annahme des Auswahlaxioms™.

Will man nun die Frage beantworten, ob es tiberhaupt nicht-Lebesgue-messbare Mengen
gibt, dann kann man dies nur mit ZF nicht entscheiden:

Nimmt man das Auswahlaxiom an, dann ist die Antwort ja. Ein Beispiel ist die Vitali-
Menge V < [0,1], welche wie folgt spezifiziert ist: Fiir alle r € R gibt es genau ein
v € V mit r —v € Q. Wenn man sich tberlegt, dass es diese Menge wirklich gibt,
benutzt man das Auswahlaxiom'. Wie siecht man, dass V nicht Lebesgue-messbar ist?
Sei q1, g2, . . . eine Abzahlung von Q n[—1,1]. Wir setzen Vi, = V 4+ qp:={v+qx | ve V}.
Dann sind die Vj, paarweise disjunkt und [0, 1] € ug Vi < [—1,2]. Angenommen V ist
Lebesgue-messbar, dann wegen Translationsinvarianz auch Vj,. Wegen der o-Additivitat
von MaBen folgt dann 1 < Y;7 | A"(Vi) = Yp; A"(V) < 3. Das ist ein Widerspruch.

Aber man kann auch zusétzlich zu 'ZF’ das Axiom ’Alle Mengen sind Lebesgue-messbar’
hinzunehmen und es gibt dafiir auch ein Modell* ...

*s. https://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of_choice fiir andere Aussagen, die 4quivalent zum
Auswahlaxiom sind.

Tsiehe https://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set — die Existenz von nicht-Lebesgue-messbaren
Mengen ist allerdings nicht dquivalent zum Auswahlaxiom. Man kommt auch mit etwas schwécheren
Axiomen durch.

thttps://en.wikipedia.org/wiki/Solovay_model
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