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Worum geht es?
Vorl. 1In Analysis 3 werden wir vor allem den Integrationsbegriff aus Analysis 1/2 verallge-

meinern, was auf den Begriff des Lebesgue-Integrals führen wird.

Warum? Also warum kann man der Meinung sein, dass der jetzige Integrationsbegriff
nicht gut genug sein könnte?

Wir zeigen, dass hier an zwei Beispielen:

• (Brachistrochrone-Problem, Johann Bernoulli, 1696)
A

B

Gesucht wird eine (differenzierbare) Kurve
von A “ p0, 0qT nach B “ pa ą 0, b ă 0qT
derart, dass ein Ball der von A nach B
nur unter Einfluss der Schwerkraft (oh-
ne Reibung) rollt unter allen solchen Bah-
nen/Kurven, die geringste Zeit benötigt.

Es gibt verschiedene Arten dieses Problem zu lösen, auf die wir hier nicht eingehen
wollen. Wir geben dieses Beispiel hier vor allem, weil man es als eines der ersten
Variationsprobleme betrachten kann: Sei A die Menge aller differenzierbaren
Kurven y : r0, as Ñ R mit yp0q “ 0 und ypaq “ b. Man kann nachrechnen, dass
der Ball für das Abfahren dieser Kurve (unter Schwerkraft) die Zeit (modulo
Einheiten und Konstanten (Gravitationskonstanten))

T pyq “

ż a

0

d

1` y1pxq2
´ypxq

dx

benötigt. Man nennt T : AÑ R ist ein Funktional – das soll darauf hindeuten,
dass es sich um eine Funktion handelt, deren Definitionsbereich selbst wieder aus
Funktionen besteht.

Damit ist die Frage ist: Existiert

mintT pyq | y P Au

und wenn ja, durch welche(s) y P A wird es angenommen? Die Antwort ist ja und
die Lösungskurve ist Teil der Kurve rpϕq “ Rp1´cospϕ` π

2 qq (in Polardarstellung).
Es gibt direkte Methoden hier die Lösung zu finden. Aber bei komplizierten
Minimierungen/Maximierungen von Funktionalen sind direkte Methoden schwer
bis gar nicht zu finden. Deshalb versucht man es indirekt: Man nimmt sich
abstrakt eine Folge yn P A mit T pynq Ñ inftT pyq | y P Au und versucht zu
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zeigen, dass yn (in welchem Raum auch immer) konvergiert und der Grenzwert y
das gesuchte Minimum/Maximum ist und hofft dann, mehr über y aussagen zu
können. Schwierigkeit: Die Abstandsfunktionen, die wir in Analysis bis jetzt so
auf A Ă C1pr0, aqs kennengelernt haben, sind nicht vollständig. D.h. selbst wenn
wir es schaffen würden, zu zeigen, dass yn bzgl. einer Metrik eine Cauchyfolge ist,
wissen wir nicht, ob diese konvergiert. Die Grundidee ist hier A in einer geeigneten
Metrik/Norm zu vervollständigen, wie wir damals auch aus Q dann R gebaut
haben. Das ist natürlich im gewissen Sinne ’Betrug’ bzw. einfach eine Verschiebung
der Schwierigkeit. Denn selbst, wenn wir in der Vervollständigung einen Limes
gefunden haben, liegt der theoretisch vielleicht nicht mehr in A selbst. Das ist
dann hier der eigentliche Teil der Arbeit, aber da gibt es Techniken, die relativ
breit einsetzbar sind. (All das gibt mir aber am Ende nur abstrakte Existenz mit
bestimmten Eigenschaften – nicht die Lösung selbst. Für kompliziertere Probleme
kann man aber oft nicht mehr erwarten.)

Die für solche Arten von Problemen benutzen Normen/Metriken enthalten zu-
meist Integrale (im Prinzip, weil die zugehörigen Funktionale über Integrale
definiert sind). Damit erhalten wir einen verallgemeinerten Integralbegriff auf der
Vervollständigung.

• In [2, Abschnitt 4.7] haben wir ein wenig über Fourier-Reihen gesagt. Das war:
Wir nähern eine Funktion durch trigonometrische Polynome – also Funktionen
der Form

ppxq “ a0 `
n
ÿ

k“1
pak cospkxq ` bk sinpkxqq.

Lassen wir dann n gegen unendlich gehen, erhielten wir so die Fourierreihe
und die Frage war, inwieweit ist die Fourierreihe bzw. die trigonometrischen
Polynome eine gute Approximation der ursprünglichen Funktion. Am Beispiel
der Treppenfunktion

fpxq “

$

&

%

1 x P p0, πq
0 x P t0, π,´πu
´1 x P p´π, 0q

,

welche als Fourierreihe 4
π

ř8

k“0
sinpp2k`1qxq

2k`1 hat, haben wir gesehen, dass wir i.A.
nicht erwarten können, das die Approximationen überall punktweise gegen die
ursprüngliche Funktion konvergieren. Sie tun es überall, außer bei der Sprung-
stelle, dort gibt es das Phänomen der Überschwinger. Das ist das sogenannte
Gibbs’sches Phänomen. Es bezeichnet man Verhalten, dass bei abgebrochenen Fou-
rierreihen von stückweise stetigen, differenzierbaren Funktionen in der Umgebung
von Sprungstellen sogenannte Überschwingungen auftreten. Diese Überschwin-
gungen verschwinden auch dann nicht, wenn die endliche Anzahl von Termen
zur Approximation beliebig groß ist, sondern sind in der maximalen Auslenkung
relativ konstant.
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Bessere Informationen über die Approximation erhielten wir mit dem Begriff
des quadratischen Mittel, vgl. [2, Lem. 4.7.3]. Die n.te Partialsumme snpxq der
Fourierreihe von f konvergiert zu f in der L2-Norm, d.h.

ż

|fpxq ´ snpxq|
2dxÑ 0 für nÑ8.

Mehr zu Fourierreihen (und auch Fouriertransformationen) werden wir dieses
Semester als Anwendung des neuen Integrationsbegriff sehen.

Es gibt verschiedene Möglichkeiten das Lebesgue-Integral. Sehr oft wird der folgende
Weg gewählt: Erst wird Maßtheorie behandelt und mit deren Hilfe, dass das Lebesgue-
Integral eingeführt. Wir machen es, angelehnt an [4] und mit dem ersten Beispiel von
oben, andersherum. Wir führen das Lebesgue-Integral über einen Vervollständigungs-
prozess ein, ähnlich wir wir in Analysis 1 R aus Vervollständigung von Q definiert haben.
Vervollständigt wird hier dann im Allgemeinen die Menge der kompakt getragenen
stetigen Funktionen in der L1-Norm }f}L1 :=

ş

|f |dvol. Maßtheorie machen wir dann
ganz am Ende und werden dann wieder die Brücke zur Integration schlagen.

3





1 Integration

1.1 Mehrfachintegrale aus Analysis 2
In Analysis 2 haben wir Integration über Quader eingeführt, in dem wir die Idee des
Riemann-Integrals auf mehr Dimensionen verallgemeinert haben. Das Volumen unter
dem Funktionsgraph wird durch die Volumina von mehreren Quadern angenähert.

Fassen wir kurz zusammen, was wir dort gesehen haben:

Sei K “
śn
i“1rai, bis für ai ă bi ein Quader im Rn. Sei f : K Ñ R.

• Beispiele von integrierbaren Funktionen:
– f stetig auf K [3, Satz 2.4.4]
– Sei Ω Ă Rn kompakt und derart, dass BΩ eine n ´ 1 dimensionale Un-

termannigfaltigkeit von Rn ist. Dann ist f : Ω Ñ R integrierbar (das hieß
die charakteristische Funktion χΩ ist integrierbar auf einen Quader K mit
Ω Ă K). [3, Satz 2.4.9]

• Zusammenhang zu iterierten Integralen/Mehrfachintegralen – Satz von
Fubini [3, Satz 2.4.5]

• Integration in anderen Koordinaten – Transformationssatz [3, Satz 2.4.13]

• Gaußscher Integralsatz [3, Satz 2.4.22] und Satz von Stokes [3, Satz 2.4.25]

Damit können wir insbesondere auch stetige Funktionen mit kompaktem Träger
f P C0

c pRnq integrierbar. (Der Träger einer Funktion f : Rn Ñ R war definiert als
supp f :=tx P Rn | fpxq ‰ 0u.)

1.1.1 Integration über Rn

In [2, Def. 4.5.30] war
ş

R fpxqdx “
ş8

´8
fpxqdx als uneigentliches Integral definiert als

ż 8

´8

fpxqdx “ lim
βÑ´8

ż 0

β

fpxqdx` lim
αÑ8

ż α

0
fpxqdx.

Wir wollen nun schauen, ob es Sinn macht, auf ähnliche Weise zumindest für stetige
Funktionen

ş

Rn fdvol zu definieren? Da es im Rn für n ą 1 im Gegensatz zum R
nicht ’ausgezeichnete Richtungen nach unendlich’ gibt, müssen wir uns etwas anderes
überlegen. Eine Idee könnte sein, die Integrale über immer größer werdende Quader zu
nehmen, also

5



1 Integration

lim
aÑ8

ż

p`r´a,asn
fdvol.

Hier sei p P Rn und p` r´a, asn soll einen Quader mit Mittelpunkt p und Seitenlängen
a darstellen.

Doch schon am Fall n “ 1 kann man sehen, dass diese Definition i.A. keine gute Idee
ist, da das Ergebnis bzw. sogar die Existenz des Limes von der Wahl von p abhängt:

Sei fpxq “ sin x. Dann ist limaÑ8

şa

´a
sin xdx “ 0, da der Sinus bzgl. x “ 0 ungerade

ist. Aber limaÑ8

ş π
2`a
π
2´a

sin xdx existiert nicht. Und sin x ist nach der Definition von
Analysis 1 auch nicht uneigentlich integrierbar.

Man könnte stattdessen fordern, dass der Grenzwert der Integrale für jede kompakte
Ausschöpfung von Rn existiert und gleich ist.

Definition 1.1.1. Eine kompakte Ausschöpfung von Rn ist eine Folge pKiqiPN kom-
pakter Teilmengen von Rn mit Ki Ă Ki`1 für alle i P N und YiKi “ Rn.

Beispiel 1.1.2. Für jedes p P Rn und jede Folge positiver Zahlen ai mit ai Ñ8 für
iÑ8 ist sowohl pBaippqqi als auch pp` r´ai, aisnqi eine kompakte Ausschöpfung von
Rn.

Diese Definition der Integrabilität auf Rn stimmt für n “ 1 mit dem Begriff ’uneigentlich
integrierbar’ überein:

Lemma 1.1.3. Sei f : R Ñ R uneigentlich integrierbar. Dann ist
ş8

´8
fpxqdx “

limiÑ8

ş

Ki
fdvol für jede kompakte Ausschöpfung pKiqi von R mit Ki zusammenhän-

gend∗.

Beweis. ÜA1

Ein Kriterium für Integrabilität im obigen Sinne wäre:

Lemma 1.1.4. Sei f : Rn Ñ R eine Funktion, so dass f |K für jede kompakte Teil-
menge K Ă Rn integrierbar ist. Sei pBiqi eine kompakte Ausschöpfung von R und
existiere† A:= limiÑ8

ş

Bi
|f |dvol. Dann ist A “ limiÑ8

ş

Ki
|f |dvol für jede kompakte

Ausschöpfung pKiqi von Rn. Weiterhin existiert limiÑ8

ş

Ki
fdvol und ist unabhängig

von der Wahl von pKiqi.

Beweis. Sei pKiqi eine kompakte Ausschöpfung. Es ist
ş

Ki
|f |dvol eine monoton stei-

gende Folge.
Außerdem gibt es für jedes i P N ein jpiq ě i und ein kpiq ě i mit Bi Ă Kjpiq und
Ki Ă Bkpiq. Daraus folgt

ż

Bi

|f |dvol ď
ż

Kjpiq

|f |dvol und
ż

Ki

|f |dvol ď
ż

Bkpiq

|f |dvol

∗Das bedeutet hier einfach, dass Ki ein kompaktes Intervall ist.
†Grenzwert im eigentlichen Sinne, also nicht gleich 8.
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1.2 Mehr Volumina

und somit für iÑ8

A “ lim
iÑ8

ż

Ki

|f |dvol.

Wir wollen nun zeigen, dass limiÑ8

ş

Ki
fdvol existiert und unabhängig von der Wahl

von pKiqi ist: Dazu zeigen wir, dass limiÑ8

ş

Ki
f˘dvol für f˘:=˘maxt˘f, 0u existiert.

Dann folgt die Behauptung direkt, wegen
ş

Ki
fdvol “

ş

Ki
f`dvol `

ş

Ki
f´dvol und

dem ersten Teil des Beweises, da f˘ “ ˘|f˘| ist.

Nehmen wir an, dass einer der Limiten limiÑ8

ş

Ki
f˘dvol im eigentlichen Sinne nicht

existiert. Dann existieren automatisch beide nicht, da der entsprechende Limes für
|f | “ f` ´ f´ existiert. Da die Folgen

ş

Ki
f˘dvol beide monoton sind, muss so-

mit limiÑ8

ş

Ki
f˘dvol “ ˘8 sein. D.h. für alle m P N gibt es i˘pmq P N mit

|
ş

Ki˘pmq
f˘dvol| ě m. Die Folgen pi˘pmqqm können monoton steigend gewählt werden.

Wir setzen nun Cm:=pKi`pmqX supp f`qY pKi´pmqX supp f´q. Dann ist Cm kompakt,
da es Schnitt und Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist. Außerdem ist
Cm Ă Cm`1 für alle m und YmCm “ Rn, da i˘pmq monoton steigend ist und pKiqi

eine kompakte Ausschöpfung ist. Also ist pCmqm eine kompakte Ausschöpfung von Rn
mit

ż

Cm

|f |dvol “
ż

Ki`pmq

f`dvol´
ż

Ki´pmq

f´dvol ě 2m.

Doch dann könnte limmÑ8

ş

Cm
|f |dvol nicht gleich A sein, was den Widerspruch

gibt.

Sei f : Rn Ñ R. Es ist möglich, dass f in obigem Sinne integrierbar ist, |f | jedoch nicht:

Beispiel 1.1.5. In der Bonusaufgabe auf Blatt 6 von Analysis 2 hatten wir gesehen, dass
f : p0,8q Ñ R, x ÞÑ sin x

x , uneigentlich integrierbar ist. Hier ist |f | nicht uneigentlich
integrierbar, ÜA1.

1.2 Mehr Volumina
Ab nun (auch in den folgenden Abschnitten im gesamten ersten Kapitel) sei K immer
entweder ein Quader

śn
i“1rai, bis Ă Rn oder K “ Rn.

D.h. insbesondere, wenn wir A Ă K offen schreiben und K ein Quader ist, dann meinen
wir A ist offen im metrischen Raum pK, eukl. Abstandq.

Definition 1.2.1. Sei A Ă K offen. Wir nennen eine Funktion c P C0
c pKq für A

erlaubt, falls 0 ď c ď 1, c|KzA “ 0 ist. Wir definieren das Volumen von A als

volA:= suptIpcq | c ist für A erlaubtu P r0,8s

mit Ipcq:=
ş

K
cdvol.
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1 Integration

Für K Ă Rn kompakt hat jede stetige Funktion f : K Ñ R automatisch kompakten
Träger und es ist C0

c pKq “ C0pKq.

Ist A sowohl in K1 als auch in K2 offen, dann hängt das Volumen nicht davon, bzgl.
welchen Ki die obige Definition angewendet wird, denn die Menge der erlaubten c
ändert sich dann nicht.

Bemerkung 1.2.2. (Vergleich zu Ana2) Das Volumen vieler offener Mengen konn-
ten wir auch schon in Analysis 2 berechnen. Ist zum Beispiel G das Innere einer
kompakten Teilmenge deren Rand eine C1-Untermannigfaltigkeit ist, dann war in
Analysis 2 volG “

ş

G
dvol. Der Beweis von [3, Lemma 2.4.7 und dann Satz 2.4.9, siehe

insbesondere Abb. 2.6] zeigt direkt, dass dies gleich dem volG von oben ist, denn dort
wird eine Folge von für G erlaubten c, deren Integrale gegen das Supremum gehen,
explizit konstruiert. Analog ist auch das Volumen des Inneren einer kompakten Menge
G Ă R2, deren Rand eine stückweise C1-Kurve ist, gleich

ş

G
dvol wie in Analysis 2

definiert (benutzt [3, Satz 2.4.10]).

Allgemeiner gilt: Sei G Ă Rn offen und beschränkt mit χG integrierbar, mit der
Mehrfachintegraldefinition wie in Analysis 2. Dann ist

ş

G
dvol (in Ana2 als

ş

Rn χGdvol
definiert) gleich dem Volumen von G aus Definition 1.2.1, ÜA.

Vorl. 2 Allerdings ist nicht für jede offene beschränkte Menge G Ă Rn, das Volumen im Sinne
von Analysis 2 definiert, also χG integrierbar:

Beispiel 1.2.3. Vgl. auch [2, ÜA 16]. Sei M0 “ r0, 1s. Wir definieren eine Folge aus
Mengen Mn, wobei jedes Mn eine disjunkte
Vereinigung von Intervallen ist, rekursiv wie
folgt: Die Menge Mn`1 entsteht aus Mn,
indem jedes der Intervalle vonMn gedrittelt
wird und das mittlere entfernt wird.

M0

M1

M2

M3

M4

Sei C:=XnMn – die Cantormenge. Ihr Komplement G:=r0, 1s Ă C ist offen. Wir werden
später sehen (ÜA4), dass diese Menge vernachlässigbar (Def. 1.2.7) ist und damit χG
nach Satz 1.5.1 Riemann-integrierbar ist.

Man kann allerdings auf ganz ähnliche Weise eine Menge bauen, die keine Nullmenge
mehr ist (in dem der mittlere Teil, der in jedem Schritt entfernt wird, immer kleiner
wird) – die Smith-Volterra-Cantor-Menge Ĉ, vgl. Beispiel 1.5.2.iii. Hierfür werden wir
in Satz 1.5.1 sehen, dass χĜ:=r0,1szĈ nicht Riemann-integrierbar ist (was daran liegen
wird, dass die Menge der Unstetigkeitsstellen von χĜ keine vernachlässigbare Menge
sein wird).

Aus der Definition folgen direkt erste Eigenschaften des Volumens:

Lemma 1.2.4.

(i) Sind A Ă B Ă K offen, dann gilt volA ď volB.

(ii) Für A Ă Rn offen gilt volA “ limaÑ8 vol pAX r´a, asnq∗.

8



1.2 Mehr Volumina

Beweis. (i) Jede für A erlaubte Funktion aus C0
c pKq ist auch für B erlaubt.

(ii) Aus (i) folgt, dass der Limes existiert und volA ě limaÑ8 vol pA X r´a, asnq
gelten muss. Sei nun c P C0

c pRnq für A Ă Rn erlaubt. Dann gibt es ein b P R mit
supp c Ă r´b, bsn. Also wäre Ipcq ď vol pA X r´b, bsnq ď limaÑ8 vol pA X r´a, asnq.
Supremum über alle für A erlaubten c gibt die reverse Ungleichung.

Kommen wir nun zu weiteren Eigenschaften des Volumenbegriffs aus Definition 1.2.1:

Lemma 1.2.5. vol ist abzählbar subadditiv, d.h. für offene Mengen Ak Ă K gilt:∗

vol pY8k“1Akq ď
8
ÿ

k“1
volAk.

Das wird ein bisschen technisch, zeigt aber schon ein paar Beweistechniken für später.
Z.B. werden wir Teile der Aussagen erst für K kompakt beweisen und den Fall Rn über
einen Limesprozess erhalten.

Beweis. Wir beginnen mit zwei offenen Mengen A1 und A2. Sei c eine für A1 Y A2
erlaubte Funktion. Sei nun pipxq:=distpx,RnzAiq. D.h. insbesondere supp pi Ă Ai und
es ist p1pxq ` p2pxq ą 0 für alle x P A1 YA2. Wir setzen

cipxq:=
#

pipxq
p1pxq`p2pxq

cpxq für x P A1 YA2

0 sonst.

A1 A2

p1

p2p1
p1`p2

p2
p1`p2

Die Funktion p1pxq
p1pxq`p2pxq

ist erst einmal nur
auf A1 YA2 wohldefiniert und dort kleiner
gleich eins sowie, wo x P A1zA2 ist, konstant
1, vgl. Abbildung links. Da c stetig, kompakt
getragen und außerhalb von A1 YA2 gleich
Null ist, ist c1 stetig. Analog für c2. Außer-
dem ist ci für Ai erlaubt und c1 ` c2 “ c.

Damit ist Ipciq ď volAi und

Ipcq ď volA1 ` volA2.

Nehmen wir nun das Supremum über alle für A1 YA2 erlaubte c, dann gibt das genau
die gesuchte Ungleichung.

Induktiv erhalten wir dann die behauptete Ungleichung für endlich viele Ai. Es bleibt
also der Fall, dass wir abzählbar viele Ai haben:

Wir zeigen die Behauptung zunächst für K ein Quader:
∗Hier ist nun AX r´a, asn in K “ r´a, asn offen.
∗Hier verwenden wir die Konvention, dass a ď 8 für alle a P RYt8u ist und dass aus 8 ď b dann

b “ 8 folgt.

9



1 Integration

Sei c nun für YiAi erlaubt. Dann ist cε “ maxtc ´ ε, 0u auch für YiAi erlaubt und
supp cε ist kompakt und wird durch YiAi überdeckt. Also gibt es nach [3, Satz 2.3.3]
eine endliche Teilüberdeckung Ai1 Y . . .YAik und es gilt

ż

K

cdvol´ εvolK ď

ż

K

cεdvol ď vol pAi1 Y . . .YAikq ď
k
ÿ

j“1
volAij

Lassen wir erst ε gegen Null gehen und nehmen dann das Supremum über alle für YiAi
erlaubten c, erhalten wir

vol Yi Ai ď
8
ÿ

i“1
volAi.

Mit aÑ8 und letztem Lemma erhalten wir die Behauptung.

Lemma 1.2.6. Sei d ě 0 eine stetige Funktion. Sei Ga:=tx P Rn | dpxq ą au. Dann
gilt

volGa ď
Ipdq

a
.

Beweis. Da d stetig ist, ist Ga offen [3, Lem. 1.1.6]. Sei ca eine für Ga erlaubte Funktion.
Dann ist capxq ď dpxq

a und damit nach Monotonie des Integrals Ipcaq ď Ipdq
a .

Definition 1.2.7. Eine Teilmenge A Ă Rn heißt vernachlässigbar, falls es für jedes
ε ą 0 eine offene Teilmenge Aε Ă Rn mit A Ă Aε und volAε ă ε gibt.
Eine Aussage gilt fast überall bzw. für fast alle Elemente einer Menge, falls sie außerhalb
einer vernachlässigbaren Teilmenge gilt.

Wir werden später sehen, dass die vernachlässigbaren Mengen genau die Mengen seien
werden, die Lebesgue-Maß Null haben. Deshalb tritt der Begriff vernachlässigbar in
der Literatur eher nicht auf, sondern man nennt solche Mengen Lebesgue-Nullmengen.
Wir benutzen hier beide Begriffe.

Beispiel 1.2.8. (i) A:=pa, bq ˆ t0u Ă R2, vgl. [3, ÜA29], ist vernachlässigbar: Für
jedes ε ą 0 ist Bε:=pa, bq ˆ p´ ε

4pb´aq ,
ε

4pb´aq q offen in R2, enthält A und es ist
volBε “ ε

2 .

(ii) Eine unbeschränkte offene Menge im G Ă R2 kann endliches Volumen haben, z.B.:

1´1

c

c
x2´ c

x2

Sei G:=tpx, yq P R2 | |y| ă fpxqu für
f : RÑ R mit

x ÞÑ

$

&

%

c
x2 x ą 1
c x P r´1, 1s
´ c
x2 x ă ´1

Dann ist Ga “ ḠXr´a, as2 ein kompaktes Gebiet, dessen Rand eine stückweise C1-
Kurve ist. Somit ist, s. Bem. 1.2.2, für a groß genug volGXr´a, as2 “

ş

Ga
dvol “

2
şa

´a
fpxqdx und damit

volG “ 2
ż 8

´8

fpxqdx “ 4
ż 8

1

c

x2 dx` 4c “ 8c.
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1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung

Abbildung 1.1: Die Folge fk aus (1.1) und ihr punktweiser Limes (die Treppenfunktion
in schwarz).

Das Volumen ist also endlich. Lässt man nun verschiedene c zu, sieht man so nun
auch, dass Rˆ t0u Ă R2 eine vernachlässigbare Menge ist.

(iii) Die Cantormenge C Ă r0, 1s aus Beispiel 1.2.3 und Q Ă R sind vernachlässigbare
Mengen, ÜA4.

1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung
Vorl. 3Es gibt verschiedene Möglichkeiten das Lebesgue-Integral einzuführen. Wir folgen hier

den Ansatz von [4], für welchen man noch keine Maßtheorie braucht.

Sei c P C0
c pRnq. Dann setzen wir }c}1:=Ip|c|q.

Dann ist }.}1 eine Norm, Übungsblatt 0, auf dem R-Vektorraum C0
c pRnq – die soge-

nannte L1-Norm. Damit ist C0
c pKq mit der L1-Norm ein normierter (und damit auch

insbesondere einen metrischen) Raum. Allerdings ist dieser nicht vollständig, da nicht
jede Cauchyfolge konvergiert:

fkpxq:=

$

&

%

0 für |x| ě 1
1 für |x| ď 1´ 1

k
dazwischen linear

(1.1)

ist eine Folge in C0
c pRq, die eine Cauchyfolge∗ in L1 ist, ÜA2, siehe Abbildung 1.1.

Würde fk in L1 gegen ein Element f P C0
c pRq konvergieren, so muss fk auch punkt-

weise zu f konvergieren, ÜA2. Die Folge fk konvergiert aber punktweise gegen eine
Treppenfunktion.

1.3.1 Vervollständigung metrischer Räume
Aus Analysis 1 kennen wir aber schon eine Möglichkeit wie man, das Problem lösen kann,
dass der metrische Raum nicht vollständig ist. Dort hatten wir Q mit dem euklidischen
Abstand. Wir haben dort in [2, Abschnitt 3.1] die reellen Zahlen konstruiert, in dem
∗Wdh – Definition von Cauchyfolgen in metrischen Räumen: Eine Folge pakqk in einem metrischen

Raum pX, dq ist eine Cauchyfolge, wenn es für alle ε ą 0 ein n P N gibt, so dass dpak, a`q ă ε für alle
k, ` ě n gibt.
Da jeder normierte Raum pX, }.}q mit dpx, yq:=}x´ y} auch ein metrischer Raum ist, ist eine Folge
pakqk im normierten Raum eine Cauchyfolge, wenn es für alle ε ą 0 ein n P N gibt, so dass }ak´a`} ă ε
für alle k, ` ě n gibt.
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1 Integration

wir einfach gesprochen ’Punkte hinzugenommen hatten, die den Grenzwerten solcher
Cauchyfolgen entsprechen sollten’. Das kann man für jeden metrischen Raum machen:

Definition 1.3.1. Sei pX, dq ein metrischer Raum. Sei

X̄:=tpakqkPN Cauchyfolge in pX, dqu{ „

wobei pakqk „ pbkqk genau dann, wenn dpak, bkq Ñ 0 für k Ñ8 ist.

Es ist natürlich zu überprüfen, dass „ auf X wirklich eine Äquivalenzrelation ist:
Reflexiv und symmetrisch ist klar und transitiv folgt aus der Dreiecksungleichung.

Die Abbildung ι : X Ñ X̄, x ÞÑ rpxqks, ist injektiv, da aus rpxqks “ rpyqks folgt, dass
dpx, yq “ 0 sein muss. Damit können wir X mit ιpXq identifizieren.

Um nun X̄ auch zu einem metrischen Raum zu machen, so dass auf ιpXq wir die alte
Abstandsfunktion d zurückerhalten, setzen wir:

Satz 1.3.2. Sei pX, dq und X̄ wie oben. Sei

d̄praks, rbksq:= lim
kÑ8

dpak, bkq.

Dann ist pX̄, d̄q ein vollständiger metrischer Raum. Es ist ι : pX, dq Ñ pιpXq, d̄q, x ÞÑ
rpxqks eine Isometrie, d.h. die Abbildung ist bijektiv und für alle x, y P X gilt

d̄prpxqks, rpyqksq “ dpx, yq.

Den metrischen Raum pX̄, d̄q nennt man Vervollständigung von pX, dq.

Beweis. Was ist dafür alles zu zeigen?

(i) d̄ ist wohldefiniert, d.h. der Limes existiert überhaupt und ist unabhängig von
der Wahl der Repräsentanten.

(ii) d̄ ist auf X̄ eine Abstandsfunktion.

(iii) pX̄, d̄q ist vollständig.

(iv) ι ist eine Isometrie aufs Bild: Bijektiv ist klar. Bleibt noch d̄prxs, rysq “ dpx, yq.
Das ist direkt nach Definition richtig.

(v) Die Aussage zum Abstand.

Zu (i): Der Limes in der Definition von d̄ existiert: Aus der Dreiecksungleichung für d
folgt

|dpak, bkq ´ dpa`, b`q| ď dpak, a`q ` dpbk, b`q.

Sei ε ą 0. Da ak und bk jeweils Cauchyfolgen sind, gibt es k0, so dass für alle k, ` ě k0 gilt
dpak, a`q ă

ε
2 und dpbk, b`q ă ε

2 . Damit folgt aus obiger Ungleichung, dass pdpak, bkqqk
eine Cauchyfolge in R ist und damit einen Limes besitzt.
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1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung

Unabhängigkeit von den gewählten Repräsentanten: Sei rpbkqks “ rpckqks. Dann gilt

d̄prpakqks, rpbkqksq “ lim
kÑ8

dpak, bkq ď lim
kÑ8

dpak, ckq ` lim
kÑ8

dpbk, ckq
looooooomooooooon

“0 wegen rpbkqks“rpckqks

“ d̄prpakqks, rpckqksq

Wegen Symmetrie ’in b und c’ folgt auch die reverse Ungleichung und damit die
Gleichung. Der Beweis für den ersten Eintrag in d̄ geht analog.
Zu (ii): Symmetrie und Transitiv und ě 0 folgen direkt aus den entsprechenden
Eigenschaften von d. Sei d̄prpakqks, rpbkqksq “ 0. Dann ist limkÑ8 dpak, bkq “ 0, was
nach Definition direkt bedeutet, dass die beiden Folgen zur gleichen Äquivalenzklasse
gehören.
Zu (iii): Sei rpak`qks` eine Cauchyfolge in pX̄, d̄q (D.h. insbesondere auch ak` P X, für
alle ` ist pak`qk eine Cauchyfolge bzgl. d). Wir konstruieren zuerst den Kandidaten für
den Grenzwert in X̄: (Das ist eine Art Diagonalfolgenargument – für jedes ` sucht man
ein geeignetes k “ kp`q, so dass rakp`q`s am Ende das gewünschte tut.)

Sei nun ε ą 0. Da rpak`qks` eine d̄-Cauchyfolge ist, gibt es ein `0 P N, so dass für alle
`,m ě `0 gilt: d̄prpak`qks, rpakmqksq “ limkÑ8 dpak`, akmq ă

ε
4 . Also gibt es ein k0 P N,

so dass für alle k ě k0 und `,m ě `0 gilt: dpak`, akmq ă ε
2 .

Da pak`qkfür alle ` selbst eine d-Cauchyfolge ist, gibt es für jedes ` ein kp`q P N, so
dass für alle k, k1 ě kp`q gilt: dpak`, ak1`q ă ε

2 . O.B.d.A. können wir die Folge pkp`qq`
monoton wachsend und mit kp`q ě ` wählen.
Dann gilt für alle ` ě `1 ě maxt`0, k0u

dpakp`q`, akp`1q`1q ď dpakp`q`, akp`q`1q ` dpakp`q`1 , akp`1q`1q ă ε

und somit ist pakp`q`q` eine d-Cauchyfolge.

Es bleibt zu zeigen, dass rpam`qms` bzgl. d̄ zu rpakpmqmqms konvergiert:
Für ` ě `0 und m ě kp`q folgt

dpam`, akpmqmq ď dpam`, akpmq`q ` dpakpmq`, akpmqmq ă ε.

Bilden wir zunächst den Limes für m Ñ 8 und dann für ` Ñ 8, erhalten wir
lim`Ñ8 d̄prpam`qms, rpakpmqmqmsq “ 0.

Beispiel 1.3.3 (ÜA7). Sei pX, dq ein metrischer Raum und A Ă X. Sei Ā der Abschluss
von A in X und pĀd, d̄q die Vervollständigung des metrischen Raumes pA, dq. Zeigen Sie,
dass pĀ, dq und pĀd, d̄q als metrische Räume isomorph sind, d.h. es gibt eine Bijektion
ϕ : ĀÑ Ād und Konstanten c1, c2 ą 0 mit

c1dpx, yq ď d̄pϕpxq, ϕpyqq ď c2dpx, yq

für alle x, y P Ā.
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1 Integration

Sei pX, }.}Xq ein normierter Vektorraum und dpx, yq:=}x ´ y}X . Dann ist pX, dq ein
metrischer Raum [3, Abschnitt 3.3]. Sei pX̄, d̄q die Vervollständigung aus letztem Satz.
Dann ist 0:=r0s P X̄.

Satz 1.3.4. Sei pX, }.}Xq ein normierter K-Vektorraum. Dann definiert

raks ` λrbks:=rak ` λbks

für λ P K und raks, rbks P X̄ eine K-Vektorraumstruktur auf X̄. Für x̄ P X̄ sei

}x̄}X̄ :=d̄px̄, 0q.

Dann ist pX̄, }.}X̄q ein vollständig normierter Vektorraum – also ein Banachraum.

Beweis. Was ist zu zeigen?

(i) pak ` λbkqk ist selbst wieder Cauchyfolge bzgl. d: Folgt direkt aus der Dreiecksun-
gleichung und der Homogenität der Norm.

(ii) Unabhängigkeit der Addition und der skalaren Multiplikation von den Repräsen-
tanten: Einsetzen und Nachrechnen.

(iii) Die Vektorraumaxiome: Die folgen direkt aus denen auf X.

(iv) }.}X̄ ist eine Norm auf X̄ (Vollständigkeit gibt der letzte Satz): Wegen

}rpakqks}X̄ “ lim
kÑ8

}ak}X

folgt ě 0, positive Homogenität und Dreiecksungleichung direkt, da }.}X eine
Norm ist. Es bleibt }rpakqks}X̄ “ 0. Dann ist limkÑ8 dpak, 0q “ 0 und damit
r0s “ rpakqks.

Notation: Wir schreiben für die Vervollständigung auch oft Xd bzw. X}.}X , um direkt
in der Menge die Abstandsfunktion/Norm, in der vervollständigt wird zu zeigen.

1.3.2 Definition von L1

Definition 1.3.5. Sei K “
śn
i“1rai, bis für ai ă bi oder K “ Rn. (Für K kompakt ist

C0
c pKq “ C0pKq.) Sei L1pKq die Vervollständigung von C0

c pKq bezüglich der L1-Norm,
also

L1pKq:=C0
c pKq

}.}1
.

Jedes Element in L1pKq ist also eine Äquivalenzklasse von L1-Cauchyfolgen in C0
c pKq.

Nach Satz 1.3.4 ist L1pKq wieder ein normierter Vektorraum, dessen Norm wir im
Folgenden auch mit }.}1 bezeichnen werden.

Sei fk die Folge aus (1.1). Da es eine L1-Cauchyfolge auf C0
c pRq ist, ist f :=rpfkqks P

L1pRq. Punktweise konvergiert fk gegen χp´1,1q, die charakteristische Funktion von
p´1, 1q. Punktweise Konvergenz muss nicht gegeben sein, aber wenn es sie zumindest
f.ü. gibt, dann helfen die Grenzfunktionen beim Verständnis der Elemente aus L1.

14



1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung

Definition 1.3.6. Eine Funktion f : K Ñ R heißt Realisierung eines Elementes a P
L1pKq, falls es eine L1-Cauchyfolge ck P C0

c pKq mit a “ rcks und limnÑ8 ckpxq “ fpxq
fast überall∗.

Es ist manchmal nützlich auch zu erlauben, dass die Realisierung nur f.ü. auf K definiert
sein muss. Da es völlig irrelevant ist, welche Werte f auf einer vernachlässigbaren Menge
annimmt und man so diese Werte nicht extra spezifizieren muss. Das machen wir z.B.
in ÜA5, wo wir uns überlegen, dass 1?

x
eine Realisierung eines Elementes in L1pr0, 1sq

ist, da sagen wir nicht extra, was der Wert der Realisierung bei 0 sein soll.

Beispiel 1.3.7.

(i) Es ist χp´1,1q eine Realisierung von f “ rpfkqks von oben. Aber z.B. ist auch
χr´1,1s eine Realisierung von f .

(ii) Sei G Ă Rn offen mit volG ă 8. Dann ist die charakteristische Funktion
χG : Rn Ñ r0, 1s eine Realisierung eines Elementes in L1pRnq:
Sei zunächst G beschränkt: Sei ckpxq:=kmintdistpx,RnzGq, 1

k u. Dann ist ck für G
erlaubt und somit Ipckq ď volG. Es konvergiert ck Ñ χG punktweise. Außerdem
ist per Konstruktion ck ď ck`1 und damit ist Ipckq monoton steigend und
beschränkt. Also konvergiert Ipckq. Wegen ck ď ck`1 ist }ck`` ´ ck}1 “ Ipck`` ´
ckq “ Ipck``q ´ Ipckq und damit ck eine L1-Cauchyfolge. Also ist rcks P L1pRnq
und χG eine Realisierung dieses Elementes. Aus obigem folgt }χG}L1 ď volG.
Wir werden auf Seite 23 sehen, dass, wie wir erwarten würden, sogar Gleichheit
gilt.†

Vorl. 4Sei nun G nicht beschränkt: Hier will man eigentlich genau dasselbe wir oben
machen. Einziges Problem: Die ck haben keinen kompakten Träger. Das kann
man mit Abschneidefunktionen jedoch leicht beheben: Wir nehmen die ck von
oben und Funktionen ηk P C

0
c pRnq mit ηkpxq “ 1 für |x| ď k, ηkpxq “ 0 für

|x| ě k ` 1 und dazwischen linear in radiale Richtung. Wir setzen dk:=ηkck. Es
ist dk monoton steigend mit Ipdkq ď volG. Der Rest folgt wie oben.

(iii) Aus [2, Bsp. 4.1.32] kennen wir die Dirichlet-Funktion

f : r0, 1s Ñ R, x ÞÑ
"

1 x P Q
0 x R Q

Sie ist ein Beispiel einer Funktion, die nicht Riemann-integrierbar ist. Aber
es ist eine Realisierung eines Elementes in L1pr0, 1sq: Sei c : r0, 1s Ñ R, x ÞÑ
0. Dann ist c P C0

c pr0, 1sq und rcs ist als die Äquivalenzklasse der konstanten
∗Das hieß: diese Gleichheit stimmt für alle x P K bis auf eine vernachlässigbare Menge. Anders

gesagt: ck konvergiert f.ü. punktweise gegen f .
†Man wundert sich vielleicht, was das Problem ist hier gleich Gleichheit zu zeigen. Man vergleicht

einfach jedes erlaubte c mit χG. Allerdings haben wir hier χG nur als Realisierung eines Elementes in
L1 und dort wissen wir noch nicht, dass das mit dem Vergleichen funktioniert und mit der L1-Norm
kompatibel ist. Dazu kommen wir später.
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1 Integration

Folge pcqk ein Element in L1pr0, 1sq. Wegen c “ f auf r0, 1s X pRzQq ist c “ f
fast überall und somit ist f eine Realisierung von rcs. Natürlich ist auch c,
also die Nullfunktion, selbst eine Realisierung dieses Elements und c selbst ist
selbstverständlich Riemann-integrierbar.

Man kann sich hier nun fragen, ob das für alle L1pr0, 1sq-Elemente gilt, dass es
immer eine Riemann-integrierbare Realisierung gibt und die Dirichlet-Funktion
nur eine schlechte Wahl einer Realisierung ist. Das ist nicht so. wir werden noch
später in Beispiel 1.5.2.iii sehen, dass es Elemente in L1pr0, 1sq gibt, für die jede
Realisierung nicht Riemann-integrierbar ist.

Bevor wir uns überlegen, ob es solche Realisierungen immer gibt und welche Eigen-
schaften dafür und für L1pKq allgemein gelten:

1.3.3 Schnell konvergente Cauchyfolgen
Ein wichtiges Hilfsmittel insbesondere um zumindest punktweise Konvergenz zu er-
zwingen sind schnell konvergente Cauchyfolgen:

Definition 1.3.8. Eine Cauchyfolge ck eines metrischen Raumes pX, dq heißt schnell
konvergent, falls es ein ` P N mit dpck, ck`1q ă

`
k4 für alle k P N gibt.

Es wird nicht wichtig sein, dass auf der rechten Seite der Ungleichung genau `
k4 steht.

Sondern da könnte auch stattdessen jeweils ein ε2
k, εk ą 0, solange

ř8

k“1 εk ă 8 ist.
Dies ist die Eigenschaft, die wir am Ende brauchen werden. Man kann sich noch fragen,
warum wir nicht direkt ` “ 1 verlangen. Das ist auch nur, damit z.B. die Summe schnell
konvergenter Folgen direkt wieder schnell konvergent ist. Ohne das ` müssten wir dann
i.A. erst zu einer Teilfolge übergehen, würde am Ende aber keinen Unterschied machen.
In ÜA3 sehen wir auch, dass jede Folge, die dpck, ck`1q ă

`
k4 für ein ` und alle k erfüllt,

automatisch eine Cauchyfolge ist.

! Ist der metrische Raum aber nicht vollständig, so muss diese Folge natürlich nicht
konvergieren, auch wenn sie ’schnell konvergent’ heißt!
Lemma 1.3.9. Jede Cauchyfolge ak eines metrischen Raumes pX, dq hat eine schnell
konvergente Teilfolge.

Beweis. Da ak eine Cauchyfolge ist, gilt: Für alle ` P N gibt es ein k` P N, so dass
dpan, amq ă

1
`4 für alle m,n ě k` gilt. O.B.d.A. sei k``1 ě k` für alle `. Das kann

man immer erreichen, denn die Eigenschaft bleibt erhalten, wenn man k` größer wählt.
Sei nun ck:=ak` . Dann ist ck eine Teilfolge von ak und nach Konstruktion schnell
konvergent.

Lemma 1.3.10. Sei ck P C0
c pKq eine schnell konvergente Cauchyfolge bzgl. L1.

(i) ck konvergiert punktweise fast überall.

(ii) Für jedes ε ą 0 gibt es eine offene Menge B mit volB ă ε, so dass ck|KzB
gleichmäßig konvergiert, vgl. Abbildung 1.2.
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f

B

ck

c`

Abbildung 1.2: ck konvergiert weg von B gleichmäßig gegen f . Am Bild sieht man,
dass man eine Menge B herausnehmen muss, da nahe der Sprungstelle
ck nicht gleichmäßig gegen f konvergieren kann.

Beweis. Aus (ii) folgt direkt (i). Wir beweisen hier direkt (ii). Dazu setzen wir

Dk:=
"

x P K
ˇ

ˇ

ˇ
|ck ´ ck`1| ą

1
k2

*

.

Nach Lemma 1.2.6 ist dann für Dk “ G 1
k2

für die stetige Funktion |ck ´ ck`1|

volDk ď
}ck ´ ck`1}1

1
k2

ă
`

k2 .

(Das ` ist das aus der Definition von schnell konvergenten Cauchyfolge). Sei nun N P N
und x R

Ť8

i“N Di. Dann gilt

|cmpxq ´ cm`1pxq| ď
1
m2

für alle m ą N . Also konvergiert cpxq:=c0pxq `
ř8

k“1pckpxq ´ ck´1pxqq für alle x R
Y8k“NDk sogar absolut. Wegen

ckpxq “ c0pxq `
k
ÿ

j“1
pcjpxq ´ cj´1pxqq.

konvergiert ckpxq damit für solche x gegen cpxq. Wegen Lemma 1.2.5 ist

vol Y8k“N Dk ď

8
ÿ

k“N

volDk “

8
ÿ

k“N

`

k2
NÑ8
Ñ 0.

Damit konvergiert pckpxqqn insbesondere fast überall.
Sei ε ą 0. Wähle N P N derart, dass vol pB:=Y8k“N Dkq ă ε ist. Sei x P KzB. Dann
gilt

|cpxq ´ ckpxq| ď
8
ÿ

m“k`1
|cmpxq ´ cm´1pxq| ď

8
ÿ

m“k`1

1
m2

kÑ8
Ñ 0

Da die rechte Seite unabhängig von x ist, konvergiert ck gleichmäßig auf KzB.
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1.3.4 Realisierungen von Elementen in L1pKq

Im Definition 1.3.6 haben wir Realisierungen von Elementen in L1pKq definiert. Was
können wir über Realisierungen sagen?

Satz 1.3.11.

(i) Jedes f P L1pKq hat eine Realisierung.

(ii) Zwei Realisierungen eines Elementes in L1pKq sind fast überall gleich.

Für f P L1pKq schreiben wir für eine Realisierung dann auch oft einfach f bzw.
fpxq. Der letzte Satz sagt uns, dass eine Realisierung eindeutig bis auf eine Lebesgue-
Nullmenge ist. D.h. insbesondere für ein f P L1pKq macht es keinen Sinn zu fragen,
was der Wert von f an einem Punkt x P K ist!

Andersherum schreiben wir dann der Einfachhalt halber auch oft direkt für eine
Realisierung f P L1pKq. Allerdings ist das ’abuse of notation’ und man muss da
aufpassen, da zwei Realisierungen f1, f2 als Funktionen verschieden aber als Elemente
in L1pKq gleich sein können, wie der letzte Satz zeigte. Das heißt insbesondere muss
man dann immer schauen, welches Gleichheitszeichen man jeweils meint, ob dass in
L1pKq oder die punktweise Gleichheit als Funktionen.

Beweis. (i) Sei f “ raks für ak P C0
c pKq. Dann gibt es nach Lemma 1.3.9 eine schnell

konvergente Teilfolge ck von ak. Nach Lemma 1.3.10 konvergiert cm f.ü. gegen ein
c : K Ñ R. Dies ist nach Definition eine Realisierung von f .

(ii) Seien hpxq und gpxq zwei Realisierungen von f P L1pKq. Dann gehören dazu zwei L1-
Cauchyfolgen ck, dk, die fast überall punktweise gegen h bzw. g konvergieren. Da ck und
dk beide f als Grenzwert in L1 haben, können wir eine schnell konvergente Cauchyfolge
konstruieren, die sowohl von ck als auch von dk unendlich viele Folgenglieder erhalten:
Es gilt ck´dk Ñ 0 in L1. Damit können wir zu einer Teilfolge pckj´dkj qj übergehen, so
dass }ckj ´ dkj } ď 1

p2jq4 und }ckj ´ ckj`1} ď
1

p2jq4 (Das ist ein analoger Beweis, wie die
Existenz einer schnell konvergenten Cauchyteilfolge). Wir setzen a` “ ckn für ` “ 2n
und a` “ dkn für ` “ 2n` 1. Dann ist a` eine schnell konvergente Cauchyfolge, da:

}a2n ´ a2n`1}1 ď}ckn ´ dkn}1 ď
1

p2nq4

}a2n`1 ´ a2n`2}1 ď}dkn ´ ckn`1}1 ď }dkn ´ ckn}1 ` }ckn ´ ckn`1}1 ď
2

p2nq4 .

Diese schnell konvergente Cauchyfolge konvergiert nach Lemma 1.3.9 punktweise f.ü.
Somit muss der Limes f.ü. sowohl mit h als auch mit g übereinstimmen. Also stimmen
h und g auch f.ü. überein.

Wir werden später sehen, dass zwei Realisierungen von L1pKq, welche nicht f.ü. gleich
sind, auch wirklich zu verschiedenen Elementen in L1pKq gehören, s. Satz 1.3.21.
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1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung

Lemma 1.3.12. Seien f, g P L1pKq jeweils mit Realisierungen fpxq, gpxq. Sei a P R.
Dann ist afpxq` gpxq eine Realisierung eines Elementes in L1pKq von af ` g P L1pKq.

Beweis. Das folgt direkt daraus, dass eine Linearkombination schnell konvergenter
Cauchyfolgen wieder schnell konvergent ist.

Als nächstes wollen wir schauen wie sich für eine Folge konvergenter Elemente in L1

eine Folge ihrer Realisierungen verhält.

Lemma 1.3.13. Sei gk P L1pKq eine schnell konvergente Cauchyfolge. Sei g der Limes
von gk in L1pKq. Dann gilt gkpxq Ñ gpxq fast überall.

Sei fk P L1pKq. Konvergiere fk in L1 gegen ein f P L1pKq. Seien fkpxq Realisierungen
von fk, so dass limkÑ8 fkpxq fast überall existiert. Dann ist fpxq:= limkÑ8 fkpxq eine
Realisierung von f .

Beweis. ÜA10

Selbst wenn gkpxq und gpxq aus dem letztem Lemma zusätzlich stetig ist, dann folgt
die punktweise Konvergenz nicht überall. Z.B. konver-
giert die Funktion fk wie im Bild rechts in L1 gegen die
Nullfunktion. Punktweise konvergiert fkpxq nur für x ‰ 0
gegen Null.

0
1
k2

kfk

Vorl. 5Man kann die Folge ck auch einigen besonderen Eigenschaften wählen, z.B.:

Satz 1.3.14. Sei f P L1pKq mit K ein Quader. Dann gibt es eine monoton fallende
Cauchyfolge fk P C0

c pKq mit f “ rfks. Analog gibt es auch eine monoton steigende
Cauchyfolge.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, dass K kompakt ist: Sei ck P C0
c pKq eine

schnell konvergente Cauchyfolge mit f “ rcks. Nach Lemma 1.3.10.ii gibt es für alle
` P N eine offene Teilmenge B` Ă K mit volB` ă 1

` , so dass ck|KzB` für k Ñ 8

gleichmäßig gegen fpxq konvergiert. D.h. für alle m P N gibt es ein kp`,mq, so dass
|fpxq ´ ckpxq| ď

1
m für alle k ě kp`,mq und x P KzB`, vgl. auch Abbildung 1.2.

O.B.d.A. können wir durch Verkleinern von B` und danach Vergrößern der kp`,mq
immer annehmen, dass B``1 Ă B` und maxt`,mu ď kp`,mq ď kp`` 1,m` 1q für alle
`,m gilt. Insbesondere gilt so kpm,mq Ñ 8 für mÑ8.

Wir setzen
dmpxq:=ckpm,mqpxq `

2
m
.

Es ist dm P C0pKq, f “ rdms, da pckpm,mqqm eine Teilfolge von ck ist und 2
m Ñ 0 für

m Ñ 8 ist. Insbesondere konvergiert für alle ` P N die Folge dm auf KzB` immer
noch gleichmäßig zu f und es ist cmpxq ě fpxq für alle x P KzB` und m ě `. Durch
Übergang zu einer Teilfolge können wir auch annehmen, dass dm schnell konvergiert.

Sei nun
fmpxq:=mintdmpxq, fm´1pxqu.
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Dann ist fm P C0pKq, fmpxq ď dmpxq und fm ist monoton fallend. Außerdem ist

}fm ´ dm}1 “

ż

tx | fm´1pxqădmpxqu

pdm ´ fm´1qdvol

ď

ż

tx | fm´1pxqădmpxqu

pdm ´ dm´1qdvol ď }dm´1 ´ dm}1 Ñ 0

für mÑ8, da dm schnell konvergent ist. Also ist rfms “ rdms “ rcms “ f .

Die Aussage für monoton steigend folgt analog.

1.3.5 Lipschitz-Kalkül
Wie kriegt man aus Elementen in L1 neue? Auf den Funktionen in C0

c pKq kennen
wir verschiedene Operationen, die uns wieder neue Elemente aus C0

c pKq geben, z.B.
Addition, punktweises Maximum zweier Elemente, Produkt zweier Elemente, positiver
Anteil.

Die Frage ist nun, ob es diese Operationen auch auf L1 gibt. Für Addition ist das z.B.
möglich. Man kann zwei Elemente aus L1 addieren und erhält wieder ein Element in
L1, siehe Satz 1.3.4. Für das Produkt wird das nicht funktionieren (jedenfalls nicht so,
dass es auf stetigen Repräsentanten das Erwartete tut), siehe ÜA9 zusammen mit ÜA5.

Kommen wir nun zunächst zur Frage des positiven Anteils. Wann wollen wir ein
f P L1pKq nichtnegativ nennen und wie würden wir den ’nichtnegativen Anteil’ von
f definieren? Für eine Funktion c : K Ñ R wissen wir das: c ist nichtnegativ, falls
cpxq ě 0 für alle x P K ist. Ansonsten ist

c`pxq:=
"

cpxq cpxq ě 0
0 sonst

nichtnegativ – der nichtnegative Anteil von c. Mit c´:=´ p´cq` gilt dann c “ c´ ` c`.

Für f P L1pKq könnte man nichtnegativ noch über die Realisierung definieren – also
wenn diese f.ü. nichtnegativ ist. Aber beim nichtnegativen Anteil der Realisierung wäre
erst einmal nicht klar, ob dieser dann wieder eine Realisierung eines Elements in L1pKq
ist. Deshalb gehen wir anders vor.

Dazu definieren wir ein gleich etwas allgemeiner ein kleines Kalkül, was uns erlaubt,
mittels Lipschitzfunktionen auf R aus L1-Elementen neue Elemente in L1 zu definieren.

Satz 1.3.15. Sei ϕ : RÑ R Lipschitz mit Lipschitzkonstante C, d.h. für alle s, t P R
gelte

|ϕpsq ´ ϕptq| ď C|s´ t|.

Sei ϕp0q “ 0. Für alle f P L1pKq gibt es genau ein Element ϕpfq P L1pKq, so dass
folgende Eigenschaften gelten: Für alle f, g P L1pKq gilt

(i) }ϕpfq ´ ϕpgq}1 ď C}f ´ g}1
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1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung

(ii) ϕpfqpxq “ ϕpfpxqq f.ü.

Die Zusatzbedingung ϕp0q “ 0 braucht man nur für K unbeschränkt, da konstante
Funktionen nicht in L1 wären.

Beweis. Die Eindeutigkeit von ϕpfq folgt direkt aus (i), wenn man f “ g wählt.

Seien c, d P C0
c pKq. Dann ist ϕpcq, ϕpdq P C0

c pKq. Integration der Lipschitzbedingung
für cpxq und dpxq ergibt

}ϕpcq ´ ϕpdq}1 ď C}c´ d}1.

Sei f “ rck P C0
c pKqs P L

1pKq. Nach Lemma 1.3.9 kann ck schnell konvergent gewählt
werden. Dann folgt aus der letzten Ungleichung, dass auch ϕpckq P C0

c pKq eine schnell
konvergente Cauchyfolge in L1 ist und damit ein Element ϕpfq in L1pKq definiert.

Sei f “ rcks und g “ rdks. Dann ist }ck ´ dk}1 Ñ }f ´ g}1 und }ϕpckq ´ ϕpdkq}1 Ñ
}ϕpfq ´ ϕpgq}1 für k Ñ8. Somit folgt (i) mit }ϕpckq ´ ϕpdkq}1 ď C}ck ´ dk}1.

(ii) folgt, da Lipschitzfunktionen automatisch stetig sind.

Ein bisschen allgemeiner gilt

Satz 1.3.16. Sei ϕ : Rm Ñ R Lipschitz mit Lipschitzkonstante C, d.h. für alle s, t P Rm
gelte

|ϕpsq ´ ϕptq| ď C|s´ t|.

Sei ϕp0, ..., 0q “ 0. Für alle f1, ..., fm P L
1pKq gibt es genau ein Element ϕpf1, ..., fmq P

L1pKq, so dass folgende Eigenschaften gelten: Für alle fi, gi P L1pKq gilt

(i) }ϕpf1, . . . , fmq ´ ϕpg1, . . . , gmq}1 ď C maxi“1,...,m }fi ´ gi}1

(ii) ϕpf1, . . . , fmqpxq “ ϕpf1pxq, . . . , fmpxqq f.ü.

ÜA12

Nichtnegativ

Mit obiger Methode wollen wir nun als erstes den nichtnegativen Anteil eines f P L1pKq
definieren. Dazu sei

ϕ`psq:=
"

s für s ě 0
0 sonst ϕ´psq:=

"

s für s ă 0
0 sonst

Diese Funktionen sind beide Lipschitz mit Lipschitzkonstante 1.

Definition 1.3.17. Für f P L1pKq sei f˘:=ϕ˘pfq. Wir nennen f` bzw. f´ den nicht-
positiven bzw. nichtnegativen Anteil von f . Wir nennen f nichtnegativ bzw. nichtpositiv,
wenn f “ f` bzw. f “ f´ ist.
Sei f, g P L1pKq. Dann schreiben wir f ď g, falls g ´ f nichtnegativ ist.

Wir sammeln kurz einige recht offensichtliche Eigenschaften von f˘ und ě:
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Lemma 1.3.18. Sei f, g, fm P L1pKq. Dann gilt

(i) ϕ`p´fq “ ϕ´pfq, f “ f´ ` f` und }f}1 “ }f`}1 ` }f´}1 und Ipfq:=}f`}1 ´
}f´}1 ă 8.

(ii) Ist f nichtnegativ, dann ist }f}1 “ Ipfq.

(iii) Konvergiert fm Ñ f in L1pKq, dann konvergiert pfmq˘ Ñ f˘ in L1 und Ipfmq Ñ
Ipfq für mÑ8.

(iv) Aus f ě g und g ě f , folgt f “ g (Gleichheit in L1pKq).

Insbesondere erweitert (i) das Integral I von C0
c pKq auf L1pKq:

Definition 1.3.19. Elemente f aus L1pKq nennen wir Lebesgue-integrierbar und Ipfq
ist das zugehörige Lebesgue-Integral. In Anlehnung an die Integrale zuvor schreiben wir
für Ipfq oft auch

ş

K
fdvol.∗

Für f “ rcks P L1pKq gilt also insbesondere Ipckq Ñ Ipfq für k Ñ8.

Beweis von Lemma 1.3.18. (i)–(ii) folgen direkt aus den jeweiligen Aussagen für die
approximierenden Cauchyfolgen in C0

c pKq.

(iii) Folgt aus

}pfmq˘ ´ f˘}1 “ }ϕ˘pfmq ´ ϕ˘pfq}1 ď }fm ´ f}1

und (i).

(iv) Nach Voraussetzung ist pf´gq` “ 0 und pf´gq´ “ 0. Damit ist nach (i) f´g “ 0,
also f “ g.

Lemma 1.3.20. Sei f, g P L1pKq mit f ď g. Dann ist Ipfq ď Ipgq.

Beweis. Wegen Ipf ´ gq “ Ipfq ´ Ipgq reicht es, den Fall f ď g “ 0 zu betrachten.
Wir betrachten zunächst den Fall, dass K ein Quader ist: Nach Satz 1.3.14 gibt es
eine monotone wachsende Cauchyfolge ck P C0

c pKq mit f “ rcks. O.B.d.A. ist ck
schnell konvergent. Damit ist limkÑ8 ckpxq “ fpxq f.ü. Aus f ď 0 folgt, f` “ 0 und
damit pckq`pxq Ñ 0 f.ü. Da ck stetig und monoton wachsend ist, folgt pckq` “ 0, also
ckpxq ď 0. Also ist Ipckq ď 0 und damit Ipfq ď 0.

Sei nun K “ Rn und Q “ r´a, asn. Dann gilt f |Q ď g|Q und aus dem ersten Teil folgt
Ipf |Qq ď Ipg|Qq. Lässt man nun aÑ8 gehen, folgt die Aussage mit Lemma 1.2.4.

Satz 1.3.21. Sind zwei Elemente aus L1pKq nicht gleich, dann unterscheiden sich
Realisierungen dieser Elemente durch eine Menge, die nicht vernachlässigbar ist.

Beweis. Der Satz folgt direkt aus der folgenden Behauptung: Aus fpxq “ 0 fast überall,
folgt f “ 0 P L1pKq: Wegen f ď 0, folgt nach letztem Satz Ipfq ď 0. Analog folgt
Ipfq ě 0 und somit ´}f}1 “ Ipfq “ 0. Also ist f “ 0.
∗Auch wenn eine Realisierung von f nicht integrierbar im Sinne von Analysis 2 ist.
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1.3 Lebesgue-Integral über Vervollständigung

Daraus folgt direkt:

Folgerung 1.3.22. Sei f P L1pKq. Dann gilt genau dann f “ 0 (als Element in
L1pKq), wenn fpxq “ 0 f.ü.

Zu Beispiel 1.3.7(ii): Wir hatten dort schon gesehen, dass für G Ă Rn offen und
beschränkt χG P L1pRnq und IpχGq ď volG ist. Es bleibt noch zu sehen, dass in
der letzten Ungleichung Gleichheit gilt: Gelte IpχGq ă volG. Dann gibt es ein für G
erlaubtes c mit IpχGq ă Ipcq. Nach Definition von c ist dann pc´ χGqpxq ď 0 für alle
x und nach Lemma 1.3.23 und 1.3.20 somit Ipc´ χGq ď 0, was den Widerspruch gibt.

Vorl. 6Es bleibt die Frage: Ist nichtnegativ in diesem Sinne gleich der ad-hoc Definition die
wir am Anfang auf den Realisierungen gegeben hätten? Ja:

Lemma 1.3.23. Sei f P L1pKq. Sei fpxq ě 0 f.ü. Dann ist f nichtnegativ.

Beweis. Nach Satz 1.3.15 ist ϕ´pfqpxq “ ϕ´pfpxqq “ 0 f.ü. Also ist ϕ´pfq “ 0 P L1pKq
und somit f “ ϕ`pfq.

Beschränken von L1-Elementen

Für a P Rě0 ist

ϕapsq:=

$

&

%

´a für s ď ´a
s für ´ a ă s ă a
a für a ď s

Lipschitz und wir können obigen Kalkül verwenden.

Definition 1.3.24. Sei f P L1pKq. Wir nennen f beschränkt, falls f “ ϕapfq für ein
a P Rě0 gilt.

Lemma 1.3.25.

(i) f P L1pKq ist genau dann beschränkt, wenn es eine gleichmäßig beschränkte∗
L1-Cauchyfolge ck P C0

c pKq mit f “ rcks gibt.

(ii) f P L1pKq ist genau dann beschränkt, wenn es eine Realisierung von f gibt, die
f.ü. beschränkt ist.

(iii) Ist f P L1pKq beschränkt, dann gibt es ein kleinstes a P Rě0 mit f “ ϕapfq. Wir
definieren dann }f}8 als dieses a.

Wegen (ii) findet man in der Literatur statt dem Begriff ’beschränkt ’ für Elemente
in L1pKq auch den Begriff ’wesentlich beschränkt’, da eine Realisierung von f (und
damit nach Satz 1.3.11 jede Realisierung von f) f.ü. beschränkt (Das heißt man könnte
es auch ’f.ü. beschränkt’ nennen.).
}.}8 ist eine Norm auf den beschränkten Elementen aus L1pKq und stimmt für L1-
Elemente mit einer Realisierung aus c P C0pKq mit der Supremumsnorm supxPK |cpxq|
überein. ÜA14
∗Gleichmäßig beschränkt heißt: Es gibt ein a P R, so dass |ck| ď a für alle n P N.
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Beweis. (i) Sei |ck| ď a für alle n P N. Dann ist ϕapckq “ ck. Somit ist ϕapfq “
rϕapckqs “ rcks “ f . Sei andererseits ϕapfq “ f für ein a ě 0 und sei f “ rcks. Dann
ist rϕapckqs “ ϕapfq “ f “ rcks und ϕapckq P C0

c pKq ist gleichmäßig beschränkt.

(ii) Sei f P L1pKq beschränkt. Dann folgt aus (i), dass f “ rcks für eine gleichmäßig
beschränkte Cauchyfolge ck ist. Nach Übergang zu einer Teilfolge konvergiert diese f.ü.
punktweise gegen eine Realisierung, die damit f.ü. beschränkt sein muss.

Sei nun f P L1pKq mit einer Realisierung fpxq, die f.ü. beschränkt ist. Dann ist
fpxq “ limkÑ8 ckpxq f.ü. für eine schnell konvergente Cauchyfolge ck mit f “ rcks. Sei
|fpxq| ď a f.ü. Wir betrachten ϕ2apckq. Dann ist rϕ2apckqs “ ϕ2apfq und ϕ2apfqpxq “
ϕ2apfpxqq “ fpxq fast überall. Nach Satz 1.3.21 ist somit ϕ2apfq “ f und f damit
beschränkt.

(iii) Sei nun f P L1pKq beschränkt. Sei a:= inftb ě 0 | ϕbpfq “ fu. Wir müssen zeigen,
dass dieses Infimum angenommen wird.

Wir beschränken uns auf K ein Quader. Der Fall K “ Rn folgt, dann direkt, da f auf
Rn genau dann beschränkt ist, wenn f ||´a,asn für alle a ą 0 beschränkt ist.

Wir beginnen mit f ě 0. Sei bi eine Folge mit ϕbipfq “ f und bi Ñ a (existiert da f
beschränkt ist.) Also ist fpxq ď bi f.ü. für alle i. Nach Satz 1.3.14 existiert eine monoton
steigende Cauchyfolge ck P C0

c pKq mit f “ rcks. Dann ist auch pckq` P C0
c pKq und eine

monoton steigende Cauchyfolge und rpckq`s “ f` “ f “ rcks. Damit ist |pckq`pxq| ď bi
f.ü. für alle k und i. Da aber pckq` stetig ist, gilt diese Ungleichung überall. Da dies für
alle i gilt, ist damit |pckq`| ď a für alle k. Somit ist ϕapfq “ rϕappckq`qs “ rpckq`s “ f .

Ist nun f “ f` ` f´, machen wir das einzeln für f˘ und erhalten dadurch a˘ als
kleinste Zahlen mit f˘ “ ϕa˘pf˘q. Das gesuchte a ist dann das Maximum von a` und
a´.

Lemma 1.3.26. Für alle f P L1pKq gilt ϕapfq Ñ f in L1 für aÑ8.

Beweis. Sei ε ą 0. Da f P L1pKq ist, gibt es ein c P C0
c pKq mit }f ´ c}1 ă ε. Wegen

Satz 1.3.15.i folgt }ϕapfq ´ ϕapcq}1 ă ε für alle a ą 0. Da c P C0
c pKq automatisch

beschränkt ist, gibt es ein b P R, so dass ϕapcq “ c für alle a ě b gilt.

Somit gilt dann für alle a ě b

}ϕapfq ´ f}1 ď }ϕapfq ´ c}1 ` }c´ f}1 ă 2ε

und die Behauptung folgt.

Das letzte Lemma kann man manchmal, z.B. beim nächsten Satz, gewinnbringend
verwenden: Man zeigt eine Behauptung erst für beschränkte Elemente (ist manchmal
leichter) und bildet dann für beliebiges f den Grenzwert für ϕapfq für aÑ8.

Satz 1.3.27. Seien f, g, h P L1pKq jeweils mit Realisierungen fpxq, gpxq, hpxq. Sei
h beschränkt. Dann ist hpxqfpxq eine Realisierung eines Elementes in L1pKq. Dieses
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Element ist unabhängig von den gewählten Realisierungen und wir bezeichnen es mit
hf . Außerdem gilt

hpf ` gq “ hf ` hg (1.2)

und

}hf}1 ď |h|8}f}1. (1.3)

Beweis. Sei zunächst auch f beschränkt. Sei h “ rcks und f “ rdks mit ck und dk
jeweils gleichmäßig beschränkt. Dann ist auch ckdk gleichmäßig beschränkt und eine
Cauchyfolge, da aus

ckdk ´ cmdm “ pck ´ cmqdk ` cmpdk ´ dmq (1.4)

}ckdk ´ cmdm}1 ď |dk|8}ck ´ cm}1 ` |cm|8}dk ´ dm}1

folgt. Wir definieren hf :=rckdks P L1pKq. Man kann direkt überprüfen, dass dieser
Limes nicht von der Wahl der Folgen ck und dk abhängt.

Um zu zeigen, dass hpxqfpxq eine Realisierung von hf ist, wählen wir die Cauchyfolgen
ck und dk als schnell konvergent. Dann folgt aus (1.4), dass auch ckdk schnell konvergent
ist und somit fast überall gegen hpxqfpxq konvergiert.

Die weiteren Eigenschaften folgen für f, g beschränkt dann direkt aus Konstruktion.

Kommen wir nun zum allgemeinen Fall: Nur h muss beschränkt sein. Sei f P L1pKq.
Dann folgt aus obigem das hϕapfq P L1pKq. Wegen

}hϕapfq ´ hϕbpfq}1 “ }hpϕapfq ´ ϕbpfqq}1 ď |h|8}ϕapfq ´ ϕbpfq}1

und ϕapfq Ñ f in L1 nach Lemma 1.3.26, folgt dass hϕapfq eine L1-Cauchyfolge ist
und somit eine Element in L1pKq definiert, welches wir hf nennen. Dann folgt (1.2)
und (1.3) im Limes aus den entsprechenden Aussagen ϕapfq und ϕapgq.

Betrag

Die Betragsfunktion x ÞÑ |x| ist Lipschitz. Somit ist für f P L1pKq auch |f | P L1pKq.

Da |x| “ ϕ`pxq ` ϕ´pxq ist, folgt |f | “ f` ` f´.

Maximum/Minimum zweier L1-Funktionen

Sei
ϕmax : R2 Ñ R, pa, bq ÞÑ max ta, bu.

Man sieht mittels Fallunterscheidung direkt, dass ϕmax eine Lipschitzfunktion ist. Aus
Satz 1.3.16 folgt somit, dass für f, g P L1pKq auch maxtf, gu:=ϕmaxpf, gq P L1pKq ist
und

ϕmaxpf, gqpxq “ maxtfpxq, gpxqu f.ü.
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gilt. Rekursiv kann man so auch maxtf1, . . . , fku P L
1pKq für fi P L1pKq definieren.

Die Definition des Minimum folgt analog.

Mit etwas mehr Arbeit werden wir auch nachher sehen, dass man unter Zusatzvoraus-
setzungen auch das Supremum/Infimum von abzählbar vielen L1-Elementen definieren
kann.

1.3.6 Komplexwertige Funktionen
Die Definition für L1 kann man auf komplexwertige Funktionen ausweiten:

L1pK,Cq:=C0
c pK,Cq

}.}1
,

wobei C0
c pK,Cq nun die stetigen kompakt getragenen Funktionen von K nach C sind

und die L1-Norm genau wie für reelle Funktionen definiert ist. Dann gilt alles was
wir davor gemacht haben, sofern es prinzipiell Sinn ergibt. ě 0 macht keinen Sinn auf
komplexen Zahlen, da wir da keine Ordnungsrelation haben.

Allgemein hat man aber den Lipschitzkalkül ganz genau so wie in Satz 1.3.15 für
ϕ : CÑ C Lipschitz. Der Beweis bleibt gleich. Damit hat man z.B. direkt:

Folgerung 1.3.28. Sei f P L1pK,Cq. Dann ist |f |,Re f, Im f P L1pKq “: L1pK,Rq.

Beweis. Anwenden des Lipschitzkalküls auf die Lipschitzfunktionen z ÞÑ |z|, z ÞÑ Re z
bzw. z ÞÑ Im z.

ϕa wie auf Seite 23 macht erst einmal auch nicht, da es über eine Ordnungsrelation
definiert war. Beschränktheit kann man aber definieren, in dem man sagt: f P L1pK,Cq
ist beschränkt, falls |f | P L1pKq beschränkt ist. So kann man auch für beschränkte
Elemente in L1pK,Cq die Supremumsnorm als }f}8:=}|f |}8 definieren.

1.4 Konvergenzsätze
Vorl. 7 Während wir in Analysis 1 Integration und Grenzwerte von Funktionenfolgen i.A. nur

für gleichmäßig konvergente Funktionenfolgen auf kompakten Intervallen vertauschen
können, werden wir nun sehen, dass wir auf L1 allgemeinere Sätze haben, die wesentlich
die Vollständigkeit von L1 nutzen. Inwieweit man unter Zusatzvoraussetzungen doch
ähnliche Sätze für das Riemann-Integral hat werden wir in Abschnitt 1.5.1 sehen

Satz 1.4.1 (Monotonie Konvergenz in L1). Seien fn P L
1pKq mit fn ď fn`1

∗ für
alle n P N. Sei pIpfnqqn beschränkt. Dann existiert ein f P L1pKq mit fn Ñ f in L1.
Weiterhin gilt limnÑ8 fnpxq “ fpxq f.ü. und Ipfnq Ñ Ipfq für nÑ8.

∗Hier wieder das ď für L1-Elemente. D.h. diese Relation gilt für die Realisierungen punktweise
nur f.ü.
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1.4 Konvergenzsätze

Beweis. Wegen fn ď fn`1 folgt aus Lemma 1.3.18.iv, dass Ipfnq eine monoton wach-
sende Folge ist. Da sie außerdem beschränkt ist, existiert ihr Limes. Also gilt für
n ě m ě n0

}fn ´ fm}1
fněfm
“ Ipfn ´ fmq “ Ipfnq ´ Ipfmq Ñ 0

für n0 Ñ 8. Somit ist fn eine L1-Cauchyfolge und konvergiert damit gegen ein
f P L1pKq.

Durch Übergang auf ´fn gilt die analoge Aussage auch für monoton fallende Folgen.

Als erste Anwendung werden wir unter gewissen Zusatzvoraussetzungen mittels dieses
Konvergenzsatzes das Supremum einer Folge von L1-Funktionen definieren.

Lemma 1.4.2. Sei gn P L1pKq, g P L1pKq mit |gnpxq| ď gpxq f.ü. für alle n. Dann
gibt es supnPN gn P L1pKq, so dass

sup
nPN

gnpxq “ psup
nPN

gnqpxq f.ü.

Beweis. Sei hn:=maxtg1, . . . , gnu. Dann ist hn P L1pKq, hn ď hn`1 ď g und somit ist
pIphnqqn beschränkt. Aus dem Lemma der monotonen Konvergenz folgt somit, dass hn
gegen ein h P L1pKq konvergiert, für das supn gnpxq “ limnÑ8 hnpxq “ hpxq f.ü. gilt.
Dieses h ist also das gesuchte supnPN gn.

Eine Verallgemeinerung des Satzes der monotonen Konvergenz ist

Satz 1.4.3 (Lemma von Fatou). Sei fk P L1pKq, fk ě 0. Dann ist lim infkÑ8 Ipfkq “
8 oder lim infkÑ8 fk P L1pKq mit

Iplim inf
kÑ8

fkq ď lim inf
kÑ8

Ipfkq.

Beweis. ÜA16

Satz 1.4.4 (Satz von Lebesgue, Majorisierte Konvergenz). Sei fn, g P L1pKq. Die
Folge fnpxq konvergiere punktweise f.ü. und es sei |fn| ď g. Dann konvergiert fn in
L1pKq gegen ein f und fpxq “ limnÑ8 fnpxq f.ü.

Beweis. Nach Lemma 1.4.2 ist fmaxn := supkěn fk P L1pKq. Es gilt fmax
n ě fmaxn`1 ě ´g.

Nach Satz 1.4.1 konvergiert fmaxn in L1 gegen ein fmax und limnÑ8 f
max
n pxq “ fmaxpxq

f.ü. Da fnpxq f.ü. konvergiert, gilt

lim
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

fmaxn pxq “ fmaxpxq f.ü.

Analog können wir fminn “ infkěn fk P L1pKq definieren und erhalten fminn Ñ fmin in
L1 und

lim
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

fminn pxq “ fminpxq f.ü.
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1 Integration

Somit gilt fminpxq “ fmaxpxq f.ü. Damit ist fmin “ fmax “: f in L1pKq nach
Satz 1.3.21.

Wegen fminn ď fn ď fmaxn folgt, pfminn ´ fq˘ ď pfn ´ fq˘ ď pf
max
n ´ fq˘ und damit

Ippfminn ´ fq˘q ď Ippfn ´ fq˘q ď Ippfmaxn ´ fq˘q. Also Ippfn ´ fq˘q Ñ 0 und somit
muss fn in L1 auch gegen fmin konvergieren.

Mit Hilfe der Konvergenzsätze können wir ein Kriterium, wann eine Folge ck P C0
c pKq

ein Element in L1pKq, ohne dass wir direkt überprüfen müssen, dass es sich um eine
L1-Cauchyfolge handelt.

Satz 1.4.5 (Integrabilitätskriterium). Sei f : K Ñ R, so dass es eine Folge ck P C0
c pKq

mit ckpxq Ñ fpxq f.ü.∗ und ein g P L1pKq mit |fpxq| ď gpxq f.ü. gibt. Dann ist
f P L1pKq.

Beweis. Sei fk:=maxtmint2g, cku,´2gu wie auf Seite 25 definiert. Dann ist fk P L1pKq.
Damit ist |fk| ď 2g. Außerdem konvergiert fk noch immer f.ü. punktweise gegen f , da
|f | ď g ist. Aus dem Satz von Lebesgue folgt nun f P L1pKq.

Folgerung 1.4.6. Sei f : K Ñ R, so dass es eine Folge ck P C0
c pKq mit ckpxq Ñ fpxq

f.ü. gibt. Sei |ck| ď α. Sei g P L1pKq. Dann ist fg P L1pKq mit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

gfdvol
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď α}g}1.

Insbesondere folgt, ist f P L1pKq und beschränkt, dann gilt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

gfdvol
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8}g}1.

Beweis. Sei g “ rdks mit dkpxq Ñ fpxq f.ü. Dann ist ckdk P C0
c pKq, ckdkpxq Ñ

fpxqgpxq f.ü. und |fg| ď αg. Nach dem Integrabilitätskriterium ist somit fg P L1pKq
und Ipckdkq Ñ Ipfgq. Wegen Monotonie des Integrals ist |

ş

K
ckdkdvol| ď α}dk}1 und

es folgt die gesuchte Ungleichung durch Limesbildung.

Eine weitere kleine Anwendung der Konvergenzsätze:

Beispiel 1.4.7. Sei f : ra, bs Ñ R differenzierbar und sei f 1 beschränkt. Dann ist f 1
Lebesgue-integrierbar† mit

ż b

a

f 1pxqdx “ fpbq ´ fpaq.

Sei gnpxq:=n
`

fpx` 1
n q ´ fpxq

˘

. Dann ist gn P C0pra, bsq, da f stetig ist. Außerdem
gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein ξn,x P rα, βs mit |gn| ď
∗Die Bedingung, der Approximation durch die ck-Folge, ist in dem Ansatz der erst Maßtheorie

macht, durch die Forderung der Messbarkeit von f ersetzt – dazu mehr später.
†f 1 muss nicht Riemann-integrierbar sein, vgl. [6, S.80 ff].
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1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

|f 1pξn,xq|. Da f 1 beschränkt ist, ist somit gn gleichmäßig beschränkt. Wegen gnpxq Ñ
f 1pxq für alle x folgt mit dem Integrabilitätskriterium, dass f 1 P L1prα, βsq mit Ipf 1q “
limnÑ8 Ipgnq ist.

Sei nun F pxq:=
şx

a
fptqdt. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

folgt F 1 “ f und damit
ż b

a

gnpxqdx “n

ż b

a

ˆ

fpx`
1
n
q ´ fpxq

˙

dx

“n

˜

ż b` 1
n

a` 1
n

fpx`
1
n
qdx´

ż b

a

fpxqdx

¸

“n

ˆ

F pb`
1
n
q ´ F pbq ´ F pa`

1
n
q ` F paq

˙

nÑ8
Ñ F 1pbq ´ F 1paq “ fpbq ´ fpaq.

1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1
Vorl. 8Treppenfunktionen auf ra, bs, vgl. [2, Def. 4.5.1], sind Realisierungen von Elementen in

L1pra, bsq, und es ist Ipfq gleich dem Riemann-Integral
şb

a
fpxqdx, ÜA6.

Satz 1.5.1. Sei f : ra, bs Ñ R beschränkt. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar,
wenn f fast überall stetig ist. Ist f Riemann-integrierbar, dann ist f auch Lebesgue-
integrierbar und beide Integrale stimmen überein.

Beweis. Zuerst sei f Riemann-integrierbar. Wir zeigen, dass f in L1 ist und Ipfq mit
dem Riemann-Integral aus [2, Abschnitt 4.5.6] übereinstimmt:
Da f Riemann-integrierbar ist, gibt es nach dem Riemannschen Integrationskriteri-
um [2, Satz 4.5.40] für alle k P N eine Zerlegung Zk, so dass für die zugehörigen
Treppenfunktionen gk zur Untersumme bzw. hk zur Obersumme gilt: Iphkq´ Ipgkq ă ε.

Da alles Treppenfunktionen sind, sind gk, hk in L1pr0, 1sq. Nach Wahl der Zerlegungen
Zk gilt: gk ď gk`1 ď h1 und hk ě hk`1 ě g1. Da f Riemann-integrierbar ist, folgt
limkÑ8

ş1
0 gkpxqdx “

ş1
0 fpxqdx “ limkÑ8

ş1
0 hkpxqdx. Da gk, hk Treppenfunktionen

sind, sind ihre Riemann-Integrale gleich ihrem Lebesgue-Integral. gk ist also eine
monoton steigende Folge in L1pKq mit pIpgkqqk beschränkt. Also konvergiert gk nach
dem Satz zur monotonen Konvergenz in L1 gegen ein g mit Ipgq “ lim supkÑ8 Ipgkq.
Analog konvergiert hk in L1 gegen ein h mit Iphq “ lim supkÑ8 Iphkq. Wegen gk ď hk
ist auch g ď h. Mit dem Integrationskriterium von oben folgt Ipgq “ Iphq. Wegen
h ´ g ě 0 ist somit }h ´ g}1 “ Iph ´ gq “ 0 und damit g “ h in L1pKq. Da jedoch
gpxq ď fpxq ď hpxq f.ü. gilt, folgt f P L1pKq.

O.B.d.A. sei ra, bs “ r0, 1s. Sei nun Zk “ tj2´k | 0 ď j ď 2k, j P Nu. Dann ist
Zk Ă Zk`1. Seien gk bzw. hk die zugehörigen Treppenfunktionen wie oben. Da gk
bzw. hk monoton sind und f beschränkt ist, ist Ipgkq ď pb ´ aq supxPra,bs f und
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1 Integration

Iphkq ě pb´ aq infxPra,bs f und damit folgt, dass es Funktionen g, h mit gkpxq Ñ gpxq
und hkpxq Ñ hpxq für alle x und g, h P L1pr0, 1sq.

Sei R:=YkZk und C die Menge der Punkte, in denen f stetig ist. Wir werden zunächst
zeigen:

tx | gpxq “ hpxqu X pr0, 1szRq Ă C Ă tx | gpxq “ hpxqu. (1.5)

Für die erste Inklusion sei ε ą 0 und x0 P r0, 1szR mit gpx0q “ hpx0q. Dann gibt es k P N
mit hkpx0q ´ gkpx0q ă ε und ein j P t0, . . . , 2k ´ 1u mit x0 P Ij,k:=pj2´k, pj ` 1q2´kq
(x0 liegt also im Inneren eines Intervalls der Zerlegung Zk.). Für alle x P Ij,k gilt damit

|fpxq ´ fpx0q| ď sup
yPĪj,k

fpyq ´ inf
yPĪj,k

fpyq “ hkpx0q ´ gkpx0q ă ε

und somit ist f in x0 stetig, was die erste Inklusion beweist.

Für die zweite Inklusion sei x0 P C, also f in x0 stetig. Dann gibt es für alle ε ą 0
ein δ ą 0 mit |fpxq ´ fpx0q| ă

ε
2 für alle x P r0, 1s mit |x ´ x0| ă δ. Sei k0 P N, so

dass 2´k0 ď δ. Dann gibt es für alle k ě k0 ein j P t0, . . . , 2k ´ 1u mit x0 P Ij,k Ă
rx0 ´ δ, x0 ` δs. Daraus folgt

0 ď hkpx0q ´ gkpx0q “ sup
xPĪj,k

pfpxq ´ fpx0qq ´ inf
xPĪj,k

pfpxq ´ fpx0qq ă ε

Damit folgt hpx0q ´ gpx0q “ limkÑ8 phkpx0q ´ gkpx0qq “ 0, also auch die zweite
Inklusion.

Sei nun f Riemann-integrierbar. Dann folgt aus dem ersten Teil dieses Beweises, dass
g “ h als L1-Elemente und damit ihre Realisierung f.ü. übereinstimmen. Damit muss
wegen (1.5) f f.ü. stetig sein.

Sei nun f f.ü. stetig. Dann ist wegen (1.5) gpxq “ hpxq f.ü. (da R als Teilmenge von Q
selbst vernachlässigbar ist). Damit muss nach Satz 1.3.21 g “ h als L1-Elemente sein.
Also muss

ş1
0pgk ´ hkqdvol Ñ 0 für k Ñ8 und damit ist f Riemann-integrierbar.

Beispiel 1.5.2.

(i) Die Dirichletfunktion ist in jedem Punkt unstetig und somit folgt auch mit letztem
Satz, dass sie nicht Riemann-integrierbar ist.

(ii) Die Thomaesche Funktion aus [2, Bsp. 4.1.42.iii] ist überall stetig außer auf
QX r0, 1s und damit Riemann- und Lebesgue-integrierbar. Da die Funktion fast
überall Null ist, ist ihr Integral gleich Null.

(iii) Wir machen eine ähnliche Konstruktion wie bei der Cantormenge, aber die
entstehende Menge wird dieses Mal nicht vernachlässigbar sein:

M0 “ r0, 1s, M1 “ M0zp
3
8 ,

5
8 q, M2 “ M1z

`

p 3
16 ,

5
16 q Y p

11
16 ,

13
16 q

˘

. . . Allgemein ent-
steht Mn`1 aus Mn, indem in jedem Teilintervall von Mn das ’mittlere Intervall’
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1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

der Länge 2´n´1 entfernt wird. Damit ist volMn`1 “ p1 ´ 2´n´1qvolMn “
śn
j“0p1´ 2´j´1q.

Sei M “ X8n“0Mn – das ist die Smith–Volterra–Cantor Menge. Dann ist volM “
ś8

j“0p1´2´j´1q ą 0 (Begründung unten). Es ist χMn Ñ χM punktweise monoton
fallend, χMn

P L1pr0, 1sq (da Treppenfunktion) mit }χMn
}1 “ volMn. Damit folgt

mit dem Satz zur monotonen Konvergenz: χM P L1pr0, 1sq mit }χM }1 “ volM .

Die Behauptung ist nun, dass χM keine Riemann-integrierbare Realisierung hat:
Wenn wir wüssten, dass (Begründung unten) in jedem Teilintervall J Ă r0, 1s die
Menge tχM pxq “ 0u X J nicht vernachlässigbar ist, dann stimmt diese Aussage
auch noch für jede andere Realisierung f von χM . Damit muss die Untersumme
von f einer beliebigen Zerlegung von r0, 1s gleich Null sein. Wenn f Riemann-
integrierbar wäre, folgt daraus, dass das Riemann-Integral gleich Null wäre.
andererseits müsste das Riemann-Integral aber gleich dem Lebesgue-Integral, also
volM ą 0 sein, was den Widerspruch gibt.

Es bleibt also noch die zwei fehlenden Begründungen zu geben:
ś8

j“0p1´ 2´j´1q ą 0: Dazu werden wir zeigen, dass
ř8

j“0´ lnp1´ 2´j´1q kon-
vergiert, dann folgt die Behauptung durch Anwenden der Exponentialfunktion.
Für x P p0, 1q gilt nach Taylor ´ lnp1 ´ xq “ x ` 1

2ξ
2
x für ein ξx P p0, xq. Al-

so ist ´ lnp1 ´ 2´j´1q ď 2´j´1 ` 2´2j´3 und damit
ř8

j“0´ lnp1 ´ 2´j´1q ď
ř8

j“0p2´j´1 ` 2´2j´3q “ 1
2

1
1´ 1

2
` 1

8
1

1´ 1
4
ă 8.

Sei J Ă r0, 1s ein Teilintervall. Die Menge Mn ist eine disjunkte Vereinigung von
2n-Intervallen gleicher Länge. Damit geht diese Länge mit nÑ8 gegen Null. Da
Mn`1 ĂMn ist, gibt es also ein n ab dem es für jedes Mn und damit auch für M
ein Teilintervall U Ă J gilt: χMn

|U “ χM |U “ 0. Dieses U ist also insbesondere
nicht vernachlässigbar.

Für die ursprüngliche Cantormenge ist das anders, da diese vernachlässigbar ist.
D.h. χCantor P L1 mit Norm Null. Damit hat χCantor die Nullfunktion als eine
Riemann-integrierbare Realisierung.

Vorl. 9Ein Teil des letzten Satzes hat eine Entsprechung für den Integralbegriff aus Analysis
2:

Satz 1.5.3. Sei Q Ă Rn ein Quader und f : QÑ R eine Funktion. Ist f integrierbar
(im Sinne von Analysis 2), dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und beide Integrale
stimmen überein.

Beweis. Für f “ χG mitG Ă Q offen, ist dies die Sonderübungsaufgabe und allgemeines
f geht dann analog.

In höheren Dimensionen kann man jedoch Integrierbarkeit (wie in Analysis 2) nicht so
schön charakterisieren wie für das Riemann-Integral.
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Kommen wir nun noch zu uneigentlich Riemann-integrierbaren Funktionen und der
Frage, ob diese Lebesgue-integrierbar sind:

Satz 1.5.4. Sei I Ă R ein (nicht unbedingt beschränktes) Intervall und sei f : I Ñ R
auf jedem kompakten Teilintervall von I Riemann-integrierbar. Dann ist f P L1pIq∗

genau dann, wenn |f | auf I uneigentlich Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall ist
das Lebesgue-Integral von f gleich seinem uneigentlichen Riemann-Integral.

Der letzte Satz impliziert impliziert insbesondere, dass, für f ě 0, ein solches f wie
im letzten Satz genau dann uneigentlich Riemann-integrierbar ist, wenn es Lebesgue
integrierbar ist.

Beweis. Sei I “ pa, bq mit ´8 ď a ă b ď 8 und an, bn Folgen mit a ă an ă
bn ă b, an Œ a und bn Õ b. Dann ist nach letztem Satz das Riemann-Integral von
|f | : ran, bns Ñ R gleich dem Lebesgue-Integral. Wir können den Satz über monotone
Konvergenz auf die Folge fn:=|f |χran,bns anwenden, da diese monoton, in L1pRq und
Ipfnq kleiner gleich dem uneigentlichen Riemann-Integral von |f | : I Ñ R ist und damit
in n beschränkt ist. Damit erhalten wir, dass |f |χI Lebesgue-integrierbar ist und wegen

lim
nÑ8

ż

I

|f |χran,bnsdvol “
ż

I

|f |dvol

ist das Lebesgue-Integral von |f | gleich seinem uneigentlichen Riemann-Integral. Die
Aussage zu f folgt nun, da dies alles auch für f˘ einzeln gilt.

Beispiel 1.5.5.

(i) f : p0,8q Ñ R, x ÞÑ sin x
x , ist uneigentlich Riemann-integrierbar, aber |f | nicht

(ÜA1). Damit ist f nicht in L1pp0,8qq.

(ii) Für x ą 0 ist fx : t P r0,8q ÞÑ e´ttx´1 uneigentlich Riemann-integrierbar, da für
x P rα, βs Ă p0,8q

0 ď fxptq ď

"

tα´1 0 ă t ď 1
Mpβqe´t{2 t ě 1

gilt† und die rechte Seite integrierbar ist, vgl. Majorantenkriterium für uneigentli-
che Integrale [2, Satz 4.5.32]. Nach letztem Satz ist fx damit Lebesgue-integrierbar.
Das Integral gibt die Gammafunktion:

Γpxq:=
ż 8

0
e´ttx´1dt.

Erste Eigenschaften: Γpx` 1q “ xΓpxq (partielle Integration) und damit folgt aus
Γp1q “

ş8

0 e´tdt “ 1 mit Induktion Γpn` 1q “ n! für alle n P N.

Die Gamma-Funktion kommt in verschiedensten Kontexten häufig vor, z.B.
∗Strenggenommen haben wir z.B. L1ppa, bqq noch nicht definiert. Dazu kommen wir allgemeiner

noch später. Aber f P L1ppa, bqq soll einfach bedeuten, dass die Fortsetzung durch Null in L1pRq ist.
†Das Mpβq ist eine obere Schranke an die Funktion tβ´1e´t{2 für t ě 1.
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1.5 Vergleich mit dem Riemann-Integral aus Analysis 1

• Das Volumen von Brp0q Ă Rn ist gleich π
n
2 rn

Γpn2`1q , ÜA20.

• Die Funktionen fx (mal geeigneter Konstante, s.u.) bzw. Skalierungen∗ dieser
werden in der Statistik in der Gamma-Verteilung verwenden. Die Gamma-
Verteilung ist eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung – d.h. das
Integral dieser Verteilung über einem Intervall ra, bs gibt die Wahrschein-
lichkeit dafür an, dass eine Zufallsgröße, die sich gemäß dieser Verteilung
verhält, Werte im Bereich ra, bs annimmt. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit
für irgendeinen Wert immer 1 also 100% ist, kommt die Gamma-Funktion
in der Konstante zu dieser Verteilung vor. Die Verteilung wird z.B. in der
Warteschlangentheorie, um die Bedienzeiten oder Reparaturzeiten zu be-
schreiben und in der Versicherungsmathematik zur Modellierung kleinerer
bis mittlerer Schäden verwendet.

• In bestimmten Modellen der statistischen Mechanik.
• In vielen Asymptotiken oder Darstellung von speziellen Funktionen, z.B. ist
Jνpxq “

ř8

j“0
p´1qj

j!Γpν`j`1q
`

x
2
˘2j`ν . Die Jν sind die Besselfunktionen, das ist

eine Lösung von y2 ` y1

x `
x2
´ν2

x2 y “ 0 für ν P R, ν ě 0, [3, Bsp. 3.7.4].

1.5.1 Konvergenzsätze für Riemann-Integrale?
Eine Rechtfertigung dafür, dass wir das Riemann-Integral von Analysis 1 bzw. das
Mehrfachintegral von Analysis 2 noch verallgemeinern wollen, ist immer, dass sich dafür
Integrale von Funktionenfolgen nicht so gut verhalten. Da L1 jedoch extra vollständig
gebaut wurde, haben wir dort die Konvergenzsätze des letzten Abschnittes.

In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz der Frage widmen, ob man in den Konvergenz-
sätzen des letzten Abschnittes nicht doch immer einfach L1 durch Riemann-integrierbar
oder integrierbar im Sinne von Analysis 2 ersetzen könnten?

Schauen wir uns dazu den Satz zur monotonen Konvergenz an: Wir würden dort
gerne mit einer monotonen Folge Riemann-integrierbarer Funktionen fk : ra, bs Ñ R
starten und noch fordern, dass pIpfkqqk beschränkt ist. Das Problem ist nun, dass der
punktweise Limes von fn, selbst wenn er in allen Punkten existiert, nicht Riemann-
integrierbar sein muss. Beispiel: Sei rk eine Abzählung der rationalen Zahlen in r0, 1s.
Sei fk : r0, 1s Ñ R definiert als

fkpxq “

"

1 x P tr0, r1, . . . , rku
0 sonst

Dann ist jedes fk stetig bis auf in endlich vielen Punkten und damit Riemann-
integrierbar. Der punktweise Limes ist aber die Dirichletfunktion und die ist nicht
Riemann-integrierbar.
∗D.h. t ÞÑ bt.
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Wenn man aber im obigen Szenario zusätzlich fordert, dass der punktweise Limes
Riemann-integrierbar ist, dass folgt auch, dass die Integrale konvergieren. Das ist dann
aber nur ein Spezialfall vom Satz zur monotonen Konvergenz 1.4.1, da nach Satz 1.5.1
aus Riemann-Integrierbarkeit Lebesgue-integrierbar folgt.

Satz 1.5.6 (Beschränktes Konvergenztheorem von Arzelà). Seien fk, f : ra, bs Ñ R
Riemann-integrierbar. Konvergiere fkpxq f.ü. zu fpxq und sei pfkqk gleichmäßig be-
schränkt. Dann gilt

lim
kÑ8

ż b

a

fkpxqdx “

ż b

a

fpxqdx.

Diesen Satz kann man elementar, also ohne Lebesgue-Integrale beweisen. Das ist eher
aufwändig aber machbar. Wir können diesen Satz hier aber als Spezialfall des Satzes
zur majorisierten Konvergenz verstehen:

Beweis. Nach Satz 1.5.1 ist fk, f P L1pra, bsq. Da fk gleichmäßig beschränkt ist, gibt es
ein M ą 0 mit |fk| ďM . Die konstante Funktion mit Wert M ist auch ein Element in
L1pra, bsq. Dann folgt mit dem Satz zur majorisierten Konvergenz 1.4.4, dass fk Ñ f
in L1 und damit auch Ipfkq Ñ Ipfq gilt.

1.6 Parameterintegrale
In [3, Abschnitt 2] haben wir schon Parameterintegrale in einer Variablen für stetige
Funktionen betrachtet. Es gibt auch eine Version von [3, Satz 2.1.1] für Mehrfachinte-
grale über stetige Funktionen:

Satz 1.6.1 (Stetigkeit von Parameterintegralen für Mehrfachintegrale über stetige
Funktionen). Sei Q Ă Rn ein Quader. Sei U Ă Rm offen und f : U ˆ Q Ñ R stetig.
Dann ist

Φ: U Ñ R, x ÞÑ

ż

Q

fpx, yqdvoly

stetig.

Der Beweis ist exakt genau wie in [3, Satz 2.1.1]. Dort hatten wir uns nur deshalb auf
den Fall n “ 1 beschränkt, da wir Mehrfachintegrale erst danach eingeführt haben.

Für L1 erhalten wir nun einen allgemeineren Satz:

Satz 1.6.2 (Stetigkeit von Parameterintegralen für L1). Sei pΛ, dq ein metrischer
Raum und sei f : K ˆ Λ Ñ R. Es gelte

(i) fp., λq P L1pKq für alle λ P Λ

(ii) fpx, .q P C0pΛ,Rq für fast alle x P K

(iii) Es gibt ein g P L1pKq mit |fp., λq| ď g für alle λ P Λ.
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1.6 Parameterintegrale

Dann ist
F : Λ Ñ R, λ ÞÑ Ipfp., λqq

wohldefiniert und stetig.

Beweis. Wohldefiniert folgt direkt aus (i). Für die Stetigkeit überprüfen wir die
Folgenstetigkeit. Dazu sei λm Ñ λ in Λ und fm:=fp., λmq. Wegen (ii) konvergiert
fmpxq Ñ fpx, λq f.ü. Mit dem Satz von Lebesgue 1.4.4 folgt

lim
mÑ8

F pλjq “ lim
mÑ8

Ipfmq “ Ipfp., λqq “ F pλq.

Auch für die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen gibt es eine L1-Version:

Satz 1.6.3 (Differenzierbarkeit von Parameterintegralen). Sei U Ă Rm offen und sei
f : K ˆ U Ñ R. Es gelte

(i) fp., yq P L1pKq für alle y P U

(ii) fpx, .q P C1pUq∗ für fast alle x P K

(iii) Es gibt ein g P L1pKq mit |Byjfp., yq| ď g für alle y P U und 1 ď j ď m.

Dann ist
F : U Ñ R, y ÞÑ Ipfp., yqq

stetig differenzierbar mit

ByjF pyq “ IpByjfp., yqq für alle y P U, 1 ď j ď m.

Beweis. Sei y P U und 1 ď j ď m. Sei hk P R eine Nullfolge und für x P K und k P N
sei

fkpxq:=
1
hk
pfpx, y ` hkejq ´ fpx, yqq .

Es gilt fk P L1pKq wegen (i). Verwenden wir nun den Mittelwertsatz [2, Satz 4.2.13]
auf die j.te Koordinate von y, erhalten wir

|fkpxq| ď sup
λPU

|Byjfpx, λq| ď gpxq f.ü.

Außerdem ist fkpxq Ñ Byjfpx, yq für k Ñ 8. Damit folgt nach dem Satz von Lebes-
gue 1.4.4.

lim
kÑ8

1
hk
pF py ` hkejq ´ F pyqq “ lim

kÑ8
Ipfkq “ IpByjfp., yqq.

Damit ist F partiell differenzierbar mit ByjF pyq “ IpByjfp., yqq. Mit Satz 1.6.2 folgt,
dass diese partiellen Ableitungen stetig sind.
∗C1pUq war die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen h : U Ñ R.
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Abbildung 1.3: gptq “ χp0,1q in orange. Dann ist
ş8

´8
sinpxtqgptqdt “

ş1
0 sinpxtqdt “

1´cos x
x (in blau) in L1 und sogar stetig (hier sogar glatt).

Diese Sätze können wir also insbesondere auch direkt für K “ Rn anwenden. In Ana2
mussten wir den Fall von uneigentlichen Parameterintegralen noch extra betrachten
und hatten im Gegensatz zum Integral über einem kompakten Intervall Zusatzvoraus-
setzungen zur gleichmäßigen Konvergenz bzgl. der Parameter, vgl. [3, Satz 2.1.3].

Beispiel 1.6.4. DieVorl. 10 Gammafunktion, Beispiel 1.5.5, ist unendlich oft differenzierbar:

fpt, xq “ e´ttx´1 ist für alle t in x unendlich oft differenzierbar mit Bkxfpt, xq “
pln tqke´ttx´1. Es ist für alle x P pα, βq:

|pln tqke´ttx´1| ď gkptq:=
"

| ln t|ktα´1 0 ă t ď 1
Mpβ, kqe´

t
2 t ě 1

Die rechte Seite ist integrierbar (muss man nachrechnen∗). Also ist nach Satz 1.6.3
(iterativ angewendet) die Gammafunktion auf x P pα, βq und damit auf ganz R unendlich
oft differenzierbar.

Beispiel 1.6.5. Sei g P L1pRq. Sei fpt, xq:= sinpxtqgptq. Dann ist fp., xq P L1pRq
für alle x nach Folgerung 1.4.6 und fpt, .q P C0pRq für alle t P R. Weiterhin ist
|fpt, xq| ď |gptq| für alle x. Damit folgt noch Satz 1.6.2 das

x ÞÑ

ż 8

´8

sinpxtqgptqdt

stetig ist, s. Beispiel in Abbildung 1.3
Analog folgt x ÞÑ

ş8

´8
cospxtqgptqdt ist stetig und für g P L1pR,Cq ist

x ÞÑ

ż 8

´8

eixtgptqdt

stetig in x. Dies wird später (bis auf eine Konstante) die Fouriertransformation werden.

∗Für α ą 0 ist
ş1
0pln tq

ktα´1dt “ 1
α
tαpln tqk|10 ´

k
α

ş1
0 t
α´1pln tqk´1dt

l’Hop.
“ ´ k

α

ş1
0 t
α´1pln tqk´1dt.

36



1.7 Satz von Fubini und Transformationssatz

1.7 Satz von Fubini und Transformationssatz
Wir wollen nun noch einige Sätze aus Analysis 2 auf L1-Elemente übertragen:

Satz 1.7.1 (Fubini in L1). Sei f P L1pRn ˆ Rmq. Dann gilt

(i) fpx, .q P L1pRmq für fast alle x P Rn und fp., yq P L1pRnq für fast alle y P Rm

(ii) Es ist x ÞÑ Ipfpx, .qq “:
ş

Rm fpx, yqdvoly eine Realisierung eines Elementes in
L1pRnq und analog y ÞÑ Ipfp., yqq eines in L1pRmq und es gilt.
ż

Rn`m
fdvol “

ż

Rm

ˆ
ż

Rn
fpx, yqdvolx

˙

dvoly “
ż

Rn

ˆ
ż

Rm
fpx, yqdvoly

˙

dvolx.

Was ist nochmal genau mit ’fpx, .q P L1pRmq für fast alle x P Rn’ gemeint? Damit
meinen wir, dass es für fast alle x ein Element in L1pRmq gibt, so dass y ÞÑ fpx, yq
eine Realisierung dieses Elementes ist.

Beweis. Wir betrachten den Fall f ě 0 – der Rest folgt mit der Zerlegung f “ f`` f´.
Seien K1 Ă Rn und K2 Ă Rm Quader. Wir zeigen den Satz zunächst für f “ fχK1ˆK2 :
Nach Satz 1.3.14 gibt es eine monoton wachsende Folge fj P C0pK1 ˆK2q, die in L1

gegen f konvergiert und welche wir außerhalb von K1 ˆK2 durch Null fortsetzen. Da
f ě 0 ist, kann durch Übergang zu x ÞÑ maxt0, fju auch fj ě 0 gewählt werden. Dann
ist fnpx, .q P C0pK1 ˆK2q ebenfalls monoton wachsend.

Für alle x P Rm, für die pIpfjpx, .qqqj beschränkt ist, konvergiert nach Satz 1.4.1 fjpx, .q
in L1 und punktweise gegen fpx, .q.

Damit fehlt für (i) noch, dass pIpfjpx, .qqqj für fast alle x beschränkt ist: Sei

Da:=tx P Rn | sup
j
Ipfjpx, .qq ą au.

Die Mengen Dj,a:=tx P Rn | Ipfjpx, .qq ą au ist offen, da x ÞÑ Ipfjpx, .qq nach Satz 1.6.1
(angewendet auf einen Quader Q mit supp fj Ă Q) stetig ist. Damit ist Da “ YjDj,a

wieder offen.

Jedes fj hat Support in K1 ˆK2 – also in einem Quader. Damit können wir für fj
Fubini für stetige Funktionen auf Quadern [3, Satz 2.4.5] anwenden. Dann ist

Ipfq Ð Ipfjq “

ż

Rn

ˆ
ż

Rm
fjpx, yqdvoly

˙

dvolx
fjě0
ě

ż

Da

a “ avolDa

und somit muss volDa Ñ 0 für aÑ8 sein. Also ist supn Ipfjpx, .qq ă 8 für fast alle
x P Rn.

Die analoge Aussage für y folgt genauso.

(ii) Die Abbildung gj : x ÞÑ Ipfjpx, .qq ist für alle j stetig auf K1 und Null sonst,
und pgjqj ist monoton wachsend, da fj es ist. Außerdem ist nach Fubini Ipgjq “
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ş

Rn`m fjdvol “ Ipfjq. Da Ipfjq Ñ Ipfq geht, ist somit Ipgjq in j beschränkt. Nach dem
Satz über monotone Konvergenz folgt somit, dass limjÑ8 gj P L

1pRnq ist und

p lim
jÑ8

gjqpxq “ lim
jÑ8

pgjpxqq “ lim
jÑ8

Ipfjpx, .qq “ Ipfpx, .qq f.ü.

Analoge Aussage erhalten wir für y. Insbesondere folgt mit Fubini für die fj so nun
aus mit

ż

Rn

ˆ
ż

Rm
fpx, yqdvoly

˙

dvolx Ð Ipgjq “ Ipfjq Ñ Ipfq

für j Ñ8 der Fubini für f .

Es bleibt der Fall, wo f keinen Repräsentanten mit Träger in einem Quader besitzt: Dann
folgt die Aussage, indem man eine Überdeckung von Rn durch Quader pQiqiPN nimmt,
deren Innere paarweise disjunkt und paarweise höchstens Seitenflächen gemeinsam
haben. Sei nun fj auf dem Inneren von Qi gegeben durch die Approximation von fχQi
von oben. Dann folgt der Rest analog.

Wir kommen nun noch zum Transformationssatz. Dazu sei führen wir noch eine Notation
ein: Für V Ă Rn offen und f P L1pRnq ist fχV P L1pRnq nach Folgerung 1.4.6. Wir
setzen:

ż

V

fdvol:=
ż

Rn
fχV dvol

Weiterhin sagen wir f : V Ñ R ist (eine Realisierung eines Elementes) in L1pRnq (V
noch immer offen), wenn fχV P L1pRnq ist.

Satz 1.7.2 (Transformationssatz für L1). Seien U, V Ă Rn offen und ϕ : U Ñ V ein
C1-Diffeomorphismus. Sei f P L1pRnq. Dann ist

ż

V

fpyqdvoly “
ż

U

fpϕpxqq|detDϕpxq|dvolx

Beweis. Folgt aus der stetigen Version aus Analysis 2 [3, 2.4.13]: Sei f P L1pRnq
Sei f “ rcks. Weiterhin gibt es nach Beispiel 1.3.7.ii eine Folge dk P C0

c pRnq mit
supp dk Ă V , 0 ď dk ď 1 und dk Ñ χV in L1 für k Ñ8. Dann ist fχV “ rckdks und
wir können den Transformationssatz für stetige Funktionen [3, 2.4.13] auf jeden Quader
Q Ă Rn mit Q Ă V anwenden. Da supp dk Ă V , V offen und supp dk offen ist, ist
distpsupp dk,RnzV q ą 0 und damit gibt es für ` “ `pkq groß genug eine Überdeckung
von supp dk mit Teilquadern der Seitenlänge 1

` , die alle in V liegen, vgl. Abbildung 1.4.
Summieren wir den Transformationssatz für alle diese Teilquader auf, erhalten wir so:

ż

V

pckdkqpyqdvol “
ż

U

ppckdkq ˝ ϕqpxq |detDϕpxq|dvolx

und
ż

V

|pckdkqpyq|dvol “
ż

U

|ppckdkq ˝ ϕqpxq| |detDϕpxq|dvolx
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1.8 Lebesgue-Räume

V

supp dk

Abbildung 1.4: Da der Abstand distpsupp dk,RnzV q ą 0 ist, gibt es eine Zerlegung von
Rn in disjunkte, kongruente Teilquader, die klein genug sein, so dass
eine Teilmenge von denen (im Bild, die innerhalb der blauen Kurve)
supp dk überdeckt und vollständig in V liegt.

insbesondere ist |pckdkq ˝ ϕ| |detDϕ|χU P L1pRnq. Mit k Ñ 8 folgt die Behauptung,
da ckdk in L1 gegen fχV konvergiert und damit auch ppckdkq ˝ ϕq |detDϕ| in L1

konvergiert (Der Grenzwert hat f ˝ ϕ|detDϕpxq|χU als Realisierung, da es f.ü. der
punktweise Limes sein muss).

Beispiel 1.7.3. Wir können Fubini und den Transformationssatz verwenden um noch
einmal (auf anderem Wege als in ÜA18)

ş

R e
´x2

dx zu berechnen:
ˆ
ż

R
e´x

2
dx

˙2
“

ż

R
e´x

2
dx ¨

ż

R
e´y

2
dy

Fubini
“

ż

R2
e´px

2
`y2

qdvol

“

ż

R2
e´px

2
`y2

qdvol Polarkoord.
“

ż 2π

0

ż 8

0
e´r

2
rdrdϕ “ πe´r

2
|80 “ π.

1.8 Lebesgue-Räume
Vorl. 11Für c P C0

c pKq definieren wir für p P r1,8q

}c}p:=
ˆ
ż

K

|c|pdvol
˙

1
p

.

Für p “ 8 und c : K Ñ R sei
}c}8:= sup

K
|fpcq|.

Dieses }.}8 ist für Elemente c P C0
c pKq Ă L1pKq genau dem Wert aus Lemma 1.3.25.iii.

Wir werden bald sehen, dass das eine Norm sein wird. Man kann die gleiche Definition
auch für p P p0, 1q verwenden, allerdings wird es dann keine Norm mehr sein, da dann
die Dreiecksungleichung nicht mehr gelten wird – ÜA24.
Für p P r1,8s definieren wir den konjugierten Exponenten p1 P r1,8s durch

1
p
`

1
p1
“ 1 für p P p1,8q

und p1q1:=8 und p8q1:=1.
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Lemma 1.8.1 (Hölder und Minkowski für C0
c ). Seien f, g P C0

c pKq. Sei p P r1,8s
und p1 der konjugierte Exponent.

(i)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

fgdvol
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

K

|fg|dvol ď }f}p}g}p1 (Hölder-Ungleichung)

(ii)
}f ` g}p ď }f}p ` }g}p (Minkowski-Ungleichung)

Beweis. (i) Die erste Ungleichung und für p P t1,8u auch die zweite Ungleichung
folgen aus [3, Satz 2.4.4]. Sei nun p P p1,8q. Für f oder g gleich 0 sind beide Seiten
gleich Null.

Es bleibt also der Fall, dass sowohl f als auch g nicht konstant Null sind. Dann ist
}f}p ą 0 und }g}p1 ą 0. Nach [2, Folg. 4.4.4] gilt für a, b ě 0 die Young-Ungleichung

ab ď
ap

p
`
ap
1

p1

Wir setzen a “ |fpxq|
}f}p

und b “ |gpxq|
}g}p1

und dann liefert Integration über x und die
Monotonie des Integrals

}fg}1
}f}p}g}p1

ď
1
p
`

1
p1
“ 1

und damit die Behauptung.

(ii) Für p “ 8 folgt es aus der entsprechenden Eigenschaft des Supremums. Für p “ 1
folgt es direkt aus der Dreiecksungleichung des Betrags.

Sei nun p P p1,8q. Mit der Hölder-Ungleichung erhalten wir

}f ` g}pp “

ż

K

|f ` g| |f ` g|p´1dvol

ď

ż

K

|f | |f ` g|p´1dvol`
ż

K

|g| |f ` g|p´1dvol

ďp}f}p ` }g}pq}|f ` g|
p´1}p1

Wegen }|f ` g|p´1}p
1

p1 “
ş

K
|f ` g|pp´1qp1“p “ }f ` g}pp und p ´ p

p1 “ 1 folgt die
Behauptung.

Die Minkowski-Ungleichung ist die Dreiecksungleichung für }.}p. Positiv homogen folgt
direkt aus der Linearität des Integrals und }f}p ě 0 ist klar. Aus f ‰ 0 und f stetig,
folgt direkt }f}p ą 0. Damit haben wir gesehen:

Folgerung 1.8.2. Für p P r1,8s ist }.}p eine Norm auf C0
c pKq.
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1.8 Lebesgue-Räume

Damit können wir für p P r1,8q nun die Lebesgue-Räume

LppKq:=C0
c pKq

}.}p

definieren. (Für p “ 1 hatten wir das natürlich schon gemacht.) Wegen Satz 1.3.4 ist
LppKq mit }.}p ein Banachraum.

Für p “ 2 wird die Norm durch ein Skalarprodukt∗ – dem L2-Produkt:

L2pK,Cq ˆ L2pK,Cq Ñ R, pf, gq ÞÑ pg, fqL2 :=
ż

K

fḡdvol.

induziert, d.h. }f}22 “ pf, fqL2 für alle f P L2pK,Cq. Auf L2pK,Rq ist das Skalarpodukt
einfach die Einschränkung dieses hermitischen Produkts. Einen Banachraum, deren
Norm }.} von einem Skalarprodukt x., .y kommen, d.h. }x}:=

a

xx, xy, nennen wir
Hilbertraum. Von den Lp-Räumen ist nur L2 ein Hilbertraum, vgl. ÜA24.

! Für p “ 8 könnten wir zwar auch den Abschluss von C0
c pKq in der }.}8-Norm bilden.

Aber das ist nicht der Raum, den man in der Literatur mit L8pKq bezeichnet. Zu
diesem kommen wir später!
Wenn wir ein Element f von Lp als Äquivalenzklasse schreiben wollen, schreiben wir
f “ rcksp, um in der Notation zu zeigen, dass es um die Lp-Norm geht. D.h. rcks aus
der Definition von L1 wäre gleich rcks1.

Jetzt beschäftigen wir uns erst einmal damit, ob Hölder und Minkowski auch für
Lp-Räume gilt. Dazu wollen wir natürlich benutzen, dass wir diese Ungleichungen für
C0
c pKq schon kennen und diese Funktionen dicht in Lp für p P r1,8q liegen.

Satz 1.8.3.

(i) Sei p P p1,8q. Sei f P LppKq, g P Lp1pKq. Dann ist fg P L1pKq und

}fg}1 ď }f}p}g}p1 (Hölder)

(ii) Sei p P r1,8q und f, g P LppKq. Dann ist f ` g P LppKq und

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p (Minkowski)

Auch die Hölderungleichung wird für p “ 1 (und dann p1 “ 8) gelten, s. Definition 1.8.10
und darunter.

Beweis. (i) Sei f “ rcksp und g “ rdksp1 mit ck, dk P C0
c pKq. Dann gilt mit der

Dreiecksungleichung und Hölder für C0
c

}ckdk ´ c`d`}1 ď}ckpdk ´ d`q}1 ` }pck ´ c`qd`}1

ď}ck}p}dk ´ d`}p1 ` }ck ´ c`}p}d`}p1 .

∗Skalarprodukt ist auf reellen Vektorräumen eine positiv definite symmetrische Bilinearform und
auf komplexen Vektorräumen eine positiv definite hermitische Sesquilinearform (bei uns C-antilinear
in der zweiten Komponente).
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Damit ist rckdks P L1pKq und fg als f.ü. punktweiser Limes eine Realisierung und die
Ungleichung folgt von Hölder für ckdk als Limes für k Ñ8.

(ii) geht wie (i) oder man benutzt Satz 1.3.4, der einem sagt, dass die Vervollständigung
wieder ein normierter Raum ist und damit auch die Dreiecksungleichung erfüllt.

Beziehungen Lp zu L1. Für c P C0
c pKq, c ě 0, p P r1,8q gilt

}cp}1 “

ż

K

|cp|dvol “
ż

K

|c|pdvol “ }c}pp.

Gilt sowas auch für c P Lp? Um dazu etwas sagen zu können, beweisen wir zunächst
einige Analoga zu Sätzen, die wir schon für L1 hatten.

Eine Realisierung eines Elementes von LppKq definieren wir genau wie in Definition 1.3.6.
Die Existenz einer solchen Realisierung folgt wieder aus Lemma 1.3.9 und:

Lemma 1.8.4. (Lp-Version von Lemma 1.3.10) Sei ck P C0
c pKq eine schnell konver-

gente Cauchyfolge bzgl. Lp, p P r1,8q.

(i) ck konvergiert punktweise fast überall.

(ii) Für jedes ε ą 0 gibt es eine offene Menge B mit volB ă ε, so dass ck|KzB
gleichmäßig konvergiert.

Beweis. ÜA11

Der Beweis vom Lipschitzkalkül, Satz 1.3.15, bleibt gleich (man muss nur die L1-Norm
jeweils durch eine Lp-Norm ersetzen), genauso wie der Beweis (Lemma 1.3.26) von
ϕapfq Ñ f in Lp für aÑ8 und Satz 1.3.14.

Mit diesen Vorbereitungen können wir nun zeigen:

Satz 1.8.5. Sei f : K Ñ R, f ě 0, und p P r1,8q. Es ist f P LppKq genau dann, wenn
fp P L1pKq. Dann gilt }f}pp “ }fp}1.

Beweis. Sei zunächst fp P L1pKq. Dann gibt es eine Folge ck P C0
c pKq mit fp “ rcks1

und ckpxq Ñ fppxq f.ü. Wir können ck ě 0 wählen. Wegen

}c
1
p

k ´ c
1
p

` }
p
p ď }ck ´ c`}1,

was direkt aus |a´ b|p ď |ap ´ bp|∗ für alle a, b ě 0 folgt, haben wir rc
1
p

k sp P L
ppKq und

f ist eine Realisierung dieses Elementes.

Sei f P LppKq mit K ein Quader. Dann gibt es nach Lemmata 1.3.9 und 1.8.4 eine
Folge ck P C0

c pKq mit f “ rcksp und ckpxq Ñ fpxq f.ü. Die Folge ck kann analog zur L1-
Theorie nichtnegativ und monoton steigend gewählt werden. Wir betrachten cpk P C0

c pKq.
∗Dafür reicht es pa ´ 1qp ď ap ´ 1 für alle a ě 1 zu zeigen und das geht z.B. indem man

fpaq “
pa´1qp
ap´1 betrachtet, f 1paq ą 0 und limaÑ8 fpaq “ 1 (l’Hopital) nachrechnet.
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Diese Folge ist auch monoton steigend und }cpk}1 “ }ck}pp muss beschränkt sein. Damit
existiert nach Satz 1.4.1 über monotone Konvergenz ein g P L1pKq mit g “ rcpks1. Nach
Übergang zu einer schnell konvergenten Teilfolge konvergiert cpk punktweise fast überall.
Da jedoch schon ckpxq Ñ fpxq f.ü., konvergiert cpk punktweise f.ü. gegen fp. Also ist
fp P L1pKq.
Sei f P LppRnq. Dann ist f |r´a,asn P Lppr´a, asnq und damit fp|r´a,asn P L1pr´a, asnq
für alle a ą 0. Also ist fp P L1pRnq. Die Normengleichheit folgt ebenfalls als Grenzwert
für aÑ8.

Vorl. 12Daraus erhalten wir verschiedene Folgerungen:

Lemma 1.8.6. Für volK ă 8, 1 ď p ď q und f P LqpKq. Dann ist f P LppKq und
es gilt

}f}p ď pvolKq
q´p
pq }f}q

Dieses Lemma sagt also, dass für volK ă 8 gilt LqpKq Ă LppKq für 1 ď p ď q. Für
unendliches Volumen stimmt das nicht, z.B. ist 1

x P L
2pr1,8q, da 1

x2 P L
1pr1,8qq ist,

aber 1
x R L

1pr1,8qq.

Beweis von Lemma 1.8.6. Aus f P LqpKq folgt |f |p P L
q
p . Damit folgt aus letztem

Lemma mit Hölder (benutzt q{p ě 1), dass |f |p P L1 (und damit |f | P Lp) ist mit

}f}pp “}f
p}1 “

ż

K

fpdvol ď
ˆ
ż

K

pfpq
q
p dvol

˙

p
q
ˆ
ż

K

1
q
q´p dvol

˙1´ pq

“}f}pqpvolKq
q´p
q .

Macht man das für f˘ einzeln, erhält man f P Lp.

Lemma 1.8.7 (Interpolationsungleichung). Sei p, q P r1,8q. Sei f P LppKq XLqpKq∗
und θ P r0, 1s. Dann ist

}f}r ď }f}
1´θ
p }f}θq für 1

r
“

1´ θ
p

`
θ

q
.

Insbesondere ist somit f P LspKq für alle s P rp, qs bzw. s P rq, ps.

Beweis. ÜA25.i

1.8.1 Dualräume und L8

Wir erinnern uns an lineare Algebra: Haben wir einen K-Vektorraum V , dann ist der
Dualraum

V ˚:=tf : V Ñ K | f ist linearu
zusammen mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation selbst wieder ein
K-Vektorraum.
∗Das heißt, es gibt ein f : K Ñ R, was sowohl Realisierung eines Elementes in Lp als auch eines in

Lq ist.
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Lemma 1.8.8. Ist pV, }.}V q ein normierter reeller oder komplexer Vektorraum, dann
erhält man auf V ˚ eine Norm durch

}f}V ˚ := supt|fpxq| | x P V mit }x}V ď 1u

Beweis. Es ist }f}V ˚ ě 0 für alle f P V ˚ und }0: V Ñ K} “ 0.

Sei nun }f}V ˚ . Dann ist fpxq “ 0 für alle x P V mit }x}V ď 1. Da f linear ist, ist
somit f “ 0.

Positiv homogen folgt direkt aus der Linearität von f und da der Betrag auf R bzw. C
positiv homogen ist.

Die Dreiecksungleichung folgt direkt, wegen

sup
xPV,}x}V ď1

|fpxq ` gpxq| ď sup
xPV,}x}V ď1

|fpxq| ` sup
xPV,}x}V ď1

|gpxq|.

Wenn wir nun LppKq oder pLppKqq˚ schreiben, meinen wir jeweils immer den normierten
Vektorraum (also mit der jeweiligen Norm).

Was wären nun Elemente in pLpq˚? Sei p P p1,8q und sei q der zu p konjugierte
Exponent, also 1

p `
1
q “ 1. Sei f P LqpKq. Dann ist

Tf : LppKq Ñ
ż

K

fgdvol

wohldefiniert nach Satz 1.8.3(i) und linear. Also ist Tf P pLppKqq˚.

Der nächste Satz sagt uns, dass alle Elemente in pLppKqq˚ diese Form haben:

Satz 1.8.9. Sei p P p1,8q und q der konjugierte Exponent. Dann ist

LqpKq Ñ pLppKqq˚, f ÞÑ Tf

ein isometrischer Isomorphismus, d.h. es ist eine lineare bijektive Abbildung mit
}Tf }pLpq˚ “ }f}q für alle f P LqpKq.

Damit sind diese pLppKqq˚ insbesondere Banachräume.

Beweis(skizze). ∗ Mittels der Hölder-Ungleichung, Satz 1.8.3(i), folgt

}Tf }pLpq˚ “ sup
gPLppKq,}g}pď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

fgdvol
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}q.

∗Da fehlen aus Zeit- und Platzgründen Details. Hauptziel dessen, was da steht, ist es zu demons-
trieren, wo bei gegebenen T P pLppKqq˚ das Urbild herkommen soll und damit eine Anschauung zu
schaffen (und ansonsten an einigen Beweisschritten zu sehen, wie wichtig die Hölderungleichung ist).
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Die umgekehrte Ungleichung folgt durch die Wahl g “ f
q
p }f}

´
q
p

q
∗ : Nach Satz 1.8.5 ist

g P LppKq mit }g}p “ 1. Dann ist

}Tf }pLpq˚ ě

ż

K

fgdvol “ }f}´
q
p

q

ż

K

ff
q
p dvol “ }f}q

(es ist 1` q
p “ q).

Aus }Tf }pLpq˚ “ }f}q folgt direkt die Injektivität der Abbildung f ÞÑ Tf . Es bleibt die
Surjektivität zu zeigen. Da gibt es verschiedene Möglichkeiten. Wir wollen hier mal eine
recht konstruktive Art skizzieren, wie man bei gegebenen T P pLppKqq˚ das Urbild in
LqpKq approximieren kann:

Wir betrachten direkt K “ Rn. Für K ein Quader kann man alles folgende einfach mit
χK multiplizieren.

Sei Qk “ r´2k, 2ksn Ă Rn und Qk sei in Teilquader der Seitenlänge 2´k eingeteilt.
Dann ist für n ě k ein Teilquader von Qn vollständig in einem Teilquader von Qk
enthalten. Die Menge der Funktionen F :=tg : Rn Ñ R | Dm P N, αQ P R : g “
ř

Q Teilquader von Qm
αQχQu ist dicht in LppRnq für p P r1,8q (Beweis analog dazu,

dass Treppenfunktionen in L1pra, bsq dicht sind - ÜA6 (das ist ein ’Skizzenteil des
Beweises’)).

Wir definieren fk : Rn Ñ R als

fk “
ÿ

Q Teilquader von Qk

βQχQ mit βQ:=T pχQqpvolQq´1

und sonst gleich Null. Es ist fk P LqpRnq und definiert damit durch Tkphq:=
ş

Rn hfkdvol
ein Element in pLppRnqq˚. Damit ist (muss man nachrechnen) für einen Teilquader Q
von Qm mit m ď k: TkpχQq “ T pχQq.

Sei h “
ř

Q Teilquader von Qm
αQχQ P F . Dann ist für m ď k:

Tkphq “
ÿ

Q Teilquader von Qm

αQT pχQq “ T phq.

Allgemeiner kann man für alle k und alle h P F direkt nachrechnen, dass |Tkphq| ď
}T }pLpq˚}h}p gilt. Da F dicht in LppRnq ist, ist damit insbesondere }Tk}pLpq˚ ď

}T }pLpq˚ .

Es ist nun zu zeigen:

(i) Tk Ñ T in pLppRnqq˚

(ii) fk konvergiert in Lq gegen ein f
∗Ist f ě 0, ist das g so direkt wohldefiniert, sonst erst mal nicht. Aber man kann dann

psignfpxqq|fpxq|
q
p statt f

q
p , muss sich aber natürlich überlegen, dass dies auch in Lp ist (funktioniert

da diese Konstruktion ’die Stetigkeit der approximierenden Folge nicht kaputt macht’.)
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(iii) T phq “
ş

Rn hfdvol.

Zu (i): Da F dicht in LppRnq liegt, gibt es eine Folge hk “
ř

Q Teilquader von Qk
αQχQ Ñ

h in Lp. Damit ist

|Tkphq ´ T phq|
Tkphkq“T phkq

ď |Tkph´ hkq| ` |T phk ´ hq|

ďp}Tk}pLpq˚ ` }T }pLpq˚q}hk ´ h}p

ď2}T }pLpq˚}hk ´ h}p.

Dies geht für k Ñ 8 gegen Null. Das reicht aber so erst mal nicht, da wir }Tkphq ´
T phq}pLpq˚ brauchen und dann in

}Tk ´ T }pLpq˚ ď2}T }pLpq˚ sup
}h}pď1

}hk ´ h}p.

für limkÑ8 zwei Grenzprozesse vertauschen müssten. Das darf man nicht so einfach.
Aber man kann hier durch Verwenden F dicht in Lp und direktes Berechnen und
Abschätzen |Tkphq ´ T phq| für h P F sehen (dauert eine Weile), dass wir auch die
gesuchte Konvergenz erhalten.
Zu (ii): Aus der Isometrieeigenschaft von oben folgt

}Tk ´ Tm}pLpq˚ “ }Tfk´fm}pLpq˚ “ }fk ´ fm}q.

Da Tk in pLpq˚ konvergiert, ist damit fk eine Cauchyfolge in Lq und konvergiert wegen
Vollständigkeit gegen ein f P LqpRnq.
Zu (iii): Es ist

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T phq ´

ż

Rn
hfdvol

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď|pT ´ Tkqphq| `

ż

Rn
|h||f ´ fk|dvol

ď|pT ´ Tkqphq| ` }h}p}f ´ fk}q Ñ 0 für k Ñ8.

Da kann man sich jetzt fragen, wie es mit dem Dual von L1 aussieht.

Definition 1.8.10. Wir definieren

L8pKq:=tf : K Ñ R | Dck P C0
c pKq, α ě 0 : ckpxq Ñ fpxq f.ü, |ck| ď αu{ „

wobei f „ g sein soll, wenn fpxq “ gpxq f.ü. gilt. Für f P L8pKq sei }f}8, dass kleinste
α ě 0 für das es eine solche Folge ck wie in der Definition gibt.

Man kann direkt zeigen, dass }.}8 eine Norm auf L8pKq. Diese stimmt mit der alten
Norm }.}8 aus Lemma 1.3.25.iii auf allen beschränkten L1-Elementen überein.
Mit der Definition von L8 bedeutet Folgerung 1.4.6 direkt, dass die Hölderungleichung
auch für p “ 1 und q “ 8 gilt.
! Wichtiger Unterschied zu LppKq für p P r1,8q: C0

c pKq ist nicht dicht in L8pKq, s.
Abbildung 1.5. Also für uns eigentlich kein schöner Raum. Aber die }.}8 Norm ist oft
nützlich (nicht nur auf beschränkten Funktionen aus L1). !
Wir erwähnen ihn hier trotzdem, um das Thema mit den Dualräumen abzuschließen:
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Abbildung 1.5: χr1,2s P L8pr0, 2sq kann in L8 nicht durch eine Folge in C0pr0, 2sq
angenähert werden, da für jedes c P C0pr0, 2sq gilt: }c´ χr1,2s}8 ą 1

2 .

Satz 1.8.11.

(i) L8pKq Ñ pL1pKqq˚, f ÞÑ
ş

K
fgdvol, ist ein isometrischer Isomorphismus.

(ii) L1pKq Ñ pL8pKqq˚, f ÞÑ
ş

K
fgdvol ist linear, isometrisch und injektiv.

Beweis. (i) Das geht ganz analog wie im Fall p P p1,8q, da wir auch für p “ 1 wie
oben erwähnt eine Hölderungleichung haben.

(ii) auch genau wie oben

Die Abbildung in (ii) ist nicht surjektiv, der Dualraum pL8pKqq˚ ist zu groß (Beweis
in Funktionalanalysis). Wo geht unsere Beweisstrategie für p ă 8 nun bei p “ 8 schief.
Die Funktionen F sind nicht dicht in L8pKq. (z.B. ist χr 1

3 ,1s P L
8pr0, 1sq aber kann

in L8 nicht durch Funktionen in F angenähert werden, da 1
3 immer im Inneren eines

der erlaubten Teilquader (hier: Teilintervall) liegt und deshalb jedes Element aus F zu
χr 1

3 ,1s in L
8 mindestens Abstand 1

2 hat.)

! L8 ist also ein unschöner Raum. Zu groß! Will man eigentlich nicht... !
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2 Fourierreihen und
Fouriertransformationen

2.1 Fourierreihen
Vorl. 13In Analysis 1 haben wir am Ende schon einmal Fourierreihen gesehen, um periodische

Funktionen (hier Periode 2π) durch trigonometrische Polynome

a0 `
n
ÿ

k“1
pak cospkxq ` bk sinpkxqq.

mit ak, bk P R zu approximieren. Um Rechnungen zu erleichtern geht man i.A. direkt
zur komplexen Version

n
ÿ

k“´n

cke
ikx

mit ck P C über. Man kann die verschiedenen Darstellungen direkt mit Hilfe der
Eulerschen Formel ineinander umrechnen.

2.1.1 Wo kommt das her und vor?
Fourier wollte die Wärmeleitungsgleichung für einen Ring lösen. D.h. er hatte einen
metallischen Ring, macht den z.B. an einer Stelle warm und schaut wie sich die Wärme
im zeitlichen Verlauf verteilt.

Wenn man mal annimmt, dass der Ring schmal ist und seine Breite für die Wärmeleitung
nicht so die Rolle spielt, können wir den Ring als Kreis (Umfang L modellieren). Sei
upx, tq die Temperatur zur Zeit t an der Stelle x des Ringes. Wir betrachten den
Ring als r0, Ls mit den Randpunkten identifiziert. Die beschreibende Gleichung des
Temperaturverlaufs ist dann die Wärmeleitungsgleichung.

Btupx, tq ´ aB
2
xupx, tq “ 0

(a die Temperaturleitfähigkeit des Mediums). Zur Zeit Null liege eine Anfangswärme-
verteilung vor:

Anfangsbedingung: upx, 0q “ gpxq für alle x P r0, Ls

Hier muss g natürlich auch periodisch sein und wir suchen nach Lösungen u, die
periodisch sind.
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Wie löst man das? Wir zerlegen upx, tq in einfache periodische Funktionen:

upx, tq “
8
ÿ

k“´8

ckptqe
i 2πk
L x

Für jedes feste t setzen wir also ein unendliches trigonometrischen Polynom an (das
2πk
L kommt daher, dass up., tq als Funktion mit der Periode L statt 2π betrachten

– hier benutzen wir schon die Periodizität der gesuchten Lösung.) – damit sind die
Koeffizienten ck dann von t abhängig.

Wenn wir uns erst einmal so gar keine Gedanken darüber machen, ob es diese Zerlegung
immer geben muss, in welchem Sinne (wenn überhaupt) sie konvergiert und wie wir
damit rechnen dürfen, können wir sehen, ob uns dieser Ansatz potentiell für das Problem
überhaupt was bringen kann:

Setzen wir den Ansatz in die Wellengleichung ein und ignorieren alle Bedenken, dann
erhalten wir:

8
ÿ

k“´8

pc1kptq ` a
4π2k2

L2 ckptqqe
i 2πk
L x “ 0.

Glauben wir mal (stimmt auch), dass es wie bei den Potenzreihen ist, dass diese Reihe
nur dann Null ist, wenn die einzelnen Summanden verschwunden, erhalten wir

c1kptq ` a
4π2k2

L2 ckptq “ 0

für alle k. Dies ist für jedes k eine gewöhnliche Differentialrechnung mit der allgemeinen
Lösung

ckptq “ αke
´ 4π2k2a

L2 t, αk P C.

Die Konstanten erhalten wir aus der Anfangsbedingung, wenn wir auch g als unendliche
Summe trigonometrischer Funktionen schreiben, also:

gpxq “
8
ÿ

k“´8

gke
i 2πk
L x.

Einsetzen der Anfangsbedingungen in upx, 0q liefert αk “ gk und somit

upx, tq “
8
ÿ

k“´8

gke
´ 4π2k2a

L2 t`i 2πk
L x.

2.1.2 Definition, Konvergenz, . . .
Kommen wir nun zur Theorie, die am Ende die Rechnungen des letzten Abschnitts
rechtfertigen soll (also Konvergenz der Summen, Differentiation unter der Summe...). Sei
CpS1;Cq die Menge der stetigen Funktionen f : r´π, πs Ñ C mit fp´πq “ fpπq (also
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der 2π-periodischen Funktionen). Wir setzen ϕnpxq “ 1?
2π e

inx, n P Z, sind Elemente
in CpS1,Cq mit

pϕnpxq, ϕmpxqqL2 “

ż π

´π

ϕnpxqϕmpxqdx “

"

0 für n ‰ m
1 für n “ m

Wir nennen diese ϕnpxq ein Orthonormalsystem von CpS1,Cq (Das ’orthonormal’
bezieht sich hier auf das L2-Skalarprodukt).

Ist nun ppxq ein (komplexes) trigonometrisches Polynom, dann erhalten wir deshalb
die Koeffizienten cn als

şπ

´π
fpxqϕnpxqdx.

In Analysis 1 hatten wir definiert

Definition 2.1.1. Sei f P L2pr´π, πs,Cq und sei ϕn wie oben. Dann nennen wir

f̂pnq:=
ż π

´π

fpxqϕnpxqdx “ pf, ϕnqL2

den n.ten Fourierkoeffizienten von f und

8
ÿ

k“´8

f̂pkqϕkpxq

die Fourierreihe von f bzgl. ϕn.

In Analysis hatten wir die Definition eigentlich für f P CpS1,Cq. Wir sehen aber, dass
die Definition der Fourierkoeffizienten für alle f P L2pr´π, πs,Cq sinnvoll ist (Hölder).

Im Gegensatz zur Taylorreihe ist das Berechnen der Fourierreihe keine lokale Operation
mehr, sondern die Fourierreihe an einem Punkt hängt von der gesamten Funktion
ab. Aber das Bilden der Fourierreihe ist noch immer eine lineare Operation, also
{λf ` gpkq “ λf̂pkq ` ĝpkq.

Beispiel 2.1.2. Die Funktion

fpxq “

"

π ´ x x P r0, πs
π ` x x P r´π, 0q

hat als Fourierreihe π
2 `

4
π

ř8

k“0
cospp2k`1qxq
p2k`1q2 .

(Da f eine gerade Funktion ist, d.h. fpxq “ fp´xq, sind die Koeffizienten für die
Sinusfunktionen alle Null, vgl. ÜA29).
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Wenn man wüsste, dass diese Konvergenz sogar punktweise ist (ist hier der Fall, zeigen
wir später in Satz 2.1.8, i.A. stimmt das nicht, vgl. das Beispiel von Seite 3), dann folgt

π “ fp0q “ π

2 `
4
π

8
ÿ

k“0

1
p2k ` 1q2 , also π2

8 “

8
ÿ

k“0

1
p2k ` 1q2 .

Wie bei der Taylorentwicklung ist natürlich wieder die Frage inwieweit die Partialsum-
men dieser Reihe das ursprüngliche f approximiert und ob diese Reihe konvergiert.

Lemma 2.1.3 (Beste Approximationseigenschaft in L2). ∗ Sei snpxq:=
ř8

k“´8ckϕkpxq
die n.te Partialsumme der Fourierreihe eines f P L2pr´π, πs,Cq. Dann approximiert
snpxq unter allen Funktionen der Form tnpxq:=

řn
k“´n γkϕkpxq mit γk P C die Funktion

f in L2 am besten, d.h. es gilt

}f ´ sn}2 ď }f ´ tn}2

mit Gleichheit genau dann, wenn γk “ ck für alle k ist. Insbesondere ist

}f ´ sn}
2
2 “ }f}

2
2 ´

n
ÿ

k“´n

|ck|
2

Beweis. Es ist nach Eigenschaften von Skalarprodukten

}f ´ tn}
2
2 “}f}

2
2 ´ pf, tnqL2 ´ ptn, fqL2 ` }tn}

2
2

Es gilt

pf, tnqL2 “

n
ÿ

k“´n

γ̄kpf, ϕkqL2 “

n
ÿ

k“´n

γ̄kck

sowie

}tn}
2
2 “ptn, tnqL2 “

n
ÿ

k“´n

n
ÿ

`“´n

γ̄kγ`pϕ`, ϕkqL2 “

n
ÿ

k“´n

|γk|
2.

∗Hatten wir in [2, Lemma 4.7.3] schon für f stetig. Der Beweis war genau der gleiche nur in anderer
Notation.
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Zusammen ist

}f ´ tn}
2
2 “}f}

2
2 ´

n
ÿ

k“´n

γkck ´
n
ÿ

k“´n

γkck `
n
ÿ

k“´n

|γk|
2

“}f}22 `
ÿ

k

|γk ´ ck|
2 ´

n
ÿ

k“´n

|ck|
2

Dieser Ausdruck ist genau dann minimal, wenn ck “ γk ist und das gibt den Wert von
}f ´ tn}

2
2.

Man sieht schon das in solchen Rechnungen oft Ausdrücke der Form
řn
k“´n |ck|

2

vorkommen, da sie die L2-Norm der trigonometrischen Polynome sind. Deshalb setzen
wir

`2pZq:=
!

pakqkPZ

ˇ

ˇ

ˇ
ak P C,

8
ÿ

k“´8

|ak|
2 ă 8

)

und

}pakqkPZ}2:=
˜

8
ÿ

k“´8

|ak|
2

¸
1
2

.

Dann ist p`2pZq, }.}2q ein normierter komplexer Vektorraum, ÜA31. Die Norm kommt
vom Skalarprodukt ppakqk, pbkqkq`2 “

ř8

k“´8 akbk.

Folgerung 2.1.4. Die Abbildung

L2pr´π, πs,Cq Ñ `2pZq, f ÞÑ pf̂pkqqkPZ

ist wohldefiniert, es gilt }pf̂pkqqk}2 ď }f}2 und damit limkÑ˘8 f̂pkq “ 0. Insbesondere
konvergiert die Fourierreihe von f damit in L2, d.h. es gibt ein g P L2 mit }g ´
řn
k“´n f̂pkqϕk}2 Ñ 0 für nÑ8.

Beweis. Die Ungleichung folgt direkt aus der letzten Identität im letzten Lemma
für n Ñ 8. Damit ist die Abbildung insbesondere wohldefiniert. Damit }pf̂pkqqk}2
konvergiert müssen die Fourierkoeffizienten insbesondere für k Ñ ˘ jeweils eine Nullfolge
sein.

Sei fn:=
řn
k“´n f̂pkqϕk. Dann ist für m ě n

}fn ´ fm}
2
2 “

ÿ

n`1ď|k|ďm
|f̂pkq|2.

Die rechte Seite geht gegen Null, da }pf̂pkqqk}2 ă 8. Also ist fn in L2 eine Cauchyfolge
und muss somit konvergieren.

Vorl. 14Der nächste Satz wird uns zeigen, dass fn in L2 sogar gegen f konvergiert und damit
in obiger Ungleichung Gleichheit gilt:
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Satz 2.1.5 (Satz von Parseval). Für alle f P L2pr´π, πs,Cq konvergiert ihre Fourier-
reihe in L2 gegen f . Außerdem gilt }f}2 “ }pf̂pkqqk}2.

Damit ist die Abbildung aus der letzten Folgerung insbesondere bijektiv und isometrisch.

Beweis. In der letzten Folgerung haben wir schon gesehen, dass fn:=
řn
k“´n f̂pkqϕk in

L2 konvergiert. Es ist also nur die Frage, ob gegen f . Wir überlegen uns das zunächst
für Treppenfunktionen f auf r´π, πs:

Es reicht zu zeigen, dass eine Teilfolge von fn f.ü. punktweise gegen fpxq konvergiert.
Es ist

fpx0q ´ fnpx0q “fpx0q ´
1
?

2π

n
ÿ

k“´n

f̂pkqeikx0

Def. v. f̂pkq
“

1
2π

ż π

´π

pfpx0q ´ fpxqq
n
ÿ

k“´n

eikpx0´xqdx

y“x´x0
“

f period.

1
2π

ż π

´π

pfpx0q ´ fpy ` x0qq
n
ÿ

k“´n

e´ikydy

“
1

2π

ż π

´π

fpx0q ´ fpy ` x0q

e´iy ´ 1 pe´ipn`1qy ´ einyqdy

(wegen
řn
k“´n e

´iky “ einyř2n
k“0 e

´iky “ einy e´ip2n`1qy
´1

e´iy´1 “ e´ipn`1qy
´einy

e´iy´1 ). Sei nun
gpyq “ fpx0q´fpy`x0q

e´iy´1 und x0 im Inneren einer Treppe von f . Dann ist g “ 0 nahe y “ 0
und damit ist g P L2pr´π, πs,Cq. Somit gilt fpx0q´ fnpx0q “ ĝp´n´ 1q´ ĝpnq. Wegen
limkÑ˘8 ĝpkq “ 0 nach Folgerung 2.1.4 folgt Im Inneren einer jeden Treppenstufe von f
konvergiert fn punktweise gegen f . Da eine Treppenfunktion auf einem abgeschlossenen
Intervall nur endlich viele Treppenstufen hat, konvergiert fn f.ü. gegen f .

Die Treppenfunktionen liegen dicht in L2pr´π, πs,Cq. Da wir eben gesehen haben, dass
für jede Treppenfunktion ihre Fourierreihe in L2 gegen eben diese Treppenfunktion kon-
vergiert, sind somit die Menge der trigonometrischen Polynome dicht in L2pr´π, πs,Cq∗
Sei Pn die Menge der trigonometrischen Polynome der Form

řn
k“´n ckϕk.

Dann gilt zusammen mit Satz 2.1.3 für alle f P L2pr´π, πsq

}f ´ fn}2 ď min
pnPPn

}f ´ pn}2 Ñ 0

für nÑ8 .

Insbesondere sagt der letzte Beweis:
∗Das ist wieder ein Diagonalfolgenargument, wie wir es schon öfter durchgeführt haben – allgemein

gilt: Sei C dicht in einem normierten Raum pX, }.}q und kann jedes Element in C bzgl. d durch
Elemente aus B approximiert werden. Dann ist B dicht in X:
Sei x P X. Dann gibt es pckqk P C mit ck Ñ x und für jedes k gibt es bk` P B mit bk` Ñ ck. Damit
gibt es für alle ε ą 0 ein k0 mit }ck ´ x} ă ε

2 für alle k ě k0. Außerdem gibt es für alle k ein `pkq, so
dass }bk`pkq ´ ck} ă ε

2 . Aus Dreiecksungleichung folgt }x´ bk`pkq} ă ε für alle k ě k0.
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Satz 2.1.6. Die Menge der trigonometrischen Polynome ist dicht in L2pr´π, πs,Cq.

Mit den Mitteln des letzten Beweises sehen wir auch:

Satz 2.1.7. Sei f : r´π, πs Ñ R in L2 und in einer Umgebung von x0 P p´π, πq stetig
und stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f in x0 gegen fpx0q.

Beweis. Wie im letzten Beweis gilt

fpx0q ´ fnpx0q “
1

2π

ż π

´π

fpx0q ´ fpy ` x0q

e´iy ´ 1 pe´ipn`1qy ´ einyqdy.

Wir betrachten wieder gpyq “ fpx0q´fpy`x0q
e´iy´1 . Da f in einer Umgebung von x0 stetig

differenzierbar ist, gilt für |y| klein genug, dass |gpyq| ď |f 1pξy`x0qy|
|e´iy´1| für ein ξy zwischen

0 und y. Wegen y
e´iy´1 Ñ i für y Ñ 0, ist damit g nahe der Null beschränkt und damit

in L2pr´π, πs,Cq. Der Rest des Argumentes geht wieder wie im letzten Beweis.

Bis jetzt wissen wir, dass Fourierreihen einer L2-Funktion immer in L2 gegen diese
konvergieren und damit f.ü. auch punktweise konvergieren müssen. Unter gewissen
Voraussetzungen gilt noch mehr:

Satz 2.1.8. Sei f P CpS1q stückweise stetig differenzierbar. Dann konvergiert die
Fourierreihe von f gleichmäßig gegen f .

Beweis. Wir müssen |fpxq ´ fnpxq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ř

|k|ąn ϕkpxq
ˇ

ˇ

ˇ
ď 1?

2π
ř

|k|ąn

ˇ

ˇ

ˇ
f̂pkq

ˇ

ˇ

ˇ
unabhängig

von n abschätzen, so dass diese Schranke dann für nÑ8 gegen Null geht.

Für f stetig und stückweise stetig differenzierbar, ist f 1 f.ü. definiert, damit dort stetig
und beschränkt und somit in L2 und es gilt f̂ 1pkq “ ikf̂pkq, ÜA29. Damit gilt

ÿ

|k|ąn

|f̂pkq| “
ÿ

|k|ąn

|f̂ 1pkq|
1
k

Cauchy-Schwarz
ď

¨

˝

ÿ

|k|ąn

|f̂ 1pkq|2

˛

‚

1
2
¨

˝

ÿ

|k|ąn

1
k2

˛

‚

1
2

Ñ 0

für nÑ8.

Insbesondere sagt der letzte Beweis, dass in dieser Situation
ř

kPZ |f̂pkq| ă 8 ist und
damit die Fourierreihe in jedem Punkt sogar absolut konvergiert (da |ϕkpxq| “ 1?

2π
ist).

Wir wollen noch zum Gibbs’schen Phänomen der Überschwinger kommen, vgl. Seite 3,
was wir an dem Beispiel der Stufenfunktion direkt nachrechnen wollen:

Beispiel 2.1.9. Die Funktion

θpxq “

$

&

%

1 x P p0, πq
0 x P t0, π,´πu
´1 x P p´π, 0q
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hatte als Fourierreihe 4
π

ř8

k“0
sinpp2k`1qxq

2k`1 . Also ist θnpxq “ 4
π

ř8

k“0
sinpp2k`1qxq

2k`1 . Wir
suchen das erste Maximum von θn mit x ą 0. Dazu berechnen wir für x P p0, πq

θ1npxq “
4
π

8
ÿ

k“0
cospp2k ` 1qxq “ 4

π
Re

8
ÿ

k“0
eip2k`1qx “

4
π

Re
˜

eix
8
ÿ

k“0
ei2kx

¸

“
4
π

Re
ˆ

eix e
i2pn`1qx ´ 1
ei2x ´ 1

˙

“
4
π

Ree
i2pn`1qx ´ 1
eix ´ e´ix

“
2
π

sinp2pn` 1qxq
sin x .

Also ist für x ą 0 das erste Extrema von θn bei xn “ π
2pn`1q und dort ist

θnpxnq “
4
π

n
ÿ

k“0

sin πp2k`1q
2pn`1q

2k ` 1 “
2
π

n
ÿ

k“0

sin πp2k`1q
2pn`1q

πp2k`1q
2pn`1q

π

n` 1

Das ist eine Zwischensumme
řn
k“0 hp

xk`xk`1
2 qpxk`1 ´ xkq vom Integral von hpxq “

sin x
x auf dem Intervall r0, πs bzgl. der äquidistanten Zerlegung xk “ πk

n`1 (Länge der
Teilintervalle: π

n`1 ). D.h. für nÑ8 geht θnpxnq Ñ 2
π

şπ

0
sin x
x dx :“ Θ „ 1.18.

So ein Gibbs’sches Phänomen gibt es immer bei den Sprungstellen von Fourierreihen
stückweise stetig differenzierbaren Funktionen. Wie sieht man das?
Sei f : RÑ R eine stückweise stetige differenzierbar, 2π-periodische Funktion. Sei x0
eine Sprungstelle mit Sprung vom Wert a auf b. O.B.d.A. sei fpx0q “

b´a
2 . Das ändert

die Fourierreihe nicht.
Wir setzen gpxq “

´

2
b´afpx` x0q ´

b`a
b´a

¯

´θpxq∗. Dann ist g noch immer 2π-periodisch
in einer Umgebung von 0 stetig und stückweise stetig differenzierbar mit gp0q “ 0. D.h.
die Fourierreihe von g konvergiert nach Satz 2.1.7 in dieser Umgebung der Null gegen
g.
Mit dem xn aus dem letzten Beispiel haben wir:

gnpxnq “
2

b´ a
fnpxn ` x0q ´

b` a

b´ a
´ θnpxnq

Da gn in einer Umgebung der Null gleichmäßig gegen g konvergiert, erhält man für alle
yn Ñ 0, dass limnÑ8 gnpynq “ gp0q “ 0 ist. Somit folgt

lim
nÑ8

fnpxn ` x0q “
b´ a

2 lim
nÑ8

θnpxnq `
b` a

2 “
b´ a

2 Θ` b` a

2
und damit

sup
xPrx0,x0`2xns

fnpxq ě
b´ a

2 Θ` b` a

2 .

∗Die Funktion in 2
b´a

fpx` x0q ´
b`a
b´a

ist so gebaut, dass sie gegen ´1 für xŒ 0 und gegen 1 für
xÕ 0 geht.
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2.1 Fourierreihen

(Das xn ` x0 wird nicht genau die Stelle sein, wo fn sein nächstes Maximum nahe der
Sprungstelle hat. )

Andererseits ist

sup
xPrx0,x0`2xns

fnpxq ď
2

b´ a

˜

sup
xPr0,2xns

gnpxq ` sup
xPr0,2xns

θnpxq

¸

´
b` a

b´ a
“
b´ a

2 Θ` b` a2 .

Also ist die Höhe des Überschwingers für x ą x0 im Limes nÑ8 gleich b´a
2 Θ` b`a

2 .

Vorl. 15Zusammenfassung:
Jede Funktion f P L2pr´π, πs,Cq besitzt eine Fourierreihe, die in L2 konvergiert. Die
Abbildung

f P L2pr´π, πs,Cq ÞÑ pf̂pkqqk P `2pZq

ist ein isometrischer Isomorphismus. In jedem Punkt x in dem f in einer Umgebung
stetig und stückweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe in x ge-
gen fpxq. Falls f insgesamt stetig und stückweise stetig differenzierbar ist, ist diese
Konvergenz der Fourierreihe sogar gleichmäßig und die Fourierreihe konvergiert in
diesem Fall sogar absolut. Sonst nicht unbedingt, siehe das Phänomen des Gibbs’schen
Überschwingers. An dem Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten eines f P L2pr´π, πsq
sieht man Regularität von f : Wir haben nur gesehen, dass aus f P C1pRq 2π-periodisch,
folgt

ř

kPZ |f̂pkq| ă 8, aber man dies kann ganz analog für f P C`pRq machen, vgl.
ÜA36.

Da jedes Element in L2pr´π, πs,Cq als
ř

kPZ ckϕkpxq für geeignete ck P C darstellbar
ist, sagt man pϕkqk ist ein vollständiges Orthonormalsystem bzw. eine (Hilbert-)Basis.

! Hier ist Basis (Hilbertbasis) nicht das gleiche wie die Basis aus der linearen Algebra
(Hamelbasis). Bei einer Hamelbasis muss jedes Element des Vektorraumes durch eine
endliche Linearkombination von Basiselementen darstellbar sein (vgl. Vektorraum der
Polynome). Dahingegen sind bei einer Hilbertbasis unendliche Linearkombinationen
zugelassen und die unendliche Reihe muss dann in der jeweiligen Norm (hier L2)
konvergieren. Hilbertbasen sind der relevante Basisbegriff für Hilberträume. Allge-
meiner gibt es für Banachräume den Begriff der Schauderbasis, wo auch unendliche
Linearkombinationen zugelassen (und nötig) sind. Dort macht die Zusatzforderung der
Hilbertbasis ’orthonormiert’ nur keinen Sinn mehr. (Normieren geht natürlich noch,
aber für orthogonal braucht man ein Skalarpodukt.)!
Kommen wir zurück zur formalen Rechnung aus Abschnitt 2.1.1: Wenn wir
annehmen, dass es eine Funktion u : RˆRÑ R, welche in der ersten Variable zweimal
stetig differenzierbar und L-periodisch ist und in der zweiten Variable einmal stetig
differenzierbar ist und

Btupx, tq ´ aBxupx, tq “0
upx, 0q “gpxq
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

für eine L-periodische Funktion g löst.
Dann folgt insbesondere, dass auch g zweimal differenzierbar ist und up., tq für alle t
in L2 ist. Damit konvergiert für jedes t die Fourierreihe

ř8

k“´8 ckptqe
i 2πk
L x in L2 und

gleichmäßig und punktweise absolut gegen up., tq.
Ist u in x zweimal stetig differenzierbar, ist B2

xupx, tq stetig und damit in L2 und hat
auch eine Fourierreihe. Durch partielle Integration, analog zu ÜA29, sieht man, dass
B2
xupx, tq “

ř8

k“´8 ckptq
4π2k2

L2 ei 2πk
L x in L2 ist.

Was fehlt noch: Um zu sehen, dass Btupx, tq “
ř8

k“´8 c
1
kptqe

i 2πk
L x brauchen wir noch,

dass ckptq mindestens differenzierbar in t sein muss. Dies folgt aus der Differenzierbarkeit
von Parameterintegralen, Satz 1.6.3 (Als Majorante kann man gpxq “ suptPpα,βq Btupx, tq
wählen, da upx, .q C1 für alle x ist und damit g stetig ist.) Nun können wir genauso zu
Ende rechnen wie in Abschnitt 2.1.1.
Warum heißen die endlichen Summen der sinpkxq, cospkxq bzw. eikx trigono-
metrische Polynome? Sei ppzq “

řn
k“0 dkz

k ein komplexes Polynom (p : C Ñ C).
Schränkt man p auf S1 Ă C ein und parametrisiert S1 durch x P r´π, πq ÞÑ eikx P S1,
erhält man ppxq “

řn
k“0 dke

ikx und somit zumindest die trigonometrischen Polynome
mit nichtnegativen k (positive Frequenzen). Betrachtet man Polynome in z und z̄ auf C
und schränkt diese auf S1 ein (und verwendet das auf S1 gemischte Terme zkz̄` gleich
zk´` oder z̄`´k sind, da zz̄ “ |z|2 “ 1 ist) erhält man jedes komplexe trigonometrisches
Polynom

řn
k“´n dke

ikx.
Periodische vs. Nullrandbedingungen (Dirichlet-Randbedingungen) Wir ha-
ben Fourierreihen für periodische Funktionen betrachten. Ansätze in trigonometri-
sche Polynome werden auch oft verwendet um Differentialgleichungen mit Dirichlet-
Randbedingungen (d.h. der Wert der gesuchten Größe ist Null am Rand) zu lösen,
z.B.
Euler, Daniel Bernoulli, d’Alembert und Lagrange diskutierten Ende des 18. und
Anfang des 19. Jahrhunderts, wie man die Gleichung einer schwingenden Saite (z.B.
einer Gitarre oder Geige) löst. Dieses Problem wird durch die Wellengleichung∗

B2

B2t
upt, xq ´ c2

B2

B2x
upt, xq “ 0

beschrieben, wobei upt, xq die Auslenkung der Saite an der Stelle x zur Zeit t beschreibt.
Um das Problem einer schwingenden Saite vollständig zu beschreiben, benötigt man
noch Rand- und Anfangsbedingungen.

Randbedingungen: upt, 0q “ upt, Lq “ 0 für alle t
beschreiben, dass die Saite (Länge L) an ihren Enden eingespannt ist.

Anfangsbedingungen: up0, xq “ gpxq,
B

Bx
up0, xq “ hpxq für alle x P r0, Ls

∗Das ist hier unter der (total falschen) Zusatzannahme von keiner Dämpfung. Wenn die Saite hier
einmal schwingt, dann hört sie nie wieder auf.
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2.1 Fourierreihen

Abbildung 2.1: Jeweils die ersten Terme der trigonometrischen Polynome für Nullrand-
bedingungen (links) und glatt 2π-periodische Terme (rechts)

für die Ausgangsauslenkung und Ausgangsgeschwindigkeit der Saite zur Zeit t “ 0.
Dieses Problem beschreibt dann eine frei schwingende Saite, also wo man nicht noch
äußerlich eingreift (z.B. mit einem Geigenbogen). Das kann aber analog beschrieben
werden, man muss nur in der rechten Seite der Wellengleichung die Null durch diese
externe Kraft ersetzen – lassen wir erst mal.

Auch hier möchte man einen Ansatz der Lösung upx, tq bei t fest in einfache Schwingun-
gen machen sin und cos (die einzelnen Töne) machen. Allerdings sollen es Töne seien, die
Null-Randbedingung erfüllen, und damit sind im Ansatz

ř

k ak cospkxq `
ř

k bk sinpkxq
nicht die gleichen k erlaubt, wie bei periodischen Randbedingungen, vgl. ÜA32 und
Abbildung 2.1. Ansonsten ist die Theorie sehr sehr ähnlich und man kann obiges
Problem ganz analog zur Wärmeleitungsgleichung aus Abschnitt 2.1.1 lösen, ÜA33.

Weil die Zerlegung hier mit der Interpretation von Tönen kommt wir, nennen wir k die
Frequenz (in Wirklichkeit in der Physik Kreisfrequenz genannt, die Frequenz in der
Physik wäre k

2π (=1/Periode)).

In höheren Dimensionen? Ist f : Rn Ñ R in jeder Koordinate periodisch, dann
kann man Fourierreihe bzgl. jeder Koordinate durchführen. Z.B. sei f : R2 Ñ R mit
f P L2pr´π, πs2,Cq in beiden Koordinaten 2π-periodisch, dann haben wir

fpx, yq “
ÿ

kPZ
ckpyqϕkpxq

mit ckpyq “
şπ

´π
fpx, yqϕkpxqdvolx. Die Funktionen ck sind noch immer 2π-periodisch.

Aus Hölder folgt |ckpyq|2 ď
şπ

´π
|fpx, yq|2dvolx und damit ist nach dem Integrabilitäts-

kriterium ck P L
2pr´y, ys,Cq mit }ck}L2pr´π,πsq ď }f}L2pr´π,πs2q. Damit hat jedes ck

auch eine Fourierreihe und wir haben

fpx, yq “
ÿ

kPZ

ÿ

`PZ
dk`ϕ`pyqϕkpxq.

59



2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Ist die Funktion f nett genug, z.B. stetig differenzierbar, konvergieren die Fourierreihen
alle punktweise absolut und dann muss man sich über Reihenfolge der Summation
keine Gedanken machen.
Was geht z.B. noch? – Ausblick
Die n-te Fourierapproximation kann man auch wie folgt schreiben

fnpxq “
1

2π

n
ÿ

k“´n

ż π

´π

fpyqe´ikydyeikx “

ż π

´π

fpxq
1

2π

n
ÿ

k“´n

eikpx´yqdy

Mit S. 54 haben wir

Dnpxq:=
n
ÿ

k“´n

eikx “
eipn`1qx ´ e´inx

eix ´ 1
Eulerform. + Add.thm.

“
sin

` 2n`1
2 x

˘

sin x
2

und damit
fnpxq “

1
2π

ż π

´π

fpxqDnpx´ yqdy

Dn heißt Dirichlet-Kern.
Wir hatten gesehen, fn konvergiert im Allgemeinen nicht gleichmäßig gegen f . Man
kann aber durch Resummation eine gleichmäßige Konvergenz von trigonometrischen
Polynomen für alle stetigen f erreichen:
Sei

Knpxq:=
1

n` 1

n
ÿ

k“0
Dkpxq.

der Fejer-Kern. Dann kann man nachrechnen:

(i) Knpxq “
1

n`1
sin2pn`1

2 xq
sin2 x

2
und Knp0q “ n` 1.

(ii)
şπ

´π
Knpxq “ 2π.

Setzt man nun

σnpfqpxq:=
1

n` 1

n
ÿ

k“0
fkpxq “

1
2π

ż π

´π

fpxqKnpx´ yqdy

dann hat man mit σnpfq trigonometrische Polynome die f approximieren – es gilt sogar
Satz 2.1.10 (Satz von Fejer). Ist f stetig und 2π-periodisch, dann konvergiert σnpfq
gleichmäßig gegen f .
Beweis. [5, Thm. 5.2]

Wir ersetzten oben die Folge fn durch σnpfq (ihre Cesaro-Summen) und erhalten
dadurch bessere Konvergenz. Das z.B. die punktweise Konvergenz der fn (sofern
gegeben) erhalten bleibt, hatten wir in [2, ÜA20]. Aber nun werden für f stetig, die
σnpfq gleichmäßig und damit insbesondere punktweise konvergieren, auch dort wo es
die fn eventuell nicht taten.
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Abbildung 2.2: Beispiele von Faltung: In der unteren Reihe sieht man, dass man durch
Faltung mit geeigneten Funktionen (hier Mittelwert Null) Knicke oder
Sprünge detektieren kann (Stichwort: Kantenerkennung in Bildern).

2.2 Faltung
Die Faltung zweier Funktion ist (sofern existent) definiert als

f ˚ gpxq:=
ż

Rn
fpx´ yqgpyqdvoly

Wir nennen f und g faltbar, falls f ˚ gpxq für fast alle x definiert ist.

Beispiel 2.2.1. (i) s. Abbildung 2.2

(ii) Das Bilden der n.ten Approximation der Fourierreihe kann man auch als Faltung
schreiben: Sei f P L2pr´π, πs,Cq. Dann ist nach letztem Abschnitt

fnpxq “
1

2π

ż π

´π

fpxqDnpx´ yqdy

Also ist fn die Faltung von f mit 1
2π

sinp 2n`1
2 yq

sin y
2

χr´π,πs.

Erste Eigenschaft:

Lemma 2.2.2. Hat f Träger in A und g Träger in B, dann hat f ˚ g Träger in
A`B:=ta` b | a P A, b P Bu.
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Beweis. f ˚ gpxq “
ş

Rn fpx ´ yqgpyqdy. Falls fpx ´ yq “ 0 für gegebenes x und alle
y P B gleich Null ist, also x R A`B gilt, ist f ˚ gpxq “ 0.

Wir beginnen mit Aussagen zu Lp:

Satz 2.2.3. Sei p P r1,8s und pf, gq P LppRnq ˆ L1pRnq. Dann sind f und g faltbar,
f ˚ g P LppRnq und es gilt die Youngsche Ungleichung

}f ˚ g}p ď }f}p}g}1.

Beweis. Sei 1 ă p ă 8. Wie bei Hölder reicht es die Ungleichung für C0
c pRnq zu

beweisen, der Rest folgt dann wie dort.

Seien c, d P C0
c pRnq. Dann gilt mit Hölder (für 1

p `
1
p1 “ 1)

ż

Rn
|cpx´ yqdpyq|dvoly “

ż

Rn
|cpx´ yq| |dpyq|

1
p |dpyq|

1
p1 dvoly

ď

ˆ
ż

Rn
|cpx´ yq|p |dpyq|dvoly

˙
1
p
ˆ
ż

Rn
|dpyq|dvolx

˙
1
p1

.

Integration über x und Fubini und die Translationsinvarianz des Integrals (Transforma-
tionssatz für ϕ : x ÞÑ x` a gibt |detDϕ| “ 1.) ergibt

}c ˚ d}pp “

ż

K

ˆ
ż

K

|cpx´ yqdpyq|dvoly
˙p

dvolx ď
ż

K

ˆ
ż

K

|cpx´ yqdpyq|dvoly
˙p

dvolx

ď}d}
p

p1

1

ż

K

ˆ
ż

K

|cpx´ yq|p |dpyq|dvoly
˙

dvolx

ď}d}
p

p1

1

ż

K

ˆ
ż

K

|cpx´ yq|pdvolx
˙

|dpyq|dvoly

ď}d}
p

p1
`1“p

1 }c}pp.

Vorl. 16 Für p “ 1 haben wir für c, d P C0
c pRnq

}c ˚ d}1 “

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
cpx´ yqdpyqdvoly

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dvolx ď“
ż

Rn

ż

Rn
|cpx´ yqdpyq| dvolydvolx

Fubini+Trans.inv
“ }c}1}d}1.

Für p “ 8 folgt direkt

f ˚ gpxq

ż

K

|fpx´ yqgpyq|dvoly ď
ż

K

|gpyq|dvoly }fpx´ .q}8 “ }g}1 }f}8

und damit
}f ˚ g}8 ď }g}1 }f}8.
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Lemma 2.2.4. Sei f, fi P Lp, p P r1,8s und g, gi P L1. Dann ist

(i) g ˚ f “ f ˚ g

(ii) Aus fi Ñ f in Lp und gi Ñ g in L1 folgt gi ˚ fi Ñ g ˚ f in Lp.

Beweis. (i) Folgt aus dem Transformationssatz mit ϕpy P Rnq “ x´ y P Rn.

(ii) Da die Faltung bilinear ist, folgt dies direkt mit

}gi ˚ fi ´ g ˚ f}p ď }pgi ´ gq ˚ fi}p ` }gpfi ´ fq}p

und der Youngschen Ungleichung.

Satz 2.2.5 (Approximation von Funktionen). Sei f P LppRnq, p P r1,8q. Sei ϕ P
L1pRnq. Für ε ą 0 ist ϕεpxq:=ε´nϕpxε q P L

1pRnq.
Dann konvergiert ϕε ˚ f in Lp gegen Ipϕqf .

Gilt Ipϕq “ 1, wird ϕε approximative Einheit genannt.

Beweis. Es ist ϕε P L1pRnq mit Ipϕεq “ Ipϕq dank Transformationssatz angewendet
auf x ÞÑ x

ε und damit ist ϕε ˚ f P LppRnq.

ϕε ˚ fpxq ´ Ipϕqfpxq “

ż

Rn
pfpx´ yq ´ fpxqqϕεpyqdvoly

z“ yε
“

ż

Rn
pfpx´ εzq ´ fpxqqϕpzqdvolz

tapxq“x´a
“

ż

Rn
pf ˝ tεzpxq ´ fpxqqϕpzqdvolz.

Somit ist

}ϕε ˚ f ´ Ipϕqf}p “

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
pf ˝ tεzpxq ´ fpxqqϕpzqdvolz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dvolx
˙

1
p

ď

ˆ
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|f ˝ tεzpxq ´ fpxq| |ϕpzq|

1
p |ϕpzq|

p´1
p dvolz

˙p

dvolx
˙

1
p

Hölder
ď

˜

ż

Rn

˜

}ϕ}
p´1
p

1

ˆ
ż

Rn
|f ˝ tεzpxq ´ fpxq|

p
|ϕpzq|dvolz

˙
1
p

¸p

dvolx

¸

1
p

“}ϕ}
p´1
p

1

ˆ
ż

Rn

ż

Rn
|f ˝ tεzpxq ´ fpxq|

p
|ϕpzq|dvolzdvolx

˙
1
p

Fubini
“ }ϕ}

p´1
p

1

ˆ
ż

Rn
}f ˝ tεz ´ f}

p
p|ϕpzq|dvolz

˙
1
p

63



2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Es ist }f ˝ tεz ´ f}p|ϕpzq| Ñ 0 f.ü. nach ÜA26.ii und nach Dreiecksungleichung und
Translationsinvarianz der Integration ist }f ˝ tεz ´ f}pp|ϕpzq| ď 2p}f}pp|ϕ| P L1. Damit
folgt aus dem Satz zur majorisierten Konvergenz

}ϕε ˚ f ´ Ipϕqf}p Ñ 0

für εÑ 0.

Beispiel 2.2.6. Der Gaußsche Kern kpxq:=p4πq´n2 e´
|x|2

4 erfüllt
ş

Rn kpxqdvolx “ 1
(s.u.) und damit kε eine approximative Einheit.
ş

Rn kpxqdvolx “ 1 haben wir für n “ 1 schon mehrfach nachgerechnet und für n ą 1
kann man dies mittels ÜA35.i, partieller Integration und den Fall n “ 1 nachrechnen:

ż

Rn
kpxqdvolx

ÜA35
“

ż 8

0

ż

Sn´1
p4πq´n2 e´ r

2
4 rn´1drdvolSn´1

“p4πq´n2 volSn´1
ż 8

0
e´

r2
4 rn´1dr “ 1

wobei man im letzten Schritt benutzt, dass volSn´1 r3,Bsp.2.4.24s
“ nvolB1p0q

ÜA20
“

nπn{2

Γpn{2`1q gilt.

Kommen wir nun zu Aussagen zur Differenzierbarkeit der Faltung:

Definition 2.2.7. Es sei für f P CkpRnq

}f}Ck “
ÿ

αPNn,|α|ďk
sup
x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B|α|

Bxα
fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

und
Ckb pRnq:=tf P CkpRnq | }f}Ck ă 8u∗.

Hier benutzen wir die Multiindex-Notation, vgl. [3, S. 22]: α “ pα1, . . . , αnq, xα “
xα1

1 . . . xαnn . Je nach Gebiet der Mathematik wird mit Ck schon direkt Ckb gemeint und
nicht nur k-mal stetig differenzierbar.†

Satz 2.2.8 (Glättung). Sei ϕ P Ckb pRnq und g P L1pRnq. Dann ist ϕ ˚ g P Ckb pRnq mit

B|α|

Bxα
pϕ ˚ gq “

ˆ

B|α|

Bxα
ϕ

˙

˚ g

für alle α P Nn mit |α| ď k.
∗}.}C0 “ }.}8
†Ckb ist keine Standardnotation.
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2.2 Faltung

Beweis. B
|α|

Bxα pϕ ˚ gq “
´

B
|α|

Bxαϕ
¯

˚ g folgt direkt aus der Differentiation von Parame-

terintegralen, Satz 1.6.3, da | B
|α|

Bxαϕpx ´ .qgp.q| ď C|gp.q| P L1 für alle x ist. Dass die
Ableitungen alle beschränkt sind und damit ϕ ˚ g P Ckb pRnq, folgt direkt mit Satz 2.2.3
für p “ 8.

Kommt eine approximative Einheit von einem ϕ P C8c pRnq, so wird ϕε auch glättender
Kern genannt.

Beispiel 2.2.9. Sei

ϕpxq:=
#

ae
´ 1
|x|2´1 |x| ď 1
0 sonst

mit a derart, dass Ipϕq “ a ist. Dann ist ϕ P C8c pRnq und damit ϕε ein glättender
Kern.

Lemma 2.2.10. C8c pRnq ist dicht in LppRnq für p P r1,8q.

Beweis. Da C0
c pRnq dicht in LppRnq es, reicht es jedes f P C0

c pRnq in Lp durch glatte
kompakt getragene Funktionen zu approximieren. Sei dazu ϕ P C8c pRnq mit Ipϕq “ 1.
Dann ist ϕε ein glättender Kern und nach letztem Satz ist ϕε ˚ f P C8pRnq. Da sowohl
f als auch ϕ kompakt getragenen sind, ist auch ϕε ˚ f kompakt getragen. Außerdem
gilt nach Satz 2.2.5 ϕε ˚ f Ñ f in Lp.

Wo tauchen Faltungen z.B. auf?
Mehr dazu in weiterführenden Vorlesungen...

Beispiel 2.2.11. (Wahrscheinlichkeitstheorie) Eine Funktion ρ : R Ñ R, ρ ě 0 mit
}ρ}1 “ 1 kann als Wahrscheinlichkeitsdichte aufgefasst werden. D.h. sie modelliert
eine Zufallsvariable∗, für die die Wahrscheinlichkeit Werte in ra, bs anzunehmen gleich
şb

a
ρpxqdx ist. Beispiele wären

(i) Gleichverteilung auf ra, bs (= keine Präferenz für das Eintreten eines Wertes aus
diesem Intervall): ρ “ 1

b´aχra,bs

(ii) Exponentialverteilung: ρpxq “ λe´λxχr0,8qpxq (wird z.B. verwendet, um Lebens-
dauer von Atomen bei radioaktiven Zerfall zu beschreiben oder die Zeit zum
nächsten Telefonanruf...)

(iii) (Gaußsche) Normalverteilung: ρpxq “ 1?
2πσ2 e

´
px´µq2

2σ2 (beschreibt z.B. öfter die
zufällige Streuung von Messwerten oder die Brownsche Bewegung von Molekülen)

Die Konstanten µ, σ haben eine Bedeutung, die allgemein für Zufallsvariablen de-
finiert sind: µ “

ş8

´8
xρpxqdx ist der Erwartungswert (= der Wert, den die Zu-

fallsvariable im Mittel annimmt = Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsdichte) und
∗Die Definition einer Zufallsvariable ist eigentlich etwas allgemeiner. Eine Zufallsvariable muss

nicht von einer Dichte kommen. Aber die relevanten tun es.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

σ2 “
ş8

´8
px´ µq2ρpxqdx (ein Maß für die Streuung der Wahrscheinlichkeitsdichte um

ihren Schwerpunkt).

Seien nun ρA und ρB Wahrscheinlichkeitsdichten, so dass die zugehörigen Zufallsva-
riablen A und B unabhängig sind, d.h. dass die beiden Zufallsereignisse sich nicht
gegenseitig beeinflussen. Dann ist Wahrscheinlichkeit, dass die Summe beider Zufallsva-
riablen in ra, bs liegt, gleich

ż

tpx,yqPR2 | aďx`yďbu

ρApxqρBpyqdvolR2
x̄“x`y
“

ż b

a

ż

R
ρApx̄´ yqρBpyqdydx̄

“

ż b

a

pρA ˚ ρBqpx̄qdx̄.

Also ist ρA ˚ ρB Wahrscheinlichkeitsdichte von A`B. (Insbesondere gilt wieder }ρA ˚
ρB}1 “ 1 – ÜA34.i)

Das kann man nun iterativ auch mit mehreren Wahrscheinlichkeitsdichten fortführen
und da die Addition auf den Werten assoziativ ist, erwarten wir

pρA ˚ ρBq ˚ ρC “ ρA ˚ pρB ˚ ρCq

und das stimmt allgemein für Faltungen, vgl. ÜA34.ii.

Die Gaußsche Normalverteilung kommt sehr häufig vor, z.B. bei der Beschreibung von
Streuung von Messwerten. Das ist zu einem gewissen Punkt gerechtfertigt: Bei einem
vernünftigen Experiment führt man die Messungen nicht nur einmal sondern oft genug
durch (was immer das heißt) und bestimmt dann den Mittelwert.
Selbst jede einzelne Messung irgendeine Wahrscheinlichkeitsdichte ρ, ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Summe der Ergebnisse von n solchen durchgeführten Mes-
sungen ρ˚n := ρ ˚ . . . ˚ ρ

loooomoooon

n´mal

(Da wir annehmen, dass sich die einzelnen Messungen ge-

genseitig nicht beeinflussen – die Zufallsvariablen zu den einzelnen Messungen al-
so unabhängig sind.) Eine Version des zentralen Grenzwertsatzes sagt nun, dass
şb

a

?
nσ2ρ˚n

´

px` nµq
?
nσ2

¯

dx Ñ
şb

a
1?
2π e

´ x
2

2 dx für n Ñ 8 konvergiert, was sagt,
dass die Summe von n-Zufallsvariablen mit Dichte ρ nach geeigneter Standardisierung
mit dem µ und σ2 ‰ 0 von ρ gegen die Gaußsche Normalverteilung mit Erwartungswert
0 und Varianz 1 konvergiert, vgl. auch ÜA37.

Beispiel 2.2.12. (PDE=Partielle Differentialgleichungen)Vorl. 17 Lösungen von einigen
geeigneten partiellen Differentialgleichungen können als Faltung mit sogenannten Inte-
gralkernen geschrieben werden, z.B:
Sei f P C8c pRnq. Wir suchen eine Funktion u : Rn Ñ R mit

∆u “ f.

∆ “
řn
i“1

B
2

Bx2
i
war der Laplace-Operator, vgl. [3, Def. 1.4.1].
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2.2 Faltung

Eine Lösung ist hier

u : Rn Ñ R, upxq “
ż

Rn
Gpx´ yqfpyqdvoly

für

Gpxq:=
#

|x|2´n

p2´nqvolSn´1 n ě 3
1

2π ln |x| n “ 2

das Newton-Potential. Die Lösung ist nicht eindeutig, da u` c für eine Konstante c
auch eine Lösung ist. Darum soll es hier aber nicht gehen. Wir wollen uns hier auch
nicht überlegen, wie man auf diese Lösung kommt, sondern erst mal nur sehen, dass es
überhaupt eine Lösung ist (jedenfalls vollständig für n “ 2 bzw. n “ 3):

u ist wohldefiniert: Es ist |Gpxq| ď C|x|2´n nahe x “ 0. Damit folgt mit ÜA35(ii), dass
G P L1pRnq und damit G ˚ f P L1 ist.

Man kann direkt nachrechnen, dass ∆Gpxq “ 0 für alle x P Rnzt0u gilt. Man mag
versucht sein, vielleicht die Ableitungen und damit den Laplaceoperator direkt unter
das Integral zu ziehen und zu hoffen, dass die Null dort nichts ausmacht. Aber dann
wäre ∆u “ 0 und das erhoffen wir uns gerade nicht. ∆G verhält sich auf ganz Rn wie
eine Distribution (= verallgemeinerte Funktion) – nämlich die Delta-Distribution δ
(und die hat genau die Eigenschaft, dass ’pδ ˚ fqpxq “ fpxq’ ist). Die Delta-Distribution
kann man sich als die Folge einer geeigneten approximativen Einheit vorstellen und so
die Aussage ∆u “ f durch Approximationen beweisen.

Da wir hier aber einfach nur Rn betrachten, kann man das auch einfach direkt nach-
rechnen:

Da Faltung kommutativ ist, gilt

upxq “

ż

Rn
Gpyqfpx´ yqdvoly.

Das hat den Vorteil, dass nur f von x abhängt und im Gegensatz zu G zweimal stetig
differenzierbar ist. Damit gilt nach Satz 1.6.3 der Differentiation von Parameterintegra-
len:

∆upxq “
ż

Rn
Gpyqp∆fqpx´ yqdvoly.

Da wir durch eine Verschiebung von u und f ein gegebenes x immer in den Nullpunkt
verschieben können, reicht es

∆up0q “
ż

Rn
Gpyqp∆fqp´yqdvoly “

ż

Rn
Gp´yqp∆fqpyqdvoly.

nachzurechnen.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Berechnen wir den Laplace nun in Polarkoordinaten (für n “ 2, s. [3, Bsp. 1.7.15]) bzw.
in Kugelkoordinaten (für n “ 3, s. [3, S. 91]), dann gilt

n “ 2 : ∆f [3, S.107/ÜA16]
“

1
r

B

Br2

ˆ

r
Bf

Br

˙

`
1
r2
B2f

Bϕ2

n “ 3 : ∆f “ 1
r2

B

Br2

ˆ

r2 Bf

Br

˙

`
1
r2

ˆ

1
cos2 θ

B2f

Bϕ2 `
1

cos θ
B

Bθ

ˆ

cos θ Bf
Bθ

˙˙

Allgemeiner gilt: ∆f “ 1
rn´1

B
Br

´

rn´1 Bf
Br

¯

` 1
r2 ∆Sn´1f , wobei ∆Sn´1 nur noch von der

Sphäre Sn´1 abhängt und kein r mehr enthält.

Zusammen mit ÜA35.i haben wir, da G nur von der radialen Richtung abhängt:

∆up0q “
ż 8

0
Gprqrn´1

ż

Sn´1

ˆ

1
rn´1

B

Br

ˆ

rn´1 Bf

Br

˙

`
1
r2 ∆Sn´1f

˙

przqdvolzdr

(Hier ist z P Sn´1.) Setzt man F prq “
ş

Sn´1 fprzqdvolz, dann ist F in der Null
durch volSn´1fp0q stetig fortsetzbar. Da f P C8c pRnq, ist F prq “ 0 für r groß genug.
Außerdem ist BF

Br p0q “ 0: Das kann man auf verschiedenen Arten sehen – wir benutzen
hier ein Symmetrieargumet. Wir benutzen die Definition von F nicht nur für r ě 0
sondern für r P R. Dann ist F P C8c pRq und es gilt F p´rq “ F prq. Damit ist F gerade
und alle ungeraden Ableitungen verschwinden in der Null.

Benutzt man wieder die Differentiation von Parameterintegralen hat man

∆up0q “
ż 8

0
Gprqrn´1

ˆ

1
rn´1

B

Br

ˆ

rn´1 BF

Br

˙

`
1
r2

ż

Sn´1
∆Sn´1fprzqdvolz

˙

dr

Für jede Funktion g : Sn´1 Ñ R gilt
ş

Sn´1∆Sn´1gpzqdvolz “ 0, was wir hier nur für
n “ 2 und n “ 3 nachrechnen (Wir haben ja auch ∆Sn´1 nur dafür bestimmt.):

n “ 2 :
ż 2π

0

B2

Bϕ2 gpϕqdϕ “
B

Bϕ
gpϕq|2π0

Period.
“ 0

n “ 3 :
ż π

2

´π2

ż 2π

0

ˆ

1
cos θ

B2f

Bϕ2 `
B

Bθ

ˆ

cos θ Bf
Bθ

˙˙

dθdϕ “ 0.

Damit ist

∆up0q “
ż 8

0
Gprq

B

Br

ˆ

rn´1 BF

Br

˙

dr

“

ˆ

Gprqrn´1 BF

Br

ˇ

ˇ

ˇ

8

0
´

ż 8

0

BG

Br
rn´1 BF

Br
dr

˙

“

ˆ

Gprqrn´1 BF

Br

ˇ

ˇ

ˇ

8

0
´
BG

Br
rn´1F

ˇ

ˇ

ˇ

8

0
`

ż 8

0

B

Br

ˆ

BG

Br
rn´1

˙

Fdr

˙

(2.1)
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2.3 Fouriertransformationen

Da F für r groß genug konstant Null ist, sind die oberen Grenzen bei 8 beide Null.
Die untere Grenze des ersten Summanden verschwindet auch(man benutzt BF

Br p0q “ 0q
und der zweite Term liefert fp0q.
Das letzte Integral ist gleich Null, da gilt:

n “ 2 :
ż 8

0

B

Br

ˆ

Bpln rq
Br

r

˙

Fdr “

ż 8

0

B

Br
p1qFdr “ 0

n ě 3 : 1
2´ n

ż 8

0

B

Br

ˆ

Br2´n

Br
rn´1

˙

Fdr “

ż 8

0

B

Br
p1qFdr “ 0.

Also haben wir insgesamt ∆up0q “ fp0q nachgerechnet.
Das ist hier nur eine Beispielrechnung, das geht auch allgemeiner. Z.B. muss f nicht
glatt (wir haben hier zweimal stetig differenzierbar benötigt) oder kompakt getragen
sein. Aber man braucht gewisse Abfallbedingungen an f im Unendlichen, damit die
Werte an den oberen Grenzen in (2.1) verschwinden. Wenn man zusätzlich noch fordert,
dass die Lösung u auch im Unendlichen verschwinden muss, ist die Lösung sogar
eindeutig, nämlich die oben gegebene.

2.3 Fouriertransformationen
Bei den Fourierreihen haben wir periodische Funktionen (Periode 2π) in eine (unendli-
che) Summe von einfachen periodischen Funktionen (Periode 2π

k mit k P N) zerlegt. Wir
wollen, dass nun verallgemeinern und eine Funktion in einfache periodische Funktionen
zerlegen, aber beliebige Perioden/Frequenzen zulassen.
Der Anteil einer Funktion f : RÑ C der 2π

k -periodisch ist, ist ähnlich wie bei Fourier-
reihen:

1
?

2π

ż

R
e´ikxfpxqdx.

Allerdings wird bei Fourierreihen auf eine Periode normiert (es wird nur über eine Peri-
ode integriert, sonst würde das Integral auch gar nicht endlich.), wegen hier über ganz R
integriert wird. Ist f nun auf Rn, kann man nun für jede Koordinatenrichtung xi nach
dem Anteil fragen, der 2π

ξi
-periodisch und erhält (wenn man alle Koordinatenrichtungen

gleichzeitig betrachtet) für ξ “ pξ1, . . . , ξnqT

1
p2πqn2

ż

Rn
e´ixx,ξyfpxqdx.

Sei f P L1pRn,Cq. Dann erfüllt hξ : x P Rn ÞÑ e´ixx,ξyfpxq für alle ξ P Rn, dass
|hξpxq| ď |fpxq| gilt. Damit ist hξ P L1pRn,Cq nach Folgerung 1.4.6.

Definition 2.3.1. Sei f P L1pRn,Cq. Die Abbildung f̂ : Rn Ñ C definiert durch

f̂pξq:= 1
p2πqn2

ż

Rn
e´ixx,ξyfpxqdvolx
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

heißt Fouriertransformierte von f . Die Abbildung F , die f ihre Fouriertransformierte
f̂ zuordnet, heißt Fouriertransformation.

Wegen Stetigkeit von Parameterintegralen ist f̂ P C0pRn,Cq, vgl auch Beispiel 1.6.5.
Es gilt

}f̂}C0 “
1

p2πqn2
sup
ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
e´ixx,ξyfpxqdvolx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

p2πqn2
}f}1

Also ist f̂ P C0
b pRn,Cq

Beispiel 2.3.2.

(i) Sei fpxq “ e´xχr0,8qpxq. Dann ist

f̂pξq “
1
?

2π

ż 8

0
e´x´ixξdx “

1
?

2π
1

1` iξ

(ii) Sei fpxq “ χr´1,1spxq. Dann ist für ξ ‰ 0

?
2πf̂pξq “

ż 1

´1
e´ixξdx “

1
´iξ e

´ixξ|1´1 “
i
ξ
pe´iξ ´ eiξq “ 2sin ξ

ξ
.

Für ξ “ 0 ist f̂p0q “
b

2
π .

(iii) Sei fpxq “ e´
|x|2

2 . Dann ist in einer Dimension

?
2πf̂pξq “

ż

R
e´x

2
{2´ixξdx

p˚q
“

8
ÿ

k“0

ż

R
e´x

2
{2 p´ixξqk

k! dx

“

8
ÿ

k“0
p´1qk ξ2k

p2kq!

ż

R
e´x

2
{2x2kdx

Das p˚q richtig ist, wissen wir mit ÜA19, sobald wir wissen, dass die rechte Seite
endlich ist. Es gilt nach partieller Integration:

mk:=
ż

R
e´x

2
{2x2kdx “

ż

R
pxe´x

2
{2qx2k´1dx “ p2k ´ 1qmk´1

Mit m0 “
?

2π folgt mk “
?

2π
śk´1
j“0 p2k ` 1q. Zusammen mit

8
ÿ

k“0
p´1qk ξ2k

p2kq!

ż

R
e´x

2
{2x2kdx “

?
2π

8
ÿ

k“0
p´1qk

ξ2kśk´1
j“0 p2k ` 1q
p2kq!

“
?

2π
8
ÿ

k“0
p´1qk ξ

2k

2kk! “
?

2πe´
ξ2
2
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2.3 Fouriertransformationen

In mehreren Dimensionen kann das Integral mit Fubini in eindimensionale Integrale
obiger Form zerlegt werden und wir erhalten in Dimension n:

f̂pξq “
n
ź

k“

e´
ξ2
k
2 “ e´

|ξ|2
2 .

Lemma 2.3.3. Seien fi, f P L1pRn,Cq mit fi Ñ f in L1. Dann folgt f̂i Ñ f̂ in C0.∗

Beweis. p2πqn2 |f̂pξq ´ f̂ipξq| “
ˇ

ˇ

ş

Rn pfpxq ´ fipxqq e
´ixx,ξydvolx

ˇ

ˇ ď }f ´ fi}1

Satz 2.3.4. Seien Vorl. 18f, g P L1pRn,Cq mit Fouriertransformierte F bzw. G. Dann gilt:

Funktion Fouriertransformierte

linear afpxq ` bgpxq aF pξq ` bGpξq
(a, b P C)

Skalierung fpcxq 1
|c|nF p

ξ
c q

(c P Rzt0u)

Verschiebung fpx´ dq e´ixd,ξyF pξq
(d P Rn)

Differentiation B
α

Bxα fpxq i|α|ξαF pξq
(für f P Ck, B

α

Bxα f P L
1)

Multiplikation xαfpxq i|α| B
α

BξαF pξq

(für xαfpxq P L1)

Faltung pf ˚ gqpxq p2πqn2 F pξqGpξq

Beweis. Linearität folgt aus Linearität der Integration. Skalierung und Verschiebung
folgt direkt mit dem Transformationssatz.
Für die Regel zur Differentiation: Da f P C8c pRn,Cq dicht in L1 ist nach Lemma 2.2.10,
reicht es wegen letztem Lemma die Regel für f P C8c pRn,Cq nachzurechnen. Sei
zunächst |α| “ 1 mit Fubini und partieller Integration in der Variablen bzgl. der
differenziert wird (o.B.d.A. sei das die erste Koordinate):

∗Das bedeutet: Die Fouriertransformation F : L1pRn,Cq Ñ C0
b pR

n,Cq ist stetig. (Da in metrischen
Räumen nach [3, Lem. 1.1.4] Stetigkeit gleich Folgenstetigkeit ist.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

{B1fpxqpξq “

ż

Rn´1

ż

R

Bf

Bx1
e´ixx,ξydx1dvolpx2,...,xnq

part.Int.
“ iξ1

ż

Rn´1

ż

R
fpxqe´ixx,ξydx1dvolpx2,...,xnq “ iξ1F pξq

Höhere Ableitungen gehen analog bzw. per Induktion.

Für die Produkte berechnen wir ˆx1fpxq – das allgemeiner xα geht analog:

{x1fpxqpξq “ i
ż

Rn´1

ż

R
fpxq

B

Bξ1
e´ixx,ξydx1dvolpx2,...,xnq

“ i B
Bξ1

ż

Rn´1

ż

R
fpxqe´ixx,ξydx1dvolpx2,...,xnq “ i

B

Bξ1
F pξq

Zur Faltung: Sind f, g P L1, dann ist auch f ˚ g P L1 und wir haben

ż

Rn
e´ixx,ξy

ż

Rn
fpx´ yqgpyqdvolydvolx

x̄“x´y
“

ż

Rn

ż

Rn
e´ixy`x̄,ξyfpx̄qgpyqdvolydvolx̄

Fubini
“ p2πqnGpξqF pξq.

Um Fouriertransformationen in Rechnungen anzuwenden, brauchen wir auch eine
inverse Fouriertransformation, um zu den eigentlichen Funktionen zurück zukommen.
Dazu benötigen wir noch

Satz 2.3.5 (Fourier Integralsatz). Seien f, g PL1pRn,Cq. Dann sind f̂g, f ĝ PL1pRn,Cq
und es gilt

ż

Rn
f̂gdvol “

ż

Rn
fĝdvol.

Beweis. Da f̂ stetig und beschränkt ist und g in L1 ist, ist f̂g P L1 nach Folgerung 1.4.6.
Analog fĝ P L1pRn,Cq. Außerdem ist e´ixx,yyfpxqgpyq P L1pR2nq nach ÜA? und damit
auch e´ixx,yyfpxqgpyq P L1pR2nq.
Damit folgt mit Fubini

ż

Rn
f̂gdvol “

ż

Rn

ż

Rn
e´ixx,yyfpxqgpyqdvolxdvoly

“

ż

Rn

ż

Rn
e´ixx,yyfpxqgpyqdvolydvolx “

ż

Rn
fĝdvol.
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Für f P L1pR,Cq sei

f̌pξq:= 1
p2πqn2

ż

Rn
fpxqeixx,ξydvolx.

Dann heißt f̌ die inverse Fouriertransformation (s. folgenden Satz) und es gilt f̌pξq “
f̂p´ξq.

Satz 2.3.6. Seien f und ihre Fouriertransformierte in L1pRn,Cq. Dann ist ˇ̂
f “ f in

L1.

f̂ ist nicht zwingend in L1, siehe Beispiel 2.3.2.i+ii.

Bevor wir diesen Satz beweisen brauchen wir:

Lemma 2.3.7. Sei f P L1pRn,Cq. Dann konvergiert

1
p2πqn2

ż

Rn
eixy,xyf̂pxqe´ε

2
|x|2dvolx

in L1 gegen f .

Beweis. Sei kε die approximative Einheit zu kpxq “ p4πq´n2 e´
|x|2

4 Dann gilt kεpxq “
p4πq´n2 ε´ne´

|x|2

4ε2 . Aus den Rechenregeln für Fouriertransformationen (Skalierung mit
c “ 1?

2ε in der Gaußfunktion, Beispiel 2.3.2.iii) folgt dann kεpxq “ Fpp2πq´
n
2 e´ε

2
|x|2q

und damit kεpy ´ xq “ kεpx´ yq “ Fpp2πq´
n
2 eixy,xye´ε

2
|x|2q. Mit dem Fourier Integral-

satz haben wir somit

pkε ˚ fqpyq “

ż

Rn
kεpy ´ xqfpxqdvolx

“

ż

Rn
p2πq´n2 eixy,xye´ε

2
|x|2 f̂pxqdvolx.

Aus Satz 2.2.5 folgt nun die Behauptung.

Beweis von Satz 2.3.6. Ist f̂ P L1pR,Cq, dann folgt die Behauptung aus dem letzten
Lemma und dem Satz zur majorisierten Konvergenz, dass

fpyq “ lim
εÑ0

1
p2πqn2

ż

Rn
eixy,xyf̂pxqe´ε

2
|x|2dvolx “

1
p2πqn2

ż

Rn
eixy,xyf̂pxqdvolx “ ˇ̂

fpyq.

Dieser ’Trick’ des Einfügen einer approximativen Einheit ist oft sehr nützlich. Wenn
man es direkt probiert und

ˇ̂
fpyq “

ż

Rn
eixy,ξy

ˆ
ż

Rn
e´ixx,ξyfpxqdvolx

˙

dvolξ “
ż

Rn

ż

Rn
eixy´x,ξyfpxqdvolxdvolξ
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

hat man das Problem, dass der Integrand nicht in L1pR2n,Cq ist und man nicht einfach
Fubini machen kann – das Integral

ş

Rn e
ixy´x,ξydvolξ existiert auch gar nicht.

Ist f̂ nicht in L1, kann es trotzdem sein, dass das Integral für ˇ̂
f wieder f ergibt – dann

aber nicht als Lebesgue-Integral. Z.B. für f “ χr´1,1s war f̂ “ 1?
2π

sin x
x . Hier kann man

als uneigentliches Riemann-Integral
ż 8

´8

sin x
x

eixξdξ “

ż 8

´8

sin x
x

eixξdξ

berechnen und erhält f.ü. f zurück, ÜA39.

2.3.1 Schwartz-Raum
WirVorl. 19 werden eine Teilmenge von C8pRn,CqXL1pRn,Cq definieren, die oft sehr hilfreich
ist und auf der sich z.B. auch die Fouriertransformation besonders nett verhält und in
verschiedenen Kontexten öfter verwendet werden. Wir werden sie vor allem nutzen, um
den Satz von Riemann-Lebesgue zu zeigen, der sagt, dass die Fouriertransformierte
einer L1-Funktion im Unendlichen gegen Null geht.

Definition 2.3.8. Eine Funktion f P C8pRn,Cq heißt schnell abfallend, falls es für
alle k,m P N Konstanten ck,m, so dass für alle α P Nn mit |α| ď m und alle x P Rn gilt

p1` |x|2qk
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bα

Bxα
fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ck,m.

Die Menge aller schnell abfallenden Funktionen auf Rn heißt Schwartz-Raum und
bezeichnen wir mit SpRn,Cq.

D.h. eine Funktion ist schnell abfallend, wenn alle Ableitungen im Unendlichen schneller
abfallen als x´k für alle k P N. Insbesondere ist C8c pRn,Cq Ă SpRn,Cq. Dies ist eine
echte Inklusion, da fpxq “ e´|x|

2 in SpRn,Cq ist, aber nicht in C8c pRn,Cq.

Es gibt verschiedene äquivalente Definitionen von SpRn,Cq, vgl. z.B. QQ31 und den
Beweis von Lemma 2.3.12.

Als nächstes setzen wir für alle k,m P N

qk,mpfq:= max
αPNn,|α|ďm

sup
xPRn

p1` |x|2q k2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bα

Bxα
fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Damit ist

SpRn,Cq “ tf P C8pRn,Cq | qk,mpfq ă 8 @k,m P Nu.

Da q0,mpfq “ maxαPNn,|α|ďm supxPRn
ˇ

ˇ

B
α

Bxα fpxq
ˇ

ˇ und damit äquivalent zur Ck-Norm aus
Definition 2.2.7 ist, folgt S Ă Cmb pRnq für alle m P N.
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Man kann direkt sehen, dass SpRn,Cq ein Vektorraum ist und alle qk,m jeweils eine
Norm auf SpRn,Cq ist. Wir wollen aber eine Metrik auf SpRn,Cq, die ’alle diese Normen
vereint’.

Ein Standardvorgehen aus einer Folge dk von Metriken auf einem gemeinsamen Raum
eine neue Metrik d zu bauen, so dass Konvergenz in d die Konvergenz bzgl. aller dk
impliziert und im geeigneten Sinne auch umgekehrt:

Lemma 2.3.9. Sei X eine Menge und pdkqk eine Folge von Metriken auf X. Dann ist

dpx, yq:=
8
ÿ

k“0
2´k dkpx, yq

1` dkpx, yq

eine Metrik auf X.

Eine Folge x` P X konvergiert bzgl. d genau dann, wenn px`q` bzgl. aller dk, k P N,
gegen das gleiche x P X konvergiert.

Kommen die dk alle von einer Norm, dann kommt dieses d nicht mehr von einer Norm,
da wir die positive Homogenität verlieren.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass d eine Metrik ist: Es ist dpx, yq ď
ř8

k“0 2´k “ 2,
und damit ist d : X ˆX Ñ r0,8q wohldefiniert. Es ist dpx, yq ě 0 für alle x, y P X und
aus dpx, yq “ 0 folgt dkpx, yq “ 0 für alle k und damit insbesondere x “ y. Symmetrie
folgt aus der Symmetrie der einzelnen dk. Es bleibt die Dreiecksungleichung:

dpx, yq ` dpy, zq “
8
ÿ

k“0
2´k

ˆ

dkpx, yq

1` dkpx, yq
`

dkpy, zq

1` dkpy, zq

˙

Das kann man ’brute force’ unter Verwendung der Dreiecksungleichung für dk nachrech-
nen oder man benutzt, dass h : s ÞÑ s

1`s monoton steigend ist: Setzt man r “ dkpx, yq
und s “ dkpy, zq. Dann ist t “ dkpx, zq ď r ` s und wir haben

hptq ď hpr ` sq “
r

1` r ` s `
s

1` r ` s ď hprq ` hpsq.

Sei nun x` Ñ x bzgl. d. Da alle Summanden in der Definition von d positiv sind, folgt
x` Ñ x bzgl. dk für alle k P N.

Sei anders herum px`q` bzgl. aller dk gegen x P X konvergent. Sei ε ą 0. Dann gibt es
ein N P N mit

8
ÿ

k“N`1
2´k dkpx`, xq

1` dkpx`, xq
ď

8
ÿ

k“N

2´k ă ε

2 .

Andererseits folgt aus x` Ñ x bzgl. aller dk, dass es einM P N gibt, so dass dkpx`, xq ă ε
4

für alle k ď N∗ und alle ` ąM gilt. Damit ist (wir verwenden wieder, dass s ÞÑ s
1`s

∗Hier haben wir die Grenzwertdefinition für alle k ď N einzeln verwendet und erhalten erst einmal
ein jk für jedes k. Das j hier ist das Maximum aller dieser jk für k ď N . Daran sieht man auch den
Nutzen des N – damit wir das Maximum nur über endlich viele k nehmen.
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

monoton steigend ist)

dpx`, xq “
8
ÿ

k“0
2´k dkpx`, xq

1` dkpx`, xq
ď

N
ÿ

k“0
2´k dkpx`, xq

1` dkpx`, xq
`
ε

2 ď 2
ε
4

1` ε
4
`
ε

2 ă ε.

Verwenden wir die obige Konstruktion für unsere qk,m erhalten wir auf dem Schwartz-
raum SpRnq die Metrik∗

dSpf, gq:=
ÿ

k,m

2´pk`mq qk,mpf ´ gq

1` qk,mpf ´ gq
.

Lemma 2.3.10.

(i) C8c pRn,Cq ist dicht in pSpRn,Cq, dSq.

(ii) SpRn,Cq ist dicht in LppRn,Cq† für p P r1,8q.

(iii) SpRn,Cq ist dicht in pC0pRn,Cq, }.}8q, wobei

C0pRn,Cq:=tf P C0pRn,Cq | lim
|x|Ñ8

fpxq “ 0u‡

Beweis. (i) Sei f P SpRn,Cq. Sei η : Rn Ñ r0, 1s glatt mit ηpxq “ 1 für |x| ď 1 und
ηpxq “ 0 für |x| ą 2. Wir setzen fjpxq “ fpxqηpxj q. Dann ist fj P C8c pRn,Cq. Wir
wollen zeigen, dass dSpfj , fq Ñ 0 gilt: Es ist fjpxq ´ fpxq “ fpxqpηpxj q ´ 1q und ist
damit gleich Null für |x| ă j. Für |x| ď j gilt nach der Leibnizregel für alle α P Nn mit
|α| “ m:

|Bαpfj ´ fqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

βďα

ˆ

α

β

˙

BβfpxqBα´βp1´ ηqpx
j
qj´|α´β|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď cmax
βďα

|Bβfpxq|

ďcqk`1,mpfqp1` |x|2q´
k`1

2

und damit

qk,mpf ´ fjq “ max
|α|ďm

sup
|x|ěj

p1` |x|2q k2 |Bαpfj ´ fqpxq| ď
c

j
qk`1,mpfq.

(ii) Wir müssen zeigen, dass SpRn,Cq überhaupt eine Teilmenge von LppRn,Cq ist.
Dann folgt die Behauptung direkt mit C8c pRn,Cq Ă SpRn,Cq und Lemma 2.2.10.
∗Da die Reihe wegen der positiven Summanden sogar absolut konvergiert, ist die Reihenfolge der

Summation egal.
†Wenn wir nur Lp sagen, meinen wir immer den Banachraum pLp, }.}pq.
‡lim|x|Ñ8 fpxq “ 0 bedeutet: Für alle Folgen x` P Rn mit |x`| Ñ 8 folgt fpxq Ñ 0
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Es ist

}f}pp “

ż

Rn
|fpxq|pp1` |x|2q

pn`1qp
2 p1` |x|2q´

pn`1qp
2 dvol

ďq pn`1qp
2 ,0pfq

p

ż

Rn
p1` |x|2q´

pn`1qp
2 dvol

ÜA35(i)
ď volSn´1qn`1,0pfq

p

ż 8

0
rn´1p1` r2q´

pn`1qp
2 dr ď cpn, pqqn`1,0pfq

p

für eine Konstante cpn, pq ą 0.

(iii) Wegen |fpxq| ď q1,0pfqp1 ` x2q´
1
2 ist der Schwartz-Raum eine Teilmenge von

C0pRn,Cq. Wir überlegen uns als nächstes, dass C8c pRn,Cq in pC0pRn,Cq, }.}8q dicht
ist, dann folgt der Rest, da C8c pRn,Cq Ă SpRn,Cq Ă C0pRn,Cq ist: Sei nun f P
C0pRn,Cq. Sei η : R Ñ r0, 1s glatt mit ηpxq “ 1 für |x| ď 1 und ηpxq “ 0 für |x| ą 2.
Dann sind fRpxq:=ηp |x|R qfpxq stetig und kompakt getragen mit fR Ñ f bzgl. }.}8. Das
zeigt, dass die stetigen kompakt getragenen Funktionen dicht in pC0pRn,Cq, }.}8q. Es
bleibt zu zeigen, dass die jede stetige kompakt getragene Funktion durch Elemente
in C8c pRn,Cq approximiert werden kann. Sei nun f stetig und kompakt getragenen.
Sei ϕε ein glättender Kern. Dann ist fε:=ϕε ˚ f P C8c pRn,Cq. Nach ÜA42 konvergiert
fε Ñ f bzgl. }.}8.

Über den Raum C0pRn,Cq halten wir noch kurz fest:

Lemma 2.3.11. C0pRn,Cq ist in pC0
b pRn,Cq, }.}8q abgeschlossen und damit ist ins-

besondere pC0pRn,Cq, }.}8q selbst wieder Banachraum.

Beweis. (Für die analogen Folgenräume haben wir uns das in ÜA8 überlegt.) Konver-
giere fk P C0pRn,Cq bzgl. }.}8 gegen f P C0

b pRn,Cq. Um zu zeigen, dass f P C0pRn,Cq
ist. Sei x` eine Folge in Rn mit |x`| Ñ 8 und ε ą 0. Dann gibt es ein k0 P N, so dass
sup |f ´ fk| ă ε

2 gilt. Für dieses k0 gibt es ein `0 P N mit |fk0px`q| ă
ε
2 für alle ` ą `0.

Damit folgt für alle ` ą `0

|fpx`q| ď |fpx`q ´ fk0px`q| ` |fk0px`q| ă
ε

2 `
ε

2 “ ε.

Also ist C0pRn,Cq ist in pC0
b pRn,Cq, }.}8q abgeschlossen. Jeder abgeschlossene Unter-

vektorraum eines Banachraumes ist selbst wieder ein Banachraum: Da ein Untervek-
torraum eines normierten Vektorraums ist es wieder ein normierter Raum (bzgl. der
gleichen Norm). Jede Cauchyfolge in diesem Untervektorraum ist insbesondere eine
Cauchyfolge und damit konvergiert im Banachraum. Da der Untervektorraum aber
abgeschlossen ist, muss dieser Grenzwert selbst aus dem Untervektorraum kommen.

Lemma 2.3.12.

(i) Vorl. 20Ist f P SpRn,Cq und α, β P Nn, dann ist B
β

Bxβ
pxαfq P SpRn,Cq.
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(ii) Ist f P SpRn,Cq, dann ist f̂ P SpRn,Cq.

Beweis. Mit der Leibnizregel erhalten wir Konstanten c, C ą 0 mit

c max
|α|ďk,|β|ďm

sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bβ

Bxβ
pxαfpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď qk,mpfq ď c max
|α|ďk,|β|ďm

sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xα
Bβ

Bxβ
fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Daraus folgt direkt (i).

(ii) Es ist ξβ B
α

Bξα f̂ “ i´|α`β| {Bβ

Bxβ
pxαfq nach Satz 2.3.4. Da f P SpRn,Cq ist, folgt mit (i),

dass die Fouriertransformation von B
β

Bxβ
pxαfq wirklich existiert und damit insbesondere

beschränkt ist. Also ist f̂ P SpRn,Cq.

Damit ist S insbesondere ein geeigneter Untervektorraum von L1 auf dem sowohl die
Fouriertransformation als auch ihre inverse definiert und die Fouriertransformation
nicht aus diesem Raum herausführt.

Satz 2.3.13 (Satz von Riemann-Lebesgue). Sei f P L1pRn,Cq. Dann ist f̂ P C0pRn,Cq.

Beweis. Sei nun f P L1pRn,Cq. Nach Lemma 2.3.10.ii gibt es eine Folge fk P SpRn,Cq
mit fk Ñ f in L1. Nach Lemma 2.3.3 ist die Fouriertransformation eine stetige Ab-
bildung von L1pRn,Cq nach C0

b pRn,Cq. Somit konvergiert f̂k Ñ f̂ bzgl. }.}8. Nach
Lemma 2.3.10 ist f̂k P SpRn,Cq Ă C0pRn,Cq. Nun ist C0pRn,Cq bzgl. }.}8 abgeschlos-
sen nach Lemma 2.3.11. Also ist f̂ P C0pRn,Cq.

2.3.2 Erweiterung auf L2

Man kann die Definition der Fouriertransformation auf andere Räume von Funktionen
erweitern. Hier schauen wir uns als ein Beispiel die Definition auf L2 an. Da wird
dann sin x

x reinpassen, für welche wir zumindest gesehen haben, dass deren inverse
Fouriertransformierte zumindest als uneigentliches Riemann-Integral existiert (ÜA39).
Um die Fouriertransformation auf L2 zu erhalten, schauen wir uns diese erst einmal
auf L1 X L2 an. Dort greift noch unsere ursprüngliche Definition.

Lemma 2.3.14. Sei f P L1pRn,Cq X L2pRn,Cq. Dann ist f̂ P C0pRn,Cq X L2pRn,Cq
mit }f}2 “ }f̂}2.

Beweis. f̂ P C0pRnq folgt aus dem Satz 2.3.13 von Riemann-Lebesgue.
Es ist

}f̂}22 “

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpxqe´ixx,ξydvolx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
dvolξ

“
1

p2πqn

ż

Rn

ż

Rn

ż

Rn
fpxqfpyqe´ixx´y,ξydvolxdvolydvolξ.

Da der Integrand nicht in L1 von R3n liegt, benutzen wir den reskalierten Gaußkern
kpxq “ e´

|x|2
2 und den Satz zur monotonen Konvergenz, um doch Fubini anwenden zu

können:
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}f̂}22 “ lim
εŒ0

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpxqe´ixx,ξydvolx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
kpεξqdvolξ

“
1

p2πqn lim
εŒ0

ż

Rn

ż

Rn

ż

Rn
fpxqfpyqe´ixx´y,ξykpεξqdvolxdvolydvolξ

Fubini
“

1
p2πqn lim

εŒ0

ż

Rn

ż

Rn

ż

Rn
kpεξqe´ixx´y,ξydvolξfpxqfpyqdvolxdvoly

“
1

p2πqn lim
εŒ0

ż

Rn

ż

Rn

ż

Rn
kpεξqe´ix x´yε ,εξyε´ndvolεξfpxqfpyqdvolxdvoly

Bsp.2.3.2(iii)
“

1
p2πqn2

lim
εŒ0

ż

Rn

ż

Rn
kεpx´ yqfpxqfpyqdvolxdvoly

“
1

p2πqn2
lim
εŒ0

ż

Rn
fpxq

`

f ˚ kε
˘

pxqdvolx

Es ist }k}L1 “ p2πqn2 , vgl. Beispiel 2.2.6. Nach Satz 2.2.5 konvergiert f ˚ kε dann in L2

gegen p2πqn2 f und damit 1
p2πq

n
2

limεŒ0
ş

Rn fpxq
`

f ˚ kε
˘

pxqdvolx gegen }f}22, da

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
p2πqn2

ż

Rn
fpxq

`

f ˚ kε
˘

pxqdvolx ´ }f}22
ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpxq

ˆ

1
p2πqn2

`

f ˚ kε
˘

pxq ´ fpxq

˙

dvolx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Hölder
ď }f}2

›

›

›

›

1
p2πqn2

`

f ˚ kε
˘

pxq ´ fpxq

›

›

›

›

2

ist.

Die Menge L1pRn,Cq X L2pRn,Cq ist dicht in L2pRn,Cq, da für f P L2pRn,Cq nach
Lemma 1.8.6 die Funktion χBRp0qf P L

1pRn,Cq für alle R ist und χBRp0qf Ñ f für
RÑ8 in L2 ist.

Mit dem letzten Lemma kann man die Fouriertransformation auf alle Elemente in
L2pRn,Cq erweitern:

Satz 2.3.15. Es Vorl. 21gibt eindeutige stetige Abbildungen F ,F˚ : L2pRn,Cq Ñ L2pRn,Cq,
welche auf L1pRn,Cq X L2pRn,Cq mit der Fouriertransformation bzw. der inversen
Fouriertransformation übereinstimmen.

Für diese Abbildungen gilt dann für alle f, g P L2pRn,Cq

(i) die Plancherel-Identität }f}2 “ }Fpfq}2 “ }F˚pfq}2.

(ii) pFpfq,FpgqqL2 “ pf, gqL2 “ pF˚pfq,F˚pgqqL2

(iii) pFpfq, gqL2 “ pf,F˚pgqqL2
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(iv) FF˚ “ F˚F “ IdL2pRn,Cq

Beweis. Da L1pRn,Cq X L2pRn,Cq dicht in L2pRn,Cq ist, können wir F für f P

L2pRn,Cq einfach als stetige Fortsetzung definieren – also als den L2-Grenzwert von
Fpfiq für eine Folge fi P L1pRn,Cq X L2pRn,Cq mit fi Ñ f in L2. Existenz des
Grenzwert und Unabhängigkeit von der gewählten Folge fi folgt direkt aus letztem
Lemma. Damit überlebt auch die Plancherel-Identität – (i). Analog überlebt auch die
Linearität der (inversen) Fouriertransformation.

(ii) folgt aus der Plancherel-Identität, der Linearität von F p˚q und der Polarisationsfor-
mel∗ für das komplexe L2-Skalarpodukt

4pf, gqL2 “ }f ` g}22 ´ }f ´ g}
2
2 ` i}f ` ig}22 ´ i}f ´ ig}22.

(iii) Für f, g P L1pRn,CqXL2pRn,Cq ist dies der Fourier-Integralsatz, da dann pf̂ , gqL2 “
ş

Rn f̂ ḡdvol “
ş

Rn f
ˆ̄gdvol “

ş

Rn fǧ “ pf, ǧqL2 ist.

Für allgemeines f, g P L2pRn,Cq folgt es dann mit Approximation und Hölder, ÜA43.

(iv) Aus (ii) uns (iii) folgt

pF˚Fpfq, gqL2 “ pFpfq,FpgqqL2 “ pf, gqL2

für alle f, g P L2pRn,Cq – also pF˚Fpfq ´ f, gqL2 “ 0. Wählen wir g “ F˚Fpfq ´ f
erhalten wir F˚Fpfq “ f in L2. Die zweite Gleichheit geht analog.

Insbesondere ist somit die Fouriertransformation auf ganz L2 definiert und dort auch
invertierbar.

2.4 Diskrete Versionen
Wir wollen uns Diskretisierung der Operationen dieses Kapitels anschauen, da die-
se Operationen so numerisch angewendet werden, und dann an einigen Beispielen
Anwendungen kennenlernen.

2.4.1 Diskrete Fourierreihe und Transformation
Sei f : RÑ R 2π-periodisch und in L2. Dann ist

fpxq “
1
?

2π

ÿ

k

f̂pkqeikx mit f̂pkq “
1
?

2π

ż π

´π

fpxqe´ikxdx.

Versuchen wir mal ad-hoc zu diskretisieren: Wir betrachten die Funktion f nur durch
ihre Werte an x` “ 2π`

N mit ` “ 0, 1, . . . , N ´ 1 gegeben – also y` “ fpx`q.
Diskretisieren wir ad-hoc das Integral zur Berechnung der Fourierkoeffizienten durch
f̂pkq “ 1?

2π
řN´1
`“0

2π
N y`e

´ikx` “
řN´1
`“0

?
2π
N y`e

´ik 2π`
N . Dann sehen wir schon, dass

∗Die reelle Version hatten wir uns mal in ÜA24 überlegt.
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f̂pkq “ f̂pk`Nq ist – im Gegensatz zur nicht diskretisierten Version, wo pf̂pkqqk P `2pZq
ist und damit abfällt. Deshalb kann Einsetzen der diskretisierten Version der f̂pkq in
die alte Formel der Fourierreihe noch nicht einmal konvergieren geschweige denn das f
uns wiedergeben.
Aber es ist

N´1
ÿ

k“0

N´1
ÿ

m“0
yme

´ik 2πm
N

loooooooomoooooooon

f̂pkq N?
2π

von oben

eikx` “
N´1
ÿ

k“0

N´1
ÿ

m“0
yme

ip`´mq 2πk
N “ Ny`

was bis auf einen Faktor 1
N der ad-hoc Diskritisierung der Fourierreihendarstellung

entspricht. Die letzte Gleichheit folgt, da für eine n-te Einheitswurzel (= Lösung zu
ωn “ 1) mit ω ‰ 1 immer

řn´1
k“0 ω

k “ 0 gilt. Dies
folgt aus 0 “ ωn ´ 1 “ pω ´ 1q

řn´1
k“0 ω

k. Wir
verwenden dies hier für ω “ eip`´mq 2π

N , was eine
N -te Einheitswurzel ist, die nur für ` “ m gleich
eins ist. e

i 2πk
N

e
i 2π
N

2π
N

Damit haben wir nachgerechnet:

Lemma 2.4.1 (Diskrete Fourierreihe). Sei y` P C, ` “ 0, . . . , N ´ 1. Für ŷk “
řN´1
`“0 y`e

´ik 2π`
N ist

y` “
1
N

N´1
ÿ

k“0
ŷke

i 2πk
N `

Die Abbildung endlich Folge py`q` auf die Fourierkoeffizienten pŷ`q` und zurück sind
nicht ganz symmetrisch, da bei der Rücktransformation ein 1

N steht. Das könnte man
beheben, in dem man bei beiden Abbildungen ein 1?

N
ähnlich wie wir es bei der

Fourierreihe gemacht haben. Wir diskretisieren hier allerdings vor allem, um numerisch
was ausrechnen zu können und da wollen wir nicht noch extra eine Wurzel berechnen
müssen (Aber wäre auch nicht so schlimm, da N in Anwendungen i.A. konstant ist und
dann müsste man es nur einmal ausrechnen).

Es ist pyk “ ŷN´k und

N´1
ÿ

k“0
|yk|

2 “
1
N

N´1
ÿ

k“0
|ŷk|

2,

ÜA45 (das ist das diskrete Analog zu }f}2 “ }f̂}2 für Fouriertransformationen bzw.
}f}2 “ }pf̂pkqqkPZ}2 für Fourierreihen).

Lemma 2.4.2. Sei f 2π-periodisch und auf r0, 2πs Riemann-integrierbar. Sei yN` “
fp 2π`

N q und xyN` die zugehörigen diskreten Fourierkoeffizienten. Dann ist xyN` Ñ
N
2π f̂p`q

für N Ñ8.
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Beweis. Folgt direkt aus der Definition des Riemannintegrals mit

2π
N

N´1
ÿ

`“0
f

ˆ

2π`
N

˙

e´ik 2π`
N Ñ

ż 2π

0
fpxqe´ikxdx “ f̂pkq.

Kommen wir nun zur Diskretisierung der Fouriertransformation - erst einmal in einer
Dimension. Dann ist die Fouriertransformierte einer Funktion f : RÑ C in L1 gleich

f̂pξq “
1
?

2π

ż 8

´8

fpxqe´ixξdx.

Nehmen wir an, dass f Träger in r´a, as (das ist ok, da reale Signale, sowieso nur aus
endlich vielen Messwerten bestehen) und f darüber Riemann-integrierbar ist, dann kön-
nen wir als Riemannsumme an den Stützstellen x` “ a

N ` mit ` “ ´N, . . . , 0, 1, . . . , N´1
die Fouriertransformierte durch

1
?

2π

N´1
ÿ

`“´N

a

N
fpx`qe

´ix`ξ

annähern. Auswerten an diskreten Stellen ξk “ k mit mit k “ ´N, . . . , 0, 1, . . . , N ´ 1
liefert

N´1
ÿ

`“´N

a
?

2πN
fpx`qe

´i aN k`.

Bis auf, dass der Ausgangsdefinitionsbereich nun r´a, as statt r0, 2πs ist das genau die
Formel der Diskretisierung der Fourierreihe.
Deshalb nennt man die Formeln aus Lemma 2.4.1, die aus einer endlichen Folgen
y` P C der Länge N (` “ 0, . . . , N ´ 1) die endliche Folge ŷk “

řN´1
`“0 y`e

´ik 2π`
N

der Länge N als Diskrete Fouriertransformation (DFT) und die Rücktransformation
y` “

1
N

řN´1
k“0 ŷke

i 2πk`
N als Inverse Fouriertransformation (IDFT).

Wenn man mit reellen Daten zu tun hat, will man oft nicht extra zu komplexen
Daten übergehen und dann die komplexe Fouriertransformation nehmen. Da kann man
auf den Real-Teil der FFT übergehen, da diese (zumindest für gerade Funktionen)
dann alle Informationen enthält, oder direkt eine Diskretisierung des Realteils der
Fouriertransformationen nehmen – Diskrete Kosinustransformation (DCT).

Beispiel 2.4.3. Sei fptq “ 5` 2 sin t` 3 cosp2tq für t “ r0, 2πs. Wir diskretisieren mit
N “ 4. Dann ist y` “ fp 2π`

4 q und damit

ŷ` “
3
ÿ

k“0
yke

´iπk`2 “

3
ÿ

k“0
ykp´iqk`

– also:
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k 0 1 2 3
yk 8 4 8 0
ŷk 20 ´4i 12 4i

Können wir direkt von den ŷk ausgehend wieder etwas über f aussagen?
(Das folgende ist am Ende einfach die inverse Transformation - aber wir analysieren
das einmal schrittweise.) ŷ0 “ 20 entspricht (modulo Division mit N) dem konstanten
Anteil in fptq, also Frequenz Null (20{N “ 5). Es ist ŷ1 “ ŷ3 “ ´4i. Das kommt von
der Sinuskomponente mit Frequenz 1 und Amplitude |ŷ1|`|ŷ3|

N “ 2 – also der 2 sin t
Summand. Da ŷ1 rein imaginär ist, gibt es mit Frequenz 1 keinen Kosinusanteil. Bleibt
noch ŷ2 “ 12. Das gehört zu k “ 2 und da es rein reell ist, kommt hier nur der
Kosinusanteil vor mit Amplitude ŷ2

N “ 3 – also 3 cosp2tq.

Die obige Diskussion ist unter der Annahme, dass die Frequenzen, die in (der Fourierreihe
von) f auftauchen nicht zu groß sind. Hätte das f von oben, noch den Zusatzterm
3 sinp4tq, so würde sich y` nicht ändern. Oder in dieser Diskretisierung mit N “ 4
könnten wir z.B. 5`2 sin t`3 cosp2tq nicht von 5`sin t`3 cosp2tq`sinp3tq unterscheiden
– vgl. auch Aliasing im nächsten Abschnitt.

Ist jedoch f “ sin t
2 , dann ist die Frequenz zwar nicht zu groß, wir haben also nicht das

’Aliasing’-Problem von eben. Aber die Frequenz ist nun eine, die nicht genau in den
diskreten Frequenzen enthalten ist, die durch N und ∆t “ Intervalllänge{N bestimmt
ist – also hier π`

4 für ` “ 0, . . . , 3. Hier wäre nun

k 0 1 2 3
yk 0 1{

?
2 1 ´1{

?
2

ŷk
?

2` 1 „ 2.4 ´1 1´
?

2 „ 0.6 ´1

Leaking/Windowing und Aliasing

Durch Diskretisieren und Abschneiden können ungewollte Effekte bei der DFT auftau-
chen:

Einen haben wir oben schon im letzten Beispiel gesehen – Aliasing: Die Länge/Zeit
∆t zwischen zwei Diskretisierungspunkten (sample interval) bestimmt, bis zu welcher
Frequenz das Ausgangssignal aus der Diskretisierung höchstens wieder konstruiert
werden kann. Das ist die Nyquist-Frequenz fNy “ 1

2∆t . Wenn man doch ein Sample hat,
dessen sample rate (=1{∆t) zu klein ist, also dessen Signal Anteile hat mit Frequenz
höher als die Nyquist-Frequenz, wird dieser bei der DFT in Anteile mit kleineren
Frequenzen ’übersetzt’. Das nennt man Aliasing.

Die Anzahl N der Diskretisierungspunkte hingegen bestimmt die Abstände zwischen
Frequenzen, welche aufgelöst werden können: ∆f “ 1

N∆t . Das Produkt N∆t nennt
man sampling period.

Durch Diskretisieren und Abschneiden können noch weitere ungewollte Effekte bei der
DFT auftauchen – der Leck-Effekt/Leakage-Effekt:
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Einen Leakage-Effekt (’spectral leakage’) haben wir auch schon im letzten Beispiel
beschrieben. Dort passiert dieser Effekt, wenn die Frequenz im Ausgangssignal zwischen
zwei der Frequenzen der DFT liegen. Ein analoger Leakage-Effekt kann auch auftreten,
wenn es zwar eine Frequenz im Signal ist, die in der DFT vorkommt. Das kann daher
kommen, dass das Ausgangssignal irgendwo abgeschnitten wird. Ist das Ausgangssignal
sin t, dann würden wir als Frequenz k “ 1 (als echte physikalische Frequenz 1

2π , aber
wir lassen die 2π hier immer weg) erwarten. Doch wenn wir das Signal nur auf einem
endlichen Intervall anschauen (z.B. r0, 4πs im unteren Bild oben links) ist schon die (nicht
diskretisierte) Fouriertransformation nicht nur ein einzelner Peak bei k “ 1, sondern die
blaue Kurve im Bild oben rechts (das ist der Absolutbetrag der Fouriertransformation).
In der DFT mit N “ 4 und ∆t “ 4π

N “ π würde nun aus der Folge der roten Punkte
links die Folge der roten Punkte rechts werden und wir würden wieder nur einen Anteil
bei k “ 1 sehen. Das liegt aber daran, dass wir zufällig das endliche Intervall mit einer
Länge gewählt haben, die ein Vielfaches der Periode ist. Wählt man eine Länge bei der
das nicht so ist, tritt wieder ein Lecken auf andere Frequenzen auf, siehe die unteren
beiden Bilder. Das ist der Sinus mit gleicher Periode nur ist die Länge des Signals kein
Vielfaches der Periode.
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Leakage-Effekte wird man nicht total verhindern können, das Signal wird in der Realität
immer nur eine endliche Länge haben. Aber man kann den Effekt etwas abmildern,
wenn man nicht hart mit einer charakteristischen Funktion ein endliches Stück rauslöst
(entspricht der Multiplikation mit einem Rechtecksignal), sondern mit anderen kompakt
getragenen Signalen multipliziert. Dies nennt man windowing. Es werden verschiedene
solcher Fensterfunktionen verwendet∗. Da die Fouriertransformation eines Produkts
(bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) gleich dem Produkt der einzelnen Fourier-
transformationen, lässt sich der Effekt einer Fensterfunktion auf die DFT auch leicht
bestimmen.

DFT in mehreren Dimensionen

Hat man eine Funktion f : r0, 2πsn Ñ R, so kann man auch in alle n-Richtungen jeweils
eine DFT durchführen (ähnlich wie bei der Fourierreihe in mehreren Dimensionen). Der
wichtige Fall in den Anwendungen ist vor allen Dingen n “ 2, da dies bei Bildbearbeitung
relevant. Dann würde man f mit einer Matrix ymj “ fp 2πm

N , ajN q und erhält dann

ŷmj “
N´1
ÿ

k,`“0
yk`e

´i 2π
N pkm``jq.

FFT – Fast Fourier Transform

Schauen wir noch einmal auf die Diskrete Fouriertransformation. Gegeben eine Folge
y` der Länge N , berechnen wir ŷk “

řN´1
`“0 y`e

´i 2π
N k`. Wir können dies auch in einer

Matrixschreibweise darstellen. Sei y “ py0, . . . , yN1q
T , ŷ “ pŷ0, . . . , ŷN1q

T , ωN “ ei 2π
N

F “ pω´jkN q
N´1
j,k“0 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 . . . 1
1 ω´1 . . . ω´pN´1q

1 ω´2 . . . ω´2pN´1q

...
1 ω´pN´1q . . . ω´pN´1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Dann ist ŷ “ Fy und rechnet man diese Matrixmultiplikation stumpf nach, benötigt
man N2 Multiplikationen und NpN ` 1q Additionen. Der Rechenaufwand würde also
wie OpN2q gehen (Das hier ist die Groß-O-Notation, die ist leicht verschieden von der
Klein-o-Notation aus [2, Abschnitt 4.3.3.]: Es ist fpxq “ Opgpxqq, falls es ein M ą 0
und ein x0 gibt mit |fpxq| ďM |gpxq| für alle x ě x0. Die Groß-O-Notation wird in der
Informatik in der Komplexitätstheorie, der Analyse des Rechen-/Zeitaufwandes von
Algorithmen, verwendet.)

Die Idee ist nun durch geeignetes Gruppieren den Rechenaufwand zu reduzieren.

∗https://de.wikipedia.org/wiki/Fensterfunktion
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Schauen wir uns als Beispiel N “ 4 an, da ist

F “

¨

˚

˚

˝

1 1 1 1
1 ´i ´1 i
1 ´1 1´ 1
1 i ´1 ´i

˛

‹

‹

‚

und ŷ “ Fy “

¨

˚

˚

˝

py0 ` y2q ` py1 ` y3q
py0 ´ y2q ´ ipy1 ´ y3q
py0 ` y2q ´ py1 ` y3q
py0 ´ y2q ` ipy1 ´ y3q.

˛

‹

‹

‚

Wir können also erst 4 Additionen ausführen (y0 ˘ y2, y1 ˘ y3), dann zweimal mit i
multiplizieren und am Ende noch 4 Additionen ausführen. Das sind 10 Operationen
statt vorher N2 `NpN ` 1q “ 36.

Eine solche Reduktion rekursiv ausgeführt ist die grundlegende Idee der FFT. Dieser
Algorithmus wurde von Cooley und Tukey in der 60er beschrieben. Dazu habe N
die Form 2m für ein m P N. Für ein Polynom p seien pg und pu Polynome, so dass
ppxq “ pgpx

2q ` xpupx
2q. D.h. pgpx2q wäre der gerade Anteil von ppxq und xpupx2q der

ungerade Anteil. Für ppωN q “
řN´1
k“0 ykω

´k
N wäre für j “ 0, . . . , N2 ´ 1

ŷj “pgpω
´2j
N q ` ω´jN pupω

´2j
N q “ pgpω

´j
N
2
q ` ω´jN pupω

´j
N
2
q

ŷN
2 `j

“pgpω
2pN2 `jq
N q ` ω

N
2 `j

N pupω
2pN2 `jq
N q “ pgpω

´j
N
2
q ´ ω´jN pupω

´j
N
2
q

(hierbei haben wir in der Matrixmultiplikation Fy die geraden Anteile (alle ungeraden
Spalten) und die ungeraden Anteile (alle geraden Spalten) separiert).

Diese Formeln sagen uns: Zur Berechnung der DFT vom Vektor y “ py0, . . . , yN´1q
T

der Länge N können wir auch die DFT von zwei Vektoren yg “ py0, y2, . . . , yN´2q
T und

ye “ py1, y3, . . . , yN´1q
T berechnen und brauchen am Ende noch N Multiplikation und

N Additionen. Allerdings war N ja eine Zweierpotenz, d.h. wir können diese Reduktion
auch bei der Berechnung der DFT von yg und yu anwenden und so weiter. Das macht
FFT und dabei reduziert sich der Rechenaufwand zu OpN log2Nq, vgl. ÜA47.

2.4.2 Diskrete Faltung
AnalogVorl. 22 kann man auch die Faltung

hpxq “

ż

Rn
fpx´ yqgpyqdvoly

diskretisieren. Gehen wir analog wie bei der Fouriertransformation vor erhalten wir in
einer Dimension (n “ 1) für die Faltung zweier endlicher Faltung fi und gj , jeweils der
Länge N :

hi “
N´1
ÿ

j“0
fi´jgj für i “ 0, . . . , N ´ 1

Der Rechenaufwand für die direkte Berechnung ist hier auch OpN2q. Aber FFT kann
hier wieder den Rechenaufwand reduzieren: Es gilt wie im kontinuierlichen Fall: DFT
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einer Faltung ist das punktweise Produkt der einzelnen DFTS, vgl. ÜA46. D.h. wir
müssen zwei Fouriertransformationen berechnen, deren koordinatenweises Produkt
und dann eine inverse Fouriertransformation. Mit Hilfe der FFT hat das nun den
Rechenaufwand Op3N log2N `Nq “ OpN log2Nq.

2.4.3 Anwendungen
Es gibt viele Anwendungen der Fouriertransformationen (DFT/FFT). Z.B digitale
Signalverarbeitung (Kompressionsalgorithmen, Verstärken/Unterdrücken von Noise
oder Hintergrundgeräuschen), Spektralanalyse... Wir wollen uns hier ansehen, an einigen
Bildbeispielen die Wirkung von Fouriertransformationen ansehen:

In der Bildbe- und -verarbeitung wird auch oft mit FFTs und diskreten Faltungen
gearbeitet. Das Bild ist in Pixeln gegeben, jedem Pixel ist eine Farbe zugeordnet. I.A.
ist jedem Pixel drei Werte zugeordnet: ein Rotwert (R), ein Grünwert (G) und ein
Blauwert (B) – RGB. Dann kann man alle Operationen pro Farbe einzeln machen. Um
uns hier das Leben leichter zu machen, schauen wir uns nur graue Bilder an. Jedes
Pixel hat einen ganzzahligen Wert zwischen 0=schwarz und 255=weiß.

Oft wird vor anwenden der FFT, die Skala der y-Werte verschoben, um sie symmetrische
zu machen. Dann ist im Original also immer ´122 nun schwarz und 122 nun weiß –
der Wert 0 entspricht nun einem grau.

Da wir für die FFT (bis auf eine Ausnahme weiter unten) sowieso immer nur den
Absolutbetrag plotten – bleiben wir dort bei der Konvention: 0 ist schwarz. Ansonsten
sind die FFT die hier abgebildet werden oft nicht die lineare Abbildung p0,maxq
auf die Grauskala p0, 255q, sondern manchmal habe ich andere monotone Funktionen
verwendet, damit die Helligkeitsunterschiede besser sichtbar werden und wir nach dem
Runden auf ganze Zahlen z.B. nicht nur noch schwarz sehen. Ich gehe auf die genaue
Wahl hier nicht weiter ein.

In Abbildung 2.3 schauen wir uns erst einmal die FFT einer einfachen Welle an, in
Abbildung 2.7 das ganze noch mal mit Leakage-Effekt. Dann sehen wir in Abbil-
dung 2.4 und 2.4 den Einfluss von Abschneidefunktionen, der uns auch zeigt, dass man
Geraden/Geradenstücke/Horizonte im Original durch Ursprungsgeraden in der FFT
identifizieren kann, vgl. auch Abbildung 2.5.

Insgesamt treten bei der FFT und IFFT zwar Rundungseffekte auf, doch i.A. ist dies
für das bloße Auge nicht zu sehen, vgl. Abbildung 2.8, abgesehen von Leakage-Effekten,
die man durch blurring (Mitteln/Falten) aber verringern kann.

∗sincpyq “ sin y
y
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Abbildung 2.3: Links ist das Bild von f1pxq “ 2 cospi 2π
N xk, xyq “ ei 2π

N xk,xy ` e´i 2π
N xk,xy

für k “ pk1,´k1q mit k1 P t0, 1, . . . , Nu, N “ 1024 und x “ px1, x2q
T .

In der Mitte ist Absolutbetrag der FFT. So sieht es erst einmal aus,
als ob diese vollständig schwarz ist und damit gleich Null ist (oder
zumindest klein genug ist, um für die Farbausgabe auf Null gerundet
zu werden. Um mehr zu sehen, gibt es rechts ein rein gezoomtes Bild.
Die FFT ist überall Null nur in zwei Punkten pk1,´k1q und p´k1, k1q
ungleich Null. Das entspricht genau, was man der DFT-Darstellung
von f1 ablesen kann.
Bei allen weiteren FFT-Bildern wird ab sofort immer eine geeignete
Zoom-Stufe gezeigt.
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Abbildung 2.4: Hier ist das Original f2pxq “ f1pxqχt0ďx2ďau für f1 wie in der letzten
Abbildung und ein a P r0, N s (Grau entsprach in den Originalbildern
dem Wert 0). Da die Fouriertransformierte eines Produkts modulo Kon-
stante die Faltung der einzelnen Fouriertransformierten ist (s. ÜA 47
für die diskrete Version), erwarten wir als FFT hier die Faltung der
Fouriertransformierten des ersten Bildes mit der von χt0ďx2ďau, welches
modulo Konstante und Konstante die diskretisierte sinc-Funktion∗in
x2-Richtung ist. Bei der Faltung wird damit die FFT von f1 in x2-
Richtung ’ausgeschmiert’. Ausgeschmiert ist nicht ganz das richtige
Wort, da wegen der sinc-Funktion, die Helligkeit nicht monoton ab-
nimmt. An dem maximalen Wert der FFT in einem der hellen Linie
(kommt vom Maximum der sinc-Funktion im Ursprung) sieht man noch,
wo die FFT von f1 die zwei hellen Pixel hatte.
Woran sieht man das a? Also die Höhe dessen, wo abgeschnitten wurde.
In den Konstanten bei der sinc-Funktion und damit nur an den genauen
Beträgen der Real- und Imaginärteils der FFT. In unserem Bild sieht
man das also schlecht bis gar nicht.
Das zeigt uns aber schon, dass Ursprungsgeraden in der FFT zu Gera-
den/Geradenstücke (z.B. einem Horizont) im Original gehören werden.
Der Anstieg der Geraden in der FFT ist dabei immer senkrecht zur
Geraden im Original, da der Wellenvektor k in eixk,xy immer senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung der Welle eixk,xy ist (vgl. letzte und folgende
Abbildung).
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Abbildung 2.5: Mit geeigneter Zoom-Stufe und monotonen Abbildung |FFT|-Wert zu
Farbwert sieht man hier in der FFT von dem Allee-Bild einige Geraden,
welche zu Geraden/Geradenstücken im Original gehören.

Abbildung 2.6: Nun ändern wir das Original in Abbildung 2.4 ab und setzen den
oberen Teil auf Schwarz, also f2pxq “ f1pxqχt0ďx2ďau ` Aχtaďx2ďNu

mit A “ ´122 dem verschobenem Farbwert für schwarz. Dann ist
wegen Linearität die FFT nun die FFT aus Abbildung 2.4 plus der von
Aχtaďx2ďNu. Das A gibt uns in der FFT einen Punkt im Ursprung der
FFT von χtaďx2ďNu gefaltet, also wieder in x2-Richtung ’ausgeschmiert’.
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2.4 Diskrete Versionen

Abbildung 2.7: Die Welle in Abbildung 2.3 wurde extra so gewählt, dass der Wellen-
vektor nur ganze Zahlen enthält zwischen ´pN ´ 1q und N ´ 1 enthält
und damit direkt die diskretisierten Frequenzen. Betrachten wir eine
Welle bei der das nicht so ist, erwarten wir wieder leakage. Das sieht
man auch im rechten Bild. Die beiden hellsten Punkte werden den
Wellenvektoren pk1, k2q entsprechen, die dem echten Wellenvektor des
Bildes am nächsten ist. Damit man solche Leakage-Effekt nicht mit
echten Strukturen im Original verwechselt, kann man blurren (falten
mit einem kompakt-getragenen Kern, s. unten), was diesen Effekt dann
etwas ausschmiert.

Abbildung 2.8: Die inverse DFT ist wie der Name suggeriert eigentlich invers zur DFT.
In echten Rechnungen treten allerdings Diskretisierungs- und Rundungs-
effekte auf. Für das bloße Auge sehen die Ritzel im Originalbild und in
der IFFT genau gleich aus. Lässt man allerdings sich mal die Differenz
zum Originalbild oder den Imaginärteil der IFFT plotten, sieht man
das diese Bilder nicht einheitlich grau sind (also konstant Null sind).
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2 Fourierreihen und Fouriertransformationen

Abbildung 2.9: Verschieden geschriebene Buchstaben haben in der FFT doch sehr
ähnliche Charakteristika.
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3 Maßtheorie

3.1 Von L1pRnq zum Lebesgue-Maß
Bevor Vorl. 23wir zu den allgemeinen Definitionen und Konstruktionen kommen, wollen wir
sehen, wie wir aus L1pRnq ein Maß definieren können und welche Eigenschaften dieses
hat.

Definition 3.1.1. Sei K ein Quader. Eine Teilmenge S Ă K heißt Lebesgue-messbar,
falls es χS P L1pKq ist. Dann setzen wir

λnKpSq:=IpχSq.

Eine Teilmenge S Ă Rn heißt Lebesgue-messbar, falls S XQ für alle Quader Q Ă Rn
Lebesgue-messbar ist. Dann setzen wir

λnpSq:= lim
aÑ8

λnQa:=r´a,asnpS XQaq P r0,8s

und nennen λnpSq das Lebesgue-Maß von S. Die Menge der Lebesgue-messbaren
Teilmengen von Rn bezeichnen wir mit Λn.

Ist S Teilmenge eines Quaders, dann ist sie als Teilmenge von Rn Lebesgue-messbar
genau dann, wenn sie als Teilmenge dieses Quaders Lebesgue-messbar ist. Ist S Ă Rn
Lebesgue-messbar, dann ist λnQa:=r´a,asnpSXQaq in a monoton steigend. Damit existiert
der (ggf. uneigentliche) Grenzwert für aÑ8. Z.B. ist S “ Rn Lebesgue-messbar mit
λnpRnq “ 8.

Sammeln wir erste Lebesgue-Maße von Mengen:

Lemma 3.1.2.

(i) Ist S Ă Rn vernachlässigbar, dann ist χS “ 0 P L1pRnq und λnpSq “ 0. Solche
Mengen heißen Lebesgue-Nullmengen.

(ii) Jede offene Teilmenge S Ă Rn ist Lebesgue-messbar mit λnpSq “ volS.

(iii) Ist S Ă Rn Lebesgue-messbar, dann ist

λnpSq “ inft volG | S Ă G,G ist offenu.

(iv) Sind S, T Ă Rn Lebesgue-messbar, dann auch S X T .

(v) Ist S Ă Rn Lebesgue-messbar, dann auch RnzS.
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3 Maßtheorie

Beweis. (i) Da S vernachlässigbar ist, ist χSpxq “ 0 f.ü. und damit χS “ 0 P L1pRnq
und λnpSq “ 0.

(ii)Sei S Teilmenge eines Quaders. Aus Beispiel 1.3.7 folgt χS P L1pRnq mit IpχSq ď
volS und mit Seite 23 λnpSq “ IpχSq “ volS. Für S Ă Rn ggf. unbeschränkt folgt
analog wie in Beispiel 1.3.7 und Seite 1.3.5 IpχSXr´a,asnq “ volS X r´a, asn. Mit
Lemma 1.2.4.ii folgt IpχSXr´a,asnq Ñ volS für a Ñ 8. Damit folgt aus dem Satz
monotoner Konvergenz χSXr´a,asn Ñ χS in L1 und damit die Behauptung.

(iii) Für G Ă Rn offen mit S Ă G gilt χS ď χG und damit λnpSq ď volG.

Nach Lemmata 1.3.9 und 1.3.10 gibt es ein c P C0
c pRnq, so dass es für jedes ε ą 0 eine

offene Menge Bε mit volBε ă ε und |cpxq´χSpxq| ă ε für alle x R Bε und }c´χS}1 ă ε.
Damit ist insbesondere Ipcq ď IpχSq ` }c´ χS}1 ď IpχSq ` ε “ λnpSq ` ε.

O.B.d.A. können wir annehmen, dass c ě 0 ist (da χS ě 0 ist). Sei

Hε:=tx P Rn | cpxq ą 1´ εu.

Wegen Lemma 1.2.6 ist volHε ď
Ipcq
1´ε . Wegen der Wahl von c ist cpxq ą 1 ´ ε für

x P SzBε und damit S Ă Hε YBε. Damit ist Hε YBε Ă Rn offen und zusammen mit

volHε YBε ď volHε ` volBε ă
Ipcq

1´ ε ` ε ď
λnpSq ` ε

1´ ε ` ε

erhalten wir limεÑ0 volHε YBε ď λnpSq. Damit folgt die Behauptung, da Hε YBε ein
Beispiel einer Menge G in dem Infimum ist.

(iv) Sind S, T Ă Q für einen Quader Q, dann bedeutet Lebesgue-messbar, dass χS , χT P
L1pQq ist. Dann ist auch χSXT “ χSχT P L

1pKq nach Satz 1.3.27 und damit S X T
messbar.

Wenden wir dies nun auf SXr´a, asn und T Xr´a, asn an, erhalten wir die Behauptung.

(v) Ist S Lebesgue-messbar, dann ist χSXr´a,asn P L1pr´a, asnq und somit ist dann
χr´a,asnzS “ 1´ χSXr´a,asn P L1pr´a, asnq. Also RnzS Lebesgue-messbar.

Satz 3.1.3.

(i) Sei f P L1pRnq und a P R. Dann ist tx P Rn | fpxq ă au Lebesgue-messbar.

(ii) Für Ai P Λn, i P N, gilt Y8i“0Ai P Λn.

(iii) Für die Abbildung
λn : Λn Ñ r0,8s

gilt λnp∅q “ 0 und

λnpY8i“1Aiq “
8
ÿ

i“1
λnpAiq

für alle Ai P Λn, die paarweise disjunkt sind.
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3.1 Von L1pRnq zum Lebesgue-Maß

Zu (i): L1 besteht aus Äquivalenzklassen. D.h. hier muss die Behauptung wieder
so gelesen werden: Für jede Realisierung fpxq von f P L1pRnq ist die Menge tx P
Rn | fpxq ă au Lebesgue-messbar. Da verschiedene Realisierung nur f.ü. übereinstimmen
müssen, hängt diese Menge aber von der gewählten Realisierung ab, aber die Differenz
ist immer eine Lebesgue-Nullmenge. Damit folgt mit (iii), dass das Lebesgue-Maß von
tx P Rn | fpxq ă au nicht von der Wahl der Realisierung abhängt.

Beweis. (i) Wir müssen zeigen, dass Sc “ tx P r´c, csn|fpxq ă au für alle c ą 0
Lebesgue-messbar ist. Dazu sei c ą 0 fest, und wir betrachten fc “ f |r´c,csn P

L1pr´c, csnq. Es reicht dann jeweils die Aussage für a “ 0 zu zeigen, da auch fc ´ a P
L1pr´c, csnq ist.

Sei ϕk : RÑ R definiert durch

ϕkpsq:=

$

&

%

1 s ď ´ 1
k

´ks ´ 1
k ă s ă 0

0 sonst.

Dann ist ϕk Lipschitz mit ϕkp0q “ 0 und wir können das Lipschitzkalkül, Satz 1.3.15,
verwenden. Damit ist gk:=ϕkpfcq P L1pr´c, csnq mit gk ď gk`1 ď 1. Damit folgt aus
dem Satz zur monotonen Konvergenz, dass gpxq:= limkÑ8 gkpxq f.ü. in L1pr´c, csnq ist.
Nach Definition der ϕk ist gpxq “ χSc f.ü. und damit folgt, dass Sc Lebesgue-messbar
ist.

(ii) Es reicht (analog zu oben) die Aussage für den Fall zu zeigen, wo alle Ai Teilmenge
eines Quaders Q sind.

Für endlich vieleAi ‰ ∅, folgt die Aussage direkt, daYki“0Ai “ RnzpXki“0pRnzAiqq nach
letztem Lemma Lebesgue-messbar ist. Damit ist Bi “ AizpY

i´1
j“0Aiq auch Lebesgue-

messbar und die Bi sind paarweise disjunkt mit Yki“1χAi “ Yki“1χBi . Damit ist
χYk

i“1χAi
“

řk
i“0 χBi . Betrachten wir nun χk:=χYk

i“0χAi
. Dann ist nach den letzten

Überlegungen χk P L1pQq für alle k. Außerdem ist χk ď χk`1 ď 1 P L1pQq und
χk Ñ χY8

i“0Ai
punktweise für k Ñ 8. Somit folgt nach dem Satz zur monotonen

Konvergenz, dass χY8
i“0Ai

P L1pQq ist mit }χY8
i“0Ai

}1 “ limkÑ8 }χ
k}1.

(iii) λnp∅q “ 0 folgt direkt, da χ∅ “ 0 ist. Für die bleibende Aussage benutzen wir
den Beweis von (ii). Sind die Ai alle paarweise disjunkt, ist }χk}1 “

řk
i“0 λ

npAiq und
damit folgt die Behauptung.

Folgerung 3.1.4. Sei f P L1pRnq und a ă b. Dann sind tx P Rn | fpxq ď bu,
tx P Rn|a ď fpxq ă bu und tx P Rn|a ď fpxq ď bu Lebesgue-messbar.

Beweis. Ist f in L1pRnq, dann auch ´f . Damit ist nach (i) des letzten Satzes die Menge
t´fpxq ă ´bu “ tfpxq ą bu und nach Lemma 3.1.2.v ihr Komplement tfpxq ď bu
auch Lebesgue-messbar. Wegen ta ď fpxq ă bu “ tfpxq ă bu X pRnzt´fpxq ď ´auq ist
diese Menge nach Lemma 3.1.2 auch Lebesgue-messbar (ähnlich folgt dies für die dritte
Menge).
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3 Maßtheorie

3.2 Grundbegriffe der Maßtheorie
Viele der Eigenschaften, die wir für das Lebesgue-Maß schon gesehen haben, wurden in
allgemeinerem Kontext zu Funktionen zusammengefasst:

Definition 3.2.1. Sei Ω eine Menge. Eine Teilmenge A der Potenzmenge PpΩq heißt
σ-Algebra über Ω, falls

(i) Ω P A

(ii) Aus A P A folgt ΩzA P A.

(iii) Für Ai P A, i P N, folgt Y8i“0Ai P A.

Ist A eine σ-Algebra über Ω, nennt man pΩ,Aq einen messbarer Raum und jedes A Ă A
heißt A-messbar.

Aus der Definition folgt direkt mit den Rechenregeln∗ für Y und X für eine σ-Algebra
A: ∅ P A. Sind Ai P A, i P N, dann sind AizAj , Yni“0Ai, Xni“0Ai, X8i“0Ai auch in A.

Beispiel 3.2.2.

(i) Die Menge Λn der Lebesgue-messbaren Teilmengen von Ω “ Rn ist eine σ-Algebra
nach Lemma 3.1.2.v und Satz 3.1.3.ii.

(ii) Ist Ω eine Menge, dann ist PpΩq selbst eine σ-Algebra über Ω (offensichtlich die
größte). Die kleinste σ-Algebra über Ω ist t∅,Rnu.

Wir wissen noch nicht, ob Λn Ă PpRnq eine echte Teilmenge oder nicht doch die
ganze Potenzmenge ist. Dazu kommen wir später.

(iii) (Durchschnitt von σ-Algebren) Seien Ai σ-Algebren über eine Menge Ω für i P I,
wobei die Indexmenge I auch überabzählbar sein kann. Dann ist

č

iPI

Ai:=tA P PpΩq | A P Ai @ i P Iu

selbst wieder eine σ-Algebra über Ω (folgt direkt aus der Definition).

(iv) Sei B Ă PpΩq. Dann ist

σpBq:=
č

tA σ-Algebra über Ω | B Ă Au

eine σ-Algebra, die von B-erzeugte σ-Algebra:

Da PpΩq selbst σ-Algebra ist, gibt es mindestens ein Element auf der rechten
Seite und damit ist σpBq nicht-leer. Damit ist nach dem letzten Beispiel dies
wirklich eine σ-Algebra über Ω.

Es gilt außerdem nach Konstruktion:
∗Z.B. ist AizAj “ RnzppRnzAiq YAjq
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3.2 Grundbegriffe der Maßtheorie

• B Ă σpBq.
• σpBq ist die kleinste σ-Algebra über Ω, die B enthält.

(v) (Borel-σ-Algebra) Sei O die Menge aller offenen Teilmengen von Rn. Dann nennt
man σpOq die Borel-σ-Algebra auf Rn. Es gilt σpOq Ă Λn, da O Ă Λn nach
Lemma 3.1.2.ii ist.

Allgemeiner: Sei pΩ, T q eine Topologie, d.h. ∅,Ω P T und endliche Durchschnitte
sowie beliebige Vereinigungen von Elementen in T sind wieder in T . Da die
offenen Mengen im Rn diese Eigenschaften erfüllen, nennt man die Elemente in
T , dann auch die offenen Mengen in dieser Topologie und σpT q die zugehörige
Borel-σ-Algebra.

(vi) Sei f : Ω Ñ Y eine Abbildung und A eine σ-Algebra über Y . Dann ist

f´1pAq:=tf´1pBq | B P Au

eine σ-Algebra über Ω:

• Wegen Ω “ f´1pY q und Y P A ist Ω P f´1pAq.
• Sei C P f´1pAq. Dann ist C “ f´1pBq für ein B P A und damit Ωzf´1pBq “
f´1pY zBq P f´1pAq.

• Seien Ci “ f´1pBiq für Bi P A. Dann ist YiCi “ Yif´1pBiq “ f´1pYiBiq P
f´1pAiq.

Für den Spezialfall Ω Ă Y und f die Inklusionsabbildung, nennt man f´1pAq die
von A auf Ω induzierte σ-Algebra.

Definition 3.2.3. Sei Vorl. 24A Ă PpΩq eine σ-Algebra. Dann heißt µ : AÑ r0,8s Maß auf
A, falls

(i) µp∅q “ 0,

(ii) (σ-Additivität) für Ai P A, i P N, paarweise disjunkt gilt

µ pY8i“0Aiq “
8
ÿ

i“0
µpAiq.

Hierbei wird für den Fall, dass µpAiq “ 8 für ein i ist, die rechte Summe direkt als 8
verstanden.
Das Tripel pΩ,A, µq nennt man Maßraum.

Eine Menge A Ă A mit µpAq heißt µ-Nullmenge.Das Maß heißt

• endlich, wenn µpΩq ă 8 ist. Im Fall µpΩq “ 1 heißt µ Wahrscheinlichkeitsmaß.

• σ-endlich, falls es eine Folge pΩiqiPN in A mit µpΩiq ă 8 für alle i und YiΩi “ Ω
gibt.
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3 Maßtheorie

• vollständig, falls jede Teilmenge einer µ-Nullmenge selbst wieder in A ist.

Maße auf PpΩq sind automatisch vollständig.

Lemma 3.2.4. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum.

(i) Sei pAiqiPN eine Folge in A. Dann gilt

µ pY8i“0Aiq ď
8
ÿ

i“0
µpAiq.

(ii) Ist µ vollständig, dann ist jede Teilmenge insbesondere selbst wieder eine µ-
Nullmenge.

Beweis. (i) Wir definieren Bi “ AizpY
i´1
j“0Ajq. Dann ist Bi P A und die Bi sind

paarweise disjunkt mit Ai Ă Bi. Aus der σ-Additivität des Maßes folgt µpAiq “
µpBiq ` µpBizAiq ě µpBiq und damit

µ pY8i“0Aiq “ µ pY8i“0Biq “
8
ÿ

i“0
µpBiq ď

8
ÿ

i“0
µpAiq.

(ii) Seien A Ă B beides in A und µpBq “ 0. Dann ist BzA P A und aus der σ-Additivität
folgt 0 “ µpBq “ µpAq ` µpBzAq und damit µpAq “ µpBzAq “ 0.

Beispiel 3.2.5.

(i) (Lebesgue-Maß) Das Lebesgue-Maß ist im Sinne der letzten Definition ein Maß
nach Satz 3.1.3.ii und Lemma 3.1.2.i. Es ist σ-endlich (wähle Ωi “ r´i, isn)
und vollständig, da jede Teilmenge einer vernachlässigbaren Menge selbst wieder
vernachlässigbar ist. Das Lebesgue-Maß ist nicht endlich.

(ii) (Zähl-Maß) Sei Ω eine Menge. Dann ist µpAq:=|A|p“ Anzahl der Elemente in Ωq
ein Maß auf PpΩq. Das Maß ist vollständig, da µ nur für A “ ∅ den Wert Null
annimmt. Falls Ω eine endliche Menge ist, ist µ endlich. Ansonsten ist µ σ-endlich
genau dann, wenn Ω abzählbar ist: Das sieht man, da die Ωi endliche Menge sein
müssen und damit Ω abzählbar ist [2, Satz 3.10.3]. Andersherum erhält man die
Ωi durch Wahl einer Abzählung.

Nimmt man den Würfelwurf als Beispiel, dann ist Ω “ t1, 2, . . . , 6u.. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Würfel eine Zahl in einer Teilmenge A Ă Ω anzeigt
ist |A|

6 . Wie haben also als Wahrscheinlichkeitsmaß µ : A “ PpΩq Ñ r0, 1s ein
normalisiertes Zählmaß.

(iii) (Dirac-Maß) Sei Ω eine Menge und x P Ω. Dann ist

δxpAq “

"

1 x P A
0 x R A

ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf PpΩq.
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3.2 Grundbegriffe der Maßtheorie

(iv) Die Summe von Maßen auf einer gemeinsamen σ-Algebra ist wieder ein Maß auf
dieser σ-Algebra.

(v) (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Sei pΩ,A, µq ein Wahrscheinlichkeitsraum (=Maß-
raum, wobei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist) und A P A mit µpAq ‰ 0. Dann
definiert

µApBq:=µpB|Aq:=
µpAXBq

µpAq

wieder ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf A.

Die Interpretation ist wie folgt: µpBq selbst gibt an, wie hoch die Wahrscheinlich-
keit ist, dass ein Ereignis, also der Wert einer gegebenen Zufallsvariablen, in der
Menge B liegt. µA ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis in B liegt,
wenn man schon weiß, dass es auf alle Fälle in A liegt.

Schauen wir als Beispiel wieder auf den Würfel. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir
ein Element der Menge B “ t4, 5u gewürfelt haben unter der Bedingung, dass
wir schon wissen, dass das Ergebnis kleiner gleich 4 ist (also in A “ t1, 2, 3, 4u
liegt, ist 1

4 “
µpAXBq“µpt4uq“1

µpAq“4 .

(vi) Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und Y Ă Ω mit Y P A. Sei A|Y die von A auf Y
induzierte σ-Algebra. Für alle A P A|Y gibt es ein B P A mit A “ B X Y . Damit
ist A|Y Ă A. Dann ist

µ|Y pAq “ µpAq.

ein Maß auf A|Y . Ist µ endlich/σ-endlich/vollständig, dann auch µ|Y .

Satz 3.2.6 (Vervollständigung von Maßen). Sei pΩ,A, µq ein Maßraum. Dann gibt es
eine kleinste σ-Algebra Ā und ein vollständiges Maß µ̄ auf Ā, so dass A Ă Ā ist und µ̄
auf A mit µ übereinstimmt.

Wir nennen µ̄ die Vervollständigung von µ.

Beweis. Wir setzen Ā “ tN Y A | A P A, N ist Teilmenge einer µ-Nullmengeu und
µ̄pN YAq “ µpAq für alle A P A und N Teilmenge einer µ-Nullmenge. Dann gilt:

• Ā ist eine σ-Algebra: Abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen YipNi Y
Aiq “ YiAi Y YiNi folgt, da YiNi wieder eine Teilmenge einer µ-Nullmenge
ist nach der σ-Additivität von Maßen. Ω P Ā folgt, da Ω P A. Es bleibt die
Komplementeigenschaft: Sei N Teilmenge einer µ-Nullmenge B und A P A. Dann
ist ΩzpN Y Aq “ pΩzpA Y Bqq Y BzN . Wegen ΩzpA Y Bq P A und BzN Ă B
folgt, ΩzpN YAq P Ā.

• µ̄ ist ein wohldefiniertes vollständiges Maß. Vollständig und Maß sieht man direkt.
Für Wohldefiniertheit sei AYN “ B YM für A,B P A und N,M Teilmengen
von µ-Nullmengen C bzw. D. Dann ist B Ă B YM “ AYN Ă AYC YD. Also
ist µpBq ď µpAY C YDq “ µpAq. Die andere Inklusion folgt analog.
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Nach Konstruktion ist A Ă Ā und µ̄ stimmt auf A mit µ überein. Unser Ā ist auch das
kleinstmögliche, da für die Vollständigkeit des Maßes die σ-Algebra alle Teilmengen
von µ-Nullmengen und damit auch deren Vereinigung mit Elementen von A enthalten
muss.

Satz 3.2.7 (’Stetigkeit’ für Maße). Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und pAiqiPN eine Folge
A. Dann folgt

(i) aus A0 Ă . . . Ă Ai Ă Ai`1 Ă . . ., dass µpYiAiq “ limiÑ8 µpAiq ist.

(ii) aus A0 Ą . . . Ą Ai Ą Ai`1 Ą . . . mit µpA0q ă 8, dass µpXiAiq “ limiÑ8 µpAiq
ist.

Beweis. (i) Sei Bi:=AizAi´1 für i ě 1 und B0 “ A0. Dann sind die Bi paarweise
disjunkt mit Yij“0Bi “ Ai. Damit gilt

µpY8i“0Aiq “ µpY8i“0Biq “
8
ÿ

i“0
µpBiq “ lim

kÑ8
µpYki“0Bi “ Akq.

(ii) Wir können (i) auf Bi “ A0zAi anwenden und erhalten:

µpX8i“0Aiq “µpA0q ´ µpA0z X
8
i“0 Aiq “ µpA0q ´ µpY

8
i“0Biq

“µpA0q ´ lim
kÑ8

µpBkq “ µpA0q ´ lim
kÑ8

pµpA0q ´ µpAkqq

“ lim
kÑ8

µpAkq.

Im letzten Beweis haben wir wirklich benutzt, dass µpA0q ă 8, weil sonst µpA0q ´
µpA0q “ 8 ´ 8 nicht definiert wäre. Die Aussage (ii) gilt für µpA0q “ 8 i.A. auch
nicht: Sei Ω “ N mit dem Zählmaß, Ak “ tk, k ` 1, . . .u. Dann ist XiAi “ ∅ und
µpAiq “ 8 für alle i.

3.3 Konstruktion von Maßen
Wir wollen in diesem Abschnitt eine Möglichkeit kennenlernen sich Maße zu konstruieren.
Der grobe Ablauf ist folgender:

1. Konstruktion eines äußeren Maßes µ auf Ω (i.A. weniger als ein Maß nach
Definition 3.3.1) ausgehend von einer gegebenen Funktion auf einer Teilmenge
B Ă PpΩq.

2. Definition der µ-messbaren Mengen (wird eine σ-Algebra sein)

3. µ|Mpµq gibt dann ein vollständiges Maß.

Beginnen wir mit der Definition eines äußeren Maßes.

Definition 3.3.1. Eine Abbildung µ : PpΩq Ñ r0,8s mit
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• µp∅q “ 0 und

• µpAq ď
ř8

i“0 µpAiq für alle A Ă
Ť8

i“0Ai Ă Ω

heißt äußeres Maß auf Ω.

Insbesondere gibt die zweite Eigenschaft die Monotonie von µ, also µpAq ď µpBq für
A Ă B.

Jedes Maß aus PpΩq ist insbesondere ein äußeres Maß.

Satz 3.3.2 (Konstruktion eines äußeren Maßes). Sei B Ă PpΩq mit ∅ P B. Sei
λ : B Ñ r0,8s eine Abbildung mit λp∅q “ 0. Dann ist µ : PpΩq Ñ r0,8s definiert durch

µpAq:= inf
#

8
ÿ

i“0
λpBiq

ˇ

ˇ

ˇ
Bi P B, A Ă

8
ď

i“0
Bi

+

∗.

ein äußeres Maß auf Ω.

Beweis. µp∅q “ 0, man wählt alle Ai “ ∅.

Sei nun A Ă
Ť8

i“0Ai. Für µpAq “ 8 wäre A nicht wie in der Definition von µ gefordert
überdeckbar und damit auch nicht

Ť8

i“0Ai. Sei also nun µpAq ă 8.̧

Sei ε ą 0. Dann gibt es für alle i eine Folge Bi,k P B mit

8
ÿ

k“0
λpBi,kq ă µpAiq ` 2´iε.

Dann ist A Ă
Ť

i,k Bi,k und damit

µpAq ď
8
ÿ

i,k“0
λpBi,kq ď

8
ÿ

i“0

`

µpAiq ` 2´iε
˘

“

8
ÿ

i“0
µpAiq ` 2ε.

Im Limes εÑ 0 folgt µpAq ď
ř8

i“0 µpAiq.

Definition 3.3.3. Sei µ ein äußeres Maß auf Ω. Dann ist

Mpµq:=tA Ă Ω | @S Ă Ω : µpSq “ µpS XAq ` µpSzAqu

die Menge der µ-messbaren Mengen.

Es ist direktMpµq “ tA Ă Ω | @S Ă Ω : µpSq ě µpSXAq`µpSzAqu, da µ ein äußeres
Maß ist und damit µpSq ď µpS XAq ` µpSzAq automatisch gilt.

Satz 3.3.4. Sei µ ein äußeres Maß auf Ω. Dann ist Mpµq ist eine σ-Algebra und
µ|Mpµq ist ein vollständiges Maß.
∗Hierbei ist inf ∅ “ 8. Das ist mit der normalen Definition von inf kompatibel: 8 ist das größte

Element in R̄ “ RY t˘8u mit der offensichtlichen Ordnung, so dass jedes Element der Menge ∅ (gibt
halt keine) nicht kleiner ist.
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Beweis.Vorl. 25 Ω PMpµq, da µpSq “ µpS X Ω “ Sq ` µpSzΩ “ ∅q für alle S Ă Ω gilt. Für
A PMpµq gilt

µpS X pΩzAqq ` µpSzpΩzAqq “ µpSzAq ` µpS XAq “ µpSq

und damit ΩzA PMpµq.

Nun wollen wir sehen, dass µ σ-additiv ist: Seien Ai PMpµq, i P N, paarweise disjunkt.
Dann gilt

µpS:=A1 YA2q “ µpS XA2 “ A2q ` µpSzA2 “ A1q.

Per Induktion erhält man so die analoge Aussage für endlich viele dieser Ai. Für die
gesamte Folge gilt nun

8
ÿ

i“0
µpAiq “ lim

kÑ8

k
ÿ

i“0
µpAiq “ lim

kÑ8
µp

k
ď

i“0
Aiq

Monotonie
ď µp

8
ď

i“0
Aiq.

Die umgekehrte Ungleichung gilt, da µ ein äußeres Maß ist.

Es bleibt die letzte Eigenschaft einer σ-Algebra zu zeigen: Sei dazu Ai PMpµq, i P N.

Zunächst zeigen wir Xki“0Ai,Y
k
i“0Ai PMpµq: Es reicht k “ 1 zu betrachten, der Rest

folgt dann induktiv. Aus

µpSzpA0 XA1qq ` µpS XA0 XA1q

A0PMpµq
“ µpSzpA0 XA1qq XA0q ` µppSzpA0 XA1qqzA0q ` µpS XA0 XA1q

“ µppS XA0qzA1q ` µpSzA0q ` µpS XA0 XA1q

A1PMpµq
“ µpS XA0q ` µpSzA0q

A0PMpµq
“ µpSq

folgt A0XA1 PMpµq. Wegen A0YA1 “ ΩzppΩzAqX pΩzBqq ist damit auch A0YA1 P
Mpµq.

O.B.d.A. können wir annehmen, dass diese Mengen paarweise disjunkt sind (sonst
können wir zu AizpYi´1

j“0Aiq übergehen, ohne dass sich YiAi ändert.)

Dann gilt µpS X
Ťk
i“0Aiq “

řk
i“0 µpS X Aiq: Für k “ 0 ist es klar. Der Rest folgt

induktiv mit

µpS X
k
ď

i“0
Aiq

AkPMpµq
“ µppS X

k
ď

i“0
Aiq XAkq ` µppS X

k
ď

i“0
AiqzAkq

“µpS XAkq ` µpS X
k´1
ď

i“0
Aiq

Ind.vor
“

k
ÿ

i“0
µpS XAiq.
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Damit ist mit Yki“0Ai PMpµq

µpSq “ µpS X
k
ď

i“0
Aiq ` µpSz

k
ď

i“0
Aiq “

k
ÿ

i“0
µpS XAiq ` µpSz

k
ď

i“0
Aiq.

Mit k Ñ8, der Monotonie und σ-Subadditivität erhalten wir

µpSq ě
8
ÿ

i“0
µpS XAiq ` µpSz

8
ď

i“0
Aiq ě µpS X p

8
ď

i“0
Aiqq ` µpSz

8
ď

i“0
Aiq

und somit
Ť8

i“0Ai PMpµq.

Damit müssen wir nun nur noch die Vollständigkeit des Maßes zeigen: Das folgt direkt
mit nächstem Lemma.

Lemma 3.3.5. Sei A Ă Ω mit äußerem Maß Null. Dann ist A PMpµq.

Beweis. Sei S Ă Ω. Wegen Monotonie von µ ist µpSXAq ď µpAq “ 0, also µpSXAq “ 0
und damit µpSq ě µpSzAq “ µpSzAq ` µpS XAq.

Beispiel 3.3.6. Sei Ω “ t1, 2, 3u und B “ t∅, t1u, t2, 3uu mit λpt1uq “ 1 und
λpt2, 3uq “ 2. Dann ist das zugehörige äußere Maß gleich

µpA Ă Ωq “

$

’

’

&

’

’

%

0 A “ ∅
1 A “ t1u
2 A P tt2u, t3u, t2, 3uu
3 sonst

Das selbst ist kein Maß, da µpt2uq`µpt3uq ‰ µpt2, 3uq ist. Die Menge der µ-messbaren
Mengen istMpµq “ t∅, t1u, t2, 3u, t1, 2, 3uu.

Satz 3.3.7 (Carathéodory-Fortsetzung). Sei B Ă PpΩq mit ∅ P B stabil unter Y und
z (Man sagt auch B ist ein Ring∗ über Ω). Sei λ : B Ñ r0,8s eine σ-additive Abbildung
mit λp∅q “ 0 (Man nennt λ dann auch Prämaß auf Ω). Dann gilt für Mpµq und
µ|Mpµq der obigen Konstruktion:

(i) µ|B “ λ

(ii) B ĂMpµq.

(iii) (µ ist reguläres äußeres Maß) Zu jedem A Ă Ω gibt es ein B P σpBq mit A Ă B
und µpAq “ µpBq.

(iv) Ist λ zusätzlich σ-endlich, dann ist µ|Mpµq die Vervollständigung von µ|σpBq.
Insbesondere ist die Fortsetzung von λ zu einem vollständigen Maß auf Mpµq
eindeutig.

∗Versieht man PpΩq mit den Operation A∆B:=pAzBq Y pBzAq (symmetrische Differenz) als
Addition und mit der Operation X als Multiplikation, dann ist PpΩq ein kommutativer Ring mit
Null ∅ und Eins Ω. Ein Ring B in dem Sinne hier ist dann ein Unterring (im Sinne der Algebra) von
pPpΩq,∆,Xq.
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Beweis. (i) Sei A Ă B. Die Ungleichung µpAq ď λpAq folgt direkt aus der Definition von
µ. Für die umgekehrte Ungleichung seien A,Ai P B mit A Ă Y8i“0Ai. Wenn wir zeigen
können, dass dann λpAq ď

ř8

i“0 λpAiq gilt, folgt diese Ungleichung. Dazu definieren
wir Bi:=pAizYi´1

j“0AjqXA. Diese Mengen sind nun paarweise disjunkt und wieder in B
(da B ein Ring über Ω ist und damit mit A,B P B auch AXB “ pAYBq∆pA∆Bq P B
ist.). Dann folgt, da λ σ-additiv ist:

λpAq “ λp
8
ď

i“0
Biq “

8
ÿ

i“0
λpBiq ď

8
ÿ

i“0
λpAiq.

(ii) Wir müssen zeigen, dass jedes A P B µ-messbar ist:

Sei dazu S Ă Ω. Für µpSq “ 8 muss wegen der σ-Subadditivität des äußeren Maßes µ
auch min. einer der Werte µpSzAq und µpS XAq unendlich sein und damit würde für
solche S die gewünschte Gleichheit gelten.

Sei also nun µpSq ă 8. Nach Definition des äußeren Maßes µ gibt es Ai k P B derart,
dass S Ă

Ť8

i“0Ai,k und
ř8

i“0 λpAi,kq ď µpSq ` k´1 gilt. Damit folgt

µpS XAq ` µpSzAq
Def µ
ď

ÿ

i“0
λpAi,k XAq `

ÿ

i“0
λpAi,kzAq

λ Prämaß
“

k
ÿ

i“0
λpAi,kq ď µpSq ` k´1.

Mit k Ñ8 folgt dann A PMpµq.

(iii) Für µpAq “ 8 kann man einfach B “ Ω wählen. Sei nun µpAq ă 8. Dann gibt es
nach Definition von µ Mengen Aik P B mit

8
ÿ

i“0
µpAikq

piq
“

8
ÿ

i“0
λpAikq ď µpAq ` k´1.

Wir setzen B:=
Ş8

k“0
Ť8

i“0Aik P σpBq und A Ă B. Dann folgt mit der σ-Subadditivität
von µ:

µpAq ď µpBq ď
8
ÿ

i“0
µpAikq ď µpAq ` k´1

und damit µpAq “ µpBq.

(iv) Sei µ̄ : σpBq Ñ r0,8s die Vervollständigung von µ|σpBq wie in Satz 3.2.6. Wir
müssen zeigen, dassMpµq “ σpBq ist. Die Inklusion Ą ist klar, daMpµq nach (ii) B
und somit σpBq enthält. Es bleibt also die andere Inklusion.

Sei A PMpµq. Dann gibt es nach (iii) B P σpBq mit A Ă B und µpAq “ µpBq, sowie
angewandt auf BzA ein C P σpBq mit BzA Ă C und µpBzAq “ µpCq.

Verwenden wir nun, dass A PMpµq ist, haben wir (mit S “ B in der Definition von
Mpµq):
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µpCq “ µpBzA “ SzBq “ µpS “ Bq ´ µpS XA “ Aq “ 0.
Also ist A “ pBzCq Y pAXCq mit BzC P σpBq und AXC Teilmenge der µ-Nullmenge
C. Also ist A P σpBq.

Beispiel 3.3.8. Seien Vorl. 26B die Menge aller achsenparallelen linksoffenen Quader in Rn

(d.h. pa1, b1s ˆ . . . pan, bns P Rn)∗ zuzüglich ∅ und λ : B Ñ r0,8s, Q ÞÑ volQ. Sei Ăλn
das äußere Maß nach obiger Konstruktion. Wir werden später sehen, dass MpĂλnq
die Lebesgue-σ-Algebra und xλn|Mpµq das Lebesgue-Maß ist, bis dahin bezeichnen wir
ĂΛn:=MpĂλnq und xλn:=µ|MpĂλnq. Nach Satz 3.3.4 ist xλn zumindest ein vollständiges Maß.

Man kann direkt nachprüfen, dass Ăλn|B “ λ und B Ă xΛn gilt.
Eigentlich würden wir gerne insgesamt den letzten Satz anwenden, doch ist B erst
mal kein Ring. Doch wir können hier B durch rekursive Zunahme aller Vereinigungen
bzw. Differenz zweier Elemente zu einem Ring rB machen. Jedes Element in B̃ ist
dann die endliche Vereinigung von paarweise disjunkten (deshalb auch das ’linksoffen’)
Elementen in B. Wir definieren dann λ̃ : B̃ Ñ r0,8s für ein A P B̃ als die Summe
der Volumina der Quader in der erwähnten Zerlegung. Man kann direkt sehen, dass
λ̃ “ Ăλn|

rB ist. Damit ist das aus λ̃ konstruierte Maß gleich dem von λ – also gleich xλn.
Der letzte Satz gibt somit auch, dass xλn die Vervollständigung von λ̃|σp rBq.

Lemma 3.3.9. Sei Qn die Menge der achsenparallelen linksoffenen Quader im Rn
(wie im letzten Beispiel) Dann gilt BpRnq “ σpQnq.

Beweis. Es ist pa, bs “ X8i“0pa, b`i
´1q. Analog kann man jedes Q P Qn als abzählbaren

Schnitt offener Quader darstellen. Damit ist BpRnq Ą σpQnq.
Andererseits lässt sich jede offene Menge U Ă Rn als abzählbare Vereinigung linksoffener
Quader darstellen:

U “
8
ď

k“0

ď

tQk,m:=2´kpm` r0, 1sn | m P Z, Qk,m Ă Uu.

Folgerung 3.3.10.

(i) Alle Borelmengen (=Elemente in BpRnq) sind xλn-messbar.

(ii) Für jedes A Ă Rn gibt es eine Borelmenge B mit A Ă B und ĂλnpAq “ xλnpBq.

(iii) Eine Menge A Ă Rn ist genau dann xλn-messbar, wenn es eine Borelmenge B Ă A

mit ĂλnpAzBq “ 0 gibt. Dabei kann B als abzählbare Vereinigung offener Mengen
gewählt werden.

∗Hier ist es egal, ob linksoffener oder abgeschlossener Quader, macht nur unten die Konstruktion
des Ringes leichter.
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(iv) Eine Menge A Ă Rn ist genau dann xλn-messbar, wenn es eine Borelmenge B Ą A

mit ĂλnpBzAq “ 0 gibt. Dabei kann B als abzählbarer Durchschnitt abgeschlossener
Mengen gewählt werden.

Beweis. (i) DaMpλ̃nq eine σ-Algebra ist und nach letztem Beispiel Qn enthält, folgt
die Behauptung mit letztem Lemma.

(ii) Dies folgt aus der Regularität des äußeren Maßes Ăλn nach Satz 3.3.7 und letztem
Beispiel.

(iii) Aus A Ăλn-messbar, folgt die Existenz von B aus (i)-(ii). Das B als abzählbare
Vereinigung offener Mengen gewählt werden kann, folgt aus der Konstruktion von B
im Beweis von Satz 3.3.7.iii.

Existiere nun zu einem A Ă Rn eine Borelmenge B Ă A mit ĂλnpAzBq “ 0. Nach
Lemma 3.3.5 ist AzB xλn-messbar und damit auch A “ B YAzB.

(iv) Folgt aus (iii) angewendet auf die jeweiligen Komplemente.

Folgerung 3.3.11. λ̂n ist die Vervollständigung von λ̂n|BpRnq.

Beweis. Folgt direkt aus der Konstruktion der Vervollständigung und (iii) der letzten
Folgerung.

3.4 Messbare Funktionen
Wir kommen nun zum Begriff der messbaren Funktionen zwischen messbaren Räumen.
Das werden die sein, die wir im nächsten Abschnitt bei geeignetem Wertebereich bzgl.
eines Maßes auf dem Definitionsbereich integrieren werden.

Definition 3.4.1. Seien pΩi,Aiq, i “ 1, 2, messbare Räume. Eine Abbildung f : Ω1 Ñ
Ω2 heißt A1-A2-messbar, falls f´1pA2q Ă A1.

Wenn die σ-Algebren aus dem Kontext klar sind, sagt man kurz auch nur messbar.

Beispiel 3.4.2.

(i) Konstante Abbildungen zwischen messbare Räumen sind automatisch messbar:

Der Wert der konstanten Abbildung sei x P Ω2. Sei A P A2. Dann ist f´1pAq “ ∅,
falls x R A, und sonst f´1pAq “ Ω1.

(ii) Sei pΩ,Aq ein messbarer Raum, Ω2 “ R mit A2 “ BpRq (die Borel-σ-Algebra).
Dann ist χA : Ω Ñ R genau dann A1 ´ BpRq-messbar, wenn A P A1 ist.

(iii) Seien pΩi,Aiq, i “ 1, 2, 3, messbaren Räume. Sei fi : Ωi Ñ Ωi`1 Ai´Ai`1-messbar
für i “ 1, 2. Dann ist f2 ˝ f1 A1 ´A3-messbar:

Folgt mit pf2 ˝ f1q
´1pA3q “ f´1

1 pf´1
2 pA3qq.
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Lemma 3.4.3 (Messbarkeitskriterium). Seien pΩi,Aiq, i “ 1, 2, messbare Räume. Sei
f : Ω1 Ñ Ω2 und E Ă A2. Dann gilt:

(i) f´1pσpEqq “ σpf´1pEqq

(ii) Aus f´1pEq Ă A1 folgt, dass f A1-σpEq-messbar ist.

Beweis. (i) Da f´1pσpEqq nach Beispiel 3.2.2.vi selbst wieder eine σ-Algebra ist und
f´1pEq enthält, ist f´1pσpEqq Ą σpf´1pEqq. Für die reverse Inklusion betrachten wir

B:=tA Ă Ω2 | f
´1pAq P σpf´1pEqqu.

Dann kann man direkt überprüfen, dass B eine σ-Algebra über Ω2 mit E Ă B ist. Also
ist σpEq Ă B und damit f´1pσpEqq Ă σpf´1pEqq.

(ii) folgt direkt aus (i).

Beispiel 3.4.4. Stetige Abbildungen f : Rn Ñ Rm sind BpRnq ´ BpRmq-messbar
(Borel-messbar): Das folgt aus letztem Lemma und da für stetige Abbildungen Urbilder
offener Mengen wieder offen sind. Damit ist f auch ĂΛn ´ BpRmq-messbar.

Lemma 3.4.5. Sei pΩ,Aq ein messbarer Raum. Dann ist f “ pf1, . . . , fnq : Ω Ñ Rn
genau dann A ´ BpRnq-messbar, wenn die Koordinatenfunktionen fi : Ω Ñ R für
i “ 1, . . . , n alle A´ BpRq-messbar sind.

Beweis. Sei zunächst f A ´ BpRnq-messbar: Die Projektion prj : Rj Ñ R auf die
j.te Koordinate ist stetig und damit nach letztem Beispiel Borel-messbar. Damit ist
fj “ prj ˝ f A´ BpRq-messbar.

Seien nun fi : Ω Ñ R für i “ 1, . . . , n alle A´ BpRq-messbar: Aus f´1p
śn
i“1pai, bisq “

Şn
i“1 f

´1
i ppai, bisq, σpQkq “ BpRkq und Lemma 3.4.3 folgt so die Messbarkeit von f .

Nennt man Abbildungen f : Ω Ñ R von einem messbaren Raum pΩ,Aq nach R (A-
)messbar, bedeutet das, wenn nicht anders gesagt, dass man auf R die Borel-σ-Algebra
BpRq verwendet.

Um Fallunterscheidungen in Beweisen und Sätzen zu vermeiden, arbeitet man oft
auch mit numerischen Funktionen f : Ω Ñ R “ R Y t˘8u. Hierbei wird R mit der
Borel-σ-Algebra BpR̄q:=σpCq versehen, wobei C:=tU Ă R̄ | U XR offen und falls ˘8 P
U ist, gibt es ein a P R mit pa,8s P ˘Uu die Menge der offenen Teilmengen von R̄ ist.
Damit ist insbesondere t8u, t´8u P BpR̄q und BpR̄q “ σptU Ă R offenu Y t8,´8uq.

Ist f : Ω Ñ R A´ BpR̄q-messbar, dann auch A´ BpRq-messbar.

Wir verwenden R mit den offensichtlichen Ordnungsrelationen ď,..., die die auf R
sinnvoll fortsetzen (also a ď 8 für alle a P R. . . ).

Lemma 3.4.6. Sei pΩ,Aq ein messbarer Raum, A P A und f : A Ñ R. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) f ist A-messbar (d.h. fχA : Ω Ñ R ist A´ BpRq-messbar).
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(ii) tf ď su P A für alle s P R.

(iii) tf ą su P A für alle s P R.

(iv) tf ě su P A für alle s P R.

(v) tf ă su P A für alle s P R.

(vi) f´1pUq, f´1pt8uq, f´1pt´8uq P A für alle offen Teilmengen U Ă R.

Beweis. WegenVorl. 27 tf ă su “ Aztf ě su und A P A sind (ii) und (iii) äquivalent ( analog
(iv) und (v)). Wegen

tf ď su “
8
č

k“1
tf ă s` k´1u

folgt (ii) aus (v) und mit der analogen Identität für ě und ą (iv) aus (iii). Damit sind
(ii) bis (v) äquivalent.

Die Äquivalenz von (i) und (vi) folgt aus BpR̄q “ σptU Ă R offenu Y t8,´8uq und
Lemma 3.4.3.

Gilt (vi), dann folgt (iii) wegen tf ą su “ f´1pps,8qq Y f´1pt8uq.

Gelte nun (ii) bis (v). Dann ist f´1pa, bq “ tf ą auXtf ă bu P A. Da jede offene Menge
U Ă R eine abzählbare Vereinigung von offenen Intervallen ist, ist damit f´1pUq P A.
Außerdem ist f´1pt8uq “

Ş8

k“0tf ą ku P A und analog f´1pt´8uq P A.

Folgerung 3.4.7. Sei pΩ,Aq ein messbarer Raum, A P A und fk : AÑ R A-messbar,
k P N. Dann sind infk fk, supk fk, lim infkÑ8 fk und lim supkÑ8 fk (jeweils als Funk-
tionen von A nach R aufgefasst) A-messbar.

Beweis. Folgt aus tinfk fk ě su “ X8k“1tfk ě su (analog für supk fk) sowie aus
lim infk fk “ supkpinf`ěk f`q (analog für lim supk fk).

Folgerung 3.4.8. Sei pΩ,Aq ein messbarer Raum, A P A und f, g : AÑ R A-messbar.
Dann ist tf ă gu, tf ď gu, tf “ gu, tf ‰ gu P A.

Beweis. Folgt aus tf ă gu “
Ť

qPQ ptf ă qu Y tg ą quq . . .

Wir erweitern Addition, Betrag und Multiplikation auf R durch

a` p˘8q:=p˘8q ` a:=˘8
a´ p˘8q:=´ p˘8q ` a:=¯8
8`8:=8 ´8´8:=´8
bp˘8q:=˘8
| ˘8|:=8
0p˘8q:=p˘8q0:=0, 8´8:=´8`8 “ 0.

für a P R, b ą 0. Die ersten vier Zeilen sind die natürliche Erweiterung dieser Rechenope-
rationen, da sie auch den Rechenregeln für uneigentliche Grenzwerte übereinstimmen.
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Lemma 3.4.9. Sei pΩ,Aq ein messbarer Raum und f, g : Ω Ñ R messbar und α, β P R.
Dann sind auch αf ` βg, fg, |f |, maxtf, gu und mintf, gu messbar.

Beweis. Die Messbarkeit von maxtf, gu und mintf, gu folgt aus Folgerung 3.4.7 mit
der Folge f1, f2, f2, . . ..

Nun seien f, g zunächst reellwertig: Die Abbildung h : Ω Ñ R2, x ÞÑ pfpxq, gpxqqT ist
nach Lemma 3.4.5 A´ BpR2q-messbar. Die Funktionen s : R2 Ñ R, px1, x2q ÞÑ x1 ` x2
und p : R2 Ñ R, px1, x2q ÞÑ x1x2 sind stetig und damit Borel-messbar. Also ist
f ` g “ s ˝ h und fg “ p ˝ h messbar.

Seien nun f, g R-wertig: Dann sind fn, gn : Ω Ñ R fn:=maxp´n,minpf, nqq sowie
gn:=maxp´n,minpg, nqq reellwertig und messbar. Somit sind fn`gn und fngn messbar
und damit auch f ` g “ limnÑ8pfn ` gnq und fg “ limnÑ8 fngn.

Damit sind αf ` βg und |f | “ maxtf, 0u ´mintf, 0u messbar.

Definition 3.4.10. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und Epxq eine Aussage in Abhängigkeit
von x P Ω. Dann gilt E µ-fast überall (µ-f.ü.), falls Epxq außerhalb einer µ-Nullteilmenge
gilt.

Lemma 3.4.11. Sei pΩ,A, µq ein vollständiger Maßraum. Sei f : Ω Ñ R messbar und
g : Ω Ñ R mit f “ g µ-f.ü. Dann ist g ebenfalls messbar.

Beweis. Sei N Ă Ω mit µpNq “ 0 und f “ g auf ΩzN . Dann ist für A P BpRq

f´1pAq “ g´1pAqzN
loooomoooon

PA

Y f´1pAq XN
loooooomoooooon

µ´Nullmenge, da vollst.

P A.

Lemma 3.4.12. Sei pΩ,A, µq ein vollständiger Maßraum. Seien fk : Ω Ñ R messbar.
Falls fk µ-f.ü. punktweise gegen ein f : Ω Ñ R konvergiert, dann ist f messbar.

Beweis. Sei fpxq “ limkÑ8 fkpxq für alle x R N für µpNq “ 0. Dann ist gk:=fkχΩzN als
Produkt zweier messbarer Funktionen wieder messbar und damit nach Folgerung 3.4.7
auch g:=fχΩzN “ limkÑ8 gk messbar. Wegen f “ g µ-f.ü. folgt aus letztem Lemma,
dass f messbar ist.

Lemma 3.4.13. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum, pΩ̃, Ãq ein messbarer Raum und f : Ω Ñ Ω̃
A´ Ã-messbar. Dann definiert

ppA P Ãq:=µpf´1pAqq

ein Maß auf Ã – das Bildmaß von µ unter f .

Beweis. Die Messbarkeit von f braucht man, damit die rechte Seite überhaupt wohlde-
finiert ist. Dann folgt alles direkt mit f´1p

Ť8

i“0Biq “
Ť8

i“0 f
´1pBiq und da µ selbst

ein Maß ist.
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Abbildung 3.1: Das Lebesgue-Integral wird analog dem Riemann-Integral über Trep-
penfunktionen angenähert. Allerdings werden die Treppen nicht wie
beim Riemann-Integral von Funktionen f : ra, bs Ñ R durch (äquidi-
stante) Zerlegung von ra, bs erhalten, sondern durch eine Zerlegung des
Wertebereichs. Dadurch sind die Mengen über die die einzelnen ’Stu-
fen’ definiert sind allgemeiner und es wird uns eine Verallgemeinerung
des Mehrfachintegrals geben, wo jede ’Stufe’ nur über einem Quader
definiert war.

Beispiel 3.4.14. Zufallsvariablen X : Ω Ñ R mit pΩ,A, µq ein Wahrscheinlichkeits-
raum sind als (A ´ BpRq-)messbare Abbildungen definiert. Die Wahrscheinlichkeit
ppX P Aq, dass die Zufallsvariable X dann Werte in A Ă BpRq annimmt gleich
µpX´1pAqq. Das p ist also das Bildmaß von µ unter X und wird Verteilung von
X genannt. Hat man einmal p, kann man für fast alle Belange den ursprünglichen
Wahrscheinlichkeitsraum einfach vergessen.

Nach obigen Überlegungen sind Summen von Zufallsvariablen auf dem gleichen messba-
ren Raum wieder Zufallsvariablen und für f : RÑ R Borel-messbar ist auch fpXq:=f˝X
wieder eine Zufallsvariable.

3.5 Integration über Maße

Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und f : Ω Ñ R eine A-messbare Abbildung mit f ě 0.

Die Idee des Lebesgue-Integrals ist es nun eine Annäherung durch Summen wie beim
Riemann-Integral zu machen. Allerdings stückelt man dieses Mal den Wertebereich
und nicht den Definitionsbereich, vgl. Abbildung 3.1:
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In:=
n2n´1
ÿ

i“1

i

2nµ
ˆ"

i

2n ă f ď
i` 1
2n

*˙

` nµptf ą nuq

Da f messbar ist, sind t in ă f ď i`1
n u und tf ą nuq alle aus A.

Definition 3.5.1. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und f, g : Ω Ñ R A-messbar mit f ě 0.
Dann heißt f µ-integrierbar, falls In für n Ñ 8 gegen ein Element in R konvergiert.
Den Grenzwert nennen wir pµ´qIntegral von f und schreiben dafür

ş

Ω fdµ.

Wir nennen g µ-integrierbar, falls g` “ maxtg, 0u und ´g´ “ ´mintg, 0u µ-integrierbar
sind. Das pµ´qIntegral von g¸ ist dann definiert als

ş

Ω gdµ:=
ş

Ω g`dµ´
ş

Ωp´g´qdµ.

Die Menge der µ-integrierbaren Funktion bezeichnen wir mit L1pµq.

Für f ě 0 messbar ist also alles, was für µ-integrierbar schief gehen kann, dass In Ñ8

für nÑ8. Je nach Literatur wird dann trotzdem
ş

Ω fdµ “ 8 geschrieben.

Bemerkung 3.5.2. Man kann sich recht schnell überlegen, dass das Integral einer
Treppenfunktion (=endliche R-Linearkombination von Funktionen χA mit A P A) also
f “

řk
i“1 αiχAi mit αi P R und Ai P A sich durch

ż

Ω
fdµ “

k
ÿ

i“1
αiµpAiq

berechnet.

In diesem Sinne kann man obiges In als Integral der Treppenfunktion

fn:=
n2n´1
ÿ

i“1

i

2nχt i
2năfď

i`1
2n u

` nχtfąnu

interpretieren. Dann ist fn eine monoton steigende Folge mit fn Ñ f für nÑ8.

Lemma 3.5.3. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum und f, g : Ω Ñ R µ-integrierbar. Sei α, β P
R. Dann gilt

(i) (Linearität) αf ` βg P L1pµq mit
ş

Ωpαf ` βgqdµ “ α
ş

Ω fdµ` β
ş

Ω gdµ.

(ii) (Monotonie) Aus f ď g folgt
ş

Ω fdµ ď
ş

Ω gdµ.

(iii) Sei f ě 0. Dann ist
ş

Ω fdµ “ 0 genau dann, wenn f “ 0 µ-f.ü. ist.

Beweis. (i)+(ii) folgt direkt aus Definition und dem Rechnen mit Grenzwerten.

(iii) Sei
ş

Ω fdµ “ 0: Wir setzen An “ tf ą 1
nu. Dann ist 1

nχAn ď f und damit wegen
der Monotonie des Integrals µpAnq “ 0. Es ist A1 Ă A2 Ă . . . und Y8n“1An “ tf ą 0u.
Mit Satz 3.2.7 folgt somit µptf ą 0uq “ limnÑ8 µpAnq “ 0.
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3 Maßtheorie

Sei nun f “ 0 auf ΩzA für µpAq “ 0. Dann ist f ď 8χA. Es ist 8χA µ-integrierbar
mit Integral 0, da nach Definition die zugehörigen Treppenfunktionen nχA sind und
alle Integral 0 haben.∗ Wegen Monotonie ist somit

ş

Ω fdµ “ 0.

Folgerung 3.5.4. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum. Dann ist L1pµq ein R-Vektorraum† mit
der Seminorm‡

}f}L1pµq:=
ż

Ω
|f |dµ.

Wegen (iii) des letzten Lemmas ist die Seminorm aber keine Norm.

Beweis. R-Vektorraum folgt aus letztem Lemma. Genauso die Dreiecksungleichung
und die positive Homogenität.

FürVorl. 28 das µ-Integral gelten auch Sätze der monotonen Konvergenz und der majorisierten
Konvergenz, die wir schon im ersten Kapitel gesehen haben:

Satz 3.5.5 (Satz über monotone Konvergenz – Satz von Levi). § Sei pΩ,A, µq ein
Maßraum und fk : Ω Ñ R, k P N, µ-integrierbar mit fk ď fk`1 für alle k. Falls
limkÑ8

ş

Ω fkdµ in R existiert, ist limkÑ8 fk µ-integrierbar mit
ż

Ω
p lim
kÑ8

fkqdµ “ lim
kÑ8

ż

Ω
fkdµ.

In Kapitel 1 haben wir beim Beweis diesen Satzes schon die Vollständigkeit von L1

verwendet – hier wird es andersherum sein.

Beweis. Nach Folgerung 3.4.7 ist f := lim fk messbar. Wegen fk ď f und der Monotonie
des Integrals folgt

ż

Ω
p lim
kÑ8

fkqdµ ě lim
kÑ8

ż

Ω
fkdµ.

Sei nun u eine Treppenfunktion mit u ď f , α ą 1 und Ak “ tαfk ě uu. Da pfkqk mo-
noton ist, folgt Ak Ă Ak`1 für alle k und uχAk ď αfk. Damit ist YkAk “ tα limk fk ě
uu “ Ω. Setzen wir uk:=uχAk . Dann ist pukqk eine monoton steigende Folge von Trep-
penfunktionen mit Grenzwert u. Dann gilt limkÑ8

ş

Ω ukdµ “
ş

Ω udµ (Das überprüft
man schnell zunächst auf u “ χA mit A P A und erhält den allgemeinen Fall mit
Linearität.). Daraus folgt
∗Das erklärt die Wahl der Konvention 8 ¨ 0 “ 0.
†Lemma 3.5.3.i stimmt auch (mit etwas längerem Beweis) für α, β P R. Trotzdem wird L1pµq

damit nicht zum R-Vektorraum – einfach, weil R kein Körper ist.
‡Eine Seminorm/Halbnorm ist eine Abbildung p : V Ñ r0,8q auf K-Vektorraum, die positiv

homogen ist und die Dreiecksungleichung erfüllt. Ist sie zusätzlich noch positiv definit, dann wäre p
sogar eine Norm.

§In der Literatur wird der Satz i.A. so formuliert, dass fk nur messbar sein muss und die Existenz
des Limes der Integrale wird auch weggelassen. Dann gilt die Gleichheit genauso, so lange man
8 zulässt. Sieht erst einmal allgemeiner aus, aber so bald da etwas 8 ist, ist die Sache sowieso
offensichtlich. Ist also nicht wirklich eine Mehraussage.
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3.5 Integration über Maße

ż

Ω
udµ “ lim

kÑ8

ż

Ω
uχAkdµ ď α lim

kÑ8

ż

Ω
fkdµ

Da dies für alle Treppenfunktionen u mit u ď f und alle α ą 1 gilt, folgt, dass f
µ-integrierbar ist mit

ż

Ω
p lim
kÑ8

fkqdµ “ lim
kÑ8

ż

Ω
fkdµ.

Der Beweis zeigt insbesondere: Falls limkÑ8

ş

Ω fkdµ “ 8 ist, gilt auch
ş

Ω fdµ “ 8.

Satz 3.5.6 (Satz zur majorisierten Konvergenz – Satz von Lebesgue). Sei pΩ,A, µq ein
Maßraum und fk, f : Ω Ñ R messbar mit limkÑ8 fk “ f µ-f.ü. Ferner sei g : Ω Ñ R
µ-integrierbar mit |fk| ď g µ-f.ü.. Dann sind f und fk alle µ-integrierbar und es gilt

lim
kÑ8

ż

Ω
|fk ´ f |dµ “ 0

und damit auch limnÑ8

ş

Ω fkdµ “
ş

Ω fdµ.

Ist der Maßraum vollständig, dann muss man nicht fordern, dass f messbar ist, sondern
es folgt mit Folgerung 3.4.7 und Lemma 3.4.11.

Der Beweis ist modulo Anpassungen sehr ähnlich zu dem in Kapitel 1, vgl. Satz 1.4.4.

Beweis. Nach Folgerung 3.4.7 ist fmax
n := supkěn fk messbar. Es gilt ´fmax

n ď ´fmax
n`1

nach Konstruktion und ´fmax
n ď ´g µ-f.ü und damit

ş

Ωp´fnqdµ ď
ş

Ωp´gqdµ. Da
fnpxq µ-f.ü. gegen f konvergiert, gilt

fpxq “ lim
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

fmaxn pxq “ fmaxpxq f.ü.

Nach Satz 3.5.5 ist fmaxpxq:= limnÑ8 f
max
n pxq µ-integrierbar und damit auch f µ-

integrierbar.

Analog können wir fminn := infkěn fk definieren und erhalten fmin:= limnÑ8 f
min
n ist

µ-integrierbar mit

lim
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

fminn pxq “ fminpxq µ´ f.ü.

Somit gilt fminpxq “ fmaxpxq “ fpxq µ-f.ü.

Wegen fminn ď fn ď fmaxn folgt,
ş

Ωpf
min
n ´fq˘dµ ď

ş

Ωpfn´fq˘dµ ď
ş

Ωpf
max
n ´fq˘dµ

und mit Lemma 3.5.3 damit limnÑ8

ş

Ω |fn ´ f |dµ “ 0

Mit Konvergenzsätzen erhalten wir nun für das Integral zu einem Bildmaß:

Satz 3.5.7. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum, pΩ̃, Ãq ein messbarer Raum und f : Ω Ñ Ω̃
A´ Ã-messbar und p “ µ ˝ f´1. Dann ist ϕ : Ω̃ Ñ R genau dann p-integrierbar, wenn
ϕ ˝ f µ-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

ż

Ω̃
ϕdp “

ż

Ω
pϕ ˝ fqdµ.
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Beweis. Für ϕ “ χA mit A P Ã ist dies genau die Definition des Bildmaßes. Damit gilt
die Aussage auch für Treppenfunktionen, da die Integration linear ist. Der Rest folgt
mittels Definition des Integrals und dem Satz zur monotonen Konvergenz.

Beispiel 3.5.8. Sei X eine µ-integrierbare Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum pΩ,A, µq. Dann ist der Erwartungswert von X definiert als

EpXq:=
ż

Ω
Xdµ.

Sei p das Bildmaß von µ unter X. Dann ist nach letztem Satz (mit ϕ “ id)

EpXq “

ż

R
xdp.

Sei B P BpRq mit ppBq ‰ 0 und pB die bedingte Wahrscheinlichkeit zu p und B, vgl.
Beispiel 3.2.5.iv. Dann ist der bedingte Erwartungswert ∗

EpX|Bq:=EpXχBq
ppBq

“

ş

B
xdp

ppBq
“

ż

B

xdpB .

Die letzte Gleichheit gilt nicht nur für die Funktion fpxq “ x, sondern allgemein
für messbare f . Sieht man direkt für Treppenfunktionen und der Rest folgt mit
Konvergenzsätzen.†

Man kann direkt überprüfen, dass µ̃ : BpRq Ñ R, B ÞÑ EpX|Bq, ein endliches Maß auf
R definiert.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie treten auch bedingte Erwartungswerte bzgl. einer
anderen Zufallsvariablen oder einer σ-Algebra auf:

Der bedingte Erwartungswert von X bzgl. einer σ-Algebra B Ă A ist definiert als eine
Abbildung Y :=EpX|Bq : Ω Ñ R, die B ´ BpRq-messbar ist und für die EpXχBq “
EpY χBq für jedes B P B (die Existenz und Eindeutigkeit (modulo µ-f.ü.) müsste man
sich natürlich noch überlegen).

Der bedingte Erwartungswert von X bzgl. einer Zufallsvariablen Y : Ω Ñ R ist definiert
als:

EpX|Y q:=EpX|σpY qq

mit σpY q:=Y ´1pAq.

Definition 3.5.9.
L1pµq:=L1pµq{ „

mit f „ g genau dann, wenn f “ g µ-f.ü.‡
∗Wie im ersten Kapitel sei wieder

ş

B xdp:=
ş

R xχBdp
†Das ist eine generelle Beweismethode in der Maß-/Integrationstheorie und in der Stochastik.
‡Man überprüft direkt, dass dies eine Äquivalenzrelation auf L1pµq definiert.
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Folgerung 3.5.10. Auf L1pµq definiert }rf s}L1pµq:=}f}L1pµq eine Norm.
Beweis. Wohldefiniertheit und positiv definit folgt mit Lemma 3.5.3.iii.

Satz 3.5.11. Sei pΩ,A, µq ein Maßraum. Dann ist L1pµq ein Banachraum.∗

Beweis. Sei gk P L1pµq eine Cauchyfolge. Dann gibt es jeweils µ-integrierbare fk : Ω Ñ
R mit gk “ rfks, so dass es für ε ą 0 ein m P N gibt mit

ş

Ω |fk ´ f`|dµ ă ε für alle
k, ` ą m. Aus Lemma 1.3.9 erhalten wir eine schnell konvergente Teilfolge fik . Es ist
fik`1 “ fi1 `

řk
j“1pfij`1 ´ fij q. (Wir fahren nun analog zum Beweis von Lemma 1.3.10

fort) Wir setzen

F`pxq:=|fi1pxq| `
ÿ̀

k“1
|fikpxq ´ fik`1pxq|.

Dann ist 0 ď |fi``1 | ď F`, F` ist in ` monoton steigend und es gilt nach Dreiecksunglei-
chung

}F`}L1pµq ď }fi1}L1pµq `
ÿ̀

k“1
}fikpxq ´ fik`1pxq}L1pµq ď }fi1}L1pµq ` 1

Nach dem Satz 3.5.5 zur monotonen Konvergenz ist F := lim`Ñ8 F` “ |fi1pxq| `
ř8

k“1 |fikpxq ´ fik`1pxq| µ-integrierbar und damit µ-f.ü. endlich. Demnach ist fi1 `
ř8

j“1pfij`1 ´ fij q µ-f.ü. absolut konvergent und damit existiert limkÑ8 fik µ-f.ü. Sei
nun f “ limkÑ8 fik außerhalb einer µ-Nullmenge und auf dieser Nullmenge gleich 0.
Dann ist f messbar und nach dem Satz über dominierende Konvergenz folgt f P L1pµq
mit }fik ´ f}L1pµq Ñ 0 für k Ñ8. Mit der Dreiecksungleichung folgt dann

}fi ´ f}L1pµq ď }fi ´ fik}L1pµq ` }fik ´ f}L1pµq

dass schon fi selbst in L1pµq gegen f konvergiert.

Bemerkung 3.5.12 (Das µ-Integral als Riemann-Integral). Sei pΩ,A, µq ein Maßraum
und f : Ω Ñ R messbar mit f ě 0. Wir setzen

Sf ptq:=µptf ą tuq.

das ist wohldefiniert, da f messbar ist. Die Funktion Sf : r0,8q Ñ r0,8s ist monoton
fallend. Falls µpΩq ă 8 ist, bildet Sf sogar wieder nach r0,8q ab. Falls µptf ą tuq “ 8
für ein t ą 0 ist, ist

ş

Ω fdµ “ 8. Falls höchstens µptf ą 0uq “ 8 ist, ist Sf auf
kompakten Intervallen rα, βs Ă p0,8q Riemann-integrierbar, da Sf monoton ist (Das
haben wir in Analysis 1 nur erwähnt [2, S.137], einen Beweis findet man z.B. in [1,
VI.3, p19]).
Dann ist

ż

Ω
fdµ “

ż 8

0
µptf ą tuqdt,

dabei ist die rechte Seite als uneigentliches Riemann-Integral zu verstehen. (Das folgt
direkt aus unserer Konstruktion von

ş

Ω fdµ.)
∗Man kann auch wieder analog auch Lppµq “ tf : Ω Ñ R messbar | fp ist µ´ integrierbaru{ „ für

1 ď p ă 8 und erhält auch einen Banachraum (Beweis analog).
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3.6 Vergleich von L1pxλnq mit L1pRnq

Wir wollen nun sehen, dass xλn gleich dem Lebesgue-Maß λn aus Definition 3.1.1 ist
und dass L1pλnq als Banachraum gleich/isomorph zu L1pRnq ist:

Satz 3.6.1.

(i) C0
c pRnq liegt dicht in L1pxλnq.

(ii) Für C0
c pRnq gilt }c}L1pxλnq

“ Ip|c|q.

Beweis. (i) C0
c pRnq ist überhaupt eine Teilmenge von L1pxλnq: Sei c P C0

c pRnq. Dann ist
c messbar. O.B.d.A. sei c ě 0 (sonst Übergang zu c˘ P C0

c pRnq). Sei α:=max c P r0,8q.
Dann ist f ď αχtc‰0u und damit µ-integrierbar.

Für die Dichtheit sei zunächst f P L1pxλnq der Form f “ χA mit A P rΛn. Dann ist
insbesondere xλnpAq ă 8. Sei ε ą 0. Dann gibt es ein k P N, so dass für B:=AXr´k, ksn

gilt: xλnpAq ď xλnpBq ` ε
2 und damit }χA ´ χB}L1pxλnq

ď ε
2 . Nach der Konstruktion des

äußeren Maßes und Folgerung 3.3.10 gibt es eine abgeschlossene Menge K und eine
offene Menge K Ă B Ă U mit xλnpUzKq ă ε

2 . Insbesondere ist K kompakt. Ist K “ ∅,
dann ist }χA ´ 0}L1pxλnq

ă ε. Sei also K ‰ ∅. Dann ist distpK,RnzUq ą 0 und damit
ist

h : Rn Ñ R, x ÞÑ 1´min
"

1, distpx,Kq
distpK,RnzUq

*

ein wohldefiniertes Element aus C0
c pRnq mit h|K “ 1 und h|RnzU “ 0. Es gilt

}χA ´ h}L1pxλnq
ď }χA ´ χB}L1pxλnq

` }χU ´ χK}L1pxλnq
ă ε.

Wegen Dreiecksungleichung ist damit jede Treppenfunktion durch Funktionen in C0
c pRnq

in L1pxλnq approximierbar. Die Treppenfunktionen wiederum sind dicht in L1pxλnq per
Konstruktion.

(ii) Ein c P C0
c pRnq kann punktweise durch die Approximation einer Untersumme wie

in der Definition von Mehrfachintegralen [3, Abschnitt 2.4] dargestellt werden. Diese
Approximationen sind dann Treppenfunktion ck auf pRn,ĂΛn,xλnq, da Quader in Rn xλn-
messbar sind (mit Maß gleich ihrem Volumen). Das Integral im Mehrfachintegralsinne
stimmt dann mit dem Integral als Treppenfunktion auf pRn,ĂΛn,xλnq überein. Da ck
monoton steigend ist und punktweise gegen c konvergiert, folgt }c}L1pλ̃nq “ Ipcq.

Da L1pxλnq nach Satz 3.5.11 vollständig ist, folgt direkt

Folgerung 3.6.2. L1pxλnq “ L1pRnq.

Dass die Maße λn und xλn auch wirklich übereinstimmen, folge direkt aus der Definiti-
on 3.1.1 von λn und der Definition des xλn-Integral auf charakteristischen Funktionen.
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3.7 Gibt es nicht Lebesgue-messbare Mengen? – Das Auswahlaxiom

Kapitel 1 Kapitel 3

A Ă Rn ist vernachlässigbar λnpAq “ 0

f.ü. λn-f.ü.

D Folge fk P C0pRnq mit fkpxq Ñ fpxq f.ü. f : Rn Ñ R ist Λn ´ BpRq-messbar

f : Rn Ñ R ist Realisierung eines
Elementes von L1pRnq f P L1pλnq

Für die Äquivalenz der Zeile mit der Messbarkeit folgt die eine Richtung aus Lem-
ma 3.4.12 und Beispiel 3.4.4. Die andere Richtung folgt mit Folgerung 3.4.7 und
Lemma 3.4.11.

3.7 Gibt es nicht Lebesgue-messbare Mengen? – Das
Auswahlaxiom

Das Auswahlaxiom ist ein Axiom der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (ZFC). Schon
dass man überhaupt als Ausgangspunkt mit Axiomen über Mengen einsteigt, ist eine
Wahl. Eine Wahl, die fast überall in der Mathematik verbreitet ist, aber eine Wahl. Die
neueren Beweisassistenten, wie z.B. LEAN∗ benutzen aber z.B. nicht Mengen sondern
Typentheorie als Grundlage.

Aber auch innerhalb der Axiomatik mit Mengen trifft man verschiedene Wahlen. Macht
man nur ’ZF’† ist das Auswahlaxiom erst einmal nicht dabei. Nimmt man es mit dazu
heißt es ’ZFC’. Was sagt das Auswahlaxiom?

Sei A eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Auswahlfunktion für A,
d.h. jedem Element X P A wird genau ein Element von aus X zugeordnet.

Klingt harmlos – das liegt daran, dass man sich in erster Linie nicht so schlimme Mengen
für A vorstellt. Aber nimmt man das Auswahlaxiom an, kann man sehr seltsame Sachen
zeigen, z.B. Banach-Tarski:

Es gibt eine disjunkte Zerlegung von B1p0q Ă R3 in endlich viele Teilmengen, die anders
wieder zusammengesetzt zwei Kopien von B1p0q.
∗https://en.wikipedia.org/wiki/Lean_(proof_assistant)
†https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel_set_theory
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3 Maßtheorie

Würde man ja eigentlich sagen, ist offensichtlich falsch...

Auch für Zornsche Lemma braucht man das Auswahlaxiom - genauer gesagt, es ist
äquivalent zur Annahme des Auswahlaxioms∗.

Will man nun die Frage beantworten, ob es überhaupt nicht-Lebesgue-messbare Mengen
gibt, dann kann man dies nur mit ZF nicht entscheiden:

Nimmt man das Auswahlaxiom an, dann ist die Antwort ja. Ein Beispiel ist die Vitali-
Menge V Ă r0, 1s, welche wie folgt spezifiziert ist: Für alle r P R gibt es genau ein
v P V mit r ´ v P Q. Wenn man sich überlegt, dass es diese Menge wirklich gibt,
benutzt man das Auswahlaxiom†. Wie sieht man, dass V nicht Lebesgue-messbar ist?
Sei q1, q2, . . . eine Abzählung von QXr´1, 1s. Wir setzen Vk “ V `qk:=tv`qk | v P V u.
Dann sind die Vk paarweise disjunkt und r0, 1s Ă YkVk Ă r´1, 2s. Angenommen V ist
Lebesgue-messbar, dann wegen Translationsinvarianz auch Vk. Wegen der σ-Additivität
von Maßen folgt dann 1 ď

ř8

k“1 λ
npVkq “

ř8

k“1 λ
npV q ď 3. Das ist ein Widerspruch.

Aber man kann auch zusätzlich zu ’ZF’ das Axiom ’Alle Mengen sind Lebesgue-messbar’
hinzunehmen und es gibt dafür auch ein Modell‡ ...

∗s. https://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of_choice für andere Aussagen, die äquivalent zum
Auswahlaxiom sind.
†siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set – die Existenz von nicht-Lebesgue-messbaren

Mengen ist allerdings nicht äquivalent zum Auswahlaxiom. Man kommt auch mit etwas schwächeren
Axiomen durch.
‡https://en.wikipedia.org/wiki/Solovay_model
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