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Übungsaufgabe 10. Zeigen Sie, dass es für jeden skalare Differentialoperator P : C∞(M,R) erster Ordnung
ein eindeutiges Vektorfeld X ∈ X(M) und eine Funktion f ∈ C∞(M,R) gibt, so dass Pu = X(u) + fu für
alle u ∈ C∞(M,R) gilt.

Übungsaufgabe 11 (3+2). Sei E ein K-Vektorbündel über M mit metrischem Zusammenhang ∇E (bzgl.
einer Bündelmetrik hE). Auf E∗ erhält man einen Zusammenhang mittels

X(ω(s)) = (∇E∗

X ω)(s) + ω(∇E
Xs)

für alle ω ∈ Γ(E∗), s ∈ Γ(E) und X ∈ X(M).

(i) Zeigen Sie, dass ∇E∗ bzgl. der Bündelmetrik hE∗ aus Lemma 1.2.27 metrisch ist.

(ii) Sei g eine Riemannsche Metrik auf M , E = TM und ∇E der Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g).
Berechnen Sie die lokale Darstellung von ∇E∗ .

Übungsaufgabe 12. Sei E ein K-Vektorbündel über M mit affinem Zusammenhang ∇E . Auf ΛkE∗ erhält
man einen Zusammenhang mittels

X(ω(s)) = (∇E∗

X ω)(s) + ω(∇E
Xs) und

∇Λk+`E∗

X (α ∧ β) =
(
∇ΛkE∗

X α
)
∧ β + α ∧

(
∇Λ`E∗

X β
)

für alle ω ∈ Γ(E∗), s ∈ Γ(E), α ∈ Γ(ΛkE∗), β ∈ Γ(Λ`E∗) und X ∈ X(M). Zeigen Sie, dass

(
∇ΛkE∗

X α
)

(s1, . . . , sk) = X(α(s1, . . . , sk))−
k∑

j=1
α(s1, . . . , sj−1,∇E

Xsj , sj+1, . . . , sk)

für alle si ∈ Γ(E), α ∈ Γ(ΛkE∗) und X ∈ X(M) gilt.
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