Differentialgeometrie 11 Nadine Grofle, Jonah Reufl
SS24

Ubungsblatt 11

Ubungsaufgabe 25.

(i) (Anschauung der Lieklammer) Seien X, Y € X(M) und ¢; der Fluss von X, d.h. X(f) = %|t:0(foq§t(az)).
Wir zeigen, dass

X,V € M) = & limodo, 9 (¥ (6:(2)))

test
Beweis. Taylorentwicklung ergibt f o ¢;(z) = f(x) + the(z) mit ho(x) = und damit

d  (fod—i)(Y(¢i(2))) —duf(Y(2))
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LoV () 0 () ~ ¥ (ho(a)) = (X(Y(F) ~ ) (@) o
= [X,Y]()(@). O

(ii) Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit gegebenem Zusammenhang. Sei X € gund Y = hor(Y) € X(P).
Dann ist [X, Y] auch ein horizontales Vektorfeld.

Beweis. Der Fluss

X Y)0) = Sicods, 6 (Y (00(0)))

d
= &|t:0 dp~eXp(tX)ReXp (Y(p : exp(tX)))

=:y(t)

Da Y horizontal ist und fiir den Zusammenhang d,R,(Q,P) = gilt, ist v(t) eine Kurve mit
() € und damit [X, Y] selbst horizontal. O

Ubungsaufgabe 26. Fiillen Sie die hellblauen Liicken und sagen Sie, warum die hellblau gewellt-unterstrichenenen
Formeln richtig sind.

(i) Haben wir einen Zusammenhang ) auf einem G-Hauptfaserbiindel P — M gegeben, definieren wir
wp(X(p)+Y) =X fiir X € gund Y € Q,P. Das definiert ein w € Q'(P,g) und sieht, dass Rjw =
Ad(g7!) ow fiir alle g € G, d.h. wy.4(dyRy(Z))) = Ad(g7 ") (wp(Z)) fiir alle p € P und Z € T, P, denn:



Ein Z € T,,P hat immer die Form X (p) +Y mit X € g und Y € Q,P. Damit ist

(R;"J)p(z = X(p) +Y) = ng(dpRg(X(p) +Y))
= wpg(Ad(g )X (p) + dpRy(Y)) da dpRy(X(p) = Ad(g )X (p-g) und dyR, st
=Ad(g™HX da

= Ad(g™)wp(2).

Ein Element w € Q'(P;g), fiir welches w(X) = X, wobei X das fundamentale Vektorfeld zu X € g ist,

und Riw = Ad(g™") o w gilt, nennt man Zusammenhangsform dem G-Hauptfaserbiindel 7: P — M.

Wir haben also oben aus einem Zusammenhang @) eine Zusammenhangsform konstruiert. Andersherum
gehort zu einer Zusammenhangsform auch wieder einen Zusammenhang;:

uwE P — QuP :=Kker wy

Wir wollen zeigen, dass diese Zuordnung wirklich einen Zusammenhang definiert:

TpP = QpP & T, Prpy: Sei Y € QpP NT,Pr (). Dann ist Y der Wert eines fundamentalen Vektorfeldes,

also Y = X (p) fiir ein X € g. Wegen w(X) = X folgt damit X = 0 und damit auch Y = 0. Da wp, nach
Definition surjektiv ist, folgt aus

Rechtsinvarianz: Ist Y € Q,P, dann ist d,R,(Y) € , denn:

wpg(dpRy(Y)) = (Rgw)(Y) = Ad(g™")(w(Y)) = 0.

g

Glattheit: Sei p € P, z!,. c Koordinaten auf U um p und ay,...,a; eine Basis von g. Dann hat
Y € T,P die Form Y = Y'9,:|, fir Y' € . Da w glatt ist, gibt es w! € C°( ) mit w(d,:) = w)a;.
Damit ist ¥ € ker w, genau dann, wenn =0 fiir alle j = 1,...,k. Die Losungen Y hiingen

glatt von p ab, weswegen ker w durch glatte Vektorfelder aufgespannt wird.

Damit folgt, dass obige Zuordnung wirklich ein Zusammenhang ist. Weiterhin sind beide Zuordnungen
Q@ — w und w — Q = kerw invers zueinander, da

Sei ®: G x M — M eine Rechtswirkung auf M, z(t) eine Kurve in M mit 2(0) = z und g(¢) eine Kurve
in G mit g(0) = g. Sei z(t) = (g(t), z(t)) = z(t) - g(t). Wir nutzen die Abkiirzungen ¥, = ¥(.,z) und
U, = U(g,.). Wir rechnen nach, dass

—_~—

2(0) = daRy((0)) + dgLg-1(§(0))( - 9)

gilt: BEs ist T( (G x M) = T, M und wir haben

20) = oo W (g(1), (1) = dig 0y W(3(0), 2(0)

d d
= £|t=0\1/( )+ %h:oq’( )

=dg¥.(9(0)) + ~ (7)
Auflerdem gilt fiir alle X € g
X(z-g) = ol )=y (flalg - expeX) ) = dy ().
dt — dt —
Zusammen mit X = € TG = g folgt X(g) = ¢(0) und damit zusammen mit (7) die

Behauptung.
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