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. Einleitung

In dieser Vorlesung werden wir uns mit Biindeln, vor allem Vektor- und Hauptfaser-
biindeln sowie Differentialoperatoren beschiftigen. Vektorbiindel sind eine Verallge-
meinerung des Tangentialbiindles, welches alle Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit
umfasst. Es ist also in allen Punkten der Mannigfaltigkeit eine Linearisierung. Das
macht es einfacher darauf Analysis zu machen, wie wir dann mit den Differentialope-
ratoren im zweiten Teil der Vorlesung sehen werden. Dabei wird auch immer wichtig
sein, wie alles lokal also im flachen Fall im R™ geht und dann zu sehen, welche neuen
Effekte ggf. durch das ’Zusammenkleben’ entstehen.

Hauptfaserbiindel sind eine andere Form von Biindeln, die viel mit Gruppenwirkungen
zu tun haben. Mit einer Darstellung der Gruppe kann man diesen Biindeln dann
auch immer ein Vektorbiindel zuordnen. Diese kommen vor bei vielen Operatoren, die
urspriinglich aus der Physik kommen, wie z.B. der Diracoperator. Differentialgleichungen
des Diracoperators kommen in semi-klassischen Theorien in der Physik vor. Aber der
Diracoperator ist auch eines der meist genutzten Werkzeuge bei Fragen nach Existenz
von Metriken mit positiver Skalarkriimmung.

Diese Vorlesung stellt in erster Linie die Werkzeuge zur Verfiigung, um mit Biindeln und
Differentialoperatoren darauf umzugehen. Einige Sdtze aus PDE und Funktionalanalysis
werden wir als Blackbox verwenden, um so wenigstens einige Anwendungen explizit
durchfithren zu kénnen.
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Il. Bundeltheorie — Faser- und
Vektorbindel

Ziel dieses Kapitels ist es einen Begriff einzufiihren, der die Besonderheiten des Tan-
gentialblindels, als Mannigfaltigkeit, die aus den einzelnen Tangentialrdumen einer
Mannigfaltigkeit gebaut ist, verallgemeinern soll. Das fiihrt zum Begriff des Faser-
biindeln. Wir werden uns zunéchst allgemein mit Faserbiindeln und dann mehr mit
Vektorabiindeln beschéaftigen.

11.1. Faserbundel

Wir wollen in diesem Abschnitt Faserbiindel einfiithren. Diese kann man als Verallge-
meinerung des Tangentialbiindels verstehen, welches wir uns zuerst anschauen:

Sei M™ C R™ eine glatte* m-dimensionale Mannigfaltigkeit, z.B. M = $? ¢ R3. Dann
ist der Tangentialraum 7, M ein Vektorraum fir alle x € M, und wir haben einen
Vektorraumisomorphismus 7,: T, M — R™ (mit 7,.(0 € T, M) = 0). Andern wir z,
dann dndert sich auch dieser Tangentialraum, aber in einer stetigen Weise.

Die disjunkte Vereinigung T'M:= U,epr T M erhélt durch die Forderung, dass fiir eine
Karte k: U C M — V C R™ auf M die Abbildung

dk: TU = UpepTuM — TV 2V x R™,
definiert durch
de(v € T, M):=(x,d,x(v)),

eine Karte von T'M sein soll, eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur. So wird auch dort
TM zu einer glatten 2m-dimensionalen Mannigfaltigkeit, vgl. [2, Satz 1.3.21].

Allerdings ist es eine Mannigfaltigkeit mit einer prominenten Zusatzstruktur: Wir haben
eine surjektive glatte Abbildung

m:TM — M, velT,Mw—xecM.

Des Weiteren gilt fiir U C M klein genug: Es gibt eine Karte k: U C M — V C R™
und 7= 1(U) = TU ist mittels der Abbildung (k~! x Idgm) o dx isomorph zu U x R™
— diese Eigenschaft heifit lokal trivial. Diese Zusatzstrukturen machen T'M zu einem
sogenannten Faserbiindel (am Ende sogar zu einem Vektorraumbiindel, da die dpx

*Ab sofort sind bei uns Mannigfaltigkeiten und Abbildungen immer glatt — aufler wir sagen es
explizit dazu — und wir schreiben das glatt i.A. nur noch hinzu, um es hervorzuheben.
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Abb. II.1.: Schematische Darstellung (eines Teils) eines Faserbiindels mit einem Schnitt
s in darkred. In griin steht jeweils dabei, was die einzelnen Punkte fiir
unser Beispiel TM™ von oben wéren. Fiir das Tangentialbilindel sind glatte
Schnitte genau die glatten Vektorfelder von M.

sogar Vektorraumisomorphismen sind — spéter dazu mehr)— speziell nennen wir 7'M
Tangentialbiindel von M:

Definition II.1.1. Sei 7: E — M eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfal-
tigkeiten und sei F' eine Mannigfaltigkeit. Dann ist 7: £ — M ein Faserbiindel mit
dem Fasertyp F, falls es eine offene Uberdeckung {U, }, von M und Diffeomorphismen
bo: T 1 (Uy) — Uy x F gibt, so dass pry o ¢, = m (Man sagt: @, ist fasertreu) gilt.

Der Raum F heifit Totalraum, M Basisraum, 7 ist die Projektion und F' der Fasertyp
der Faserung. Dann ist E, = 7 !(z) C E ist die Faser iiber x € M und (Uy, ¢ ) ist
eine lokale Trivialisierung iiber Ul,.

Gegeben seien zwei Faserbiindel 7;: E; — M, ¢ = 1,2 mit Fasertyp F. Eine glatte
Abbildung ®: Fy — FE5 heifit Faserbiindelmorphismus, falls es eine Abbildung ¢: M; —
M5 mit m 0 ® = ¢ oy gibt. Man sagt auch, ® ist ein Faserbiindelmorphismus tber
¢. Ist M1 = M5, ¢ = 1Id und ® auf allen Fasern sogar ein Diffeomorphismus, so nennt
man ® Faserbiindelisomorphismus™ und die entsprechenden Faserbiindel isomorph.
Ein (glatter) Schnitt ist eine (glatte) Abbildung s: M — E mit 7 o s = Id. Die Menge
aller glatten Schnitte von E bezeichnen wir mit I'(E).

Fiir ein Faserbiindel ist 7 automatisch eine Submersion (d.h. dew: TeE — Ty M ist
fiir alle e € E surjektiv), UB 0.

Beispiel I1.1.2.

(i) (Triviales Faserbiindel) E = M x F " —* M (jedes dazu isomorphe Faserbiindel
nennen wir auch trivial). Glatter Schnitte s: M — FE sind dann in 1 : 1 Beziehung
zu glatten Abbildungen §: M — F' (mittels s(p) = (p, §(p)).

*Wenn aus dem Kontext klar ist, um welche Art von Biindel es geht, sagt man manchmal auch
nur Biindel(iso)morphismus
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(ii) Ist die Faser diskret, also dim F' = 0, so nennt man das Biindel Uberlagerung.

(iii) Mébiusband Setze E:=[0,1] x R/ ~ mit (x,v) ~ (y,w) genau dann, wenn {z,y} =
{0,1} und v = —w ist. Dann ist 7: £ — S' = [0,1]/(0 ~ 1), [(z,v)] = [z],
ein Faserbiindel iiber S*. Jeder Schnitt in E kommt von einer antiperiodischen
Abbildung auf R der Periode 1, also von einem f: R — R mit f(x + 1) = —f(z).

Auch E":=([0,1] x R\ {0})/ ~ mit ~ wie oben ist ein Faserbiindel iiber S*. Es
ist dann T'(E') = @.

(iv) (Tautologisches Geradenbiindel) Sei KP™:=(K"*1\ {0})/K* der projektive Raum
mit K =R oder C. Das ist eine Mannigfaltigkeit, vgl. [2, Abschnitt 1.3.3.]. Das
tautologische Geradenbiindel ist definiert als

7 mi={(f,v) € KP" x K"™! | v € £} =KP"
(£,v) —L,

wobei v € ¢ bedeutet, dass v in der zu ¢ gehorigen Ursprungsgeraden enthalten
ist. Wir betrachten 7 als Teilmenge von KP™ x K**! mit der induzierten Man-
nigfaltigkeitsstruktur. Dann ist 7: 7 C KP™ x K*"*! — KP", die Projektion auf
die erste Koordinate, ein Faserbiindel. Mit Fasertyp: K.

(v) Sei g eine Riemannsche Metrik auf M und 7: TM — M das Tangentialbiindel
auf M. Dann ist das Finheitstangentialbiindel

ec SM:={e € TM | gre)(e,e) =1} = m(e) € M
ein Faserbiindel iiber M. Mit Fasertyp: S4mM—1,

So ist fiir M = S* dann SS? — S? ein Faserbiindel mit Fasertyp S und es gilt
I'(55?) = @ (Ein Element in I'(SS?) wiire ein glattes Einheitsvektorfeld auf S?,
was es nach dem Satz vom Igel nicht gibt.).

(vi) Hopffaserung: Wir betrachten die Wirkung von U(1) = S! auf C? mittels
((21, 22),€'%) € C2 x U(1) = (%21, €' %2y) € C?
— vgl. Abbildung I1.2. Diese Wirkung lasst die Untermannigfaltigkeit
S% ={(21,22) € C* | |1)* + |2of* = 1}
invariant. Die Projektion S% — S3/U(1) ist ein Faserbiindel mit Fasertyp S?.

Beweis. Spater — vgl. Beispiel A.2.7.iii. O

Bemerkung I1.1.3. In obigen Beispielen haben wir gesehen, dass I'(E) auch leer sein
kann. Was es aber immer gibt, sind lokale Schnitte. D.h. fiir alle p € M gibt es eine
Umgebung U C M von p und eine glatte Abbildung s: U — E mit m o s = Idy. Das
folgt direkt aus der Existenz der lokalen Trivialisierungen.
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Abb. I1.2.: Das ist eine Visualisierung der Hopffaserung. Aufgrund der hohen Dimen-
sionen wird eine stereographische Projektion der S$% auf den R® durch-
gefiihrt und dieser dann diffeomorph in einen Ball By(0) C R3 abge-
bildet. Das Bild zeigt verschiedene Punkte von S? C B(0) zusammen
mit ihren Bahnen unter Wirkung S' in verschiedenen Farben, vgl. auch
https://wuw.youtube. com/watch?v=AKotMPGFJYk fiir eine Animation.
[By Niles Johnson - Own work, CC BY-SA 3.0, https://commons.
wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543]

Oft werden Biindel mit Zusatzstrukturen betrachtet. So ist z.B. das Tangentialbiindel
von oben ein Faserblindel 7: £ = TM — M™ mit einem Vektorraum als Fasertyp,
dessen lokale Trivialisierungen Vektorraumisomorphismen auf den Fasern sind. Das
gleiche gilt fiirs Mébiusband. Beide gehoren zu den (reellen) Vektorbiindeln:

Definition I1.1.4. Ein Faserbiindel 7: E — M mit Fasertyp F'ist ein reelles Vektorbiin-
del vom Rangr, falls F = R", alle Fasern E,:=n"!(p) Vektorrdume sind und falls fiir jede
lokale Trivialisierung (Us, ¢o) und p € U, die Einschrankung ¢,:=pryo¢a|g, : £, = R"
ein Vektorraumisomorphismus ist. Analog werden komplexe Vektorbiindel oder allge-
mein K-Vektorbiindel (K ein Kérper) definiert. Vektorbiindel vom Rang 1 nennen wir
auch Geradenbiindel™.

Ein Vektorbiindelhomorphismus bzw. -isomorphismus zwischen zwei Vektorbiindeln ist
ein Bundelmorphismus, dessen Einschriankung auf die Fasern linear bzw. ein Vektor-
raumisomorphismus ist.

Von den Beispielen aus I1.1.2 hat das triviale Faserbiindel mit Faser K", das tautologische
Geradenbiindel iiber KP™ und das Mdébiusband jeweils Vektorbiindelstruktur — die

*englisch: line bundle


https://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543
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letztem beiden haben Rang 1.
Mehr zu Vektorbiindel in Abschnitt I1.2. Eine andere spezielle Klasse von Faserbiindeln
werden Hauptfaserbiindel sein, vgl. Abschnitt IV.

11.1.1. Konstruktion von Faserbiindeln mittels Ubergangsfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir uns anschauen, wie und ob man sich aus trivialen Faser-
biindeln iiber offenen Teilmengen von M ein Faserbiindel iiber ganz M zusammenkleben
kann:

Bemerkung I1.1.5. (Wechsel lokaler Trivialisierungen) Sei {U, } eine offene Uberde-
ckung von M mit lokalen Trivialisierungen ¢, : 71 (U,) — U, X F eines Faserbiindels
m: B — M. Dann gibt es fiir alle o, 8 mit U, N Ug # @ eine Abbildung

fias: U N Us — DIff(F) mit ¢ 0 65" (p,v) = (p, pap(p)V)

fir pe Uy, NUgund v € F. Hierbei ist Diff(F) die Menge aller Diffeomorphismen
von F'. Diese bilden zusammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe —
die Diffeomorphismengruppe von F. Die Abbildungen p.3 werden Ubergangsfunktionen
genannt.

Definition II1.1.6. Eine Abbildung h: B — Diff(#") nennen wir glatt, falls h: BxF —
F, h(b, f):=h(b)(f), glatt ist (im urspriinglichen Sinne von Abbildungen zwischen
Mannigfaltigkeiten). Die Menge solcher glatten Abbildungen bezeichnen wir mit
C>=(B,Diff(F)).

In diesem Sinne sind die obigen Abbildungen png glatt.

Es gilt

(i) taa =1, dh. pao(z) =1d: F — F fir alle z € U,.

(il) Haphsyhya = 1.

Man sagt, dass die piap die Kozykelbedingung erfilllen. Nehmen die f1q4(x) nur Werte in
einer Untergruppe G C Diff(F') an, so nennen wir G die Strukturgruppe vom Faserbiindel
und die pqpg einen G-Kozykel.

Bemerkung I1.1.7. Fiir zwei beliebige Faserbiindel E und E’ iber M weifl man a
priori erst einmal nur, dass es offene Uberdeckungen {Uy}o und {U}}s von M gibt,
iiber denen E bzw. E’ lokal trivial ist. Diese offenen Uberdeckungen haben i.A. nichts
miteinander zu tun. Man kann aber immer zu einer gemeinsamen Verfeinerung (z.B.
{Ua NUg}(a,p)) iibergehen.

Als néchstes werden wir sehen, dass in den .5 (bei gegebener Uberdeckung {U, })
schon das Faserbiindel kodiert ist:

Satz I1.1.8. Sei {U,}a eine offene Uberdeckung von M. Seien piop: UaNUg — Diff(F)
glatte Abbildungen, die die Kozykelbedingung erfillen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie)
ein eindeutiges Faserbiindel vom Fasertyp F, welches diese jiop als Ubergangsfunktionen
hat.
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Beweis. Eristenz: (Skizze - vgl. Ubungsaufgabe 2) Wir setzen

E::|_|(Ua x F)) ~5 M, [(z,0)] — z,

wobei (z,v) € Uy X F ~ (y,w) € Ug x F genau dann gilt, wenn z = y und pgq(z)v = w
ist. Dann ist ¢ : 7 H(Us) — Uy X F, [(z,0)] = (x,0).

Eindeutigkeit: Sei E' s M ein Faserbiindel iiber M mit Faser F' und Ubergangsfunk-
tionen i, iiber der gegebenen Uberdeckung {U, }. Sei E wie oben konstruiert. Seien
¢!, die zugehorigen lokalen Trivialisierungen von E'.

Wir miissen nun einen Faserbiindel-Isomorphismus zwischen F und E’ konstruieren:
Wir definieren f: E' — E als

ee () Y (Us) C E' 3 (2,0) € Uy x F {3 [(z,v)] € E.
Fiir Wohldefiniertheit reicht es zu zeigen, dass ¢, (e) ~ ¢j(e) fiir 7'(e) € Us N Up
gilt. Das folgt direkt, da beide Faserbiindel die gleichen Ubergangsfunktionen haben:

Ple) = ¢l 0 (¢0)~ (w,v) = (2, ppa(w) ().
Es gilt 7o f = 7. Damit bleibt zu zeigen, dass f glatt ist und f|g/ : E, — E, fiir alle
x € M ein Diffeomorphismus ist:
Die Abbildung ¢, o fo (¢,,)"t: Uy x F — U, x F ist gegeben durch
@ ) f 6
(x,v) €Uy x F "% e=(¢,)  (x,v) € E' = [(z,v)] € EX (z,v) € Uy X F,

(e

also gleich der Identitit. Damit ist insbesondere f|g, : E, — E, fiir alle x € M ein
Diffeomorphismus. Da die ¢, und ¢/, glatt sind, muss auch f auf (7’')~*(U,) und damit
auf ganz M glatt sein. O

Die Ubergangsfunktionen selbst hingen stark von den gewihlten Trivialisierungen ab.
Die Frage ist nun, wann liefert obige Konstruktion isomorphe Faserbiindel.

Satz I1.1.9. Gegeben zwei Faserbiindel E, E' tiber M mit Fasertyp F. Zu einer
gegebenen Uberdeckung {Uy}o von M seien die Ubergangsfunktionen Hap bzw. u'aﬁ.

Dann sind die Faserbiindel genau dann isomorph, falls es glatte Funktionen h, €
C*(Uq, Diff(F)) mit

taphs = hatinp auf Uy N U3, (IL.1)
Insbesondere ist das Faserbiindel E trivial, wenn pag = hahgl* fiir geeignete h,, gilt.

Beweis. Sei zunachst f: B/ — E ein Biindelisomorphismus. Dann definiert ¢, o f o
(@)1 Uy x F — Uy x F durch ¢4 o f o (¢,) " (z,v) — (2, ha(z)(v)) eine glatte
Abbildung h,,: U, —Diff(F). Mit

*D.h. pias(x) = ha(z)hs(z) "1, wobei hg(z)~! das Inverse zum Diffeomorphismus hg(z): F — F
ist.
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(#a005") o (¢n0F o (@h)) @) = (6aofo(6h) ) o (¢ho (@) (@v)

| |
(@, pap (2)hp () (v)) (@, ho(2) i p () (v))

folgt direkt (II.1).

Sei nun andererseits (I1.1) fir glatte Funktionen h,: U, — Diff(F) erfiillt. Dann
definieren wir g: E — E’ durch: Sei e € 771(U,) mit ¢,(e) = (z,v). Dann setze
g(e):=(¢L) Yz, ho(z)~1(v)). Wohldefiniertheit von g folgt mit

$p(e) = ¢p 0 65" (2,v) = (2, 10 (2)(v))

und

(@3) (@, ha(2) ™ iga () (v))

(@) (@, e (@)ha(2) 7 (v))
(60) (@, ha(z) ™ (v)).) H

Sei f: E' — FE ein Faserbiindelisomorphismus von Faserbiindeln iiber M und s € T'(E’).
Dann ist f o s€ T'(E).

Beispiel I1.1.10. Alle Faserbiindel 7: E — M {iber M = [0, 1]* sind trivial:

Beweis: Da jedes Faserbiindel lokal trivial ist, gibt es ein n € N grof genug, so dass
Ely, mit U; = [371311, g::é] trivial fiir alle ¢ € {0,...,n — 1} ist. Diese Intervalle sind
so gewéhlt, das jeder Punkt in [0, 1] zu maximal zwei Intervallen gehort. Insbesondere

ist fur i < j

%) j>i+1
U,NnU; = ; ; L
=g S

Seien p;i41: U; N U;y1 — Diff(F) die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Die Uber-
gangsfunktionen des trivialen Faserbiindels iiber U; sind y; ; 4 (v) =idp. Um Satz I1.1.9
anzuwenden, bendtigen wir Funktionen h; € C°°(Uy, Diff(F)) mit ;41 = hiv1h; b
Diese konnen wir z.B. erhalten, indem wir ho(z):=idp und fir ¢ > 1

31 3 +1
hi(x) =pi—1,4(x) o hi_1(x) firzeUi1NU; = [ - s }

3n+1"3n+1

setzen und dann h; glatt auf U; \ U;_; fortsetzen. Mit Satz I1.1.9 folgt, dass unser
Faserbiindel trivial ist. O

Beispiel 11.1.11 (Das Mobiusband ist kein triviales Faserbtindel). Da das Mébiusband
keinen nirgends verschwindenden Schnitt hat, das triviale Biindel aber natiirlich schon,
kann das Mobiusband als Vektorbiindel nicht isomorph zum trivialen Vektorbiindel
St xR — ! sein.

*M ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, vgl. [2, Def. I1.10.5]. Fir alle Definitionen bis jetzt kann
M genauso gut auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand sein.
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Wir wollen jetzt sehen, dass das Mobiusband auch als Faserbiindel nicht isomorph
zum trivialen Faserbiindel S' x R — S' ist. Wir werden das auf dem Level der
Ubergangsfunktionen sehen:

Sei Uy:=S*\ {(£1,0)}. Dann zerfillt U, N U_ in zwei Zusammenhangskomponenten,
die wir V4. nennen. Fiir das Md&biusband wéhlen wir die Trivialisierungen, so dass
py—(z)(v €R) =v fir x € Vi und py_(2)(v € R) = —v fir z € V_ ist. Fiir das
triviale Biindel wéhlen wir einfach eine globale Trivialisierung. Dann ist die zugehérige
Ubergangsfunktion 4/, _(z)(v) = v fiir alle z € Uy N U_. Wére das Mébiusband
trivial, miisste es nach letztem Satz Funktionen hy: Uy — Diff(R) mit puy_(z) =
hy(x) o h_(xz)~! geben. Das heift, entweder hy oder h_ wiirde einem glatten Weg
in Diff(R) entsprechen, der von einem orientierungserhaltenden Diffeomorphismus zu
einem orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus geht. Einen solchen Weg gibt es
nicht, da ein orientierungserhaltender (-umkehrender) Diffeomorphismus auf R iiberall
positive (negative) Ableitung hat, wihrend entlang eines solchen Weges die Ableitungen
aber stetig sein missen.

Wir werden noch sehen: Das triviale Biindel und das M&biusband sind bis auf Isomorphie
sogar die einzigen Faserbiindel iiber S! mit Faser R, vgl. Beispiel 11.1.14.

11.1.2. Konstruktionen von Faserbiindeln aus anderen Faserbiindeln
11.1.2.1. Einschrankungen

Die einfachste Art aus gegebenen Faserbiindeln 7: E — M neue zu konstruieren sind
Einschriinkungen auf Untermannigfaltigkeiten N C M, also my: E|y := 7 1(N) — N.
Dies ist ein Faserbiindel {iber N mit Fasertyp F"

Beweis. Da 7 eine Submersion ist, ist 771(N) eine Untermannigfaltigkeit von E*. Nun
folgt der Rest automatisch durch Einschrankung der lokalen Trivialisierungen von
E. O

Einschrankungen konnen helfen, um zu zeigen, dass zwei Faserbiindel isomorph sind:

Satz I1.1.12. Seiw: E — M x [0,1] ein Faserbindel mit Fasertyp F. Dann sind die
Einschrinkungen E|M><{O} und E|MX{1} isomorphe Faserbiindel iber M.

Beweis. Ubungsaufgabe 6 O

*Sei x € 7~ 1(Z). Da Z* C M™ eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es eine offene Umgebung
U C Z von m(x) = y und eine Funktion g: V C M — R“="~2 mit g—1(0) = U und 0 als reguliiren
Wert. Also ist insbesondere dy g surjektiv. Dann ist 771 (Z) in einer Umgebung von z gleich (gom)~1(0).
Wegen dz(gom) = dygodam ist dg(gom): Ter 1 (V) — R? genau dann surjektiv (und damit 0 regulérer
Wert von g o7 und damit 7~1(Z) in einer Umgebung von z eine Mannigfaltigkeit), falls dyg das Bild
von dg7 surjektiv auf R abbildet. Da 7 allerdings eine Submersion ist, ist dz7 surjektiv und damit
auch dg (g o 7).
(Ganz analog kann man so allgemeiner fiir eine Abbildung f: E — M ein Kriterium finden, wann
f~Y(Z) C E Untermannigfaltigkeit ist - Stichwort: Transversalitit.)

10



II.1. Faserbiindel

Folgerung I1.1.13. Sei E; — M, i = 0,1, Faserbiindel mit Fasertyp F', lokalen
Trivialisierungen ¢, und Ubergangsfunktionen ugﬂz Uo NUg — Diff(F'). Fir alle o, 8
seien die '“246 und ,uiﬁ homotope Abbildungen mit glatter Homotopie fiog: (Uy NUg) X
[0, 1] = Diff(F), so dass die pil,g:=fiap(- 1) 2u jeder Zeit t € [0,1] die Kozykelbedingung
erfillt ist. Dann sind Ey und E1 isomorph.

Beweis. Seien fiag: (Us x [0,1]) N (U x [0,1]) = (U, NUp) x [0,1] — Diff(F') die
Homotopien. Diese erfiillen nach Voraussetzungen die Kozykelbedingung und definieren
damit nach Satz I1.1.8 ein Faserbiindel E — M x [0, 1]. Nach Konstruktion ist E; =
E |arx{i}- Nach letztem Satz sind damit Ey und E; isomorphe Faserbiindel. O

Beispiel I1.1.14. Man kann nach Beispiel 11.1.10 jedes Faserbiindel iiber S! =
{(z,y) € R? | 2% 4+ y* = 1} mit Fasertyp R iiber Uy = {(z,y) € S' | £ (y+3) > 0}
lokal trivialisieren. Sei V, U V_:=U, N U_. Damit ist die Ubergangsfunktion g _
eine Abbildung von zwei disjunkten Intervallen Vi U V_ nach Diff(R). Man kann
sich iiberlegen, dass man jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus ¢ zur
Identitdt homotopieren kann und jeden orientierungsumkehrenden diffeomorph zu
minus der Identitdt: Eine surjektive glatte Abbildung ¢: R — R ist genau dann ein
orientierungserhaltender (-umkehrender) Diffeomorphismus, falls ¢’ > 0 (< 0) ist. Wir
wahlen als Homotopie:

H(zeR,tel0,1]) =(1—-t)p(z) £tz

(4 falls ¢ orientierungserhaltend, - sonst).

Diese Homotopie héngt glatt von ¢ ab. Das impliziert mit letzter Folgerung insbesondere,
dass die lokalen Trivialisierungen so gewéhlt werden kénnen, dass die Ubergangsfunk-
tionen lokal konstant +1 sind. Daraus folgt, dass jedes solche Faserbiindel entweder
trivial oder zum Mobiusband isomorph ist.

11.1.2.2. Biindel-Trivialisierungslemma

Im Allgemeinen, also im Gegensatz zur Einschrankung oben, ist es nicht so einfach zu
zeigen, dass etwas ein Faserbiindel ist. Fiir einige der folgenden Konstruktionen wird
uns folgender Satz helfen (Insbesondere dann, wenn nicht schon per Konstruktion klar
ist, dass der Totalraum wieder eine Mannigfaltigkeit ist.):

Satz I1.1.15 (Bundel-Trivialisierungslemma). Sei 7: E — M eine surjektive Abbil-
dung. Seien F und M Mannigfaltigkeiten. Sei eine offene Uberdeckung {Us}a von
M zusammen mit bijektiven Abbildungen ¢o: 71 (Uy) = Uy X F mit pry o ¢o = 7
gegeben. Die Abbildungen

ppodyt: (UyNUsg) x F— (U, NUg) x F

seten von der Form

$p 0 by (2,0) = (2, tga(2)(v))
fir glatte ppo: Uy NUg — DIiff(R). Dann tragt E eine eindeutige topologische und
glatte Struktur als Mannigfaltigkeit, so dass m: E — M Fuaserbindel mit Fasertyp F
und lokalen Trivialisierungen ¢, ist.
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II. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

Beweisskizze. Um eine glatte Struktur auf E zu erhalten, ist die Idee auf 7=1(U,) C E
die glatte Struktur (also Karten) von U, C M zusammen mit der glatten Struktur
auf F' zu nutzen. Sei p € M. Wir wéhlena mit p € U,. Sei k,: V, C M — V, CR™
eine Karte um p. O.B.d.A. sei diese klein genug, dass V,, C U, gilt. Weiterhin seien
{505: Us C F — Uz C R"} s Karten, die F iiberdecken (dim F' = n).
Wir setzen
Rop,pi=(p X 328) © balr=1(v,)

und erhalten eine Abbildung

s ()" (U x U3) € 71(Vy) € B — Uy x U € R0,
Man tiberpriift direkt
1. Mit dem Atlas {(#,.3) " (V, x Ug)}, 5 erhilt E eine abzihlbare Hausdorff Topologie.

2. {fpp | p€ M, B e J}ist ein glatter Atlas fiir £ und damit hat E die Struktur einer
glatten Mannigfaltigkeit:

Die Kartenwechsel &, g © ,%;,?ﬁ/ haben die Form
(p X 523) 0 (G 0 ) 0 (i X 2250) ™ (0, 0) = (1 X 528) (5! (2), praa (i (2)) (35,1 (v)))

3. Mit der obigen Mannigfaltigkeitsstruktur auf E sind die Abbildungen ¢, Diffeomor-
phismen und 7 ist glatt.

4. Eindeutigkeit der glatten Struktur auf £ mit den geforderten Eigenschaften. O

Entweder direkt {iber die Faserbiindeldefinition oder mit dem letztem Satz kénnen

wir nun zeigen, dass die folgenden Konstruktionen wieder Faserbiindel liefern. Bei all

diesen Konstruktionen werden auch Isomorphieklassen respektiert, was wir nicht immer

dazu sagen werden, aber direkt klar durch die Konstruktionen ist.

11.1.2.3. Produkt zweier Faserbiindel

Seien 7: E — M und 7’: E/ — M’ Faserbiindel mit Fasertyp F bzw. F’. Dann ist
(m,7"): ExE' — M x M', (e, e)—~(r(e), 7' ("))

ist ein Faserbiindel iiber M x M’ mit Fasertyp F x F’.

Beweis. Seien ¢, bzw. ¢/, lokale Trivialisierungen von E bzw. E’ zu einer offenen
Uberdeckung U, von M bzw. U!, von M’. Die zugehorigen Ubergangsfunktionen
nennen wir s und gl . Dann ist {Us X U, }(a,a) eine offene Uberdeckung von
M x M'. Wir setzen
Gasary: (7)) HUa x ULy) = Uy x Fx Ul x F' 2 Uy x Uly x F x F'
(67 6’) = (¢a(e)7 ¢Ia’(e/))'

Dann ist qg(%a/) ein Diffeomorphismus mit pry_ 0 © gf;(%a/) = (m,n’) und damit ist
E x E' x M x M' per Definition ein Faserbiindel. O

12
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11.1.2.4. Summe zweier Faserbiindel

m: B — M und 7’: E/ — M {iber der gleichen Basis und mit Fasertyp F bzw. F".

Dann ist
7: E® E:={(e,ey) e EXE | n(e)=7"(c")} > M

ist ein Faserbiindel mit Fasertyp F' x F”.

Beweis. Esist #7!(x) = E, x E.. Seien ¢, bzw. ¢/, lokale Trivialisierungen von F bzw.
E’ zu einer offenen Uberdeckung U, von M. Sei 1,: 771 (U,) — F definiert durch
baler) = (x,7a(e;)) und analog 1,. Wir setzen ¢, : (m,7") "W (Uy) — Uy x F x F/,
(ex,€el) — (,1a(ex), ¥ (er)). Damit ist 7: E @ E' — M wieder ein Faserbiindel. [

x xT

11.1.2.5. Unterbiindel

Sei w: E' — M ein Faserbiindel mit Fasertyp F. Sei E C E’ eine Teilmenge, so dass
7|g: E — M wieder ein Faserbtindel ist, dann nennen wir E ein Unterbindel von E’.

Beispiel I1.1.16.

(i) Ist M™ C R”™ eine Untermannigfaltigkeit, dann ist 7'M ein Unterbiindel vom
trivialen Biindel TR™|y; = M x R™.

(ii) Das tautologische Geradenbiindel 7 iiber KP™ (s. Beispiel 11.1.2) ist ein Unter-
biindel des trivialen Biindels KP" x K"+t 23 Kpn.

11.1.2.6. Pullbackbiindel

Satz I1.1.17. Seiw: E — M ein Faserbindel mit Fasertyp F und f: M’ — M eine
glatte Abbildung. Dann ist das Pullbackbiindel definiert durch

FE={(z,e) e M' x E | f(x) =7(e)}

mit 7' f*E — M', (z,e) — x, ein Faserbiindel iber M’ mit Fasertyp F.
Insbesondere definiert

T

(z,e) € f*E ecE
zeM d flx)e M

einen Biindelmorphismus, der fiir alle x € M die Faser (f*E), diffeomorph auf Ey ()
abbildet.

Hier ist nicht sofort a priori klar, dass f*E eine Mannigfaltigkeit ist. Deshalb werden
wir hier im Beweis iiber das Biindeltrivialisierungslemma gehen.
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II. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

Beweis. Seien ji5 die Ubergangsfunktionen von E zur offenen Uberdeckung {U, }a
von M. Dann ist U’ :=f~1(U,) eine offene Uberdeckung von M’. Es gilt fon’ = mopr,
und damit (7)Y (U’) = (7)o f~1(Uy,) = pry* o7~ 1(Uy,). Wir setzen

o = (7', pry 0 6o 0 pry): (7)) TH(UL) = pry ' o (Ua) = Uy, X F.

Damit ist automatisch pry o¢/, = 7" und (') ™" () = Ej(,). Weiterhin ist ¢z0(¢),) " =
Id X (0 =Hpa © f), denn fiir (z,e) € (7')~"(Us N Up) (und damit ist insbesondere
f(x) =7(e)) und ¢ (z,e) =: (z,v) gilt

_ (z,v)=¢., (x,e)=(x,pry0¢q(€))
¢y 0 (¢) " (z,v) = @y(z,€) = (z,pry 0 d5(e))

= (,pr30dg 0 95" © bale))
= (2,pry0 95 0 ¢ ' (m(e) = f(x),v))
= (z,pra o (f(2), pa(f(2))0) = (2, ppa(f(2))0).
Mit Satz I1.1.15 folgt, dass f*E ein Faserbiindel ist. O

Als néchstes betrachten wir eine Charakterisierung des Pullbackbiindels:

Lemma I1.1.18. Sei w: E — M ein Faserbiindel und f: M’ — M. Dann ist f*E das
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Faserbiindel, fiir welches es einen Faserbiindel-
morphismus g: f*E — E dber f: M' — M gibt, so dass g|(s«g),: (f*E)e — Eg(y fir
alle x € M’ ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei 7: E — M’ ein Faserbiindel und g: E — E ein Faserbiindelmorphismus
wie oben gefordert. Betrachten wir G: E — f*E, ¢’ + (7(¢’), g(¢’)). Dann bildet G in
f*FE ab, da g Faserbiindelmorphismus iiber f ist und damit f(7(e’)) = 7(g(e')) gilt.
Die Abbildung G ist ein Faserblindelmorphismus und das Diagramm

¢ ek —G—> (7(e),g(e)) € f*E
QJ pro
"Ye E

g(e

kommutiert faserweise. Insbesondere ist damit G auf jeder Faser ein Diffeomorphismus
und damit ist das Faserbiindel E isomorph zu f*FE. O
Fiir Faserbiindel gelten folgende Rechenregeln:

Lemma I1.1.19. Seien E, E; Faserbiindel tiiber M und f: M’ — M , f': M" — M’
glatt. Dann haben wir folgende Biindelisomorphismen:

(i) (f)fE=(fof)E
(ii) IA*E =~ E
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I1.2. Vektorbiindel

(iti) f*(Er ® E2) = f*(Ey) @ f*(E2)
(iv) Ist 1: N — M eine Einbettung, dann ist *E = E|n.
Beweis. Direkt klar auf dem Level der Ubergangsfunktionen. O

Beispiel I1.1.20. (i) Sei 7: E — M ein Faserbiindel und f: M’ — M. Besteht das
Bild von f nur aus einem Punkt y € M. Dann ist f*E isomorph zum trivialen
Biindel M’ x m1(y).

(ii) Sei g: S™ — RP™ die Quotientenabbildung. Dann ist ¢*TRP™ isomorph zu T'S™.
(ili) Sei 7: E — S! das Mobiusband und f: z € S — 22 € S!. Dann ist f*E das
triviale Biindel, vgl. UA 4.

Satz I1.1.21. Sei w: E — M ein Faserbiindel. Sei f:[0,1] x M’ — M eine glatte
Abbildung. Setze fi:=f(t,.). Also ist fo glatt homotop zu fi. Dann gilt f§(E) = f{(E).

Beweis. Es gilt f*(E)|ryxm = fi(E). Damit folgt der Rest aus Satz I1.1.12. O
Folgerung 11.1.22. Sei f: M — M’ eine glatte Homotopiedquivalenz. Dann ist
[*: {Faserbiindel iber M’ mit Faser F} — {Faserbiindel iiber M mit Faser F'}

eine Bijektion. Insbesondere ist jedes Faserbiindel tiber einer zusammenziehbaren Man-
nigfaltigkeit trivial.

Beweis. Da f glatte Homotopiedquivalenz ist, gibt es g: M’ — M, so dass fog homotop
zu Idy und g o f glatt homotop zu Id, ist. Damit ist nach letztem Satz ¢* f*E = E
und f*¢*E’ = E’ und somit g* die zu dem f* von oben inverse Abbildung. O

11.1.2.7. Uberlagerungen als weiteres Beispiel

Eine Uberlagerung ist ein Faserbiindel, so dass die zugehorige Projektion ein lokaler
Homéomorphismus* ist. Die zugehérige Faser ist dann ein diskreter Raum'.

Beispiel 11.1.23.
(i) 7: St — 8! 2 — zF ist eine Uberlagerung mit Faser Z.

ii) m: R—= 81=10,1]/{0 ~ 1}, 2 — = mod 1, ist eine Uberlagerung mit Faser Z.
(ii) gerung

11.2. Vektorbiindel

Wir haben in Abschnitt II.1 als Spezialfall von Faserbiindeln schon Vektorbiindel
definiert, siehe Definition II.1.4. Hier wollen wir nun mehr Eigenschaften von solch
speziellen Faserbiindeln diskutieren.

Im Folgenden sei m: E — M ein Vektorbiindel iiber dem Koérper K € {R, C} vom Rang
7, {Uq }o eine offene Uberdeckung von M und ¢,, lokale Trivialisierungen von E.

*lokaler Hom6omorphismus f: A — B: Zu jedem a € A gibt es eine offene Umgebung U und eine
offene Menge V' C B, so dass f|y: U — V ein Homéomorphismus ist.
fdiskreter Raum = abzihlbare Menge mit diskreter Topologie
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II. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

11.2.1. Schnitte
Die Menge der glatten Schnitte von E,

[(E):={s € C*°(M,E) | mos=1d},

ist im Gegensatz zum allgemeinen Faserbiindel nie leer, da E auf jeder Faser eine
Vektorraumstruktur tragt. Deshalb gibt es insbesondere den Nullschnitt s(z) =0 € E,.
Aber jedes Vektorbiindel hat sogar immer unendlich viele Schnitte — wie sieht man
das: Lokal (d.h. iiber U,) gibt es immer unendlich viele Schnitte - z.B. die konstanten
Schnitte: x € U, +— ¢, € K", die man mittels einer Zerlegung der Eins zu einem glatten
Schnitt von ganz E zusammenkleben kann. Dazu sei p,, eine zu {U, } untergeordnete
Zerlegung der Eins. Wir setzen s(z):=>_, pa(2)¢5 ' (2, o). Dann ist s: M — E mit
mos =1d. Da die p, und ¢, glatt sind, ist auch s glatt.

Bemerkung I1.2.1. T'(E) ist ein C*°(M,K)-Modul und damit insbesondere ein K-
Vektorraum (Vektorraumstruktur: (fs+ s")(p):=f(p)s(p) + ¢'(p) fir s,s’ € T'(E) und
feC®(M)=C>(M,K)).

Da Vektorbiindel lokal trivial sind, ist T'(E) lokal frei erzeugt:

Sei U C M eine offene Teilmenge, so dass E|y lokal trivial ist, also ¢y : Fy SUxR.
Dann erzeugen z.B. s;(z):=¢;;" (v, ¢;) fiir e; eine Basis von R” frei den Modul I'(E|y)*.
Eine Menge von s;, die I'(E|y) frei erzeugen und fir die die s;(z) fiir alle € U eine
Basis von F, sind, nennen wir lokalen Rahmen'.

Ist M kompakt, dann ist I'(E) damit auch endlich erzeugt’, da E dann mittels endlich
vieler lokaler Trivialisierungen tiberdeckt werden kann. Aber i.A. ist I'(E) nicht frei
erzeugt, vgl. Satz 11.2.19.

Lemma I1.2.2. FEin K-Vektorbindel ist genau dann trivial (d.h. isomorph als Vektor-
biindel zu M x K" — M fir ein v > 0), wenn es r Schnitte s1, ..., s, gibt, so dass
s1(x), ..., sp(x) fir jedes x € M linear unabhingige Vektoren in E, sind.

Beweis. Habe FE solche Schnitte s;. Dann definieren wir die glatte Abbildung h: M x

K" — E durch (z,t!,...,t")~t's;(x). Das ist ein linearer Isomorphismus in jeder Faser
und glatt. Nach folgendem Lemma ist auch A~! glatt und damit h ein Vektorbiindeli-
somorphismus. O

Lemma 11.2.3. FEine glatte Abbildung f: E — E' zwischen zwei K-Vektorbiindeln
7: E— M baw. 7': E' — M, welche fiir jedes x € M die Faser m—1(x) linear isomorph
auf (') ~(x) abbildet, ist ein Vektorbiindelisomorphismus.

* Erzeugen heifit, dass es fiir jeden Schnitt s € T'(E|y) Funktionen a® € C°(U) mit s(z) =
a’(x)s;(x) fiir alle z € U gibt. Frei erzeugen heifit, dass diese a* eindeutig bestimmt sind - und damit
ist insbesondere s;(x) eine Basis von E, fir alle z € U.

fengl. local frame

tEin R-Modul P ist endlich erzeugt, wenn es a1,...,an € P gibt mit P = {rfa; | 71,...,7n € R}.
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Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt direkt, dass f bijektiv ist. Es bleibt also nur
zu zeigen, dass auch f~! glatt ist.

Da das eine lokale Aussage ist, reicht es offene Teilmengen U C M zu betrachten, iiber
die F und E’ trivial sind (die zugehorige Trivialisierungen seien ¢ und ¢’). Damit
ergibt sich die Abbildung ¢’ o fo¢™!: U x K" — U x K", (u,v) — (u, g(u)(v)) fiir ein
g € C*°(U,Gl,(K)). Dann ist auch g7': u € U+ (g(u))~! € Gl.(K) glatt und damit
auch die Inverse h™!(u,v) = (u, g(u)~*(v)). Also ist auch f~!| -1y glatt und somit
auch 1. O

Im Méobiusband hat jeder Schnitt mindestens eine Nullstelle. D.h. hier sehen wir
nochmal (nach vorletztem Lemma), dass das Mobiusband als Vektorbiindel nicht trivial
ist.

11.2.2. Konstruktion von Vektorbiindeln

Da Vektorbiindel ein Spezialfall von Faserbiindeln sind, liegt es nahe mal zu tiberpriifen,
welche der Konstruktionen von Faserbiindel aus Abschnitt 11.1.1 und I1.1.2 auch
Vektorbiindel liefern. D.h. muss man Zusatzforderungen stellen (und wenn ja, welche
sind dann sinnvoll), damit die resultierenden Faserbtindel wieder Vektorbiindel sind?

Das erste, was wir bemerken (vgl. Ubungsaufgabe 3), ist: Im Falle eines (reellen)
Vektorbiindels von Rang r sind die pqp glatte Abbildungen von U, NUs in Gl,.(R).

Wir erhalten folgende angepassten Sitze — die Anderungen sind in dunkelrot gekenn-
zeichnet. Wir beschrinken uns hier auf reelle Vektorbiindel, die Aussagen fiir komplexe
Vektorbiindel gelten ganz analog mit Gl,.(C) statt Gl.(R).

Satz I1.2.4. (Vektorbiindelversion von Satz I1.1.8 - vgl. Ubungsaufgabe 3) Sei {Uy}q
eine offene Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit M. Seien pap: UsaNUg — Gl,.(R) glatte
Abbildungen, die die Kozykelbedingung erfillen, dann gibt es (bis auf Isomorphie (hier
jetzt immer Isomorphie von Vektorbindeln, vgl. Definition I1.1.1)) ein eindeutiges
reelles Vektorbindel, welches diese piap als Ubergangsfunktionen hat.

Folgerung I1.2.5. Ist m: E — M ein Faserbiindel mit Fasertyp F' = R". Ist das Bild
der Ubergangsfunktionen pap (2u einer Uberdeckung durch lokale Trivialisierungen)
Teilmenge von Gl.(R) C Diff(R"), dann ist E ein reelles Vektorbiindel vom Rang r.

Satz I1.2.6. (Vektorbindelversion von Satz 11.1.9) Gegeben zwei reelle Vektorbindel
E, E' diiber M vom Rang r. Zu einer gegebenen Uberdeckung {Uy}o von M seien die
Ubergangsfunktionen Hap bzw. foﬁ- Dann sind die Vektorbiindel genau dann isomorph,

falls es glatte Funktionen hy € C*°(Uy, GL.(R)) mit
Haghg = ha/liw auf U, N Usg.
Insbesondere ist das Vektorbiindel E trivial, wenn pg, = hghZ' fiir geeignete hy, gilt.

Satz I1.2.7. (Vektorbiindelversion von Satz I1.1.12) Sei w: E — M x [0,1] ein Vektor-
biindel vom Rang r. Dann sind die Einschrinkungen E|nry oy und E|pry g1y isomorphe
Vektorbiindel vom Rang r tiber M.
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Folgerung I1.2.8. (Vektorbindelversion von Folgerung I11.1.13) Seien E; — M,
i=0,1, reelle Vektorbiindel vom Rang r mit lokalen Trivialisierungen ¢!, und Uber-
gangsfunktionen Nigi UsNUg — GlL.(R). Fir alle o, § seien die ugﬂ und ,uiﬂ homotope
Abbildungen mit Homotopie i!,5: Uy N Up — Gl.(R), so dass zu jeder Zeit t € [0, 1]
die Kozykelbedingung erfillt ist. Dann sind Ey und E1 als Vektorbiindel isomorph.

11.2.2.1. Operationen auf Vektorbiindel

Satz I1.2.9 (Biindel-Trivialisierungslemma — Vektorbiindelversion von Satz I1.1.15).
Seim: E — M eine surjektive Abbildung. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei {U,}o eine
offene Uberdeckung von M gegeben zusammen mit bijektiven Abbildung ¢o: m 1 (Uy) —
Us X R" mit pry o ¢ = 7 gegeben. Die Abbildungen

¢g o (b;l: (UaNUpg) xR" = (U, NUg) x R"
seten glatt und der Form

$p 0 (6a) " (z,0) = (2, tpa(@)(v))

fir glatte Abbildungen pgq: Uy NUg — GL.(R). Dann trigt E eine eindeutige topologi-
sche und glatte Struktur als Mannigfaltigkeit, so dass m: E — M reelles Vektorbiindel
vom Rang r und lokalen Trivialisierungen ¢, ist.

Die Operationen auf Faserbiindel aus Abschnitt 11.1.2 auf Vektorbiindel angewendet,
geben auch wieder ein Vektorbiindel. Nur fiirs Untervektorbiindel muss man natiirlich
zusatzlich fordern, dass 7|g selbst ein Vektorbiindel ist:

Beispiel I1.2.10. Sei ¢: E — E’ ein Vektorbiindelhomomorphismus zwischen 7: E —
M und 7’': B/ — M’ iber f: M — M’, so dass Y|, : E, — E}(w) fiir alle x € M den
gleichen Rang hat. Dann ist ker v:={e[ ¢(e) =0 € E],,,)), € € E} ein Untervektor-
biindel von E. Gleiches gilt dann auch fiir imi¢:={¢’ € E' | Je € E : ¢(e) = €'}.
Damit ker v ein Untervektorbiindel von F muss die konstante Rang Bedingung erfiillt
sein, da sonst die Fasern keine konstante Dimension hitten. Und die konstante Rang
Bedingung ist auch nicht automatisch: Seien E = E' = R? das triviale Geradenbiindel
iiber M =R (r =pry). Sei f=Idund ¢p: M xR=R? - M xR=R? (z € M,y €
R) — (x,z - y)). Dann ist

el ={g 270

Sehr oft wird davon insbesondere die direkte Summe FE & E’ zweier Vektorbiindel E, E’
iber M (Im Kontext von Vektorbiindeln auch Whitney-Summe genannt.) verwendet.
Hier gilt

NE®E)2T(E)aT(E),

wobei 2 hier isomorph als C*°(M)-Modul bedeutet.

Fiir den Pullback von Vektorbiindel gilt folgende Version von Lemma I1.1.18.
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Lemma I1.2.11. Sei w: E — M ein Vektorbindel und f: M’ — M. Dann ist
f*E das bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Vektorbindel, fiir welches es einen
Biindelmorphismus g: f*E — E gibt, so dass g|(f+g), : (f*E)s = Ef) fir allex € M’
ein Vektorraumisomorphismus ist.

Zusétzlich sind die Biindelmorphismen in Lemma I1.1.19 fiir Vektorbiindel schon Vektor-
biindelisomorphismen. Auflerdem gibt es fiir Vektorbiindel noch folgende Operationen:

11.2.2.2. Duales Vektorbiindel

Sei m: ' — M ein Vektorbiindel iiber K vom Rang r mit lokalen Trivialisierungen ¢,,
und Ubergangsfunktionen fn4.
Sei B*:=| |, Ei, wobei E} das Dual des Vektorraums E, = 7~ (z) ist. Wir definieren

7 E* > Malsn'(L, e E}) =1z
sowie*
P (Wl)_l(Uoc) = |_| E; = U x (K")"

zeUq
L, € Ef (1'(Ly) =z, (v €K™ = Ly(¢, ' (z,0))).

Die zugehérigen Ubergangsfunktionen W sind durch g, = (pap)™ gegeben, wobei
* die duale Abbildung meint, also ,u’ﬁa( 2)(f € (K))(w e K") = (pap(x))* f(v) =
f(pap(x)(v)) Damit ist insbesondere pj,(z) € Gl(R) und héngt glatt von z ab.
Nachrechnen der Form von u'ﬁ o

(2 15 () (f € (KT)7)) = 6y 0 (1)L, ) 7702 ) g )
= (2, (v = Lo(07(3,0)))) = (2, (v La(67) 0 b 0 67 (,))))
= (@ (v Lo(03 (@, as(2)0)) = (@, (0 = F(ptas(@)0)))

und es gilt I'(E*) = (I'(F))*. Nach Satz I1.2.9 macht dies E* — M zu einem
Vektorbiindel. Wir nennen es das zu E duales Btindel.

Beispiel I1.2.12 (Kotangentialbtindel T*M:=(T'M)*). Ein Element o € T'(T*M) =:
QY(M), genannt 1-Form, ist eine glatte Abbildung mit a(x) € T M:=(T,M)*. In loka-
len Koordinaten x* auf U hat TM die lokale Basis 0, :2%. Man definiert dz’: TU — R
durch dz*(0,,) = 65 und C*°(U)-lineare Fortsetzung. Dann hat o die lokale Darstellung
a;dz’ fir a; € C°(U), vgl. [2, Kap. 11.10.3].

Ahnlich wie Einsformen lassen sich auch Tensoren und Differentialformen auf M, vgl.
[2, Kap. I1.10.3] als Schnitte eines geeigneten Vektorbiindels darstellen/einfiihren:

*Strenggenommen sollte folgende Trivialisierung per Definition nach Uy X K" gehen. Das kann man
erreichen, indem man noch einen Isomorphismus (K”)* — K" nachschaltet. Das fallt bei Berechnung
der Ubergangsfunktionen aber sowieso wieder raus.
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11.2.2.3. Tensorprodukt von Vektorbiindeln (= Whitney-Produkt)

Seien m: E'— M bzw. 7: E—-M Vektorbiindel iiber K vom Rang r bzw. 7. Seien ¢,
bzw. ¢, lokale Trivialisierungen von E bzw. E bzgl. einer offenen Uberdeckung U, von
M.

Wir setzen E ® E:=E ®g E:= |loenr Bz ®x FE,und 7®: e, ®é, € B, Qg Fy — x € M.
Die Topologie und glatte Struktur auf £ ® E wird durch

¢$: (n®) " (Us) = | | Bo @k Ex = Ua x (K" @x K" 2 K')
eroc

ex ® Ey € By @k By (l'vwa(ex) ® wa(éw))

~ (~) ..
bestimmt mit ¢, (e € E;) = (v, 14(e)). Die neuen Ubergangsfunktionen sind einfach das
Tensorprodukt der alten. Das resultierende Biindel E® E nennen wir das Tensorprodukt
beider Biindel. Es gilt (als Isomorphie von C'*° (M, K)-Moduln)

F(E XK El) = F(E)@Coo(M’K)F(E/).

Bemerkung I1.2.13. Ist s, bzw. s/, ein lokaler Rahmen von F bzw. E’ tber U,,
dann ist s, ® s), ein lokaler Rahmen von E ® E’. Fiir

T°M=TM®.. @ TMT"M®...T"M

r—mal s—mal

— dem (r, s)-Tensorbiindel von M — ist damit 0., ® ... ® O, @ dz/' @ ... @ da’s
fiir 1 < ik, je < m ein lokaler Rahmen. So ist z.B. s € T'(TM ® T*M) in lokalen
Koordinaten z* iiber U durch a%9,: ® da’ fiir o’ € C*°(U) gegeben und kann wegen
a}@wi®dxj = (aéawi)®dxj = 8I1:®(a§dxj) auch als Schnitt in I'(T'M)®cee (ar,ry I (T'M)
angesehen werden.

Beispiel I1.2.14 (Riemannsche Metriken). Eine Riemannsche Metrik ¢ ist in jedem
Punkt x € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g,, welche glatt vom
Punkt 2 abhangt, vgl. [2, Def. I1.1.1]. Dort mussten wir noch direkt in lokalen Karten
hinschreiben, was es bedeutet, dass g, glatt vom Punkt abhéngt. Mit der Biindelsprache
haben wir jetzt, dass eine Riemannsche Metrik insbesondere g € T'(T*M @ T*M) =
L(T*M) @coe(amry T(T*M) — ein (0, 2)-Tensor — ist.

Bemerkung I1.2.15. Der Pullback aus Abschnitt 11.1.2.6 erfiillt fiir Vektorbiindel
noch zusitzlich f*(E; ® Ey) = f*Ey ® f*E,. Das sieht man wieder direkt auf dem
Level der Ubergangsfunktionen.

Wie bei Vektorrdumen gibt es eine Paarung von einem Vektorbiindel mit seinem dualen:

NE*QFE) >T(MxK—= M), (a®s)(z € M)::(x,g\(icl(s\i)/)) € {r} xK.
€E: €B,

*
x
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11.2.2.4. Homomorphismenbiindel

Unter den gleichen Voraussetzungen und Notationen wie im Tensorproduktabschnitt
von oben, setzen wir

Hom(E, E):= | | Hom(E,, E,) und #: L, € Hom(E,, E,) > z € M.
reM
Die Topologie und glatte Struktur auf Hom(E, E) wird durch

bo: 7Y (Uy) = Uy x Hom(K", K7)
L, € Hom(E,, E,) — (z,¥,)
mit U, (v € K"):=(pryo¢aoLy0h")(x,v) bestimmt. Es ist Hom (K", K™) 2 (K*)" @K'.
Die Ubergangsfunktionen sind Kho @ flap, wobel wir die letzte Isomorphie genutzt

haben. Das resultierende Biindel Hom(F, E) nennen wir das Homomorphismenbiindel
beider Biindel. Es ist vom Rang 77, und es gilt Hom(F,F) = E* ® E.

Ist E = E, setzen wir End(E):=Hom(E, E) und nennen es das Endomorphismenbiindel
von E.

Beispiel I1.2.16 (Riemannscher Kriimmungstensor). R € I'(Homgr(TM @ TM &
TM,TM)) = T(T*M @ T*M @ T*M @ TM) — ein (1,3)-Tensor.

11.2.2.5. AuBeres Produkt

Sei m: E — M ein Vektorbiindel vom Rang r, lokalen Trivialisierungen ¢, und
Ubergangsfunktionen pi,5. Wir setzen

AF(E):=Ugenr A¥(E,) und definieren #: A¥(E) — M durch #71(z) = AF(E,).
Hier ist A*(E,) das k-fache duBere Produkt des Vektorraums E,, vgl. [2, S. 75].

Ist e; eine Basis von K". Dann ist s, ;(z):=¢;'(z,e;) ein lokaler Rahmen von E. Wir
setzen

@ S (@) A A s (@) € AM(EL) C AME)y, > ah S Sihe, AL A,

zu einer wohl-definierten Abbildung A*¢,: A¥(E)|y, — Uy x A¥(K") zusammen, die
faserweise ein Vektorraumisomorphismus ist. Mit Satz I1.1.15 folgt, dass 7: A¥(E) — M
ein Vektorbiindel vom Rang (}) ist.

Wir setzen AY(E):=M x K—das triviale Vektorbiindel iiber M vom Rang 1.

Fiir k > 0 ist a € T'(A*(E*)) eine Abbildung mit a(z € M) € A¥(E}), also a(x): E, x
... X E; — K ist multilinear und alternierend, und die Abhéngigkeit von z ist glatt,
d.h. man kann a auch als Abbildung o: T'(E)* = T'(E) x ... x ['(E) — C>®(M), die
multilinear (bzgl. der C*° (M, K)-Modul Struktur von I'(E), also C*° (M, K)-linear in
allen Komponenten) und alternierend ist, auffassen. Weiterhin ist ['(A°E) = C*°(M,K)
und wir setzen D'(A*E) = &% T'(A*E).

*Wir benutzen die Einsteinsche Summenkonvention.
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Beispiel 11.2.17.

(i)

(i)

(iii)

Im Spezialfall E = T*M kiirzt man ab: A*M:=A*(T*M) und QF(M):=T(A*M).
Elemente aus QF(M) heifien k-(Differential) Formen. Sei o € QF(M). Dann ist
azi=a(r) € AFT} M. Seien z° lokale Koordinaten auf U C M um z. Dann ist 0, |,
eine Basis von T, M und dz‘|, die zugehérige duale Basis von T M. Damit ist
a(z) = agy. i ()dz [ A. . Adz®*|,. Variiert man x, ist 9, ein lokaler Rahmen von
TU = TM|y und dx® von T*U = T* M|y und damit o|y = a;, i, dz" A.. . Adx'*
fir a;,. 4, € C=(U).

Das Vektorbiindel A™M — M mit m = dim M ist genau dann trivial, wenn M
orientierbar™ ist.

Beweis. A™M ist ein Vektorbiindel von Rang (z) = 1. Sei A™M das triviale
Vektorbiindel. Dann gibt es nach Lemma I1.2.2 eine m-Form w, so dass A™ (T, M) >
wp # 0 fiir alle p € M ist. Ein solches w heifit Volumenform von M. Damit
entspricht die Behauptung der Aussage: M ist genau dann orientierbar, wenn M
eine Volumenform besitzt. Das haben wir in [2, Satz I1.10.24] bewiesen. O

Wir betrachten die faserweise lineare Abbildung ¢: A*E - E®...® E =: E®*
gegeben durch e;, A... Ae;, — ZUESk sign(a)eig(l) ®@...®¢€i,, firi <...<ig.
Das macht ¢ zu einem wohldefinierten injektiven Biindelmorphismus. So kann
A*E als Untervektorbiindel von E®* betrachtet werden. Insbesondere ist diese
Einbettung kompatibel mit der Paarung fiir die dualen Biindel: Es ist fiir o« € AFE*
und X; € E,

alX1, .., Xk) = (a)(X1,..., Xk)

wobei €, ®...®¢€] (X1,...,Xy) =[]; €] (X;) fiir eine Basis e; von E, gilt.

Betrachten wir A*T*M @ E. Dann ist ein Schnitt eine multilineare alternierende
Abbildung ao: TM x ... x TM — E — genannt eine k-Form mit Werten in E. Wir
setzen QF (M, E):=T(A*T*M @ E). Da A°(T*M) = M xRund (M xR)® E = E,
konnen wir Q°(M, E) mit T'(E) identifizieren.

11.2.2.6. Konjugiertes Vektorbiindel

Ist E — M ein komplexes Vektorbiindel. Dann ist E::I_IIGMEJ; - M,e e E,—zeM
wieder ein komplexes Vektorbiindel. Hierbei ist als Menge E, = E, aber ist (z,¢e) — ze
die skalare Multiplikation auf E,, dann ist die auf E, gegeben durch (z,e) — Zze.

11.2.2.7. GraBmannbiindel

Sei £ — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r und sei d < r. Fiir x € M tragt
G4(FE,):={d-dimensionale Untervektorraume von F,} die Struktur einer kompakten
Mannigfaltigkeit diffeomorph zu O(r)/(O(d) x O(r — d)), vgl. Beispiel A.2.7(ii). Sei

*M heifit orientierbar, falls es Karten «;: Uy C M — V; C R™ von M gibt, die M tberdecken,
und fiir alle 4,5 und p € U; NU; C M gilt detd,, () (k; © n;l) >0, s. [2, Def. I1.10.1].
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Ga(E) = UpermGa(E,) zusammen mit der Projektionsabbildung 7: e € Gy4(F,) C
G4(E) — M gegeben. Um eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf G4(F) zu erhalten, sei
U, eine offene Uberdeckung von M mit Karten ro: Uy — V, C R”. Wir setzen
Ga: 7 HUs) = Ua X G(R™), e = (7(€), {dr(e)ka(v) | v € }). Die Ubergangsfunktio-
nen sind dann

ppa(@)(A € Ga(R™)) = dy, (2 (155 © 1) (A)-
Zusammen mit Satz 11.2.9 ist G4(E) — M damit ein Vektorbiindel.

11.2.3. 'Whitney’ fiir Vektorbiindel

Fiir Mannigfaltigkeiten® wissen wir, dass diese immer als Untermannigfaltigkeit eines
geniigend hochdimensionalen euklidischen Raumes R™ aufgefasst werden kénnen. Das
ist der Einbettungssatz von Whitney [2, Satz 1.3.40]. Wir werden nun sehen, dass man
jedes Vektorbiindel E — M als Untervektorbiindel eines trivialen Vektorbiindels iiber
M auffassen kann. Wir werden uns auf kompakte M einschrénken:

Satz I1.2.18. Sei n: E — M ein Vektorbindel mit M kompakt. Dann gibt es ein
Vektorbiindel 7' : E' — M, so dass E ® E' trivial ist.

~

Beweis. Sei U, o = 1,...,k, eine endliche Uberdeckung von M, so dass E|y, =
Uy x K" gilt. Sei p® eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Seien s ein lokaler
Rahmen von E|y,. Wir setzen ¢$:=p®s{. Durch Fortsetzen durch 0 kénnen wir diese ¢

als Schnitte auf ganz E auffassen. Wir betrachten den Vektorbiindelhomomorphismus

A: M x Mat, o, (K) = E  (z,d’,)—a t%(z).

Da fir jedes x € M die t¥(z) den Vektorraum E, erzeugen, ist A, : {z} x Mat, «x(K) —
E, surjektiv. Also ist E das Bild von A.

Man kann dann zeigen, dass es einen Vektorbiindelhomomorphismus B: E — M x
Mat, »x(K) mit AB = Idg gibt, vgl. [7, Thm. 1.5.13]". Insbesondere heiBt das, dass B
injektiv ist.

Sei B’ der Kern von p:=BA. Wir zeigen, dass p konstanten Rang hat und E’ damit

nach Beispiel 11.2.10 ein Untervektorbiindel des trivialen Biindels M x Mat, x(K) ist:
Es ist p2 =BABA = BA = p — also faserweise eine Projektion.' Sei

Pz = (BA)|{z)xMat, (k) € End (Mat, 1 (K)) und z¢ € M.

Wir setzen f(x) = Id—py —pro +2P2,02 € End (Matrxk(K)). Dann ist py, f(z) = f(2)ps,
womit das folgende Diagramm kommutiert: (mit f(z,a) := f(z)(a))

*Bei uns immer mit abziahlbarer Basis

fFaserweise ist das lineare Algebra und dann muss man noch {iberpriifen, dass alles so gewéhlt
werden kann, dass es zu einem Faserbiindel zusammenklebt.

tDer folgende Beweis funktioniert fiir alle Vektorbiindelmorphismen, die faserweise Projektionen
sind, da alle Biindel lokal trivial sind.
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M x Matrx;c(K)

M x Matrxk(K)

PN A

f f

Id X pg,
M x Mat,»x(K)

M x Matrxk(K)

Da f(zo) = Id ist, ist f(z) fir « in einer Umgebung von z( invertierbar und damit
haben die p, dieser Umgebung den gleichen Rang wie auch Id X py,.

Dann gibt EGE" — M xMat,«x(K), (e,e’) — B(e)+i(e’), mit t: B/ — M xMat,.«(K)
die Inklusion, einen Vektorbiindelmorphismus. Nach Konstruktion ist diese Abbildung
faserweise ein Isomorphismus. Also sind E®E’ und M xMat,xx(K) schon isomorph. [

Insbesondere liefert der letzte Satz, die erste Halfte des Satzes von Serre-Swan:

Satz I1.2.19 (Satz von Serre-Swan). [7, Thm. 1.6.18] Sei M kompakt. Der C*(M)-
Modul T'(E) ist endlich erzeugt und projektiv*. Andersherum gibt es zu jedem endlich
erzeugten projektiven C°(M)-Modul R ein Vektorbiindel iber M, so dass R = T'(E)
als C>°(M)-Modul.

11.2.4. Biindelmetriken

In Beispiel 11.2.14 haben wir Riemannsche Metriken als einen Schnitt von TM @ TM
interpretiert, der auf jeder Faser ein Skalarprodukt ist. Ahnliche Strukturen existieren
auf allen Vektorbiindeln:

Definition I1.2.20. Eine Biindelmetrik auf einem K-Vektorbiindel 7: E — B ist eine
glatte Abbildung h: F ® E — K, deren Einschriankung h,: E, ® E, — K auf jeder
Faser ein Skalarprodukt’ (fiir K = R) bzw. hermitisches inneres Produkt * (fiir K = C)
ist.

*projektiver R-Modul P = Es gibt einen R-Modul Q, so dass P @ Q ein freier R-Modul ist.

tSkalarprodukt = positiv definite symmetrische Bilinearform

thermitisches inneres Produkt = Sesquilinearform, antilinear in der zweiten Komponente und
positiv definit
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Bemerkung I1.2.21.

(i) Fir K = R induziert eine Biindelmetrik h einen Isomorphismus F = E* durch
e — h(e,.) und h,: E, — E? ist selbstadjungiert fiir £ € M. Damit ist h €
NEQE)ZT(F®E)") ZT(EF*® E*) 2 T'(Homg(E, E*)).

Fiir eine Riemannsche Metrik g auf M induziert die Identifizierung g, : T, M —
T*M einen Isomorphismus b: X(M) — QY(M), X — X’ := g(X,.), dessen
Inverses mit § bezeichnet wird, vgl. [2, Bsp. I1.10.16].

(ii) Falls K = C erhalten wir analog zu (i) einen Isomorphismus E = E* durch
e h(.,e), wobei nun E das konjugierte Vektorbiindel ist.

Bemerkung I1.2.22. Jedes Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit besitzt eine
solche Bilindelmetrik: Lokal nimmt man auf jeder Faser das euklidische bzw. hermi-
tische Produkt. Global benutzt man eine Zerlegung der Eins auf M, um die lokalen
Biindelmetriken 'zusammenzukleben’. Alternativ kann man eine Einbettung von F in
ein triviales Biindel nutzen, welche nach Satz 11.2.18 immer existiert. Auf dem trivialen
Biindel gibt es immer eine Biindelmetrik, deren Einschrankung auf E' dann dort eine
Biindelmetrik gibt.

Fin Skalarprodukt eines Vektorraumes ordnet jedem Untervektorraum ein eindeu-
tiges orthogonales (bzgl. dieses Skalarproduktes) Komplement zu. Analoges gilt fiir
Biindelmetriken auf Vektorbiindeln:

Lemma II.2.23. (Orthogonales Biindel) Sei m: E — M ein Untervektorbindel von
m: E' — M, und sei h eine Biindelmetrik auf E'. Dann ist

E+:={¢ € E' | h(e,¢') =0 fiir alle e € E mit w(e) = nw(e/)} = M, ¢ s n(e)
ein Untervektorbiindel von E. Insbesondere gilt E ® E+ = E'.

Beweis. Falls E+ ein Untervektorbiindel ist, dann gibt E@ E+ — E’, (eq,e3) — e1 +eo
nach Lemma I1.2.3 den Vektorbiindelisomorphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass E+ lokal trivial und damit ein Untervektorbiindel ist. Da das
eine lokale Frage ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass F und E’ trivial sind, also
E=UxK"und £/ =U x K! (r <t). Seien s1,..., s, linear unabhiingige Schnitte
von E|y. Wir kénnen diese (in einer Umgebung U’ von = € U) zu einer Menge von ¢
linear unabhéngigen Schnitten von E’|y erweitern: Sei € U. Wir erweitern s (z), .. .,

s(x) mittels Vektoren s,41(z), ..., Sp4u(z) zu einer Basis von (7/)~!(z) C E’. Fiir
alle y € U setzen wir s;(y) = s;(x) fiir ¢t > i > r. Wegen Stetigkeit der Determinante
der in einer lokalen Trivialisierung um z dargestellten s; sind die s1(y), ..., Syt (y) in

einer Umgebung U’ von x noch immer linear unabhéngig (aber i.A. nicht orthogonal).
Mittels Gram-Schmidt und der Biindelmetrik erhalten wir nun aus den s; punktweise
neue s;. Da die Biindelmetrik glatt von der Faser abhéngt, sieht man an den expliziten
Formeln fiir Gram-Schmidt, dass die s, wieder glatte Schnitte sind. Weiterhin sind
nach Konstruktion s bis s;. wieder Schnitte in E|ys und die ], bis s} sind Schnitte
in Et|p/. Damit ist B+ lokal trivial. O
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II. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

Beispiel I1.2.24. Sei X™ C M™ eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Sei p € X. Dann haben wir die orthogonale (bzgl. g,) Zerlegung
TpyM =T,X & N, X, wobei N, X :={v e T,M |v L T,X} der Normalenraum ist bzgl.
auf dem Level der Biindel, die orthogonale Zerlegung: TM =TX & NX; NX ist das
Normalenbiindel von M (bzgl. g).

Beispiel 11.2.25. Sei m: 7:={({,v) € RP" x R""! | v € ¢} — RP", ({,v) — {, das
tautologische Geradenbiindel aus Beispiel I1.1.2.iii. Dieses ist ein Untervektorbiindel
vom trivialen Biindel RP™ x R"*! — RP"™. Das letzte Biindel versehen wir mit der
Biindelmetrik, die faserweise einfach das Standardskalarprodukt im R™*+1! ist.

Beispiel I1.2.26. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist g eine
Biindelmetrik auf TM. Wir wollen nun eine Biindelmetrik g* auf T*M finden, die in
gewissen Sinne dual zu g auf TM ist. Eine verniinfige Forderung ist Kompatibilitét
mit den musischen Operatoren: Fir X, Y € X(M) sollte gelten

9(X,Y) = g"(X°, V).
Damit wire g* automatisch positiv definit. In lokalen Koordinaten x* soll damit gelten
ginin = (9*)klgerrgle57

also gi; = (¢")"grigi; und damit (g*)* =g*!. Insgesamt ist also g = g0k @ Oy
(Hier wird d,+ mit der dualen Basis durch 9, (dz?):=da? (9, ) = 07, identifiziert. D.h.
g*(a = adat, B = Bjda?)=a;B;9%.

Allgemeiner kénnen Bilindelmetriken auf Vektorbiindeln Biindelmetriken auf abgeleiteten
Vektorbiindeln induzieren:

Lemma I1.2.27. Seien E bzw. V zwei K-Vektorbiindel iber M mit K € {R,C}.
Der Rang von E sei r. Seien h® bzw. bV Biindelmetriken auf E bzw. V. Fiir s; €
I'(E), a,8 € T(E*), 7,6 € T(A*E), 5, e T(V), f; € Hom(E,V) und (ey,...,e.) ein
orthonormaler lokaler Rahmen von I'(E|y) fir U C M setzen wir

hEEBV( +hV(§1’§2)

)
ROV (51 ® 81,82 ® §2) = h"(s1,82)h" (31, 52)
W (o, B)|o = Za(ei)ﬁ(ei)

, 1 :
hAkE(%(S) = EhE(gk(L(’Y),L((S)) mit ¢ wie in Bsp. I1.2.17.4ii.

- - E
51 P 51,82 @ 52) = h™(s1, 52

Diese erweitern sich eindeutig zu Biindelmetriken auf E®V, E®V, E* und A*E. Ins-
besondere ergibt Ko™V (£ fo)|r = Y20 hY (fi(ei), f2(e;)) durch die Identifizierung
Hom(E,V) = E*®V eine Bindelmetrik auf Hom(E, V).

Beweisskizze. Es ist klar fir die Summe. Wir skizzieren hier den Beweis fiirs Tensor-

produkt: Als erstes tiberlegt man sich, dass die Abbildung I'(E) x I'(V) — C*>°(M, K),
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I1.2. Vektorbiindel

(s1,81) = h¥(s1,82)h" (51, 32) fiir jedes feste (s2,32) € ['(E) x ['(V) bilinear ist und
damit eine Abbildung I'E)@I'(V) X T(E® V) — C*>°(M,K) induziert. Analog gilt es
fiir vertauschte Indizes 1 und 2. Insofern induziert die Gleichung fiir h¥®V" insgesamt
eine bilineare Abbildung

RESV . TE@V)xT(E®V) = C®(M,K).

(Das komplexe Konjugieren ist fiir K = C erforderlich und entfillt bei K = R.) Ist
e; ein orthonormaler Rahmen von I'(E|y) bzgl. A und analog v; ein orthonormaler
Rahmen von I'(V|y), dann ist e; ® v; ein lokaler Rahmen von I'(E'®@ V'|7), der nach der
Forderung im Lemma dann ebenfalls orthonormal bzgl. A¥®V ist. Damit ist hF®Y eine
eindeutig bestimmte Biindelmetrik. Die Biindelmetrik auf £* wird analog tiberpriift.
Man muss hier nur zusétzlich die Unabhéngigkeit von dem gewéhlten orthonormalen
Rahmen beweisen. Das folgt aus der Linearitdt der Argumente und daraus, dass ein
neuer orthonormaler Rahmen immer durch eine Matrix A € O(r) entsteht.

Die Abbildung

t: Hom(E, V) - E*®V, f € Hom(E,, Vy) — Zef ® f(ei),

wobei e; eine Orthonormalbasis von FE, ist, definiert einen Biindelisomorphismus
von Hom(E,V) — E* ® V und dann folgt, direkt die Formel 2¥ ®V (u(f1),t(f2)) =

D hv(fl(ei)a fa(ei)). O]

Beispiel I1.2.28. (Nochmal Biindelmetrik auf 7*M) Fir die Biindelmetriken auf
den abgeleiteten Biindeln von T'M wie in Lemma 11.2.27, siehe Tabelle II1.1. Dort
haben wir die lokalen Definitionen der Bindelmetriken, die der Einfachheit halber
auch einfach nur g genannt werden. Es bleibt natiirlich zu tiberpriifen, dass dies die
Biindelmetriken von letztem Lemma sind. Wir iiberpriifen hier, dass fiir 1-Formen
die Biindelmetrik aus Beispiel 11.2.26 herauskommt: Maoglichkeit (a) wére die Basis
J,: zu beliebigen lokalen Koordinaten bzgl. der orthonormalen Basis e; zu schreiben
und es direkt nachzurechnen. Moglichkeit (b) wére: In einer Umgebung zu jedem
p € U gibt es immer lokale Koordinaten (z.B. geodétische Normalkoordinaten [2,
Def. 11.7.4]) fur die 0,:|, = e;|, und damit g;;(p) = d;; gilt. Damit gilt ¢* (e, B)|, =
(0yi]p) B(0ri[p)g" (p) = aleilp)Bleslp)-
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8¢

Biindel Schnitte Biindelmetrik (induziert von der Riem. Metrik g)
E Bezeichnung Rang T(E) Bezeichnung eines Schnittes lokal (g(s1, s2) lokal)
M™ x R" Triviales Biindel r C>®(M,R") (vektorwert.) Funktion f(x) (sogar global) punktweises Produkt
™ Tangentialbiindel m X(M) Vektorfeld ft (T)ﬁ (kurz f0,:) 9(fi0,, hl o) = gufiht
T*M := (T'M)* Kotangentialbiindel m QM) 1-(Differential) Form fi(z)da' g(fi(x)dzt, by(2)dz) = g f;ly
T3(M) =@, TM ®@;_, T*M  (r,s)-Tensorbiindel ~ m"** T.5(M) (7, s)-Tensoren Tl (@) ® ... ® Opir @ da’ ®...® da’ Gisly -+ Gint, g P L ‘}:hf:" ol
AFTM Biindel der k-Formen (') QF(M) k-(Differential) Form Fivege(@)dzdt Ao A dadx [/((x,.ﬁ) = %g(t(a), «(B)) mit v: AMTM — T*MEF

viale Einbettung wie in Bsp. 11.2.17.iii
g(da AL Adats da?t AL A dadr) = det(g7 )

Tabelle I1.1.: Abgeleitete Biindel von T'M (Die Formeln fiir die hier gegebenen induzierten Bilinearformen auf den abgeleiteten
Biindeln gelten noch immer, wenn g eine (semi-)Riemannsche Metrik war — jedoch sind sie dann nicht

Biindelmetriken im Sinne von Definition 11.2.20.)
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Il1l. Differentialoperatoren auf
Vektorbiindeln

Wir wollen nun erste allgemeine Notationen fiir Differentialoperatoren einfithren und
uns als erste Beispiele insbesondere Operatoren auf Differentialformen (z.B. die duflere
Ableitung) und Zusammenhénge auf Vektorbiindeln (verallgemeinert/abstrahiert den
Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g)). Fur diese ersten Beispiele brauchen wir die
Sprache der Differentialoperatoren zwar so erst einmal nicht, aber es ist gut, sich daran
schon einmal zu gewohnen.

I11.1. Definitionen und erste Eigenschaften

M.1.1. Im R"

Ein Differentialoperator auf R™ ist definiert als

P=>" an(x)D", (II1.1)

|| <k

wobei a = (a,...,a,) € N ein Multiindez mit |a:=3", |af], an € C®(R™,K), fiir
K =R,C, und D%:(ﬁj;l 8;0:71” ist. Gibt es ein a mit |«| = k und a, # 0, dann

nennen wir k die Ordnung von P (sonst ist die Ordnung kleiner als k).
In vielen Anwendungen in der Analysis und Stochastik muss man geringere Regularitét

der Koeffizienten a,, zulassen, aber wir beschrianken uns hier auf glatte Koeffizienten.

Also ist hier P: C=(R",K) — C>®(R",KK). Allgemeiner kann P auch auf K¢-wertige
Funktionen operieren und K"-wertige Funktionen ausgeben — dazu muss dann a, eine
r x f-matrixwertige Funktion sein. Dabei operieren die partiellen Ableitungen dann
komponentenweise.

Beispiel I11.1.1.
(i) Die Operatoren rot: C°(R3,R3?) — C°°(R3?,R3), div: C*°(R? R3) — C>°(R3 R)

und grad: C*°(R3, R) — C°°(R3,R3) sind Differentialoperatoren erster Ordnung.

(ii) Laplace-Operator:* A = —> " A C>®(R™) = C°(R™).

i=1 92x7

(iii) Warmeoperator: 2 — 1" | a?—ii: C>®(R xR") = C>®(R x R")

*https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_operator
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III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

(iv) Wellenoperator*: g—;t -3, 82—;
(v) Cauchy Riemann Operator 3 (a% + ia%)’ (z,y) € R?
(vi) Sturm-Liouville Operatoren’: y € C*®(I C R) — (—py') + qy € C°(I) fiir
p,q € C(I) und p > 0
vii) Dirac-Operator?:
(vii) p
D: C*®(R* C*) — C=(R* C*)

_(Idax2 O 0 0 o\ 0 0 o2\ 0 0 o3\ 0
D‘(o —Idzxz>amo+(—ol 0)azt "\—0? 0)az\-0* 0)o3

mit ol = ((1) (1)>, o? = ((1) 61) und o = (é _01> Man rechnet nach, dass

D? der Wellenoperator ist.

111.1.2. Auf Mannigfaltigkeiten und Vektorbiindeln

Wir wollen nun (ITI.1) als lokale Form benutzen, um so Differentialoperatoren auf
Mannigfaltigkeiten und Vektorbiindeln zu definieren:

Definition II11.1.2. Ein (skalarer) Differentialoperator der Ordnung k auf einer Man-
nigfaltigkeit ist eine lineare Abbildung P: C*°(M,K) — C*°(M,K), die in jeder Karte
die Form (ITI.1) annimmt.

Beispiel II1.1.3. 0.te Ordnung skalare Operatoren sind einfach Multiplikationsopera-
toren Pf = af fir ein a € C°(M,K).

Beispiel IT1.1.4. Jedes Vektorfeld X € X(M), aufgefasst als Derivation

X: C®(M,R) = C*(M,R), f — X(f),

8 -

ox**

Jeder skalare Differentialoperator erster Ordnung auf C*° (M, R) kann als Vektorfeld
plus einem 0.te Ordnungsoperator aufgefasst werden, vgl. UA 10. Die Hintereinan-
derausfithrung von Vektorfeldern und Linearkombinationen davon sind auch wieder
Differentialoperatoren von entsprechend hoherer Ordnung.

ist ein skalarer Differentialoperator erster Ordnung: Lokal ist X = X*

Im R” konnten wir einen Differentialoperator P: C>=(R", K*) — C>°(R",K*) als Ope-
rator der Form (I11.1) definieren, wobei nun die a, (r) €Hom(K*, K*) waren. So kénnen
wir nun analog den Begriff des Differentialoperators auf Funktionen auf Mannigfaltig-
keiten auch auf Vektorbiindel iibertragen:

*https://en.wikipedia.org/wiki/D%27Alembert_operator

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Sturm}E2%80%93Liouville_theory - Sturm-Liouville Probleme
treten oft als resultierende Probleme nach Symmetriereduktion auf, z.B. Laplacegleichung auf R™ nach
Abtrennen der Radialsymmetrie, vgl. [4, App. "B]

thttps://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_operator
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III.1. Definitionen und erste Eigenschaften

Definition III1.1.5. Eine lineare Abbildung P: I'(E) — T'(F), die in Koordinaten,
iber denen E und F trivialisieren, die Form (III.1) mit a, € T'(Hom(E, F')) (also
insbesondere aq(x) €Hom(E;, F,)) annimmt, ist ein Differentialoperator zwischen den
Vektorbiindeln F und F'. Die Menge der Differentialoperatoren zwischen F und F' der
Ordnung /¢ bezeichnen wir mit Diﬁe(E, F). Ist E = F, so schreiben wir auch DiffE(E).

Beispiel IT1.1.6. Die duflere Ableitung
d: QF(M) = D(AFM) — Q¥ (M) = T(AM M),

definiert in [2, S.108], ist ein Differentialoperator erster Ordnung: In lokalen Koordinaten

hat ein a € Q¥(M) die Form f;, ;, dz™ A ... Adz" und damit ist do = ang'ikdz“ A
dz™* A ... Adz'. Also ist d = by ()52 mit be(z)(e € AKM) = da|, e € AKHIM.
Beispiel I11.1.7.

g(grad f,.) = df(.)

definiert einen Differentialoperator erster Ordnung

grad: C®° (M)~ T(M x R) — X(M)=T(TM).

Formal adjungierte Operatoren. Seien F, F' Vektorbiindel iiber einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M™, g) mit gewédhlten Bindelmetriken. Ist P: T'(E) — I'(F) ein
Differentialoperator, dann ist sein formal adjungierter Operator der eindeutig bestimmte
Differentialoperator P': I'(F) — I'(E) fiir den

/ (¢, Py)dvol, = / (PT¢, y)dvol,
M M

fir alle ¢ € T.(F) und ¢ € T'(F) gilt. Hierbei ist (.,.) die Biindelmetrik auf F' (links)
bzw. E (rechts) und I'.(F) die kompakt getragenen glatten Schnitte von E.*

Ist Pu =}, <4 @a(x)D% fir u € C(M,K), dann erhalten wir durch partielle
Integration Py = E|a\gk(_1)|a‘(det 9)" 2D (aq(x)y/det gv).

Analog definiert man auch formal adjungierte Operatoren fiir semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten. Man muss dann nur |det g| in der lokalen Definition von dvol, verwenden.
Dementsprechend muss man dann auch die Betragsstriche in der lokalen Darstellung
von PT hinzufiigen.

Beispiel II1.1.8. d' bezeichnen wir mit §. Aus d? = 0 folgt 62 = 0.

Ahnlich wie den formal adjungierten Operatoren kann man auch weitere Operatoren
definieren:

*Der adjungierte Operator P* von P als Operator auf L?(E) (im funktionalanalytischen Sinne)
stimmt auf T'¢(F) mit P iiberein — hat allerdings einen gréBeren Definitionsbereich.
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III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Definition I11.1.9. Der Laplaceoperator A einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) ist definiert durch

/g(du,dv)dvolg:/ uAvdvol,
M M

fiir alle w € C°(M) und v € C*°(M). Hierbei ist das Skalarprodukt g auf der linken
Seite, die durch die Riemannsche Metrik g induzierte Biindelmetrik auf T*M, vgl.
Beispiel 11.2.26.

D.h. insbesondere A = dd. In lokalen Koordinaten hat der Laplaceoperator die Darstel-
lung

Af = ~(det g)"1/20,: (9" /et g0, f ) |
und in euklidischen Koordinaten stimmt der Laplaceoperator mit — ), 8‘2—; aus Bei-
spiel II1.1.1 diberein.
Beispiel I11.1.10. Der Laplaceoperator auf k-Differentialformen wird definiert als
A:=(d +6)2: Q¥ (M) — QF(M).

Es gilt A = dd + dd und AT =A. Das formal adjungierte § zu d ist erst einmal nur fiir
k-Formen mit & > 1 definiert. Man setzt 0|cee(ar)y=qo(ar) = 0 und damit stimmt A auf
glatten Funktionen mit der obigen Definition iiberein.

I11.2. Zusammenhdnge von Vektorbiindeln

Wir werden den Levi-Civita Zusammenhang auf T'M zu Zusammenhéngen auf Vektor-
biindeln verallgemeinern und Beispiele fiir Differentialoperatoren erster Ordnung auf
Vektorbiindel erhalten.

Definition II1.2.1. Sei 7: E — M ein Vektorbiindel. Sei f € C>*(M), X € X(M)
und ¢ € I'(E). Eine Abbildung V:=V¥: X(M) x ['(E) — ['(E) heift (affiner) Zusam-
menhang, falls gilt:

(i) V ist linear in beiden Argumenten.

(ii) (Tensoriell in der ersten Komponente)
Vixs = fVxs (also (V1x5)(p) = £(5) (Vxs)y):
(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)

Vx(fs) = df(X)s+ fVxs, also (Vx(fs))p = dpf(X(p))s(p) + F(p)(Vxs)(p)-
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III.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

Die Menge aller affinen Zusammenhénge eines Vektorbiindels 7: E — M bezeichnen
wir mit A(E).

Ist zusitzlich eine Biindelmetrik h auf E gegeben, so nennen wir V¥ metrisch (=
kompatibel mit der Metrik), falls fiir alle X € X(M), s,s’ € T'(E)

X.h(s,8') =h(Vxs,s')+h(s,Vxs')

wobel X.f:=X(f):=df(X): M = R, p—d,f(X(p)), fiir eine glatte Funktion f: M —
R (oder f: M — C im Falle eines komplexen Vektorbiindels) ist.
Bemerkung II1.2.2. (Lokale Darstellung) Seien 2 Koordinaten auf U C M und sei

Sq ein lokaler Rahmen fiir E|;; (insbesondere ist dann E|y trivial). Fiir X = X%0,,
5= f%sq gilt

Vxs :Xi(ﬁiifa)sa + Xifa Vazi Sa
——
::Ffasg
mit I’ fa € C*(U,K). Wie auch schon auf TM nennen wir die I' Christoffelsymbole.
Ist V metrisch bzgl. h und ist s, ein lokaler orthonormaler Rahmen von E|y, so gilt:
0=0, (h(sav Sﬂ)) = h(VBmi Sa; 55) + h(som Vaxi 35) = h(F;/aS’Y’ SB) + h(scw FZBS’Y)
=T, +T3,. (IIL.2)

Zum Vergleich: Fir den Levi-Civita Zusammenhang hatten wir Ffj = F;“z Dort folgte
das aus der Torsionsfreiheit. Torsionsfreiheit ist nicht als Forderung fiir allgemeine
Vektorbtindel definierbar. Auflerdem entstehen die Ffj bzgl. der Basis 0, zu gewahlten
Koordinaten, welche im Allgemeinen halt keine orthonormale Basis ist und weshalb im
Allgemeinen nicht I‘fj = T, gilt.

Bemerkung II1.2.3. Sei V € A(E).

(i) Seien V!,V?2 € A(E). Dann ist w definiert durch w(X):=V% — V% eine 1-Form
mit Werten in End(E), also w € Q'(M,End(E)) = I'(T*M ® End(E)). Die
Abbildung X € X(M) ~— Vx ist jedoch kein Element in Q!'(M,End(E)), da
Vx(fs) # fVxs ist. Andersherum ist fiir V € A(E) und w € Q'(M,End(E))
auch Vxs:=Vxs 4+ w(X)s immer wieder ein affiner Zusammenhang auf E.

(ii) Die Menge aller Zusammenhénge A(E) auf einem Vektorbiindel E bilden einen
affinen Raum (mit unterliegendem Vektorraum Q!(M;End(E)), vel. i) — aber
nicht kanonisch einen Vektorraum (Da die Nullabbildung kein Zusammenhang
ist.)

Beispiel I11.2.4.

(i) Ein ausgezeichneter Zusammenhang auf einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltig-

keit (M, g) ist der Levi-Civita Zusammenhang. Das ist der eindeutig bestimmte me-

trische Zusammenhang, der zusétzlich torsionsfrei ist, d.h. VxY - Vy X = [X,Y]*
fir alle X,Y € X(M).

*Die Lieklammer [X,Y] € X(M) ist definiert durch [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) fir alle
f e C>®(M), vel. DGI UA 24.
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(ii) Fiir zwei metrische Zusammenhinge V!, V2 auf TM gilt
9(@(X)Y. Z) = g(VXY = VXY, 2) "E" (Y, VX Z = V5 Z) = (Y, w(X)Z)

fir alle X,Y,Z € X(M). Wir kénnen in diesem Fall also w als Element in
Q(M,o0(TM)) auffassen, wobei o(T'M) das Unterbiindel von Hom(T'M,TM) ist,
dessen Fasern nur aus den orthogonalen (bzgl. g) Abbildungen besteht.

(iii) Die Torsion eines Zusammenhangs V auf TM ist ein (0,2) Tensor T € TZ(M):
T(X,Y) =VxY — VyX — [X,Y]. Fiir zwei Zusammenhiinge V!, V2 mit der
gleichen Torsion ist w(X)(Y) = w(Y)(X).

Satz II1.2.5 (Induzierte Zusammenhinge). Seien E und V' K-Vektorbiindel iber M.
Seien VE und VV affine Zusammenhinge auf E und V. Dann existieren auf E®V,
E*, E®V, Hom(E,V) und A*E* affine Zusammenhinge, so dass fir X € X(M),
Y € X(N), w € T'(E*), s,8; € I'(E), § € I'(V), a € T(A*E*), B € T(A*E*) und
f e'(Hom(E,V)) gilt:

*

X(w(s)= (VX w)(s) + w(Vis)
VR (s @ 3)= (Vis) @ (VX3)
ViV (s @ 8)= (VEs) @5+ s ® (V3)
V()= (VP ) (s) + F(VEs)
)

Insbesondere folgt

k o
(V% B a) (815.--y8K) = X(a(s1,...,5K)) — Za(sl,...,sj,17V§sj,sj+17...,sk).

Jj=1

Sind die Zusammenhinge V¥ bzw. VYV metrisch bzgl. Biindelmetriken h¥ bzw. hY
auf E bzw. V, so sind die obigen Zusammenhdnge metrisch bzgl. der induzierten
Biindelmetriken, vgl. Lemma I1.2.27, auf den jeweiligen Biindeln.

Beweisskizze. Wir skizzieren hier nur die Argumente fiir den Zusammenhang auf E*,
vgl. auch UA 11 und 12: Man rechnet nach, dass (VE w)(s) = X (w(s)) — w(VEs) die
geforderten Eigenschaften in Definition I11.2.1, z.B. gilt fir f € C*°(M)
(VX (fw)(8) =X ((fw)(5)) = (f)(VEs)=X (fw(s)) — fw(VEs)
=[X(w(5)) + df (X)w(s) = fa(VEs)=df (X)w(s) + f(VE w)(s)
=(df (X)w + FVE w)(s)- 0
Es fehlt uns jetzt noch ein induzierter Zusammenhang auf dem Pullbackbiindel. Dazu

identifizieren wir zuerst Schnitte im Pullbackbiindel f*F fir 7: £ — M und f: M’ —
M. Sei S € T'(f*E). Dann hat S(x) die Form (x, s(z) € Ey(,)). Die erste Komponente
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III.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

enthilt also keine Informationen, die die zweite nicht auch enthélt, und wir haben eine
glatte Abbildung s: M’ — E. Andersherum definiert jede glatte Abbildung s: M’ — E
mit o s = f mittels S(z) = (z, s(x)) einen Schnitt in f*E. Deshalb arbeitet man oft
nicht direkt mit Schnitten von f*F, sondern mit den Abbildungen s: M’ — E mit
mos = f von oben. Ein solches s nennt man einen Schnitt von E entlang f. Die Menge
aller solcher Schnitte bezeichnen wir mit I'f(E). Diese Identifikation erhélt auch die
Vektorraumstruktur der Schnitte. Nach obigen Uberlegungen ist T'y(E) 2 I'(f*E). Wir
werden in Zukunft immer direkt s: M’ — FE mit mos = f als Schnitt in f*E auffassen.

Man beachte, dass im Allgemeinen I'f(E) # I'(E|f(ar)) ist — z.B. sei f: M' — M eine
konstante Abbildung, dann kann ein Schnitt von E entlang f immer noch von x € M’
abhingen, wogegen Schnitte in I'(E|f(n)={«}) konstant sind. Die lokale Darstellung
eines Elements in I'y(E) tiber U C M’ ist a’(s; o f), wobei a’ € C*°(U) und s; ein
lokaler Rahmen von E iiber f(U) C M ist.

Um die richtige Definition fiir V/# zu finden, schauen wir uns erst Spezialfille an:
(i) Sei f: M’ — M eine Einbettung. Dann ist f*E=E| ;). Somit sollte
Vi Fs=Vii(se f7)

gelten.

(ii) Bildet f: M’ — M nur auf einen Punkt p € M ab. Dann ist f*E=M’ x 7= 1(p)
und s € T'y(E) hat lokal die Darstellung a’s;(p) fiir a* € C°°(U). Hier sollte

VL (s)=X (a")si(p).
gelten.

Zusammen ergibt sich

Lemma II1.2.6. Sei f: M/ — M und w: E — M ein Vektorbindel mit Zusam-
menhang V. Sei s € T'¢(E) - lokal sei s = a'(s; o f), a* € C®(U C M'). Dann
definiert

Vi Pslo= X (a')(si o ) +a (Vi xysi 0 f)

einen Zusammenhang auf f*E, wobei (Vﬁ(x)si o f)(p)::(VdEpf(X(p))si)(f(p)).

Beweis. Man muss nachrechnen, dass die Definition unabhéngig von der lokalen Darstel-
lung ist und es sich wirklich um einen Zusammenhang handelt. Wir rechnen hier nur die
Unabhéngigkeit der lokalen Darstellung nach: Sei ¢; ein weiterer lokaler Rahmen von £
auf f(U) C M. Dann definieren ¢, (¢;(y)):=(y, ;) bzw. ¢5(s;(y)):=(y, e;) lokale Trivia-
lisierungen. Sei i, die zugehorige Ubergangsfunktion. Wir schreiben (fiir festes a, 3)
tap(y)(e;) =: ph(y)es. Dann ist t;(y) = ¢4 (¢ 0 63 (v, €;)) = 5" (U, ap(y)(e;) =
u;(y)sz(y) Ein Rahmen entsteht aus einem alten also genau durch punktweisen Multi-
plikation mit der Matrix der Ubergangsfunktion.
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III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Soll also b/ (tj o f) = a’(s; o f) sein, dann muss a*(x)=b"(x)p}(f(z)) gelten und wir
haben:

X(a')(si 0 f)+a' (Vipxysi) o f=X UV (15 0 £))(si o f) + b (1 0 F)(Vig(xysi© f)
(X(O7)(15 0 f) + X (15 0 £))(si 0 f) + b (1 0 [)(Vigxysi© f)
=X ()((kjsi) © f) + 6 (Vi) (m550) © f)
=X()(tj0 )+ (Vipxytio f)-

Damit ist V/"F wohldefiniert. ]

Bemerkung IIL.2.7. Sei v: I — M eine glatte Kurve und ¢ ein Schnitt eines
Vektorbiindels £ — M entlang . Fiir den induzierten Zusammenhang auf dem
Pullbackbiindel v*E schreiben wir oft einfach % = Vg:E. Ist v eine regulidre Kurve
(dh. [§(t)] # O fiir alle t € I), dann gilt Y ¢ = Vs¢, wobei ¢ als ein Schnitt auf
E| () aufgefasst wird (im Sinne von ¢(y(t)) := ¢(t)). In Diffgeo I haben wir uns
beim Ausdruck Vs immer nur auf reguldre Kurven beschrankt. Wenn man z.B. die

Parallelverschlebung auf allgemeine glatte Kurven verallgemeinern will, benutzt man

dt, siehe Abschnitt I11.2.1.

In lokalen Koordinaten haben wir fiir einen Schnitt ¢ € I' (E) entlang v:
Es ist ¢(t) = ¢“(t)sq(y(t)). Wir kiirzen $,:=54 o~y und f‘iazzfga o~y ab. Dann gilt

%qﬁ(t):dﬁ“(t)éa(t) + 6™ () (Vasa)lyw = (@7 () + 6™ (A (DT, (1)35(1).  (TTL3)

Bemerkung II1.2.8. (Intrinsische Darstellung von Differentialoperatoren) Benutzen
wir den durch V9 und V auf dem Vektorbiindel 7* M ® E induzierten Zusammenhang,
vgl. Satz I11.2.5, erhalten wir den Zusammenhang V: T(T*M Q E) - T(T*"M @T*M ®
E) =T(T*M ® E) mittels:

V)T;M®E(a ®s) = (V)T;Ma) Rs+a® (Vf;s.)

Auch das ist wieder ein Differentialoperator erster Ordnung. Induktiv kénnen wir das
fortfithren (der Einfachheit halber bezeichnen wir auch diese ganzen Zusammenhénge
einfach mit V):

T(E)ST(T*MeE) ST(T*M e T°M & E) S T(I"M® o E) %

Damit kénnen wir diese Zusammenhénge insbesondere auch hintereinanderausfithren
und erhalten einen Differentialoperator durch eine endliche Summe

Pu:=Y_"a;VFu mit a), € T(Hom(T*M®* @ E, F)) = T(TM®* @ Hom(E, F)).
k

Hierbei wirkt der TM®*-Anteil von aj, mit dem T*M®*-Anteil von V*u mittels der
natiirlichen Paarung.
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III.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

Alle Differentialoperatoren zwischen Vektorbiindeln E und F' kann man so schreiben.
Z.B. seien E = F = TM iiber (M, g). Dann sollte z.B.

9
Ozl
fiir ein a1 €T(TM ® Hom(TM, TM)) und ein agel (Hom(T'M, TM)) = D(T*M ® TM)

gelten. Wir bestimmen a; und ag: Fir Y € X(M) ist VY = dxj®(g§: % + Fﬁ-kyk%)

= a1V—a0

und damit alzﬁ ® Id7 s sowie aozkad:ck ® %_

I11.2.1. Horizontaler Lift — Paralleltransport

Definition IT1.2.9. Sei 7: F — M ein Vektorbiindel, V ein affiner Zusammenhang
auf F und v: I — M eine glatte Kurve. Ein Lift ¢ von «, d.h. ein Schnitt ¢ € I'y(E),
heiBt horizontal, falls ¥ ¢(t) = 0 gilt (vgl. Bemerkung I11.2.7 fiir die Definition).

Satz II1.2.10. In der Situation von Definition II1.2.9. Seity € 1. Zu ¢o € E, (1) gibt
es genau einen horizontalen Lift ¢ lings v mit ¢(to) = ¢o.

Beweis. Der Beweis ist komplett analog zum Beweis fiir den Levi-Civita Zusammenhang
in [2, Satz I1.3.4] und beruht darauf, dass es sich hier um ein Anfangswertproblem
fiir die lineare gewhnliche Differentialgleichung Y- ¢(t) = 0, vgl. (I11.3) fiir die lokale
Darstellung, handelt. O

Definition IT1.2.11. Sei v: I — M wie oben. Seien tg,t; € I. Die Abbildung

7.6 Evito) = Eygy), o = o(t1),

wobei ¢(t) der horizontale Lift von v mit ¢(tg) = ¢ ist, heiBt Paralleltransport lings
.

Bemerkung I11.2.12.

(i) Der Paralleltransport stellt einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Fasern
des Vektorbiindels her. Beachte: Wie auch schon auf dem Tangentialbiindel einer
Mannigfaltigkeit, ist der Paralleltransport abhéngig von der Kurve entlang derer
verschoben wird.

(ii) Ist 7 eine konstante Kurve, dann ist jeder horizontale Lift ein konstanter Schnitt
entlang ~.

(iii) Der horizontale Lift hingt glatt vom Anfangswert ab.
Satz I11.2.13.

(i) |2, ¢, ist eine lineare Abbildung.
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III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln
(@) 11 4, Eryto) = Eqey) ist ein Vektorraumisomorphismus. War der Zusammenhang
metrisch, dann ist dieser Isomorphismus sogar eine Isometrie.

(Zii) ||rtyo,t2:||;/1,t2 : ||Zg,t1‘ InSbesondere ist H’tyo,tg :Id und ||;.yl,t0 :(Hzo,tl)il'

Beweis. (i) Linearitdt klar nach Linearitét von V.

(iii) Klar nach Beweis der Eindeutigkeit der Losung des AWP fiir horizontale Lifte.
(ii) Es ist eine lineare Abbildung zwischen gleich dimensionalen Vektorraumen. Es reicht
also Injektivitit zu zeigen: Sei v € E,) mit [|§ ;, (v) = 0. Dann ist v =||¢, ; (0) = 0.
Ist der Zusammenhang metrisch, dann folgt isometrisch ganz analog zum Beweis im
Fall des Levi-Civita Zusammenhangs, vgl. [2, Satz 11.3.6]. O

Bemerkung ITI.2.14. Insbesondere folgt aus dem letzten Satz: Betrachtet man eine
Basis (e1,...,e,) von E,_ ). Dann ist (ey(t):= || ; e1,...,er(t):= ||}, ; er) wieder
eine Basis von E.(;,). Wir nennen dann (ey(t),...,e,(t)) einen parallelen Rahmen von
E entlang ~.

Satz I11.2.15. Fir ¢ € T.(F) gilt
c \Y% c c* d
(122 030669 =) 15 095 0(5) = o

Man beachte, dass z(s):= [|¢, ¢(s) € E. fiir alle s und deshalb 2o [|¢, ¢(s) = L 2(s)
als Differentiation im festen Vektorraum FE, ) sinnvoll ist.

Z,t P(s).

Beweis. Sei ey(s),...,er(s) eine Basis von E, ). Sei (e1(t),...,er(t)) der zugehdrige
parallelen Rahmen lings 7. Sei ¢(t) = ¢’ (t)e;(t). Dann ist [|$, ¢(s)=¢7(s)e;(t) und
damit L |[¢, ¢(s)=¢7(s)e;(t). Andererseits ist

e ()= () s () 4 (5)es (5) = H (5)es ()
=0

154 o-0(s)=l5, (6 (s)es()) = & (s)es r). 0

S

Man kann so aus dem Paralleltransport auch den Zusammenhang wieder konstruieren:
Folgerung I11.2.16. FEs gilt

¢ t)) — ot
(26) 0 = g L (00D =000

dt t—to t—to

fir jeden Schnitt ¢ ldngs c.

111.2.2. Kriimmung

Definition ITI.2.17. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang V. Die
Abbildung F': X(M) x X(M) x T'(E) — I'(E) mit

(X,Y,s) = F(X,Y)s:=VxVys — VyVxs — Vix y|s

heifit Krimmung von V. Ist F' = 0, dann nennen wir den Zusammenhang flach.
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III.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

Bemerkung II1.2.18. Ist M eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der
zugehorige Levi-Civita Zusammenhang. Dann ist R:=F der Riemannsche Krimmungs-
tensor.

Bemerkung IIT1.2.19. Man rechnet direkt nach, dass F' C°°(M)-linear in allen
Komponenten ist und F(X,Y)s = —F(Y,X)s fir alle X,Y € X(M), s € I'(E) gilt.
Damit kann F' als Element in Q?(M;End(FE)) aufgefasst werden.

Als néchstes wollen wir die Krimmung F als Quadrat einer geeigneten Abbildung
definieren.

Definition II1.2.20. Die lineare Abbildung D: Q*(M; E) — Q*+1(M; E) sei definiert
durch
D(a®s)=da®s+(—1)fa A Vs

fir o € Q¥(M) und s € T(E).”

Bemerkung IT11.2.21. (i) Wohldefiniertheit folgt, da D((fa) ® s) = D(a ® (fs))
fir f € C°(M) gilt.

(i) Fiir k= 0ist D=V: Q"(M; E) 2 T'(E) — Q'(M; E).
(ili) Die Abbildung D o D: T'(E) — Q?(M; E) ist die Kriimmung F.

Beweis. Wir rechnen lokal: Sei e; = 0,: fiir lokale Koordinaten x?. Also ist
insbesondere [e;, e;] = 0 nach Satz von Schwarz. Dann ist Vs=dz' ® V., s (denn
Vxs=X'Vy s =dr'(X)V,,s) und damit

D(dx* ® V,s)(ej, ex)=(—dz* A VV,,s)(e;,ex)
=—dz'(e;)Ve, Ve, s + dz'(ex) Ve, Ve, s
==V, Ve, 5+ Ve, Ve, s = F(ej,exr)s. O

Lokale Darstellung von V und F' mittels Differentialformen Sei s; ein lokaler
Rahmen des Vektorbiindels E vom Rang r iiber U C M. Dann ist Vxs; = w}; (X)siT
mit wi(X) € C>(U). Da V tensoriell in der ersten Komponente ist, ist wieQ(U).
Die Menge der wi enthalten alle Informationen iiber V auf U. Wir fassen alle zu
w = (w}) zusammen und erhalten eine 1-Form mit Werten in r x r-Matrizen, also
w € QYU; gl(r,R)) — die sogenannte Zusammenhangsform von ¥V auf U bzgl. des lokalen
Rahmen s;.

*Hier ist Vs € Q' (M; E) und damit
k+1
(a/\Vs)(Xh...,Xk,_H)::Z(—l)ia(Xl,,..,)v(i,...,Xk_,_l)VXis.

i=1

TIm Vergleich zu Christoffelsymbolen: Fiir Christoffelsymbole braucht man immer zusétzlich einen
lokalen Rahmen auf T'U - z.B. lokale Koordinaten: wz(X) = X"I'7, mit Vg_,.sp =17, s;.
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III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Analog haben wir F(X,Y)(sr) = Q4(X,Y)s; mit Q4 (X,Y) € C>®(U). Da F(X,Y) =
—F(Y,X) und F tensoriell in X und Y ist, haben wir Q¢ € Q?(U). Wir fassen diese
zu 2 = () € Q*(U; gl(r,R)) zusammen und nennen dies die Krimmungsform von F
auf U bzgl. des Rahmen s;.

Satz II1.2.22 (Strukturgleichung (= die definierende Gleichung von F' in der lokalen
Darstellung)). FEs gilt dw = —w Aw + Q. Das ist Kurzschreibweise fiir

dw§ =—wi /\w;-C + Qé
Beweis. Vollstandig analog zum Fall E = TM aus [2, Lemma I11.10.33]. O

Wir betrachten als néchstes die w und 2 die zu verschiedenen Trivialisierungen gehoren:
Seien ¢ : 1 (Uy) — Uy x R” und analog ¢: m~1(Us) — Ug x R™ mit den natiirlichen
Rahmen si(x)::qb[;l(m, e;) und t;(z):=¢; (z,e;), wobei e; die Standardorthonormalba-
sis des R” ist. Sei prag: Ua NUg — GL-(R) die Ubergangsfunktion.

Die Zusammenhangsformen auf U,, Ug bzgl. der Rahmen ¢; bzw. s; bezeichnen wir
mit w, bzw. wg. Analog die Kriitmmungsformen mit €2, bzw. Qg.

Satz I11.2.23. Es gilt

wg = Hgiwaﬂﬂa + ,ugalduga = uagwa,u;ﬁl — d,uag,u;é (I11.4)
Qs = taQaksa- (I11.5)

Beweis. Wir schreiben ugo(x)(e;) = ph(x)e; fiir festes o und f.

Es ist t;(z) = qbgl(qbﬁ o p t(z,e5)) = qﬁgl(x,,uga(x)(ej)) = pi(x)si(x), wobei die
letzte Gleichheit folgt, da ¢g die Vektorraumstruktur auf den Fasern respektiert, vgl.
Definition I1.1.4. Damit erhalten wir fir X € X(M)

thj = Vx(/J§84)
| |
(wa)5(X )t (dp(X) + 1 (wp) (X)) s

und somit

()5 ()t = dpt§(X) + () (X),
also pgawa = diige + wWalise- Mittels der dueren Ableitung erhalten wir aus (II1.4)
zusammen mit g = dwg + wg A wg aus Satz 111.2.22:
Qs = d(pgawalipn + Hgadtisa) + (HgaWalpa + Hadpsa) A (HsaWatisa + 5adisa)
= dugé A Waltga + ugidwa,uﬂa - u,g;wa A dpga + d,u/;; A dpiga
+ ug;wa A Waltga + ugiduga A ugiwauga + u;;wa A dpga
+ tgadtige N Hzadipa
= 5aaksa- O
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111.3. Hauptsymbol und Klassifikation

Wir werden spezielle Unterklassen von Differentialoperatoren kennenlernen. Diese
werden durch das sogenannte Hauptsymbol identifiziert:

111.3.1. Hauptsymbol

Schon an der lokalen Darstellung des Zusammenhangs kann man sehen, dass der lokale
Ausdruck je nach Wahl der Koordinaten stark variieren kann — so kénnen z.B. niedrigere
Ordnungsterme verschwinden oder auftauchen. Man kann allerdings den Termen mit
den hochsten Ableitungen einen koordinatenunabhingigen Sinn geben.

Definition I11.3.1. Sei P € Diff'(E, F). In lokalen Koordinaten um z € U sei
P =3, <0 0(z)D* mit aq € I'(Hom(E, F)|y). Dann sei das Hauptsymbol von P im
Punkt & = &;dx? € T M definiert als

o¢(P)(z, f):zil Z aq ()€,
|a|=¢

Hierbei ist £¥:=£7" ... €8 mit m = dim M.

Bevor wir im nédchsten Lemma zeigen, dass diese Definition koordinatenunabhéngig ist,
bemerken wir zunéchst den Faktor i in der Definition. Das ist zwar eine Wahl der Defi-
nition, kommt aber daher, dass der Ubergang von Zm:e aq(2)D® zum Hauptsymbol
eine Fouriertransformation ist und

| eSonsr= [ e fla)da
gilt.
Lemma II1.3.2. FEs gilt
o(P)(,€) = lim t=4 (e o Poel'f)(x) € Hom(E,, F,), *

wobei f eine Funktion mit d, f = & ist. Insbesondere ist damit das Hauptsymbol ein
wohldefinierte glatte Funktion auf T*M, die in jeder Faser ein homogenes Polynom in
den & der Ordnung ¢ ist.

Beweis. Wir verwenden die Leibnizregel und sehen, dass e~/ o Poei*f in t ein Polynom
der Ordnung ¢ ist. Der Term der Ordnung ¢ in = hat die Form

()" > aal@) [J(@ni f(2))* = ()" D aa(x)é”

lal=t i=1 lal=¢

*Hierbei ist eitf als Multiplikationsoperator zu verstehen. D.h. ist ¢ € I'(E), dann ist (Poelth)(¢) =
P(e*f ¢). Insbesondere sagt das Lemma also auch, dass lim¢—, oo t— (e~ 0 P o e'tf)(¢)(x) wirklich
nur von ¢(x) abhéngt. Das ist fiir (P¢)(x) natiirlich falsch, sobald P nicht Ordnung Null hat.
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III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

(damit ist die rechte Seite im Lemma insbesondere unabhéngig von der Wahl von f)
und damit folgt die Behauptung. O

Analog erhalten wir, vgl. UA 15:

Lemma I11.3.3. Es gilt fir z € E,

,ié
ou(P)(@,§)z = 7 P(f'u)l.,

wobei f € C°(M) mit f(x) =0 und d,f =& und u € T(E) mit u(z) = z ist.

Beispiel IT1.3.4. Fiir die ersten Beispiele aus I11.1.1 haben wir die Hauptsymbole

(i) Laplaceoperator: Y ., &2 = [¢]?
(i) Wellenoperator: —&2 + [£]? (wobei & zu t = 20 gehort)
(iii) Wirmeoperator: —|&|?
(iv) Cauchy-Riemann-Operator: (&1 + i&3)
(v) Sturm-Liouville: p¢?
(vi) Gradient: i(&1,&2,&3)

Divergenz: i(&1 + & + &3)

0 0 0 0 01 0 1 0
Rotation:i {0 0 1]&+( 0 0 0)J&+ (-1 0 0]&s
0 -1 0 -1 0 0 0 0 0

Allgemein haben wir mittels Taylorentwicklung

(e7/ o Poeltf Yy = (1 —itf — §f2 + O(t3)> <Pu +itP(fu) — gp(fzu) + O(t3)u>

2
— Pu+it(P(fu) — fPu) — %(P( F2u) — 2 P(fu) + f2Pu) + O(t*)u

2
= (Prin 1= ORI+ 0@ ) u
Insbesondere gilt also fiir Differentialoperatoren der Ordnung 1 bzw. 2:
. 1
UI(P)(x?f) = I[Pv f]|w7 02(P)($,§) = _5[[Pa f]7f]|w

Beispiel I11.3.5.

(i) Das Hauptsymbol oy (d)(z,¢) € End(T; M) der duBeren Ableitung d: QF(M) —
QFHL(M) ist 01 (d)(z, &) = i€ A a.
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(ii) Sei E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V. Wir betrachten den Zusam-
menhang als Abbildung V: I'(E) — I'(T*M ® E). Sein Hauptsymbol ist

o1 (V)(z, v =i[V, flolo =i(V(fv) = [Vv)[z =ids f ® v(z) = i§ ® v(2)
fiir v € D(E) und d,.f = €.
Lemma II1.3.6. Seien P, P, € Diff"* (Ey, E3) und Py € Diff**(FEa, F3). Dann ist
Oo,+0, (P20 Pr)(z,§) = 00, (P2)(2,§) 0 0¢, (P1)(,§).
Auferdem gilt o¢(PT) = oo(P)T.
Beweis. Direktes Einsetzen. O

Bemerkung II1.3.7. Fiir skalare Differentialoperatoren (E; = M x R) ist

Oty (PQ)(‘I?S) 00y (Pl)(x7€) =04 (Pl)(‘r>§) 00, (PQ)({,C,f)

und damit
0Z1+52(P1 © PQ)(%,&) = J£1+42(P2 © Pl)([L'7§),

obwohl i.A. Pl (@) P2 7& P2 ¢} Pl gllt

111.3.2. Elliptische, hyperbolische, parabolische, ...
Differentialoperatoren

Das meiste was wir iiber (lineare) partielle Differentialgleichungen wissen, geht auf die
folgenden drei Prototypen aus der klassischen Physik zuriick, die wir hier jeweils fir
beschrankte Gebiete des R™ formulieren. Aufgrund der Beschranktheit des Gebietes
brauchen wir hier im Allgemeinen Zusatzbedingungen (sogenannte Randbedingungen)
am Rand des Gebietes.
(i) Wellengleichung: (=02 + %, 0%)u =0

Eine Losung u(z,t) in einem beschrankten Gebiet Q2 C R™ (und glattem Rand)
beschreibt die Bewegung einer Membran 2 am Punkt x €  zur Zeit ¢. Typischer
Weise sucht man eine Losung der Wellengleichung unter folgenden Bedingungen:

u(z,0) = ug Anféngliche Position
Ou(z,0) = uq Anfangliche Geschwindigkeit
w(z,t) =v firz e d,t>0 Randbedingung.

Das Hauptsymbol des Wellenoperators ist —&2 + > £?. Da dessen Niveaumengen
Hyperboloide in R™*! sind, nennt man die Differentialgleichung hyperbolische.

(ii) Wirmegleichung: (—0, + 3, 8%,)u = 0 Eine Losung u(z, t) in einem beschréinkten
Gebiet Q C R™ (und glattem Rand) beschreibt die Temperatur in x € Q zur Zeit
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t. Typischer Weise sucht man eine Losung der Warmegleichung unter folgenden

Bedingungen:
u(z,0) = ug Anféngliche Temperatur
u(z,t) =v furz e o, t>0 (Dirichlet) Randbedingung.

Alternativ treten andere Randbedingung auf, z.B. Neumannrand-Bedingung
Opu(z,t) =v fir x € 00,t > 0, wobei v das Einheitsnormalfeld von 02 ist. Die
Dirichletrandbedingung wiirde hier eine feste Temperatur am Rand modellieren,
wahrend die Neumannrandbedingung besagen wiirde, dass es keinen Warmefluss
durch den Rand gibt.

Das volle Symbol des Warmeoperator (d.h. die Konstruktion wie bei Hauptsymbol
nur mit der ganzen Summe Z|a\ <2 also mit den Termen niedrigerer Ordnung)
ist =0+ >, ¢2. Die Niveaumengen sind Paraboloide in R"™!, weshalb man die
Wiérmegleichung als parabolisch klassifiziert.

(iii) Laplacegleichung: Y-, 8%,u = 0. Losungen der Laplacegleichung sind stationére
(zeitunabhingige) Losungen der Wiarmegleichung.

Das Hauptsymbol ist ), £2. Dessen Niveaumengen sind Ellipsoide in R"*1 ~
elliptische DGL.

Auf Mannigfaltigkeiten sehen die Gleichungen analog aus (jeweils mit dem Laplaceope-
rator der Riemannschen Mannigfaltigkeit). Auf geschlossenen (=kompakt und ohne
Rand) Mannigfaltigkeiten entfallen die Randwertbedingungen.

Die charakteristischen Eigenschaften der obigen drei Gleichungen sind sehr verschieden.
Z.B. sind Losungen der Laplacegleichung immer glatt, wogegen u(z,t) = f(x — t) die
Wellengleichung in R 16st, sobald f zweimal differenzierbar ist.

Ein Grofiteil wichtiger Eigenschaften und Methoden fiir partielle Differentialoperatoren
sind wahr oder falsch oder anwendbar je nachdem, ob das Hauptsymbol ’dhnlich’ zu
dem einer der obigen Gleichungen ist. Daher kommt es, dass, wenn moglich, Diffe-
rentialoperatoren in die Gruppe der elliptischen, parabolischen und hyperbolischen
Differentialoperatoren eingeteilt werden (natiirlich gibt es viel mehr Differentialopera-
toren):

Definition II1.3.8. Sei ' — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r. Ein Differential-
operator zweiter Ordnung P: T'(E) — T'(F) heifit elliptisch/hyperbolisch/parabolisch,
wenn in jedem Punkt (z,€) € T*M das Hauptsymbol (nun punktweise eine r X r-
Matrix) positiv oder negativ definit ist/genau einen negativen und sonst nur positive
Eigenwerte hat/ genau einen Null Eigenwert hat und alle anderen Eigenwerte das
gleiche Vorzeichen haben.

Bemerkung IT1.3.9. Es stellt sich heraus, dass die meisten Eigenschaften elliptischer
Operatoren sich auf Differentialoperatoren P: I'(E) — T'(F) beliebiger Ordnung tiber-
tragen lassen, solange des Hauptsymbol invertierbar ist. Deshalb nennt man auch solche
Operatoren elliptisch.
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Auch viele (wenn auch nicht alle) der linearen partiellen Differentialgleichungen, die in
der Geometrie auftauchen, sind von diesen drei Typen:

(i) elliptisch: Laplace und Diracgleichung* auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

(ii) parabolisch:
a) Wirmegleichung

b) Mittlerer Kriimmungsfluss: Sei F': [0,1] x M — R"*! eine zeitabhingige
Einbettung einer Hyperfliche M in R™*! mit Normalenvektorfeld v und
mittlere Krimmung H. Dann ist der mittlere Krimmungsfluss Losungen F’
von

oF
E = Hv.

c) Ricci(de Turk)fluss’ ist eine Evolutionsgleichung fiir die Metrik:

d

%g(t) = *QRng(t)

(iii) hyperbolisch:*

a) Wellengleichung (97 — A)u = 0 mit A, Laplaceoperator einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g).

b) Auf einer Lorentz-Mannigfaltigkeit ist der zugehorige Laplaceoperator hy-
perbolisch und wird D’Alembert Operator genannt. Fiir den Spezialfall
(M x R, g — dt?) ist 97 — A, der zugehérige D’ Alembert Operator.

¢) Cauchyprobleme, z.B. in der Allgemeinen Relativitatstheorie.

111.4. Elliptische Diffops

In Spezialfillen, z.B. vorliegen von geniigend Symmetrien kann man elliptische Diffe-
rentialgleichungen explizit 16sen. Im Allgemeinen hat man da keine Chance. Deshalb
geht es zumeist um Fragen, wie: Gibt es iiberhaupt eine Losung? Ist diese eindeutig?
Welche Eigenschaften (z.B. Glattheit) hat die Losung?

Wir listen hier zumeist ohne Beweise einige Methoden und Begriffe auf, die gerade fiir
elliptische Operatoren oft Verwendung finden.

Es gibt verschiedene Methoden Existenz von Losungen zu elliptischen Differential-
gleichungen iiber geschlossenen Mannigfaltigkeiten zu zeigen. Wir werden hier die
Fredholmalternative kennenlernen und Beispiele sehen, wo man nutzt, dass sich die
Differentialgleichung als Euler-Lagrangegleichungen eines schénen Variationsproblems

*kommt noch
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Ricci_flow
thttps://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_partial_differential_equation
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schreiben ldsst (wie wir schon die Geodétengleichung in [2] als Euler-Lagrangegleichung
des Energiefunktionals verstanden haben).

Oft, und gerade im letzteren Fall der Euler-Lagrangegleichung, beweist man fiir eine
elliptische Differentialgleichung selten direkt, dass sie eine Losung hat, sondern man
beweist zundchst, dass die Gleichung eine schwache Losung besitzt:

Definition III.4.1. Seien E,F Vektorbiindel mit Biindelmetriken und iiber einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei P: T'(E) — I'(F) ein Differentialoperator
der Ordnung ¢ und f eine Schnitt von F. Dann nennen wir ein u € L] (E)* eine
schwache Lésung von Pu = f, falls

/(u,PTqb)dvolg:/ (f, p)dvol,
M M

fir alle ¢ € T(F) (I'o(F') ist die Menge der kompakt getragenen glatten Schnitte in F')
gilt.

Wir nennen u eine (starke) Losung von Pu = f, falls u mindestens f-mal stetig
differenzierbar ist und Pu = f gilt.

Jede starke Losung ist auch eine schwache Losung. Umgekehrt muss, dass nicht gelten.
In vielen Fallen hilft aber die Elliptische Regularitétstheorie zu zeigen, dass u geniigend
Regularitit (~Differenzierbarkeit) besitzt.

Selbst wenn man diese Regularitdtsaussagen hat, muss man selbstverstdndlich noch
zeigen, dass es iiberhaupt eine schwache Losung in einem geeigneten Funktionenraum
gibt.

FEgal ob schwache Losung oder direkt Existenz einer Losung zeigen, i.A. benutzt
man Funktionenrdume, die sich mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden, leichter
verwenden lassen als k-fach differenzierbare Funktionen.

111.4.1. Grundlagen und erste Anwendungen
Ab sofort sei E — M ein Vektorbiindel {iber einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) mit Biindelmetrik & und Zusammenhang V.

Betrachten wir aber zuerst eine zusammenhéngende offene Teilmenge 2 C R™. Der
Raum C*(Q) ist der Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen deren Norm
[fll o @y =maxa, jaj<k SUP,cq [D* f| endlich ist. Das ist ein Banachraum (= vollsténdig
normierter Raum).

Verallgemeinern wir das nun auf Vektorbiindel:

|[sl| o () :=maxo<<k sup |V's|,
zeM

wobei |V*s| die Norm bzgl. der induzierten Biindelmetrik auf T*M®¢ @ E.

*Es ist Ll(E);:I‘C(E)H'”L1 mit ||u € Te(E)| 1 = fM |u|dvolg = fM v/ (u,u)dvolg und I'(E) die
kompakt getragenen glatten Schnitte von E.
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Der Raum C*(E) sind alle Schnitte mit |[s||cr(g) < co. Der resultierende Raum ist
wieder ein Banachraum und héngt (im Gegensatz zur Norm) bei geschlossenen Mannig-
faltigkeiten M nicht vom gewihlten Zusammenhangs V¥, der gewiihlten Biindelmetrik
und der Riemannschen Metrik ab.

Um elliptische Differentialgleichungen zu behandeln werden allerdings oft Hilfsrdume
eingesetzt:

Fir s e T'o(E), 1 <p < oo, k € Nj>g, sei

1
P

k
[El[ = /Z|Vjs|pdvolg
M 555

Hier ist V/s € T(T*M®/ @ E) und |V/s| steht fiir die durch g und h auf T*M®I @ E
induzierte Biindelmetrik.

Mit W(;c’p(E) bezeichnen wir die Vervollstdndigung von I'.(E) in der |||y #.»-Norm.
Fiir k = 0 erhalten wir die LP-Réume L?(E):=W ?(E).

Der Sobolevraum W¥*P(E) ist gegeben als die Vervollstindigung von {f € T'(E) | V*f €
LP((T*M)®* ® E),¢ < k} in der ||.|ly»»-Norm. Im Falle von vollstindigen Mannigfal-
tigkeiten ist WP (E) = W(f’p(E). Die W*P (1 < p < o) sind alles Banachriume, im
Falle p = 2 sogar Hilbertriume* (in dem Falle schreiben wir kurz H*(E):=W*2(E)).
Ist die Mannigfaltigkeit kompakt, dann sind die W*P-Normen zu verschiedenen Rie-
mannschen Metriken g, Zusammenhingen VZ und Biindelmetriken fiquivalent. (Das
ist falsch bei nichtkompakten Mannigfaltigkeiten.)

Fiir LP-Réume gilt die Holder-Ungleichung®: Ist f; € LP(E), fo € LI(E) mit ]%Jr% =1,
folgt (f1, f2) € L' (M) und

/M (o, fo)ldvoly < [1fullze |l o

*Hilbertraum = Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt kommt. Z.B. s, s’ € L?(E)
hat das L2-Skalarprodukt (s, s’) 2:= fM (s,s’)gdvoly — also einfach immer die polarisierte Norm.

~ TEs gibt alternative Definitionen in lokalen Koordinaten und lokalen Trivialisierungen. Setzt man
WkP(E) die Vervollstindigung von C'°(E) in der Norm

p

|f‘Wk=p:: <Z(§z)*(ﬂlf)€[/k,p(Rm)> ’

wobei k;: U; C M — V; C R™ Koordinaten auf einer lokal endlichen Uberdeckung U; von M mit
zugehoriger Zerlegung der Eins p; ist, 0;: E|y, — U; x K" lokale Trivialisierungen von E sind und
&=(rs x Id) 0 0;: E|y, — V; x K". Im Falle von geschlossenen Mannigfaltigkeiten ist diese Norm
dquivalent zur obigen Norm und unabhéngig, ansonsten braucht man Annahmen an die Karten und
Trivialisierungen.

tBeweis mit der Youngschen Ungleichung - ganz analog zum Fall M = R
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111.4.2. Wichtige Begriffe der Funktionalanalysis

Seien X, Y Banachrdume. Die zugehérigen Normen bezeichnen wir mit ||.||x bzw. ||.||y.
Der Dualraum X*:={f: X — K linear} ist zusammen mit || f||x-:=sup{|f(x)| | z €
X, ||z]lx < 1} wieder ein Banachraum.

Ein Banachraum heifit reflexiv, falls X** = X gilt. Z.B. sind die Sobolevriume W*»
fiir 1 < p < oo reflexiv. Hilbertrdume sind immer reflexiv (Das folgt aus dem Darstel-
lungssatz von Fréchet-Riesz).

Bemerkung IT11.4.2. (Oft genutzte Lemmata der Funktionalanalysis zu Banachréu-
men)

(i) Jede nichtleere beschrénkte und abgeschlossene Menge eines Hilbertraumes (oder
allgemeiner eines reflexiven Banachraumes) X enthélt eine schwach konvergente
Teilfolge. Hierbei heiit v; — v schwach konvergent in X, wenn (u, v;) — (u,v)
fiir alle w € X* und (., .) ist die duale Paarung von X und seinem Dual z* ist,
also (f € X*,z € X):=f(x).

Im Falle eines Hilbertraumes kann jedes f € X* als (y,.): X — K fiir ein
y € X dargestellt werden (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz). Dann ist die duale
Paarung einfach das Skalarprodukt.

Konvergiert v; — v schwach in W#?(E), dann konvergiert v; auch schwach zu
v in WP(E) fiir alle 0 < ¢ < k. Das folgt, da WkP(E)* ¢ W5P(E)* wegen
WhP(E) c WEP(E) gilt.

(ii) Konvergiert v; schwach in X gegen v, dann gilt |[v||x < liminf ||v;||x.

(iii) Jede in der Norm konvergente® (= stark konvergente) Folge in X, konvergiert
auch schwach und zwar gegen den gleichen Grenzwert.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht: Ein Beispiel ist H = L?(R). Sei u € C2°(R) mit
suppu € [0, 1]. Setze v;(x):=u(x — 7). Dann konvergiert v; schwach gegen 0 (Es
reicht, gegen C'°(R)-Funktionen zu testen, da diese dicht in L?(R) liegen.) Aber
die Norm von v; ist konstant und damit kann nicht v; — 0 in H gelten.

Sei A: X — Y ein linearer Operator. Obwohl als Abbildung geschrieben bedeutet
das im Allgemeinen nicht, dass Az fiir alle x € X definiert ist. Ein linearer Operator
A:dom A C X — Y kommt mit einem Definitionsbereich dom A. Wir betrachten hier
nur dicht definierte Operatoren, d.h. die Vervollstandigung

domAX::{x € X | 3x; edom A : ||z; — zl|x 250 0}

des Definitionsbereich bzgl. der Norm auf X gibt ganz X.

Betrachten wir unsere Differentialoperatoren P: I'(E) — I'(F') als Operatoren auf
L?, d.h. P:T.(E) C L*(E) — T.(F) c L3(F), fir (M,g) vollstindig, dann ist

*Das ist die Standardkonvergenz in X, d.h. ||z; — z||x — 0.
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P ein dicht definierter Operator. Genauso kénnten wir P aber auch als Operator
P:T.(E) Cc WkP(E) — WHP(F) fiir 1 < p < oo betrachten und auch dieser wire iiber
vollstdndigen Mannigfaltigkeiten dicht definiert.

Ein dicht definierter Operator A: dom A C X — Y heif3t stetig oder beschrankt, falls
es ein ¢ > 0 gibt, so dass ||Az|ly < c|jz||x fir alle 2 € dom A gilt.

Man kann zeigen, dass fiir beschrankte Operatoren Az fiir alle z € X durch folgende
Konstruktion wohldefiniert werden kann: Sei z; € dom A — z in X. Dann konvergiert
Ax; zu einem y € Y. Dann setzt man Az = y.*

Bemerkung I11.4.3. Unsere Differentialoperatoren P: T'.(E) C L*(E) — I'.(F) C
L?(F) der Ordnung k > 1 sind immer unbeschriinkt als Operator von L? nach L?,
d.h. die Operatornorm || P|| = SUDser, (B), o]l 2 ) =1 | Pv|| 2y ist oo. Als Operatoren

P: H* — L? sind sie allerdings beschrinkt: Z.B. fiir Pf:=f' fiir f € C>(S1) gilt

||PZ H! — L2|| = sup Hf/HLz(Sl) < sup Hf”Hl(Sl) =1.
feCOO(Sl),HfHHl(Sl):1 fECW(Sl)nyHHusl):l

Insbesondere sagt uns das, dass wir f’ fiir alle f € H' definieren kénnen. Das war
anfangs nicht klar, da f um f’ zu bilden ja differenzierbar sein muss.

Ahnlich sieht man, dass fiir einen Differentialoperator P: LP(E) — LP(F) der Ordnung
¢ iiber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit W*P(E) eine Teilmenge des maximal
moglichen Definitionsbereich ist.

Ein Operator A: X — Y hei3t kompakt, falls fir jede beschrankte Folge x; € dom A
die Folge Ax; eine in Y konvergente Teilfolge besitzt.

Kompakte Operatoren sind insbesondere beschrankt. Die Hintereinanderausfithrung
eines kompakten und eines stetigen Operators ist wieder kompakt.

Kompaktheit ist eine wichtige Eigenschaft, die oft verwendet wird. In unserem Kontext
werden dafiir oft Soboleveinbettungssitze oder Arzela-Ascoli verwendet:

Satz I11.4.4 (Einbettungen). Sei M™ geschlossen. Sei o(p,k):=k — 2, 0 < ¢ < k,
f € WkP(E). Dann gilt

(i) Firk > € mit o(q,¢) < o(p, k), dann ist die Inklusion W*P(E) — W54(E) stetig.
Gilt zusdtzlich o(q, ) < o(p, k), dann ist diese Inklusion ein kompakter Operator.

* Beweis. Ax; konvergiert in X: Wegen ||Az; — Azj|ly < c||z; — ;]| x ist Az; eine Cauchyfolge
und konvergiert damit in Y.
Wohldefiniertheit: Seien z;,y; zwei Folgen in X mit z; - « und y; — = in X. Dann gilt

Ay — ylly <I|Ays — Azslly + ||Az; — ylly <z|lys — xillx + [|Az: — ylly
<c(l|lzi — zllx + llys — zllx) + [|Az; — ylly — 0.

Damit ist A: X — Y auf ganz X definiert und bleibt ein beschrankter linearer Operator.
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(ii) Ist o(p, k) > ¢, dann ist die Inklusion W*P(E) < C*(E) stetig. Ist sogar o(p, k) >
¢, dann ist Inklusion W*P(E) — C*(E) kompakt.
Einige wichtige Spezialfille:
(i) Ist f € H*(E) und k > m, dann ist f € C*~™(E).
(ii) C>= = N, H".
Satz III1.4.5 (Arzela-Ascoli). Sei M kompakt und k > £. Dann ist die Inklusion
C*(E) — CY(E) kompakt.
111.4.3. Elliptische Abschatzungen

Satz I11.4.6. Sei P: T'(E) — I'(F) ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung
k tber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es Konstanten c; so dass

(i) (Schauder Abschdtzung)
[ullcrre < crl[Pullce + collullco < esflullcre
fiir alle uw € C*+4(E) und
(it) (LP-Abschitzung)
[ullwr+er < call Pullwer + csllull e < collullprres
fiir alle u € WFHEP(E) gilt.

Insbesondere folgt fiir Pu = f: Ist f € W% (F) und u € WKP(E), dann ist u €
Wkt (E). Ist f € CY(F) und u € C°(E), dann ist u € C*¢(E).

Folgerung II1.4.7. Sei P elliptisch und sei u eine schwache Lésung in L? von
Pu = Au. Dann ist u € C. FEigenwerte elliptischer Operatoren sind also immer glatt.

Bemerkung I11.4.8. (i) Die linken Teile der Ungleichungen sind die eigentlichen
elliptischen Abschitzungen. Die rechten Ungleichungen folgen direkt, da P von
k-ter Ordnung ist, vgl. Bemerkung I111.4.3.

(ii) Betrachten wir einen Differentialoperator P der Ordnung s als Operator zwischen
Sobolevraumen
P:T.(E) Cc WrFP(E) — WFSP(F).

Da I'(E) nie der maximale Definitionsbereich ist, konnte es a priori sein, dass
es ein u € WFP(E) mit Pu = 0 gibt, aber u nicht glatt ist. Der letzte Satz sagt
uns, dass das nicht passieren kann, und w immer glatt ist. Insbesondere sagt uns
das, dass fiir die Bestimmung von ker P es nicht darauf ankommt, ob wir P als
Operator auf W¥*P(E) auffassen oder dessen der Einschrinkung auf W*+7(E)
betrachten.
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111.4.4. Existenz von Losungen in Sobolevraumen -
Fredholmalternative

Die Fredholmalternative ist eine Moglichkeit Existenz von Loésungen zu elliptischen
Differentialgleichungen zu beweisen. Wir geben hier nur die Fredholmalternative fiir
Differentialoperatoren zwischen Hilberrdumen an:

Satz I1I1.4.9 (Fredholm-Alternative). Seien E — M und F — M Vektorbindel mit
Bindelmetrik iber einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei
P:T(E) — T'(F) ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung £. Dann gilt

(i) Sowohl ker P als auch ker P sind endlich dimensional.

(ii) Ist 0 # f € HY(F), dann emistiert genau dann eine schwache Lésung u von
Pu = f, wenn f orthogonal (in L*(F)) zu ker P'. Diese Lésung ist eindeutig,
falls u orthogonal (in L?>(E)) zu ker P ist.

(iii) Fiir skalare elliptische Differentialoperatoren gilt dim ker P = dim ker PT.
Ist E = F, dann sind insbesondere die FEigenriume ker(P — Md) endlich dimensional.

Um die Fredholmalternative zu beweisen, braucht man insbesondere ein Kriterium,
wann der Kern vom elliptischen Operator endlich dimensional ist. Ein solches Kriterium
kommt mit folgendem allgemeinem Lemma aus der Funktionalanalysis:

Lemma 111.4.10. Seien X,Y, Z reflexive Banachraume. Sei X — Y eine kompakte
Inklusion und L: X — Z ein beschrinkter Operator. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Das Bild L(X) ist in Z abgeschlossen und der Kern ker L ist endlich dimensional.

(i) Es gibt Konstanten c¢; und co so dass
[zllx < elllzz + callzlly

fiir alle x € X 1ist.

Das heif3t die Hauptarbeit fiir die Fredholmalternative ist der Beweisen der elliptischen
Abschétzungen aus dem letzten Abschnitt. Wir beweisen das hier alles nicht, sondern
schauen uns ein paar Beispiele an:

Beispiel I1I1.4.11. (Gewohnliche Differentialgleichungen auf S = [0,2n]/ ~) Sei

Pu = u' + a(z)u, u,a € C*(S1, R). Dann ist P elliptisch und Plu=—u'+ a(z)u.

Aus PTu = 0 folgt u(x):u(O)efo W Damit u € C>(SY,R) gilt, muss fiir a die

Bedingung fo% a(y)dy = 0 gelten. Es ist also dimker PT < 1. ( Fiir a(z) = sinx ist z.B.

ker Pt = span{e’~°°**}.) Die Fredholmalternative sagt also, wir kénnen genau dann
Pu = f € 0>(8") fiir u 16sen, wenn f 172 ker PT steht. In diesem Fall ist die Lésung,
dann auch eindeutig.
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Beispiel IT11.4.12. Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhéngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit und A der Laplace auf Funktionen. Wir betrachten Pu = Au + ¢(x)u
mit c(x) > 0, ¢ £ 0, und wollen Pu = f 16sen. Als erstes zeigen wir, dass ker P = {0}
ist. Sei dazu Pu = 0. Dann gilt

0= / u(Au + cu)dvolg:/ (|du|§ + cu?)dvol, > 0.
M M

Also muss u konstant und da ¢ # 0 ist,damit u = 0 sein. Wegen P = P! kénnen wir die
Fredholmalternative anwenden und erhalten, dass Au + cu = f fiir alle f € C°°(M)
eine eindeutige Losung in H¢(M) fiir alle ¢ hat. Damit ist die Losung insbesondere
auch glatt.

Ist ¢ = 0, ergibt obige Methode, dass Au = f genau dann eine Losung hat, falls
Juy fdvoly = 0 gilt.

Analoge Argumente funktionieren auch fiir vektorwertige Funktionen und ¢ eine positiv
definite Matrix oder auf Vektorbiindeln mit geeigneten ¢, vgl. Abschnitt 111.4.5.

Beispiel 111.4.13 (Hodge-Zerlegung). Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhéngende
orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei A:=dé + 6d: Q¥ (M) — QF(M) der
Hodge-Laplace. Sei H*:=ker A C Q¥(M) der Raum der harmonischen k-Formen. Nach
Satz I11.4.9 ist H* endlich dimensional. Wegen

/ g(h, Ah)dvol, — / g(h, (45 + 5d)h)dvol,— / (|dh? + [5h[2)dvol,
M M M

ist
HE={h € Q¥(M) | dh = 0 und 6h = 0}.
Fiir ¢ € QF(M) sei ¢ = ¢ +h die Zerlegung mit h € H* und ) L H*. Senkrecht bezieht

sich hier auf die durch g auf Q¥ (M) induzierte Biindelmetrik. Nach der Fredholmalter-
native gibt es damit ein w € QF(M) mit Aw = 1, und damit

p=Aw+h=dow+ddw+h=da+d8+h

mit o = dw und B = dw. Wegen d? = 0 ist da L §3. Weiterhin ist dov L. h und 63 L h.
Wir haben also damit eine orthogonale Zerlegung einer p-Form in exakte, ko-exakte
und harmonische Formen - die sogenannte Hodge-Zerlegung.

Sei nun ¢ = da + 65 + h geschlossen, d.h. d¢p = 0. Dann ist 0 = déf und somit
6812, = Sy BddBdvoly = 0, also 68 = 0. Jede geschlossene Form hat also eine Hodge-
Zerlegung der Form ¢ = da + h. Also ist h die eindeutige harmonische Form in der

de-Rham Kohomologieklasse von ¢: [¢] € HY »(M )::lfﬁfg; g:_(llvfj)vzip; ((]J\\j)) >

Weiterhin sieht man wegen A = dé + 6d und § = (—1)"P~ L x dx: QPHL(M) — QP(M),
dass der Hodge-Laplace mit dem Hodge-Stern Operator kommutiert. Also bildet x

*https://en.wikipedia.org/wiki/De_Rham_cohomology - Wegen d? = 0 ist das Bild wirklich eine
Teilmenge von des Kerns.
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harmonische Formen auf harmonische Formen ab. Da * eine Isometrie (bzgl. der L2-
Norm) ist, ist *: HP — H™ P eine Isometrie — das entspricht der Poincaré Dualitit
auf der de-Rham Kohomologie.

111.4.5. Laplace-artige Operatoren

Eine wichtige Klasse von elliptischen Operatoren zu denen auch der Laplaceoperator
auf Funktionen gehort sind Laplace-artige Operatoren auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten:

Definition II1.4.14. Ein Differentialoperator zweiter Ordnung auf einem reellen
Vektorbtindel E — M {iber einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist
Laplace-artig (vom Laplace-Typ), wenn sein Hauptsymbol in & € TFM die skalare
Multiplikation mit [£|? ist.

Bemerkung IT1.4.15. Ist (M, g) Riemannsch, ist der Laplace-artige Operator damit
automatisch elliptisch; ist (M, g) Lorentzsch, dann hyperbolisch. Nach Beispiel I11.3.4
ist P genau dann Laplace-artig, wenn [[P, f], f] = —2|df|? gilt.

In lokalen Koordinaten € U hat ein Laplace-artiger Operator die Form
P = —gijé)miﬁm,- + akaxk +b
mit a*, b € T(End(E)|y).

Beispiel I11.4.16 (Der Hodge-Laplace ist Laplace-artig). Der Hodge-Laplace A:=d¢ +
§d: QF(M) — QF(M) ist Laplace-artig: Nach Beispiel 111.3.5 ist o1 (d)(z,&)a = i€ A .
Mit 6 = (—1)mF=D=1 s dx und vy = %(v° A %) folgt o1 (8)(z, ) = —itgs v und somit

o2(do + 0d)(w, ) = EN (Lerar) + 1es (E N ).

Um zu sehen, dass die rechte Seite gleich |€ |3a ist, betrachten wir beide k-Formen fiir
«a die eine Basis bilden. Dazu wahlen wir lokal einen orthonormalen Rahmen e; von
T x M mit e; = ﬁ Sei o =e;, A...Ae;,. Dann ist

EN(Lgra) + e (N a) :\f|§ (el /\Leg(eil Ao Neg) +Leu1(€1 Aei, /\.../\eik))

Ist 1 € {i1,...,4x} ist der zweite Summand gleich Null und der erste «, sonst ist es genau
anders herum. Damit ist o2(A)(z, &) = |€]2 und der Hodge-Laplace ist Laplace-artig.

Beispiel I11.4.17. Sei E — M ein Vektorbiindel iiber (M, g) und Zusammenhang V.
Wir definieren den Zusammenhangs-Laplace (Bochner-Laplace) durch

A= — Tr(VITMOEYE) . T(E) - T(E).

Die Spur geht hier iiber die beiden Faktoren T*M im Bild von VI " M®EYE: T(E) —
T'(T*M @ T*M ® E). Man beachte, dass die Spur hier als Spur einer Bilinearform
metrikabhéngig ist.
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Wir haben
(VI MEEGE ) (Oyr, 0pe) = VT MEE(da' @ VE 5)(Oyk, Ope)
(VI Myt @ VE s+dz' @ VEVE $)(0,x,0,0)
(VE Mdz')(0,0)VE s+ 0,VE VE s

Mit_ 0 = Ok (da:i(aﬂ))z(vg;dei)(aﬁ) + dwi(ng‘f(@e)) folgt (vg:kdef)(aﬂ) =
—TI",; und damit
(VI MEETE ) Ok, 0¢) = VE V5 s =TiVE s
also (VI MOEGE ) (X, V)=(VEVE -~ VE |)s
und somit N
As=—g" (V5 V5 —T5VE s
Insbesondere ist der Bochner-Laplace also auch vom Laplace Typ. Man kann nachrech-
nen, dass A = —(VE)TVF ist.

Als néchstes werden wir sehen, dass jeder Laplace-artige Operator bis auf einen nullte
Ordnung Operator die Form eines Zusammenhangs-Laplace hat:

Satz I11.4.18. Sei E — M ein Vektorbiindel iber (M,g). Sei P: T'(E) — T'(E) ein
Operator vom Laplace-Typ. Dann gibt es einen eindeutigen Zusammenhang VE auf E
und ein eindeutiges Q € T'(End(E)) mit P = A¥ + Q, wobei AF der Bochner-Laplace
2u VE st

Beweis. Da P vom Laplace-Typ ist, ist P — AP fiir alle Zusammenhinge V¥ ein
Differential erster Ordnung und damit gibt [P — A¥, f] das Hauptsymbol dieses
Operators. Es reicht also ein V¥ zu finden, so dass [P — A, f] = 0 fiir alle f € C>°(M)
ist, denn dann ist P — A¥ nach Beispiel I11.3.4 ein Operator 0-ter Ordnung. Allgemein
ist

[AE fls=(Af)s +2df (0,:)VE s =: (Af)s +2(df, V¥s)
[P - AEa f]S:[Pa f].S - (Af)S - 2<dfa VES>
Wir suchen also VE| so dass 2(df, VEs) = [P, f]s — (Af)s gilt. Diese Gleichung
definiert einen eindeutigen Zusammenhang V¥ und zeigt damit die Behauptung:

Eindeutigkeit folgt direkt durch Subtraktion dieser Gleichheit fiir zwei Zusammenhénge.
Da [P — AF| f] das Hauptsymbol von P — A¥ als erster Ordnung Differentialoperator

eindeutig bestimmt, reicht es f(z) = ! einzusetzen und so Vfis zu bestimmen.
Dass wir damit wirklich einen Zusammenhang definieren, folgt durch Berechnung von
(df, VE(hs) — hVFs). O

Beispiel IT11.4.19. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der induzierte Zusam-
menhang auf A*M. Sei A = d§ + dd der Hodge-Laplace auf Q¥(M). Dann ist

A=—-(V)IV+Q
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mit Q = —e? Au(ej)R(e;, e;), wobei e; ein lokaler Orthonormalrahmen auf T'M ist, vel.
Ubungsaufgabe 17.* Mehr solcher Identitéiten in Satz I11.4.31.

Spektrum des Laplaceoperators auf geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten. Es gibt allgemeine abstrakte Sdtze mit denen man einen Spektralsatz fiir den
Laplaceoperator zeigen kann, siehe Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren in
der Funktionalanalysis [11]. Um zu sehen was passiert und weil es einige oft auftretende
Methoden verwendet, beweisen wir hier den Spektralsatz fiir den Laplaceoperator von
Funktionen auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten zu Fuf3:

Satz I11.4.20. Der Laplaceoperator A: C*°(M) C L?*(M) — C>®(M) C L*(M) auf
einer zusammenhdngenden geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) besitzt

eine unendliche Folge von Eigenwerten 0 = Mg < A1 < Ao < ... mit zugehérigen
L?-orthonormalen glatten Figenfunktionen ¢;:
Agj = Ajd;. (I11.6)

Weiterhin ist der einzige Hdaufungspunkt der Figenwerte +o0o. Insbesondere sind die
Eigenrdume endlich dimensional, und die Eigenfunktionen bilden eine Basis in L*T. Ist
f glatt, dann konvergiert seine Zerlequng in Eigenfunktionen uniform in C* fiir alle k.

Beweis.

(i) Wir bemerken zunéchst, dass aufgrund der Sétze zur elliptischen Regularitit aus
¢; € L? erfiillt schwach (A — X;)¢; = 0, folgt dass ¢; glatt ist.

(i) (A; > 0) Wir multiplizieren (III.6) mit ¢; und integrieren:
og/ |d¢j\§dvolg=/ $;Ap;dvol,, :Aj/ ¢ 2 dvol,=)\;.
M M M

(iii) (Ao = 0) Wihle ¢ = vol (M, g)~1/2.
(iv) (Endlich-dimensionale Eigenrdume und keinen endlichen Haufungspunkt) Sei
Epn:={¢]3IN; <m: (A—X;)¢ =0}

Es reicht zu zeigen, dass E,, endlich dimensional ist. Wie in (ii) erhalten wir
Jas ldol2dvoly < m fiir ¢ € Ey, und somit ||¢[|3,, < m+1. Damit ist E,, in H'(M)
beschrankt. Nehmen wir an, dass E,, unendlich dimensional ware, dann gibt es

*Hier ist R der Kriimmungstensor zu V auf A*M, d.h. R(e;,e;): QF (M) — QF(M).

TZum Begriff der Basis eines Banachraumes: In LinAlg lernt man als Basisbegriff fiir (unendlich
dimensionale) Vektorrdume den Begriff der Hamelbasis, d.h. jedes Element des Vektorraumes muss
eindeutig als endliche Linearkombination von Basiselementen darstellbar sein. Das ist nicht der
Basisbegriff, den man in der Funktionalanalysis braucht. Dort ist es der Begriff der Schauderbasis, der
benétigt wird. Das heifit jeder Vektor hat eine eindeutige Darstellung als unendliche Linearkombination,
im Sinne, dass die Reihe in der Norm des Banachraumes zu dem Vektor konvergieren muss.

https://en.wikipedia.org/wiki/Schauder_basis
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eine Orthonormalfolge u; € E,,. Diese in H! beschriinkte Folge, hat nach dem
Soboleveinbettungssatz fiir H' < L? eine in L? konvergente Teilfolge Ui, - Der
Limes sei ¢ € L?. Damit muss auch ||¢||r2=1 sein. Da die u; aber alle orthonormal
sind, gilt [Ju; — u;||?.=2. Keine Teilfolge von u; kann also eine L*-Cauchyfolge
sein, was den Widerspruch gibt.

(Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal) Der Beweis ist
wie bei symmetrischen Matrizen und benutzt die formale Selbstadjungiertheit
von A:

Aj /M prp;dvol, = /M PrAgjdvol, = / (Agy)p;dvoly = Ak /M Prpjdvol,.

M

(Existenz der Eigenfunktionen und Haufungspunkt bei unendlich.)Wir haben
schon gesehen, dass ¢ existiert. Nehmen wir nun an wir haben die Existenz
von 0 = Ag < A < ... < A gezeigt (die zugehorigen ortho-normalisierten
Eigenfunktionen heiflen ¢;) und das sind insbesondere alle Eigenwerte (jeweils
gezahlt mit Multiplizitdt) < Ay und ein paar = Ay (Das miissen noch nicht alle
sein — kann sein, dass wir da noch nicht alle gefunden haben).

Sei Ey:=span{¢; | j < k} und E,ﬂ-ﬁ das zu E}, orthogonale Komplement in L2.
Wir setzen Eir:=H' N (Eé‘Lz). Sei v € Ej-. Wegen [,, ¢;Av = A; [,, ;v ist
Av € EkLLz. Sei nun

d 2
N
veEr |[v||72

(I1L.7)

Der Quotient rechts heifit Rayleigh-Ritz-Quotient und ist im Fall v € H? gleich

Awdvol

inf, ¢ Bl W Analog zur min-max Charakterisierung von Eigenwerten von
L2(9)

Matrizen (Satz von Courant-Fischer) erwarten wir, dass A der (k+ 1)-te Eigenwert

ist:

Sei nun u; € Ej eine minimierende Folge fiir A, also |luj 25y = 1 und
Hduj||2L2(q) — A. Damit ist u; in H' beschrinkt und damit enthélt u; eine
schwach konvergente Teilfolge in H! (die wir im Folgenden auch wieder mit U
bezeichnen). D.h. es gibt ein v € H! mit (z,u; — u)z — 0 fiir alle 2 € H'. Auch
konvergiert u; schwach in L? zu u, und damit gilt ||uf ;2 < 1. Daraus folgt, dass
auch du; schwach in L? zu du konvergiert und dass ||dul|z> < liminf||du;| 12 = V/\.

Wir iiberlegen uns als néchstes, dass u € EkL: Da u € L? ist, hat u insbesondere
die Form u = 3, a;¢; + u mit u € Eif und a; € R. Damit gilt (¢g,uj —
w)2=—(¢¢,u)r2 = —ay und wegen (¢¢,u; —u)r2 — 0 fir j — oo folgt damit
ay = 0 und somit u € E,i-
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Des Weiteren sagt der Soboleveinbettungssatz, dass u; in L? gegen u schon in der
Norm konvergiert. Damit ist auch ||u|/zz = 1 und damit sagt die Definition von A,
dass [|dul 12y > VA ist. Also gilt schon Gleichheit und u € Ej- minimiert (I11.7).
D.h. wie bei den kritischen Punkten aus der endlich dimensionalen Analysis, gilt
fiir alle v € Ej-

St e[t fyoldudvidvol,  lduls f, wavol,
= 5 7 le=0 = -
2 de lu+ evl|7. [ [l 72

= / (9(du, dv) — Auw) dvol,. (IIL.8)
M

Dawu e E‘kL ist, gilt die letzte Gleichung auch fiir alle v € Ej, und damit insgesamt
fiir alle v € H'. Also auch insbesondere fiir v € C°°(M) und damit ist u eine
schwache Losung von Au = Au. Somit ist uw € C'° mittels elliptischer Regularitét.

Insbesondere ist A > A; und wir haben gesehen, dass es immer noch einen weiteren
Eigenwert gibt. Da die Eigenrdume endlich-dimensional sind, bedeutet das auch,
dass unendlich ein Haufungspunkt der Eigenwerte ist.

(vii) (L?-Vollstindigkeit und L?-uniforme Konvergenz der Eigenfunktionen)

Sei Il : L2(M) — L?(M) die L?-Orthogonalprojektion auf den Raum, der durch
die ersten N Eigenfunktionen von A aufgespannt wird:

ngi= Y (6,¢;)12¢;

JE<N

Wir werden zeigen, dass ¢ — ¢ — 0 fiir N — oo und ¢ € L?(M). Damit bilden
dann die ¢; eine Orthonormalbasis in L?. Dazu schrinken wir uns zuerst auf den
Fall ¢ € C°(M) ein. Es gilt, vgl. (v),

Jor (6 — TInd) A(¢ — Ty ¢)dvol,

e = 16— Tnol,
INnA=Ally fM (¢ —lng)Ad — (¢ — HN¢)HNA¢dVOIQ
- ¢ —TIn g2
My=n}=1%  [3,1do|* + [dlly¢[2dvol, - 2 [y |do|2dvol,
B B ¢ —TIno||%2 ~ o —Tnol3.

wobei wir im letzten Schritt

do||7- =[ldlIn¢[|72 + [|[d(1 — TIn)@|F2 + (dlln g, d(1 — TIN)¢) 2

=(MInA¢,(1-TIN)¢) 2=0

>||dTTy |22

verwendet haben. Da Ay 41 — oo, folgt ||¢ — IIn@||%. — 0.
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Sei nun ¢ € L?. Wir wissen, dass glatte Funktionen in L? dicht sind. D.h. es gibt
@' € C*® mit ¢* — ¢ in L? und wir haben

6 —Mnllz2<[l¢ — ¢'l| 2 + [|¢° — Ln e[| 2 + [Ty (6" — )|l z2
<2[¢ = ¢'l| 2 + [|¢° — x| z2 — 0.

(viii) (Ist f glatt, dann konvergiert die Zerlegung in Eigenfunktionen sogar in C*.)

(ix)

Wir zeigen die allgemeinere Aussage: Ist f € H?*, dann konvergiert die Zerlegung
in Eigenfunktionen sogar in H2*. Daraus folgt mit der Soboleveinbettung dann
die Behauptung in C*.

Den Fall £ = 0 haben wir schon in (vii) abgehandelt.

Wir definieren |ulgor:=||(A + Id)*u| g2 fiir u € C*°(M). Es gilt
ll 2 1(A + Td)ul| 2 > /M w(A + I)udvolg:/M (duf2dvol + /M Ww2dvol, > |[ull2

und damit [|(A +Id)%ul| g2 >||ul 2 fiir alle £ € N. Da (A +1d)¢ als Hintereinander-
ausfithrung des elliptischen Operators A +Id noch immer ein elliptischer Operator
ist, folgt:

lull 2 < e(I(A +1d) ul 22 + ullz2) < ¢Julgae < ¢ [lull 2.
Damit sind ||.|| g2+ und |.| g2+ dquivalente Normen.

Sei nun v € H?*, dann ist v:=(A + Id)*u € L2. Dann ist

HNAiAHN

I — Ty o < ClI(A +1d)* (u — Ty u) | 2 Cllo - Ty = 5.

Es fehlt noch, dass A\; > 0 ist. Da ¢; L ¢y und damit fM ¢1dvol, = 0, folgt das
aus der folgenden Poincaré-Ungleichung. O

Satz I11.4.21 (Poincaré-Ungleichgun). [5, Thm. 2.10] Sei (M™, g) eine geschlossene
zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ¢ € [1,m). Dann gibt es ein
c >0 mit

[ —ulza < ¢lldul|q

fir alle w € HI(M), wobei ﬂ::m [y udvoly ist.

Bemerkung I11.4.22. Tm Beweis des letzten Satzes haben wir Eigenwerte als kritische
Punkte eines Variationsproblems dargestellt - dem Rayleigh-Ritz-Funktional:

Joy ldv|Zdvoly

R: HY(M
ve (M) foUdeolg

dargestellt.
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Der Vorteil ist, dass man sich kritischen Punkten (insbesondere Infima oder Suprema)
durch eine approximative Folge anndhern kann und durch funktionalanalytische Me-
thoden ggf. Konvergenz und damit die Existenz eines solchen kritischen Punktes zeigen
kann.

In Ubungsblatt 7/8 sehen wir ein anderes Beispiel fiir die Verwendung eines Variati-
onsproblems, wenn wir beweisen, dass auf einer geschlossenen zusammenhéngenden
zwei-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Eulercharakteristik Null jede glatte Funkti-
on auf M, die irgendwo das Vorzeichen wechselt, Gaulkrimmung einer geeigneten
Riemannschen Metrik auf M ist.

Bemerkung IT1.4.23. Wir iiberlegen als néchstes, was vom Beweis von Satz I11.4.20
auch fiir den Zusammenhangslaplace —(VE)TV¥ eines Vektorbiindels mit Biindelmetrik
auf geschlossen Riemannschen Mannigfaltigkeiten gilt bzw. angepasst werden kann:

(i) v (ii) v/, weil
0 g/ |VE¢;|*dvol, :/ (¢j, AP p;)dvol, = Aj/ |p;2dvol, = \;.
M M M

(iii) 0 muss im Allgemeinen kein Eigenwert sein - Bsp. in UA 23.ii
(iv) v (v) v, da auch AF = —(VE)IVE,

(vi) v' ganz analog, wenn man statt ||dv| ;2 im Rayleigh-Ritz-Quotient || VZv/ 2
benutzt.*

(viit-viii) v/
(ix) Es kann sein, dass \g = A; = 0 ist. Beispiel spéter

Insgesamt hat also auch der Zusammenhangslaplace auf geschlossenen Mannigfaltigkeit
ein Basis von L? aus L2-orthonormalen Eigenschnitten ¢; von AP also AF¢; = \;¢;,

111.4.6. Dirac-artige Operatoren

Eine sehr wichtige Klasse von elliptischen Differentialoperatoren erster Ordnung sind
Dirac-artige Operatoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

Definition II1.4.24. Seien £ — M und F' — M Vektorbiindel iiber einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Ein Differentialoperator D € Diff' (E, F) ist
Dirac-artig (vom Dirac-Typ), wenn DD und DD' Laplace-artige Operatoren sind.

*Bei v € C°°(M) macht das keinen Unterschied, da g(V £,V f) = g(df, df).
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Beispiel I11.4.25.

(i) Fiir den Diracoperator aus Beispiel 111.1.1(vii) gilt D = D' und D? wirkt kom-
ponentenweise als Wellenoperator. Damit ist der Diracoperator auf Minkowski
Dirac-artig. Wir werden sehen, dass er nicht elliptisch ist. Aber ganz analog kann
man mit der Forderung D? = A: C°(R*,C*) — C*°(R*,C*)* einen Diracopera-
tor erhalten, der dann elliptisch ist.

(ii) Ist D € Diff'(E, F) vom Dirac-Typ, dann ist auch

- (0 D* -
D._<D O)Glef(E@F)

Dirac-artig, und es gilt D = DT.

(iii) De Rham Operator: d + & € Diff' (Q*M:=@, Q¥(M)) ist Dirac-artig: Denn
(d+ ) =0 +dund (d+ 6)? = dd + §d = A ist der Hodge-Laplace.

Bemerkung I11.4.26. Sei D ein symmetrischer (d.h. D = D') Dirac-artiger Operator
auf E — M zur (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei o1(D)(x,&): E, —
E, sein Symbol. Fiir festes = setzen wir cl(¢ € T M):=ioq(D)(x,&). Aus D = DT
folgt cl(¢) = —cl(¢)!. Da D Dirac-artig ist, gilt weiterhin cl(¢)cl(¢) = —[¢[21dg, .
Insbesondere sehen wir hier, dass fiir ¢ Riemannsch D elliptisch ist. Polarisieren ergibt
fir &, me Ty M
cl(§)el(n) + cl(n)el(§)==2¢(¢, n)ldg, .

Diese lineare Abbildung cl: TXM — End(E,) nennen wir Cliffordmultiplikation und
definieren cl(v € T, M):=cl(v” € T} M).

Definition IIT.4.27. Ein Vektorbiindel E {iber einer (semi-)Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) zusammen mit einer Cliffordmultiplikation
cl: T(T"M) — T'(End(E))

zur quadratischen Form g = g heifit Cliffordmodul.
Ein Zusammenhang V¥ heifit kompatibel mit der Cliffordmultiplikation bzw. Clifford-
zusammenhang, falls fir alle X € X(M) gilt:

[VE cl(X)] = cl(VX).

Das ist kurz fiir VE(cl(X)s) — cl(X)(VEs) = cl(Vy X)s fiir alle Y € X(M), wobei V
der Levi-Civita-Zusammenhang ist.
Eine Biindelmetrik hg ist kompatibel mit der Cliffordmultiplikation, falls

hg(cl(0)s1,s2) = —hg(s1,cl(0)ss2)

fiir alle s; € I'(E) und 6 € QY(M) gilt.
Ein Diracbiindel ist ein Cliffordmodul £ — M mit Biindelmetrik (.,.)g, die mit der
Cliffordmultiplikation kompatibel ist, und metrischem Cliffordzusammenhang V.

*A wirkt hier komponentenweise als Laplace auf Funktionen.
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Bemerkung I11.4.28. Jedes Diracbiindel besitzt einen Operator vom Dirac-typ
D € Diff'(E):

D:T(E) Y I(T"M @ E) S T(E).

In lokalen Koordinaten xz € U ist

D = cl(da")Vs , = g7cl(0,:)Va,, .

Bzw. bzgl eines lokalen orthonormalen Rahmens gilt D = cl(e;)Ve,.

Wir berechnen D — es reicht, das lokal mittels geoditischer Normalkoordinaten um
x € U zu tun. Sei e;:=0,:, s; € I'«(E|y). Dann ist V., e;|, = 0. Dann gilt in «:

cl und (.,.) kompatibel

(Ds1,82) = (cl(e;)Ve,s1, 82) (Ve,s1,cl(e;)s2)
metr

= .761'<51,Cl(61')52> + <51, Vei (Cl(ei)52)>
VE cl(X)]=c(VX .
[V eagl=ell )—6i<51,C1(6i)82> + (s1,cl(e;) Ve, s2)= —divV + (s1, Dsa)
mit V = Vie; und V¥ = (s, cl(e;)s2). Man rechnet nach das V € X(U) unabhingig

von der Wahl der e; ist (Also erhédlt man insbesondere, wenn man das in allen x € M
macht ein V € X(M)). Damit ist fir s; € T'.(E)

/M<Dsl, so)dvol, = /M<51, Dsy)dvoly, also D = DT,

Weiterhin ist o1(D)(z,§) = i[D, f] = icl(€). Also ist o9(D?)(x,£) = [€]2.

Beispiel I11.4.29. Fiir den de-Rham Operator aus Beispiel 111.4.25 ist die Cliffordmul-
tiplikation mit einer 1-Form w € T'(T*M) = Q! (M) durch cl(w) = w A . — t,,s. gegeben.
Wir haben somit, s. auch Beispiel 111.3.5 und I11.4.16, clo V = d + §.

In Satz I11.4.18 haben wir gesehen, dass sich jeder Laplace-artige Operator P: I'(E) —
['(E) als AP 4 Q fiir einen geeigneten Zusammenhang V¥ plus einen nullte Ordnungs-
operator ) schreiben lasst. Im Falle des Hodge-Laplace haben wir in Beispiel 111.4.19
gesehen, dass @ aus dem Kriimmungstensor bestimmt wird.

Wir wollen im Folgenden &dhnliches fiir Diracoperatoren eines Diracbiindels finden.

Bemerkung I11.4.30. Ein K € Q%(M,End(FE)) definiert eine Abbildung K : T'(E) —
I'(E) durch
(Ks)(p)=>_cl(e;)cl(e;) K (ei, e;)s
2
fiir eine lokale Orthonormalbasis e; von T,M. Man iiberpriift, dass die Definition

unabhéngig von der gewdhlten Orthonormalbasis ist. Dann gilt

Lemma I11.4.31. (Weitzenbick-Formel) Sei E — M ein Diracbindel. Der Zusam-
menhang sei VF. Dann gilt D> = AP + RF | wobei R die Kriimmung von V¥ ist.
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Beweis. Sei e; ein Orthonomalrahmen in einer Umgebung von p mit Ve e;|, = 0. Wir
haben in p:

D%s = cl(ei)Vg (cl(ej)ij s) = cl(ei)cl(ej)vgvgs
= —VEVEs+3 c(e))el(e;)(VEVE —VEVE)s
i<j '
AFs 4 Z cl(ei)cl(e;)RE (e, e5)s = (AF + RF)s. O

i<j

Bsp. 111.4.17

111.4.7. Etwas Funktionalkalkiil

Sei P: T'(E) — I'(E) ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung ¢ auf einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit fiir den es eine Basis aus orthonormalen Eigenfunktionen
mit endlich-dimensionalen Eigenrdumen gibt (z.B. P ist ein Zusammenhangs-Laplace).

Sei o(P) C R die Menge der Eigenwerte von P. Ein s € L?(E) hat dann eine Zerlegung

s = ZAGJ(P) s mit sy der Anteil von s im Eigenraum zu \. Da die Zerlegung orthogonal
ist, ist insbesondere |sx | L2¢g) < ||5]|22(g)-

Satz I11.4.32. Ein Schnitt s € L?(E) ist genau dann glatt, wenn [|sx||r2(5) = O(|A| %)
fiir alle k gilt (Man sagt, die Zerlegung ist schnell abfallend (rapidly decreasing).).

Beweis. Sei s glatt, dann ist auch P"s glatt fiir alle r € N, also insbesondere P"s € L.
Aus [|[P7s|22 = >0, A7||sa|%2 folgt direkt, dass die Zerlegung schnell abfallend ist.

Sei die Zerlegung nun schnell abfallend. Da sy eine Eigenfunktion von P ist, folgt mit-
tels elliptischer Abschatzung: ||sxllgr+e <Cr([|Psallgr + |sallnz) <Cr(1 4+ |AD|sall mx-
Mehrfaches Anwenden liefert ||sy || grre <éx(1 4+ |A|)¥||sx||z2. Damit ist

Isll e <D~ llsall e < Y (14 [AD*[lsall e
A A

Die Abfallbedingung zeigt somit, dass s € H" fiir alle r ist. Mittels der Soboleveinbet-
tung ist dann s glatt. O

Sei nun f eine beschrinkte Funktion auf o(P). Wir definieren f(P) durch

f(P)si= Y f(Nsa,

Ao (P)

wobei s = ), s die Zerlegung von s in Eigenfunktionen ist. Achtung: f(P) ist i.A.
kein Differentialoperator mehr, nicht mal ein lokaler Operator™.

Satz I11.4.33. Die Abbildung f — f(P) ist ein unitirer Ringhomomorphismus vom
Ring der beschrinkten Funktionen auf o(P) in die beschrinkten Operatoren auf L?(E).
Es gilt || f(P)|:=supyer(p) o) 2=1 I/ (P)v][r2 < sup |f|. Weiterhin bildet f(P) glatte
Schnitte von E auf glatte Schnitte ab.

*Ein Operator D ist lokal, wenn Ds(z) nur von s auf einer Umgebung von z abhéngt.
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Beweis. Sei s € L*(E), also ||s]|3: = >, [|sal|32: < co. Dann ist

1F(P)slIZ==D_ 1FN)llsallz2<sup | fl[sl|7-
A

Damit ist f(P) ist ein beschréinkter Operator auf L?(E) mit || f(P)|| < sup|f|. Dass f(P)
glatte Schnitte auf glatte Schnitte abbildet, folgt aus Satz I11.4.32 und f beschrankt. [

Bemerkung IT1.4.34. Ist f selbst schnell abfallend, d.h. |f(\)| = O(|A|7%) fiir alle k,
dann ist f(P)(L?*(E)) C T'(E). Insbesondere hat f(P) einen glatten Kern*, d.h. es gibt
ein k € I(E X E*) mit

f(P)s(x) = o k(z,y)s(y)dy.

Das Integral wird immer noch mit dem Volumenelement dvol, ausgefiihrt, aber wir
schreiben dy um zu zeigen, dass iiber y integriert wird. Weiterhin ist £ X E*:=7]E ®
w3 B* mit m;: M x M — M die Projektion auf die i-te Komponente ein Vektorbiindel
iiber M x M. Operatoren mit glattem Kern werden Gldttungsoperatoren genannt.

111.5. Parabolisch: die Warmeleitungsgleichung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Warmeleitungsgleichung als Beispiel einer paraboli-
schen Differentialgleichung betrachten:

Im ganzen Abschnitt gelte: Sei E — M ein Vektorbiindel iiber einer geschlossenen
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) und sei P ein Laplace-artiger Operator auf
E mit o(P) C R>g und einer Basis von L?-orthonormalen Eigenschnitten (z.B. der
Hodge-Laplace).

Satz I11.5.1. Die Warmeleitungsgleichung %s + Ps = 0 mit Anfangswert s(.,0) =
so € T(E) hat eine eindeutige Losung, die glatt in M und differenzierbar in t ist. Sei
s¢:=5(.,t) fir allet > 0. Dann gilt weiterhin ||s¢|[12g) < ||sollz2(q)-

*Die Existenz eines Kernes an sich, kommt haufig vor: https://en.wikipedia.org/wiki/Schwartz_
kernel_theorem. Ob der bzw. oft der differenzierbar ist, ist eine andere Frage. Aber Glattungsoperato-
ren haben einen glatten Kern:

Sei D’(E) der Raum der Distributionen auf E, also allen linearen Funktionalen T: I'c(E) — K fir
die fir alle Kompakta K C M es ein C > 0 und ein k € Nx¢ mit [T's| < C||s|]|ox gibt. Auf D/(E)
wiéhlen wir die schwache Topologie, d.h. T; — T, falls T;(s) — T'(s) fir alle s € T'(E) gilt.

Satz II1.4.35. Sei E — M ein Vektorbindel iber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit. Sei
A:T(FE) = T'(E) ein stetiger Operator. Dann sind dquivalent:
(i) A erweitert sich zu einem stetigen Operator A: D'(E) — I'(E).

(ii) A erweitert sich zu einem stetigen Operator A: H5(E) — HY(E) fiir alle s,t € Z (Hierbei ist
H~%(E) fir s> 0 dual zu H*(E).)

(iit) A hat einen glatten Kern K4 € T(EX E*).

Der Satz gilt im Prinzip auch auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten, man muss nur auf den Support
der Funktionen aufpassen.
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Beweis. Angenommen es gibt eine glatte Losung s;. Dann gilt

0 0 0
EHSt”%2:/M<§St7 St>dV019 + /M<St7 gsﬁdvolg
o(P)CR>o
:—/ (Psg, s¢)dvoly — / (s, Psgydvol, < 0,
M M
und damit ||s¢||rz < ||sol|r2. Weiterhin ergibt sich damit die Eindeutigkeit.

Um die Existenz zu zeigen, setzen wir s; = e~ "5y, wobei e7* mittels des Funktio-

nalkalkiils aus Abschnitt I11.4.7 definiert ist. Dann ist s(z,t) = s;(z) glatt, und es gilt

%st = — P34, denn fiir die Eigenzerlegung sg = 5 Sx haben wir
0 a, _ 0, _ _ _
%St:§<e tPso):Z a(e t)‘s,\)zz e Psy=—Pe sy = —Ps;. O
A A

Vom Funktionalkalkiil wissen wir sogar, dass et fiir alle ¢t > 0 ein Glittungsope-
rator ist, also einen zeitabhingigen Schnitt k; € T'(E K E*) fir ¢ > 0 besitzt, den
Warmeleitungskern, so dass fiir alle w € I'(E) und ¢ > 0 gilt:

e Pu(e) = [ ki(z,y)uly)dy.
M

Beispiel I11.5.2. (Warmeleitungskern fiir den Laplaceoperator auf Funktionen des
euklidischen Raumes R™) R™ ist nichtkompakt und A besitzt dort keine L2-Eigenwerte.
Trotzdem kann man e ** definieren. Das ist wieder ein Glattungsoperator mit glattem
Kern

1 2
— = lz—ylP/4At
kt($7y) (471’t)n/2e :
Satz II1.5.3. Der Warmeleitungskern hat die folgenden Figenschaften:
(i)
A + P ) ke(z,y) =0
at T t\r,Y) = U,

wobei der Index x an P bedeutet, dass P nur auf die x-Variable wirkt. D.h fir
jedes y erfiillt ki(.,y) € T'(E ® E; — M) die Wirmegleichung.

(i) Fiir u € T(E) konvergiert [, ki(z, y)u(y)dy — u(x) fir t — 0 uniform in z.

Insbesondere ist der Wirmeleitungskern der eindeutige zeitabhdngige Schnitt in EX E*,
der C? in (x,y) und C' in t ist sowie die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt.

*Man kann andersherum auch dieses k¢ nutzen, um e~ tA

Operator die Warmeleitungsgleichung erfullt.

zu definieren und dann sehen, dass dieser
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P

Beweis. Dass (i) und (ii) gilt, folgt direkt aus den Eigenschaften von e~*# von oben.

Habe nun k; die Eigenschaften (i) und (ii), dann betrachten wir die zugehorigen
Operatoren uy(z):=(Kyu)(z):= [, ki(x,y)u(y)dy fir t > 0. Es ist K;: L?(E) — L*(E)
ein beschrinkter Operator, da k; stetig ist, UA 21(ii). Wegen (i) gilt (9; + P)u = 0
fir t > 0 und u(x,t):=u.(z). Wegen Eindeutigkeit, vgl. Satz I11.5.1, muss Kiu =
e~ Ut)P [, o fiir alle t > to > 0 gelten. Fiir tg — 0 folgt aus (ii) K;,u — u uniform in
x. Weiterhin gilt

I(e= 0710 — e Phul|Ta=) " |em 0N — e AP llusZe < CFy llull e,
A

wobei Cy 4, das Maximum von A — e~ (7% —e=tA igt. Dieses wird bei A = —¢; ' In(1—
to/t) angenommen, ist durch Cy 4, = (1 —to/t)/* ((1 —to/t)~* — 1) gegeben und geht
gegen Null fiir £y — 0. Damit folgt

| Kps—e s|| 2 =|e”ttP K, s—e 5| 12
S”ef(tfto)PKtoS_ef(tfto)P8||L2 + ||(ef(t7to)P_eftP)S||L2

UA 21(i)
< NKeps = sllzz + (€ = Dsllz2 — 0

mit ¢ty — 0. Also ist K;s = e *Fs fiir alle s. O

I11.5.1. Asymptotik des Warmeleitungskerns

Bedingung (ii) aus dem letzten Satz sagt, dass fiir ¢ gegen Null, der Warmeleitungs-
kern zu einer §-Distribution™ wird. Ziel dieses Abschnitts ist es eine asymptotische
Entwicklung des Wéarmeleitungskerns fiir ¢ — 0 zu finden. Was ist das?

Definition II1.5.4. Sei f: R* — B eine Funktion mit Werten im Banachraum B (bei
uns wird f(¢) = k; und damit B = C"(E K E*) sein). Eine formale Reihe > - ax(t)
heifit asymptotische Entwicklung von f nahe t = 0, falls fiir alle n € N5 es ein £, gibt,

so dass fur alle £ > ¢,
‘

1F(t) =D ar®)lls < Cenlt]”

k=0
fiir geeignete Konstanten Cl,, und geniigend kleine ¢ gilt.
Bemerkung ITL.5.5. Jede Taylorreihe ist eine asymptotische Entwicklung. Asym-

ptotische Entwicklungen miissen also nicht konvergieren und wenn sie konvergieren,
miissen sie nicht gegen die urspriingliche Funktion konvergieren.

Um eine Asymptotik des Warmeleitungskerns zu erhalten, betrachtet man nicht den
echten Warmeleitungskern sondern einen approzximativen Wairmeleitungskern:

*https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function

65


https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function

III. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Definition I11.5.6. Sei m € N+ . Ein approxzimativer Wéarmeleitungskern der Ordnung
m ist ein zeitabhéngiger Schnitt k,(z,y) in £ X E*, der C" in ¢t und C? in (z,y) ist,
Bedingung (ii) aus Satz II1.5.3 erfiillt und fir den es einen C™-Schnitt r;(z,y) in
EX E* gibt, der

o ~
(82‘; —+ Px) kt(w,y) = tmrt(xay)v

fiir alle ¢t > 0 erfiillt und der fiir t > 0 stetig in ¢ ist.
Die Asymptotik von solchen approximativen Wérmeleitungskernen wird leichter zu-
génglich sein, weil sie lokal berechenbar ist, und wir werden sehen, dass approximative

Warmeleitungskerne im folgendem Sinne die gleiche Asymptotik wie der echte Warme-
leitungskern besitzen:

Satz II1.5.7. Sei k; der echte Wirmeleitungskern. Dann gibt es fiir jedes m ein
m’ > m, so dass fiir jeden approximativen Wirmeleitungskern ky der Ordnung m'

ke(w,y) = ko(z,y) = "7 (2, )
fiir alle t > 0 und fir einen geeigneten zeitstetigen (t > 0) C"™-Schnitt 7, von EX E*
gilt.
Direkt von der Definition einer asymptotischen Entwicklung folgt:
Folgerung IIL.5.8. Sei Y ;= axt® eine formale Reihe in C™(E & E*), fiir die ky mit

I;:t:zzzzol apt® ein approzimativer Wirmeleitungskern der Ordnung m ist. Dann ist
>orco art® eine asymptotische Entwicklung des Wirmeleitungskerns.

Um Satz I11.5.7 zu zeigen, bendtigen wir:

Lemma II1.5.9 (Duhamelsche Prinzip). Sei s; eine in t stetige Familie von C?-
Schnitten von E. Dann ist §; = f(f e~ (t=WPg du die eindeutige Familie von glatten
Schnitten von E, die in t differenzierbar ist, fir die So = 0 gilt und die die inhomogene

Wiérmegleichung
0 -
<8t + P> St = S¢

fiir alle t > 0 erfillt. Insbesondere gilt ||3¢||g2r < tC sup{||sullmgzr | 0 < u < t} fir
alle k > 0.

Beweis. Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Losung der homogenen Warme-
gleichung, vgl. Satz I11.5.1. Dass §; glatt ist, folgt, da e~*="7P ¢in Glittungsoperator
ist.Der Rest folgt mit

t
i St —|—/O —Pe~t=WPg dy = s, — P3,.

—tP

Um die Sobolevnorm abzuschétzen, {iberlegen wir uns zunéchst, dass e ist auch als

Operator von H2* — H?F fiir alle k < 0 beschrankt ist:

le™ sl g2 < C(IP*(e™*5)llz2 + lle™sl|z2) < OIP sllzz + [1sllz2) < llslz=x,
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wobei die erste Ungleichung eine elliptische Abschétzung ist, die zweite Gleichung
verwendet, dass P und e~*F kommutieren und letzter beschrankt ist und die letzte
Ungleichung folgt, da P* ein Differentialoperator der Ordnung 2k ist. Wir haben also

—(t—u)P

||.§t||H2k St sup He 5u||H2k Stck sup ||5uHH2k' O
0<u<t 0<u<t

Beweis von Satz I11.5.7. Sei m > 0 und sei k; ein approximativer Wirmeleitungskern
der Ordnung m’ > m. Nach Definition gilt

a ~ /
(8t + Px) kt(xvy) =t" 7At(xvy)

fiir einen C™ -Schnitt 7, in E X E*. Nach dem Duhamelschen Prinzip gibt es eine
eindeutige Losung 8¢(x,y) (y hier als Parameter behandelt) von

(Gat + Px) S¢(x,y) = —tmlrt(:zr,y)
mit §o = 0 und
152] g < Conrt™ T sup{[[rall s [ 0 < 0 < ) < Coprt™ F1.
Ist nun m’ > m + dim M, so folgt aus der Soboleveinbettung, dass t~m'=15, in C™

ist. Wegen Eindeutigkeit der Losung der homogenen Warmegleichung folgt l%t(x, y) +
84(x,y) = kt(x,y) und damit die Behauptung. O

Als néchstes bauen wir uns einen approximativen Warmeleitungskern. Wéahrend der
Wairmeleitungskern ein globales Objekt ist, werden lokale Daten der Mannigfaltigkeit
reichen, um einen approximativen Wéarmeleitungskern zu konstruieren.

Sei (M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Abstandsfunktion d. Wir setzen
(in Anlehnung an den Wérmeleitungskern vom Laplace im Euklidischen)

hy(z,y) = (47t) "™ 2 exp(—d(z, y)? /4t).

und betrachten geoditische Normalkoordinaten z* um y mit r? = g;;z'z?. Direktes
(langeres) Nachrechnen, [12, Lemma 7.12] ergibt:

Lemma II1.5.10. Sei h(z) = W exp(—7r2/4t) mit r = d(z,y). Dann gilt
(i) gradh = —Lr0,
(i) %}Z + Ah = Z—;’t% wobei g = det g;; ist.

Satz IT1.5.11. Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit und E — M ein Vektorbiindel.
Sei P ein Laplace-artiger Operator auf E und k;y der zugehérige Warmeleitungskern.

(i) Die asymptotische Entwicklung von ky ist von der Form hi(z,y) >, t70,(z,y) fir
glatte Schnitte ©; von EX E*.
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(ii) Diese Entwicklung gilt im Banachraum C"(E K E*) fir alle r € N und kann
formal differenziert werden um die asymptotische Entwicklung der raumlichen
und zeitlichen Ableitungen des Wdarmeleitungskerns zu erhalten.

(iii) Fir P = AP +Q mit Q = REF oder Q@ = 0 sind die ©;(z,z) algebraische
Ausdriicke in der Metrik und den Zusammenhangskoeffizienten von VE und deren
Ableitungen.

Beweisskizze fiir (i). Weifl man, dass l;:f(x, y):=hi(z,y) Z?:_ol t70;(x,y) ein approxi-
mativer Warmeleitungskern der Ordnung n ist, dann folgt aus Folgerung I11.5.8, dass
es sich hier um eine asymptotische Entwicklung von k; handelt. Die Frage ist also,
ob man glatte Schnitte ©; so finden kann, dass l;:t(a:, y)* ein solcher approximativer
Wirmeleitungskern fiir alle k£ grof8 genug ist.

Um fiir ¢ — 0 die Delta-Distribution zu erhalten, also Bedingung (ii) aus Satz I11.5.3 zu
erfiillen, reicht es wenn ©,(x,y) nahe der Diagonalen glatt sind und ©¢(z,z) =1 ist.
Um approximativ die Warmegleichung zu loésen, schauen wir uns das Problem zunéchst
nur in der Umgebung eines festen y € M an: s(z):=0,(x,y) in geodatischen Normal-
koordinaten um y und h(z) = hi(z,y) wie im letzten Lemma. Einen Schnitt in E
betrachten wir dann als Schnitt in £ ® Ej. Dann ist

% (0y + P)(hs)=h"(0;h)s+0ys+Ps+h~ '[P, h]s = h~1(d,h)s+0ys+Ps+h AP h]s.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass P = AP + @ fiir einen geeigneten
Zusammenhangs-Laplace und einen nullte Ordnung-Operator @ ist (und damit @
mit Multiplikation mit h kommutiert). Weiterhin ist mit letztem Lemma [AF h]s =

(Ah)s —2VE, s = —dhgy Z—ght% + %Vfars und damit
1 0 1
= (0 + P) (hs) = Ohs + Ps + 4Lgt87i5 + V8. (I1L.9)

Wir setzen eine asymptotische Entwicklung s ~ ug + tu; + t?ug + ... an und wollen
(0; + P) (hs) = 0 lésen — dann wiire bei Abbruch der Entwicklung bei ¢"~! dies eine
Losung zur Inhomogenitiat ~ ™. Setzen wir die Entwicklung ein und vergleichen
Potenzen in t, erhalten wir
E . T ag . E i1 i1 1

V5o, uj+ (] + 4981") uj=—Puj_1 (bzw. dquivalent V5 (r/giu;)=—r"""g* Pu;_,)
mit u_; = 0. Wenn man u;_; kennt, ist das nur noch eine gewdhnliche DGL fiir u;.
Man kann das induktiv 16sen, und die Lésung ist bis auf ein Vielfaches von r~J g‘i
eindeutig losbar. Da die Losung glatt, also auch insbesondere glatt in r = 0, sein soll,
muss dieses Vielfaches fiir verschwinden und uo(r = 0) = 1 sein. Damit sind die u;
eindeutig.

Sei e der Injektivitatsradius von M und sei ¢): R — [0, 1] eine glatte Funktion mit ¢ (r <
€/2) =1 und ¢(r > €) = 0. Wir definieren 6,(x,y) als die E X E*-wertige Funktion fiir
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alle d(x,y) < ¢, die in geodétischen Normalkoordinaten nahe y durch u;(z) gegeben ist,
und setzen O;(x,y) = ¥(d(z,y)?)0;(z,y). Wegen glatter Abhiingigkeit der Losungen der
Differentialgleichungen an den Anfangswerten, ist ©; € I'(EX E*). Dann ist Og(y,y) =
Id und kT (z,y) = he(x,y) Z?:o t70,;(z,y) konvergiert zu einer §-Distribution fiir
t — 0. Fiir d(z,y) > ¢/2 ist k'(z,y) glatt und es kann |(8; + Py )k (x,y)| durch 3, #C;
abgeschitzt werden. Damit ist INc{’(w, y) ein approximativer Warmeleitungskern. O

Beispiel IT1.5.12. Wir haben gesehen, dass up(r = 0) = 1 und damit uy = g~ 1. Man
kann die Rekursionsformeln nutzen, um alle ©;(y,y) = u;(r = 0) zu berechnen. Es
wird nur aufwéindiger je hoher j wird. Wir berechnen hier noch ©4(y,y) - mit (I11.9)
folgt:

ui(r = 0) = —(Puo)(0) = (AF + Q)uo)(0) = (APug)(0) + Q1.

Fiir P = D?, D der Diracoperator zu einem Diracbiindel E — M, ist nach der
Weitzenbock-Formel, vgl. Lemma 111.4.31, @ = RF. Aus der Darstellung der Me-
trik in geoditischen Normalkoordinaten [2, Satz I1.7.7] kann man (A%ug)(0) =
(3, 92971/*)(0) und damit u;(0) = iscal + RP berechnen.

111.5.2. Spektrale Invarianten und Weylsches Gesetz

Mit Hilfe der asymptotischen Expansion des Warmeleitungskerns kann man Aussagen
zum Wachstum der Eigenwerte des Laplaceoperators und damit zu geometrischen
Groflen der unterliegenden Mannigfaltigkeit machen. Wir werden hier die folgenden
zwei Beispiele betrachten:

Satz II1.5.13. * Das Spektrum des Laplaceoperators A auf Funktionen einer geschlos-
senen Riemannschen Mannigfaltigkeit bestimmt deren Dimensionen, Volumen und
totale Skalarkrimmung [, scalydvoly. In Dimension zwei bestimmt es damit auferdem
die Topologie von M.

Satz II1.5.14 (Weylsches Gesetz). Sei (M™, g) eine geschlossene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Wir betrachten den Laplace auf Funktionen. Sei N(\) die Anzahl der
Figenwerte < X (mit Vielfachheiten gezihlt). Dann gilt

1

N~ Gy () + 1)

vol (M)N™/?

fiir X — co0.” (bzw. dquivalent zur obigen Aussage: Sind Ao < M\ < ... die durchnum-
merierten Figenwerte mit Vielfachheiten, dann gilt

1 . 2/m
Aj ~Am (F((m/z)"'l)VOl (M) ]> 2

*Can you hear the shape of a drum? https://en.wikipedia.org/wiki/Hearing_the_shape_of _
a_drum

T ist die Gammafunktion T'(s) = fooo ts~le~tdt, vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/
Gammafunktion. Es gilt insbesondere I'(s + 1) = sI'(s).
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Um diese Sdtze zu beweisen, brauchen wir die Spur von Operatoren: Fiir eine Matrix
A auf R™ ist die Spur einfach Tr A = )", (Ae;, e;) fiir eine Orthonormalbasis e;. Fiir
einen Operator A: H — H (H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.)y - bei uns
H = L*(E)) wollen wir die Spur analog definieren: e; sei eine Orthonormalbasis von H
und Tr A = )" (Ae;, e;) . Da es sich um eine unendliche Summe handelt, muss diese
nicht konvergieren. Solche beschriankten Operatoren fiir welche Tr existiert, nennt man
Spurklasseoperatoren. Wir werden hier zeigen, dass Glattungsoperatoren dazu gehoren:

Lemma II1.5.15. Sei A: L?(E) — L2(E) ein beschrinkter Operator mit einer
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren e; zu Ez’genwerten Ai. A haben einen Kern k,
der ein stetiger Schnitt in E X E* ist — also (As)( fM y)dy. Dann ist

k(z,y) =30, Njej(x) @ ej(y)* und TrA = [, k(x x)dm—zi)\l

Beweis. Die Darstellung von k folgt direkt aus
/ Z Ajlej(z) @ ej(y))er(y)dy = Zej(x)/ (ej(y), ex(y))dy = Arex(z)
M 5 M

und der Eindeutigkeit des Kerns. Die Spur wird in Ubungsaufgabe 18(iii) berechnet. [J

Fiir t > 0 ist e *¥ ein Glittungsoperator und passt in das letzte Lemma und wir haben

e ) Ze*t* (47t)™™/2 (ag + tay +...) (I11.10)

mit a; = fM (z, z)dxz. Mit Beispiel II1.5.12 haben wir somit Satz I11.5.13.

Beweis von Satz I11.5.14. Um N(X) =}, -, 1 abzuschiitzen, definieren wir uns eine
Hilfsfunktion. Fiir 7 < 1 sei f,: [0,1] — R eine stetige Funktion mit f|o /e = O,
f(z € [1/e,1]) = 1/x und linear auf [r/e,1/e]. Weiterhin sei ¢;,.(t):=f,.(e "t i)e~t%i
und ¢,.(t):= Zj ¢jr(t). Dann ist 0 < ¢; , <1 und

_Jo fir A, >t (1—1Inr)
Gar(t) = {1 fiir A; <t
Somit haben wir
1 1
Or (M)S | Z 1=N((1-1In7)rA) und ¢, (/\>2 Z 1=N(X)
Ji(1=Inr)rA>A; FiAi<A

Es bleibt lim;_,0t?% ¢,.(t) zu bestimmen. Dazu sei ¢f( ) Z fle” ) A fiir eine
stetige Funktion f auf [0, 1]. Wir zeigen, dass t% ¢ (t) F(m fo Tle7mdr
gilt: Wegen der Linearitdt in f reicht es nach Stone-Weierstrass dies fur f (m) =a™ zu
iiberpriifen. Dann ist ¢% ¢(t) = ¢% Y. e~ ("™ was nach (I11.10) fiir t — 0 gegen
Am+1)"% rmt A:=(47) =™/ %yol (M) konverglert Das rechnet man auch fiir die rechte
Seite nach: F(m) J o rE et gy = r(%)

(n+1)"% [CtT e tdt =A(n+1)"%.
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Damit haben wir
N((1=Inr)rX) A A [t A
lim jnf (1 =1 7)rd) > /f,, “OE et > /ﬁ—ldt: A

und

0 1—Inr .
lim sup N()\)S /}n /fr(e_t)t%_le‘tdtg f}n / t%—ldt:w
A— 00 )\ F(g) 0 1“(5) 0 = (5)

o3

Fiir » — 1 erhalten wir somit limy_, oo /\_%N(/\) = mr(m) — T2 O
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IV. Hauptfaserbiindel

IV.1. Vom Tangential- zum Repérebiindel

Sei M™ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei
GI(M,z):={v, = (v1,...,Vm) | vz ist Basis in T, M} und GI(M):= U,enr GL(M, z).

Wir setzen w: GI(M) — M, v, € GI(M,z) — x, und tberlegen uns, dass das ein
Faserbiindel (Strukturgruppe Gl,,,(R)) ist — das Repérebiindel (Rahmenbindel) von M:
Seien ¢, lokale Trivialisierungen von TM und p,.s die zugehdrigen Ubergangsfunktio-
nen. Da ¢q |1, ar: ToM — {2} x R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, gibt es einen
Vektorraumisomorphismus A, (x): T, M — R™ mit ¢,(v) = (z, Aa(x)v). Dann ist
pap(r) = Ag(z)An(z) ™! € G, (R). Wir setzen

Gt (Ua) = | | GUM,z) = Us x Gl (R)
zeUq
Ve = W1y sUm) = (@, Aa (@) (Y1, s Vm)) -

Damit ist ¢g 0 5" (z € Uy NUs, B € Gl,,,(R)) = (, ptas(2) B). Dies bestimmt nach
Satz I1.1.15 die Topologie und glatte Struktur von Gl(M) und macht es zu einem
Faserbiindel. Aber wir haben hier sogar mehr: Da die Ubergangsfunktionen die gleichen
wie von T'M sind, gilt pag(z) € Gl (R) C Diff(Gl,, (R)).

Beachte: G1(M) ist kein Vektorbiindel. Auch gibt es i.A. keine globalen Rahmen auf

M und damit iberhaupt keine globalen Schnitte gibt.
Ganz analog kénnen wir aus einem Vektorbiindel £ vom Rang r mittels

GU(E, z):={vy | v, ist Basis von E, und Gl(E):=Uzen GI(E, x)
und die analogen Definitionen fiir 7 und ¢, das Faserbiindel GI(E) mit Faser und
Strukturgruppe Gl.(R).
Haben wir allerdings eine Biindelmetrik h auf einem reellen/komplexen E (im Falle von
TM z.B. eine Riemannsche Metrik) kénnen wir sogar folgendes Faserbiindel definieren:

O(E,z):={v, | v, ist orthonormale Basis von E,} und O(E):=U,en O(F, x),

da wir aus einer lokalen Trivialisierung ¢, von E auch immer eine erhalten, fiir die
eine Orthonormalbasis f; bzgl. h auf die Standardbasis e; des R" bzw. C" abgebildet
wird. Fiir eine solche Trivialisierung haben die Ubergangsfunktionen p,s(z) sogar
Werte in O(r) (fir reelle Vektorbiindel) bzw. U(r) (fiir komplexe Vektorbiindel), da
Orthonormalbasen wieder auf Orthonormalbasen abgebildet werden miissen. D.h. ganz
analog wie oben erhalten wir, dass O(E) — M bzw. U(E) — M ein Faserbiindel mit
Fasertyp und Strukturgruppe O(r) bzw. U(r) ist.
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IV. Hauptfaserbiindel

IV.2. Definition

Definition IV.2.1. Ein (G-)Hauptfaserbindel (G-principal bundle) ist ein Faserbtindel
m: F — M, dessen Fasertyp eine Liegruppe G ist und fiir welches es lokale Trivialisie-
rungen gibt, deren Ubergangsfunktionen Werte in G annehmen. Dabei wird G mittels
g (Lg: h+ g-h) als Teilmenge von Diff(G) verstanden. Solche Ubergangsfunktionen
nennen wir dann G-Kozykel.

Bemerkung IV.2.2. Achtung: Es wird nicht gefordert, dass fir jede Wahl von lokalen

Trivialisierungen, die Ubergangsfunktionen Werte in G annehmen.

Bemerkung IV.2.3 (G wirkt auf den Fasern). Seien ¢,, lokale Trivialisierungen des
Hauptfaserbiindels, deren Ubergangsfunktionen Werte in G annehmen. Wir definieren
U:Gx E—E, (g,e) = ¥(g,e) =:e-g durch

(g€ Geen({z}) Cn(Ua) B (g,(x,h) = (2,1 - g) = b3 (x, hg). (IV.1)

Wohldefiniertheit folgt, da dies als Rechtswirkung mit der Linkswirkung von pqs(x)
kommutiert.

Mit letzter Bemerkung findet man dquivalente Definitionen eines G-Hauptfaserbiindels:

Satz IV.2.4. Sei G eine Liegruppe und n: E — M eine glatte Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) m: E — M ist ein G-Hauptfaserbiindel.

(2) Es gibt eine Rechtswirkung G x E — E, (g,e) — e- g und G-dquivariante lokale
Trivialisierungen (d.h. es gibt eine offene Uberdeckung U, von M und Diffeomor-
phismen ¢o: 7 (Uy) — Uy X G mit pry o ¢ = 7 und ¢o(e - g) = dole) - g fiir
alle e € 7=Y(U,) und g € G, wobei G auf U, x G mittels (x,h) - g = (z, hg) wirkt.)

(3) Es gibt eine Rechtswirkung G x E — E, (g,e) — e g, die fasertreu™ und einfach-
transitiv auf den Fasern ' ist, und eine offene Uberdeckung U, von M, so dass es
fiir alle a einen lokalen Schnitte U, — E gibt.

Beweis. (1) — (2)Mit der Rechtswirkung aus (IV.1) sind die ¢, direkt G-dquivariant.
(2) — (1)Die ¢, aus (2) ergeben schon die richtigen Ubergangsfunktionen: Es ist
dp ooy (x,h) = (z, pap(z)(h)) mit pas(x): G — G. Wegen der G-Aquivarianz folgt
tap(2)(hg) = pap(x)(h) - g und damit pas(w) = Ly, (2)(e)-

(2) — (3) Fasertreu und einfach-transitiv auf den Fasern folgt, da diese Eigenschaften fiir
die Wirkung auf U, x G gelten, und aus der G-Aquivarianz der lokalen Trivialisierungen.
Lokale Schnitte erhélt man z.B. durch z € U, — ¢, (z,1 € G).

(3) — (2) Aus den lokalen Schnitten s,: U, — E wollen wir uns geeignete lokale
Trivialisierungen bauen - wir definieren die Inversen 1,: (z,9) € Uy X G — s4(2) -
g € n7Y(U,). Die v, sind glatt. Aus fasertreu und einfach-transitiv auf den Fasern
folgt insbesondere, dass m=1(w(e)) = {e-g | ¢ € G} und v, ein G-iquivarianter
Diffeomorphismus ist. Damit sind ¢o:=1_" die gesuchte lokalen Trivialisierungen. [J

*= bildet Fasern auf Fasern ab
f= Fiir alle € M und alle e, e’ € 71 () gibt es genau ein g € G mit e- g = ¢’
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IV.2. Definition

Beispiel IV.2.5. Sei G eine Liegruppe und M eine Mannigfaltigkeit.

(i) Ist m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel und f: M’ — M glatt. Dann ist f*F ein
G-Hauptfaserbiindel iiber M’.

(ii) Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G, dann ist 7: G — G/H
nach Satz A.2.4 und Folgerung A.2.6 ein Faserbiindel mit Fasertyp H, lokale Schnit-
te s: Uy — G und lokalen Trivialisierungen ¢(g € Upy)) = (gH,s(gH) ') €
Upg % H. Weiterhin wirkt H von rechts auf G, diese Wirkung respektiert die Fasern
von m: G — G/H und auf jeder Faser 7~ (gH) diese Wirkung ist einfach-transitiv
(dafiir b € H, ghy, ghy € 7' (gH) ist ghih = ghs genau dann, wenn h = hi ‘hy
ist). Zusammen mit Satz IV.2.4 ist 7: G — G/H damit ein H-Hauptfaserbiindel.
Alternativ kann man auch direkt iiberpriifen, dass die Ubergangsfunktionen zu
obigen Trivialisierungen in H landen.

(iii) Sei G x E — E eine freie und eigentliche Rechtswirkung, vgl. Definition A.2.8.
Dann ist M := E/G versehen mit der glatten Struktur aus Satz A.2.9 eine
Mannigfaltigkeit, die kanonische Projektion 7: E — M eine Submersion und
m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel.

Andererseits sind alle G-Hauptfaserbiindel von dieser Form: Freiheit der Wirkung
ist klar. Es bleibt also zu zeigen, dass die Wirkung auch eigentlich ist. Betrachten
wir dafiir die Abbildung t: GXE — EXE, (g,€) — (e-g,e). Sei K ein Kompaktum
von E x E. Sei (g;,¢e;) € t71(K). Dann ist (e; - g, ;) € K und es gibt Teilfolgen
ei; bzw. e;; - gi;, die wegen der Kompaktheit von K in E/ X E gegen ein e bzw.
f konvergieren. Sei z = 7(e) und damit 7(f)=z. Sei ¢: 7~ }(U) — U x G eine
G-dquivariante lokale Trivialisierung von E mit € U. Dann ist fiir j grofl genug
ei e, - gi, € m (U), d.h. ¢(e;,) = (4,,hs,) und ¢(e;, - gi;) = Sz, h)). Da
ei; — e = ¢(x,h), geht x;; — = in M und h;; — h in G. Analog h;j — R
mit f = ¢(x, h'). Wegen der G-Aquivarianz von ¢ ist hgj = hi; - gi;; und damit
konvergiert g;; gegen h™'h’ in G und ¢~ !(K) ist kompakt.

Definition IV.2.6. Zwei G-Hauptfaserbiindel 7: £ — M und 7: E — M heifien
isomorph, falls es einen G-dquivarianten* Diffeomorphismus f: E — E mit 7o f =7
gibt. Die Menge der Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindel {iber M bezeichnen
wir mit Pring(M).

Sind E = E und 7 = 7 mit zwei verschiedenen G-Wirkungen isomorph, so nennt
man den Isomorphismus einen vertikalen Automorphismus' Die Menge der vertikalen
Automorphismen bezeichnen wir mit Autys(E).

*G-dquivariant bezieht sich auf die Rechtswirkung aus (IV.1), also f(e-g) = f(e) - g fir alle g € G,
ec k.

TDas ’vertikal’ steht hier nur dabei, da viele Quellen bei Isomorphismen von Biindeln auch
Diffeomorphismen auf M zulassen und nicht nur die Identitdt wie bei uns. Deshalb sind bei uns
Automorphismen automatisch vertikal (auf M die Identitdt), wogegen es sonst extra gefordert werden
muss.

(0]



IV. Hauptfaserbiindel

Sind zwei G-Hauptfaserbiindel isomorph (als G-Hauptfaserbiindel), dann sind sie
auch als Faserbiindel isomorph. Andererseits konnen zwei G-Hauptfaserbiindel als
Faserbiindel isomorph sein, aber nicht als G-Hauptfaserbiindel.

Satz IV.2.7. Ein Hauptfaserbiindel ist genau dann trivial, wenn es einen globalen
Schnitt besitzt.

Beweis. Sei m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel. Ist E trivial, dann gibt es einen
Hauptfaserbiindelisomorphismus f: G x M — F und mit s(z) = f(1, ) einen globalen
Schnitt in E. Gibt es umgekehrt einen globalen Schnitt in £. Dann definiert f: Gx M —
E, (z,g9) — s(x) - g einen Hauptfaserbiindelisomorphismus.

Beispiel IV.2.8. (i) Das Hopfbiindel ist nicht trivial, da sonst S* diffeomorph zu
S x §2 sein miisste.*

(ii) Sei m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel. Dann ist 7*E — FE trivial: Es ist
e€ Ew(e,e)enm™E ={(e,e/) € ExX E | m(e) =w(e’)} ein globaler Schnitt.

Wir wollen als néchstes vertikale Automorphismen charakterisieren: Wir betrachten
dazu G als rechte G-Mannigfaltigkeit mit der Konjugationswirkung: (g, h) — h~'gh.
Sei Hom“(E, @) die Menge der G-équivarianten Abbildungen u: E — G, also alle
Abbildungen u mit u(e - h) = h™tu(e)h fiir h € G und e € E. Mit der punktweisen
Multiplikation ist HomG(E, G) eine Gruppe:

abgeschlossen:  (uv)(e - h) = h™ u(e)hh ™ v(e)h = h™*(uv)(e)h

Einselement: e€c E— 1€ G Inverses zu u: u ':e€ Ewrule) € G
Lemma IV.2.9.

(i) Fiir u € Hom®(E, Q) definiert f,(e):=e - u(e) einen vertikalen Automorphismus
von E.

(ii) Die Abbildung u € Hom® (E,G) — f, € Auty(E) ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. (i) Das Inverse zu f,, istf,—1.Damit ist f, ein Diffeomorphismus. Es bleibt die
G-Aquivarianz:
fule-h)=e-h-ule-h)=e-ule) - hRecgtSW'fu(e) - h.

(ii) Gruppenmorphismus klar. Injektivitéit folgt, da die Gruppenwirkung W frei ist.
Surjektivitéat: Sei f € Autpy/(E) und e € E. Dann liegen f(e) und e in der gleichen
Faser und es gibt ein u(e) € G mit f(e) = ¥(u(e),e). Dies definiert eine Abbildung
u: E — G. Es bleibt zu zeigen, dass u € HomG(E,G) gilt, dann folgt Surjektivitat
mit e-u(e)-h=f(e)-h= f(e-h) =e-h-u(e-h). Damit ist u(e)h = hu(e - h), da die
Wirkung frei ist. O

Wir erinnern uns, dass sowohl Faserbiindel als auch Vektorbiindel aus ihren Ubergangs-
funktionen wieder rekonstruiert werden konnten. Das gleiche gilt fiir Hauptfaserbiindel:

*Das sieht man z.B. daran, dass beide Mannigfaltigkeiten verschiedene Fundamentalgruppen haben.
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Satz IV.2.10. (Hauptfaserbiindelversion von Satz I1.1.8) Sei {Uy}o eine offene Uber-
deckung von M. Seien pog: UoNUg — G glatte Abbildungen, die die Kozykelbedingung
erfillen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) ein eindeutiges G-Hauptfaserbindel, welches
diese jiop als Ubergangsfunktionen hat.

Satz IV.2.11. (Hauptfaserbiindelversion von Folgerung I1.1.13) Seien E; — M,
i = 0,1, G-Hauptfaserbiindel, lokalen Trivialisierungen ¢, und Ubergangsfunktionen
ths: Ua NUs — G. Fiir alle o, (3 seien die s und pu,; homotope Abbildungen mit
Homotopie /wa: Ua NUz — G, so dass zu jeder Zeit t € |0,1] die Kozykelbedingung
erfillt ist. Dann sind Ey und Ey isomorph.

Folgerung IV.2.12. Sei H eine Lieuntergruppe von G, so dass es eine Homotopie-
dquivalenz F: G x [0,1] 3 (g,t) — Fi(9):=F(g,t) € G von H nach G gibt. Dann ist
Pring(M) = Pring (M).

Beweisskizze. Seien nun pi,p die Ubergangsfunktionen eines G-Hauptfaserbiindels F
iiber M. Wir setzen foﬁ = F} o jiq3. Dann ist nach letztem Satz E isomorph zum
G-Hauptfaserbiindel mit Ubergangsfunktionen pl g=Fiopap: UaNUp - H CG. Zu
diesen gehort aber auch ein eindeutig bestimmtes H-Hauptfaserbiindel. O

Beispiel IV.2.13. H = O(n) C G = Gl,(R). Dann gibt es mittels Gram-Schmidt eine
Abbildung s: Gl,,(R) — O(n) und es definiert F;(g € Gl,,(R)) = (1—t)g+s(g) € Gl,(R)
eine Abbildung wie in der letzten Folgerung. Somit gilt Pring;, g)(M) = Pring () (M).

IV.2.1. Vom Repére-Biindel zuriick zum Tangentialbiindel —
Assoziierte Biindel

In Abschnitt IV.1 haben wir aus dem T'M bzw. einem Vektorbiindel vom Rang r,
die Gl,, (R)-Hauptfaserbiindel GI(M) bzw. GI(E) konstruiert. Nun wollen wir sehen,
wie man zuriickkommt: Sei Gl,,,(R) x R™ — R™ die definierende Darstellung von
Gl (R): p =id: Gl,,(R) — Gl,,,(R). Auf der Menge GI(M) x R™ betrachten wir die
Gl,, (R)-Wirkung
((Sla ) Sm) € GI(M, x)7y = (yla s 7ym) € Rm) c 9= ((513 R Sm) ' gap(gil)y))
und setzen E:=(Gl(M) x R™)/Gl,,(R) mit #: E — M, [(s,y)] — 7(s). Die Abbildung
£ (GI(M) x R™)/Gl»(R) = TM, [(81, cey 8m)y Y = (yl, . ,ym)] — yls,

erfilllt m o f = @ und ist bijektiv. Wir werden spéter noch sehen, dass f sogar ein
Vektorbiindelisomorphismus ist. Dies ist ein allgemeines Konstruktionsprinzip:

Sei m: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und sei p: G x F' — F eine Linkswirkung auf
einer Mannigfaltigkeit F'. Auf dem Produkt P x F' haben wir mittels

(p.v) - gi=(p- g, plg~")v)

7
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IV. Hauptfaserbiindel

eine freie G-Rechtswirkung, da die G-Wirkung auf P schon frei ist. Es bezeichne
E=PxF)/G=Px,F

den zugehorigen Quotientenraum (versehen mit der Quotiententopologie), [(p, v)] die
Aquivalenzklasse von (p,v) und #: E — M, [(p,v)] = 7(p) die zugehérige Projektion.

Satz IV.2.14. 7#: E — M ist ein Faserbiindel mit Fasertyp F' — das zu P und p
assoziierte Faserbiindel.

Beweisskizze. Da P ein G-Hauptfaserbiindel ist, gibt es G-dquivariante lokale Triviali-
sierungen

¢a: 7 (Ua) = Ua x G, p s (7(p), Ya(p))-
Seien pag: Uy NUg — G die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Wir setzen

Ga: 771 (Ua) = Ua % F, [(p,0)]=(n(p), $a(p) - v).-

Esist #71(z) = F, [p,v] = ¥a(p) - v, eine Bijektion und macht damit #7!(z) zu einer
Mannigfaltigkeit (man iiberpriift, dass die glatte Struktur unabhéngig von der Wahl von
a ist). Damit ist g{)a|ﬁ_1(gj): [(p,v)] € #71(x) — {2} x F glatt. Die Ubergangsfunktionen
sind fiag: Us NUg — DIff(F), 2 = L,_, (), und erfiillen damit die Kozykelbedingung.
Nach dem Biindeltrivialisierungslemma I1.1.15 folgt die Behauptung. O

Satz IV.2.15. In obiger Situation, sei weiterhin V:=F ein Vektorraum (dimV =r
und p: G x V. — V eine Darstellung. Dann ist das assoziierte Biindel P x,V ein
Vektorbiindel vom Rang r.

Beweisskizze. Wir versehen die Fasern von P X,V mit einer Vektorraumstruktur, indem
wir fordern, dass fiir p € P die Abbildungen ¢,: V' — P x, V, v—[(p, v)], linear und
damit Vektorraumisomorphismen sind. Damit dies wohldefinierte Vektorraumstrukturen
auf den Fasern E, gibt, ist zu zeigen, dass fiir F, = I, die Abbildung ¢, genau dann
linear ist, wenn ¢, linear ist: Wegen E, = E, gibt es ein g € G mit p- g = p’. Es gilt

Lp=p-g(v) = [(p- g,v)] = [(p, p(g)v)] = tp 0 p(g)v.

Da die p(g) Vektorraumisomorphismen sind, folgt die obige Behauptung.
Man zeigt dann noch, dass die Abbildungen pry o ¢4|E, : 7~ Y(p) — V fiir alle o und
p € 7 1(U,) linear sind. O

Folgerung IV.2.16. Die Isomorphieklassen von Gl,.(K)-Hauptfaserbindeln iber einer
Mannigfaltigkeit M stehen in 1 : 1 Beziehung zu Isomorphieklassen von zu Gl,.(K)-
Hauptfaserbiindeln und p: Gl,.(K) x K" — K" assoziierten Vektorbindeln iber M
von Rang r (hier isomorph als Vektorbiindel) und damit ins 1 : 1 Beziechung zu den
Isomorphieklassen von Vektorbiindeln iber M vom Rang r.

Beweis. Sei E — M ein Vektorbiindel vom Rang r. Dann haben wir E — GI(E) —
GI(E) x, K". Da E und GI(E) x, K" die gleichen Ubergangsfunktionen haben, sind
sie isomorph. O
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IV.2.2. Exkurs: Cech-Kohomologie
Wir betrachten die Hauptfaserbiindelversion von Satz I1.1.9:

Satz IV.2.17. Gegeben zwei G-Hauptfaserbiindel E, E' tiber M. Zu einer gegebenen
Uberdeckung $:={Uq }o von M seien die Ubergangsfunktionen pias bzw. g~ Dann
sind die G-Hauptfaserbiindel genau dann isomorph (als G-Hauptfaserbindel), falls es
glatte Funktionen ho € C*®(Uy, G) mit

,Ll,aghg = ha,u;ﬁ auf Uy N Ug. (IVZ)

Insbesondere ist das Hauptfaserbiindel E trivial, wenn pag = hahgl fiir geeignete h,
gilt.

Wir betrachten eine Familie von h = {h,}4 als 'Cech’ 0-Kokette mit Koeffizienten in G
und eine Familie = {fiag: Us NUg — G}ap als 'Cech’ 1-Kokette mit Koeffizienten in
G. Das heifit Ubergangsfunktionen p,4 bilden eine 1-Kokette, die die Kozykelbedingung
erfiillt. Wir sagen zwei 1-Koketten piqg, 11/, 5 sind genau dann dquivalent oder kohomolog,
wenn es eine 0-Kokette gibt, so dass (IV.2) erfiillt ist.

Die Menge aller Aquivalenzklassen von Ubergangsfunktionen bezeichnen wir mir mit
H L(4; G). Nach Konstruktion reprisentiert diese Menge die Isomorphieklassen von
Vektorbiindeln tiber M vom Rang 7, welche iiber den offenen Mengen von 4 trivialisiert
werden konnen.

Sei (,:) eine Verfeinerung von i, d.h. U ist eine offene Uberdeckung von M und
10 — Umit V C (V) fiir alle V' € U. Durch Einschrédnkung der Kozyklen erhalten wir
eine Abbildung ry: H! UG — ﬁl(%; (). Man kann zeigen, dass diese Abbildung
unabhéngig von der Wahl von ¢ ist und dass rogsy = rogyryy fir eine Folge von
Verfeinerungen 20 — U — 4 gilt.

Nun kénnen wir den direkten Limes nehmen

HY(M; G):=limH* (4; G).
—

Nun représentiert diese Menge die Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindeln {iber
M. Sind alle U, € 4 zusammenziehbar. Dann ist H'(M;G) = H'(4; G).

Ganz analog kann man sehen, dass H'(M; Gl,.(K)) bijektiv zur Menge der K-Vektorbiindel
iitber M vom Rang r ist.

Aus einer 0-Kokette h kann man durch (dih)as = hahg1 eine 1-Kokette machen.
1-Kokette p fiir die es einen 0-Kokette h mit y = dih gibt, nenn man Korand.

Man kann die Definitionen zu 2-Koketten { = (apy: Ua NUg NUy = G)apy mit
(dzﬂ)aﬁw:lhﬁu;é tga erweitern. D.h. dop = 0 ist dquivalent zu unserer Kozykelbedin-
gung.

Insgesamt erhalten wir so aber keine exakte Sequenz 0 030 {h} & {n} & {&) ..., denn
ist G nicht abelsch, ist der Randoperator d von oben i.A. kein Gruppenhomomorphismus

*Wir nehmen bei Hauptfaserbiindel immer implizit an, dass wir die lokalen Trivialisierungen immer
schon so gewihlt haben, dass die Ubergangsfunktionen in G abbilden.
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und damit ker d;, bzw. im dj, keine Untergruppen. Insbesondere kann d?h = dj1dph =0
nur fiur abelsche Gruppen (0 als neutrales Element von G) garantiert werden.

Ist G abelsch, gibt die Definition ﬁk(ﬂ; G):=kerdy/imd;, Gruppen, die k-te C-
Kohomologiegruppe von M mit Koeffizienten in G.

Im Allgemeinen? Da dy = 0 ist, spielt das fiir F1° keine Rolle und wir haben H°(4; G) =
ker dy und sehen h € ker d; genau dann, wenn h, = hg auf U, N Ug gilt. Damit kénnen
wir HO(8; G) mit C°°(M, G) identifizieren.

Passt auch unser H' von oben in diesen Rahmen? Ist G nicht abelsch, ist weder ker do
noch imd; eine Gruppe. Aber die 0-Koketten wirken auf den 1-Koketten

(h . N)aﬁ = haﬂaﬁh,gl'

Man rechnet nach, dass diese Wirkung die Kozykelbedingung erhélt, damit ist H? UG) =
ker dy/ ~, wobei ~ obige Wirkung ist. Ist G nicht abelsch, dann ist H*(M;G) jedoch
keine Gruppe. Es ist nur eine Menge, die aber ein ausgezeichnetes Element besitzt (ist
also eine punktierte Menge) — das triviale Vektorbiindel vom Rang r.

Zusammenhang zur singulidren Kohomologie: Ist G abelsch® und diskret, dann ist
H'(M;G) einfach die erste Cech-Kohomologie von M mit Koeffizienten in G. Insbeson-
dere ist H* (M; G) dann eine Gruppe und stimmt mit der singuldren Kohomologiegruppe
H,o (M, G) iiberein. Nur abelsch reicht nicht: Fiir K = R, C (mit der kontinuierlichen
Topologie!) ist H(M,K) = 0 fiir alle M und i > 0 ([6, Thm. 2.11.1 und Thm. 2.11.2]
fiir garbentheoretische Argumente - folgt im Prinzip, da R und C eine Zerlegung der

Eins erlauben.)
Beispiel IV.2.18.

1 Folg IV.2.16 . Bsp IV.2.13 .
Vecg(M) = Pring,®) (M) =  Prinpa~z, (M)

g1.;1'1(‘2\4722)21{1 (M7Z2)

sing

(Die Zgy-Hauptfaserbiindel iiber M entsprechen den zweifachen Uberlagerungen von M.)
Insbesondere ist Vecy(S') = HL, (S, Zs) = Zy — das sind die Isomorphieklassen des
trivialen Biindels und des Mébiusbandes. In diesem Falle kann man auch H'(M, Zy) =
Zs auch direkt ausrechnen, haben wir sogar schon in Beispiel 11.1.14.

Was aber immer noch gilt (mit dem gleichen Beweis wie in der standard Cech-

Kohomologictheorie [6, Chapter 1.§2]): Ist 1 — K 54 G L G = 1 eine exakte
Folge von topologischen Gruppen, dann gibt es eine exakte Folge von punktierten
Mengen

{(x}=H(M; K)3 H(M; G) 5 HO(M; G') = HY(M; K) S HY (M; G) 3 HY(M; ).
*Jede kompakte zusammenhéngende abelsche Liegruppe ist ein Torus. Fordert man nur kompakt
und abelsch, erhélt man auch noch Produkte von Tori mit diskreten abelschen Gruppen.Bei fehlender
Kompaktheit kann man noch Produkte mit R™ bilden.
tVersehen mit der diskreten Topologie erhilt man Hi(M,K) = H ptam (M, K). Der Unterschied
liegt in der Menge der erlaubten Abbildungen U C M — K. Bei der diskreten Topologie sind stetige
Abbildungen automatisch lokal konstant.
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Beispiel IV.2.19. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0-Z—-CZC—o.

Da alles abelsche Gruppen sind, gibt das eine exakte Sequenz in Kohomologietheorie.
Mit H(M,C) = 0 folgt, dass H'(M;C* = GL4(C)) — H*(M;Z) = HZ2,,(M;Z)
ein Isomorphismus ist. Damit ist die Menge der Isomorphieklassen von komplexen
Geradenbtindeln (bzw. der Isomorphieklassen von Gl (C)-Hauptfaserbiindel) tiber M,
zu HE,.(M;Z) isomorph.
Ist M = S, dann ist Hsing(S 1.7) = 0 und alle komplexen Geradenbiindel iiber S* sind
trivial (Es gibt also insbesondere keine ’komplexe Variante’ des Moébiusbandes).

Ist M = 52, dann ist H3, (5?3 Z) = Z.Ist M = S™ fiir n > 2, dann ist HZ,,(S™; Z) = 0.
D.h. alle komplexen Geradenbiindel tiber S™, n > 2, sind trivial. Das kann man auch
direkt mit dem Kriterium fiir die Clutchingfunktionen (Vectg(S™) 22 [S™~1, G1;(C) =

C*]) in UA 8 ablesen.

Beispiel IV.2.20. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0—+7Z—>R—S'—=o0.

Da alles abelsche Gruppen sind, gibt das eine exakte Sequenz in Kohomologietheo-
rie. Mit H*(M,R) = 0 folgt, dass c1: H'(M;S') — H*(M;Z) = H2,,(M;Z) ein
Isomorphismus ist - die sogenannte erste Chern Klasse. Insbesondere sehen wir, dass
Pring: (M) = HZ ,(M;7Z) ist.

sing

Ist M = S?, dann ist Pring: (S?) =& HZ ,(S%Z) = Z. Man kann zeigen, dass der

sing

Erzeuger das Hopfbiindel ist, [13, Kapitel 3.5].

IV.2.3. Reduktionen/Lifte von Hauptfaserbiindeln

Definition IV.2.21. Sei 7p: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und A\: H — G
ein Liegruppenmorphismus. Eine A-Transformation von P besteht aus einem H-—
Hauptfaserbiin-del g : @ — M und einer glatten Abbildung f: @ — P mit mpof = mg
und f(qg-h) = f(q) - A(h). Fiir eine Lieuntergruppe H C G und A die Inklusion, nennt
man @ auch H-Reduktion von P. Fir X surjektiv nennt man @ eher einen (H -)Lift
von P.

Wir nennen zwei A-Transformationen (Q, f), bzw. (Q', f’) von P &quivalent, wenn es
einen H-Hauptfaserbiindel-isomorphismus ¢: Q@ — Q' mit f' o ¢ = f.

Beispiel IV.2.22 (Reduktionen des Repérebiindels GI(M)). Fiir die Wahl einer
Riemannschen Metrik auf M™ haben wir in Abschnitt IV.1 das O(m)-Hauptfaserbiindel
O(M):=0(TM) konstruiert. Fiir die Inklusionen O(m) C Gl,,(R) und f: O(M) —
GI(M) ist O(M) eine O(m)-Reduktion von GI(M). Die O(m)-Hauptfaserbiindel O(M);
zu zwei verschiedenen Riemannschen Metriken g; auf M sind dquivalente Reduktionen
(Wéhle ¢: O(M)1 — O(M)2 faserweise die Gram-Schmidt Orthonormalisierung bzgl.

9g2-)
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Ist M orientierbar, dann kénnen wir Gl (M) = Uzepr{pos. or. Basen von T, M} defi-
nieren und analog wie in Abschnitt IV.1 ist das dann ein Gl; (R™)-Hauptfaserbtindel.
Es Gl; (M) eine Gl; (R™)-Reduktion von GI(M). Weifl man andererseits, dass fiir eine
Mannigfaltigkeit M eine Gl (R™)-Reduktion (Q, f) von GI(M) gibt, dann ist M schon
orientierbar: Als erstes sehen wir, dass aus f(q-h) = f(q) - h folgt, dass f injektiv ist.
D.h. wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f: Q — GI(M) die Inklusion ist. Wir nennen eine
Basis v von T, M positiv orientiert, falls v € f(Q) gilt. Das definiert eine Orientierung
auf M.

Im Allgemeinen fithrt eine Zusatzstruktur auf M oder dem Vektorbiindel F, wie Biindel-
metrik und Orientierung, zu einer Reduktion von GI(M). Nicht alle Zusatzstrukturen
existieren auf allen Mannigfaltigkeiten oder Biindeln (z.B. Orientierung). Dann wird
diese Biindelreduktionen nicht immer existieren. Untersuchungen der Existenz der
Biindelreduktion fithren (falls solche Strukturen nicht immer existieren) dann zu topo-
logischen Obstruktionen fiir die jeweilige Struktur. Ahnlich ist es bei der Existenz von
Liften:

Beispiel IV.2.23. Fiir n > 3 hat SO(n) immer Fundamentalgruppe Z, (Beweis siehe [9,
Lem. 1.4]). Die universelle Uberlagerung* nennen wir Spin(n). Das ist nach Konstruktion
erst einmal nur eine Mannigfaltigkeit, besitzt aber auch eine Gruppenstruktur, die die
Projektion Spin(n) — SO(n) zu einem Liegruppenmorphismus macht. '

Am Beispiel n = 3: Wir identifizieren die Standardsphire S® mit der Gruppe der
Quaternionen vom Betrag 1, und SO(3) sei die spezielle orthogonale Gruppe, die
auf span{i, j, k} = R3 wirkt. Sei p: S3 x span{i, j, k} — span{i,j,k}, p(p)q = pgp~*
(Multiplikation als Quaternionen). Dann kann man nachrechnen, dass p(p) ein Element
in SO(3) und p: S — SO(3) ein surjektiver Gruppenmorphismus und damit eine
zweifache Uberlagerung ist. Also ist Spin(3) = SU(2).

Hat man eine orientierte Mannigfaltigkeit A", dann gibt es dazu ein SO(m)-Hauptfaser-
biindel SO(M):=SO(TM):={pos. or. ONB von T, M }. Gibt es einen Lift von SO(M)
bzgl. der zweifachen Uberlagerung A: Spin(m) — SO(m), so nennt man die Mannigfal-
tigkeit spin und die Wahl eines solchen Liftes nennt man Spinstruktur von M.
Beispiele: S™, T™ sind immer spin, RP"™ ist spin fiir n = 4k + 3 (fiir n gerade ist es noch
nicht mal orientierbar), CP™ ist spin fiir ungerade n. Die Spinstruktur muss, selbst
wenn sie existiert, nicht eindeutig sein, z.B. besitzt T™ 2™-Spinstrukturen, S™ fir n > 2
aber nur eine.

*Eine Uberlagerung 7m: X — Y heiBt universell, falls X zusammenhingend und einfach-
zusammenhingend (d.h. 71 (X) = {e}) ist.
TDas folgt aus:

Satz IV.2.24. Sei G eine Liegruppe und p: G — G die universelle Uberlagerung. Wihlt man
e € p~1(1 € G), dann besitzt L eine eindeutige Gruppenstruktur mit e als neutrales Element, die L
zu einer Liegruppe macht und p zu einem Liegruppenmorphismus.

Beweisskizze. Sei m: G X G — G die Gruppenmultiplikation in G. Sei f: GxG—=G definiert durch
f=mo(pxp). Da G X G einfach zusammenhangend ist, gibt es einen eindeutigen Lift f: G X G — G
von f, d.h. po f = f mit f(e,e) = e. Dieses f definiert die gesuchte Gruppenstruktur auf G. |
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Satz IV.2.25. Sei \: H — G ein Liegruppenmorphismus und p: G X V. — V eine
Darstellung. Sei m: P — M ein G-Hauptfaserbindel und (Q, f) ein A-Transformation
von P. Dann sind die assoziierten Vektorbiindel P x,V und Q X 5V isomorph.

Beweis. Wir setzen U: Q x 0V — P x,V, [(q,v)]—[(f(q),v)]. Wohldefiniertheit folgt
aus:

N
|
—
~—
<
=

Y([(gh, (pN) (A~ )))=[(f(gh), p(A(
= [(f(@) - MR), p(M()~H)v)] = [(F (), v)] = ([(q, v))).

Linear und fasertreu ist klar.
Injektivitat: Sei U([(¢,v)]) = ¥([(¢’,v")]) fir ¢, ¢’ € Q und v,v’ € V. Dann ist mg(q) =
7q(q") und es gibt ein h € H mit ¢’ = ¢ - h. Damit ist f(¢') = f(g) - A(h) und

[(f(@), o)) = [(f(@). 0)] = [(£(g) - A(R), p(A(R) ™ )w)] = [(£(a), p(A(R)~H)w)].

Da die G-Wirkung frei auf den Fasern von P ist, muss v" = p(A(h)™!)v und damit
[(¢',0")] = [(a- (), p(A(B)~1)o)] = (g, )] gelten.

Surjektivitét: Sei [(p,v)] € P x, V mit p € P,. Wir wihlen ¢ € Q. Da die G-Wirkung
auf P einfach transitiv ist, gibt es ein g € G mit f(q) = p - g. Damit ist

([(q, p(g~H))=[(f (@), p(g~ )] = [(p- g, pg~ " )0)] = [(p, v)].
Glattheit von ¥ und ¥~ sieht man direkt in den Biindelkarten aus Satz 1V.2.14. [

Beispiel IV.2.26. Sei E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r und p die
definierende Darstellung von Gl,.(R). Sei ¢: O(r) — Gl,(R) die Inklusion. Nach Ab-
schnitt TV.1 haben wir das Gl,(R)-Hauptfaserbiindel GI(E) und zu einer Biindelmetrik
ein O(r)-Hauptfaserbiindel O(E) konstruiert. Nun ist GI(E) x,R" = E = O(F) x,, R".

IV.2.4. Zusammenhiange auf Hauptfaserbiindeln
IV.2.4.1. Motivation

In Abschnitt IV.1 haben wir aus einem reellem Vektorbiindel 7: £ — M vom Rang
r das Gl,(R)-Hauptfaserbiindel GL(E) konstruiert. Wir nehmen nun einen affinen
Zusammenhang VE auf E. Gibt es einen natiirlichen Weg dazu einen 'Zusammenhang’
auf G1(E) zu konstruieren bzw. gibt es eine gute Zusammenhangsdefinition auf G1(E)?
Ganz naiv — auf einem formalen Level — kénnte man sagen der Zusammenhang auf £
ist eine Abbildung X(M) x T'(E) — I'(E). Aber I'(G1(E)) ist oft leer, z.B. ist T'(Gl1(M))
nur dann nicht leer, wenn das Tangentialbiindel trivial ist. Aber das bildet nur ein
formales Level des Zusammenhangs ab. Andererseits kommt der Zusammenhang auf E
immer mit einem Paralleltransport, vgl. Abschnitt I11.2.1.

Da es lokal auch in GI(E) Schnitte gibt und die einfach aus einem (lokalen) Rahmen
von Schnitten auf E bestehen. Kénnen wir einfach einen (lokalen) Paralleltransport auf
P:=GI(F) definieren, in dem wir jedes Basiselement einzeln mittels des Zusammenhangs
auf F transportieren:
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Sei p € P,. Dann ist p = (p1,...,pm) mit p; € E,. Sei v: I — M eine Kurve mit
~(0) = . Dann haben wir auf E einen Paralleltransport ”g,t’ womit wir jedes p; entlang
~ transportieren konnen. Wir definieren

p):= 113, p== (5. .- 113, Pm) -

Da Hg’t: E,—0) = E,4) ein Vektorraumisomorphismus ist, vgl. Satz I11.2.13 und p
eine Basis von F ist, ist [|j; p € Py und damit ||j, p ein Paralleltransport auf P.
Nach Folgerung 111.2.16 und dariiber ist |,_o(p;(t):= 9.+ pi) € Tp, E nur von ¥(0) €
T, M aber nicht der konkreten Wahl von « abhangt. Damit gilt das auch fir %|t:0p(t)
und wie in UA 23 erhalten wir den entsprechenden horizontalen Lift X € X(M)
X* € X(P) fir unser Hauptfaserbiindel. Die Linearitdt des horizontalen Lifts und
dpm(X*(p)) = X (m(p)) erhilt man wie in UA 23. Das reicht aber noch nicht, um damit
einen Zusammenhang auf GI(M) zu definieren: (Zur Unterscheidung bezeichnen wir
den horizontalen Lift auf £ mit X und den auf P noch immer mit X )

X (p-g)=X" (P10 9) = (Xp1-9)s-... X(pr - 9)
Lin. von vE 5 & Bsp. A.1.9.4

= (X(p1)-9,--, X(r)-9)=X"(p) -9 dpRy(X"(p))

Hierbei wird die Linearitit des Zusammenhangs V¥ genutzt um die Kompatibilitit
des Liftes mit der Rechtswirkung der Gl,.(K) zu folgern.

Analog erhélt man auch die horizontalen Tangentialriume Q,P:={X*(p) | X €
X(M)} C T,P mit der vertikalen und horizontalen Projektionsabbildung und aus
die Kompatibilitdt mit der Rechtswirkung kann man d, R, (QpP) = Qp.¢ P folgern.
DaVx(s=(81,--.,8m)):=(Vx51,..., Vx8m) zumindest lokal noch sinnvoll ist, haben
wir die gleichen lokalen Zusammenhangseinsformen w € Q! (U, gl(r, K) mit den gleichen
Transformationsformeln wie in (I11.4) (da die Ubergangsfunktionen von E und P =
GI(E) tibereinstimmen).

Wir werden noch sehen, dass man auf dem Hauptfaserbiindel aus den lokalen Zu-
sammenhangseinsformen immer eine globale Zusammenhangseinsform w € Q' (P, g)
definieren kann.

IV.2.4.2. (Aquivalente) Definitionen fiir Zusammenhznge

Definition IV.2.27. Ein Zusammenhang auf dem G-Hauptfaserbiindel 7: P — M™
ist ein glatter Schnitt @ in Gry, (TP) (dem Grassmannbiindel zu TP — P, vgl. 11.2.2.7)
Q:p € P QP € Gr,(T,P), so dass T,P = Q,P © T,(Pr(p)) gilt und so dass
@ rechtsinvariant ist, d.h., fir alle g € G und p € P gilt d,Ry(QpP) = Qp.¢P. Wir
nennen Q, P einen horizontalen Tangentialraum an P in p € P und T,(Pr ) C T, P
den wvertikalen Tangentialraum an P in uw € P. Die Projektionen auf die einzelnen
Komponenten von Tj, P bezeichnen wir mit ver: T,P — T,(Py(,)) und hor: T,P —

QpP.
Lemma IV.2.28.
(Z) Tp(Pﬂ.(p)) = ker dp’lT
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(ii) Fir X € g sei X € X(P) definiert durch X (p):= 41_o(p-exp(tX)) € Tp(Prip)
(X' heifst von X erzeugtes fundamentales Vektorfeld.) Fs gilt

dgW,(X(9)) = X(¥p(9));
wobei ¥: G x P — P die Rechtswirkung auf P und U,(.) = ¥(.,p) =p-. ist.

(iii) g — {fundamentale Vektorfelder auf P}, X + X € X(P), ist ein linearer Iso-
morphismus® (insbesondere ist {fundamentale Vektorfelder auf P} C X(P) ein
Untervektorraum,).

(iv) Tp(Pr(y)) = {X(p) | X € g}

Beweis. (i) Es ist 771(x) = P,, und die Behauptung folgt aus dem Satz vom reguliren
Wert, vgl. auch [2, L.1].

(ii)
hnsmv d
dg¥,(X(9)) dgW,diLg(X (1)) = £|t:0\11p o Lgy(exptX)

:£|t:0(p -g) -exp(tX) = X(p- g)

(iii) Linearitit folgt aus (ii) und der Linearitét von d,¥,. Surjektivitit ist klar nach
Konstruktion. Es ist noch die Injektivitat zu zeigen: Sel X = 0. Nach Definition von X
ist v(t) = p - exp(tX) Losung von 4(t) = X (v(t)) mit Anfangswert v(0) = p. Wegen
Eindeutigkeit der Losung dieses Anfangswertproblems ist () wegen X = 0 konstant
gleich p und damit ist p - exp(tX) konstant in ¢. Da die Wirkung von G frei ist und
exp in einer Umgebung der Null ein Diffeomorphismus aufs Bild ist, folgt X = 0.

(iv) Mit (i) und

(K ()= li=om(p - xp(tX))= o (p) = 0

folgt {X(p) | X € g} C Ty(Pr(p))- Da beides Vektorrédume von gleicher Dimension sind,
folgt die Gleichheit. O

Haben wir einen Zusammenhang @ auf P gegeben, definieren wir w,(X(p) +Y) = X
fir X € gund Y € Q,P. Das definiert ein w € Q' (P, g) und man rechnet nach, dass

(i) Riw = Ad(g™") ow fiir alle g € G, d.h. wy4(dyRy(Z))) = Ad(g™")(wp(2)) fiir
allep € Pund Z € T,P.

(ii) w(X) = X fiir alle X € g (Erst einmal ist w(X) € C>(M, g), d.h. die rechte Seite
der Gleichung ist als konstante Funktion mit Wert X aufzufassen.)

- ~—— ~ ~
*sogar ein Liealgebrenisomorphismus, dazu muss man nur [X,Y] = [X,Y] nachrechnen (dabei
benutzt man wieder (ii))
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gilt, vegl. UA 26.

Wie muss man die Wirkung von Ad(g~!) hier verstehen? Nach Definition A.1.17 ist
Ad: G — Gl(g), g — (Ry-1 0 Ly).. Haben wir eine Basis a; von g, dann ist w = w' ® a;
fir w® € Q'(P). D.h. wir verstehen die Wirkung von Ad(g~!) auf w € Q!(P;g) (und
analog fiir alle anderen Operationen auf g) hier immer so, dass er nur auf den Liealge-
brateil wirkt — also Ad(g™)w(X) = w*(X)Ad(¢g~!)(a;). Analog wirken Operationen,
die standardméBig auf Differentialformen definiert sind, auf liealgebrawertigen Differen-
tialformen, in dem Sie nur auf die w? wirken.

Definition IV.2.29. Ein Element w € Q!(P;g), fiir welches die beiden obigen Bedin-
gungen (i) und (ii) gelten, nennt man Zusammenhangseinsform dem G-Hauptfaserbiindel
m: P — M. Die Menge der Zusammenhangseinsformen auf P bezeichnen wir mit A(P).

Die Bedingungen (i) und (ii) bleiben unter Addition und skalarer Multiplikation
erhalten, damit ist A(P) ein affiner Raum (aber kein Vektorraum, da w = 0 keine
Zusammenhangseinsform ist). Andersherum gehort zu einer Zusammenhangseinsform
auch wieder ein Zusammenhang — in UA 26(i) zeigen wir:

Satz IV.2.30. Seim: P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Sei w € Q(P;g) eine Zusam-
menhangseinsform auf P. Dann definiert

u € P QuP:=ker w,

einen Zusammenhang auf P. Insbesondere ist die Abbildung invers zur obigen Zuordnung
Q- w.

Beispiel IV.2.31. Wir betrachten das Hopfbiindel S — S$2%. Das ist ein S! =
U(1)-Hauptfaserbiindel und damit g = iR. Sei p € S3 C C? und sei {.,.) das reelle
Standardskalarprodukt auf C? = R%. Dann ist w,(Y € T,9% C R*):=i(Y,ip) ein
Zusammenhang auf dem Hopfbiindel.

Die Zusammenhangseinsform w steht in engem Zusammenhang zu den Zusammen-
hangseinsformen von Vektorbiindeln, die wir schon kennen.

Satz IV.2.32. Seien so: U, — P lokale Schnitte von P zu einer offenen Uberdeckung
U,. Das definiert mit ¢ (z,g):=sa(x) - g lokale Trivialisierungen. Wir setzen we, =
stw e QY Uy, g). Dann ist

— -1 *
wa = Ad(p,5)ws + dLM;;d,ualg
Sind umgekehrt zu einer offenen Uberdeckung U, und lokalen Schnitten so: Uy — P

Einsformen w, € QY (U, g), die obige Transformationsformel erfiillen, gegeben. Dann
gibt es eine Zusammenhangseinsform w € QY(P,g) mit wy, = siw.

*Im Fall von Matrixgruppen, also g C gl(r,K) ist das genau die Formel (I11.4), die wir fiir die
lokalen Zusammenhangsformen von Vektorbiindeln gesehen haben.
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Beweisskizze. Fiir die Berechnung der Transformation von w,, benutzen wir

%\tzo(w(t) ~9(t)) = du By (2(0)) + dgLg-1((0)) (2 - 9) (Iv.3)

fiir Kurven z(t) in P mit (0) = z und g¢(¢) in G mit g(0) = g, vgl. UA 26.ii. Sei
u € Uy, NUg, v € T,Mund v eine Kurve durch v(0) = v und %(0) = v. Dann gilt
(it sa(0) = B3 (1, 1) = 637 0 (630 631) (1, 1) = 850, s (1)) = 65" (0 s (1) =
s5(w)hap(w))

dusale) = Hlizosar(6) = Slimo (552(0)) - hap(2(1))
) By (s () + Y (55(0) - s ()

mit Y =d,,_, )Ly sy (duftap(v)) und damit

wa (V) = (84w)(V)=Ws, (u) (dusa(v))

= e () | iy () Ry ) (A5 (0)) + ¥ (55(1) - pras (1)
=sq(u)

= Ad(pas (1) ) Ws, (w)-pap (u) =155 (w) (dusp (V) +Y

= Ad(tas (1) ")ws(0) + diup ) L) (i (v).

Seien nun andersherum die w, gegeben und erfiillen die Transformationsformel. Fiir
u € Uy haben wir T,P = T, (P,)®dso (T, M) fir p = so(u), d.h. ein Vektor in T}, P setzt
sich eindeutig zusammen als Y (p) + ds, (v) fiir ein Y € g und v € T, M. Wir definieren
wp: TyP — g durch w,(Y(p) + dsa(v)) = wa(v) + Y und wy.g:=Ad(g~")w,. Damit ist
w fiir alle 7=1(U,) definiert. Man rechnet nach, dass w eine Zusammenhangseinsform
auf 771(U,) — U, definiert und diese unabhéngig von « ist. O

Ganz analog erhilt man:

Satz IV.2.33. Sei 9 € Autp(P). Dann gibt es nach Lemma IV.2.9.ii gibt es ein
g € Hom®(P; Q) mit 9(u) = u - g(u) fir alle w € P. Dann ist

(F*w)y = Ad(g(w) ™" wu + dg(uyLg(u)-1dug-

Bemerkung IV.2.34. Insbesondere zeigen die letzten beiden Satze, dass die Riick-
richtung {wq }o mit den Transformationsformeln wird wieder zu w zusammengesetzt’
nur eindeutig ist, wenn die lokalen Schnitte s, vorgegeben sind und dann ist s}w = wq.
Hat man ¥ € Auty(P), so sind auch 9 o s, lokale Schnitte und obige Konstruktion
wiirde die w, zu ¥*w zusammenbauen. Das ist nicht verwunderlich, da die p,p das
Hauptfaserbiindel und damit auch die Zusammenhangseinsform nur bis auf vertikale
Isomorphismen eindeutig bestimmt.
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Seien nun w,® € QY(P, g) zwei Zusammenhangseinsformen und w,,, @, die zugehérigen
lokalen Zusammenhangseinsformen zu lokalen Schnitten s, : U, — P. Dann gilt

wg —wg = Ad“/;olz 0 (Wg — Wa)-

Wir betrachten das assoziierte Biindel P x aq g (das sogenannte adjungierte Biindel).
Sei X € X(M). Dann ist [(sq, (wa — @ )(X)] ein lokaler Schnitt in P x aqg. Auf Uy, NUg
gilt nun

(s, (wp — @p)(X)] = [(SaﬂﬁaaAdugal (Wa = @a)(X)] = [(8a; (Wa — @a)(X)].

Also definieren die [(Sq, (Wa — @o)(X)] einen wohldefinierten globalen Schnitt von
P X q 8. Setzen wir [(sq, (Wa — @a)](X):=[(8a; (Wa — @q)(X)] haben wir eine wohldefi-
nierte Einsform mit Werten in P X aq g, also ein Element in I'(T*M ® (P x aq g)). Wir
haben also gesehen, dass w — & als Element in QY (M; P xaq9) = T(T*M & (P Xaq 9))
aufgefasst werden kann. Andersherum liefert diese Konstruktion zu jedem Element
n € QY(M; P xaq g) aus einer Zusammenhangseinsform w ein neue Zusammenhangs-
einsform @: Lokal haben wir 1,(X) = [(Sa,22)] fiir 22X: Uy, — g. Definieren wir
2o (X):=2X haben wir 2, € Q'(U,, g). Wir setzen @, = wa + 2. Die analogen Trans-
formationsformeln wie oben (insbesondere ist zg = Ad/t;i 2o ) zeigen, dass die @, einen

wohldefinierten Zusammenhang @ € Q'(P;g) definieren.
Wir haben also gesehen:

Lemma IV.2.35. Die Menge A(P) der Zusammenhangseinsformen auf P — M
steht in 1:1 Beziehung mit Q' (M; P xaq g). Insbesondere erhilt diese Abbildung die
affine Struktur auf A(P) und A(P) ist damit ein affiner Raum tiber dem Vektorraum
QY(M; P xaq9) (und damit insbesondere unendlich-dimensional).

Bemerkung IV.2.36. (Induzierter Zusammenhang auf dem assoziierten Vektorbiindel)
Sei E:=P x, V ein zu G-Hauptfaserbiindel P und zu p: G — GI(V) assoziiertes
Vektorbiindel. Sei w eine Zusammenhangseinsform auf P. Dann definiert

Vx[(s(u), v(u))]:=[s(u), X (v)(u) + p«(s"w(X))v(u)]

einen Zusammenhang auf E (muss man nachrechnen).

IV.2.5. Kriimmung

Da die lokalen Zusammenhangseinsformen eines Hauptfaserbiindels sich wie die eines
Vektorbiindels, vgl. (II1.4), verhalten, konnen wir die lokalen Kriitmmungsformen Q,
mittels der Strukturgleichung aus Satz II1.2.22 definieren:

Qoi=dwe + wa N\ Wa,

wobei wir fiir n = n' ® a; € Q¥ (U;g), k = k' ® a; € QY(U;g) mit a; Basis von g,
n' € QFU), v € QY U)

1 . .
nA /-@:2577" A K [ag, aj] (IV.4)
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und dn:=dn’ @ a; setzen.*
Dann ist insbesondere fiir n € Q'(U, g)

dn(X,Y):=X(n(Y)) =Y (n(X)) = n([X,Y]) (IV.5)

(dabei ist n(Y) € C(M,g) und X(n(Y)) = X(n' (V) ® a;) = X(n'(YV)) ® a; ), weil
diese Formel schon auf dem Level der Differentialformen richtig ist, vgl. Tabelle B.2,
und

nANX,Y) =0 (X)n' (V) =0’ (X)n'(Y))aia;
2.Summe: ie>j

=n" (X)) (Y)|as, a;]
= [n"(X)as, n’ (Y)ag] = [n(X),n(Y)].

AuBerdem gilt mit analogem Beweis wie fir (IIL1.5) die Transformationsformel
Qs = Ad(1150)0-

Fiir Hauptfaserbiindel kommen die w, aber sogar von einer globalen Zusammenhangs-
einsform w, = s}w. Damit ist

Qo = d(siw) + (shw) A (shw)=sk(dw + w A w)

(vgl. Tabelle B.2 fiir die Eigenschaften des Pullbacks) und wir kénnen auch eine globale
Kriimmungsform Q:=dw + w A w € Q?(P, g) definieren. Dann erhélt man ganz analog
zur Transformationsformel der lokalen Kriimmungsformen, dass fiir ein ¢ € Auts (P)
und eine Zusammenhangseinsform w € Q'(P;g) die Kriimmungsform Q7% zu 9*w
gleich Ad(g—1)Q~ ist, wobei g € HomG(P; G) mit 9(p) =p- g(p) ist.

Satz IV.2.37. Es ist Q(X,Y) = dw(hor(X),hor(Y)). 7

Beweis. Es ist X = ver(X) + hor(X) und nach Satz IV.2.30 w(hor(X)) =
ver(X)(p) gibt es fiir ein Z € g ein fundamentales Vektorfeld Z mit ver(X)(p)
Wir zeigen, dass Q(Z,.) = 0 ist:

Dazu berechnen wir zunéchst

0. Fit
= Z(p).

*Fiir wa € QN(U, gl(r,K)) haben wir der Strukturgleichung erst mal Sinn gegeben, in dem wir es
erst einmal nur als Kurzschreibweise fiir die jeweilige Gleichung in den einzelnen Eintridgen von gl(r, K)
gegeben haben, vgl. Satz 111.2.22. Fiir n,x € Q'(U) und damit jedem Eintrag von Q! (U, gl(r,K))
ist (IV.4) richtig. Deshalb nehmen wir (IV.4) hier als Definition und man muss noch zusétzlich
nachrechnen, dass es unabhéngig der Basiswahl von g ist.

TOft wird so die Kriitmmung auf Hauptfaserbiindel ad-hoc definiert und daraus die Strukturgleichung
abgeleitet.
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Hier haben wir verwendet, dass U € g als Funktion M — g konstant und deshalb
Z (U) = 0 gilt. AuBerdem haben wir fiir die vorletzte Zeile verwendet, dass [Z,U] =

[Z, U] gilt — das folgt aus Z = (¥,,).(Z), vel. Lemma IV.2.28.ii, und das (¥,), mit der
Lieklammer kommutiert.
Weiterhin haben wir

5)

dw(Z, hor(Y)) (Vs Z(w(hor(Y))) — hor(Y)w(Z) — w([Z, hor(Y)])
= —hor(Y)(Z) — w([Z, hor(Y)])
@0~ (dw+w Aw)(Z hor(Y)) = 0 = Q(Z, hor(Y))

Fiir die Gleichheit (*) haben wir benutzt, dass [Z,hor(Y)] wieder ein horizontales
Vektorfeld ist, vgl. UA 25.ii. O

Definition IV.2.38. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit gegebenen Zusam-
menhang. Wir definieren D: Q*(P;g) — QFY(P;g) durch Dn(Xy,...,Xp1) =
dn(hor(Xy),...,hor(Xg41)), wobei dn wie in (IV.5) auch mittels der Formel fiir reell-
wertige Differentialformen aus Tabelle B.2 definiert ist.

In dieser Notation ist z.B. Q = Dw.
Lemma IV.2.39. (Bianchi-Identitit) DQ =0

Beweis. Folgt aus der Definition von D, der Ableitung der Strukturgleichung und
w(hor(X)) = 0. O
Auch fiir die Kriitmmung fiir Vektorbiindel und dem D aus Definition I111.2.20 gilt
DF = 0.

Definition IV.2.40. Sei ein Zusammenhang w auf dem G-Hauptfaserbiindel P — M
gegeben. Wir bezeichnen mit QF_ (P;g) die Menge der horizontalen k-Formen auf P
mit Werten in g. Dies sei die Menge aller € QF(P;g) fiir die gilt:

(i) Fiir p € P, X; € T, P und mindestens ein X; € T, Py gilt 1,(X1,..., Xz) = 0.
(i) Rin=Ad(g~"')on.

Beispiel IV.2.41. w ¢ Q}_ (P;g), da zwar (ii) aber nicht (i) erfiillt ist. Aber es ist
Qe Q (P;g): (i) ist erfiillt nach Satz IV.2.37. (ii) folgt mit den Rechnungen aus
folgendem Satz.

Satz IV.2.42. Die Einschrdnkung des Differentials D aus Definition IV.2.38 ergibt
die Abbildung
D: Q. (P;g) = Q511 (Pig)

hor

und fiirn € QO (P;g) gilt
Dn = dn+ ad(w) An, (IV.6)

wobei (ad(w) An) (X1, ..., Xpp1)=>,;(—1)ad(w(X;))n(Xq, ... Xivo, Xpy) ist.
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Hier ist ad die adjungierte Darstellung von g, siche Lemma A.1.19. Insbesondere liefert
(IV.6) eine explizitere Formel fiir D) auf horizontalen Formen.

Beweis. Als erstes wollen wir nachrechnen, dass D(n € QF_(P;g)) € QFFL(P; g) gilt.

hor hor
Die Bedingung (i) aus der Definition von QF (P;g) ist direkt nach Konstruktion
_—— —

erfiillt. Es bleibt (i) zu zeigen: Es gilt d,R,(X(p)) = Ad(g~ )X (p- g), vel. UA 26.i.
D.h. insbesondere, dass dR, eines vertikalen Vektors wieder ein vertikaler Vektor ist.
Zusammen mit d, Ry (QpP) = Qp.¢ P ergibt sich hor dRy(X) = dR4(hor X') und damit

(R:Dn)(Xi, ... Xes1) = Dn(dRy(X1), .., dRy(Xes1))
= dn(hordRy(X1), ..., hordRy(Xp1))
= dn(dRg(hor X1),...,dRy(hor Xj;11))
= (Rydn)(hor Xy, ... hor Xj 1)
= d(Ryn)(hor X1, ... hor Xy 1)
= (d(Ad(g™ ") o)) (hor X1, ..., hor X}, 1)
= ((Ad(g™") o dn)(hor X, ..., hor Xj 1)
= (Ad(g_l) o Dﬁ)(Xh N ,Xk;Jrl).

Es bleibt noch (IV.6) nachzurechnen: Wegen Linearitét reicht es sich auf den Fall zu
beschranken, wo die X; horizontal oder vertikal sind. Sind alle X; horizontal, dann ist
D1 = dn nach Definition TV.2.38 und w(X;) = 0. Also gilt in diesem Fall (IV.6).

Sind mindestens zwei der X; vertikal, dann ist (ad(w) A n)(X1,...,Xk+1) = 0 da
n € QF (P;g)) und Dn(Xi,...,Xk41) = 0 nach Definition von D. In diesem Fall
miissen wir also noch nachrechnen, dass auch dn(Xy, ..., Xx41) = 0 ist: Nach Tabelle B.1
gilt:

dn(Xla s ?Xk"rl):(il)ZXl(n(a X’iv ))+Z(71)Z+Z’n([X7?X€]7X17 '7X’i7 '7)257 '7Xk+1)'
N——

=0 da min ein Vektor vertikal i<t

Auch in der zweiten Summe ist immer mindestens ein Vektor vertikal, da die Lieklammer
zweier vertikaler Vektoren wieder einen vertikalen Vektor liefert, und damit ist in diesem
Falle dn = 0.

Der verbleibende Fall ist nun, dass genau eines der X; vertikal ist und alle anderen
horizontal sind. O.B.d.A. sei X; =Y vertikal. Dann sind X; = Z} horizontale Lifte
von Z; € X(M) fiir ¢ > 1. Dann ist wieder D = 0 und wir haben

ad(w) An)(X1, ..., Xgt1):=ad(w(X1))n(Xa, ..., Xit1)
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sowie

(dpm)(X1(p), -+ Xpe1(p)) = Y (0(Z2, - - Ziy1)) ()
+ (DY, 20,25, 2 2 ()
——

=0 vgl. UA 25.ii

d * *
= =0 exp(ev) (Z2 (P - exp(tY)), ..., Zi11 (p - exp(tY)))

rechtsinv. der horiz. Vek.

d * *

= %'tzonp-exp(tY) (dpRexp(tY)(Z2 (p))a ceey dpRexp(tY)(Zk+1(p)))
d * * *

= a'tZO(Rexp(tY)n)PZQ (p)a ) Zk—i—l(p))

A~ o Zi P 21 2)
= Ad (V) 1p(Z5 (), - Ziia (P)): .
—

=—ad(Y)

IV.3. Klassische Yang-Mills-Theorie

Woche 13 |V.3.1. Klassische Elektrodynamik

Wir fangen bei der klassischen Elektrodynamik an. Die Maxwell-Gleichungen sind die
grundlegenden Gleichungen der Elektrodynamik. Sie beschreiben die Wirkung eines
elektromagnetischen Feldes auf elektrische Ladungen und die Wechselwirkung zwischen
dem elektrischen Feld F und dem Magnetfeld B. Das elektrische Feld F, das Magnetfeld
B ist definiert auf einem (nicht notwendigerweise beschrinktem) Gebiet Q C R®. Beide
GroBen sind zeitabhingig, d.h. E: Q x R — R3, B: Q x R — R3. Weiterhin wird
die elektrische Ladung durch eine zeitabhéngige Dichtefunktion p: £ x R — R und
die Stromverteilung durch den zeitabhingigen Stromdichtevektor j: Q x R — R?
beschrieben. c ist die Lichtgeschwindigkeit. Es gelten die Maxwellgleichungen

10B
rothh = ——— divB =0
c Ot
10FE 4
rotB=-—+ —ﬂ-j divE = 4mp.
c Ot c

Wir fassen nun die B- und E-Felder in der Matrix

0 Ei/c Es/c Es/c
lo o -B; B
Fru = 0 0 0 -By
0 0 0 0

zusammen und setzen F = F,,dz" A dz” € Q*(R*). Dann lassen sich die Maxwellglei-
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chungen umschreiben zu (wir haben einfach 47 = ¢ = 1 gesetzt).

dF =0 (das sind die beiden oberen Maxwellgleichungen)
xdx F =

mit j = pdt+jydat + joda® + jada® (Der Hodge-Stern ist hier bzgl. der Minkowskimetrik
auf R*). Schriinken wir uns auf den Vakuumfall ein, bleibt noch

dF =0 0F:=—xdxF =0.

Wir sehen, dass aus der ersten Gleichung lokal (und auf R*) immer die Existenz eines
A € QY(R*) mit F = dA folgt. Ein solches A nennt man (Vektor-)Potential. Schreibt
man auch die zweite Gleichung mit Hilfe des Potentials muss man statt der obigen
Maxwellgleichungen nur noch eine Gleichung

0dA =0

16sen. Diese ist hochgradig unterbestimmt — 16st A die Gleichung, dann auch A + d¢,
fiir ein ¢: R* — R. Das nennt man Eichfreiheit. Will man diese Gleichung 16sen, fiihrt
man zumeist eine zweite Gleichung ein, die diese Unterbestimmtheit aufhebt. Das nennt
man Eichfirierung. Sehr beliebt im Kontext der Elektrodynamik ist die Lorenz-Fichung

dA = 0, dann ist 6dA = (0d+ dd) A = 0" und man hat eine ’schéne’ hyperbolische
———

0
Gleichung (Wellengleichung). Man muss sich bei einer Eichfixierung immer iiberlegen,
dass man dadurch keine Losung verliert. Normalerweise iiberlegt man sich das, in dem
man zeigt, dass man aus einer beliebigen Losungen so umeichen kann (hier addieren
eines d¢), dass die resultierende Losung die Eichfixierung erfiillt. '
Wir méchte eine Losung der Maxwellgleichungen also F' € Q2(U, R) bzw. A € Q' (U, R)
als Krimmung bzw. Zusammenhang eines geeigneten G-Hauptfaserbiindels P — U C
R* interpretieren. Lokale Zusammenhangseinsformen sind Elemente aus Q! (U, g). Wir
wollen g = iR (das i ist nicht so wichtig), also w, = iA als Losung. Dann ist da
iR abelsch ist, wqy A wy, = 0 und damit die lokale Kriimmungsform gegeben durch
Q, = idA € Q3*(U,iR). Bzgl. eines anderen lokalen Schnitten ¢g: U — R* fiihrt,
da iR abelsch ist, zur gleichen lokalen Kriimmungsform 25 = €, und zur lokalen
Zusammenhangsform wg = wq + u;idum =1iA + ,u,g(id,uﬁa). D.h. die Eichfreiheit von
oben entspricht hier der unterschiedlichen Wahl lokaler Trivialisierung des Biindels. Die
Maxwellgleichungen sind nun geschrieben fiir die Krimmung des Hauptfaserbiindels
nun

d2=0und *d*Q=0.

Die erste Gleichung ist wegen der Bianchi-Identitat automatisch erfiillt. Die zweite
Gleichung kann auch als Bewegungsgleichung (Euler-Lagrange-Gleichung) der folgenden

*Der d’Alembert O ist einfach die Notation fir den Laplaceoperator auf dem Minkowskiraum
(oder allgemeiner auf Lorentzmannigfaltigkeiten).

TEs gibt auch andere Eichungen (=Eichfixierung), z.B. Coloumb-Eichung divA = 0, wenn man A
als Vektorfeld (Ao, A) auffasst, aziale Bichung g(X, A) = 0 fiir einen fixierten Vektor X € R4, ...

93



IV. Hauptfaserbiindel

Wirkung gesehen werden:
S(F)::/ F A «F,
U

wobei F' A xF € Q*(U,iR) wie in (IV.4) verstanden wird.

Wir haben jetzt klassische Elektrodynamik als Gleichung an die Kriimmung eines
G-Hauptfaserbiindels iiber U C R* mit g = iR interpretiert. Was genau G am besten
sollte, sieht man an der klassischen Theorie nicht. G = R oder G = S' sind beides auf
dem klassischen Niveau ununterscheidbar. Erst auf dem Niveau der Quantentheorie
(die Theorie hier ist ein klassischer Limes der Quantenelektrodynamik) sieht man, dass
G = S! die gute Wahl ist, da die Quantentheorie eine U(1)-Symmetrie hat*.

Uber zusammenziehbaren Gebiete U C R* sind die Hauptfaserbiindel sowieso immer
trivial. Aber man kann die obigen Gleichungen z.B. auf fiir Biindel iiber R x (R3\ {0})
betrachten und erhilt als Lésung Dirac-Monopole,vgl. Ubungsaufgabe 32.

Wo war hier die Eichfixierung? Die kam noch nicht vor. Die Gleichung *d * d€2 = 0 ist
genauso unterbestimmt wie ohne Biindelinterpretation. Eine Eichfixierung wéare auch
hier eine zusitzliche Gleichung an €2. entsprechen Anderung des Schnittes und damit
auch einer Umeichung - deshalb werden auf der Ebene des Hauptfaserbiindels vertikale
Automorphismen Eichtransformationen genannt. Mit der obigen Transformationsformel
haben wir lokal wg = wq + ,ugalduga = i(A + d¢) mit g, = €.

IV.3.2. Klassische Yang-Mills Theorie

Wir betrachten im Folgenden klassische Yang-Mills Theorie nur als ad-hoc Verallgemei-
nerung der klassischen Elektrodynamik. Das ist dahingehend unvollstindig, dass die
zugehorige Quantentheorie (= Standardmodel (Elektrodynamik G = U(1) und schwa-
che G = SU(2) sowie starke Wechselwirkung G = SU(3) und ihr Zusammenwirken)
eine sehr erfolgreiche (und interessante) physikalische Theorie ist.” Allerdings ist vollig
unklar, wie oder ob iiberhaupt diese Theorie einen klassischen Limes besitzt und selbst
wenn, ob dieser die klassische Yang-Mills Theorie ist. Das blenden wir hier aber mal
leider aus.

Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Wir betrachten nur einfache kompakte Matrix-
gruppen G C Gl(n,K) — die wichtigsten Falle sind SU(2) und SU(3).

Wir betrachten die folgende Wirkung auf dem Zusammenhang w € Q(P;g) auf P (£
die zugehdérige Kritmmungsform)

S(Q):= /M Tr(Q A xQ)

Hier ist Q A xQ € Q™(U, g) und Tr: Q™(U, g) — Q™(U) ist die Spur auf dem Liealgeb-
renteil g C gl(n,K). Da G kompakt und einfach ist, entspricht das der Killingform, vgl.
Abschnitt A.1.4. Insbesondere muss man sich {iberlegen, dass Tr(2 A #Q) unabhéingig
der gewahlten lokalen Trivialisierung ist.

*Damit das im klassischen Limes erhalten bleibt, geht noch die (experimentell bestétigte) Annahme
ein, dass die Quantentheorie geeignet ans elektromagnetische Feld koppelt.

t... wenn auch mathematisch noch nicht wirklich vollstindig verstanden, vgl. auch https://en.
wikipedia.org/wiki/Yang-Mills_existence_and_mass_gap
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Berechnet man hier die Bewegungsgleichung erhélt man
DxQ=0

(Da die Elektrodynamik abelsch ist, ist dort D % Q = d * Q.)

Existenz von Loésungen der Yang-Mills-Gleichungen ist ein schweres analytisches Pro-
blem. Wir werden aber sehen, dass es in algebraischen Spezialfillen einfacher ist eine
Losung zu finden:

IV.3.2.1. (Anti-)Selbstduale Losungen

Sei (M, g) eine orientierte 4-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei P — M
ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang w und Kriimmung Q € Q2?(M, g).

Falls *Q2 = £Q gilt, dann ist wegen der Bianchi-Identitdt D2 = 0 die Yang-Mills-
Gleichung D = Q = 0 automatisch erfiillt. Das wére eine einfache Moglichkeit an
Losungen zu kommen. Gilt *a = +a fiir ein a € Q*(M), nennt man « selbstdual (fiir
+) und antiselbstdual (fir —). Die Menge aller (anti-)selbstdualen 2-Formen bezeichnen
wir mit Q% (M).

Lemma IV.3.1. Q3 (M) sind jeweils der Raum der Schnitte eines Untervektorbiindel
A% (M) von A*(M) und es gilt A*(M) =A% (M) @ A2 M.

Beuweisskizze. Da * ein punktweiser Operator, ist A% (M)|zenr = {8 € A2(M)|zenr | *
B = £4}. Damit sind A3 (M) Untervektorbiindel von A?(M) vom Rang 3: Ist (s1, . .., 54)
ein positiv orientierte Orthonormalbasis von (T,,M, g,) und ¢* die zugehérige duale
Basis. Dann ist

1

el = ﬁ(ol/\UQ:I:U?’/\U‘l)
1 .

et = ﬁ(ol/\aquJZ/\cfl)
1

ed = E(UI/\U4i0‘2/\0‘3>

eine Orthonormalbasis von A% (M

~—

o O

Beispiel IV.3.2 (BPST*-Instantonen = Selbstduale SU(2)-Zusammenhiinge auf R*).

Da R* zusammenziehbar ist, ist jedes SU(2)-Hauptfaserbiindel P iiber R* trivial. Wir

identifizieren R* mit H, den Quaternionen, und SU(2) mit der symplektischen Gruppe
Sp(l):={x € H| |x| = 1} durch

. . o fix? —23 — izt

vt +ax? 4 jad + kat € Sp(1) — (m?’ Cigh gl g2 ) € SU(2)

Die Liealgebra von Sp(1) ist sp(1) = {¢ € H | Req = 0} mit [¢1,¢2] = q1¢2 — 21 =

2Im(q1q2). Wir kiirzen ab: dz:=dx'+idz?+jdr3+kdz* und dz:=dz' —idx®—jdz3 —kdx?.

*benannt nach A. Belavin, A. Polyakov, A. Schwarz und Y. Tyupkin
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IV. Hauptfaserbiindel

Sei P = R* x SU(2) das triviale SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber R* = H. Wir betrachten
lokale Zusammenhangsformen A (und lokale Kriimmungsformen F') im folgenden immer
bzgl. der kanonischen Trivialisierung von P — also ist A € Q'(R%,sp(1) = su(2)).

Man kann nachrechnen, dass
xdx
Apem:=I1 ——
S (1 - Izl2>

ein selbstdualer Zusammenhang (d.h. *F = F fiir die zugehorige Kriimmungsform),
vgl. Ubungsaufgabe 33.

Fiir © € R*, b € H, kann man weitere selbstduale Zusammenhinge

u?(x —b) - da‘:)

A, p)ei=I
(Ayup) m(1+u2|xb|2

finden. Das diese wirklich selbstduale Zusammenhénge, rechnet man am leichtesten nach,
in dem man A, = @} ;A mit dem Diffeomorphismus ®,,,(y) = p(y — b) betrachtet.
Man kann sich nun fragen, ob fiir verschiedene (u, b) die lokalen Zusammenhangsformen
A, p nicht in Wirklichkeit zum gleichen Zusammenhang auf P gehoren. Das ist nicht
so, vgl. Ubungsaufgabe 33.

Beispiel IV.3.3 ( Das quaternionische Hopfbiindel). (Das ist in Wirklichkeit nur
die konforme Kompaktifizierung des letzten Beispiels) Wir betrachten S7:={(z1, 22) €
H? | |21)? + |22|> = 1}, S* 2 HU {co} und

~1
T S7 N 547 (21722) s {Zl Z2 falls z1 7é 0
00 sonst
Man kann zeigen, dass m: S7 — S* mit der SU(2) = Sp(1)-Wirkung (z1, 22) -

q:=(qz1, qz2) ein SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber S* ist und Az ) =Im(21dZ1 + 22d20)
einen selbst-dualen Zusammenhang auf diesem Biindel definiert.

IV.4. Dirac-Operatoren

In Beispiel II1.1.1 haben wir den Diracoperator auf dem Minkowskiraum, wie er von
Dirac in 1928* zur Beschreibung von Elektronen gefunden wurde, kennengelernt. Nun
wollen wir die Verallgemeinerung auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten kennenlernen.

Dazu sei (M™, g) eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei SO(M) das
zugehorige SO(m)-Hauptfaserbiindel der orientierten Orthonormalbasen. Nehmen wir
an M sei spin, d.h. es gibt einen Lift ®: Spin(M) — SO(M) von SO(M) bzgl. der
zweifachen Uberlagerung, vgl. Abschnitt IV.2.3. Nun bilden wir aus dem Spin(m)-
Hauptfaserbiindel Spin(M) — M und einer Darstellung p: Spin(m) — End(%,,), die

*Dirac, P. A. M. (1928). "The Quantum Theory of the Electron". Proceedings of the Royal Society
A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences. 117 (778): 610-624, http://www.math.ucsd.edu/
~nwallach/Dirac1928.pdf
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IV.4. Dirac-Operatoren

im Prinzip die Cliffordmultiplikation auf einem komplexen Vektorraum %, ist, aber die
wir noch genauer definieren werden, das assoziierte Vektorbiindel S:=Spin(M) x, X,
Dieses wird Spinorbindel genannt. Der Levi-Civita-Zusammenhang auf T'M induziert
einen Zusammenhang T,SO(M) = Q,SO(M) @ T,(SO(M))~py auf SO(M) wie in
Abschnitt IV.2.4.1. Mittels Q,Spin(M) = (d,®) "' Qap(-ySO(M) erhalten wir so einen
Zusammenhang auf Spin(M) — das ist eine allgemeine Konstruktion mit der man aus
jeder A-Transformation (]5, f) eines G-Hauptfaserbiindels P, wie in Definition IV.2.21,
einen Zusammenhang auf P erhilt:

Lemma IV.4.1. Sei Q € Grm(TP) ein Zusammenhang auf P und (Q, f) eine A-
Transformation von P. Dann ist Q.P:=(d, f)~ Qf(r)P ein Zusammenhang auf P.

Beweis. Wegen mpo [ = mp gilt Tr(Pﬂﬁ(r)):(de)*le(T) (Pryp(£(ry)) und damit T, P =
Q,Pa® TT(P,TP(T)). Es bleibt noch die Kompatibilitdt mit der Rechtswirkung zu iiber-
priifen:

~ _ foRpL=R Lof _
Ry (QrP)=d, Ry ((d, /) ' QsnP) =" (drnf) " d sy Raeny@ ) P

( rhf) 1Qf P thP O

Wir haben also nun einen Zusammenhang auf Spin(M). Wie in Ubungsaufgabe 30/Be-
merkung IV.2.36 erhilt man dann einen induzierten Zusammenhang auf dem assoziierten
Biindel — dem Spinorbiindel.

Man kann nachrechnen, dass S mit diesem Zusammenhang der Cliffordmultiplikation
und der induzierten Biindelmetrik ein Diracbiindel wie in Definition I11.4.27 und damit
ist D = cl(ei)Vfi ein Dirac-artiger Operator — der klassische Diracoperator einer
Riemannschen spin Mannigfaltigkeit.

Es fehlt noch die Darstellung p: Spin(m) — End(X,,):

Bemerkung IV.4.2. Sei V ein Vektorraum mit einer nicht-entarteten Bilinearform
(.,.). Die Cliffordmultiplikation cl: V' — End(W) (also cl(v)cl(v) = —(v,v)Id) kann
auch hintereinander ausgefithrt werden, d.h. Sie erweitert sich auf

d: QV=ReVe(lVeV)eVaVaV)e.. —EdW)

und es gilt cl(v ® w + w ® v + 2(v, w)Id) = 0. Damit verschwindet cl auch auf dem
Ideal Z, welches von dieser Relation erzeugt wird. Den Quotienten

C(V):=Cl(V, q): @vm/z

nennt man Cliffordalgebra von (V,{.,.)) (Die Algebrastruktur wird von der Ten-
soralgebra @V geerbt). Also kann die Cliffordmultiplikation auch als Abbildung
cl: C(V) — End(W) betrachtet werden. Des Weiteren ist [[a], [b]]:=[a ® b — b ® q] fiir
a,b € @, VE* (also [a],[b] € C(V)) in C(V) abgeschlossen und man kann nachrech-
nen, dass die Jacobiidentitét gilt — wir haben also eine Lieklammer auf C(V'). Wir
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IV. Hauptfaserbiindel

schreiben fiir Elemente in C(V) in Zukunft '®’ nicht mehr mit. C'(V') besitzt einen

anti-Automorphismus a = ¢;, ...¢;, > al = €;, - - . e, fiir eine Orthonormalbasis von
(V,{(.,.)) mit (ab)® = btal.

Beispiel IV.4.3. [Cl(n):=Cl(R", geuc)] Man kann nachrechnen, dass

k

C1(2k) =End(C%" =: D)
Cl(2k + 1) :End((CQk : 22k+1) D End((CQk =: 22k+1)

mit folgender Cliffordmultiplikation: Auf ¥; = C sei cl(e1)¢:= — i¢ und auf 31 = C sei
cl(er)¢p:=i¢. Der Rest wird induktiv definiert:

(i) Sei n gerade: Wir setzen X, 1:=%,41:=%,. Fir k& = 1,...,n definieren wir
cl(er)|s, 4 =cl(ex)]s, und cl(e)ls; ,, = —cl(ex)ls, . Weiterhin sei cl(en+1)[s,,, 0:=ic
und cl(en+1)|2n+10:: —io.

(ii) Sei n ungerade: Wir setzen X, 11:=%,, & 3, mit der Cliffordmultiplikation
Cl(ek)(al,02)32(‘31(61«)01,a(€k)02) k=1,....n
cl(ens1)(o1,02):=(—02,01)

Mit diesen Cliffordmultiplikationen sind die Gleichheiten am Anfang Algebrenisomor-
phismen.

*

Bemerkung IV.4.4 (Konstruktion der Spin-Gruppe).

(i) Ist e; eine Orthonormalbasis von (.,.)q, d.h. g(e;,e;) = £6;; (¢ muss also nicht
entartet sein, aber nicht unbedingt positiv definit). Dann ist die durch

ciey A Aeg, € AVi=@pso AV s cl(e,) - cl(es,) € C(V)

erzeugte lineare Abbildung ein Vektorraumisomorphismus.

Man beachte, dass ¢ kein Algebrenisomorphismus ist, da 0 = ¢(0 = e; Aey) #
c(el)c(el) = —1 ist.

spin(V):=c(A2V) C C(V) ist unter der Lieklammer von C(V) ebenfalls abge-
schlossen und damit eine Lieunteralgebra von C'(V).

(ii) Die Abbildung 7: a € A%(V) — (v = [a,v]:=c(a)cl(v)—cl(v)c(a)) € Hom(V,C(V))
ist ein Isomorphismus aufs Bild o(V) € Hom(V, V) C Hom(V, C(V)).
(iii) Definition der Spingruppe zu (V,(.,.)): Spin(V'):=exp spin(V).

(iv) Mit 7(a)v = [a,v] kann man nachrechnen, dass

(exp7(c(b))) v = (expb)v(expe b) ™!
—_———

€SO(V)

fiir b € A2V gilt. Damit wird

*Wir verzichten hier auf die Beweise, insbesondere (i)-(iv) kann man direkt elementar nachrechnen.
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spin(V) —25 o(V)

exp l l exp

Spin(V) —7— SO(V)

mit 7: Spin(V) — SO(V), 7(a)(v) = ava', kommutativ.

(v) Fiir dimV > 1 ist 7 eine zweifache nichttriviale Uberlagerung. Damit ist Spin(V)
fiir positiv definite (., .) kompakt und zusammenhangend (da dann SO(V') kompakt
und zusammenhéngend ist). Fiir dimg V' > 3 ist Spin(V') einfach zusammenhén-
gend und damit die universelle Uberlagerung von SO(V).

(vi) Ist v; eine Orthonormalbasis von (V,(.,.)), gilt Spin(V') = span{v;, ... v, | k €
N}.

(vii) Die Einschréankung der Cliffordmultiplikation auf Spin(V) ist eine Darstellung von
Spin(V). Wir brauchen im Folgenden nur noch p:=cl: Spin(k):=Spin(R¥, geye) —
Cl(k) mit der Darstellung von Cl(k) wie in Beispiel 1V.4.3.

Beispiel IV.4.5. (i) Spin(2) & S! = U(1) mit 7: S* = Spin(2) — S! = SO(2),
z s 22

(ii) Spin(3) = SU(2), vgl. Beispiel 1V.2.23.
(iii) Spin(4) = SU(2) x SU(2)
Lemma IV.4.6. Fliir das Spinorbiindel von oben gilt
1
RS(X,Y)s = -1 zk: C(R(X,Y )er)cller)s

fir einen lokalen Orthonormalrahmen e; und R der Krimmungstensor von (M, g). Ins-
besondere ist R%s = iscalgs. Die Weitzenbockformel fiir den klassischen Diracoperator
ist also

1
D? =A% + zscalg
und wird Schrodinger-Lichnerowicz-Formel genannt.

Folgerung IV.4.7. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche spin Mannigfaltigkeit
mit positiver Skalarkriimmung. Dann hat der klassische Diracoperator keinen Kern.

Beweis. Sei s € kerD. Dann ist 0 = D?s = As + %scalgs, also
2 1 2
0= |Vs|“dvol, + —scalg|s|*dvoly, > 0
M m 4

und es folgt s = 0. O
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Beispiel IV.4.8 (Spinorbiindel und Diracoperator auf S2). * Wir betrachten die Sphiire
52 mit der Standardmetrik und sphérischen Koordinaten, also g = r2df? + 2 sin? 0d¢?.

(1)

(i)

(iii)

S? hat eine eindeutige Spinstruktur - das Spin(2)-Haupfaserbiindel iiber S? ist
das Hopfbiindel.

Spinorbiindel: S:=Spin(S5?) x, ¥a

Es rechnet nach, dass ¥5 = C? mit p(z) = diag(z, z) ist. Um S zu bestimmen,
rechnet man die Ubergangsfunktionen nach (Clutchingfunktionen wie in Ubungs-
aufgabe 8) und erhélt dann, dass S ein triviales Biindel ist. Deshalb kann man
einen Spinor auf S? einfach als Funktion ¢: S? — C2 verstehen.

Man kann direkt nachrechnen, dass
0 1 1 1 cotf 0 —i 1
D =i - —— | =i .

Man sieht, dass im Gegensatz zum Laplace auf Funktionen, ein konstanter Spinor
auf S? nicht im Kern des Diracoperators der Sphire ist, was konsistent mit der
letzten Folgerung ist.

ist.

*Details in https://juanitorduz.github.io/the-dirac-operator-on-the-2-sphere/
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A. Liegruppen und Wirkungen

A.1. Liegruppen

Definition A.1.1. Eine Gruppe G heifit Liegruppe, falls G eine glatte Mannigfaltigkeit
ist, fur die die Abbildungen

GxG—= G, (g,h)— gh
G — G, g gt

glatt sind.

Beispiel A.1.2. Beispiele fir Liegruppen.

(i

(ii

(ii

) Gl,(R):={A € Mg(n xn) | det A+ 0} C Mg(n xn)=R" und Gl,(C) Cc R2"’
) R™ mit der Addition als Gruppenoperation

) O(n) [2, Beispiel 1.1.6.v] , SO(n), U(n), SU(n).

) Sind G und H Liegruppen, dann auch G x H, wobei die Gruppenstruktur durch
(g1, k1), (g2, h2)) = (9192, h1ha) gegeben ist.

(iv

(v) Es gibt auch Liegruppen die keine Matrixgruppen sind, z.B. ein Quotient der
Heisenberg-Gruppe durch eine gewisse normale Untergruppe” und die metaplek-
tische Gruppe'. Da konkret bei uns nur reelle oder komplexe Matrixgruppen
auftreten werden, reicht es bei einer Liegruppe immer an eine Untergruppe von
Gl (R) bzw. Gl,.(C) zu denken.

Lemma A.1.3. Sei G eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer Gruppenstruktur, so dass
G x G — G, (g,h) — gh™* glatt ist. Dann ist G eine Liegruppe.

Definition A.1.4. Ein glatte Abbildung zwischen Liegruppen, die gleichzeitig ein
Gruppenhomomorphismus ist, nennen wir einen Liegruppenhomomorphismus. Ist ein
bijektive Abbildung und sein Inverses jeweils ein Liegruppenhomomorphismus, dann
nennen wir diesen Liegruppenisomorphismus.

1 a ¢ 1 0 m
*Die Gruppe 0 1 b])labceR / 0 1 m ’m € Z p ist eine dreidimensionale
0 0 1 0 0 1

Liegruppe, die keine Matrixgruppe ist.
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic_group
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A. Liegruppen und Wirkungen

A.1.1. Tangentialraume von Liegruppen und Liealgebren

Sei G eine Liegruppe. Fir h € G sei Ry: G — G, g — gh bzw. Lp: G — G, g — hg.
Dann ist dg Ry : TyG — TG bzw. dgLy,: TyG — T}4G ein Vektorraumisomorphismus.
Wir beschrénken uns im Folgenden zumeist auf die Linkswirkungen Ly,.

Lemma A.1.5. Seiv € T1G. Dann definiert X, (h) = d1Lp(v) ein glattes Vektorfeld
auf G.

Beweis. Esist X,,: G — TG mit X, (h) € Tp,G. Um zu zeigen, dass X, glatt ist, reicht
es zu zeigen, dass X,(f) € C(G) fiir alle f € C*°(Q) ist, vgl. [3, UA 15]: Es gilt

Xo(f)(h) = dnf(Xo(h)) = dn f(diLn(v)) = di(f o Ln)(v) = V(f o Ln),
wobei V ein glattes Vektorfeld auf G mit V(1) = v ist. O

Definition A.1.6. Ein glattes Vektorfeld X auf G heift linksinvariant falls (Lp). X =
X fiir alle h € G gilt, also ((Lr)«X)(9):=(dgLr)(X(g)) = X (hg) fir alle g, h € G. Die
Menge g aller linksinvarianten Vektorfelder auf G nennen wir Liealgebra der Liegruppe

G.

Bemerkung A.1.7. Die linksinvarianten Vektorfelder auf G sind genau die Vektor-
felder, die wie in Lemma A.1.5 entstehen. g ist ein Vektorraum. Da (Lp).[X,Y] =
[(Lp)«X, (Lp).Y] fir alle X,Y € g, vgl. Pushforward in Tabelle B.1, gilt, ist die
Liealgebra unter der Lieklammer abgeschlossen.

Folgerung A.1.8. Die Liealgebra g einer Liegruppe G ist als Vektorraum isomorph zum
Tangentialraum T1G ans Einselement. Insbesondere gilt dimg = dim 717G = dim G.

Wir werden oft diesen Isomorphismus 77 G = g implizit nutzen ohne es dazuzuschreiben.
Beispiel A.1.9.

(i) Es ist T1q,Gl(n,R) = Mat(n,R) =: gl(n,R). Fir A € Mat(n,R) ist X4(h €

Gl(n,R)) = dia, Ln(A) = lim; o Lh(ld"“‘?_Lh(Id") = hA das zugehorige links-

invariante Vektorfeld. Auch fiir alle Matrixgruppen G C Gl(n,R) ist somit das
linksinvariante Vektorfeld zu A € T4, G C gl(n,R) gleich X4l¢.

Damit ist auch insbesondere [X,Y] = XY — Y X (als Matrixmultiplikation) fiir
X,Y € g C gl(n,R) — Wir rechnen das in lokalen Koordinaten nach: Es ist
[Xa,Xp] = (XY 8;;23 . 8);; )0zi. Wir wéhlen als Koordinaten die einzelnen

Eintrige h? der Matrix und haben damit X4 = hi?Aiah]_' sowie

9(hsBY) O(hs AY)

_ k A7 r~s) _ pkpi r°°s

(X4, Xp] = (bt Aki@h{ hkBI o
= (hFA}6,:6% BY — h¥B] 5,67 A*)Opu

= hi(A;BY — By AY)Opw = h(AB — BA) = X ap_pa.

)

r

Ist g abelsch, ist damit insbesondere die Lieklammer die Nullabbildung.
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(ii) Man kann weiterhin nachrechnen, dass

=T1a,Sl(n) = {A € gl(n,R) | TrA = 0}
o(n):=T, O(n) = {A cgl(n,R) | A= —-AT}

sl(n):
(n):

so(n):=Tiq,SO(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT , Tr A = 0} = Tiq,O(n) = o(n)
(n):
(n):

n

=Tia,U(n) = {A € gl(n,C) | A= —-A"}
Tia, SU(n) = {A € gl(n,C) | A= —AT Tr A =0}

un

su(n

Definition A.1.10. Sei X € g. Wir betrachten (vgl. [3, Ubungsblatt 12]) die gewdhn-
liche Differentialgleichung fiir yx: R — G

Ax(t) = X(vx(t)), 7x(0) =1. (A1)

Diese hat eine eindeutige Losung vx mit Definitionsbereich R. Wir definieren die
Exponentialabbildung von G als

exp: g = G, X — yx(1).
Bemerkung A.1.11.

(i) Es gilt $yx(st) = syx(st) = sX(vx(st)) und wegen Eindeutigkeit der Losung
damit vsx (t) = vx (st).

(ii) Ist G C GL(n,R) eine Untergruppe fir ein n grofl genug, dann ist g C gl(n,R).
Dann liest sich (A.1) fir A € g: % exp(tA) = Aexp(tA) und damit ist exp A =
ro A"
Folgerung A.1.12. Es gibt eine offene Umgebung U von 0 € g, so dass exp |y ein
Diffeomorphismus aufs Bild ist.

A.1.2. Lie-Untergruppen

Definition A.1.13. Seien G und H Liegruppen und ¢: H — G ein Gruppenho-
momorphismus und eine Einbettung. Dann nennen wir H eine Lie-Untergruppe von

G.

Satz A.1.14. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G . Dann ist
H eine Lie-Untergruppe von G mit Liealgebra h:={X | exp(tX) € H fir alle t € R},
wobei exp die Exponentialabbildung von G ist. Insbesondere ist die Exponentialabbildung
von H die Einschrinkung von exp auf b.

Folgerung A.1.15. Fir eine Matrizuntergruppe ist die FExponentialabbildung exp
damit genau die von Gl(n,R) eingeschrankt auf die Liealgebra der Untergruppe.
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A. Liegruppen und Wirkungen

A.1.3. Zwei wichtige Darstellungen

Lemma A.1.16. Sei ¢: G; — Go ein Liegruppenhomomorphismus. Sei 1. : g1 — g2,
X — . X, wobei . X das linksinvariante Vektorfeld mit . X (1 € Ga) = d1y(X (1))
ist — also (. X)(g) = di1Lg(drp(X(1))).”

(i) Dann ist 1, ein Liealgebren-Homomorphismus, d.h. es ist eine lineare Abbildung,
die mit der Lieklammer kommutiert, also ¥.[X,Y] = [¥. X, . Y].

(ii) Dann ist
P(exp X) = exp(4. X)

fiir alle X € g;.

Beweis zu (%). Setze v(t):=¢(exp(tX)). Dann ist v(0) = (1 € G1) =1 € G2 und
nach Definition der Exponentialabbildung reicht es 4(¢) = ¥, X (y(¢)) nachzurechnen:

d of. ex
3(0) = desieny 55 500030 ) P g 6 X exp(1))

linksinv.
= dexp(tX)w(dlLexp(tX) (X(]')))

Liegr.hom

= dl (’(/} o Lexp(tX))(X(1>) = dl (Lw(exp(tX)) o 1/J)(X(1))
= d1Lyp(exp(ex)) (X (1)) = diLyexpex)) (¥ X (1))

linksinv.
=" X (Y (exp(tX)) = X (4(1)) H
Fiir a € G betrachten wir die Konjugation
ha: g € G+ halg):=aga™' € G.

Das ist ein Liegruppenisomorphismus und es gilt hy o hy = hyq sowie hy = Ly 0 Ry-1 =
R,-10L,. Nach letztem Lemma ist (hy)s: g — g linear und bijektiv - also (h, ). € Gl(g).
Insbesondere ist (hp)x © (he)sx = (hpa)«-

Definition A.1.17. Die Abbildung
Ad: a € G (hy)« € Gl(g)
heifit adjungierte Darstellung von G.
Wegen Ad(a)Ad(b) = Ad(ab) ist Ad insbesondere eine Gruppendarstellung’.
Beispiel A.1.18. Nach Beispiel A.1.9.i gilt Ad(g)(X) = gXg~! fiir G C Gl(n,R).

*Beachten Sie: Im Gegensatz zum Pushforward in Tabelle B.1 muss hier 1 i.A. kein Diffeomor-
phismus sein. Wenn es es ein Diffeomorphismus ist, entspricht es dem Pushforward eingeschrankt auf
linksinvariante Vektorfelder.

TDarstellung einer Gruppe = stetige Abbildung p: G — GI(V) fiir einen Vektorraum V mit
p(a)p(b) = p(abd) fir alle a,b € G.
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A.1. Liegruppen

Lemma A.1.19. Die Ableitung
ad:i=d1Ad: T'G = g — T1Gl(g) = gl(g) = Hom(g, g)
erfillt ad(X)(Y) = [X,Y] wund heifit adjungierte Darstellung der Liealgebra g.

Beweis. Man benutzt die geometrische Interpretation der Lieklammer, vgl. UA 31. Fiir
G ist der Fluss von X € g durch

D,(9):=®(g,t) = g - exp(tX) = Ly(exp(tX)) = Rexp(tx)9
gegeben, denn es gilt ®(g,0) = g und
®(g,1) = di Lg(X (exp(tX))) = X (Lg exp(tX)) = X(D(g,1)).
Also ist

d d
[X7 Y] = %|t:0d¢-t(1)q)7t(y(q)t<1))) = %|t:0dexp(tX)Rexp(7tX)(Y(exp(tX)>)

links.inv

d
= %|t:0dexp(tX)Rexp(ftX)dlLexp(tX) (Y(l))
d
= %|t:od1Ad(eXP(tX))(Y) = ad(X)(Y). O

Da Gl(g) auch einfach nur eine Matrixgruppe ist, ist die Lieklammer wie in Bei-
spiel A.1.9.i gegeben und wir haben mit der Jacobi-Identitdt, vgl. Tabelle B.1,

[ad(X),ad(Y)}(2) = ad(X)(ad(Y)(2)) — ad(Y)(ad(X)(Z))
= ad(X)([Y, Z]) — ad(Y)([X, Z])
=

ad
:[Xv [KZ” Y, [X’Z]]:[Xa [KZ]]+[Y)[Z7X]]

= _[Z7 [X,Y]] = [[X,Y],Z] = ad([X7Y])(Z)'

Also ist ad insbesondere eine Darstellung der Liealgebra g.*

A.1.4. Killingform
Definition A.1.20. Sei g eine Liealgebra (tiber K = R, C). Die Bilinearform

K:gxg—K, (X,Y)~ Tr(ad(X) oad(Y))
heifit Killingform von g.
Satz A.1.21.
(i) K ist Ad-invariant, d.h. K(Ad(a)X,Ad(a)(Y)) = K(X,Y).

*Darstellung einer Liealgebra = stetige Abbildung p: g — gl(V') fiir einen Vektorraum V mit
[p(X), p(Y)] = p([X, Y]) fiir alle X,V € g.
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A. Liegruppen und Wirkungen

(ii) K ist genau dann nichtentartet, wenn g halbeinfach”
(iii) Ist G kompakt und halbeinfach, dann ist K negativ definit.

Folgerung A.1.22. Ist G kompakt und halbeinfach, dann definiert
Ya(X(a),Y(a)):=— K(X,Y) fir X,Y € g

eine Riemannsche Metrik v auf G. Fir eine solche Metrik v stimmt die Exponentialab-
bildung fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit der Exponentialabbildung fir G als
Liegruppe tiberein.

Beispiel A.1.23.
(i) Ist G abelsch, ist K = 0.
(i) Fir gl(n,R) ist K(X,Y) = 2nTr(XY) — 2Tr(X)Te(Y).
(iii) Ist G C Gl(n,K) einfach, dann ist K(X,Y) = cTr(XY) fiir geeignetes ¢ € R.
(iv)

K(X,Y)=2nTr(XY)
o(n) K(X,Y)=(n-2)Tr(XY)
K(X,Y) = 2nTx(XY)

A.2. Gruppenwirkungen

Definition A.2.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Lie-Gruppe. Eine glatte
Abbildung ¥: G x M — M heifit linke bzw. rechte G-Wirkung von G auf M, falls

(i) ¥(1,z) =z fur alle z € M und

(ii) (g, ¥ (h,x)) = ¥(gh, ) fir die Linkswirkung bzw. (g, ¥(h,z)) = U(hg,x) fir
die Rechtswirkung fiir alle g,h € G, x € M

gilt. Das Tripel (M, G, ¥) heifit (linke bzw. rechte) G-Mannigfaltigkeit. Fir g € G, sei
U,: M - M,z U(g,z), die induzierte Abbildung auf M. Wir schreiben auch auf
kurz ¥(g,z) = g -z bei einer Linkswirkung und ¥(g, x) = x - ¢ bei einer Rechtswirkung.

*g heilt einfach, falls g nicht abelsch ist und auBlerdem g aufler dem Nullraum und sich selbst
keine weiteren Ideale enthélt (Ideal i C g = Unterliealgebra mit [X,Y] € i fiir alle X € gund Y €1.)
g heifit halbeinfach, falls g direkte Summe einfacher Ideale ist. Das ist genau dann der Fall, wenn g
keine nichttrivialen abelschen Ideale enthilt.

G heiit (halb-)einfach, falls g (halb-)einfach ist. Beispiele: SU(n) fir n > 2, SO(n) fir n > 2, SL(n, K)
fur
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A.2. Gruppenwirkungen

Bemerkung A.2.2.

(i) Seit: (g,2) € Gx M — (g7, 2) € G x M. Ist ¥ eine Linkswirkung, dann ist
U o ¢ eine Rechtswirkung.

(ii) Bei abelschen Gruppen gibt es keinen Unterschied zwischen Links- und Rechts-
wirkungen.

(ili) Esist W0 W, 1 = W = Idy. Damit ist ¥, ein Diffeomorphismus auf M. Des-
halb kénnten wir in Definition A.2.1 Bedingung (i) und (ii) auch durch folgende
Forderung ersetzen: Die Abbildung g € G +— ¥, € Diff(M) ist ein Gruppenho-
momorphismus fir Linkswirkungen bzw. ein Gruppenantihomomorphismus fiir
Rechtswirkungen.

Beispiel A.2.3.

(i) Der Fluss ®: R x M — M eines beschrankten Vektorfeldes X € X(M) auf einer
vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist eine Wirkung von R auf M -
sowohl eine Links- als auch Rechtswirkung, da R abelsch ist.

(ii) Ist V ein Vektorraum und p: G — GI(V) eine Darstellung. Dann ist ®: (a,v) €
G xV + p(a)v € V eine Linkswirkung.

(iii) L: G x G = G, (h,g) — Li(g) = hg ist eine Linkswirkung von G auf sich selbst.
Analog kénnen wir eine Rechtswirkung von G auf sich definieren. Die Konjugation
VU(a,g) = aga~?! ist eine Linkswirkung von G auf sich selbst ((a, g) — a~'ga wire
eine Rechtswirkung).

Sei G eine Liegruppe. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G und damit eine
Lieuntergruppe von G nach Satz A.1.14. Sei G/H:={[g]:=¢gH | g € G} die Menge der
linken Nebenklassen modulo H und 7: G — G/H, g — gH, die kanonische Projektion.
Die Abbildung

{:GxG/H—G/H, (9,kH)w— gkH

definiert eine Linkswirkung von G auf G/H:

Satz A.2.4. [1, Satz 1.24] Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G.
Dann trigt G/H eine eindeutig bestimmte Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass

(i) die kanonische Projektion m und die Wirkung ¢ glatt sind und

(ii) fir jeden Punkt [g] € G/H existiert eine Umgebung Ug C G/H und eine glatte
Abbildung s: Uy — G mit o s = id|y,,,

ist.

Definition A.2.5. In der obigen Situation nennen wir den Quotienten G/H, ausge-
stattet mit der eindeutigen Mannigfaltigkeitsstruktur von oben, homogenen Raum.

Folgerung A.2.6. Mit obiger Mannigfaltigkeitsstruktur wird 7: G — G/H zu einem
Faserbiindel mit Fasertyp H und s ist ein lokaler Schnitt in diesem Biindel.
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A. Liegruppen und Wirkungen

Beweisskizze. Mit dem Satz zuvor bleibt es, aus s eine lokale Trivialisierung zu kon-
struieren: ¢: 7= (Upy)) € G — Ujy x H, ¢(9) = (9H, (s(gH))'g). Da wo s = Id ist,
gilt s(gH) = gh fiir ein h € H und damit s(gH))"'g = h € H. Es gilt pr; o ¢ = 7 und
¢ ist ein Diffeomorphismus mit ¢~ (gH, h) = s(gH)h. O

Beispiel A.2.7.

(1)

(iii)

108

Sei V4(K") die Menge aller d-Tupel orthonormaler Vektoren (=orthonormale
d-Beine) in K". Man kann V4(R") bzw. V4(C") mit dem homogenen Raum

0,(R)/Oy_4(R) bzw. U,(R)/U,_q(R)

identifizieren. Damit wird auf V4(K”) mit Hilfe des letzten Satzes eine To-
pologie bzw. Mannigfaltigkeitsstruktur induziert - wir nennen V;(K") Stiefel-
Mannigfaltigkeit. Spezialfall: V1 (R") = S~ und V;(C") = 271,

Sei G4(K") die Menge aller d-dimensionalen Untervektorrdume des K". Man kann
G4(R") bzw. G4(C") mit dem homogenen Raum

O, (R)/(Ou(R) x O,_4(R)) bzw. Uy (R)/(Ua(R) x Uy_a(R))

identifizieren. Damit wird auf G4(K") mit Hilfe des letzten Satzes eine Topolo-
gie bzw. Mannigfaltigkeitsstruktur induziert - wir nennen G4(K") Grafimann-
Mannigfaltigkeit. ( Spezialfall: G (K") = KP"~1.)

Die Projektion 7: V,(K9) — G,,(K9), die jedem d-Tupel orthonormaler Vektoren
in K¢ den durch diese Vektoren aufgespannten Untervektorraum von K¢ zuordnet,
ist glatt und die Topologie auf G,,(K?) stimmt mit der Quotiententopologie bzgl
7 iliberein.

Es ist S? 2 U(1). Weiterhin ist S® = SU(2), da

(21,20) € 82 C C? > < A1 22) € SU((2) = {(_‘lb 2) ’ la|® + |b]*> = 1}

—Z2 2

ein Diffeomorphismus ist. Es ist nun

st = {<eoa e_om>} c SU@2)

ein Untergruppe, die auch abgeschlossen und damit eine Lieuntergruppe ist. Die
Projektionsabbildung in den zugehérigen homogenen Raum S® — S3/S! gibt
genau die Hopffaserung von oben: Denn betrachtet man als S'-Wirkung auf

SU(2)
gio [ @ b\ [ €% e @b
-b a) \—e b eiag )’

entspricht das auf der S3-Seite genau unserer S'-Wirkung.



A.2. Gruppenwirkungen

Definition A.2.8. Eine Wirkung U: G x E — E, (g,¢e) — e x g, heifit eigentlich, wenn
fiir die Abbildung G x E — E x E, (g,¢e) — (e,e x g), Urbilder kompakter Mengen
wieder kompakt ist.

Satz A.2.9. [8, Thm 21.10] Sei U eine freie und eigentliche freie Wirkung einer
Liegruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M, dann existiert auf dem topologischen Raum
M/G eine eindeutig bestimmte glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, in der die kanonische
Projektion m: M — M/G eine Submersion ist. Fir jeden Punkt [g] € M/G existiert
eine Umgebung Ulg] C M /G und eine glatte Abbildung s: Ulg] — M mit wos = id|yg.
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B. Ubersicht - Operationen auf Differentialformen

lokale Def. Eigenschaften (abstrakt definierende Eigenschaften sind blau) Ref.

2" lokale Koord. auf U ¢ M, y* auf V C N fifirin, Xt € C®(M),X, X;,Y € X(M)

FU)CV,p(U)=V M), w € (M), B € QI(M),
F e C®(M,N), v € Q¥N),neQ(N), ¢,¢ € C=(M,N) Diffeos.

F* Pullback F*: QF(N) — QF(M) F*(fir.andy™ A ... ANdy'™) o (F*y)p(X1(p), .-+, Xi(p) = vr(p) (dp F(X1(p)), - - - d,F(Xk(p))) | [2,S. 108]

= (fiy.ip o F) 2L - 2L i A Adadt | @ F*f=foF

o F*(aNB) = F*aANF*f3
R Pushforward ¢y X(M) — X(N) G (X'0pi) = X’%é‘)y, o (0. X)(p) = dyg-1(,)d(X (671 (p)))
«0.(1X) = (fod D(6.X)
< (X)) = X(fop)oo!
e, 0 X = (o)X
d duBere Ableitung d: QF(M) — QFFL(M) d(fi,..ipdx A .. odx') o d ist R-linear [2, 8. 108]
fiir alle k > 0 = Yt oo Ndat A dait o df(X) = X(f)"
e d(aAp)=(da)A B+ (-1)Fandp
ed’=dod=0
e [*od=doF*
L inneres Produkt, 1 X(M) x QF(M) — QFY(M) | txan,0 (fiy. ipda®™ A...da') o ¢ ist C°°(M)-bilinear
(auch Kontraktion genannt) fiir alle k > 1 =Xf; i 0ddatt AL Adzii AL Adat | e (Lxa) (X, Xp) = a(X, Xo, ..., Xi)

o ix(anB)=(xa) AB+ (—1)FfanixB
o Za=0

weiter auf niachster Seite

TTI

*Das sagt einfach nur, dass d auf C* (M, R) = QO(M) einfach durch die Tangentialabbildung df gegeben werden soll. Um das in der Notation
zu unterscheiden, benutzt man hier die alternative Schreibweise als Derivation.
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) | Lieklammer | [.,.]: (M) x X(M) — X(M) | [X?0yi,Y?9,] o [X,Y](f) = X(Y(f) - Y(X(f)) [2, UA 24]
= (X5 —YiZH)0, | o [X,Y],Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (Jacobi-Identitit)
* 0. [X, Y] =[.X,0.Y]
o da(X1,. .., Xi) = 3, (1) X ((Xn, ..o, Xiy o, X))
+ 3 (1) ag [X X[],Xl,“.,XZ,.“,X[,“.,X,C)* [2, Lem. 11.10.23]
£ | Lieableitung | £: X(M) x QF(M) — Q*(M) o Lya=4|_odal
o Lxf=X(f)

o Lx(aAB)=aANLx(B)+Lx(a)Ap
e Lxod=doLlx

oLy =doix +ixod

o Lyxa= fLxa+df Nixa

Tabelle B.1.: Operationen auf Differentialformen und Vektorfeldern auf M

*Das 7 bedeutet, dass dieser Eintrag ausgelassen wird.
T®,; ist der Fluss des Vektorfeldes X, vgl. [2, UB 12].

UOULIOJ[RIFURIOPL(] Je usuonerod() - JypIsOq() g
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lokal
(+Linearitét)

Eigenschaften (abstrakt definierende Eigenschaften sind blau)

peM, f, fi i, X' € C®(M),X,Y € X(M)
a,a; € Q¥ (M) w € QFFL(M), B € QU(M), n € @k (M)

F e C™(M,N),yeQN),neQ(N) 7

Ref.

b Herunterziehen von Indizes b: X(M) = QM) | (X (@)0pa)’ = X(2)gai(x)da’ o X'(Y) =g(X,Y) 2, Bsp. 11.10.12]
# Erhéhen von Indizes £ QU M) = X(M) | (filz)dae')t = fi(2)g" ()0, e a(Y)=g(ahY) 2, Bsp. 11.10.12]
grad Gradient grad: C=(M) — X(M) | gradf = g”(z)%i}w o gradf = (df)* [2, UA 31]
§ | formal adjungierter Operator zu d | §: QF(M) — QF=1(M) . ((;(l.hj)Lz = (a,0w) " S. 31
e 32=0
div Divergenz div: X(M) = C®(M) | div(X*(2),a) = (det gij)~/20ya ((det gi)/2 X ) o d(1xdvoly) = div(X)dvol, (auch falls dvol, nur lokal wohldef. ist)
o Ly (dvoly) = div(X)dvol,
A (Hodge-)Laplace A QF(M) — QF(M) o A=d§+dd=(d+0)? 2, Bsp. 111.1.10]
Af = —(det gij) /20,0 ((det gij)/2g™ D, f) o Af = d&df = divgradf
* Hodge-Stern w2 QF(M) = Q=F(M) | #(dait A ... A da'*) o ist C°°(M)-linear

(fiir M orientiert)

= &g g e g/ det gldadt A LA dadmokt

o a A1 = gla, sp)dvol,

o wra = (~1)Hm-Rg

o g(xay, xaz) = g(ar, az)

o da=(—1)"*-D-lydxa

o (@) = (C1" DT 5 (0 A 5a)

UA 15

Tabelle B.2.: Operationen auf Differentialformen und Vektorfeldern auf einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)

“Fiir a; € QF(M) ist (a1, 0) p2:= fM g(a1,az)dvoly, wobei g hier die induzierte Biindelmetrik auf A*(M) ist.

tFir o: {1,...,m} = {1,...

, M} setzen Wir €,(1),... o(m) = sign(o), falls o eine Permutation ist, und sonst €(1),... o(m) = 0.
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C. Zusammenhange — VB vs. HFB

Aquivalente Beschreibungen von affinen Zusammenhingen auf einem K-Vektorbiindel 7: £ — M vom Rang r und dim M = m. (Die
horizontalen Tangentialrdume hatten wir auf Vektorbiindel nur in der Motivation fiir Zusammenhénge auf Hauptfaserbiindel definiert.):

Horizontaler Lift, vgl. UA 23, X € X(M) — X* € X(E) Horizontale Tangentialrdume QF € I'(Gr,,(TE))
(FX+Y) =(fom)X*+Y* Q.F = {X*(e) | X € X(M)} T.E=Q.E®T.Eye) = Q.E® Ey
droX*=Xom —_— T mit Projektion vere: T.E — Er ()
X*(Ae) = doSx(X*(e))* R — VerredoSy = Aver,

X*(e) := (dem: QcE — T,(F)ILT)’I(X(W(&)))

X*(e) = 7(0)
mit V,-),#M(iﬁe(t) =0

Yr(e) (0) = X((e))

affiner Zusammenhang, vgl. Abschnitt [11.2, V: X(M) x ['(E) — ['(E)
lin. in beiden Argumenten
Vixs=fVxs

_ Vx(fs) = fVxs+df(X)s

(Vas)(p):=vers(p)dps(X (p))

Ys(t) =0 (s € To(E))

= {4, 5(t1) = s(t2) - Vxsd = (wa)l (X)s§

Paralleltransport, vgl. Abschnitt TIT.2.1, ||, .. ¢ Ecr,) = By lok. Zusammenhangseinsformen, vgl. Abschnitt 111.2.17, w, € QY(U,, gl(r,K))
zu off. Uberd. {U,}, lok. Rahmen s& von E|y, , Ubergangsfkt. jias

—1 —1
Wa = PgaWallga + Haadiiga

*Sx: E— E, e \-e, ist die faserweise skalare Multiplikation.
fDazu muss man erst einmal Paralleltransport unabhiingig von einem Zusammenhang definieren, vgl. z.B. [10, S. 41].
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Wie soll man das folgende verstehen? Das unterliegende 'Bild’ in schwarz ist die Ubersicht iiber dquivalente Beschreibungen von
Zusammenhéngen eines Vektorbiindels von letzter Seite. Das farbliche behandelt die Frage, wie man die Definitionen anpassen
kann/muss, um einen Zusammenhang auf dem Hauptfaserbiindel GI(F) (und spéter allgemein auf Hauptfaserbiindel) zu definieren.

E~ GL(E)=:P — Was ist ein Zusammenhang auf P?
Horizontaler Lift X € X(M) — X* € X(P) Horizontale Tangentialrdume QP € I'(Gr,,(TP))
(X +Y) =(fom)X +Y" QeP:={X"(e) | X € X(M)} TP = QP O T, Pry)

— T
(\—//

X*(€) == (dem: QeP — Tr(ey M)~ (X (m(e)))

droX*=Xonm mit Projektion ver,,: T}, P+ T, Pr(y)

very.de Sy = Aver,

D~

lin. Strukt. auf £ ~ Gruppenwirk. auf P
Umschreiben der jeweiligen Bedingungen, vgl. néchste Seite

X*(e) i= 4(0)
mit v,;{w(e)(t)’:?e(t) =0
’.YW(F/)(O) = X(m(e))

P hat i.A. nur lok. Schnitte
affiner Zusammenhang V: X(M) x F(E’iﬁ [(E)
lin. in beiden Argumenten

Vixs= fVxs lokal

(Vas)(x):=very(q)des(X ()

Ys(t) =0 (s € Te(E))

= fy,1 5(t1) = 5(t2) 7 Vst = (wa)l (X)s5
Paralleltransport |7, ;,: Ety) = Eery) lok. Zusammenhangseinsformen Wa € )Ql(Uﬁf gl(r,K))
, 57) von Py,

chnitt s* = (s{,...,s
&

zu off. Uberd. {U,}, lok. =
ok fiir Matrixgruppen, also g C gl(r, K) wgE pgiwauﬁa + Hgid/iﬁa

(sonst vgl. Satz 3.2.32)

-, Ubergangsfkt. fi.s

GAH 'SA gA — oSugyuowtuesny )
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Aquivalente Zusammenhangsbegriffe fiir G-Hauptfaserbiindel P — M. Wihrend fiir Vektorbiindel die Beschreibung als affiner Zusam-
menhang meistens in Verwendung ist, ist es fiir Hauptfaserbiindel i.A. die Zusammenhangseinsform.

Horizontaler Lift X € ¥(M) — X* € X(P) Horizontale Tangentialriume QP € I'(Gr,,,(T'P))
(fX+Y) =(fom) X+ V" QeP:={X"(e) | X € X(M)} TP = QP & Ty r(p)
droX*=Xom —_— T mit Projektion very,: T, P +— T), Pr(p)
X*(p-g) = dpRy(X*(p)) - — QpoP = dpRy(Q,P)

X*(e):=(dem: QeP — Tr(eyM) ™ (X (m(e)))

Zusammenhangseinsform w € Q'(P; g)
wX)=X
Rjw = Ad(g~Hw

Wa = Spw
eachte Bem. 1V.2.34

lok. Zusammenhangseinsformen w, € Q'(U,, g)

zu off. Uberd. {U,}, lok. Schnitt s, von P|y,, Ubergangsfkt. fias
wg = Ad(,u;é)wa + dLHZi dpga
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