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1. Biindeltheorie — Faser- und
Vektorbiundel

1.1. Faserbuindel

Wir wollen in diesem Abschnitt Faserbiindel einfithren. Diese kann man als Verallge-
meinerung des Tangentialbiindels verstehen:

Sei M™ C R" eine glatte* Mannigfaltigkeit, z.B. M = 52 C R3. Dann ist der Tangenti-
alraum T, M ein Vektorraum fiir alle x € M und wir haben einen Vektorraumisomor-
phismus 7, : T, M — R™ (mit 7,,(0 € T, M) = 0). Andern wir x, dann &ndert sich auch
dieser Tangentialraum, aber in einer kontinuierlichen Weise.

TM:=UgecpT, M erhilt durch die Forderung, dass fiir eine Karte k: U C M — V C R™
auf M die Abbildung dk: TU = UyepT:M — TV 2V x R™, definiert durch dk(v €
T.M):=(z,d,x(v)), eine Karte von T'M sein soll, eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur.
So wird auch dort TM zu einer glatten 2m-dimensionalen Mannigfaltigkeit, vgl. [2,
Satz 1.3.15].

Allerdings ist eine Mannigfaltigkeit mit einer Zusatzstruktur: Wir haben eine surjektive
glatte Abbildung 7: TM — M, v € T,M — x € M. Desweitern gilt fir U C M klein
genug: Es gibt eine Karte k: U C M — V C R™ und 7= 1(U) = TU ist mittels der
Abbildung (k! x idgm ) o dk isomorph zu U x R™ — diese Eigenschaft heifit lokal trivial.
Diese Zusatzstrukturen machen T'M zu einem sogenannten Faserbiindel — speziell
nennen wir TM Tangentialbiindel von M:

Definition 1.1.1. Sei w: ' — M eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltig-
keiten und sei F' eine Mannigfaltigkeit. Dann ist w: E — M ein Faserbindel mit dem
Fasertyp F, falls es eine offene Uberdeckung {U,}, von M und Diffeomorphismen
bo: T 1 (Uy) — Uy X F gibt, so dass pry o ¢, = 7 (Man sagt: @, ist fasertreu) gilt.

Der Raum FE heifit Totalraum, M Basisraum, 7 ist die Projektion und F der Fasertyp
der Faserung. E, = 7~ 1(x) C E ist die Faser iiber x € M und (U,, ¢,,) ist eine lokale
Trivialisierung tber Ul,.

Gegeben zwei Faserbiindel 7;: E; — M, i = 1,2 mit Fasertyp F'. Eine glatte Abbildung
®: Fy — FE, heifit Faserbiindelmorphismus, falls es eine Abbildung ¢: My — My
mit m 0 ® = ¢ o m; gibt. Man sagt auch, ® ist ein Faserbindelmorphismus tber ¢.
Ist My = M5 und @ auf allen Fasern sogar ein Diffeomorphismus (also insbesondere

*Ab sofort sind bei uns Mannigfaltigkeiten und Abbildungen immer glatt — aufler wir sagen es
explizit dazu — und wir schreiben das glatt i.A. nur noch hinzu, um es hervorzuheben.
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Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung (eines Teils) eines Faserbiindels. In griin

steht jeweils dabei, was die einzelnen Punkte fiir unser Beispiel TM™
von oben waren.

¢ = id), so nennt man ® Faserbiindelisomorphismus und die entsprechenden Faserbiindel
isomorph.

Ein (glatter) Schnitt ist eine glatte Abbildung s: M — E mit 7 o s = id. Die Menge
aller glatten Schnitte bezeichnen wir mit I'(E).

Beispiel 1.1.2.

(i)

(iv)

T=pr,

(Triviales Faserbiindel) E = M x F" — " M (jedes dazu isomorphe Faserbiindel
nennen wir auch trivial) Ein glatter Schnitt in E entspricht dann einfach einer
glatten Abbildung M — F'.

Ist die Faser diskret, also dim F' = 0, so nennt man das Biindel Uberlagerung.
Mébiusband Setze E:=[0,1] x R/ ~ mit (z,v) ~ (y,w) genau dann, wenn {x,y} =
{0,1} und v = —w ist. Dann ist 7: £ — St 2 [0,1]/(0 ~ 1), [(z,v)] — [z],

ein Faserbiindel iiber S'. Jeder Schnitt in F kommt von einer antiperiodischen
Abbildung auf R der Periode 1, also von einem f: R — R mit f(x + 1) = —f(z).

Auch E:=([0,1] x R\ {0})/ ~ mit ~ wie oben ist ein Faserbiindel iiber S'. Es
ist dann T'(E') = @.

(Kanonisches Geradenbiindel) Sei KP"™:=(K"*1\ {0})/K* der projektive Raum
mit K = R oder C. Das ist eine Mannigfaltigkeit, vgl. [2, Abschnitt 1.3.3.]. Das
kanonische Geradenbiindel ist definiert als

7 mi={(l,v) € KP" x K" | v € £} -KP"
(¢, v) —L
Wir betrachten 7 als Teilmenge von KP™ x K"*! mit der induzierten Mannig-

faltigkeitsstruktur. Dann ist 7: 7 C KP™ x K**! — KP", die Projektion auf die
erste Koordinate, ein Faserbiindel. Mit Fasertyp: K.
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(v) Sei g eine Riemannsche Metrik auf M und 7: TM — M das Tangentialbiindel
auf M. Dann ist das FEinheitstangentialbiindel

e€ SM:={e € TM | gre)(e,e) =1} = m(e) € M
ein Faserbiindel iiber M. Mit Fasertyp: S4mM,
(vi) Hopffaserung: Wir betrachten die Wirkung von U(1) = S! auf C? mittels
((21,22),€'%) € C?2 x U(1) = ("2, e%2y) € C?
— vgl. Abbildung 1.2. Diese Wirkung lasst die Untermannigfaltigkeit
3 ={(21,22) € C? | |21> + | 22> = 1}

invariant. Die Projektion S% — S3/U(1) ist ein Faserbiindel mit Fasertyp S?.

Beweis. Vgl. Beispiel A.2.7.iii O

Bemerkung 1.1.3. In obigen Beispielen haben wir gesehen, dass I'(E) auch leer sein
kann. Was es aber immer gibt, sind lokale Schnitte. D.h. fiir alle p € M gibt es eine
Umgebung U C M von p und eine glatte Abbildung s: U — F mit 7o s = idy. Das
folgt direkt aus der Existenz der lokalen Trivialisierungen.

Oft werden Biindel mit Zusatzstrukturen betrachtet. So ist z.B. das Tangentialblindel
von oben ein Faserbiindel 7: E = TM — M™ mit einem Vektorraum als Fasertyp,
dessen lokale Trivialisierungen Vektorraumisomorphismen auf den Fasern sind. Das
gleiche gilt fiirs Mobiusband. Beide gehéren zu den Vektorbiindeln:

Definition 1.1.4. Ein Faserbiindel 7: £ — M mit Fasertyp F ist ein reelles Vektorbiin-
del vom Rangr, falls F = R", alle Fasern E,:=7~!(p) Vektorriume sind und falls fiir jede
lokale Trivialisierung (Us, ¢o) und p € U, die Einschrankung ¢,:=pry0¢|g, : £, — R"
ein Vektorraumisomorphismus ist. Analog werden komplexe Vektorbiindel oder allge-
mein K-Vektorbiindel (K ein Kérper) definiert. Vektorbiindel vom Rang 1 nennen wir
auch Geradenbiindel.

Ein Vektorbiindelhomorphismus bzw. -isomorphismus zwischen zwei Vektorbiindeln ist
ein Biindelmorphismus, dessen Einschrankung auf die Fasern linear bzw. ein Vektor-
raumisomorphismus ist.

Von den Beispielen aus 1.1.2 hat das triviale Faserbiindel mit Faser K", das kanonische
Linienbiindel iiber KP™ und das Mobiusband jeweils Vektorbiindelstruktur — die letztem
beiden haben Rang 1.

Mehr zu Vektorbiindel in Abschnitt 1.2. Eine andere spezielle Klasse von Faserbiindeln
werden Hauptfaserbiindel sein, vgl. Abschnitt 3.
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Abbildung 1.2.: Das ist eine Visualisierung der Hopffaserung. Aufgrund der hohen
Dimensionen wird eine stereographische Projektion der S® auf den R3
durchgefiihrt und dieser dann diffeomorph in einen Ball By(0) C R?
abgebildet. Das Bild zeigt verschiedene Punkte von S$? C By(0) zu-
sammen mit ihren Bahnen unter Wirkung S! in verschiedenen Farben,
vgl. auch https://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk fiir eine
Animation.
[By Niles Johnson - Own work, CC BY-SA 3.0, https://commons.
wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543]

1.1.1. Konstruktion von Faserbiindeln mittels Ubergangsfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir uns anschauen, wie und ob man sich aus trivialen
Faserbiindeln iiber offenen Teilmengen von M sich ein Faserbiindel iiber ganz M
zusammenkleben kann:

Bemerkung 1.1.5. (Wechsel lokaler Trivialisierungen) Sei {U, }, eine offene Uberde-
ckung von M mit lokalen Trivialisierungen ¢, : 7~ 1(U,) — U, X F eines Faserbiindels
m: E — M. Dann gibt es fiir alle o, 5 mit U, N Up # & eine Abbildung

pap: Uy NUg — DIff(F) mit ¢, o ¢El(p, v) = (p, tap(P)V)

tir p € U, NUp und v € F. Hierbei ist Diff(F') die Menge aller Diffeomorphismen
von F'. Diese bilden zusammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe —
die Diffeomorphismengruppe von F'.
Die Abbildungen werden Ubergangsfunktionen genannt.

Definition 1.1.6. Eine Abbildung h: B — Diff(F') nennen wir glatt, falls h: Bx F —
F, h(b, f):=h(b)(f), glatt ist (im urspriinglichen Sinne von Abbildungen zwischen


https://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543
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Mannigfaltigkeiten). Die Menge solcher glatten Abbildungen bezeichnen wir mit
C> (B, Diff(F)).

In diesem Sinne sind die obigen Abbildungen png glatt.
Es gilt
(i) paa =1, dh. pao(z) =id: F — F fir alle z € U,,.

(il) paphsyhya = 1.

Man sagt, dass die papg die Kozykelbedingung erfiillen. Nehmen die piop(z) nur Werte
in einer Untergruppe G C Diff(F) ein, so nennen wir G die Strukturgruppe vom
Faserbiindel und die pqp einen G'-Kozykel.

Bemerkung 1.1.7. Fir zwei beliebige Faserbiindel E und E’ iber M weifl man a
priori erst einmal nur, dass es offenen Uberdeckungen U, und U/, von M gibt, iiber
denen E bzw. E’ lokal trivial ist. Diese offenen Uberdeckungen haben i.A. nichts
miteinander zu tun. Man kann aber immer zu einer gemeinsamen Verfeinerung (z.B.

{Ua NUg}a,p) iibergehen.

Als néchstes werden wir sehen, dass in den p,5 (bei gegebener Uberdeckung {U, }4)
schon das Faserbiindel kodiert ist:

Satz 1.1.8. Sei {U,}q eine offene Uberdeckung von M. Seien pag: Uy NUg — Diff(F)
glatte Abbildungen, die die Kozykelbedingung erfillen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie)
ein eindeutiges Faserbiindel vom Fasertyp F', welches diese g als Ubergangsfunktionen
hat.

Beweis. Eristenz: (Skizze - vgl. Ubungsaufgabe 2) Wir setzen
E:=U,Uyx F/ ~5 M, [(z,v)] — z,

wobei (z,v) € Uy X F' ~ (y,w) € Ug x F genau dann gilt, wenn & = y und pgq(z)v = w
ist. Dann ist ¢ : 7 1 (Us) — Uy X F, [(,0)] = (x,0).

Eindeutigkeit: Sei E' = M ein Faserbiindel iiber M mit Faser F und Ubergangsfunk-
tionen pqp. Sei £ wie oben konstruiert. O.B.d.A. kénnen wir nach letzter Bemerkung
annehmen, dass F und E’ beide {iber U, trivial sind und ¢/, die zugehorigen lokalen
Trivialisierungen von E’ sind.

Wir miissen nun einen Faserbiindel-Isomorphismus zwischen E und E’ konstruieren:
Wir definieren f: E' — E als

els (z,v) [y [(z,v)] mit 7(e) € U,.
Fiir Wohldefiniertheit reicht es zu zeigen, dass ¢, (e) ~ ¢j(e) fiir w(e) € Uy NUp

gilt. Das folgt direkt, da beide Faserbiindel die gleichen Ubergangsfunktionen haben:
Ps(e) = ¢ 0 () (z,v) = (2, pga(x)(v)).Es gilt wo f = «’. Damit bleibt zu zeigen,
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dass f glatt ist und f|g: : B}, — E, fiir alle z € M ein Diffeomorphismus ist:
Die Abbildung ¢, o fo (¢,)"': Uy x F — U, x F ist gegeben durch

(z,0) €Uy x F e = (¢,)  (z,v) cE % [(z,v)] € B+ (z,v) € Uy X F,

e

also gleich der Identitat. Damit ist insbesondere f|g, : E], — E, fiir alle x € M ein
Diffeomorphismus. Da die ¢, und ¢/, glatt sind, muss auch f auf (7’)~*(U,) und damit
auf ganz M glatt sein. O

Die Ubergangsfunktionen selbst hiingen stark von den gewihlten Trivialisierungen ab.
Die Frage ist nun, wann liefert obige Konstruktion isomorphe Faserbiindel.

Satz 1.1.9. Gegeben zwei Faserbiindel E, E' iiber M mit Fasertyp F. Zu einer gegebe-
nen Uberdeckung {Uy}o von M seien die Ubergangsfunktionen pag baw. M/aﬂ‘ Dann sind
die Faserbiindel genau dann isomorph, falls es glatte Funktionen h, € C™(Uy, Diff(F))
mit

taphs = hatigs auf Uy N U3, (1.1)
Insbesondere ist das Faserbindel E trivial, wenn po5 = h,lhg1 fiir geeignete hy, gilt.

Beweis. Sei f: E — E' ein Biindelisomorphismus. Dann definiert ¢, 0 fo(¢/,)~!: U, ¥
F — U, x F durch ¢, o f o (¢,)7(x,v) — (z,ha(z)(v)) eine glatte Abbildung
ho : Ua—Diff(F). Mit

(600 85%) 0 (850 F o (85)™") (@,0) = (B0 F o (80) ) 0 (6 0 (8) ") (a,0)
|| ||
(2, s (@) () (0)) CANETEIT)

folgt direkt (1.1).

Sei nun andererseits (1.1) fiir glatte Funktionen h,: U, — Diff(F') erfiillt. Dann
definieren wir f: E — E’ durch: Sei e € 771(U,) mit ¢,(e) = (z,v). Dann setze
fle):=(¢,) 1 (z, ho(z)~(v)). Wohldefiniertheit von f folgt mit

$s(e) = ¢p 0 b5 ' (x,v) = (2, uga(2)(v))

und

(@) (@, ha(2) ™ iga (@) (v) =(85) ™ (@, s (2)ha(2) 7 (v))
(00) " (@, ha(2) 7 (v)).) H

Beispiel 1.1.10. Alle Faserbiindel 7: E — M iiber M = [0, 1]* sind trivial:

*M ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, vgl. [2, Def. I1.10.5]. Fir alle Definitionen bis jetzt kann
M genauso gut auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand sein.
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Beweis: Da jedes Faserbiindel lokal trivial ist, gibt es ein n € N grofi genug, so dass
Ely, mit U; = [3311, g’;i‘i] trivial fiir alle ¢ € {0,...,n — 1} ist. Diese Intervalle sind
so gewahlt, das jeder Punkt in [0, 1] zu maximal zwei Intervallen gehort. Insbesondere

ist fur i < j

@ j>i+1

3i+3  3i+4 s s
[3n+1’3n+1} ‘772+1

UiﬂUj :{

Seien p; ;41 die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Um Satz 1.1.9 anzuwenden, benéti-
gen wirFunktionen h; € C*°(U;, Diff(R)) mit p; ;41 = hiHh;l. Diese kénnen wir z.B.
erhalten, in dem wir setzen: ho(z):=idp und fiir i > 0

) s+ 1
hi(x) =pii-1(z) o hi(w) firz € U1 NU; = [ S }7

n+1"3n+1

wobei wir h; glatt auf U; \ U;_; fortsetzen. Mit Satz 1.1.9 folgt, dass unser Faserbiindel
trivial ist. [l

Beispiel 1.1.11 (Das Mobiusband ist kein triviales Faserbiindel). Da das Mébiusband
keinen nirgends verschwindenden Schnitt hat, das triviale Biindel aber natirlich schon,
kann das Moébiusband als Vektorbiindel nicht isomorph zum trivialen Vektorbiindel
St xR — ! sein.

Wir wollen jetzt sehen, dass das Mobiusband auch als Faserbiindel nicht isomorph
zum trivialen Faserbiindel S' x R — S! ist. Wir werden das auf dem Level der
Ubergangsfunktionen sehen:

Sei Uy:=S*\ {(£1,0)}. Dann zerfillt Uy N U_ in zwei Zusammenhangskomponenten,
die wir Vo, nennen. Fiir das Md&biusband wéhlen wir die Trivialisierungen, so dass
pi—(z)(v e R) =vfirz € V4 und py—(2)(v € R) = —v fiir x € V_ ist. Fiir das triviale
Biindel wihlen wir einfach eine globale Trivialisierung. Dann ist die Ubergangsfunktion
wy_(x)(v) = v fir alle 2 € Uy NU_. Wire das Mobiusband trivial, miisste es nach
letztem Satz Funktionen hy : Ux — Diff(R) mit py—(x) = hy(z)oh_(z)~! geben. Das
heifit, entweder hy oder h_ wiirde einem glatten Weg in Diff(R) entsprechen, der von
einem orientierungserhaltenden Diffeomorphismus zu einem orientierungsumkehrenden
Diffeomorphismus geht. Einen solchen Weg gibt es nicht, da ein orientierungserhaltender
(-umkehrender) Diffeomorphismus auf R iiberall positive (negative) Ableitung hat,
wahrend entlang eines solchen Weges die Ableitungen aber stetig sein miissen.

Wir werden noch sehen: Das triviale Biindel und das Moébiusband sind bis auf Isomorphie
sogar die einzigen Faserbiindel iiber S! mit Faser R, vgl. Beispiel 1.1.14.

1.1.2. Konstruktionen von Faserbiindeln aus anderen Faserbiindeln
1.1.2.1. Einschrankungen

Die einfachste Art aus gegebenen Faserbiindeln 7: E — M neue zu konstruieren sind
Einschriinkungen auf Untermannigfaltigkeiten N C M, also mx: E|y := 7 1(N) — N.
Dies ist ein Faserbiindel {iber N mit Fasertyp F"
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Beweis. Da 7 eine Submersion ist, ist 771(N) eine Untermannigfaltigkeit von E*. Nun
folgt der Rest automatisch durch Einschrinkung der lokalen Trivialisierungen von
E. O

Einschrankungen konnen helfen, um zu zeigen, dass zwei Faserbiindel isomorph sind:

Satz 1.1.12. Seiw: E — M X [0, 1] ein Faserbiindel mit Fasertyp F. Dann sind die
Einschrinkungen E|yr oy und E|pry 1y isomorphe Faserbiindel iber M.

Beweis. Ubungsaufgabe 6 O

Folgerung 1.1.13. Sei E; — M, i = 0,1, Faserbiindel mit Fasertyp F, lokalen
Trivialisierungen ¢, und Ubergangsfunktionen ufw: Ua NUg — Diff(F). Fir alle o,
seien die ,ugﬁ und Hiﬁ homotope Abbildungen mit Homotopie ,utaﬁ: UaNUg — Diff(F),
so dass zu jeder Zeit t € [0,1] die Kozykelbedingung erfillt ist. Dann sind Ey und E;
isomorph.

Beweis. Seien fiag: (Us x [0,1]) N (Us x [0,1]) = (Uy, NUp) x [0,1] — Diff(F') die
Homotopien, also /Lf)[ﬂ::ﬂag(.7 t). Diese erfiillen nach Voraussetzungen die Kozykelbe-
dingung und definieren damit nach Satz 1.1.8 ein Faserbiindel £ — M x [0,1]. Nach
Konstruktion ist E; = E | Mx{i}- Nach letztem Satz sind damit Fy und F; isomorphe
Faserbiindel. O

Beispiel 1.1.14. Man kann nach Bemerkung 1.1.7 jedes Faserbiindel iiber S' =
{(z,y) € R? | #2+y? = 1} mit Fasertyp R iiber Uy = {(z,y) € S* | £(y£3) > 0} lokal
trivialisieren. Sei V., UV_:=U, NU_. Damit ist die Ubergangsfunktion - eine Abbildung
von zwei disjunkten Intervallen V, L V_ nach Diff R. Man kann sich tiberlegen, dass
man jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus ¢ zur Identitdt homotopieren
kann und jeden orientierungsumkehrenden diffeomorph zu minus der Identitdt: Eine
surjektive glatte Abbildung f: R — R ist genau dann ein orientierungserhaltender
(-umkehrender) Diffeomorphismus, falls ¢ > 0 (< 0) ist. Wir wihlen als Homotopie:

H(z e R,te[0,1]) = /Oz(u — )¢/ (@) £ t)dz + (1 — £)$(0).

(+ falls ¢ orientierungserhaltend, - sonst).

Diese Homotopie hingt glatt von ¢ ab. Das impliziert mit letzter Folgerung insbesondere,
dass die lokalen Trivialisierungen so gewéhlt werden kénnen, dass die Ubergangsfunk-
tionen lokal konstant +1 sind. Daraus folgt, dass jedes solche Faserbiindel entweder
trivial oder zum Mobiusband isomorph ist.

*Sei x € 7~ 1(Z). Da Z* C M™ eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es eine offene Umgebung
U C Z von m(x) = y und eine Funktion g: V C M — R“="~% mit g—1(0) = U und 0 als reguliren
Wert. Also ist insbesondere dy g surjektiv. Dann ist 771 (Z) in einer Umgebung von z gleich (go7)~1(0).
Wegen dy (gon) = dygodym ist dz(gom): Tum~ (V) — R? genau dann surjektiv (und damit 0 regulirer
Wert von g o7 und damit 771(Z) in einer Umgebung von z eine Mannigfaltigkeit), falls dyg das Bild
von dg7 surjektiv auf R abbildet. Da 7 allerdings eine Submersion ist, ist dz7 surjektiv und damit
auch dg (g o 7).
(Ganz analog kann man so allgemeiner fiir eine Abbildung f: E — M ein Kriterium finden, wann
f~1(Z) C E Untermannigfaltigkeit ist - Stichwort: Transversalitéit.)



1.1. Faserbiindel

1.1.2.2. Biindel-Trivialisierungslemma

Im Allgemeinen, also im Gegensatz zur Einschriankung oben, ist es nicht so einfach
zu zeigen, dass etwas ein Faserbiindel ist. Fiir die folgenden Konstruktionen wird uns
folgender Satz helfen:

Satz 1.1.15 (Biindel-Trivialisierungslemma). Sei w: E — M eine surjektive Abbil-
dung. Seien F und M Mannigfaltigkeiten. Sei eine offene Uberdeckung {Uq}o von M
zusammen mit bijektiven  Abbildung ¢ : 7 (Uy) — Uy X F mit pry o ¢ = ™ gegeben.
Die Abbildungen

ppodyt: (UysNUsg) x F— (UyNUg) x F

seien glatt. Dann trigt E eine eindeutige topologische und glatte Struktur als Mannig-
faltigkeit, so dass m: E — M Faserbiindel mit Fasertyp F und lokalen Trivialisierungen

Do 15t

Beweisskizze. Um eine glatte Struktur auf FE zu erhalten, ist die Idee auf F, die glatte
Struktur von M mit der glatten Struktur auf F' zu nutzen. Sei p € M. Wir wéhlen
amit p € Uy. Sei k,: V, C M — V,, CR™ eine Karte um p. O.B.d.A. sei diese klein

genug, dass V,, C U, gilt. Weiterhin seien {s5: Us C F — Uz C R"} 3¢ Karten, die
F iiberdecken (dim F = n).
Wir setzen

Fp.pi=(kp X 23) © balr-1(v,)
und erhalten eine Abbildung

fpp: (Rpp) ' (Vy x Ug) c 77 1(V,) C E — V, x Ug C R™™,
Man tiberpriift direkt
1. {(&pp)~1(V,, x Us)}, s ist Basis einer abzihlbaren Hausdorffschen Topologie auf E.

2. {fpp | p€ M, B e J}ist ein glatter Atlas fiir £ und damit hat E die Struktur einer
glatten Mannigfaltigkeit:

Die Kartenwechsel &, g o /%;,i@, haben die Form
(Kp X 323)0Pa 0y 0 (Kipr X 55) ™ (&, 0)=(hip X 525) () (), prear (5" () (5251 (1))

3. Mit der obigen Mannigfaltigkeitsstruktur auf E sind die Abbildungen ¢, Diffeomor-
phismen und 7 ist glatt.

4. Eindeutigkeit der glatten Struktur auf £ mit den geforderten Eigenschaften. O

Mit diesem Satz kénnen wir nun zeigen, dass die folgenden Konstruktionen wieder Faser-
biindel liefern. Bei all diesen Konstruktionen werden auch Isomorphieklassen respektiert,
was wir nicht immer dazu sagen werden, aber direkt klar durch die Konstruktionen ist.

Idee der
Kartenkonstruktion:
Bundtriv.mp4


Bundtriv.mp4

1. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

1.1.2.3. Produkt zweier Faserbiindel

Seien 7: E — M und 7’': E' — M’ Faserbiindel mit Fasertyp F bzw. F’. Dann ist
(m,7"): ExE' — M x M', (e, e)—(r(e), 7' ("))

ist ein Faserbiindel iiber M x M’ mit Fasertyp F' x F’.

Beweis. Seien ¢, bzw. ¢, lokale Trivialisierungen von E bzw. E’ zu einer offenen
Uberdeckung U, von M bzw. U!, von M’'. Die zugehérigen Ubergangsfunktionen
nennen wir fios und i, 5. Dann ist {Us X U/, }(a,ar) eine offene Uberdeckung von
M x M'. Wir setzen

Daary: (1) HUa x Uly) »Us X F X Uly x F' 2 Uy x Uy x F x F'
(e’ 6/) H(d)a(e)v ¢Qy’ (6/)).
Dann ist qg(ayal) o(bip.pn) Mz y,v,w) = (T, Y, pap(v), Hpy g (w)). Die Voraussetzungen

von Satz 1.1.15 sind alle erfullt, und damit folgt, dass E x E’ wieder ein Faserbiindel
ist. O

1.1.2.4. Summe zweier Faserbiindel

m: B — M und 7’: E/ — M fiber der gleichen Basis und mit Fasertyp F bzw. F”.
Dann ist

7: E® E:={(e,e') e ExE' | w(e) =7"(e')} = M
ist ein Faserbiindel mit Fasertyp F' x F”.
Beweis. Esist #71(z) = E, x E’. Seien ¢, bzw. ¢/, lokale Trivialisierungen von E bzw.
E’ zu einer offenen Uberdeckung U, von M. Sei ¢hq: 7! (Uy) — F definiert durch

boler) = (2,04 (ez)) und analog .,. Wir setzen ¢, : (m,7') 1 (U,) = Uy x F x F',

(ex,€l) — (x,%a(es), 1) (er)) und kénnen dann wieder Satz 1.1.15 anwenden. O

1.1.2.5. Unterbiindel

Sei w: E' — M ein Faserbiindel mit Fasertyp F. Sei £ C E’ eine Teilmenge, so dass
7|lg: E — M wieder ein Faserbtindel ist, dann nennen wir E ein Unterbindel von E'.

Beispiel 1.1.16. (i) Ist M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit, dann ist TM ein
Unterbiindel vom trivialen Biindel TR™|;; & M x R".

(ii) Das kanonische Geradenbiindel 7 tiber KP™ (s. Beispiel 1.1.2) ist ein Unterbiindel
des trivialen Biindels KP™ x Knt1 23 Kpn,
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1.1. Faserbiindel

1.1.2.6. Pullbackbiindel

Satz 1.1.17. Sein: E — M ein Faserbindel mit Fasertyp F und f: M' — M eine
glatte Abbildung. Dann ist das Pullbackbiindel definiert durch

J*E:={(z,e) e M' x E | f(z) =m7(e)}
mit 7': f*E — M’', (z,e) — x, ein Faserbiindel iber M' mit Fasertyp F.

Insbesondere definiert

(x,e) € f*E P ecE
i k ™
f
zeM flz)e M

einen Biindelmorphismus, der fir alle x € M die Faser (f*E), diffeomorph auf Ey ()
abbildet.

Beweis. Seien ji,5 die Ubergangsfunktionen von E zur offenen Uberdeckung {U, }4
von M. Dann ist Ul :=f~1(U,) eine offene Uberdeckung von M'. Es gilt for’ = mopr,
und damit (7/)~Y(U’) = (') "L o f~1(Uy) = pry * o w1 (Uy). Wir setzen

1

o = (7', P13 0 b 0 pry): (7')TH(UL) = pry ' o (Ua) = Uy, X F.

Damit ist automatisch pry o ¢/, = 7’ und (7’ ) !(z) = E,. Weiterhin ist ¢/3 o (¢/,) " =
id X (o =pa © f), denn fiir (z,e) € (7')""(Us N Up) (und damit ist insbesondere
f(z) =m(e)) und ¢, (z,e) =: (x,v) gilt

_ (z,v):d);(r,e):(r, ro0¢q (€))
9l 0 (¢0) () ="

¢j(x,€) = (x,pry 0 Pa(e))

= (,pry 0 ¢ 0 6,1 0 Pale))

= (z,pry 0 ¢ 0 ¢ ' ((e) = f(x),v))

= (z,pry o (f(2), paa(f(2))v) = (z, ppalf(2))v).
Mit Satz 1.1.15 folgt, dass f*FE ein Faserbiindel ist. O
Als néchstes betrachten wir eine Charakterisierung des Pullbackbiindels:

Lemma 1.1.18. Sei w: E — M ein Faserbiindel und f: M’ — M. Dann ist f*E das
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Faserbiindel, fiir welches es einen Faserbindel-
morphismus g: f*E — E dber f: M' — M gibt, so dass g|(«g),: (f*E)e — Ej(y fir
alle x € M’ ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei 7: E — M’ ein Faserbiindel vom Fasertyp F und g: E — E ein Faserbiin-
delmorphismus wie oben gefordert. Betrachten wir G: E — f*E, ¢ — (7(e'), g(€')).
Dann bildet G in f*F ab, da g Faserbiindelmorphismus tiber f ist und damit f(7(e’)) =
m(g(e’)) gilt. Die Abbildung G ist ein Faserbiindelmorphismus und das Diagramm

11



1. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

¢ ckE SN (7(e'),g(e)) € f*E

g J pry

g(e') e E

kommutiert faserweise. Insbesondere ist damit G auf jeder Faser ein Diffeomorphismus
und damit ist das Faserbiindel F isomorph zu f*E. O

Fiir Faserbiindel gelten folgende Rechenregeln:

Lemma 1.1.19. Seien E, E; Faserbiindel iber M und f: M' — M , f': M" — M’
glatt. Dann haben wir folgende Biindelisomorphismen:

(i) (') frE=(fof')E
(i) idEXFE
(iii) f*(E1 @ Eo) = f*(E1) © f*(Ea)
(iv) Ist v: N — M eine Finbettung, dann ist *E = E|y.
Beweis. Direkt klar auf dem Level der Ubergangsfunktionen. O

Beispiel 1.1.20. (i) Sei 7: E — M ein Faserbiindel und f: M’ — M. Besteht das
Bild von f nur aus einem Punkt y € M. Dann ist f*E isomorph zumtrivialen
Biindel M’ x 7= 1(y).

(ii) Sei g: S™ — RP™ die Quotientenabbildung. Dann ist ¢*TRP™ isomorph zu T'S™.

(iii) Sei 7: E — S! das Mébiusband und f: z € St — 22 € S'. Dann ist f*FE das
triviale Biindel, vgl. Ubungsaufgabe 6.

Satz 1.1.21. Sei w: E — M ein Faserbindel. Sei f:[0,1] x M' — M eine glatte
Abbildung. Setze fr:=f(t,.). Also ist fo glatt homotop zu f1. Dann gilt f§(E) = f{(E).

Beweis. Es gilt f*(E)|qiyxam = fi(E). Damit folgt der Rest aus Satz 1.1.12. O

Folgerung 1.1.22. Sei f: M — M’ eine Homotopiciquivalenz. Dann ist
[*: { Faserbiindel iber M' mit Faser F} — {Faserbiindel iiber M mit Faser F'}

eine Bijektion. Insbesondere ist jedes Faserbiindel iiber einer zusammenziehbaren Man-
nigfaltigkeit trivial.

Beweis. Da f Homotopieaquivalenz ist, gibt es g: M’ — M, so dass f o g homotop
zu idp; und g o f homotop zu idy; ist. Damit ist nach letztem Satz ¢* f*E = E und
f*¢*E’" = E’ und somit g*, die zu dem f* von oben inverse Abbildung. O

12



1.2. Vektorbiindel

1.1.2.7. Uberlagerungen als weiteres Beispiel

Eine Uberlagerung ist ein Faserbiindel, so dass die zugehoérige Projektion ein lokaler
Homd&omorphismus ist. Die zugehorige Faser ist dann ein diskreter Raum.

Beispiel 1.1.23. (i) 7: S' — S, 2 — 2, ist eine Uberlagerung mit Faser Z;,.

(ii) m: R — S, 2 — 2z mod 1, ist eine Uberlagerung mit Faser N.

1.2. Vektorbiindel

Wir haben in Abschnitt 1.1 als Spezialfall von Faserbiindeln schon Vektorbiindel
definiert, siehe Definition 1.1.4. Hier wollen wir nun mehr Eigenschaften von solch
speziellen Faserbiindeln diskutieren.

Im Folgenden sei 7: E — M ein Vektorbiindel iiber dem Koérper K € {R, C} vom Rang
r, {Uys} eine offene Uberdeckung von M und ¢, lokale Trivialisierungen von E.

1.2.1. Schnitte

Die Menge der glatten Schnitte von E,
I(E):={s€ C®°(M,E) | ros=1idm},

ist im Gegensatz zum allgemeinen Faserbiindel nie leer, da F auf jeder Faser eine
Vektorraumstruktur tragt. Deshalb gibt es insbesondere den Nullschnitt s(z) =0 € E,,.
Aber jedes Vektorbiindel hat sogar immer unendlich viele Schnitte - wie sieht man
das: Lokal (d.h. iiber U,) gibt es immer unendlich viele Schnitte - z.B. die konstanten
Schnitte: x € U, — ¢ € K7, die man mittels einer Zerlegung der Eins zu einem glatten
Schnitt von ganz F zusammenkleben kann. Dazu sei p, eine zu {U,} untergeordnete
Zerlegung der Eins. Wir setzen s(z):=>__ pa(2)d5' (2, cs). Dann ist s: M — E mit
mos =id. Da die p, und ¢, glatt sind, ist auch s glatt.

Bemerkung 1.2.1. T'(E) ist ein C°°(M)-Modul und damit insbesondere ein K-
Vektorraum (Vektorraumstruktur: (fs+ s')(p):=f(p)s(p) + ¢'(p) fir s, s’ € I'(E) und
feC>®(M):=C*(M,K)).

Da Vektorbiindel lokal trivial sind, ist I'(E) lokal frei erzeugt:

Sei U C M eine offene Teilmenge, so dass E|y lokal trivial ist, also ¢y : Ey SUxR".
Dann erzeugen z.B. s;(x):=¢," (z,e;) fiir e; eine Basis von R” frei den Modul I'(E|y)*.
Eine Menge von s;, die I'(E|y) frei erzeugen und fiir die die s;(z) fiir alle z € U eine
Basis von F, sind, nennen wir lokalen Rahmen.

~ *Erzeugen heifit, dass es fiir jeden Schnitt s € I'(E|y) Funktionen af € C*(U) mit s(z) =
a*(z)s;(x) fir alle x € U gibt. Frei erzeugen heifit, dass diese a’ eindeutig bestimmt sind - und damit
insbesondere s;(z) eine Basis von F ist.
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1. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

Ist M kompakt, dann ist I'(E) damit auch endlich erzeugt*, da F dann mittels endlich
vieler lokaler Trivialisierungen tiberdeckt werden kann. Aber i.A. ist I'(E) nicht frei
erzeugt, vgl. Satz 1.2.19.

Lemma 1.2.2. Ein K-Vektorbindel ist genauw dann trivial (d.h. isomorph als Vektor-
biindel zu M x K" — M fiir ein r > 0), wenn es v Schnitte s1, ..., s, gibt, so dass
s1(x), ..., sp(x) fir jedes x € M linear unabhdingige Vektoren in E, sind.

Beweis. Habe E solche Schnitte s;. Dann definieren wir die glatte Abbildung h: M x

K" — E durch (z,t!,...,t")~t's;(x). Das ist ein linearer Isomorphismus in jeder Faser
und stetig. Nach folgendem Lemma ist auch h~! stetig und damit k ein Vektorbiindeli-
somorphismus. O

Lemma 1.2.3. Fine glatte Abbildung f: E — E’ zwischen zwei K-Vektorbiindeln
7. E — M baw. n': E' — M, welche fiir jedes x € M die Faser n='(z) linear
isomorph auf (7')~1(xz) abbildet, ist ein Vektorbiindelisomorphismus.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt direkt, dass f bijektiv ist. Es bleibt also nur
zu zeigen, dassauch ! glatt ist.

Da das eine lokale Aussage ist, reicht es, offene Teilmengen U C M zu betrachten,
iiber die E und E’ trivial sind (zugehorige Trivialisierungen seien ¢ und ¢’). Damit
ergibt sich die Abbildung ¢’ o fo¢™!: U x K" — U x K", (u,v) — (u, g(u)(v)) fiir ein
g € C*°(U,GL,(K)). Dann ist auch g=': u € U = (g(u))~! € GL,(K) glatt und damit
auch die Inverse h™!(u,v) = (u, g(u)~*(v)). Also ist auch f~!|—1(y) glatt und somit
auch f~1. O

Im Mobiusband hat jeder Schnitt mindestens eine Nullstelle. D.h. hier sehen wir
nochmal (nach letztem Lemma), dass das Mobiusband als Vektorbiindel nicht trivial
ist.

1.2.2. Konstruktion von Vektorbiindeln

Da Vektorbiindel ein Spezialfall von Faserbiindeln sind, liegt es nahe mal zu iiberpri-
fen, welche der Konstruktionen von Faserblindel aus Abschnitt 1.1.1 und 1.1.2 auch
Vektorbiindel liefern. D.h. muss man Zusatzforderungen stellen (und wenn ja welche
sind dann sinnvoll), damit die resultierenden Faserbiindel wieder Vektorbiindel sind?

Das erste, was wir bemerken (vgl. Ubungsaufgabe 3), ist: Im Falle eines (reellen)
Vektorbiindels von Rang r sind die pqp glatte Abbildungen von U, NUg in GL,(R).
Wir erhalten folgende angepassten Sitze — die Anderungen sind in dunkelrot gekenn-
zeichnet. Wir beschrénken uns hier auf reelle Vektorbiindel, die Aussagen fiir komplexe
Vektorbiindel gelten ganz analog.

Satz 1.2.4. (Vektorbiindelversion von Satz 1.1.8 - vgl. Ubungsaufgabe 3) Sei {Uy}q
eine offene Uberdeckung von M. Seien tap: Ua MUz = GL,(R) glatte Abbildungen,

*Ein R-Modul P ist endlich erzeugt, wenn es ay,...,an € R gibt mit P = {rfa; | 71,...,7n € R}.
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1.2. Vektorbiindel

die die Kozykelbedingung erfillen, dann gibt es (bis auf Isomorphie (hier jetzt immer
Isomorphie von Vektorbindeln)) ein eindeutiges reelles Vektorbiindel, welches diese
tap als Ubergangsfunktionen hat.

Folgerung 1.2.5. Ist m: E — M ein Faserbindel mit Fasertyp F' = R". Ist das Bild
der Ubergangsfunktionen s (2u einer Uberdeckung durch lokale Trivialisierungen)
Teilmenge von GL.(R) C Dif(R"), dann ist E ein reelles Vektorbiindel vom Rang .

Satz 1.2.6. (Vektorbiindelversion von Satz 1.1.9) Gegeben zwei reelle Vektorbiindel
E, E' diiber M vom Rang r. Zu einer gegebenen Uberdeckung {Uy}o von M seien die
Ubergangsfunktionen o bzw. ,u:w. Dann sind die Vektorbiindel genau dann isomorph,
falls es glatte Funktionen hy € C*° (U, GL(R)) mit

taphs = hapigs auf Uy NUg.
Insbesondere ist das Vektorbiindel E trivial, wenn pg, = hghy' fir geeignete hy gilt.

Satz 1.2.7. (Vektorbindelversion von Satz 1.1.12) Sei w: E — M x [0,1] ein Vektor-
biindel vom Rang r. Dann sind die Einschrinkungen E|pry oy und E|pry 1y isomorphe
Vektorbiindel vom Rang r tiber M.

Folgerung 1.2.8. (Vektorbindelversion von Folgerung 1.1.13) Seien E; — M, i=0,1,
reelle Vektorbiindel vom Rang r mit lokalen Trivialisierungen ¢!, und Ubergangsfunk-
tionen ufw: Us NUg — GL.(R). Fir alle a, § seien die Hgg und Néﬁ homotope
Abbildungen mit Homotopie pil,5: Uy NUs — GL(R), so dass zu jeder Zeit t € [0,1]
die Kozykelbedingung erfillt ist. Dann sind Ey und E1 als Vektorbiindel isomorph.

1.2.2.1. Operationen auf Vektorbiindel

Satz 1.2.9 (Biindel-Trivialisierungslemma — Vektorbiindelversion von Satz 1.1.15).
Sei w: E — M eine surjektive Abbildung. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei {Uy}o eine
offene Uberdeckung von M gegeben zusammen mit bijektiven Abbildung ¢o: 7= (Uy) —
Uy X R” mit pry o ¢o = 1 gegeben. Die Abbildungen

dpo bt (UysNUs) x R — (Uy NUg) x R
seien glatt und der Form

$p 0 (¢a) " (@,) = (2, ga(v))

fir glatte Abbildungen pge: Uoa NUg = GL.(R). Dann trigt E eine eindeutige topolo-
gische und glatte Struktur als Mannigfaltigkeit, so dass w: E — M reelles Vektorbindel
vom Rang r und lokalen Trivialisierungen ¢, ist.

Die Operationen auf Faserbiindel aus Abschnitt 1.1.2 auf Vektorbiindel angewendet,
geben auch wieder ein Vektorbiindel aus. Nur fiirs Untervektorbiindel muss man
natiirlich zusétzlich fordern, dass w|g selbst ein Vektorbiindel ist:
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1. Biindeltheorie — Faser- und Vektorbiindel

Beispiel 1.2.10. Sei ¢: F — E’ ein Vektorbiindelhomomorphismus zwischen 7: E —

M und 7’': B/ — M’ tiber f: M — M’, so dass Y|, : E, %E}(m) fiir alle z € M den

gleichen Rang hat. Dann ist ker 1:={e| ¥(e) = 0 € Er/(y()), e € E} ein Untervektor-
biindel von E. Gleiches gilt dann auch fiir im¢:={¢’ € E’ | Je € E : ¢(e) = €'}.

Ohne die konstante Rang Bedingung ist das falsch, da sie nicht automatisch erfiillt ist:
Seien E = E’ = R? das triviale Geradenbiindel iiber M = R (7 = pr;). Sei f = id und
P:R* > R? (v € M,y € R) — (z,z-y)). Dann ist

dero. ={p TE0

Sehr oft wird davon insbesondere die direkte Summe FE & E’ zweier Vektorbiindel F, E’
iiber M (Im Kontext von Vektorbiindeln auch Whitney-Summe genannt.) verwendet.
Hier gilt

NEaE)2T(E)®'(E),

wobei = hier isomorph als C°°(M)-Modul bedeutet.

Fiir den Pullback von Vektorbiindel gilt folgende Version von Lemma 1.1.18.

Lemma 1.2.11. Sei 7: E — M ein Vektorbiindel und f: M’ — M. Dann ist f*E
das bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Vektorbindel, fiir welches es einen Biindel-
morphismus g: f*E — E gibt, so dass gls+p),: (f*E)e — Ep@) fir allex € M' ein
Vektorraumisomorphismus ist.

Zusétzlich sind die Biindelmorphismen in Lemma 1.1.19 fiir Vektorbiindel schon Vektor-
biindelisomorphismen. Auflerdem gibt es fiir Vektorbiindel noch folgende Operationen:
1.2.2.2. Duales Vektorbiindel

Sei m: E'— M ein Vektorbiindel iiber K vom Rang r mit lokalen Trivialisierungen ¢,,
und Ubergangsfunktionen fn4.
Sei B*:=| |, Ei, wobei E}; das Dual des Vektorraums E, = 7' (z) ist. Wir definieren

7 E*—> Malsn' (L, € E})—x
sowie

Go: ()M (Ua) = || E; = Ua x (K7)°
ze€Uq
L, € Ei(n'(Ly) =z, (v €K™ = Ly(¢7 ' (z,0))).
Die zugehérigen Ubergangsfunktionen W sind durch pjg, = (pap)* gegeben, wobei

* die duale Abbildung meint, also pj, (z)(f € (K")*)(v € K") = (nap(z))* f(v) =
f(pap(@)(v)).
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1.2. Vektorbiindel

Nachrechnen der Form von pf,:

(2, 1o (@) (F € (KT))) 2 0 (81" L(a, £) 1O 7LD )

)
= (z, (v L (%1(%1))))) = (2, (v La(¢a" 0 da 0 05" (2,0))))
= (2, (v La(d3 ' (2, pap(2)v)))) = (2, (v = fpap(@)v)))

€z,

und es gilt T'(E*) = (I'(E))*.
Nach Satz 1.2.9 macht dies E* — M zu einem Vektorbiindel. Wir nennen es das zu E
duales Biindel.

Beispiel 1.2.12 (Kotangentialbtindel T*M:=(T'M)*). Ein Element a € T'(T*M) =
QY(M), genannt 1-Form ist eine glatte Abbildung mit a(z) € T M:=(T,,M)*. In lokalen
Koordinaten z* auf U hat TM die lokale Basis Oyi1=52. Man definiert dz’: TU — R
durch dz*(0,,) = 65 und C*°(U)-lineare Fortsetzung. Dann hat o die lokale Darstellung
a;dz? fiir o € C°(U), vgl. [2, Kap. 11.10.3].

Ahnlich wie Einsformen lassen sich auch Tensoren und Differentialformen auf M, vgl.
[2, Kap. I1.10.3] als Schnitte eines geeigneten Vektorbiindels darstellen/einfithren:

1.2.2.3. Tensorprodukt von Vektorbiindeln (= Whitney-Produkt)

Seien m: E'— M bzw. 7: E— M Vektorbiindel tiber K vom Rang r bzw. 7. Seien ¢,
bzw. ¢, lokale Trivialisierungen von E bzw. E bzgl. einer offenen Uberdeckung U,, von
M.

Wir setzen F ® E:=F @ F:= e Bz ®x E, umdn®:e,®¢é, € B, Qg By > x € M.
Die Topologie und glatte Struktur auf £ ® E wird durch

¢%: (%) (Us) = | | Bo®k Bx = Ua x (K" @x K" 2 K')
zeUq

€r & éx € Em ®K Em = (%T/Ja(em) @ sza(ér))

(~) (~ ..

bestimmt mit ¢ ,(e € E;) = (z, ¢ ,(e)). Die neuen Ubergangsfunktionen sind ein-
fach das Tensorprodukt der alten. Das resultierende Biindel £ ® E nennen wir das
Tensorprodukt beider Biindel. Es gilt

I'(F ®x E/) = F(E)(X)Coo(M)K)F(E/).

Bemerkung 1.2.13. Ist s, bzw. s/, ein lokaler Rahmen von E bzw. E’ {iber U,, dann
ist sq ® s, ein lokaler Rahmen von E ® E’. Fiir

TSM=TM® .. TMRT*M®...@ T*M

r—mal s—mal

— dem (r, s)-Tensorbiindel von M — ist damit Oy, ® ... ® Opir ® dz/' @ ... @ da’s
fir 1 < ig,je < m ein lokaler Rahmen. So ist z.B. s € I'(T'M ® T*M) in lokalen
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Koordinaten z* iiber U gegeben durch a8, ® da’ fiir a} € C*°(U) und kann wegen
%0, @da? = (050, )@dr! = 9y ®(a}da’) auch als Schnitt in T'(T'M)®ces (r,ry[* (T M)
angesehen werden.

Beispiel 1.2.14 ((Semi-)Riemannsche Metriken). Eine Riemannsche Metrik g ist in
jedem Punkt & € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform g, welche glatt vom
Punkt x abhéngt, vgl. [2, Def. I1.1.1]. Dort mussten wir noch direkt in lokalen Karten
hinschreiben, was es bedeutet, dass g, glatt vom Punkt abhédngt. Mit der Biindelsprache
haben wir jetzt, dass eine Riemannsche Metrik g insbesondere eine glatte Abbildung
g: TM®TM — Rist und damit ist g € D(T*M QT*M) Z T(T* M) @¢eo (m,r) L' (T* M)
— ein (0, 2)-Tensor — ist.

Bemerkung 1.2.15. Der Pullback aus Abschnitt 1.1.2.6 erfillt fiir Vektorbiindel noch
zusitzlich f*(Ey ® Es) = f*E; ® f*FEy. Das sieht man wieder direkt auf dem Level
der Ubergangsfunktionen.

Wie bei Vektorrdume gibt es eine Paarung von einem Vektorbiindel mit seinem dualen:

D(E* ® ) = T(M x K — M), (a.®s)(x € M)=0(z)(s(z)) € {r} x K.
(S ckE

*
x

1.2.2.4. Homomorphismenbiindel
Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Tensorproduktabschnitt von oben, setzen
wir
Hom(E, E):= | | Hom(E,, E,) und #: L, € Hom(E,, E,) — z € M.
reM
Die Topologie und glatte Struktur auf Hom(E, E’) wird durch

bo: 77 (U,) = Uy x Hom(K", K7)
L, € Hom(E,, E,) — (z, V)
mit (v € K"):=(¢q 0 L, 0 17 1)(v) bestimmt. Es ist Hom (K", K™) = (K*)" @ K”. Die

Ubergangsfunktionen sind Kho ® flag, wobel wir die letzte Isomorphie genutzt haben.

Das resultierende Biindel Hom(FE, E) nennen wir das Homomorphismenbiindel beider
Biindel. Es ist vom Rangr#, und es gilt Hom(F,E) ¥ E* ® E.

Ist E = E, setzen wir End(E):=Hom(E, E) und nennen es das Endomorphismenbiindel
von E.

Beispiel 1.2.16 (Riemannscher Kriimmungstensor). R € T'(Homgr(TM ® TM ®
TM, TM)=2T(T"M @T*M @ T*M @ TM) — ein (1,3)-Tensor.
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1.2.2.5. AuBeres Produkt

Sei m: E — M ein Vektorbiindel vom Rang r, lokalen Trivialisierungen ¢, und
Ubergangsfunktionen pi,5. Wir setzen

A¥(B):=Ugenr A*(E,) und definieren #: A¥(E) — M durch 771 (z) = AF(E,).

Hier ist A*(E,) das k-fache duBere Produkt des Vektorraums E,, vgl. [2, S. 75].

Ist e; eine Basis von K". Dann ist s, ;(z):=¢;'(z, e;) ein lokaler Rahmen von E. Wir
setzen

a“<“'<i"'sa7i1(m) Ao NS (x)" € Ak(EI) C Ak(E)|Ua — a“<“'<i"'ei1 A Neg,

zu einer wohl-definierten Abbildung A*¢,: A*(E)|y, — Uy x A*(K") zusammen, die
faserweise ein Vektorraumisomorphismus ist. Mit Satz 1.1.15 folgt, dass #: A*(E) — M
ein Vektorbiindel vom Rang (,:) ist.

Wir setzen AY(E):=M x K—das triviale Vektorbiindel iiber M vom Rang 1.

Fiir k > 0 ist o € T(A¥(E*)) eine Abbildung mit a(x € M) € A*(E?), also a(z): E, x
... X B — K ist multilinear und alternierend, und die Abhéngigkeit von z ist glatt,
d.h. man kann « auch als Abbildung a: T(E)* =T'(E) x ... x ['(E) — C>®(M), die
multilinear (bzgl. der C*°(M)-Modul Struktur von I'(E), also C*°(M)-linear in allen
Komponenten) und alternierend ist, auffassen. Weiterhin ist T(AYE) = C°°(M) und
wir setzen ['(A*E) = &2 ,['(A*E).

Beispiel 1.2.17.

(i) Im Spezialfall E = T*M kiirzt man ab: A¥M:=A*(T*M) und QF(M):=T'(A*M).
Elemente aus QF(M) heifien k-(Differential)Formen. Sei o € QF(M). Dann ist
az:i=a(r) € AFT M. Seien z° lokale Koordinaten auf U C M um z. Dann ist 0, |,
eine Basis von T, M und dx‘|, die zugehérige duale Basis von T M. Damit ist
a(z) = agy. i ()dzt | A. . . Adxi*|,. Variiert man x, ist 9, ein lokaler Rahmen von
TU = TM|y und dx® von T*U = T* M|y und damit o|y = a4, i, dz A. .. Adx'*
fir Qi ..y, € COC(U)

(ii) Das Vektorbiindel A™M — M mit m = dim M ist genau dann trivial, wenn M
orientierbar’ ist.

Beweis. A™M ist ein Vektorbiindel von Rang (z) = 1. Sei A™M das triviale
Vektorbiindel. Dann gibt es nach Lemma 1.2.2 eine m-Form w, so dass A™(T,M) >
wp # 0 fiir alle p € M ist. Ein solches w heifit Volumenform von M. Damit
entspricht die Behauptung der Aussage: M ist genau dann orientierbar, wenn M
eine Volumenform besitzt. Das haben wir in [2, Satz I1.10.17] bewiesen. |

*Wir benutzen die Einsteinsche Summenkonvention.
T M heiBt orientierbar, falls es Karten x;: Ui C M — V; C R™ von M gibt, die M iiberdecken,
und fiir alle 4,57 und p € U; NU; C M gilt detd,, () (r; © n;l) > 0.
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(iii) Wir betrachten die faserweise lineare Abbildung 1: A*E - E®...® E =: E®*
gegeben durch e;, A...Ae;, — desk sign(a)eig(l) @ ... ®e€,,, firin <...<ig.
Das macht ¢ zu einem wohldefinierter injektiver Biindelmorphismus. So kann A*E
als Untervektorbiindel von E®* betrachtet werden. Weiterhin ist diese Einbettung
kompatibel mit der Paarung fiir die dualen Biindel: Es ist fiir « € A*E?* und
X, € E,
(X1, .., Xp) = () (Xq, ..., Xi)

wobei €], ®...®¢€] (X1,...,Xy) =[]; €] (X;) fir eine Basis e; von E, gilt.

(iv) Betrachten wir A¥T* M ® E. Dann ist ein Schnitt eine multilineare alternierende
Abbildung a: TM x ... x TM — E — genannt eine k-Form mit Werten in E. Wir
setzen QF (M, E):=T(A*"T*M @ E). Da A°(T*M) = M xRund (M xR)® E = E,
konnen wir Q°(M, E) mit T'(E) identifizieren.

1.2.2.6. Konjugiertes Vektorbiindel

Ist E — M ein komplexes Vektorbiindel. Dann ist E::I_IzeME'Z — M,e e E,—sxeM
wieder ein komplexes Vektorbiindel. Hierbei ist als Menge E, = E,, aber ist (2,¢e) +— ze
die skalare Multiplikation auf F,, dann ist die auf E, gegeben durch (z,e) — Zze.

1.2.2.7. GraBmannbiindel

Sei E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r und sei d < r. Fir x € M ist
G4(E,):={d-dimensionale Untervektorrdume von F, eine kompakte Mannigfaltigkeit
diffeomorph zu O(r)/(O(d) x O(n—d)), vgl. Beispiel A.2.7(ii). Sei G4(F) = UpemGa(Ez)
zusammen mit der Projektionsabbildung 7: e € G4(E;) C G4(E) — M gegeben. Um
eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf G4(E) zu erhalten, sei U, eine offene Uberdeckung
von M mit Karten y: U, — V, C R™. Wir setzen ¢ : 7 1(Uy) — U,y X Gg(R"),
e (m(e), {dr(e)kalv) | v € €}). Zusammen mit Satz 1.2.9 ist G4(F£) — M damit ein
Vektorbiindel.

1.2.3. 'Whitney’ fiir Vektorbiindel

Fiir Mannigfaltigkeiten™ wissen wir, dass diese immer als Untermannigfaltigkeit eines
geniigend hochdimensionalen euklidischen Raumes R™ aufgefasst werden kénnen. Das
ist der Einbettungssatz von Whitney [2, Satz 1.3.40]. Wir werden nun sehen, dass man
jedes Vektorbiindel E — M als Untervektorbiindel eines trivialen Vektorbiindels iiber
M auffassen kann. Wir werden uns auf kompakte M einschrinken:

Satz 1.2.18. Sei n: E — M ein Vektorbiindel mit M kompakt. Dann gibt es ein
Vektorbiindel ©’': E' — M, so dass E ® E’' trivial ist.

~

Beweis. Sei Uy, a = 1,...,k, eine endliche Uberdeckung von M, so dass E|y, =
Uo x K" gilt. Sei p® eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Seien s§* ein lokaler

*Bei uns immer mit abzadhlbarer Basis
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Rahmen von E|y, . Wir setzen t§:=p®s®. Durch Fortsetzen durch 0 kdnnen wir diese ¢
als Schnitte auf ganz E auffassen. Wir betrachten den Vektorbiindelhomomorphismus

A: M x Mat,«,(K) = E  (z,d’,)—a t%(z).

Da fiir jedes € M die t&(x) den Vektorraum E, erzeugen, ist A, : {x} x Mat, x(K) —
E,. surjektiv. Also ist E das Bild von A.

Man kann dann zeigen, dass es einen Vektorbiindelhomomorphismus B: E — M x
Mat,«(K) mit AB = idg gibt, vgl. [5, Thm. 1.5.13]*. Insbesondere heifit das, dass B
injektiv ist.

Sei E’' der Kern von p := BA. Wir zeigen, dass p konstanten Rang hat und E’ damit
nach Beispiel 1.2.10 ein Untervektorbiindel des trivialen Biindels M x Mat, (K) ist:
Es ist p? =BABA = BA = p — also faserweise eine Projektion.” Sei

Do i= (BA)|{z} xMat, ., (k) € End (Mat, x(K)) und z¢ € M.

Wir setzen f(x) = Id—py —pro — 202,02 € End (Matrxk(K)). Dann ist py, f(z) = f(2)ps,
womit das folgende Diagramm kommutiert: (mit f(z,a) := f(z)(a))

M x Mat, (K)

M x Mat, (K)

f !
id X pg,

M x Mat, (K) M x Mat, . (K)

Da f(xg) = Id ist, ist f(z) fir « in einer Umgebung von z( invertierbar und damit
haben die p, dieser Umgebung den gleichen Rang wie auch id x pg,.

Dann gibt F & E' — M x Mat,«x(K), (e,e’) — B(e) + ¢(e/), mit ¢: B/ — M x
Mat,«(K) die Inklusion, einen Vektorbiindelmorphismus. Nach Konstruktion ist diese
Abbildung faserweise ein Isomorphismus ist. Also sind £ @ E’ und M x Mat,»x(K)
schon isomorph. O

Insbesondere liefert der letzte Satz, die erste Halfte des Satzes von Serre-Swan:

Satz 1.2.19 (Satz von Serre-Swan). [5, Thm. 1.6.18] Sei M kompakt. Der C*°(M)-
Modul T'(E) ist endlich erzeugt und projektiv’. Andersherum gibt es zu jedem endlich
erzeugten projektiven C°(M)-Modul R ein Vektorbindel iber M, so dass R = T'(E)
als C*(M)-Modul.

*Faserweise ist das lineare Algebra und dann muss man noch tiberpriifen, dass alles so gewahlt
werden kann, dass es zu einem Faserbiindel zusammenklebt.

TDer folgende Beweis funktioniert fiir alle Vektorbiindelmorphismen, die faserweise Projektionen
sind, da alle Biindel lokal trivial sind.

tprojektiver R-Modul P = Es gibt einen R-Modul Q, so dass P @ Q ein freier R-Modul ist.
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1.2.4. Biindelmetriken

In Beispiel 1.2.14 haben wir Riemannsche Metriken als einen Schnitt von TM @ TM
interpretiert, der auf jeder Faser ein Skalarprodukt ist. Ahnliche Strukturen existieren
auf allen Vektorbiindeln:

Definition 1.2.20. Eine Bindelmetrik auf einem K-Vektorbiindel 7: & — B ist eine
glatte Abbildung h: F ® E — K, deren Einschriankung h,: E, ® E, — K auf jeder
Faser eine positiv definite symmetrische Bilinearform (fiir K = R) bzw. hermitische
Sesquilinearform™ (fiir K = C) ist.

Bemerkung 1.2.21. (i) Fir K = R induziert eine Biindelmetrik & einen Isomorphis-
mus E = E* durch e — h(e,.) und h,: E, — EZ ist selbstadjungiert fiir x € M.
Damit ist h e (E® E)* 2T ((F® E)*) 2T(E* ® E*) 2 T'(Homg(E, E*)).

Fiir eine Riemannsche Metrik g auf M induziert die Identifizierung g, : T, M —
T*M einen Isomorphismus b: X(M) — QY(M), X — X° := g(X,.), dessen
Inverses mit f bezeichnet wird, vgl. [2, Bsp. I1.10.12].

(ii) Falls K = C erhalten wir analog zu (i) einen Isomorphismus E = E* durch
e — h(.,e), wobei nun E das konjugierte Vektorbiindel ist.

Bemerkung 1.2.22. Jedes Vektorbindel iiber einer Mannigfaltigkeit besitzt eine
solche Biindelmetrik:  Lokal nimmt man auf jeder Faser das euklidische bzw. hermi-
tische Produkt. Global benutzt man eine Zerlegung der Eins auf M, um die lokalen
Biindelmetriken 'zusammenzukleben’. Alternativ kann man eine Einbettung von F in
ein triviales Biindel nutzen, welche nach Satz 1.2.18 immer existiert. Auf dem trivialen
Biindel gibt es immer eine Biindelmetrik, deren Einschriankung auf E dann dort eine
Biundelmetrik gibt.

Ein Skalarprodukt eines Vektorraum ordnet jedem Untervektorraum ein eindeuti-
ges orthogonales (bzgl. dieses Skalarproduktes) Komplement zu. Analoges gilt fiir
Biindelmetriken auf Vektorbiindeln:

Lemma 1.2.23. (Orthogonales Biindel) Sei w: E — M ein Untervektorbiindel von
m: E' — M, und sei h eine Biindelmetrik auf E'. Dann ist

Et:={e' € E' | h(e,¢') =0 fir alle e € E mit w(e) = w(e)} = M, € — n(e)
ein Untervektorbiindel von E. Insbesondere gilt E ® E+ =~ E',

Beweis. Falls E+ ein Untervektorbiindel ist, dann gibt E®E+- — E’, (e1, e2) = €1 +ea
nach Lemma 1.2.3 den Vektorbiindelisomorphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass E-+ lokal trivial und damit ein Untervektorbiindel ist. Da
das eine lokale Frage ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass E und E’ trivial sind,
also E=U x K" und E' = U x K. Seien s1,..., s, linear unabhingige Schnitte von
E|y. Wir kénnen diese (in einer Umgebung U’ von = € U) zu einer Menge von ¢ linear

*bei uns antilinear in der zweiten Komponente
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unabhéngigen Schnitten von E’'|y erweitern: Sei € U. Wir erweitern sy (), ..., s.(x)
mittels Vektoren s,.1(x), ..., s,4u(2) zu einer Basis von (7/)~!(z) C E’. Fiir alle
y € U setzen wir s;(y) = s;(x) fir ¢ > r. WegenStetigkeit der Determinante der in
einer lokalen Trivialisierung um x dargestellten s;sind die s1(y), ..., Sp4u(y) in einer
Umgebung U’ von x noch immer linear unabhéngig. MittelsGram-Schmidt und der
Biindelmetrik erhalten wir nun aus den s; punktweise neue s;. Da die Biindelmetrik
glatt von der Faser abhéngt, sieht man an den expliziten Formeln fiir Gram-Schmidt,
dass die s; wieder glatte Schnitte sind. Weiterhin sind nach Konstruktion sj bis s/,
wieder Schnitte in E|y und die s).; bis s, sind Schnitte in E* |y, Damit ist £+ lokal
trivial. O

Beispiel 1.2.24. Sei X" C M™ eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Sei p € X. Dann haben wir die orthogonale (bzgl. g,) Zerlegung
T,M =T,X & N, X, wobei N, X :={veT,M|vLlT,X} der Normalenraum ist bzgl.
auf dem Level der Biindel, die orthogonale Zerlegung: TM =TX & NX — NX ist das
Normalenbiindel von M (bzgl. g).

Beispiel 1.2.25. Sei m: 7:={(f,v) € RP" x R*" | v € £} — RP", ({,v) ~ £, das
kanonische Geradenbiindel aus Beispiel 1.1.2.iii. Dieses ist ein Untervektorbiindel
vom trivialen Biindel RP"™ x R**! — RP"™. Das letzte Biindel versehen wir mit der
Biindelmetrik, die faserweise einfach das Standardskalarprodukt im R™*! ist.

Beispiel 1.2.26. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist ¢ eine
Bindelmetrik auf 7M. Wir wollen nun eine Biindelmetrik g* auf 7" M finden, die in
gewissen Sinne dual zu g auf T'M ist. Eine verniinfige Forderung ist Kompatibilitat
mit den musischen Operatoren: Fiir X, Y € X(M) sollte gelten

9(X,Y) = g"(X",Y").
Damit wire ¢* automatisch positiv definit. In lokalen Koordinaten z’ soll damit gelten
9i; XY = (g )" gre X" 1Y *,
also gi; = (¢")*grigi; und damit (g*)* =g*. Insgesamt ist also g* = g*'0,» @ O
(Hier wird d,+ mit der dualen Basis durch 9, (dz?):=da’ (9,) = &}, identifiziert. D.h.
9" (@ = ayda’, f = Bjda? )=, B;9".

Allgemeiner konnen Biindelmetriken auf Vektorbiindeln Biindelmetriken auf abgeleiteten
Vektorbiindeln induzieren:

Lemma 1.2.27. Seien E bzw. V zwei K-Vektorbindel iber M mit K € {R,C}.

Der Rang von E sei r. Seien h¥ bzw. hY Biindelmetriken auf E bzw. V. Fiir s; €
I'(E), a,8 € T(E*), 7,6 € T(A*E), 5, e T(V), f; € Hom(E,V) und (ey,...,e.) ein
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orthonormaler lokaler Rahmen von T'(E|y) fir U C M setzen wir

hE®V(81 @® 51,52 D 52) = hE(Sl, 82) =+ hv(gl, 52)

hEOV (51 @ 51,80 @ 32) = hP(s1,89)hY (51, 32)

W (, B)lu =) ale)Ble)

%

. 1 :
hAkE(fy,(S) = EhEm (¢(y),e(d)) mit  wie in Bsp. 1.2.17.iii.

Diese erweitern sich eindeutig zu Biindelmetriken auf EQV, EQV, E* und A*E. Insbe-
sondere ergibt K™ BV (f1 )|y = S0 BV (fi(es), fales)) durch die Identifizierung
Hom(E,V) = E*®V eine Bindelmetrik auf Hom(E,V).

Beweisskizze. Es ist klar fiir die Summe. Wir skizzieren hier den Beweis fiirs Tensor-
produkt: Als erstes iiberlegt man sich, dass die Abbildung T'(E) x T'(V) — C*°(M, K),
(s1,81) = hP(s1,82)hY (51, 32) fiir jedes feste (s2,32) € ['(E) x ['(V) bilinear ist und
damit eine Abbildung I'E)@I'(V) 2 T'(E®@ V) — C*>°(M,K) induziert. Analog gilt es
fiir vertauschte Indizes 1 und 2. Insofern induziert die Gleichung fiir h¥®V" insgesamt
eine bilineare Abbildung

RESV . TE®@V)xT(E®V) = C®(M,K).

(Das komplexe Konjugieren ist fiir K = C erforderlich und entfillt bei K = R.) Ist
e; ein orthonormaler Rahmen von I'(E|y) bzgl. ¥ und analog v; ein orthonormaler
Rahmen von I'(V|¢7), dann ist e; ® v; ein lokaler Rahmen von I'(E ® V|), der nach der
Forderung im Lemma dann ebenfalls orthonormal bzgl. AZ®V ist. Damit ist hF®V eine
eindeutig bestimmte Biindelmetrik. Die Biindelmetrik auf £* wird analog tiberpriift.
Man muss hier nur zusétzlich die Unabhéngigkeit von dem gewéhlten orthonormalen
Rahmen beweisen. Das folgt aus der Linearitdt der Argumente und daraus, dass ein
neuer orthonormaler Rahmen immer durch eine Matrix A € O(r) entsteht.

Die Abbildung

t: Hom(E, V) —» E*®V, f € Hom(E,, V) — Ze;‘ ® f(ei),

wobei e; eine Orthonormalbasis von FE, ist, definiert einen Biindelisomorphismus
von Hom(E,V) — E* ® V und dann folgt, direkt die Formel hZ ®V (1(f1),1(f2)) =

> hv(fl(ei)af2(ei))~ O]

Beispiel 1.2.28. (Nochmal Biindelmetrik auf 7*M) Fir die Biindelmetriken auf
den abgeleiteten Biindeln von T'M wie in Lemma 1.2.27 | siehe Tabelle 1.1. Dort
haben wir die lokalen Definitionen der Bundelmetriken, die der Einfachheit halber
auch einfach nur g genannt werden. Es bleibt natiirlich zu tiberpriifen, dass dies die
Biindelmetriken von letztem Lemma sind. Wir tiberpriifen hier, dass fiir 1-Formen
die Biindelmetrik aus Beispiel 1.2.26 herauskommt: Maoglichkeit (a) wire die Basis
J,: zu beliebigen lokalen Koordinaten bzgl. der orthonormalen Basis e; zu schreiben
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1.2. Vektorbiindel

und es direkt nachzurechnen. Moglichkeit (b) wére: In einer Umgebung zu jedem
p € U gibt es immer lokale Koordinaten (z.B. geodétische Normalkoordinaten [2,
Def. 11.7.4]) fiir die O,:[, = e;], und damit g;;(p) = d;; gilt. Damit gilt g*(a, B)[, =
(0yilp) B(0si |p)g" (p) = aleslp) Bleilp)-
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9¢

Biindel Schnitte Biindelmetrik (induziert von der Riem. Metrik g)
E Bezeichnung Rang T(E) Bezeichnung eines Schnittes lokal (g(s1, s2) lokal)
M x R" Triviales Biindel r C>®(M,R") (vektorwert.) Funktion f(x) (sogar global) punktweises Produkt
™ Tangentialbiindel m X(M) Vektorfeld ft (T)ﬁ (kurz f;0,:) 9(fi0,, hl o) = gufiht
T*M := (T'M)* Kotangentialbiindel m QM) 1-(Differential) Form fi(z)da' g(fi(x)dzt, by(2)dz) = g f;ly
T3(M) =@, TM ®@;_, T*M  (r,s)-Tensorbiindel ~ m"** T.5(M) (7, s)-Tensoren il (@) ® ... ® Opir @ d2”' ® ... ® da’ Girly -+ Gid @ gl f Rl
AFTM Biindel der k-Formen (') QF(M) k-(Differential) Form Fivege(@)dzdt Ao A dadx g(a, B) Lg(u(a),u(B)) mit ¢: AFTM — T*M®k

die triviale Einbettung wie in Bsp. 1.2 i
g(da AL N dats da? AL A datk) = det(gie),

Tabelle 1.1.: Abgeleitete Biindel von TM (Die Formeln fiir die hier gegebenen induzierten Bilinearformen auf den abgelei-
teten Biindeln gelten noch immer, wenn ¢ eine (semi-)Riemannsche Metrik war — jedoch sind sie dann nicht
Biindelmetriken im Sinne von Definition 1.2.20.

[oPUNQION[oA PUn ~19SB — oLI0dYIPPUNg T



2. Differentialoperatoren auf
Vektorbiindeln

Wir wollen nun erste allgemeine Notationen fiir Differentialoperatoren einfiithren und
uns als erste Beispiele insbesondere Operatoren auf Differentialformen (z.B. die auflere
Ableitung) und Zusammenhénge auf Vektorbiindeln (verallgemeinert/abstrahiert den
Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g)). Fur diese ersten Beispiele brauchen wir die
Sprache der Differentialoperatoren zwar so erst einmal nicht, aber es ist gut, sich daran
schon einmal zu gewohnen.

2.1. Definitionen und erste Eigenschaften

2.1.1. Im R*»

Ein Differentialoperator auf R™ ist definiert als

P=>" aa(x)D", (2.1)

|| <k

wobei o = (a,...,a,) € N" ein Multiindez mit |a:=)", 0’|, aq € C=(R™,K), fiir
K=R,C, und Dazzag(:;l % ist. Gibt es ein « mit |o| = k und a, # 0, dann
nennen wir k die Ordnung von P (sonst ist die Ordnung kleiner als k).

In vielen Anwendungen in der Analysis und Stochastik muss man geringere Regularitat
der Koeffizienten a,, zulassen, aber wir beschranken uns hier auf glatte Koeffizienten.
Also ist hier P: C*(R",K) — C*°(R",K). Allgemeiner kann P auch auf K’-wertige
Funktionen operieren und K”"-wertige Funktionen ausgeben - dazu muss dann a,, eine
r X f-matrixwertige Funktion sein. Dabei operieren die partiellen Ableitungen dann
komponentenweise.

Beispiel 2.1.1.

(i) Die Operatoren rot: C*°(R3 R3) — C>°(R3,R3), div: C°(R3 R?) — C~(R3,R)
und grad: C*°(R3, R) — C°°(R3,R3) sind Differentialoperatoren erster Ordnung.

(ii) Laplace-Operator:* A = — > " o . C>(R™) = C°(R™).

i=1 92x7

. .0 n 9
(iii) Warmeoperator: 5; — > ;" | 527

*https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_operator
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln
(iv) Wellenoperator™: g—;t -y, 8‘2—;
(v) Cauchy Riemann Operator % (6% + ia%)v (z,y) € R?

(vi) Sturm-Liouville Operatoren’: y € C*(I C R) — (—py') + qy € C>(I) fiir
p,q € C°(I) und p > 0

(vii) Dirac-Operator?:

D: C™(R* C*) — C>(R*,C*)

id 0 o2\ 0 0 o3\ 0
D—(o —ld)amo < )w*(—# o)w*(—ﬂ o)ams

mit ol = < > (? ) und o3 = <0 _01> Man rechnet nach, dass

D? der Wellenoperator ist

—_

2.1.2. Auf Mannigfaltigkeiten und Vektorbiindel

Wir wollen nun (2.1) als lokale Form benutzen, um so Differentialoperatoren auf
Mannigfaltigkeiten und Vektorbiindeln zu definieren:

Definition 2.1.2. Ein (skalarer) Differentialoperator der Ordnung k auf einer Man-
nigfaltigkeit ist eine lineare Abbildung P: C*°(M,K) — C*°(M,K), die in jeder Karte
die Form (2.1) annimmt.

Beispiel 2.1.3. 0-te Ordnung Operatoren sind einfach Multiplikationsoperatoren
Pf =af fiir ein a € C°(M,K)

Beispiel 2.1.4. Jedes Vektorfeld X € X(M), aufgefasst als Derivation X : C*°(M,R) —
C> (M, R) f — X(f), ist ein skalarer Differentialoperator erster Ordnung: Lokal ist
X = Xz (M,R) kann als

Vektorfeld plus einem 0-te Ordnungsoperator aufgefasst werden, vgl. Ubungsaufgabe 10.
Die Hintereinanderausfithrung von Vektorfeldern und Linearkombinationen davon sind
auch wieder Differentialoperatoren von entsprechend héherer Ordnung.

Im R"™ konnten wir analog zu (2.1) einen Differentialoperator P: C*°(R" K’) —
C>=(R",K*) als Operator der Form (2.1) definieren, wobei nun die a,,(z) €Hom(K*, K*)
waren. So kénnen wir nun analog den Begriff des Differentialoperators auf Funktionen
auf Mannigfaltigkeiten auch auf Vektorbiindel tibertragen:

*https://en.wikipedia.org/wiki/D%27Alembert_operator
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Sturm}E2%80%93Liouville_theory - Sturm-Liouville Probleme
resultieren oft als resultierende Probleme nach Symmetriereduktion, z.B. Laplacegleichung auf R™

nach Abtrennen der Radialsymmetrie. Ein Beispiel folgt spater.
ks
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2.1. Definitionen und erste Eigenschaften

Definition 2.1.5. Eine lineare Abbildung P: I'(E) — T'(F'), die in Koordinaten, die
E und F trivialisieren, die Form (2.1) mit a, € I'(Hom(E, F')) (also insbesondere
aq(z) €eHom(E,, F,;)) annimmt, ist ein Differentialoperator zwischen den Vektorbiin-
deln E und F'. Die Menge der Differentialoperatoren zwischen E und F' der Ordnung ¢
bezeichnen wir mit Diff(E, F). Ist E = F, so schreiben wir auch Diff’(E).
Beispiel 2.1.6. Die dufiere Ableitung d: Q¥ (M) = T'(A*M) — QF1(M) = T (A*+1 M),
definiert in [2, S.76], ist ein Differentialoperator erster Ordnung: In lokalen Koordinaten
hat ein a € Q¥(M) die Form f;, ;, dz™ A ... Adz™ und damit ist do = %daza A
dz™t A ... Adz®. Also ist d = by ()52 mit be(z)(e € AKM) = da?|, Ne € AkHIM.
Beispiel 2.1.7.

g(grad f,.) = df(.)

definiert einen Differentialoperator erster Ordnung

grad: C®°(M)2 T (M x R) — X(M)= I(TM).

Formal adjungierte Operatoren. Seien F, F' Vektorbiindel iiber einer Riemannschen
Metrik (M, g) mit gewéhlten Biindelmetriken. Ist P: I'(E) — I'(F') ein Differen-
tialoperator, dann ist sein formal adjungierter Operator der eindeutig bestimmte
Differentialoperator P': I'(F) — I'(E) fiir den

/ (6, P)dvol, = / (P16, pydvol,
M M

fiir alle ¢ € T.(F) und ¢ € T'(F) gilt. Hierbei ist (.,) die Biindelmetrik auf F bzw. E
und T'.(E) die kompakt getragenen glatten Schnitte von E.*

Ist Pu = 32, <4 @a(x)D% fiir u € C>(M,K), dann erhalten wir durch partielle
Integration erhalten wir dann Pfv = Z|a\gk(—1)|a‘(det 9)" 2D (aq(x)y/det gv).

Analog definiert man auch formal adjungierte Operatoren fiir semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten. Man muss dann nur |det g| in der lokalen Definition von dvol, verwenden.
Dementsprechend muss man dann auch die Betragsstriche in der lokalen Darstellung
von PT hinzufiigen.

Beispiel 2.1.8. d' bezeichnen wir mit §. Aus d? = 0 folgt 6% = 0.
Ahnlich wie den formal adjungierten Operatoren kann man auch andere

Definition 2.1.9. Der Laplaceoperator A einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist
definiert durch
/ g(du, dv)dvol, = / uAvdvol,
M M
fiir alle uw € C2°(M) und v € C°°(M). Hierbei ist das Skalarprodukt g auf der linken
Seite, die durch die Riemannsche Metrik ¢g induzierte Biindelmetrik auf 7*M, vgl.
Beispiel 1.2.26.

*Der adjungierte Operator P* von P als Operator auf L2(E) (im funktionalanalytischen Sinne)
stimmt auf T'¢(F) mit P iiberein. Hat i.A. allerdings einen groferen Definitionsbereich.
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

D.h. insbesondere A = dd. In lokalen Koordinaten der Laplaceoperator hat die Darstel-
lung

Af = ~(det g) 20,0 (g7 /det gdui f)
und in euklidischen Koordinaten stimmt der Laplaceoperator mit — ", 8‘2—; aus Bei-
spiel 2.1.1 iiberein.

Beispiel 2.1.10. Der Laplaceoperator auf k-Differentialformen wird definiert als
A:=(d +6)2: Q¥ (M) — QF(M).

Es gilt A = dé + §d und AT =A. Das formal adjungierte § zu d ist erst einmal nur fiir
k-Formen mit k& > 1 definiert. Man setzt §|cee(as) = 0 und damit stimmt A auf glatten
Funktionen mit der obigen Definition iiberein.

2.2. Zusammenhange von Vektorbiindeln

Wir werden den Levi-Civita Zusammenhang auf T'M zu Zusammenhéngen auf Vektor-
biindeln verallgemeinern und Beispiele fiir Differentialoperatoren erster Ordnung auf
Vektorbiindel erhalten.

Definition 2.2.1. Sei 7: E — M ein Vektorbiindel. Seien f: M — R glatt, X €
X(M), ¢ € T(E). Eine Abbildung V:=V¥: X(M) x T'(E) — ['(E) heiit (affiner)
Zusammenhang, falls gilt:

(i) V ist linear in beiden Argumenten.

(ii) (Tensoriell in der ersten Komponente)
Vixs = fVxs (also (Vixs)(p) = f(p)(Vxs)p)-
(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)

Vx(fs) = df(X)s + fVxs, also (Vx(fs))y = dpf(X(p))s(p) + f(p)(Vx5)(p)-

Die Menge aller affinen Zusammenhénge eines Vektorbiindels 7: E — M bezeichnen
wir mit A(E).

Ist zusitzlich eine Biindelmetrik h auf E gegeben, so nennen wir V¥ metrisch (=
kompatibel mit der Metrik), falls fiir alle X € X(M), s,s' € I'(E)

X.h(s,s') =h(Vxs,s')+h(s,Vxs)

wobel X.f:=X(f):=df(X): M = R, p— d,f(X(p)) fir eine glatte Funktion f: M —
R (oder f: M — C im Falle eines komplexen Vektorbiindels) ist.
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2.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

Bemerkung 2.2.2. (Lokale Darstellung) Seien x* Koordinaten auf U C M und sei
s, ein lokaler Rahmen fiir E|;; (insbesondere ist dann E|y trivial). Fiir X = X%0,,
s = f%s, gilt

Vxs=X"(0i f*)sa + X' f*Vo_, 5a
.
::FfaS[-}

mit Ffa € C*(U,K). Wie auch schon auf TM nennen wir die I' Christoffelsymbole.

Ist V metrisch bzgl. h und ist s, ein lokaler orthonormaler Rahmen von E|y, so gilt:

0= 0yi(h(5as85)) = MVo_;5a:55) + h(5a,Va_,55) = h(T} s+, s3) + h(sa,I‘;’st)
=T}, +T5," (2.2)

Bemerkung 2.2.3. Sei V € A(E).

(i) Die Menge aller Zusammenhénge A(E) auf einem Vektorbiindel E bilden mit
der Addition (AV! + V?)xs:=AVis + V%s einen affinen Raum. (Aber keinen
Vektorraum, da die Nullabbildung kein Zusammenhang ist.)

(ii) Seien V!, V2 € A(E). Dann ist w definiert durch w(X):=V% — V% eine 1-Form
mit Werten in End(E), also w € Q'(M,End(E)) = I'(T*M ® End(E)). Die
Abbildung X € X(M) ~ Vx ist jedoch kein Element in Q'(M,End(E)), da
Vx(fs) # fVxs ist. Andersherum ist fiir V € A(E) und w € Q'(M,End(FE))
auch Vxs:=Vxs 4+ w(X)s immer wieder ein affiner Zusammenhang auf E.

Beispiel 2.2.4.

(i) Ein ausgezeichneter Zusammenhang auf einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g) ist der Levi-Civita Zusammenhang. Das ist der eindeutig bestimmte me-
trische Zusammenhang, der zusitzlich torsionsfrei ist, d.h. VxY —Vy X = [X, Y]’
fiir alle X,Y € X(M).

(ii) Fiir zwei metrische Zusammenhinge V!, V2 auf TM gilt
metr.
9W(X)Y,Z) = g(VXY — VXY, Z) "="g(Y,VxZ — VX Z) = g(Y,w(X)Z)

fir alle X,Y,Z € X(M). Wir koénnen in diesem Fall also w als Element in
Q(M,o(TM)) auffassen, wobei o(TM) die Abbildung auf TM bezeichnen, die
faserweise orthogonal sind (also das Skalarprodukt g erhalten).

*Zum Vergleich: Fir den Levi-Civita Zusammenhang hatten wir Ff. = Fki. Dort folgte das aus
der Torsionsfreiheit. Torsionsfreiheit ist nicht als Forderung fiir allgemeine Vef(torbijndel definierbar.
Auflerdem entstehen die Ffj bzgl. der Basis 0,; zu gewdhlten Koordinaten, welche im Allgemeinen

halt keine orthonormale Basis ist und weshalb im Allgemeinen nicht Ff. = —Fz 5 8ilt.
fDie Lieklammer [X,Y] € X(M) ist definiert durch [X,Y](f) = X (Y (f)) — V(X (f)) fiir alle
f e C>(M), vgl. DGI UA 39.
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

(iii) Die Torsion eines Zusammenhangs V auf T'M ist ein (0,2) Tensor T € TZ(M):
T(X,Y) =VxY — VyX — [X,Y]. Fiir zwei Zusammenhiinge V!, V2 mit der
gleichen Torsion ist w(X)(Y) = w(Y)(X).

Satz 2.2.5 (Induzierte Zusammenhénge). Seien E und V K-Vektorbindel iber M.
Seien VF und VV affine Zusammenhdnge auf E und V. Dann existieren auf E®V,
E*, EQV, Hom(E,V) und AFE* affine Zusammenhdnge, so dass fir X € X(M),
Y € X(N), weT(E)* 5,8, €T(E), 5 T(V), a € T(A*E"), B € T(A'E*) gilt:*

X(w(s)= (VE w)(s) + w(VEs)
VERY (s @ 5)= (VEs) @ (VX3)
ViV (s®8)= (VEs) ® 5+ s ® (V3)
VY (f(9)= (V1) (s) + fF(VEs)
)

Insbesondere folgt

k pox
(Vj)\( B a) (s15..-y8K) = X(a(s1,...,8)) — Za(sl,...,sj,th(sj,strh...,sk).

j=1

Sind die Zusammenhinge VF bzw. VYV metrisch bzgl. Biindelmetriken h* bzw. hY
auf E bzw. V, so sind die obigen Zusammenhdnge metrisch bzgl. der induzierten
Bindelmetriken, vgl. Lemma 1.2.27, auf den jeweiligen Biindeln.

Beweis. Wir skizzieren hier nur die Argumente fiir den Zusammenhang auf E*, vgl.
auch Ubungsaufgabe 11 und 12: Man rechnet nach, dass (VE w)(s) = X (w(s)) —w(VEs)
die geforderten Eigenschaften in Definition 2.2.1, z.B. gilt fir f € C*>°(M)

(VE (fw)(5)=X ((fw)(s)) = (fw)(VEs)=X (fw(s)) — fw(VEs)
=fX(w(s)) + df (X)w(s) — fw(VEs)=df (X)w(s) + f(VE w)(s)
=(df (X)w + fVE w)(s). O

Es fehlt uns jetzt noch ein induzierter Zusammenhang auf dem Pullbackbiindel. Dazu
identifizieren wir zuerst Schnitte im Pullbackbiindel f*F fir 7: E — M und f: M’ —
M. Sei S € T'(f*E). Dann hat S(z) die Form (z,s(x) € Ef(,)). Die erste Komponente
enthilt also keine Informationen und wir haben eine glatte Abbildung s: M’ — E.
Andersherum definiert jede glatte Abbildung s: M’ — E mit 7 o s = f mittels
S(z) = (x,s(x)) einen Schnitt in f*E. Deshalb arbeitet man oft nicht direkt mit
Schnitten von f*FE, sondern mit den Abbildungen s: M’ — FE von oben. Ein solches

*Beachten Sie, dass I'(E*) & T'(E)* als C°°(M,K)-Moduln ist und wir damit eine Paarung
I'E*) x T'(E) = C*°(M,K), (w, s) — w(s) haben (was einfach iiber jedem Punkt x € M einfach die
Paarung/Auswertungsabbildung E* X E; — K ist). Insbesondere ist w € I'(E*) eindeutig bestimmt,
wenn man w(s) fir alle s € I'(E) kennt.
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2.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

s nennt man einen Schnitt von E entlang f und die Menge aller solcher Schnitte
bezeichnen wir mit I'¢(E). Nach obigen Uberlegungen ist I'¢(E) = I'(f*E). Wir werden
in Zukunft immer direkt s: M’ — E als Schnitt in f*F auffassen.

Man beachte, dass im Allgemeinen I'f(E) # I'(E|f(arry) ist — z.B. sei f: M' — M eine
konstante Abbildung, dann kann ein Schnitt von E entlang f immer noch von x € M’
abhdngen, wogegen Schnitte in I'(E|f(ar)—{+}) konstant sind. Die lokale Darstellung
eines Elements in I'y(E) tiber U C M’ ist a*(s; o f), wobei a’ € C*°(U) und s; ein
lokaler Rahmen von E iber f(U) C M ist.

Um die richtige Definition fiir V/™Z zu finden, schauen wir uns erst Spezialfille an:
(i) Sei f: M’ — M eine Einbettung. Dann ist f*E=E|s ;). Somit sollte
Vi Ps=Vii(se f7)
gelten.
(ii) Bildet f: M’ — M nur auf einen Punkt p € M ab. Dann ist f*E=M’ x 7—(p)
und s € I'¢(E) hat lokal die Darstellung a’s;(p) fiir a* € C*°(U). Hier sollte
VL P (5)=X (a)5a(p)-
gelten.
Zusammen ergibt sich
Lemma 2.2.6. Sei f: M' — M und w: E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang
VE. Sei s € T4(E) - lokal sei s = a'(s;o f), a® € C°(U C M'). Dann definiert
Vi Fslu= X(a')(si 0 f) + @' (Vi si 0 )
einen Zusammenhang auf f*E, wobei (Vdf(X sio f)(p) = (VE (x(p5i) (f(D))-

Beweis. Man muss nachrechnen, dass die Definition unabhéngig von der lokalen Dar-
stellung ist und es sich wirklich um einen Zusammenhang handelt. Wir rechnen hier nur
die Unabhéngigkeit der lokalen Darstellung nach: Sei t; ein weiterer lokaler Rahmen von
E auf f(U) C M. Dann definieren ¢4 (t;(y)) = (y, e;) bzw. ¢g(s:(y)) = (v, e;) lokale Tri-
vialisierungen. Sei 15 die zugehérige Ubergangsfunktion. Wir schreiben fiqs (y)(e;) =

wi(y)es. Dann ist t(y) = 5" (dp 0 63 (y,€;)) = 05" (Us ap(y)(e;) = 415 (y)si(y). Ein
Rahmen entsteht aus einem alten also genau durch punktweisen Multiplikation mit der
Matrix der Ubergangsfunktion.

Soll also b/ (t; o f) = a’(s; o f) sein, dann muss a*(z)=b"(x)p}(f(z)) gelten und wir
haben:

X(a)(si 0 F)+a' (V5 xys:) 0 f=X (¥ (1 0 £)) (550 f) + b (1 0 )V (3510 f)
=(X(O7) (15 0 f) + ¥ X (15 0 £))(si 0 f) + b (1 © F)(Vipxysi © f)
=X ()((kjs:) o f) + 6 (Vi) (W550) © f)
=X(0")(tj 0 )+ (Vixyti o f)-
Damit ist V/™ ¥ wohldefiniert. O

L
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Bemerkung 2.2.7.

(i) Sei~y: I — M eine glatte Kurve und ¢(t) ein Schnitt eines Vektorbiindels £ — M
entlang . Fiir den induzierten Zusammenhang auf dem Pullbackbiindel v*FE
schreiben wir oft einfach % = Vg:E. Ist v eine reguldre Kurve dann gilt %gb =
V¢ wobei ¢ als ein Schnitt auf E|, () begriffen wird. In Diffgeo I haben wir
uns beim Ausdruck V, immer nur auf regulare Kurven beschrénkt. Wenn man
z.B. die Parallelverschiebung auf allgemeine glatte Kurven verallgemeinern will,

benutzt man %, siehe Abschnitt 2.2.1.

(i) In lokalen Koordinaten haben wir fiir einen Schnitt ¢ € T'f(E) entlang : ¢(t) =
#'(t)s;(y(t)). Wir kiirzen ab §; = s; oy und Iv‘fj::I‘fj o~. Dann gilt

S OO=H(0)5:(0) + 6 (T35 0(0) = (1) + SO OFL0)5,(0). (23)

Bemerkung 2.2.8. (Intrinsische Darstellung von Differentialoperatoren) Benutzen wir
den durch V9 und V auf dem Vektorbiindel 7* M ® E induzierten Zusammenhang, vgl.
Satz 2.2.5, erhalten wir den Zusammenhang V: I'T*M QE) - T(T*M QT*M QFE) =
[(T?M ® E) mittels:

VEMEE(q@s) = (VEMa)@s+a® (VEs.)

Auch das ist wieder ein Differentialoperator erster Ordnung. Induktiv kénnen wir das
fortfithren (der Einfachheit halber bezeichnen wir auch diese ganzen Zusammenhénge
einfach mit V):

I(E)ST(IT*"M®E) ST(T"MeT*M®E) > T(T*"M® @ E) % . ..

Damit kénnen wir diese Zusammenhénge insbesondere auch hintereinanderausfithren
und erhalten einen Differentialoperator durch

Pu:=Y»_ayV*u mit a € D(Hom(T*M®* @ E, F)) = T(TM®" @ Hom(E, F))

Hierbei wirkt der TM®*-Anteil von aj mit dem T* M ®k-Anteil von VFu mittels der
natiirlichen Paarung.

Alle Differentialoperatoren zwischen Vektorbiindeln E und F' kann man so schreiben.
7Z.B. seien E = F = TM iiber (M, g). Dann sollte z.B.

9
Ozt
fiir ein a1 €T(T'M @ Hom(T' M, TM)) und ein ag€l’(Hom(T M, TM)) 2 T(T*M @ TM)

gelten. Wir bestimmen a; und ag: Fiir Y € X(M) ist VY = dz? ® (% + kaYk%)

=a1V — ag

und damit a1=0,1 ® idry sowie ag=I"{,dz* @ %.
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2.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

2.2.1. Horizontaler Lift — Paralleltransport

Definition 2.2.9. Sei 7: E — M ein Vektorbiindel, V ein affiner Zusammenhang auf
FE und v: I — M eine glatte Kurve. Ein Lift ¢ von +, d.h. ein Schnitt ¢ € ', (E), heifit
horizontal, falls %gb(t) =0 gilt (vgl. Bemerkung 2.2.7 fiir die Definition).

Satz 2.2.10. In der Situation von Definition 2.2.9. Seito € 1. Zu ¢o € E 1) gibt es
genau einen horizontalen Lift ¢ langs v mit ¢(tg) = ¢o.

Beweis. Der Beweis ist komplett analog zum Beweis fiir den Levi-Civita Zusammenhang
in [2, Satz I1.5.4] und beruht darauf, dass es sich hier um ein Anfangswertproblem fiir
die ODE Y ¢(t) = 0 handelt. O

Definition 2.2.11. Sei v: I — M wie oben. Seien tg,t; € I. Die Abbildung

12,40 Erito) = Eyr)s G0 = o(t1),

wobei ¢(t) der horizontale Lift von v mit ¢(tg) = ¢g ist, heilit Paralleltransport lings
7.

Bemerkung 2.2.12.

(i) Der Paralleltransport stellt einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Fasern
des Vektorbiindels her. Beachte: Wie auch schon auf dem Tangentialbiindel einer
Mannigfaltigkeit, ist der Paralleltransport ist abhéngig von der Kurve entlang
derer verschoben wird.

(ii) Ist v eine konstante Kurve, dann ist jeder horizontale Lift ein konstanter Schnitt
entlang ~.

(iii) Nach Picard-Lindelof hingt der horizontale Lift auch glatt von den Anfangswerten
ab.

Satz 2.2.13.
(i) |11+, ist eine lineare Abbildung.

.. ’Y . . . . .
(i) 11, ¢, Evyto) = Evey) ist ein Vektorraumisomorphismus. War der Zusammenhang
metrisch, dann ist dieser Isomorphismus sogar eine Isometrie.

(i13) 117y 1,= 1%, 1+ i1, - Insbesondere ist ||}, =Id und |y, ,, =(II7, ;)"

Beweis. (i) Linearitdt klar nach Linearitdt von V.

(iii) Klar nach Beweis der Eindeutigkeit der Losung des AWP fiir horizontale Lifte.
(ii) Es ist eine lineare Abbildung zwischen gleich dimensionalen Vektorraumen. Es reicht
also Injektivitét zu zeigen: Sei v € E,,) mit [|§ ;, (v) = 0. Dann ist v =||f, ; (0) = 0.
Ist der Zusammenhang metrisch, dann folgt isometrisch ganz analog zum Beweis im
Fall des Levi-Civita Zusammenhangs, vgl. [2, Satz I1.5.7]. O
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Bemerkung 2.2.14. Insbesondere folgt aus dem letzten Satz: Betrachtet man eine

Basis (e1,...,e,) von Ey_y,). Dann ist (e1(t):= ||}, ; e1,...,er(t):= ||}, ; er) wieder
eine Basis von E,;,). Wir nennen dann (ey(t),...,e.(t)) einen parallelen Rahmen von
FE entlang 7.

Satz 2.2.15. Fir ¢ € T.(F) gilt
c Vv c c* d c
(152 03269 =) 129955 605) = o I 060

Man beachte, dass z(s):= |5 ; ¢(s) € E,() fiir alle s und deshalb 4o 5 &(s) = 4 2(s)
als Differentiation im festen Vektorraum FE.) sinnvoll ist.

Beweis. Sei e1(s), ..., e,(s) eine Basis von E, ). Sei (e1(t),...,e.(t)) der zugehdrige
parallelen Rahmen lings . Sei ¢(t) = ¢/ (t)e;(t). Dann ist [|S, ¢(s)=¢7 (s)e;(t) und
damit - [|S, d(s)=¢" (s)e;(t). Andererseits ist
Vo i Y j j
75 (@7 (8)e;(5))=¢"(s) -e;(s) +7 (s)ej(s) = &7 (s)e;(s)
=0

15 o 0(s)=l5, (6 (s)es(s)) = & (s)es ). 0

Man kann so aus dem Paralleltransport auch den Zusammenhang wieder konstruieren:

Folgerung 2.2.16. Es gilt
(Z6) 10 = sy Vo 60 = ot

dt t—to t—to

fiir jeden Schnitt ¢ ldngs c.

2.2.2. Kriimmung

Definition 2.2.17. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang V. Die
Abbildung F': X(M) x X(M) x T'(E) — I'(E) mit

(X, Y, S) — F(X, Y)S:ZVXVyS —VyVxs— V[X’y]s
heifit Krimmung von V. Ist F' = 0, dann nennen wir den Zusammenhang flach.

Bemerkung 2.2.18. Ist M eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der
zugehorige Levi-Civita Zusammenhang. Dann ist R:=F der Riemannsche Krimmungs-
tensor.

Bemerkung 2.2.19. Man rechnet direkt nach, dass F C°°(M)-linear in allen Kom-
ponenten ist und F(X,Y)s = —F(Y, X)s fir alle X,Y € X(M), s € I'(E) gilt. Damit
kann F als Element in Q?(M;End(E)) aufgefasst werden.
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2.2. Zusammenhéinge von Vektorbiindeln

Als néchstes wollen wir die Krimmung F' als Quadrat einer geeigneten Abbildung
definieren.

Definition 2.2.20. Wir definieren die lineare Abbildung D: Q*(M; E) — QF1(M; E)
durch

D(a®s)=da®s+ (-1)Fa A Vs
fir o € Q¥(M) und s € T(E).

Bemerkung 2.2.21. (i) Wohldefiniertheit folgt, da D((fa) ® s) = D(a® (fs)) fur
f e C>(M) gilt.

(ii) Fiir k= 0ist D=V: Q(M; E) 2XT'(E) — Q' (M; E).

(iii) Die Abbildung D o D: T'(E) — Q?(M; E) ist die Kriimmung F.

Beweis. Wir rechnen lokal: Sei e; = 0, fiir lokale Koordinaten z’. Dann ist
Vs=da' ® Vs (denn Vxs = X'Vy s = dz'(X)V,,s) und damit

D(dx* ® V,s)(ej, ex)=(—dz* A VV,,s)(e;,ex)
=—dz'(ej)Ve, Ve, s + dz'(ex) Ve, Ve, s
=—V, Ve, 5+ Ve, Ve, s = Flej,er)s. O

Lokale Darstellung von V und F' mittels Differentialformen Sei s; ein lokaler Rah-
men des Vektorbiindels E vom Rang r iitber U C M. Dann ist Vxs, = wi(X)s;*
mit w} (X) € C°(U). Da V tensoriell in der ersten Komponente ist, ist w}eQ(U).
Die Menge der w,i enthalten alle Informationen iiber V auf U. Wir fassen alle zu
w = (w}) zusammen und erhalten eine 1-Form mit Werten in r x r-Matrizen, also
w € QY(U; gl(r,R)) — die sogenannte Zusammenhangsform von V auf U bzgl. des lokalen
Rahmen s;.

Analog haben wir F(X,Y)(sx) = Q4 (X,Y)s; mit Q4 (X,Y) € C®(U). Da F(X,Y) =
—F(Y,X) und F tensoriell in X, und Y ist, haben wir Q} € Q?(U). Wir fassen diese
zu Q = (%) € Q*(U; gl(r,R)) zusammen und nennen dies die Krimmungsform von F
auf U bzgl. des Rahmen s;.

Satz 2.2.22 (Strukturgleichung (= die definierende Gleichung von F in der lokalen
Darstellung)). FEs gilt dw = —w Aw + Q. Das ist Kurzschreibweise fiir

dwé =—wl /\w;-C + Q;
Beweis. Vollstindig analog zum Fall E = TM aus [2, Lemma I1.10.26]. O

Wir betrachten als nédchstes die w und € die zu verschiedenen Trivialisierungen gehoren:

*Im Vergleich zu Christoffelsymbolen: Fir Christoffelsymbole braucht man immer zuséatzlich einen
lokalen Rahmen auf T'U - z.B. lokale Koordinaten: wi(X) = XTFik mit Vg_, sk = Fiksi.

37

def_D.mp4


def_D.mp4

2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Seien ¢ : 1 (Uy) — Uy x R” und analog ¢g: w1 (Us) — Uz x R™ mit den natiirlichen
Rahmen si(:r)::gb/gl(x, e;) und t;(z):=¢; ' (z,€;), wobei e; die Standardorthonormalba-
sis des R” ist. Sei pag: Uy N Uz — G1.(R) die Ubergangsfunktion.
Die Zusammenhangsformen auf U,, Ug bzgl. der Rahmen ¢; bzw. s; bezeichnen wir
mit w, bzw. wg. Analog die Kriimmungsformen mit €2, bzw. Qg.

Satz 2.2.23. FEs gilt
wg = pztw +puztd = Wall h—d -1 (2.4)
B = HgaWalBa T Hgo0Hpa = HapWallyg Haplag .
Qs = tgaQakpa- (2.5)

Beweis. Wir schreiben pga (z)(e;) = pif ()e;.

Es ist t;(z) = (b[;l(qbﬂ o p t(z,e5)) = gbgl(x,,uga(m)(ej)) = ph(x)si(z), wobei die
letzte Gleichheit folgt, da ¢g die Vektorraumstruktur auf den Fasern respektiert, vgl.
Definition 1.1.4. Damit erhalten wir fiir X € X(M)

Vxt; = Vx(/i§84)
| |
(Wa)j(X) b (di(X) + 45 (wp)i (X)) se
und somit
(wa)§(X)pf = dp§(X) + i (wp)i(X),
also pgawa = diiga + waltga. Mittels der dueren Ableitung erhalten wir aus (2.4)
zusammen mit g = dwg + wg A wp aus Satz 2.2.22:
Qs = d(pzawalipe + Hsadisa) + (HzaWalpa + Haadisa) A (Hzawakisa + Hzadise)
= dugi A WallBa + ,ugidwa,u@a — ugéwa Adpga + dugi A dpiga
+ HaWa A Waliga + o diisa N figawalige + gaWa A ditga
+ 150 dpsa A pgadiiga
= (1500l Ba- O

2.3. Hauptsymbol und Kilassifikation

Wir werden spezielle Unterklassen von Differentialoperatoren kennenlernen. Diese
werden durch das sogenannte Hauptsymbol identifiziert:

2.3.1. Hauptsymbol

Schon an der lokalen Darstellung des Zusammenhangs kann man sehen, dass der lokale
Ausdruck je nach Wahl der Koordinaten stark variieren kann — so kénnen z.B. niedrigere
Ordnungsterme verschwinden oder auftauchen. Man kann allerdings den Termen mit
den hochsten Ableitungen einen koordinatenunabhéngigen Sinn geben.
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2.3. Hauptsymbol und Klassifikation

Definition 2.3.1. Sei P e Diff'(E, F). In lokalen Koordinaten um z € U sei P =
2 ja|<e @a(®) D mit aq € I'(Hom(E, F)|v). Dann sei das Hauptsymbol von P im Punkt

& =¢;da’ € T M definiert als

oo(P)(z,&):=i" Y aa(z)E”.
|a|=20

Hierbei ist £*:=£7" ... &% mit m = dim M.

Bevor wir im néchsten Lemma zeigen, dass diese Definition koordinatenunabhéngig ist,
bemerken wir zunéchst den Faktor i in der Definition. Das ist zwar Wahl der Definition,
kommt aber daher, dass der Ubergang von Z|a\:k ao(2)D® zum Hauptsymbol eine
Fouriertransformation ist und

gilt.
Lemma 2.3.2. Es gilt

o¢(P)(,€) = lim = (™" o Poe™)(z) € Hom(E,, Fy), "

wobei f eine Funktion mit d, f = & ist. Insbesondere ist damit das Hauptsymbol ein
wohldefinierte glatte Funktion auf T*M, die in jeder Faser ein homogenes Polynom in
den & der Ordnung ¢ ist.

Beweis. Wir verwenden die Leibnizregel und sehen, dass e~/ o Poe'*f in ¢ ein Polynom
der Ordnung ¢ ist. Der Term der Ordnung £ in z hat die Form

(i)"Y aalz) [[(@ni f @) = ()" Y aa(a)e”
|a|=£ i=1 la|=¢

(damit ist die rechte Seite im Lemma insbesondere unabhéngig von der Wahl von f)
und damit folgt die Behauptung. O

Analog erhalten wir, vgl. Ubungsaufgabe 14,

Lemma 2.3.3. Es gilt fir z € E,

,L-Z
O'g(P)(’JJ,f)Z = EP(.}MUNCM

wobei f € C®(M) mit f(x) =0 und dy f =& und u € T'(E) mit u(x) = z ist.

*Hierbei ist eitf als Multiplikationsoperator zu verstehen. D.h. ist ¢ € I'(E), dann ist (Poelth)(¢) =
P(e*f ¢). Insbesondere sagt das Lemma also auch, dass lim¢—, oo t— (e~ 0 P o e'tf)(¢)(x) wirklich
nur von ¢(x) abhéngt. Das ist fiir (P¢)(x) natiirlich falsch, sobald P nicht Ordnung Null hat.
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Beispiel 2.3.4. Fiir die ersten Beispiele aus 2.1.1 haben wir die Hauptsymbole

(i) Laplaceoperator: > i &2 = |¢]?
(ii) Wellenoperator: —&2 + |¢€[? (wobei & zu t = x° gehért)
(iii) Wirmeoperator: —|¢|?
(iv) Cauchy-Riemann-Operator: (& + iés)
(v) Sturm-Liouville: p&?
(vi) Gradient: (£1,&2,&3)

Divergenz: &1 + & + &3

0 0 0 0 0 1 0 10
Rotation: [0 0 1|&+[ 0 0 0)l&+ (-1 0 0]&
0 -1 0 ~1.0 0 0 0 0

Allgemein haben wir mittels Taylorentwicklung

(e7it/ o Poel/yu = (1 — itf — g £2 4+ O(t3)(Pu + it P(fu) — gp( F2u) + O(t*)u)

— Pu+it(P(fu) — fPu) — %(P( f2u) — 27 P(fu) + f2Pu) + O(*)u

= (PP - GRS+ 06 )

Insbesondere gilt also fiir Differentialoperatoren der Ordnung 1 bzw. 2:

o1(P)(w,&) = 1[P, fllz, 02(P)(x.8) = —5[[P, ], flle
Beispiel 2.3.5.

(i) Das Hauptsymbol oy (d)(z,¢) € End(T; M) der duBeren Ableitung d: QF(M) —
QFL(M) ist o1(d)(z, &) = i€ A a, vgl. Ubungsaufgabe 14.

(ii) Sei E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V. Wir betrachten den Zusam-
menhang als Abbildung V: I'(E) — I'(T*M ® E). Sein Hauptsymbol ist

o1(V)(z, v =i[V, flvle =i(V(fv) = fVv)[s = ide f @ v(z) = 1§ @ v(z)
fiir v € D(E) und d, f = .
Lemma 2.3.6. Seien P, P, € Diff* (Ey, E>) und Py € Diff*(E,, E3). Dann ist
T4, (P2 0 P1) (2, 8) = 00, (P2)(2,§) 0 0g, (P1) (2, E).

Auflerdem gilt o4(P") = o4(P)T.

40



2.3. Hauptsymbol und Klassifikation

Beweis. Direktes Einsetzen. O

Bemerkung 2.3.7. Fiir skalare Differentialoperatoren (E; = M x R) ist

00, (P2)(2,€) 0 00, (P1)(,§) = 00, (P1)(,8) 0 00, (P2) (2, €)

und damit

00y +0, (Pl o PQ)(‘T,&') = 04y+45 (PQ o Pl)(wvf)»

obwohl i.A. Py o Py # Py o P; gilt.

2.3.2. Elliptische, hyperbolische, parabolische, ...

Differentialoperatoren

Das meiste was wir iiber (lineare) partielle Differentialgleichungen wissen, geht auf die
folgenden drei Prototypen aus der klassischen Physik zuriick, die wir hier jeweils fir
beschriankte Gebiete des R™ formulieren. Aufgrund der Beschranktheit des Gebietes
brauchen wir hier im Allgemeinen Zusatzbedingungen (sogenannte Randbedingungen)
am Rand des Gebietes.

(i)

Wellengleichung: (—07 + ., 0% )u =0
Eine Losung u(z,t) in einem beschriankten Gebiet Q C R™ (und glattem Rand)
beschreibt die Bewegung einer Membran 2 am Punkt x € ) zur Zeit ¢. Typischer

Weise sucht man eine Losung der Wellengleichung unter folgenden Bedingungen:

u(z,0) = ug Anféingliche Position
Opu(z,0) = uy Anfangliche Geschwindigkeit
u(z,t) =v firz e o, t>0 Randbedingung.

Das Hauptsymbol des Wellenoperators ist —&2 + > 2. Da dessen Niveaumengen
Hyperboloide in R™*! sind, nennt man die Differentialgleichung hyperbolische.
Wirmegleichung: (—0; + -, 02, )u = 0 Eine Losung u(x, t) in einem beschrénkten
Gebiet Q@ C R™ (und glattem Rand) beschreibt die Temperatur in 2 € Q zur Zeit
t. Typischer Weise sucht man eine Losung der Warmegleichung unter folgenden
Bedingungen:

u(z,0) = ug Anféngliche Temperatur
u(z,t)=v firzed,t>0 (Dirichlet) Randbedingung.

Alternativ treten andere Randbedingung auf, z.B. Neumannrand-Bedingung
Opu(z,t) =v fiir x € 0Q,t > 0, wobei v das Einheitsnormalfeld von 02 ist. Die
Dirichletrandbedingung wiirde hier eine feste Temperatur am Rand modellieren,
wahrend die Neumannrandbedingung besagen wiirde, dass es keinen Warmefluss
durch den Rand gibt.

Das volle Symbol des Warmeoperator (d.h. die Konstruktion wie bei Hauptsymbol
nur mit der ganzen Summe ZI al<2 also mit den Termen niedrigerer Ordnung)
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

ist =&y + Y,; &7. Die Niveaumengen sind Paraboloide in R"*!, weshalb man die
Wiérmegleichung als parabolisch klassifiziert.

(ili) Laplacegleichung: ", 6‘92:,., u = 0. Losungen der Laplacegleichung sind stationére
(zeitunabhéngige) Losungen der Wéarmegleichung.

Das Hauptsymbol ist ), £Z. Dessen Niveaumengen sind Ellipsoide in R" !~
elliptische DGL.

Auf Mannigfaltigkeiten sehen die Gleichungen analog aus (jeweils mit dem Laplaceope-
rator der Riemannschen Mannigfaltigkeit). Auf geschlossenen (=kompakt und ohne
Rand) Mannigfaltigkeiten entfallen die Randwertbedingungen.

Die charakteristischen Eigenschaften der obigen drei Gleichungen sind sehr verschieden.
Z.B. sind Losungen der Laplacegleichung immer glatt, wogegen u(z,t) = f(x —t) die
Wellengleichung in R 16st, sobald f zweimal differenzierbar ist, vgl. auch UA 18.

Ein Grofiteil wichtiger Eigenschaften und Methoden fiir partielle Differentialoperatoren
sind wahr oder falsch oder anwendbar je nachdem, ob das Hauptsymbol ’dhnlich’ zu
dem einer der obigen Gleichungen ist. Daher kommt es, dass Teilmenge von Diffe-
rentialoperatoren in die Gruppe der elliptischen, parabolischen und hyperbolischen
Differentialoperatoren eingeteilt werden:

Definition 2.3.8. Sei E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r. Ein Differential-
operator zweiter Ordnung P: T'(E) — T'(F) heifit elliptisch/hyperbolisch/parabolisch,
wenn in jedem Punkt (z,&) € T*M das Hauptsymbol (nun lokal eine r x r-Matrix)
positiv oder negativ definit ist/genau einen negativen und sonst nur positive Eigenwerte
hat/ genau einen Null Eigenwert hat und alle anderen Eigenwerte das gleiche Vorzeichen
haben.

Bemerkung 2.3.9. Es stellt sich heraus, dass die meisten Eigenschaften elliptischer
Operatoren sich auf Differentialoperatoren P: I'(E) — I'(F) beliebiger Ordnung tber-
tragen lassen, solange des Hauptsymbol invertierbar ist. Deshalb nennt man auch solche
Operatoren elliptisch.

Auch viele (wenn auch nicht alle) der linearen partiellen Differentialgleichungen, die in
der Geometrie auftauchen, sind von diesem Typ:

(i) elliptisch: Laplace und Diracgleichung® auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

(ii) parabolisch:
a) Warmegleichung

b) Mittlerer Kriitmmungsfluss: Sei F': [0,1] x M — R"*! eine zeitabhiingige
Einbettung einer Hyperfliche M in R"*! mit Normalenvektorfeld v und
mittlere Krimmung H. Dann ist der mittlere Krimmungsfluss Losungen F
von

oF

A
ot v

*kommt noch
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2.4. Elliptische Diffops

¢) Ricci(de Turk)fluss* ist eine Evolutionsgleichung fiir die Metrik:

d .
ig(t) = —2Ricy(y)
(iii) hyperbolisch:
a) Wellengleichung (07 — A)u = 0 mit A, Laplaceoperator einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g).

b) Auf einer Lorentz-Mannigfaltigkeit ist der zugehorige Laplaceoperator hy-
perbolisch und wird D’Alembert Operator genannt. Fiir den Spezialfall
(M x R, g — dt?) ist 7 — A, der zugehdrige D’Alembert Operator.

¢) Cauchyprobleme, z.B. in der Allgemeinen Relativitdtstheorie.

2.4. Elliptische Diffops

In Spezialfillen, z.B. vorliegen von geniigend Symmetrien, vgl. z.B. UA 13, kann man
elliptische Differentialgleichungen explizit 16sen. Im Allgemeinen hat man da keine
Chance. Deshalb geht es zumeist um Fragen, wie: Gibt es tiberhaupt eine Losung? Ist
diese eindeutig? Welche Eigenschaften (z.B. Glattheit) hat die Losung?

Wir listen hier zumeist ohne Beweise einige Methoden und Begriffe auf, die gerade fiir
elliptische Operatoren auf Verwendung finden.

Es gibt verschiedene Methoden Existenz von Losungen zu elliptischen Differential-
gleichungen {iber geschlossenen Mannigfaltigkeiten zu zeigen. Wir werden hier die
Fredholmalternative kennenlernen und Beispiele sehen, wo man nutzt, dass sich die
Differentialgleichung als Euler-Lagrangegleichungen eines schénen Variationsproblems
schreiben l4sst (wie wir schon die Geodatengleichung in [2] als Euler-Lagrangegleichung
des Energiefunktionals verstanden haben).

Oft, und gerade im letzteren Fall der Euler-Lagrangegleichung, beweist man fiir eine
elliptische Differentialgleichung selten direkt, dass sie eine Losung hat, sondern man
beweist zunédchst, dass die Gleichung eine schwache Losung besitzt:

Definition 2.4.1. Seien F, F' Vektorbiindel mit Biindelmetriken und iiber einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei P: I'(E) — T'(F) ein Differentialoperator der
Ordnung ¢ und f eine Schnitt von F. Dann nennen wir ein u eine schwache Lisung

von Pu = f, falls
/ (u, P1¢)dvol, = / (f, #)dvol,
M M
fiir alle ¢ € T'o(F) gilt.

Wir nennen u eine (starke) Losung von Pu = f, falls u mindestens ¢-mal stetig
differenzierbar ist und Pu = f gilt.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Ricci_flow
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_partial_differential_equation
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Jede starke Losung ist auch eine schwache Losung. Umgekehrt muss, dass nicht gelten.
In vielen Fallen hilft aber die Elliptische Regularitétstheorie zu zeigen, dass u geniigend
Regularitét (~Differenzierbarkeit) besitzt.

Selbst wenn man diese Regularitdtsaussagen hat, muss man selbstverstédndlich noch
zeigen, dass es liberhaupt eine schwache Losung in einem geeigneten Funktionenraum
gibt.

Egal ob schwache Loésung oder direkt Existenz einer Losung zeigen, i.A. benutzt
man Funktionenrdume, die sich mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden, leichter
verwenden lassen als k-fach differenzierbare Funktionen.

2.4.1. Grundlagen und erste Anwendungen

Ab sofort sei E — M ein Vektorbiindel tiber einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) mit Bindelmetrik A und Zusammenhang V.

Betrachten wir aber zuerst eine zusammenhéngende offene Teilmenge 2 C R™. Der
Raum C*(Q) ist der Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen deren Norm
[ fllor (@) =maxa, o<k SUP,eq | D f| endlich ist. Das ist ein Banachraum (= vollsténdig
normierter Raum).

Verallgemeinern wir das nun auf Vektorbiindel:

||3||C"’(E)::maX0§£§k sup |st\7
zeM

wobei |V¥s| die Norm bzgl. der induzierten Biindelmetrik auf 7*M®* @ E.

Der Raum C*(E) sind alle Schnitte mit |[s||cr(g) < co. Der resultierende Raum ist
wieder ein Banachraum und hingt (im Gegensatz zur Norm) bei geschlossenen Mannig-
faltigkeiten M nicht von gewihltem Zusammenhangs V¥, der gewihlten Biindelmetrik
und der Riemannschen Metrik ab.

Um elliptische Differentialgleichungen zu behandeln werden allerdings oft Hilfsrdume
eingesetzt:

Fir s e T.(E), 1 <p < o0, k € Nj>o, sei

P

k
[ — /Z|Vjs|pdvolg
M

Hier ist V/s € I'(T*M®J @ E) und |V/s| steht fiir die durch g und h auf T*M®7 @ E
induzierte Biindelmetrik.

Der Sobolevraum W*P?(E) ist die Vervollstindigung von T'(E) in der ||.||yy*»-Norm.
Mit WEP(E) bezeichnen wir die Vervollstéindigung von I'x(E) in der ||.||yy«.»-Norm. Im
Falle von vollstindigen Mannigfaltigkeiten ist W*?(E) = WP (E). Fiir k = 0 erhalten
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wir die LP-Riume LP(E):=W%P(E). Die W*? (1 < p < o) sind alles Banachriume, im
Falle p = 2 sogar Hilbertriume* (in dem Falle schreiben wir kurz H*(E):=Wk2(E)).
Ist die Mannigfaltigkeit kompakt, dann sind die W"P-Normen zu verschiedenen Rie-
mannschen Metriken g, Zusammenhingen V¥ und Biindelmetriken #quivalent. (Das
ist falsch bei nichtkompakten Mannigfaltigkeiten.) '

Fiir LP-Riume gilt die Holder-Ungleichung®: Ist f; € LP(E), f» € LY(E) mit %—i—% =1,
folgt (f1, f2) € L'(M) und

/ (fr. fa)ldvoly < | fall e fall -
M

2.4.2. Wichtige Begriffe der Funktionalanalysis

Seien X, Y Banachrdume. Die zugehérigen Normen bezeichnen wir mit ||.||x bzw. ||.||y-
Der (topologische) Dualraum X*:={f: X — K linear } ist zusammen mit der Norm
I fllx=:=sup{|f(z)| | z € X, |||l x < 1} wieder ein Banachraum.

Ein Banachraum heifit reflexiv, falls X** = X gilt. Z.B. sind die Sobolevriume W
fiir 1 < p < oo reflexiv. Hilbertradume sind immer reflexiv (Das folgt aus dem
Darstellungssatz von Fréchet-Riesz).

Bemerkung 2.4.2. (Oft genutzte Lemmata der Funktionalanalysis zu Banachraumen)

(i) Jede nichtleere beschrénkte und abgeschlossene Menge eines Hilbertraumes (oder
allgemeiner eines reflexiven Banachraumes) X enthélt eine schwach konvergente
Teilfolge.Hierbei heifit v; — v schwach konvergent in X, wenn (u,v;) — (u,v) fir
alle u € X* und (.,.) ist die duale Paarung von X und seinem Dual z* ist, also
(f e X*,x e X):=f(x).

Im Falle eines Hilbertraumes kann jedes f € X* als (y,.): X — K fiir ein
y € X dargestellt werden (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz). Dann ist die duale
Paarung einfach das Skalarprodukt.

*Hilbertraum = Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt kommt. Z.B. s,s’ € L2(E)
hat das L2-Skalarprodukt (s, s’) 2:= fM (s, s")gdvoly — also einfach immer die polarisierte Norm.

_ TEs gibt alternative Definitionen in lokalen Koordinaten und lokalen Trivialisierungen. Setzt man
WkP(E) die Vervollstandigung von C°(E) in der Norm

p

[l = (Z(sa*(pif)evkmm)) :

wobei k;: U; C M — V; C R™ Koordinaten auf einer lokal endlichen Uberdeckung U; von M mit
zugehoriger Zerlegung der Eins p; ist, 6;: E|y, — U; x K" lokale Trivialisierungen von E sind und
&=(k; xid) 0 0;: E|ly, — Vi x K". Im Falle von geschlossenen Mannigfaltigkeiten ist diese Norm
dquivalent zur obigen Norm und unabhéngig, ansonsten braucht man Annahmen an die Karten und
Trivialisierungen.

tBeweis mit der Youngschen Ungleichung - ganz analog zum Fall M =R
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Konvergiert v; — v schwach in W*?(E), dann konvergiert v; auch schwach zu
v in W9P(E) fiir alle 0 < ¢ < k. Das folgt, da WkP(E)* ¢ W5P(E)* wegen
Whr(E) ¢ WkP(E) gilt.

(ii) Konvergiert v; schwach in X gegen v, dann gilt ||v||x < liminf |lv;] x.

(iii) Jede in der Norm konvergente Folge in X* | konvergiert auch schwach und zwar
gegen den gleichen Grenzwert.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht: Ein Beispiel ist H = L*(R). Sei u € C°(R) mit
suppu € [0, 1]. Setze v;(x):=u(x — i). Dann konvergiert v; schwach gegen 0 (Es
reicht, gegen C'°(R)-Funktionen zu testen, da diese dicht in L?(R) liegen.) Aber
die Norm von v; ist konstant, und damit kann nicht v; — 0 in H gelten.

Sei A: X — Y ein linearer Operator. Obwohl als Abbildung geschrieben bedeutet das
im Allgemeinen nicht, dass Ax fiir alle € X definiert ist. Ein linearer Operator kommt
mit einem Definitionsbereich domA — A: domA C X — Y. Wir betrachten hier nur
dicht definierte Operatoren, d.h. die Vervollstdndigung

domAX::{x € X | 3x; edomA: ||lz; — x| x 2§ 0}
des Definitionsbereich bzgl. der Norm auf X gibt ganz X.
Betrachten wir unsere Differentialoperatoren P: I'(E) — I'(F') als Operatoren auf
L?, dh. P:T.E) C L*(E) — L*(F), fiir (M,g) vollstindig, dann ist P ein dicht
definierter Operator. Genauso kénnten wir P aber auch als Operator P: I'.(E) C

WkP(E) — W4P(F) fiir 1 < p < oo betrachten und auch dieser wire iiber vollstindigen
Mannigfaltigkeiten dicht-definiert.

Ein dicht-definierter Operator A: dom A C X — Y heift stetig oder beschrankt, falls
es ein ¢ > 0 gibt, so dass ||Az|ly < ¢|z|x fir alle z € dom A gilt.

Man kann zeigen, dass fiir beschriankte Operatoren Ax fiir alle x € X durch folgende
Konstruktion wohldefiniert werden kann durch: Sei z; € domA — z in X. Dann
konvergiert Ax; zu einem y € Y. Dann setzt man Az = y.

Bemerkung 2.4.3. Unsere Differentialoperatoren P: I'.(E) C L*(E) — T'.(F) C
L?(F) der Ordnung k > 1 sind immer unbeschrinkt als Operator von L? nach L?,
d.h. die Operatornorm || P|| = SUPser, (), vl 12 ) =1 | Pv||2(Fy ist co. Als Operatoren

P: H* — L? sind sie allerdings beschrinkt: Z.B. fiir Pf:=f' fiir f € C>(S') gilt

||P ]T[1 — L2|| = sup ”f/HLz(Sl) < sup Hf”Hl(Sl) =1.
fEC"O(Sl),HfHHl(Sl):l fECx(Sl)nyHHl(lel

*Das ist die Standardkonvergenz in X, d.h. ||z; — z||x — 0.
t Beweis. Az; konvergiert in X: Wegen || Az; — Azjlly < c||lz; — x| x ist Az; eine Cauchyfolge
und konvergiert damit in Y.
Wohldefiniertheit: Seien z;,y; zwei Folgen in X mit z; - « und y; — = in X. Dann gilt

1Ay — ylly <l Ays — Azilly + [|[Azi — ylly <zllyi — zillx + Az — ylly
<c(llzi — zllx + llyi — zllx) + | Az; — ylly — 0.
Damit ist A: X — Y auf ganz X definiert und bleibt ein beschrénkter linearer Operator.
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Insbesondere sagt uns das, dass wir f’ fiir alle f € H' definieren kénnen. Das war
anfangs nicht klar, da f um f’ zu bilden ja differenzierbar sein muss.

Ahnlich sieht man, dass fiir einen Differentialoperator P: LP(E) — LP(F) der Ordnung
¢ iiber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit W*P(E) eine Teilmenge des maximal
moglichen Definitionsbereich ist.

Ein Operator A: X — Y hei3t kompakt, falls fir jede beschrankte Folge x; € dom A
die Folge Az; eine in Y konvergente Teilfolge besitzt.

Kompakte Operatoren sind insbesondere beschrankt. Die Hintereinanderausfithrung
eines kompakten und eines stetigen Operators ist wieder kompakt.

Kompaktheit ist eine wichtige Eigenschaft, die oft verwendet wird. In unserem Kontext
werden dafiir oft Soboleveinbettungssétze oder Arzela-Ascoli verwendet:

Satz 2.4.4 (Einbettungen). Sei M™ geschlossen. Sei o(p,k):=k — %, 0</?<E,
f € WrP(E). Dann gilt

(i) Fir k < £ mit o(q,f) < o(p, k), dann ist die Inklusion W*P(E) — W5I(E)
stetig. Gilt zusdtzlich o(q,0) < o(p, k), dann ist diese Inklusion ein kompakter
Operator.

(ii) Ist o(p, k) > €, dann ist die Inklusion W*P(E) — C*(E) stetig. Ist sogar o(p, k) >
¢, dann ist Inklusion W*P(E) — C*(E) kompakt.

FEinige wichtige Spezialfille:
(i) Ist f € H*(E) und k > m, dann ist f € Ck-™(E).
(i) C® = Ny HF.
Satz 2.4.5 (Arzela-Ascoli). Sei M kompakt und k > . Dann ist die Inklusion C*(E) <
CY(E) kompakt.
2.4.3. Elliptische Abschatzungen

Satz 2.4.6. Sei P: I'(E) — I'(F') ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung k
tber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es Konstanten c; so dass

(i) (Schauder Abschdtzung)
[ullgre < crl|Pullce + eallulloo < esflullene
fiir alle u € C**4(E) und
(i) (LP-Abschdtzung)
lullwrrer < callPullwes + csllullr < collullweres

fiir alle uw € WFHEP(E) gilt.
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Insbesondere folgt fir Pu = f: Ist f € WP(F) und u € W*P(E), dann ist u €
WHHP(E). Ist f € CY(F) und u € CO(E), dann ist u € C*4(E).

Folgerung 2.4.7. Sei P elliptisch und sei u eine schwache Lésung in L? von Pu = \u.
Dann ist u € C*°. Eigenwerte elliptischer Operatoren sind also immer glatt.

Bemerkung 2.4.8. (i) Die linken Teile der Ungleichungen sind die eigentlichen
elliptischen Abschéitzungen. Die rechten Ungleichungen folgen direkt, da P von
k-ter Ordnung ist, vgl. Bemerkung 2.4.3.

(ii) Betrachten wir einen Differentialoperator P der Ordnung s als Operator zwischen

Soboloevrdumen
P:T.(E) c WrFP(E) — WFSP(F).

Da I'(FE) nie der maximale Definitionsbereich ist, konnte es a priori sein, dass
es ein u € W*P(E) mit Pu = 0 gibt, aber u nicht glatt ist. Der letzte Satz sagt
uns, dass das nicht passieren kann, und « immer glatt ist. Insbesondere sagt uns
das, dass fiir die Bestimmung von ker P es nicht darauf ankommt, ob wir P als
Operator auf W*P(E) auffassen oder dessen der Einschrinkung auf W*+4P(E)
betrachten.

2.4.4. Existenz von Losungen in Sobolevraumen -
Fredholmalternative

Die Fredholmalternative ist eine Moglichkeit Existenz von Losungen zu elliptischen
Differentialgleichungen zu beweisen. Wir geben hier nur die Fredholmalternative fiir
Differentialoperatoren zwischen Hilberrdumen an:

Satz 2.4.9 (Fredholm-Alternative). Seien E — M und F — M Vektorbiindel mit
Biindelmetrik diber einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei
P:T(E) — T'(F) ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung £. Dann gilt

(i) Sowohl ker P als auch ker PT sind endlich dimensional.

(ii) Ist f € H(F), dann ezistiert genau dann eine schwache Lésung u von Pu = f,
wenn f orthogonal (in L2(F)) zu ker P'. Diese Lésung ist eindeutig, falls u
orthogonal (in L*(E)) zu ker P ist.

(iii) Fiir skalare elliptische Differentialoperatoren gilt dim ker P = dim ker P,
Ist E = F, dann sind insbesondere die Eigenrdume ker(P — AId) endlich dimensional.

Um die Fredholmalternative zu beweisen, braucht man insbesondere ein Kriterium,
wann der Kern vom elliptischen Operator endlich dimensional ist. Ein solches Kriterium
kommt mit folgendem allgemeinem Lemma aus der Funktionalanalysis:

Lemma 2.4.10. Seien X,Y, Z reflexive Banachrdume. Sei X — Y eine kompakte
Inklusion und L: X — Z ein beschrankter Operator. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
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(i) Das Bild L(X) ist in Z abgeschlossen und der Kern ker L ist endlich dimensional.

(i) Es gibt Konstanten ¢; und co so dass
[zllx < ellLz|z + callzlly
fiir alle x € X ist.

Das heifit die Hauptarbeit fiir die Fredholmalternative ist der Beweisen der elliptischen
Abschétzungen aus dem letzten Abschnitt. Wir beweisen das hier alles nicht, sondern
schauen uns ein paar Beispiele an:

Beispiel 2.4.11. (Gewdhnliche Differentialgleichungen auf S* = [0,27]/ ~) Sei Pu =
u' + a(x)u, u,a € C°(S',R). Dann ist P elliptisch und Pfu=—u'+ a(x)u. Aus Plu =
0 folgt u(:z:):u(O)efo “WY Damit u € C>(S1,R) gilt, muss fiir a die Bedingung
f027r a(y)dy = 0 gelten. Es ist also dimker PT < 1. ( Fiir a(z) = sinz ist z.B. ker PT =
span{e!~¢*s%1}.) Die Fredholmalternative sagt also, wir kénnen genau dann Pu = f €
C>(S") fiir u 16sen, wenn f 1> ker P steht. In diesem Fall ist die Losung, dann auch
eindeutig.

Beispiel 2.4.12. Sei (M,g) eine geschlossene zusammenhingende Riemannsche
Mannigfaltigkeit und A der Laplace auf Funktionen. Wir betrachten Pu = Au + ¢(z)u
mit ¢(x) > 0, ¢ # 0, und wollen Pu = f 16sen. Als erstes zeigen wir, dass ker P = {0}
ist. Sei dazu Pu = 0. Dann gilt

0= / u(Au + cu)dvolg:/ (|du|? 4 cu®)dvoly > 0.
M M '

Also muss u konstant und da ¢ # 0 ist,damit « = 0 sein. Wegen P = P konnen wir die
Fredholmalternative anwenden und erhalten, dass Au + cu = f fiir alle f € C°(M)
eine eindeutige Losung in H*(M) fiir alle £ hat. Damit ist die Losung insbesondere
auch glatt.

Ist ¢ = 0, ergibt obige Methode, dass Au = f genau dann eine Losung hat, falls
Jay fdvoly = 0 gilt.

Analoge Argumente funktionieren auch fiir vektorwertige Funktionen und c¢ eine positiv
definite Matrix oder auf Vektorbiindeln mit geeigneten ¢, vgl. Abschnitt 2.4.5.

Beispiel 2.4.13 (Hodge-Zerlegung). Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhéngende
orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei A:=d§ + §d: QF(M) — QF(M) der
Hodge-Laplace. Sei H*:=ker A C Q¥(M) der Raum der harmonischen k-Formen. Nach
Satz 2.4.9 ist H* endlich dimensional. Wegen

/g(h,Ah)dvolg:/ g(h,(d5+5d)h)dvolg:/ (|dn|2 + |6R|2)dvol,
M M M

ist

HE={h € QF(M) | dh = 0 und 6h = 0}.
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Fiir ¢ € QF(M) sei ¢ = 9 +h die Zerlegung mit A € H* und v L H*. Senkrecht bezieht
sich hier auf die durch g auf Q¥(M) induzierte Biindelmetrik. Nach der Fredholmalter-
native gibt es damit ein w € QF(M) mit Aw = 1, und damit

d=Aw+h=déw+ddw+h=da+d8+h

mit o = dw und B = dw. Wegen d? = 0 ist da L §3. Weiterhin ist do L. h und 63 L h.
Wir haben also damit eine orthogonale Zerlegung einer p-Form in exakte, ko-exakte
und harmonische Formen - die sogenannte Hodge-Zerlegung.

Sei nun ¢ = da + 68 + h geschlossen, d.h. d¢ = 0. Dann ist 0 = ddf und somit
1681172 = [,, BdéBdvoly = 0, also 6 = 0. Jede geschlossene Form hat also eine Hodge-
Zerlegung der Form ¢ = da + h. Also ist h die eindeutige harmonische Form in der

de-Rham Kohomologieklasse von ¢: [¢] € HY (M )::li(;ri: g:,(]lv(fj)\f)ip;: ((]]\\44)) X

Weiterhin sieht man wegen A = d§ + d und § = (—1)"P~ x dx: QP (M) — QP(M),
dass der Hodge-Laplace mit dem Hodge-Stern Operator kommutiert. Also bildet %
harmonische Formen auf harmonische Formen ab. Da x eine Isometrie (bzgl. der L*-
Norm) ist, ist *: H? — H™ P eine Isometrie — das entspricht der Poincaré Dualitit
auf der de-Rham Kohomologie.

2.4.5. Laplace-artige Operatoren

Eine wichtige Klasse von elliptischen Operatoren zu denen auch der Laplaceoperator
auf Funktionen gehort sind Laplace-artige Operatoren auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten:

Definition 2.4.14. Ein Differentialoperator zweiter Ordnung auf einem reellen Vek-
torbiindel £ — M {iber einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist Laplace-
artig (vom Laplace-Typ), wenn sein Hauptsymbol in § € T M die skalare Multiplikation
mit [¢]2 ist.

Bemerkung 2.4.15. Ist (M, g) Riemannsch, ist der Laplace-artige Operator damit
automatisch elliptisch; ist (M, g) Lorentzsch, dann hyperbolisch. Nach Beispiel 2.3.4 ist
P genau dann Laplace-artig, wenn [[P, f], f] = 72|df|3 gilt.

In lokalen Koordinaten x € U hat ein Laplace-artiger Operator die Form
P=—g"90,0, +a" 0 +b
mit a®,b € T'(End(E)|y).

Beispiel 2.4.16 (Der Hodge-Laplace ist Laplace-artig). Der Hodge-Laplace A:=dd +
§d: QF (M) — QF(M) ist Laplace-artig: Nach Beispiel 2.3.5 ist o1 (d)(z,&)a = i€ A a.
Mit § = (—1)™*=D=1w dx und 1,0 = *(v” A xa) folgt o1 () (x, &) = —itgzar und somit

o2(dd + 6d)(x,&)a = E N (tezar) + e (E N ).

*https://en.wikipedia.org/wiki/De_Rham_cohomology - Wegen d? = 0 ist das Bild wirklich eine
Teilmenge von des Kerns.
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Um zu sehen, dass die rechte Seite gleich [£|2a ist, betrachten wir beide k-Formen fiir
« die eine Basis bilden. Dazu wahlen wir lokal einen orthonormalen Rahmen e; von
T« M mit e; = ﬁ Sei a« =e;, A...Ae;,. Dann ist

g

EN(Lgra) +Lea(§ N a) :\§|3 (el A (Legeil Ao Neg) +Le§(el A ey /\.../\eik))

Ist 1 € {i1,...,ix} ist der zweite Summand gleich Null und der erste eins, sonst
ist es genau anders herum. Damit ist 2(A)(x,€) = [£|2 und der Hodge-Laplace ist
Laplace-artig.

Beispiel 2.4.17. Sei E — M ein Vektorbiindel iiber (M, g) und Zusammenhang V.
Wir definieren den Zusammenhangs-Laplace (Bochner-Laplace) durch

A= — Tr(VITMEEGEY. I(E) — T(E).

Die Spur geht hier iiber die beiden Faktoren T*M im Bild von VI M®EVE. T(E) —
T'(T*M @ T*M ® E). Man beachte, dass die Spur hier als Spur einer Bilinearform
metrikabhingig ist.

Wir haben

(VI MEEGE ) (,h,0,0) = (VI MO (dz' @ VE )(Dpn, 0ye)
(VI Mdz' @ VE s+da' @ VEVE  8)(0,k,0,e)
(VE Mdz')(0,0)VE s+ 0,VE VE s

Mit 0 = i (2" (05 ))=(V 37 M da') (Do) + da’ (VHN (0,0)) folgt (V5N da')(0ye) =
I und damit
(VI MEEGES) (040, 0,0) = VE V5 s —T3,VE s
also (VI MOEGE ) (X, vV)=(VEVE —VE 1)s
und somit
As=—g"(VE V5 —TEVE )s.

Insbesondere ist der Bochner-Laplace also auch vom Laplace Typ. Man kann nachrech-
nen, dass A = —(VE)IVE ist.

Als néchstes werden wir sehen, dass jeder Laplace-artige Operator bis auf einen nullte
Ordnung Operator die Form eines Zusammenhangs-Laplace hat:

Satz 2.4.18. Sei E — M ein Vektorbindel iber (M,g). Sei P: T(E) — T'(E) ein
Operator vom Laplace-Typ. Dann gibt es einen eindeutigen Zusammenhang VF auf E
und ein eindeutiges Q € T'(End(E)) mit P = AP + Q, wobei AF der Bochner-Laplace
2u VE st
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Beweis. Es reicht ein V¥ zu finden, so dass [P — A, f] = 0 ist, denn dann ist P — AF
nach Beispiel 2.3.4 ein Operator O-ter Ordnung. Allgemein ist

(AP, fls=(Af)s +2df (0:1)VE s =: (Af)s + 2(df, VFs)
[P — AP fls=[P, f]s — (Af)s — 2(df, VEs).

Wir suchen also V¥ so dass 2(df, VEs) = [P, f]s— (Af)s gilt. Diese Gleichung definiert
einen eindeutigen Zusammenhang V¥ und zeigt damit die Behauptung. O

Beispiel 2.4.19. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der induzierte Zusam-
menhang auf A*M. Sei A = dd + dd der Hodge-Laplace auf QF(M). Dann ist

A=—-(V)IV+Q

mit @ = —e? Au(e;)R(e;,e;), wobei e; ein lokaler Orthonormalrahmen auf 7'M ist, vel.
Ubungsaufgabe 17.* Mehr solcher Identititen in Satz 2.4.31.

Spektrum des Laplaceoperators auf geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten. Es gibt allgemeine abstrakte Sdtze mit denen man einen Spektralsatz fiir den
Laplaceoperator zeigen kann, siehe Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren in
der Funktionalanalysis [8]. Um zu sehen was passiert und weil es einige oft auftretende
Methoden verwendet, beweisen wir hier den Spektralsatz fiir den Laplaceoperator von
Funktionen auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten zu Fufi:

Satz 2.4.20. Der Laplaceoperator A: C®(M) C L*(M) — C>®(M) C L*(M) auf
einer zusammenhdangenden geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) besitzt
eine unendliche Folge von Eigenwerten 0 = Ay < A1 < Ao < ... mit zugehérigen
L2-orthonormalen glatten Eigenfunktionen ¥ H

Ay = ;5. (2.6)

Weiterhin ist der einzige Hdaufungspunkt der Eigenwerte +00. Insbesondere sind die
Eigenrdume endlich dimensional, und die Eigenfunktionen bilden eine Basis in L*T. Ist
f glatt, dann konvergiert seine Zerlequng in Eigenfunktionen uniform in C* fiir alle k.

Beweis.

(i) Wir bemerken zunéchst, dass aufgrund der Sétze zur elliptischen Regularitéat aus
¢; € L? erfiillt schwach (A — X\;)¢; = 0, folgt dass ¢; glatt ist.

*Hier ist R der Kriimmungstensor zu V auf A*M, d.h. R(e;,e;): QF (M) — QF(M).

TZum Begriff der Basis eines Banachraumes: In LinAlg lernt man als Basisbegriff fiir (unendlich
dimensionale) Vektorrdume den Begriff der Hamelbasis, d.h. jedes Element des Vektorraumes muss
eindeutig als endliche Linearkombination von Basiselementen darstellbar sein. Das ist nicht der
Basisbegriff, den man in der Funktionalanalysis braucht. Dort ist es der Begriff der Schauderbasis, der
benétigt wird. Das heifit jeder Vektor hat eine eindeutige Darstellung als unendliche Linearkombination,
im Sinne, dass die Reihe in der Norm des Banachraumes zu dem Vektor konvergieren muss.

https://en.wikipedia.org/wiki/Schauder_basis
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(i)

(iii)
(iv)

2.4. Elliptische Diffops
(A; > 0) Wir multiplizieren (2.6) mit ¢; und integrieren:
OS/ ‘d(ﬁj@dVOlg:/ d)qui)jdVOlg = )\]/ |¢j|2dvolg=)\j.
M M M

(Ao = 0) Wihle ¢o = vol(M, g)~1/2.
(Endlich-dimensionale Eigenrdume und keinen endlichen Haufungspunkt) Sei
E,:={¢|3IN; <m: (A—-X)p=0}

Es reicht zu zeigen, dass E,, endlich dimensional ist. Wie in (i) erhalten wir
Sy 1dol2dvoly, < m fir ¢ € E,, und somit [|¢[|3;; < m + 1. Damit ist E,, in
H'(M) beschriinkt. Nehmen wir an, dass E,, unendlich dimensional wire, dann
gibt es eine Orthonormalfolge u; € E,,. Diese in H' beschrinkte Folge, hat
nach dem Soboleveinbettungssatz fiir H' < L? eine in L? konvergente Teilfolge
u;; . Der Limes sei ¢ € L?. Damit muss auch ||@||zz=1 sein. Da die u; aber
alle orthonormal sind, gilt ||u; — u;||3,=2. Keine Teilfolge von u; kann also eine
L2-Cauchyfolge sein, was den Widerspruch gibt.

(Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal) Der Beweis ist
wie bei symmetrischen Matrizen und benutzt die formale Selbstadjungiertheit
von A:

Aj /M prp;dvoly = /M oA dvol, = /M(AQSk)qudvolg =\ /M prp;dvol,.

(Existenz der Eigenfunktionen und Haufungspunkt bei unendlich.)Wir haben
schon gesehen, dass ¢( existiert. Nehmen wir nun an wir haben die Existenz
von 0 = Ag < A < ... < ) gezeigt (die zugehorigen ortho-normalisierten
Eigenfunktionen heiflen ¢;) und das sind insbesondere alle Eigenwerte (jeweils
gezéhlt mit Multiplizitdt) < Ax und ein paar = A\, (Das miissen noch nicht alle
sein — kann sein, dass wir da noch nicht alle gefunden haben).

Sei Ej:=span{¢; | j < k} und EkLL2 das zu Ej, orthogonale Komplement in L2.
Wir setzen Ef:=H' N (E{E). Sei v € Ej-. Wegen [, ¢;Av = A [,, by ist
Av € E,i-LQ. Sei nun

o lldll

A= inf .
veEr ||v|32

(2.7)

Der Quotient rechts heifit Rayleigh- Ritz-Quotient und ist im Fall v € H? gleich

vAvdvoly

inf ¢ B . Analog zur min-max Charakterisierung von Eigenwerten von
L2(g)
Matrizen (Satz von Courant-Fischer) erwarten wir, dass A der (k+ 1)-te Eigenwert

ist:
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(vii)
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Sei nun u; € Ej eine minimierende Folge fiir A, also |luj[2¢;) = 1 und
Hduj||2L2(g) — A. Damit ist u; in H' beschrinkt und damit enthéilt u; eine
schwach konvergente Teilfolge in H' (die wir im Folgenden auch wieder mit u;
bezeichnen). D.h. es gibt ein u € H' mit (z,u; —u)g — 0 fiir alle z € H'. Auch
konvergiert u; schwach in L? zu u, und damit gilt ||uf 2 < 1. Daraus folgt, dass
auch du; schwach in L? zu du konvergiert und dass ||dul| > < liminf||du;| 12 = V/X.

Wir iiberlegen uns als néichstes, dass u € Ej-: Da u € L? ist, hat u insbesondere
die Form u = ngk aj¢; + @ mit © € B und a; € R. Damit gilt (¢, u; —
w)2=—(¢;,u) 2 = —a, und wegen (¢, u; —u)r2 — 0 fiir j — oo folgt damit
ay = 0 und somit u € E,i-

Des Weiteren sagt der Soboleveinbettungssatz, dass u; in L? gegen u schon in der
Norm konvergiert. Damit ist auch ||u|/zz = 1 und damit sagt die Definition von A,
dass ||dul|r2(4) > VA ist. Also gilt schon Gleichheit und « € Ef- minimiert (2.7).
D.h. wie bei den kritischen Punkten aus der endlich dimensionalen Analysis, gilt
fiir alle v € Ej-

_ li‘ —0 |d(u+ ev)]|3. :fMg(du,dv)dvolg B |dull?. [, uvdvoly
2de™ lu+tev||Ze lullZ. lullZ.

:/ (9(du, dv) — Auv) dvoly,. (2.8)
M

Dawu e E,i- ist, gilt die letzte Gleichung auch fiir alle v € Ef und damit insgesamt
fiir alle v € H'. Also auch insbesondere fiir v € C*°(M) und damit ist u eine
schwache Losung von Au = Au. Somit ist u € C'°° mittels elliptischer Regularitét.

Insbesondere ist A > A\, und wir haben gesehen, dass es immer noch einen weiteren
Eigenwert gibt. Da die Eigenrdume endlich-dimensional sind, bedeutet das auch,
dass unendlich ein Haufungspunkt der Eigenwerte ist.

(L2-Vollstindigkeit und L2-uniforme Konvergenz der Eigenfunktionen)

Sei Il : L2(M) — L?(M) die L?-Orthogonalprojektion auf den Raum, der durch
die ersten N Eigenfunktionen von A aufgespannt wird:

ngi= Y (6,¢;)12¢;

J<N

Wir werden zeigen, dass ¢ — IIy¢ — 0 fiir N — oo und ¢ € L?(M). Damit bilden
dann die ¢; eine Orthonormalbasis in L?. Dazu schrinken wir uns zuerst auf den
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Fall ¢ € C(M) ein. Es gilt, vel. (v),
S (0 —Tng)A(¢ — Ty ¢)dvol,,

Ant1 <

¢ —TInoll7.
nya=aty [y (¢ —Hne)A¢ — (¢ — Tné) Iy Agdvol,,
a ¢ —TInoll7.
M= =11} _ Jas do|? + |dITy ¢|2dvol, - 2 [y [do|2dvol,
6 — Ting|2. =l —Tngl3.

wobeil wir im letzten Schritt

do||7 - =[ldlIn¢[|72 + [|[d(1 — TIN)@|F2 + (dlIn¢, d(1 — TIN)¢) L2

=(MInA¢,(1-TIN)¢)2=0

>||dTLy |7 -
verwendet haben. Da Any1 — oo, folgt ||¢ — IIn¢||%. — 0.

Sei nun ¢ € L2. Wir wissen, dass glatte Funktionen in L? dicht sind. D.h. es gibt
¢t € C*® mit ¢ — ¢ in L? und wir haben

¢ —n@l|r2<|lp — ¢z + ||¢° — One'|r2 + [N (S" — &) |12
<2||¢ — ¢'||12 + ||¢" — Tng'[| 2 — 0.

(viii) (Ist f glatt, dann konvergiert die Zerlegung in Eigenfunktionen sogar in C*.)

Wir zeigen die allgemeinere Aussage: Ist f € H?*, dann konvergiert die Zerlegung
in Eigenfunktionen sogar in H2*. Daraus folgt mit der Soboleveinbettung dann
die Behauptung in C*.

Den Fall £ = 0 haben wir schon in (vii) abgehandelt.

Wir definieren |u/gor:=||(A + Id)*u| g2 fiir u € C*(M). Es gilt

Jull 2 (A + Td)u] = > /

u(A +I)udvolg:/ |du\2dvol+/ u?dvol, > ||ul%.
M M M

und damit ||(A +Id)%ul[ 2> ||ul 2 fiir alle ¢ € N. Da (A +1d)¢ als Hintereinander-
ausfithrung des elliptischen Operators A +Id noch immer ein elliptischer Operator
ist, folgt:

lull 2 < e((A +1d) ullz2 + ullz2) < ¢Julgae < ¢ [lull o
Damit sind ||.|| g2+ und |.|g2s dquivalente Normen.

Sei nun v € H?*| dann ist v:=(A + Id)*u € L2 Dann ist

HNAiAHN

lu — Myul| goe < C|(A+ Id)k(u — T yu)| L2 Cllv — Oyl g2 (ﬁ; 0.
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(ix) Es fehlt noch, dass A\; > 0 ist. Da ¢1 L ¢ und damit [, ¢1dvoly = 0, folgt das
aus der folgenden Poincaré-Ungleichung. O

Satz 2.4.21 (Poincaré-Ungleichgun). [3, Thm. 2.10] Sei (M™,g) eine geschlossene
zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ¢ € [1,m). Dann gibt es ein
c >0 mit
[u—llze < cfldul|La
fiir alle w € HY(M), wobei a.-:m Jys wdvoly ist.
Bemerkung 2.4.22. Im Beweis des letzten Satzes haben wir Eigenwerte als kritische
Punkte eines Variationsproblems dargestellt - dem Rayleigh-Ritz-Funktional:
dv|?dvol
R:ve HY(M)w— Jay ldvlydvol, 2|g g
Sy v2dvoly

dargestellt.

Der Vorteil ist, dass man sich kritischen Punkten (insbesondere Infima oder Suprema)
durch eine approximative Folge anndhern kann und durch funktionalanalytische Me-
thoden ggf. Konvergenz und damit die Existenz eines solchen kritischen Punktes zeigen
kann.

In Ubungsblatt 7 sehen wir ein anderes Beispiel fiir die Verwendung eines Variati-
onsproblems, wenn wir beweisen, dass auf einer geschlossenen zusammenhéngenden
zwei-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Eulercharakteristik Null jede glatte Funkti-
on auf M, die irgendwo das Vorzeichen wechselt, Gaulkrimmung einer geeigneten
Riemannschen Metrik auf M ist.

Bemerkung 2.4.23. Wir iiberlegen uns als néchstes, was vom Beweis von Satz 2.4.20
auch fiir den Zusammenhangslaplace —(VF)TVF eines Vektorbiindels mit Biindelmetrik
auf geschlossen Riemannschen Mannigfaltigkeiten gilt bzw. angepasst werden kann:

(i) v (ii) v/, weil
0 g/ |VE¢;[2dvol,, :/ (¢pj, AE¢;)dvol, = Aj/ |p;|2dvol, = A;.
M M M

(iii) 0 muss im Allgemeinen kein Eigenwert sein - Bsp. in UA 23.ii
(iv) v (v) v, da auch AP = —(VF)IVE,
(

vi) v/ ganz analog, wenn man statt ||dv||z: im Rayleigh-Ritz-Quotient ||VZv) 2
benutzt.*

(vii+viii) v
(ix) Es kann sein, dass A\g = A; = 0 ist. Beispiel spéter

Insgesamt hat also auch der Zusammenhangslaplace auf geschlossenen Mannigfaltigkeit
ein Basis von L? aus L2-orthonormalen Eigenschnitten ¢; von AP also AF¢; = \;¢;,

*Bei v € C°°(M) macht das keinen Unterschied, da g(Vf, Vf) = g(df, df).
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2.4.6. Dirac-artige Operatoren

Eine sehr wichtige Klasse von elliptischen Differentialoperatoren erster Ordnung sind
Dirac-artige Operatoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

Definition 2.4.24. Seien £ — M und F' — M Vektorbiindel iiber einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Ein Differentialoperator D € Diff' (E, F) ist
Dirac-artig (vom Dirac-Typ), wenn DD und DD' Laplace-artige Operatoren sind.

Beispiel 2.4.25. (i) Fiir den Diracoperator aus Beispiel 2.1.1(vii) gilt D = DT und
D? wirkt komponentenweise als Wellenoperator. Damit ist der Diracoperator auf
Minkowski Dirac-artig. Wir werden sehen, dass er nicht elliptisch ist. Aber ganz
analog kann man mit der Forderung D? = A: C*°(R*,C*) — C°°(R*,C*)* einen
Diracoperator erhalten, der dann elliptisch ist.

(ii) Ist D € Diff'(E, F) vom Dirac-Typ, dann ist auch

~ (0 D ol
D.—(D O)EDIH(E@F)

Dirac-artig, und es gilt D = DT.

(iii) De Rham Operator: d + & € Diff' (Q*M:=@, QF(M)) ist Dirac-artig: Denn
(d+90)T =06+ dund (d+ 8§)? = dd + §d = A ist der Hodge-Laplace.

Bemerkung 2.4.26. Sei D ein symmetrischer (d.h. D = D) Dirac-artiger Operator
auf £ — M zur (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei o1(D)(x,€): E, —
E, sein Symbol. Fiir festes z setzen wir cl(¢) = ioi(D)(z,€). Aus D = D' folgt
cl(¢) = —cl(€)'. Da D Dirac-artig ist, gilt weiterhin cl(¢)cl(§) = —|¢|21dE, . Insbesondere
sehen wir hier, dass fiir ¢ Riemannsch D elliptisch ist. Polarisieren ergibt fiir £,n € T M

cl(€)el(n) + cl(n)el(§) = —29(&,n)1dg, -

Diese lineare Abbildung cl: T M — End(E,) nennen wir Cliffordmultiplikation und
definieren cl(v € T, M):=cl(v” € T} M).

Definition 2.4.27. Ein Vektorbiindel E iiber einer (semi-)Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) zusammen mit einer Cliffordmultiplikation

cl: T(T*M) — End(FE)

zur quadratischen Form g = g heifit Cliffordmodul.
Ein Zusammenhang V¥ heifit kompatibel mit der Cliffordmultiplikation bzw. Clifford-
zusammenhang, falls fir alle X € X(M) gilt:

[VE cl(X)] = cl(VX).

*A wirkt hier komponentenweise als Laplace auf Funktionen.

o7
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2. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Das ist kurz fiir VZ(cl(X)s) — cl(X)(VEs) = cl(Vy X)s fiir alle Y € X(M), wobei V
der Levi-Civita-Zusammenhang ist.
Eine Biindelmetrik hg ist kompatibel mit der Cliffordmultiplikation, falls

hg(cl(9)s1,s2) = —hg(s1,cl(0)ss2)
fiir alle s; € I'(E) und 6 € QY(M) gilt.

Ein Diracbiindel ist ein Cliffordmodul E — M mit Biindelmetrik (.,.)g, die mit der
Cliffordmultiplikation kompatibel ist, und metrischen Cliffordzusammenhang V7.

Bemerkung 2.4.28. Jedes Diracbiindel besitzt einen Operator vom Dirac-typ D €
Diff' (E):
E
D:T(E) S T(T*M ® E) S T(E).
In lokalen Koordinaten = € U ist

D= cl(da:i)Vami = gijcl(ﬁﬂ)vaﬂ.

Bzw. bzgl eines lokalen orthonormalen Rahmens gilt D = cl(e;) Ve

Wir berechnen Df-es reicht, das lokal mittels geodétischer Normalkoordinaten um
x € U zu tun. Sei e;:=0,:, s; € I'«(E|y). Dann ist V,,e;|, = 0. Dann gilt in :
cl und (.,.) kompatibel

(Dsy, s2) = {cl(e;) Ve, 81, 82) = —(Ve, 81, cl(e;)s2)

metr.

= "—e;(s1,cl(e;)s2) + (s1, Ve, (cl(e;))s2)
E C. =cC
[V I(VX)—ei<sl,cl(ei)52> + (s1,cl(e;) Ve, 82)= —divV + (s1, Dsa)

mit V = Vie; und V' = (s, cl(e;)ss). Damit ist

/ (Ds1, s2)dvolg :/ (s1, Dsg)dvol,, also D = DT.
M M

Weiterhin ist o1(D)(z,§) = i[D, f] = icl(€). Also ist 09(D?)(x,£) = [€]2.

Beispiel 2.4.29. Fiir den de-Rham Operator aus Beispiel 2.4.25 ist die Cliffordmulti-
plikation mit einer 1-Form w € T(T*M) = Q! (M) durch cl(w) = w A . — 1,,:. gegeben.
Wir haben somit, s. auch Beispiel 2.3.5 und 2.4.16, clo V = d + 4.

In Satz 2.4.18 haben wir gesehen, dass sich jeder Laplace-artige Operator P: I'(E) —
['(E) als A¥ + @ fiir einen geeigneten Zusammenhang V¥ plus einen nullte Ordnungs-
operator () schreiben lasst. Im Falle des Hodge-Laplace haben wir in Beispiel 2.4.19
gesehen, dass @ aus dem Kriimmungstensor bestimmt wird.

Wir wollen im Folgenden dhnliches fiir Diracoperatoren eines Diracbiindels finden.

Bemerkung 2.4.30. Ein K € Q?(M,End(E)) definiert eine Abbildung K: I'(E) —
['(E) durch
(Ks)(p)= 3" cl(es)el(e) K (eire))s
i!j
fiir eine lokale Orthonormalbasis e; von T,M. Man iiberpriift, dass die Definition
unabhingig vom gewihlten Orthonormalbasis ist. Dann gilt nach Ubungsaufgabe 19.
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Lemma 2.4.31. (Weitzenbick-Formel) Sei E — M ein Diracbiindel. Der Zusammen-
hang sei VE. Dann gilt D?> = AF + RF | wobei R¥ die Kriimmung von VF ist.

2.4.7. Etwas Funktionalkalkiil

Sei P: T'(E) — I'(E) ein elliptischer Operator der Ordnung ¢ auf einer geschlossenen
Mannigfaltigkeit fiir den es eine Basis aus orthonormalen Eigenfunktionen mit endlich-
dimensionalen Eigenrdumen gibt (z.B. P ist ein Zusammenhangs-Laplace).

Sei o(P) C R die Menge der Eigenwerte von P. Ein s € L?(E) hat dann eine Zerlegung
s = Z)\GU(P) s mit sy der Anteil von s im Eigenraum zu \. Da die Zerlegung orthogonal

ist, ist insbesondere [|sx|[L2¢g) < |5/l £2(g)-

Satz 2.4.32. Ein Schnitt s € L*(E) ist genau dann glatt, wenn ||sx||12(g) = O(JA]7F)
fiir alle k gilt (Man sagt, die Zerlegung ist schnell abfallend (rapidly decreasing).).

Beweis. Sei s glatt, dann ist auch P"s glatt fiir alle r € N, also insbesondere P"s € L.
Aus [|[P7s|22 = >0, A7||sa |22 folgt direkt, dass die Zerlegung schnell abfallend ist.

Sei die Zerlegung nun schnell abfallend. Da s eine Eigenfunktion von P ist, folgt mit-
tels elliptischer Abschétzung: ||sx|l gr+e <Cr([|Psallar + |sallnz) <Cr(1 + |AD|sall mx-
Mehrfaches Anwenden liefert ||sy || grre <& (1 + |A|)¥||sx||z2. Damit ist

Isllpree <> sl e (L + A" Y llsallze-
A A

Die Abfallbedingung zeigt somit, dass s € H" fiir alle r ist. Mittels der Soboleveinbet-
tung ist dann s glatt. O

Sei nun f eine beschrankte Funktion auf o(P). Wir definieren f(P) durch
F(P)si= Y f(Nsy,
A€o (P)

wobei s = ), s die Zerlegung von s in Eigenfunktionen ist. Achtung: f(P) ist i.A.
kein Differentialoperator mehr, nicht mal ein lokaler Operator™.

Satz 2.4.33. Die Abbildung f — f(P) ist ein unitdrer Ringhomomorphismus vom Ring
der beschrinkten Funktionen auf o(P) in die beschrinkten Operatoren auf L*(E). Es
gilt | f(P)||:=supyer(g), o), .=1 [PVlz2 < sup|f|. Weiterhin bildet f(P) glatte Schnitte
von E auf glatte Schnitte ab.

Beweis. Sei s € L*(E), also ||s]|3: = >, [Isal|32: < co. Dann ist

£ (P)slza=D_ IF N Pllsalge<sup |£]]s]7-
A

Damit ist f(P) ist ein beschréinkter Operator auf L?(E) mit || f(P)]|| < sup |f]. Dass f(P)
glatte Schnitte auf glatte Schnitte abbildet, folgt aus Satz 2.4.32 und f beschrankt. [

*Ein Operator D ist lokal, wenn Ds(z) nur von s auf einer Umgebung von z abhéngt.

59



Approx_WK.mp4 bis Minute
7:30
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Bemerkung 2.4.34. Ist f selbst schnell abfallend, d.h. |f(\)| = O(|A|7%) fiir alle k&,
dann ist f(P)(L*(E)) C I'(E). Insbesondere hat f(P) einen glatten Kern*, d.h. es gibt
ein k € I'(E X E*) mit
F(Pysta) = [ kla)s(o)d.

Das Integral wird immer noch mit dem Volumenelement dvol, ausgefiihrt, aber wir
schreiben dy um zu zeigen, dass iiber y integriert wird. Weiterhin ist £ X E*:=7]E ®
w3 B* mit m;: M x M — M die Projektion auf die i-te Komponente ein Vektorbiindel
iiber M x M. Operatoren mit glattem Kern werden Gldttungsoperatoren genannt.

2.5. Parabolisch: die Warmeleitungsgleichung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Warmeleitungsgleichung als Beispiel einer paraboli-
schen Differentialgleichung betrachten:

Im ganzen Abschnitt gelte: Sei E — M ein Vektorbiindel iiber einer geschlossenen
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) und sei P ein Laplace-artiger Operator auf
FE mit o(P) C R>o und einer Basis von L?-orthonormalen Eigenschnitten (z.B. der
Hodge-Laplace).

Satz 2.5.1. Die Wirmeleitungsgleichung %s + Ps = 0 mit Anfangswert s(.,0) =
so € T'(E) hat eine eindeutige Losung, die glatt in M und differenzierbar in t ist. Sei
s¢:=5(.,t) fiir alle t > 0. Dann gilt weiterhin ||s¢|[125) < ||sollL2(q)-

Beweis. Angenommen es gibt eine glatte Losung s;. Dann gilt

0 0 0
§||8tH%2:/M<§St, St>dVOIg + /M<St, §8t>dVOlg

o(P)CR>
= /M<Pst,st>dvolg f/M(st,Pstvolg < = 0,

*Die Existenz eines Kernes an sich, kommt haufig vor: https://en.wikipedia.org/wiki/Schwartz_
kernel_theorem. Ob der bzw. oft der differenzierbar ist, ist eine andere Frage. Aber Glattungsoperato-
ren haben einen glatten Kern:

Sei D’(E) der Raum der Distributionen auf E, also allen linearen Funktionalen T': T'c(E) — K fiir
die fiir alle Kompakta K C M es ein C > 0 und ein k € N> mit [T's| < C||s||ox gibt. Auf D/(E)
wéhlen wir die schwache Topologie, d.h. T; — T, falls T;(s) — T'(s) fir alle s € T'<(F) gilt.

Satz 2.4.35. Sei E — M ein Vektorbiindel iber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit. Sei A: T'(E) —
I'(E) ein stetiger Operator. Dann sind dquivalent:
(i) A erweitert sich zu einem stetigen Operator A: D'(E) — I'(E).

(ii) A erweitert sich zu einem stetigen Operator A: H%(E) — H'(E) fiir alle s,t € 7 (Hierbei ist
H=3(E) fir s >0 dual zu H*(E).)

(iit) A hat einen glatten Kern K4 € T(EX E*).

Der Satz gilt im Prinzip auch auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten, man muss nur auf den Support
der Funktionen aufpassen.
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und damit ||s¢||z2 < ||sol||rz. Weiterhin ergibt sich damit die Eindeutigkeit.

tP tP

Um die Existenz zu zeigen, setzen wir s; = e~"""sg, wobei e™*" mittels des Funktio-
nalkalkiils aus Abschnitt 2.4.7 definiert ist. Dann ist s(x,t) = s;(x) glatt, und es gilt

%st = —Ps;, denn fiir die Eigenzerlegung sop = ), sx haben wir
9 9, _p et —thg —tP
astzﬁ(e SO)ZZ Z —)e =—Pe "5y = —Ps;. O

Vom Funktionalkalkiil wissen wir sogar, dass e~*% fiir alle ¢ > 0 ein Glittungsope-
rator ist, also einen zeitabhingigen Schnitt k; € T'(E' X E*) fir ¢ > 0 besitzt, den
Warmeleitungskern, so dass fiir alle w € I'(E) und ¢ > 0 gilt:

e Pulz) = (T, y)u .
@ = [ Flayutn)dy

Beispiel 2.5.2. (Wirmeleitungskern fiir den Laplaceoperator auf Funktionen des
euklidischen Raumes R") R™ ist nichtkompakt und A besitzt dort keine L?-Eigenwerte.
Trotzdem kann man e~ %2 definieren. Das ist wieder ein Glattungsoperator mit glattem
Kern 1
— = ole—ylP/ae s
kt(xvy) (47Tt)n/26 .

Satz 2.5.3. Der Wirmeleitungskern hat die folgenden Eigenschaften:

(1)
(2 n) e -0

wobei der Index x an P bedeutet, dass P nur auf die x-Variable wirkt. D.h fir
jedes y erfiillt k(.,y) € T(E ® E; — M) die Wirmegleichung.

(i) Firu e T(E) konvergiert [,, ki(x,y)u(y)dy — u(x) firt — 0 uniform in x.

Insbesondere ist der Warmeleitungskern der eindeutige zeitabhdngige Schnitt in EX E*,
der C? in (x,y) und C' in t ist sowie die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt.

—tP

Beweis. Das (i) und (ii) gilt, folgt direkt aus den Eigenschaften von e von oben.

Habe nun k; die Eigenschaften (i) und (ii), dann betrachten wir die zugehoérigen
Operatoren u(z):=(Kyu)(z):= [, ki(z,y)u(y)dy fir t > 0. Es ist K;: L?(E) — L*(E)
ein beschrankter Operator da k: stetig ist, Ubungsaufgabe 22(ii). Wegen (i) gilt
(0 + P)u =0 fur t > 0 und u(z,t):=us(x). Wegen Eindeutigkeit, vgl. Satz 2.5.1, muss
Kiu = e~ 0P o fiir alle t > tg > 0 gelten. Fiir to — 0 folgt aus (ii) K;u — u
uniform in z. Weiterhin gilt

I(e= 1P — e P)ul|7 Zle U — AP un|lFe < CFy, llull e,

tA

*Man kann andersherum auch dieses k¢ nutzen, um e~ *~ zu definieren und dann sehen, dass dieser

Operator die Warmeleitungsgleichung erfillt.
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wobei Cy ¢, dasMaximum von A s e~ (#7%0)A — =t jgt. Dieses wird bei A = —t5 ' In(1 —
to/t) angenommen, ist durch Cy 4 = (1 —to/t)/t ((1 —to/t)~* — 1) gegeben und geht
gegen Null fiir £y — 0. Damit folgt

e ttIP K, s—e PP s| 2 <|le”EtP R, s—em (00 Pg) o ||(emEtP _e=tP) 5| 1o

UA 22(i) wp
[Kiys — sllr2 +[[(e7" = 1)s|[r2 = 0

mit ¢y — 0. Also ist K;s = e *Fs fiir alle s. O

2.5.1. Asymptotik des Warmeleitungskerns

Bedingung (ii) aus dem letzten Satz sagt, dass fiir ¢ gegen Null, der Warmeleitungs-
kern zu einer §-Distribution™ wird. Ziel dieses Abschnitts ist es eine asymptotische
Entwicklung des Warmeleitungskerns fir ¢ — 0 zu finden. Was ist das?

Definition 2.5.4. Sei f: RT — B eine Funktion mit Werten im Banachraum B (bei
uns wird f(t) = k; und damit B = C"(E K E*) sein). Eine formale Reihe Y- ax(t)
heilt asymptotische Entwicklung von f nahe t = 0, falls fiir alle n € Ny es ein ¢, gibt,

so dass fur alle ¢ > 4,
¢

1£(5) = a(®)s < Conlt]”

k=0

fiir geeignete Konstanten Cy,, und geniigend kleine ¢ gilt.

Bemerkung 2.5.5. Jede Taylorreihe ist eine asymptotische Entwicklung. Asymptoti-
sche Entwicklungen miissen also nicht konvergieren und wenn sie konvergieren, miissen
sie nicht gegen die urspriingliche Funktion konvergieren.

Um eine Asymptotik des Warmeleitungskerns zu erhalten, betrachtet man nicht den
echten Warmeleitungskern sondern einen approzimativen Wairmeleitungskern:

Definition 2.5.6. Sei m € N5 ¢. Ein approzimativer Wirmeleitungskern der Ordnung
m ist ein zeitabhéngiger Schnitt k;(x,y) in EX E*, der C! in t und C? in (x,y) ist,
Bedingung (ii) aus Satz 2.5.3 erfiillt und fiir den es einen C™-Schnitt r4(z,y) in EX E*
gibt, der

o ~
(55 +7) o) = 7t
fiir alle t > 0 erfiillt und der fiir ¢ > 0 stetig in ¢ ist.

Die Asymptotik von solchen approximativen Warmeleitungskernen wird leichter zu-
ganglich sein, weil sie lokal berechenbar ist, und wir werden sehen, dass approximative
Wérmeleitungskerne im folgendem Sinne die gleiche Asymptotik wie der echte Wérme-
leitungskern besitzen:

*https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function
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Satz 2.5.7. Sei k; der echte Wirmeleitungskern. Dann gibt es fiir jedes m ein m’ > m,
so dass fiir jeden approzimativen Wirmeleitungskern ky der Ordnung m/

kt(%y) - kt('ra y) = tmft(x7y)

fiir alle t > 0 und fir einen geeigneten zeitstetigen (t > 0) C™-Schnitt 7, von EX E*
gilt.

Direkt von der Definition einer asymptotischen Entwicklung folgt:

Folgerung 2.5.8. Sei " ,aytk eine formale Reihe in C'(ERE”), fir die ky:= ?_1aktk
ein approrimativer Warmeleitungskern der Ordnung m ist. Dann ist ZEO tFay eine
asymptotische Entwicklung des Wirmeleitungskerns.

Um Satz 2.5.7 zu zeigen, bendtigen wir:

Lemma 2.5.9 (Duhamelsche Prinzip). Seis; eine int stetige Familie von C*-Schnitten
von E. Dann ist §; = fot e~ (t=WPg du die eindeutige Familie von glatten Schnitten von

E, die int differenzierbar ist, fir die §g = 0 gilt und die die inhomogene Wirmegleichung

0
<at+P>§t:8t

fiir alle t > 0 erfillt. Insbesondere gilt ||3¢||g2r < tC sup{||sullgzr | 0 < u < t} fir
alle k > 0.

Beweis. Eindeutigkeit folgt ausder Eindeutigkeit der Lésung der homogenen Warme-
gleichung, vgl. Satz 2.5.1. Dass 3, glatt ist, folgt,da e~ (=" ein Glattungsoperator
ist.Der Rest folgt mit

t
— =5 —|—/ —Pe=t=WPg dy = s, — P3,.
0

—tP

Um die Sobolevnorm abzuschétzen, tiberlegen wir uns zunéchst, dass e ist auch als

Operator von H?* — H?F fiir alle k < 0 beschrankt ist:
le™" sl g2x < C([P*(e8) |2 + [le™s[|2) < C([P*sllz2 + [[s]|z2) < Il x,

wobei die erste Ungleichung eineelliptische Abschétzungist, die zweite Gleichung ver-
wendet, dassP und e~ kommutieren und UA 22(i)und die letzte Ungleichung folgt,
da P* ein Differentialoperator der Ordnung 2k ist.Wir haben also

—(t—u)P

I8¢]| grae <t sup |le Sullger < tCr sup ||s||gex- O
0<u<t 0<u<t

Beweis von Satz 2.5.7. Sei m > 0 und sei l;t ein approximativer Warmeleitungskern
der Ordnung m’ > m. Nach Definition gilt

0 ~ /
(57 + P ) o) =" i)
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fiir einen C™ -Schnitt 7, in E X E*. Nach dem Duhamelschen Prinzip gibt es eine
eindeutige Losung 8¢(x,y) (y hier als Parameter behandelt) von

) ) -
(55 + 7o) s6o) = e (o)

mit 59 = 0 und
I8¢l mr < Conrt™ T sup{||rull grms |0 <u <t} < Crpt™ F1

Ist nun m’ > m + dim M, so folgt aus der Soboleveinbettung, dass t’m/’lgt in C™
ist. Wegen Eindeutigkeit der Losung der homogenen Warmegleichung folgt k¢ (z,y) +
3t(x,y) = kt(x,y) und damit die Behauptung. O

Als néchstes bauen wir uns einen approximativen Warmeleitungskern. Wahrend der
Waiérmeleitungskern ein globales Objekt ist, werden lokale Daten der Mannigfaltigkeit
reichen, um einen approximativen Wéarmeleitungskern zu konstruieren.

Sei (M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Abstandsfunktion d. Wir setzen
(in Anlehnung an den Wérmeleitungskern vom Laplace im Euklidischen)

hal,y) = (dmt) ™/ exp(—d(z, y)?/4t).

und betrachten geoditische Normalkoordinaten z* um y mit 2 = gijacixj. Direktes
(langeres) Nachrechnen, [9, Lemma 7.12] ergibt:

Lemma 2.5.10. Sei h(z) = W exp(—r?/4t) mit r = d(z,y). Dann gilt
(i) gradh = —Lro,

(i) %}t‘ +Ah = Z—;t% wobei g = det g;; ist.

Satz 2.5.11. Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit und E — M ein Vektorbiindel.
Sei P ein Laplace-artiger Operator auf E und k; der zugehorige Wirmeleitungskern.

(i) Die asymptotische Entwicklung von ky ist von der Form hy(z,y) t1(0;(x,y)
fiir glatte Schnitte ©; von EX E*.

(i) Diese Entwicklung gilt im Banachraum C"(E W E*) fir alle r € N und kann
formal differenziert werden um die asymptotische Entwicklung der raumlichen
und zeitlichen Ableitungen des Warmeleitungskerns zu erhalten.

(iii) Fir P = AP +Q mit Q = R¥ oder Q = 0 sind die ©;(x,z) algebraische
Ausdriicke in der Metrik und den Zusammenhangskoeffizienten von VE und deren
Ableitungen.

Beweisskizze fiir (i). Weil man, dass k*(x,y):=h(z, ) E;:Ol t70;(x,y) ein approxi-
mativer Warmeleitungskern der Ordnung n ist, dann folgt aus Folgerung 2.5.8, dass
es sich hier um eine asymptotische Entwicklung von k; handelt. Die Frage ist also,
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ob man glatte Schnitte ©; so finden kann, dass ki (x,y)* ein solcher approximativer
Wiérmeleitungskern fiir alle k£ grof3 genug ist.

Um fiir ¢ — 0 die Delta-Distribution zu erhalten, also Bedingung (ii) aus Satz 2.5.3 zu
erfiillen, reicht es wenn ©(x,y) nahe der Diagonalen glatt sind und ©¢(z,z) =1 ist.
Um approximativ die Warmegleichung zu 16sen, schauen wir uns das Problem zunéchst
nur in der Umgebung eines festen y € M an: s(z):=0;(x,y) in geoditischen Normal-
koordinaten um y und h(z) = hi(z,y) wie im letzten Lemma. Einen Schnitt in E
betrachten wir dann als Schnitt in £ ® Ej. Dann ist

1
- (0r + P)(hs)=h""(0;h)s+0is+Ps+h~ '[P h]s = h™ (0;h)s+0ys+Ps+h ™ [AF h]s.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass P = AP + @ fiir einen geeigneten
Zusammenhangs-Laplace und einen nullte Ordnung-Operator @ ist (und damit @
mit Multiplikation mit & kommutiert). Weiterhin ist mit letztem Lemma [AF h]s =

(Ah)s —2VE, s = —%s + ZTZ% + %Vfars und damit

1 r dg 1

— (0 + P) (hs) = O4s + Ps + — —~s+ - VE, s. 2.9

h/(t+ )(S) t5+ 5+4gtar5+t T‘ars ( )
Wir setzen eine asymptotische Entwicklung s ~ wug + tu; + t>us + ... an und wollen
(0; + P) (hs) = 0 lsen — dann wiire bei Abbruch der Entwicklung bei ¢"~! dies eine
Loésung zur Inhomogenitét ~ t". Setzen wir die Entwicklung ein und vergleichen
Potenzen in ¢, erhalten wir

E . r ag _ P j L o j—1 1%

Vi uj+ | 7+ g or uj=—Pu;j_1 (bzw. dquivalent V., (r/gtu;)=—1r"""g* Pu;_1)
mit u_; = 0. Wenn man u;_; kennt, ist das nur noch eine gewohnliche DGL fiir u;.
Man kann das induktiv 16sen, und die Losung ist bis auf ein Vielfaches von r—7 g_i
eindeutig losbar. Da die Losung glatt, also auch insbesondere glatt in 7 = 0, sein soll,
muss dieses Vielfaches fiir verschwinden und uo(r = 0) = 1 sein. Damit sind die u;
eindeutig.
Sei € der Injektivitdtsradius von M und sei ¢: R — [0, 1] eine glatte Funktion mit
P(r < €/2) =1 und ¥(r > €) = 0. Wir definieren 6;(z,y) als die £ X E*-wertige
Funktion fiir alle d(z,y) < ¢, die in geodéatischen Normalkoordinaten nahe y durch u;(z)
gegeben ist, und setzen ©,;(z,y) = ¥ (d(z,y)?)0;(x,y). Wegen glatter Abhéngigkeit der
Lésungen der Differentialgleichungen an den Anfangswerten, ist ©,; € I'(EX E*). Dann
ist Op(y,y) = Id und hy(z, yz E?:o t*0;(x,y) konvergiert zu ei~ner 0-Distribution fiir
t — 0. Fiir d(z,y) > €/2 ist k}'(z,y) glatt und kann [(9; + Py)ke(x,y)| durch >, ¢'C;
abgeschitzt werden. Damit ist k}'(z,y) ein approximativer Wérmeleitungskern. O

Beispiel 2.5.12. Wir haben gesehen, dass ug(r = 0) = 1. Man kann die Rekursions-
formeln nutzen, um alle ©;(y, y) = u;(r = 0) zu berechnen. Es wird nur aufwéndiger je
héher j wird. Wir berechnen hier noch 04 (y,y) - mit (2.9) folgt:

ur(r = 0) = =(Puo)(0) = (A" + Q)uo)(0) = (A%up)(0) + Q1.
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Fiir P = D?, D der Diracoperator zu einem Diracbiindel E — M, ist nach der
Weitzenbéck-Formel, vgl. Lemma 2.4.31, Q = R¥. Aus der Darstellung der Metrik in geo-
détischen Normalkoordinaten [2, Satz I1.7.7] kann man (AFug)(0) = (32, 9297/4)(0)
und damit u;(0) = Zscal + R¥ berechnen.

2.5.2. Spektrale Invarianten und Weylsches Gesetz

Mit Hilfe der asymptotischen Expansion des Warmeleitungskerns kann man Aussagen
zum Wachstum der Eigenwerte des Laplaceoperators und damit zu geometrischen
Groflen der unterliegenden Mannigfaltigkeit machen. Wir werden hier die folgenden
zwei Beispiele betrachten:

Satz 2.5.13. * Das Spektrum des Laplaceoperators A auf Funktionen einer geschlosse-
nen Riemannschen Mannigfaltigkeit bestimmt deren Dimensionen, Volumen und totale
Skalarkriimmung [, scalgdvoly. In Dimension zwei bestimmt es damit auferdem die
Topologie von M.

Satz 2.5.14 (Weylsches Gesetz). Sei (M™,g) eine geschlossene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Wir betrachten den Laplace auf Funktionen. Sei N(\) die Anzahl der
Figenwerte < X (mit Vielfachheiten gezihit). Dann gilt

1

N~ Gy 2t () + 1)

vol(M)A™/?

fir A — 00.f (bzw. dquivalent zur obigen Aussage: Sind Ao < A\ < ... die durchnum-
merierten Figenwerte mit Vielfachheiten, dann gilt

1 . 2/m
4m (F((m/2) Y vol(M) ]) )

Um diese Sdtze zu beweisen, brauchen wir die Spur von Operatoren: Fiir eine Matrix
A auf R” ist die Spur einfach Tr A = ). (Ae;, e;) fiir eine Orthonormalbasis e;. Fiir
einen Operator A: H — H (H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.)m - bei uns
H = L*(E)) wollen wir die Spur analog definieren: e; sei eine Orthonormalbasis von H
und Tr A = ", (Ae;, ;) g. Da es sich um eine unendliche Summe handelt, muss diese
nicht konvergieren. Solche beschrankten Operatoren fiir welche Tr existiert, nennt man
Spurklasseoperatoren. Wir werden hier zeigen, dass Glattungsoperatoren dazu gehoren:

Aj ~

Lemma 2.5.15. Sei A: L*(E) — L*(E) ein beschrinkter Operator mit einer Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren e; zu Ez'genwerten )\ A haben ez’nen Kern k, der
ein stetiger Schnitt in E X E* ist — also ( = fM y)dy. Dann ist

k(z,y) =30, Njej(x) @ ej(y)* und TrA = fM T x)dm—z )\Z

*Can you hear the shape of a drum? https://en.wikipedia.org/wiki/Hearing_the_shape_of _
a_drum

T ist die Gammafunktion T'(s) = fooo ts~le~tdt, vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/
Gammafunktion. Es gilt insbesondere I'(s + 1) = sI'(s).

i
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Beweis. Die Darstellung von k folgt direkt aus
| S ne@ @ s emis = e [ (o)) = wen)
J J

und der Eindeutigkeit des Kerns. Die Spur wird in Ubungsaufgabe 18(iii) berechnet. []

Fiir t > 0 ist e *¥ ein Gliattungsoperator und passt in das letzte Lemma und wir haben

Tr(e ) = Z e~ (4mt) ™% (ag + tay + .. .) (2.10)

mit a; = fM (z,z)dz. Mit Beispiel 2.5.12 haben wir somit Satz 2.5.13.

Beweis von Satz 2.5.14. Um N(\) = Zj;/\ng 1 abzuschétzen, definieren wir uns eine

Hilfsfunktion. Fir r < 1 sei f,: [0,1] — R eine stetige Funktion mit f|j9 /e = 0,
[0,r/e]

f(z € [1/e,1]) = 1/x und linear auf [r/e,1/e]. Weiterhin sei ¢;,.(t):=f,(e "t i)e~ i

und ¢, (t):=>_, ¢;-(t). Dann ist 0 < ¢, <1 und

0 fir A, >t (1 —1nr)
Gir(t) = {1 fiir A; <t

Somit haben wir

o (;) < > 1=N((1—1Inr)rA) und ¢, (i) > MZ;AI = N(\

Ji(1=Inr)rA>A;

Es bleibt limy_,0t% ¢,(t) zu bestimmen. Dazu sei ¢f( ) Z fle= ) A fiir eine
stetige Funktion f auf [0, 1]. Wir zeigen, dass t% ¢z (t) F(m fo Tle "dr
gilt: Wegen der Linearitat in f reicht es nach Stone-Weierstrass dies fur f ( ) =z" zu
iiberpriifen. Dann ist t% ¢;(t) = t% e (n+ 1A wwas nach (2.10) fiir t — 0 gegen
An+1)"% Imt A:=(4m) =™/ %v0l(M) konverg1ert Das rechnet man auch fiir die rechte
Seite nach: F(’" fo r%-le=(ntlrgy = (n+1)7% [[t2 e tdt = A(n+1)"%.

F(%)
Damit haben wir
N((1-1 A [t A
lim inf 2 (1 n,,f" Jr) 2 /fr “F e tdt > —— /trldt -
und

Ay, A(1-1
lim sup m g = /fr “F e tdt< —— / 13-1gp = AL_Inr)E
Aooo A2 7 F(f) 0 7“7)

Fiir r — 1 erhalten wir somit limy_; )\*%N(/\) = mrE) < MEs O
2 2
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3. Hauptfaserbiindel

3.1. Vom Tangential- zum Repérebiindel

Sei M™ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei
GL(M, z):={vs = (v1,...,Vm) | Vs ist Basis in T, M } und GL(M):=Uzep GL(M, z).

Wir setzen 7: GL(M) — M, v, € GL(M,z) — z, und iiberlegen uns, dass das ein
Faserbiindel (Strukturgruppe Gl,,,(R)) ist — das Repérebiindel (Rahmenbindel) von M:
Seien ¢, lokale Trivialisierungen von TM und p,.s die zugehdrigen Ubergangsfunktio-
nen. Da ¢q |1, ar: ToM — {2} x R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, gibt es einen
Vektorraumisomorphismus A, (x): T, M — R™ mit ¢,(v) = (z, Aa(x)v). Dann ist
pap(r) = Ag(z)An(z) ™! € Gl (R). Wir setzen

a: 7 (Ua) = | | GL(M,2) = Uy % Gl (R)
zeUq
Ve = W1,y sUm) = (2, Aa (@) (Y1, ..y Vm)) -

Damit ist ¢g 0 5" (z € Uy NUs, B € Gl,,,(R)) = (, ptas(2) B). Dies bestimmt nach
Satz 1.1.15 die Topologie und glatte Struktur von GL(M) und macht es zu einem
Faserbiindel. Aber wir haben hier sogar mehr: Da die Ubergangsfunktionen die gleichen
wie von T'M sind, gilt pap(z) € Gl (R) C Diff(Gl,,(R)).

Beachte: GL(M) ist i.A. kein Vektorbiindel, da es i.A. keine globalen Rahmen auf M
und damit iiberhaupt keine globalen Schnitte gibt.
Ganz analog kénnen wir aus einem Vektorbiindel £ vom Rang r mittels

GL(E,x):={v, | v, ist Basis von E, und GL(E):=U,cn GL(E, z)
und die analogen Definitionen fiir 7 und ¢, das Faserbiindel GL(E) mit Faser und
Strukturgruppe GL.(R).
Haben wir allerdings eine Biindelmetrik h auf einem reellen/komplexen E (im Falle von
TM z.B. eine Riemannsche Metrik) kénnen wir sogar folgendes Faserbiindel definieren:

O(E,z):={v, | v, ist orthonormale Basis von E,} und O(E):=U,en O(F, x),

da wir aus einer lokalen Trivialisierung ¢, von E auch immer eine erhalten, fiir die
eine Orthonormalbasis f; bzgl. h auf die Standardbasis e; des R" bzw. C" abgebildet
wird. Fiir eine solche Trivialisierung haben die Ubergangsfunktionen p,s(z) sogar
Werte in O(r) (fir reelle Vektorbiindel) bzw. U(r) (fiir komplexe Vektorbiindel), da
Orthonormalbasen wieder auf Orthonormalbasen abgebildet werden miissen. D.h. ganz
analog wie oben erhalten wir, dass O(E) — M bzw. U(E) — M ein Faserbiindel mit
Fasertyp und Strukturgruppe O(r) bzw. U(r) ist.
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3.2. Definition

Definition 3.2.1. Ein (G-)Hauptfaserbindel (G-principal bundle) ist ein Faserbtindel
m: F — M, dessen Fasertyp eine Liegruppe G ist und fiir welches es lokale Trivialisie-
rungen gibt, deren Ubergangsfunktionen Werte in G annehmen. Dabei wird G mittels
g (Lg: h+ g-h) als Teilmenge von Diff(G) verstanden. Solche Ubergangsfunktionen
nennen wir dann G-Kozykel.

Bemerkung 3.2.2. Achtung: Es wird nicht gefordert, dass fiir jede Wahl von lokalen
Trivialisierungen, die Ubergangsfunktionen Werte in G annehmen.

Bemerkung 3.2.3 (G wirkt auf den Fasern). Seien ¢, lokale Trivialisierungen des
Hauptfaserbiindels, deren Ubergangsfunktionen Werte in G annehmen. Wir definieren
U:Gx E—E, (g,e) = ¥(g,e) =:e-g durch

(g€ Geen({z}) Cn ' (Ua) "B (g, (,h) = (2,h- g) = 65 (2, hg). (3.1)

Wohldefiniertheit folgt, da dies als Rechtswirkung mit der Linkswirkung von pqs(x)
kommutiert.

Mit letzter Bemerkung findet man dquivalente Definitionen eines G-Hauptfaserbiindels:

Satz 3.2.4. Sei G eine Liegruppe und w: E — M eine glatte Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) m: E — M ist ein G-Hauptfaserbiindel.

(2) Es gibt eine Rechtswirkung G x E — E, (g,e) — e - g und G-dquivariante lokale
Trivialisierungen (d.h. es gibt eine offene Uberdeckung U, von M und Diffeomor-
phismen ¢o: 7 (Uy) — Uy X G mit pry o ¢ = 7 und ¢o(e - g) = dole) - g fiir
alle e € 7=Y(U,) und g € G, wobei G auf U, x G mittels (x,h) - g = (z, hg) wirkt.)

(3) FEs gibt eine Rechtswirkung G x E — E, (g,e) — e - g, die fasertreu™ und einfach-
transitiv auf den Fasern ' ist, und eine offene Uberdeckung U, von M, so dass es
fiir alle a einen lokalen Schnitte U, — E gibt.

Beweis. (1) — (2)Mit der Rechtswirkung aus (3.1) sind die ¢,, direkt G-dquivariant.
(2) — (1)Die ¢, aus (2) ergeben schon die richtigen Ubergangsfunktionen: Es ist
dp ooy (x,h) = (z, pap(z)(h)) mit pas(x): G — G. Wegen der G-Aquivarianz folgt
tap(2)(hg) = pap(x)(h) - g und damit pas(w) = Ly, (2)(e)-

(2) — (3) Fasertreu und einfach-transitiv auf den Fasern folgt, dadiese Eigenschaften fiir
die Wirkung auf U, x G gelten, und aus der G-Aquivarianz der lokalen Trivialisierungen.
Lokale Schnitte erhélt man z.B. durch z € U, — ¢, (z,1 € G).

(3) — (2) Aus den lokalen Schnitten s,: U, — E wollen wir uns geeignete lokale
Trivialisierungen bauen - wir definieren die Inversen 1,: (z,9) € Uy X G — s4(2) -
g € n7Y(U,). Die v, sind glatt. Aus fasertreu und einfach-transitiv auf den Fasern
folgt insbesondere, dass m=1(w(e)) = {e-g | ¢ € G} und v, ein G-iquivarianter
Diffeomorphismus ist. Damit sind ¢o:=1_" die gesuchte lokalen Trivialisierungen. [J

*= bildet Fasern auf Fasern ab
f= Fiir alle € M und alle e, e’ € 71 () gibt es genau ein g € G mit e- g = ¢’
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Beispiel 3.2.5. Sei G eine Liegruppe und M eine Mannigfaltigkeit.

(i) Ist m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel und f: M’ — M glatt. Dann ist f*E ein
G-Hauptfaserbiindel iiber M’.

(ii) Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G, dann ist 7: G — G/H
nach Satz A.2.4 und Folgerung A.2.6 ein Faserbiindel mit Fasertyp H, lokale Schnit-
te s: Uy — G und lokalen Trivialisierungen ¢(g € Upy)) = (gH,s(gH) 'g) €
Upg % H. Weiterhin wirkt H von rechts auf G, diese Wirkung respektiert die Fasern
von 7: G — G/H und auf jeder Faser 7~ !(gH) diese Wirkung ist einfach-transitiv
(dafiir h € H, ghy, ghy € 7' (gH) ist ghih = ghs genau dann, wenn h = hi ‘hy
ist). Zusammen mit Satz 3.2.4 ist 7: G — G/H damit ein H-Hauptfaserbiindel.
Alternativ kann man auch direkt iiberpriifen, dass die Ubergangsfunktionen zu
obigen Trivialisierungen in H landen.

(iii) Sei G x E — FE eine freie und eigentliche Rechtswirkung. Dann ist M := E/G
versehen mit der glatten Struktur aus Satz A.2.8 eine Mannigfaltigkeit, die
kanonische Projektion n: ' — M eine Submersion und 7: £ — M ein G-
Hauptfaserbiindel.

Andererseits sind alle G-Hauptfaserbiindel von dieser Form: Freiheit der Wirkung
ist klar. Es bleibt also zu zeigen, dass die Wirkung auch eigentlich ist. Betrachten
wir dafiir die Abbildungt: GX E — EXE, (g,€) — (e-g,e). Sei K ein Kompaktum
von E x E. Sei (g;,¢;) € t71(K). Dann ist (e; - gi, e;) € K und es gibt Teilfolgen
ei; bzw. e;; - gi;, die wegen der Kompaktheit von K in E gegen ein e bzw. f
konvergieren. Sei = w(e) und damit 7(f)=x. Sei ¢: 7~1(U) — U x G eine
G-dquivariante lokale Trivialisierung von F mit « € U. Dann ist fiir j grof
genug e;, e, - gi; € 7~ YU), d.h. ei; = ¢(xi;, hi;) und e;; - gi; = gb(zij,h;j). Da
ei; — e = ¢(z,h), geht x;; — = in M und h;; — h in G. Analog h; — I’
mit f = ¢(x, h'). Wegen der G-Aquivarianz von ¢ ist h;j = h;, - gi; und damit
konvergiert g;; gegen h~'h’ in G und /= !(K) ist kompakt.

Definition 3.2.6. Zwei G-Hauptfaserbiindel 7: E — M und 7#: E — M heifien
isomorph, falls es einen G-aquivarianten® Diffeomorphismus f: E — E mit 7o f =7
gibt. Die Menge der Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindel iiber M bezeichnen
wir mit Pring(M).

Sind E = E und 7 = 7 mit zwei verschiedenen G-Wirkungen isomorph, so nennt
man den Isomorphismus einen vertikalen Automorphismus' Die Menge der vertikalen
Automorphismen bezeichnen wir mit Aut s (E).

*G-dquivariant bezieht sich auf die Rechtswirkung aus (3.1), also f(e-g) = f(e) - g fur alle g € G,
ec k.

TDas ’vertikal’ steht hier nur dabei, da viele Quellen bei Isomorphismen von Biindeln auch
Diffeomorphismen auf M zulassen und nicht nur die Identitdt wie bei uns. Deshalb sind bei uns
Automorphismen automatisch vertikal (auf M die Identitét), wogegen es sonst extra gefordert werden
muss.
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Sind zwei G-Hauptfaserbiindel isomorph (als G-Hauptfaserbiindel), dann sind sie
auch als Faserbiindel isomorph. Andererseits konnen zwei G-Hauptfaserbiindel als
Faserbiindel isomorph sein, aber nicht als G-Hauptfaserbiindel.

Satz 3.2.7. Fin Hauptfaserbindel ist genau dann trivial, wenn es einen globalen
Schnitt besitzt.

Beweis. Sei m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel. Ist E trivial, dann gibt es einen
Hauptfaserbiindelisomorphismus f: G x M — F und mit s(z) = f(1, ) einen globalen
Schnitt in E. Gibt es umgekehrt einen globalen Schnitt in £. Dann definiert f: Gx M —
E, (z,g9) — s(x) - g einen Hauptfaserbiindelisomorphismus.

Beispiel 3.2.8. (i) Das Hopfbiindel ist nicht trivial, da sonst S* diffeomorph zu
S x §2 sein miisste.*

(ii) Sei m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel. Dann ist 7*E — FE trivial: Es ist
e€ Ew(e,e)enm™E ={(e,e/) € ExX E | m(e) =w(e’)} ein globaler Schnitt.

Wir wollen als néchstes vertikale Automorphismen charakterisieren: Wir betrachten
dazu G als rechte G-Mannigfaltigkeit mit der Konjugationswirkung: (g, h) — h~'gh.
Sei HomG(E,G) die Menge der G-dquivarianten Abbildungen u: F — G, also alle
Abbildungen u mit u(e - h) = h™tu(e)h fiir h € G und e € E. Mit der punktweisen
Multiplikation ist HomG(E , G) eine Gruppe:

abgeschlossen:  (uv)(e - h) = h™ u(e)hh ™ v(e)h = h™*(uv)(e)h

Einselement: e€c E— 1€ G Inverses zu u: u ':e€ Ewrule) € G
Lemma 3.2.9.

(i) Fiir u € Hom® (E,G) definiert f,(e):=e - u(e) einen vertikalen Automorphismus
von E.

(i) Die Abbildung u € Homa(E7 G) — fu € Autp(E) ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. (i) Das Inverse zu f, istf,—1.Damit ist f,, ein Diffeomorphismus. Es bleibt die
G-Aquivarianz:
fule-h)=e-h-ule-h)=e-ule) - hRecgtSW'fu(e) - h.

(ii) Gruppenmorphismus klar. Injektivitdt folgt, dadie Gruppenwirkung ¥ frei ist.
Surjektivitat: Sei f € Auty/(E) und p € M. Dann liegen f(p) und p in der gleichen
Faser und es gibt ein u(p) € G mit f(p) = ¥(u(p),p). Dies definiert eine Abbildung
u: E — G. Es bleibt zu zeigen, dass u € HomG(E,G) gilt, dann folgt Surjektivitat
mit e-u(e) - h=f(e)-h = f(e-h) =e-h-u(e-h). Damit ist u(e)h = hu(e - h), dadie
Wirkung frei ist. O

Wir erinnern uns, dass sowohl Faserbiindel als auch Vektorbiindel aus ihren Ubergangs-
funktionen wieder rekonstruiert werden konnten. Das gleiche gilt fiir Hauptfaserbiindel:

*Das sieht man z.B. daran, dass beide Mannigfaltigkeiten verschiedene Fundamentalgruppen haben.
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Satz 3.2.10. (Hauptfaserbiindelversion von Satz 1.1.8) Sei {Uy}a eine offene Uberde-
ckung von M. Seien pag: Uy NUg = G glatte Abbildungen, die die Kozykelbedingung
erfillen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) ein eindeutiges G-Hauptfaserbindel, welches
diese jiop als Ubergangsfunktionen hat.

Satz 3.2.11. (Hauptfaserbindelversion von Folgerung 1.1.13) Seien E; — M, i = 0,1,
G-Hauptfaserbindel, lokalen Trivialisierungen ¢q und Ubergangsfunktionen iz, z: U N
Us — G. Fiir alle o, 5 seien die ugﬁ und u}lﬁ homotope Abbildungen mit Homotopie
ugﬁz Us NUs — G, so dass zu jeder Zeit t € [0,1] die Kozykelbedingung erfillt ist.
Dann sind Eg und Ey isomorph.

Folgerung 3.2.12. Sei H eine Lieuntergruppe von G, so dass es eine Homotopiedqui-
valenz F: G x [0,1] 5 (g,t) — Fi(g9):=F(g,t) € G von H nach G gibt, so dass F; fir
alle t ein Gruppenhomomorphismus ist. Dann ist Pring(M) = Pring(M).

Beuweisskizze. Seien nun p,p die Ubergangsfunktionen eines G-Hauptfaserbiindels E
iiber M. Wir setzen ,ugﬁ = F} o jio3. Dann ist nach letztem Satz E isomorph zum
G-Hauptfaserbiindel mit Ubergangsfunktionen g=Fiopas: UsNUsg — H C G. Zu
diesen gehort aber auch ein eindeutig bestimmtes H-Hauptfaserbiindel. O

Beispiel 3.2.13. H = O(n) C G = Gl,(R). Dann impliziert Fy(g € O(n)) = (1 —t +
t|det g='|%)g € Gl,(R), dass Pringy, &) (M) = Pring(,) (M) gilt.

3.2.1. Vom Repére-Biindel zuriick zum Tangentialbiindel —
Assoziierte Biindel

In Abschnitt 3.1 haben wir aus dem T'M bzw. einem Vektorbiindel vom Rang 7, die
GL,,,(R)-Hauptfaserbiindel GL(M) bzw. GL(E) konstruiert. Nun wollen wir sehen,
wie man zuriickkommt: Sei GL,,(R) x R™ — R™ die definierende Darstellung von
GL,,(R): p = id: GL,,(R) — GL,,(R). Auf der Menge GL(M) x R™ betrachten wir
die GL,,,(R)-Wirkung

((31, oy 8m) € GL(M, ),y = (v',...,y™) € Rm) Cgi= ((51, ey Sm) ~g,p(g_1)y))
und setzen E:=(GL(M)xR™)/GL,,(R) mit #: E — M, [(s,y)] — 7(s). Die Abbildung
f+(GL(M) x R™)/GL,,(R) — T M, [(81, e Sm)y = (¥ .,ym)] — yls;

erfilllt 7o f = @ und ist bijektiv. Wir werden spéter noch sehen, dass f sogar ein
Vektorbiindelisomorphismus ist. Dies ist ein allgemeines Konstruktionsprinzip:

Sei m: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und sei p: G x F' — F eine Linkswirkung auf
einer Mannigfaltigkeit F'. Auf dem Produkt P x F' haben wir mittels

(p,v) - g:=(p- g, (g "))
eine freie G-Rechtswirkung, da die G-Wirkung auf P schon frei ist. Es bezeichne
E=PxF)/G=Px,F
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3. Hauptfaserbiindel

den zugehorigen Quotientenraum (versehen mit der Quotiententopologie), [(p,v)] die
Aquivalenzklasse von (p,v) und #: E — M, [(p,v)] = 7(p) die zugehorige Projektion.

Satz 3.2.14. 7n: E — M ist ein Faserbiindel mit Fasertyp F — das zu P und p
assoziierte Faserbiindel.

Beweisskizze. Da P ein G-Hauptfaserbiindel ist, gibt es G-dquivariante lokale Triviali-
sierungen

Ga: W_I(Ua) = Uy xG, pr (W(p)ﬂba(p))'

Seien pag: Uy NUs — G die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Wir setzen

dsoﬁ ﬁil(Ua) — Uy X F, [(p, U)]'_)(ﬂ-(p)vwa(p) “v).

Esist #71(z) — F, [p,v] = 9¥a(p) - v, eine Bijektion und macht damit #~!(z) zu einer
Mannigfaltigkeit (man iiberpriift, dass die glatte Struktur unabhéngig von der Wahl von
« ist). Damit ist $a|ﬁ71(x): [(p,v)] € #71(x) — {z} x F glatt. Die Ubergangsfunktionen
sind fiag: Uy NUg — Diff(F), 2 = L,_, (), und erfiillen damit die Kozykelbedingung.
Nach dem Biindeltrivialisierungslemma 1.1.15 folgt die Behauptung. O

Satz 3.2.15. In obiger Situation, sei weiterhin V:=F ein Vektorraum (dimV = r
und p: G x V. — V eine Darstellung. Dann ist das assoziierte Biindel P X,V ein
Vektorbiindel vom Rang r.

Beweisskizze. Wir versehen die Fasern von P x ,V mit einer Vektorraumstruktur, indem
wir fordern, dass fiir p € P die Abbildungen ¢,: V' — P x, V, v—[(p, v)], linear und
damit Vektorraumisomorphismen sind. Damit dies wohldefinierte Vektorraumstrukturen
auf den Fasern F, gibt, ist zu zeigen, dassfiir 5, = E,/ die Abbildung ¢, genau dann
linear ist, wenn ¢, linear ist:Wegen E, = E,/ gibt es ein g € G mit p- g =p’. Es gilt

L =pg(v) = [(p- g,v)] = [(p, p(g)v)] = tp 0 p(g)v.

Da die p(g) Vektorraumisomorphismen sind, folgt die obige Behauptung.
Man zeigt dann noch, dass die Abbildungen pry o ¢o|g,: 7~ (p) — V fiir alle o und
p € 71 (U,) linear sind. O

Folgerung 3.2.16. Die Isomorphieklassen von GL,.(K)-Hauptfaserbiindeln iber einer
Mannigfaltigkeit M stehen in 1 : 1 Beziehung zu Isomorphieklassen von zu GL,(K)-
Hauptfaserbindeln und p: GL.(K) x K" — K" assoziierten Vektorbindeln iber M
von Rang r (hier isomorph als Vektorbiindel) und damit ins 1 : 1 Beziehung zu den
Isomorphisklassen von Vektorbindeln tiber M vom Rang .

Beweis. Sei E — M ein Vektorbiindel vom Rang r. Dann haben wir E — GL(E) —
GL(E) x, K". Da E und GL(E) x, K" die gleichen Ubergangsfunktionen haben, sind
sie isomorph. O
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3.2.2. Exkurs: Cech-Kohomologie

Wir betrachten die Hauptfaserbiindelversion von Satz 1.1.9:

Satz 3.2.17. Gegeben zwei G-Hauptfaserbiindel E, E' tiber M. Zu einer gegebenen
Uberdeckung U:={U,}o von M seien die Ubergangsfunktionen oz bzw. g~ Dann
sind die G-Hauptfaserbiindel genau dann isomorph (als G-Hauptfaserbindel), falls es
glatte Funktionen ho € C*(Uy, G) mit

taphs = hatigg auf Uy NUg. (3.2)

Insbesondere ist das Hauptfaserbiindel E trivial, wenn po3 = hah[}1 fir geeignete h,
gilt.

Wir betrachten eine Familie von h = {hg}4 als 'Cech’ 0-Kokette mit Koeffizienten in G
und eine Familie = {ftap: Us N U — G}ap als 'Cech’ 1-Kokette mit Koeffizienten in
G. Das heifit Ubergangsfunktion 1t bilden eine 1-Kokette, der die Kozykelbedingung
erfiillt. Wir sagen zwei 1-Koketten jiq3, !, 5 sind genau dann dquivalent oder kohomolog,
wenn es eine 0-Kokette gibt, so dass (3.2) erfillt ist.

Die Menge aller Aquivalenzklassen von Ubergangsfunktionen, also 1-Kozyklen, die die
Kokettenbedingung erfiillen, bezeichnen wir mir mit H 1(4; G). Nach Konstruktion
reprasentiert diese Menge die Isomorphieklassen von Vektorbiindeln iiber M vom Rang
r, welche tiber den offenen Mengen von 4 trivialisiert werden kénnen.

Sei (%0,t) eine Verfeinerung von &, d.h. % ist eine offene Uberdeckung von M und
LY = Umit V C L(VZ fiir alle V € U. Durch Einschrankung der Kozyklen erhalten wir
eine Abbildung ryy: H'(4; G) — H'(; G). Man kann zeigen, dass diese Abbildung
unabhéngig von der Wahl von ¢ ist und dass reoyy = ropyryy fur eine Folge von
Verfeinerungen 20 — U — 4l gilt.

Nun koénnen wir den direkten Limes nehmen

7l . i ETL (-
HY(M; G)=lim T (8 G),

Nun représentiert diese Menge die Isomorphieklassen von G—Havuptfaserbﬁndeln iiber
M. Sind alle U,, € 4 zusammenziehbar. Dann ist H'(M;G) = H'(4; G).

Ganz analog kann man sehen, dass H'(M; G1,(K)) bijektiv zur Menge der K-Vektorbiindel

iiber M vom Rang r ist.

Aus einer 0-Kokette h kann man durch (dih)eg = hoéh/gl einen 1-Kokette machen.
1-Kokette u fir die es einen 0-Kokette h mit p = dih gibt, nenn man Korand.

Man kann die Definitionen zu 2-Koketten § = (apy: Ua N U N Uy — G)qpy mit
(datt) o py:=Hrplyaltpa erweitern. D.h. dap = 0 ist dquivalent zu unserer Kozykelbedin-
gung.

Insgesamt erhalten wir so aber keine exakte Sequenz 0 030 {h} & {1} & {&} ..., denn
ist G nicht abelsch, ist der Randoperator d von oben i.A. kein Gruppenhomomorphismus

*Wir nehmen bei Hauptfaserbiindel immer implizit an, dass wir die lokalen Trivialisierungen immer
schon so gewihlt haben, dass die Ubergangsfunktionen in G' abbilden.
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und damit ker dj, bzw. im dy, keine Untergruppen. Insbesondere kann d?h = dj1dph = 1
nur fiir abelsche Gruppen garantiert werden.

Ist G abelsch, gibt die Definition ﬁk(ﬂ; G):=kerdy/imd;, Gruppen, die k-te C-
Kohomologiegruppe von M mit Koeffizienten in G.

Im Allgemeinen? Da dy = 0 ist, spielt das fiir F1° keine Rolle und wir haben H°(4; G) =
ker dy und sehen h € ker d; genau dann, wenn h, = hg auf U, N Ug gilt. Damit kénnen
wir HO(8; G) mit C°°(M, G) identifizieren.

Passt auch unser H' von oben in diesen Rahmen? Ist G nicht abelsch, ist weder ker do
noch imd; eine Gruppe. Aber die 0-Koketten wirken auf den 1-Koketten

(h+ 1)ap = hattaphs".

Man rechnet nach, dass diese Wirkung die Kozykelbedingung erhélt, damit ist H? UG) =
ker dy/ ~, wobei ~ obige Wirkung ist. Ist @ nicht abelsch, dann ist H*(M;G) jedoch

keine Gruppe. Es ist nur eine Menge, die aber ein ausgezeichnetes Element besitzt (eine

punktierte Menge) — das triviale Vektorbtindel vom Rang 7.

Zusammenhang zur singuldren Kohomologie: Ist G abelsch® und diskret, dann ist

H 1(M; G) einfach die erste Cech-Kohomologie von M mit Koeffizienten in G. Insbeson-

dere ist H' (M; G) dann eine Gruppe und stimmt mit der singuldren Kohomologiegruppe

H,,(M,G) iiberein. Nur abelsch reicht nicht: Fiir K = R, C (mit der kontinuierlichen
Topologie!) ist H(M,K) = 0 fiir alle M und i > 0 ([4, Thm. 2.11.1 und Thm. 2.11.2]
fiir garbentheoretische Argumente - folgt im Prinzip, da R und C eine Zerlegung der
Eins erlauben.)

Beispiel 3.2.18.

L Folg 3.2.16_ Bsp 3.2.13
Vecg (M) = Pring, ®)(M) = Pring(1)az, (M)
gf{l(M’ ZQ) = Hsling(Mv ZQ)

(Die Zy-Hauptfaserbiindel iiber M entsprechen den zweifachen Uberlagerungen von M.)
Insbesondere ist Vecg (S') = Hk,o(S', Zy) = Zy — das sind die Isomorphieklassen des
trivialen Biindels und des Mébiusbandes. In diesem Falle kann man auch H YM,Zy) =
Zo auch direkt ausrechnen, haben wir sogar schon in Beispiel 1.1.14.

Was aber immer noch gilt (mit dem gleichen Beweis wie in der standard Cech-

Kohomologietheorie [4, Chapter 1.§2]): Ist 1 — K - G % G’ — 1 eine exakte
Folge von topologischen Gruppen, dann gibt es eine exakte Folge von punktierten
Mengen

{x} = HO(M; K) 5 HO(M; G) 25 HO(M; G') — H*(M; K) 5 HY(M; G) 53 HY (M; G).

*Jede kompakte zusammenhéngende abelsche Liegruppe ist ein Torus. Fordert man nur kompakt
und abelsch, erhélt man auch noch Produkte von Tori mit diskreten abelschen Gruppen.Bei fehlender
Kompaktheit kann man noch Produkte mit R™ bilden.

tVersehen mit der diskreten Topologie erhilt man H*(M,K) = H! ot om (M, K). Der Unterschied
liegt in der Menge der erlaubten Abbildungen U C M — K. Bei der diskreten Topologie sind stetige
Abbildungen automatisch lokal konstant.
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Beispiel 3.2.19. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0-Z—-CZEC—o.

Da alles abelsche Gruppen sind, gibt das eine exakte Sequenz in Kohomologietheorie.
Mit H(M,C) = 0 folgt, dass H'(M;C* = GL,(C)) — H*(M;Z) = HZ2,,(M;Z)
ein Isomorphismus ist. Damit ist die Menge der Isomorphieklassen von komplexen
Geradenbiindeln (bzw. der Isomorphieklassen von Gl (C)-Hauptfaserbtindel) tiber M,
zu HE, . (M;Z) isomorph.

Ist M = S!, dann ist Hs%ng(Sl; Z) = 0 und alle komplexen Geradenbiindel iiber S* sind
trivial (Es gibt also insbesondere keine ’komplexe Variante’ des Moébiusbandes).

Ist M = S%, dannist HZ,, (5% Z) = Z.Tst M = S™ fir n > 2, dann ist H3,,(S™;Z) = 0.
D.h. alle komplexen Geradenbiindel iiber S™, n > 2, sind trivial. Das kann man auch
direkt mit dem Kriterium fiir die Clutchingfunktionen (Vectg(S™) 2 [S™~1, G1;(C) =

C*]) in Ubungsaufgabe 8 ablesen.

Beispiel 3.2.20. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0-+Z—>R—S'—o0.

Da alles abelsche Gruppen sind, gibt das eine exakte Sequenz in Kohomologietheo-
rie. Mit H*(M,R) = 0 folgt, dass c1: H'(M;S') — H*(M;Z) = H2,,(M;Z) ein
Isomorphismus ist - die sogenannte erste Chern Klasse. Insbesondere sehen wir, dass
Pring: (M) = Hfing(M;Z) ist.

Ist M = S?, dann ist Pring: (S%) = HZ ,(S%*Z) = Z. Man kann zeigen, dass der
Erzeuger das Hopfbiindel ist, [10, Kapitel 3.5].

3.2.3. Reduktionen/Lifte von Hauptfaserbiindeln

Definition 3.2.21. Sei wp: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und A: H — G ein Lie-
gruppenmorphismus. Eine A-Transformation von P besteht aus einem H-Hauptfaserbiin-
del mg: @ — M und einer glatten Abbildung f: @ — P mit 7p o f = mg und
flg-h) = f(q) - \(h). Fiir eine Lieuntergruppe H C G und A die Inklusion, nennt man
Q@ auch H-Reduktion von P. Fir A surjektiv nennt man @ eher einen (H-)Lift von P.
Wir nennen zwei A-Transformationen (Q, f), bzw. (Q', f’) von P &quivalent, wenn es
einen H-Hauptfaserbiindel-isomorphismus ¢: Q — Q' mit f' o ¢ = f.

Beispiel 3.2.22 (Reduktionen des Repérebiindels GL(M)). Fiir die Wahl einer Rie-
mannschen Metrik auf M™ haben wir in Abschnitt 3.1 das O(m)-Hauptfaserbiindel
O(M):=0(TM) konstruiert. Fiir die Inklusionen O(m) C Gl,,(R) und f: O(M) —
GL(M) ist O(M) eine O(m)-Reduktion von GL(M). Die O(m)-Hauptfaserbiindel
O(M); zu zwei verschiedenen Riemannschen Metriken ¢; auf M sind dquivalente Reduk-
tionen (Wéhle ¢: O(M); — O(M)s faserweise die Gram-Schmidt Orthonormalisierung
bzgl. go.)

Ist M orientierbar, dann kénnen wir GLi (M) = Ugepr{pos. or. Basen von T, M}
definieren und analog wie in Abschnitt 3.1 ist das dann ein GL (R™)-Hauptfaserbiindel.
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Es GLy (M) eine Gl; (R™)-Reduktion von GL(M). Weifl man andererseits, dass fir
eine Mannigfaltigkeit M eine Gl; (R™)-Reduktion (Q, f) von GL(M) gibt, dann ist
M schon orientierbar: Als erstes sehen wir, dass aus f(q-h) = f(q) - h folgt, dass f
injektiv ist. D.h. wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f: Q@ — GL(M) die Inklusion ist. Wir
nennen eine Basis v von T, M positiv orientiert, falls v € f(Q) gilt. Das definiert eine
Orientierung auf M.

Im allgemeinen fiithrt eine Zusatzstruktur auf M oder dem Vektorbiindel E, wie Biindel-
metrik und Orientierung, zu einer Reduktion von GL(M). Nicht alle Zusatzstrukturen
existieren auf allen Mannigfaltigkeiten oder Biindeln (z.B. Orientierung). Dann wird
diese Biindelreduktionen nicht immer existieren. Untersuchungen der Existenz der
Biindelreduktion fithren (falls solche Strukturen nicht immer existieren) dann zu topo-
logischen Obstruktionen fiir die jeweilige Struktur. Ahnlich ist es bei der Existenz von
Liften:

Beispiel 3.2.23. Fiir n > 3 hat SO(n) immer Fundamentalgruppe Zo (Beweis siehe [7,
Lem. 1.4]). Die universelle Uberlagerung* nennen wir Spin(n). Das ist nach Konstruktion
erst einmal nur eine Mannigfaltigkeit besitzt aber auch eine Gruppenstruktur, die die
Projektion Spin(n) — SO(n) zu einem Liegruppenmorphismus macht. '

Am Beispiel n = 3: Wir identifizieren die Standardsphire S® mit der Gruppe der
Quaternionen vom Betrag 1, und SO(3) sei die spezielle orthogonale Gruppe, die
auf span{i, j, k} = R3 wirkt. Sei p: S3 x span{i, j, k} — span{i,j, k}, p(p)q = pgp~!
(Multiplikation als Quaternionen). Dann kann man nachrechnen, dass p(p) ein Element
in SO(3) ist. Damit ist p: S® — SO(3) ein surjektiver Gruppenmorphismus und eine
zweifache Uberlagerung. Also ist Spin(3) = SU(2).

Hat man eine orientierte Mannigfaltigkeit M™, dann gibt es dazu ein SO(m)-Hauptfaser-
biindel SO(M):=SO(TM):={pos. or. ONB von T, M }. Gibt es einen Lift von SO(M)
bzgl. der zweifachen Uberlagerung A: Spin(m) — SO(m), so nennt man die Mannigfal-
tigkeit spin und die Wahl eines solchen Liftes nennt man Spinstruktur von M.
Beispiele: S™, T™ sind immer spin, RP"™ ist spin fiir n = 4k + 3 (fiir n gerade ist es noch
nicht mal orientierbar), CP™ ist spin fiir ungerade n. Die Spinstruktur muss, selbst
wenn sie existiert, nicht eindeutig sein, z.B. besitzt T™ 2™-Spinstrukturen, S™ fir n > 2
aber nur eine.

Satz 3.2.25. Sei \: H — G ein Liegruppenmorphismus und p: G x V. — V eine
Darstellung. Sei m: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und (Q, f) ein A-Transformation
von P. Dann sind die assoziierten Vektorbiindel P X,V und Q X,x V isomorph.

*Eine Uberlagerung 7: X — Y heiBt unsversell, falls X zusammenhingend und einfach-
zusammenhingend (d.h. 71 (X) = {e}) ist.
TDas folgt aus:

Satz 3.2.24. Sei G eine Liegruppe und p: G — G die universelle Uberlagerung. Wihlt man e €
p~1(1 € G), dann besitzt L eine eindeutige Gruppenstruktur mit e als neutrales Element, die L zu
einer Liegruppe macht und p zu einem Liegruppenmorphismus.

Beweisskizze. Sei m: G X G — G die Gruppenmultiplikation in G. Sei f: GxG—=G definiert durch
f=mo(pxp). Da G X G einfach zusammenhingend ist, gibt es einen eindeutigen Lift f: G X G — G
von f,d.h. po f = f mit f(e,e) = e. Dieses f definiert die gesuchte Gruppenstruktur auf G. |
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Beweis. Wir setzen U: Q x 0V — P x, V, [(g,v)]—[(f(q), v)]. Wohldefiniertheit folgt
aus:

N
|
—
~—
<
N

T([(gh, (pN) (™ )))=[(f(gh), p(A(h
= [(f(@) - A(h), pA()™H)0)] = [(f(a),v)] = ¥([(q, v)])-

Linear und fasertreu ist klar.
Injektivitat: Sei U([(g,v)]) = ([(¢’,v")]) fir ¢,¢’ € Q und v,v’ € V. Dann ist mg(q) =
mq(q") und es gibt ein h € H mit ¢’ = ¢ - h. Damit ist f(¢’) = f(¢) - A(h) und

[(f(@),)]) = [(£(a), 0)] = [(f(@) - M), p(A(R) ™)) = [(f ("), p(A(R) ™))

Da die G-Wirkung frei auf den Fasern von P ist, muss v' = p(A(h)~!)v und damit
[(¢'»0")] = (g~ A(R), pOMR) ™)) = [(g, )] gelten.

Surjektivitét: Sei [(p,v)] € P x, V mit p € P,. Wir wihlen ¢ € Q.. Da die G-Wirkung
auf P einfach transitiv ist, gibt es ein g € G mit f(¢) = p - g. Damit ist

([(g, p(g~ " )o))=[(f (), plg~)0)] = [(p- g, p(g~")0)] = [(p, V)]
Glattheit von ¥ und ¥~! sieht man direkt in den Biindelkarten aus Satz 3.2.14. O

Beispiel 3.2.26. Sei E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r und p die definie-
rende Darstellung von Gl,.(R). Sei ¢: O(r) — Gl,(R) die Inklusion. Nach Abschnitt 3.1
haben wir das Gl,(R)-Hauptfaserbiindel GL(E) und zu einer Biindelmetrik ein O(r)-
Hauptfaserbiindel O(E) konstruiert. Nun ist GL(E) x, R" =2 E = O(E) x,, R".

3.2.4. Zusammenhidnge auf Hauptfaserbiindeln
3.2.4.1. Motivation

In Abschnitt 3.1 haben wir aus einem reellem Vektorbiindel 7: F — M vom Rang
r das Gl,(R)-Hauptfaserbiindel GL(E) konstruiert. Wir nehmen nun einen affinen
Zusammenhang V¥ auf E. Gibt es einen natiirlichen Weg dazu einen 'Zusammenhang’
auf GL(F) zu konstruieren bzw. gibt es eine gute Zusammenhangsdefinition auf GL(E)?
Ganz naiv — auf einem formalen Level — konnte man sagen der Zusammenhang auf F ist
eine Abbildung X(M) x I'(E) — I'(E). Aber T'(GL(E)) ist oft leer, z.B. ist I'(GL(M))
nur dann nicht leer, wenn das Tangentialbiindel trivial ist. Aber das bildet nur ein
formales Level des Zusammenhangs ab. Andererseits kommt der Zusammenhang auf F
immer mit einem Paralleltransport, vgl. Abschnitt 2.2.1.

Da es lokal auch in GL(E) Schnitte gibt und die einfach aus einer (lokalen) Basis von
Schnitten auf E bestehen. Kénnen wir einfach einen (lokalen) Paralleltransport auf
P:=GL(E) definieren, in dem wir jedes Basiselement einzeln mittels transportieren:
Sei p € P,. Dann ist p = (p1,...,pm) mit p; € E,. Sei v: I — M eine Kurve mit
~(0) = 2. Dann haben wir auf F einen Paralleltransport ||g,t, womit wir jedes p; entlang
~ transportieren kénnen. Wir definieren

p&)= 11§, = (lIc Pr:-- - 34 Pm) -
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Da ”g,t: Ey—0) = Ey() ein Vektorraumisomorphismus ist, vgl. Satz 2.2.13 und p eine
Basis von E, ist, ist [|§ , p € Py« und damit ||§ , p ein Paralleltransport auf P.

Nach Folgerung 2.2.16 und dariiber ist 4 |¢—o(p;(t):= o, Pi) € Tp, E nur von 4(0) €
T M aber nicht der konkreten Wahl von ~ abhéngt. Damit gilt das auch fiir %|t:0p(t)
und wie in Ubungsaufgabe 25 erhalten wir den entsprechenden horizontalen Lift
X € X(M) — X* € X(P) fir unser Hauptfaserbiindel. Die Linearitdt des horizontalen
Lifts und d,m(X*(p)) = X(w(p)) erhilt man wie in Ubungsaufgabe 25. Das reicht
aber noch nicht, um damit einen Zusammenhang auf GL(M) zu definieren: (Zur
Unterscheidung bezeichnen wir den horizontalen Lift auf E mit X und den auf P noch
immer mit X*)

A A

X*p-g)=X"((p1-g---»0r-9) = (X(P1-9),---, X(pr - 9)

Lin. von V¥ | & N % Bsp. A.1.9.4
= (X(pl)'g""vx(pr)'g):X (p)'g - ’

dpRy (X*(»)
Hierbei wird die Linearitéit des Zusammenhangs V¥ genutzt um die Kompatibilitéit
des Liftes mit der Rechtswirkung der Gl,.(K) zu folgern.

Analog erhdlt man auch die horizontalen Tangentialrdume Q,P:={X*(p) | X €
X(M)} C T,P mit der vertikalen und horizontalen Projektionsabbildung und aus
die Kompatibilitdt mit der Rechtswirkung kann man d,R,(QpP) = Qp.4P folgern.
DaVx(s=(s1,---,8m)):=(Vxs1,.-., Vxsn) zumindest lokal noch sinnvoll ist, haben
wir die gleichen lokalen Zusammenhangseinsformen w € Q(U, gl(r, K) mit den gleichen
Transformationsformeln wie in (2.4) (da die Ubergangsfunktionen von E und P =
GL(FE) tibereinstimmen).

Wir werden noch sehen, dass man auf dem Hauptfaserbiindel aus den lokalen Zusam-
menhangseinsform immer eine globale Zusammenhangsform w € Q'(P,g) definieren
kann.

3.2.4.2. (Aquivalente) Definitionen fiir Zusammenhinge

Definition 3.2.27. Ein Zusammenhang auf dem G-Hauptfaserbtindel 7: P — M™
ist ein glatter Schnitt @ in Gr,,(TP) (dem Grassmannbiindel zu TP — P, vgl. 1.2.2.7)
Q:p € P QP € Gr,(T,P), so dass T,P = Q,P @ T)(Pr(p)) gilt und so dass
@ rechtsinvariant ist, d.h., fiir alle g € G und p € P gilt d,R,;(QpP) = Qp.gP. Wir
nennen @, P einen horizontalen Tangentialraum an P in p € P und T,(Pr () C T,P
den wvertikalen Tangentialraum an P in u € P. Die Projektionen auf die einzelnen
Komponenten von T}, P bezeichnen wir mit ver: T, P — T},(Pr () und hor: T, P — Q, P

Lemma 3.2.28. (i) T,(Pr(p)) = kerd,m

(i) Fir X € g sei X € X(P) definiert durch X (p):=%|,_o(p - exp(tX)) € Tp(Pr(p))
(X heifit von X erzeugtes fundamentales Vektorfeld.) Es gilt

dy V(X (9)) = X (¥,(9)),

wobei ¥: G x P — P die Rechtswirkung auf P und U,(.) = ¥(.,,p) =p-. ist.
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(iii) g — {fundamentale Vektorfelder auf P}, X — X € X(P), ist ein linearer Iso-
morphismus® (insbesondere ist {fundamentale Vektorfelder auf P} C X(P) ein
Untervektorraum,).

(iv) Tp(Pr(p) = {X(p) | X € g}

Beweis. (i) Es ist 771(x) = P,, und die Behauptung folgt aus dem Satz vom reguliren
Wert, vgl. auch [2, I.1].

(ii)
insinv d
AU, (X (g)) "2, W, dy Ly (X) = T, 0 Ly(exptX)

d ~
=£|t:o(p-g) cexptX = X(p-g)

(iii) Linearitét folgt aus(ii) und der Linearitét von dy¥,. Surjektivitét ist klar nach
Konstruktion. Es ist noch die Injektivitit zu zeigen:Sei X = 0. Nach Definition ist
y(t) = p - exp(tX) Losung von 4(t) = X(y(t)) mit Anfangswert v(0) = p. Wegen
Eindeutigkeit der Losung dieses Anfangswertproblems ist v(t) wegen X = 0 konstant
gleich p und damit ist p - exp(tX) konstant in ¢. Dadie Wirkung von G frei ist und exp
in einer Umgebung der Null ein Diffeomorphismus aufs Bild ist, folgt X = 0.

(iv) Mit (i) und
- d d
dpm(X ()= li=om(p - exptX) ==, |e—om(p) = 0

folgt {X(p) | X € g} C Ty(Pr(p))- Da beides Vektorrédume von gleicher Dimension sind,
folgt die Gleichheit. O

Haben wir einen Zusammenhang @) auf P gegeben, definieren wir w,(X(p) +Y) =X
fir X € gund Y € Q,P. Das definiert ein w € Q!(P, g) und man rechnet nach, dass

(i) Riw = Ad(g™ ') ow fiir alle g € G, d.h. wy4(dyRy(Z))) = Ad(g™")(wp(2)) fiir
allep € Pund Z € T, P.

(if) w(X) = X fiir alle X € g (Erst einmal ist w(X) € C*°(M, g), d.h. die rechte Seite
der Gleichung ist als konstante Funktion mit Wert X aufzufassen.)

gilt, vgl. Ubungsaufgabe 29.

Wie muss man die Wirkung von Ad(g—') hier verstehen? Nach Definition A.1.17 ist
Ad: G — Gl(g), g — (Ry-1 0 Lgy).. Haben wir eine Basis a; von g, dann ist w = w' ® q;
fiir w' € Q1(P). D.h. wir verstehen die Wirkung von Ad(g~!) auf w € Q'(P;g) (und
analog fiir alle anderen Operationen auf g) hier immer so, dass er nur auf den Liealge-
brateil wirkt — also Ad(g~!)w(X) = w®(X)Ad(g~!)(a;). Analog wirken Operationen,
die standardméfBig auf Differentialformen definiert sind, auf liealgebrawertigen Differen-
tialformen, in dem Sie nur auf die w’ wirken.

*sogar ein Liealgebrenisomorphismus, dazu muss man nur [X,Y] = [X, Y] nachrechnen (dabei
benutzt man wieder (ii))
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Definition 3.2.29. Ein Element w € Q!(P;g), fiir welches die beiden obigen Bedin-
gungen gelten, nennt man Zusammenhangsform dem G-Hauptfaserbiindel 7: P — M.
Die Menge der Zusammenhangsformen auf P bezeichnen wir mit A(P).

Die Bedingungen (i) und (ii) bleiben unter Addition und skalarer Multiplikation
erhalten, damit ist A(P) ein affiner Raum (aber kein Vektorraum, da w = 0 keine
Zusammenhangseinsform ist). Andersherum gehort zu einer Zusammenhangseinsform
auch wieder ein Zusammenhang — in Ubungsaufgabe 29 zeigen wir:

Satz 3.2.30. Sei m: P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Sei w € QY(P;g) eine Zusam-
menhangsform auf P. Dann definiert

u € P QuP:=ker w,

einen Zusammenhang auf P. Insbesondere ist die Abbildung invers zur obigen Zuordnung
Q— w.

Beispiel 3.2.31. Wir betrachten das Hopfbiindel S® — S2. Das ist ein S = U(1)-
Hauptfaserbiindel und damit g = iR. Sei p € S C C? und sei (.,.) das reelle Standards-
kalarprodukt auf C? = R%. Dann ist w,(Y € T,5% C R*) := i(Y, ip) ein Zusammenhang
auf dem Hopfbiindel, vgl. Ubungsaufgabe 28.

Die Zusammenhangsform w steht in engem Zusammenhang zu den Zusammenhangs-
einsformen von Vektorbiindeln, die wir schon kennen.

Satz 3.2.32. Seien so: U, — P lokale Schnitte von P zu einer offenen Uberdeckung
U,. Das definiert mit ¢ (z,9):=s4(x) - g lokale Trivialisierungen. Wir setzen w, =
stw e QY (Uy,g). Dann ist

— -1 *
Wa = Ad(p,5)wp + dLu;;duag
Sind umgekehrt zu einer offenen Uberdeckung U, und lokalen Schnitten sqo: Uy — P

Einsformen w,, € QY (U, g), die obige Transformationsformel erfiillen, gegeben. Dann
gibt es eine Zusammenhangseinsform w € QY(P,g) mit wy, = skw.

Beweisskizze. Fiir die Berechnung der Transformation von w,, benutzen wir

L cofalt) - 9(1)) = ey (4(0)) + dy Ly (6(0))(z - g) (33)

fiir Kurven z(¢) in P mit 2(0) = x und ¢(t) in G mit g(0) = g, vgl. Ubungsaufgabe 29.ii.
Sei u € Uy NUg, X € T,,M und ~ eine Kurve durch 7(0) = » und 4(0) = X. Dann gilt
(mit sa(u) = ¢ (u,1) = @5 0 (P50 05" )(u, 1) = 5" (u, pap(u) = ¢35 (u, Dpap(u) =
s5(u)pap(u))

dusalX) = S hmo5a(1(8)) = rleco (55(2(0)) - Has (1))

(3.3) ~
=ds () Ryt (u) (dusp (X)) + Y (5(u) - prap(u))

*Im Fall von Matrixgruppen, also g C gl(r, K) ist das genau die Formel (2.4), die wir fiir die lokalen
Zusammenhangsformen von Vektorbiindeln gesehen haben.

82



3.2. Definition

mit Y = duaB(U)LMaﬁ(u)’l(duu@ﬁ(x)) und damit

wa(X) = (54w)(X)=ws, (u)(dusa (X))

= W, () | Do) R () (dusp (X)) + Y (s5(w) - pap(u))
=sq(u)

= Ad(pap (1) ™ )Ws, (w)-prap ()~ 1255 (w) (dusp (X)) +Y

= Ad(pap () " ws(X) + dy g (w) Lyt (w)-1 (duttap(X)).

Seien nun andersherum die w, gegeben und erfiillen die Transformationsformel. Fiir
u € U, haben wir T,P = T,,(P,) ® dso (T, M) fir p = s4(u), d.h. ein Vektor in T,P
setzt sich zusammen als Y (p) + dso(X) fiir ein Y € g und X € T, M. Wir definieren
wy: TyP — g durch w, (Y (p) + dsa (X)) = wa(X) +Y und w,.,:=Ad(g~")w,. Damit ist
w fiir alle 771(U,) definiert. Man rechnet nach, dass w eine Zusammenhangseinsform
auf 771(U,) — U, definiert und diese unabhingig von « ist. O

Ganz analog erhalt man:

Satz 3.2.33. Sei ¥ € Autp(P). Dann gibt es nach Lemma 3.2.9.ii gibt es ein g €
Hom®(P;G) mit O(u) = u - g(u) fir alle w € P. Dann ist

(P*w)u = Ad(g(u) ™" wu + dg(u)Lg(u)-1dug.

Bemerkung 3.2.34. Insbesondere zeigen die letzten beiden Sétze, dass die Riickrich-
tung {wq }o mit den Transformationsformeln wird wieder zu w zusammengesetzt, ist
nur eindeutig, wenn die lokalen Schnitte s, vorgegeben sind und dann ist s w = wq,.
Hat man 9 € Autys(P), so sind auch ¢ o s, lokale Schnitte und obige Konstruktion
wiirde die w, zu ¥*w zusammenbauen. Das ist nicht verwunderlich, da die uq.g das
Hauptfaserbiindel und damit auch die Zusammenhangseinsform nur bis auf vertikale
Isomorphismen eindeutig bestimmt.

Seien nun w,® € Q(P, g) zwei Zusammenhangseinsformen und w,,, @, die zugehdrigen
lokalen Zusammenhangseinsformen zu lokalen Schnitten s, : U, — P. Dann gilt

wg —wg = Adugi 0 (Wo — Wa)-

Wir betrachten das assoziierte Biindel P x pq g (das sogenannte adjungierte Biindel).
Sei X € X(M). Dann ist [(sq, (We —@a)(X)] ein lokaler Schnitt in P x aqg. Auf U, NUg
gilt nun

[(s5, (ws — @) (X)] = [(satpa; Ad -1 (Wa = Ba)(X)] = [(sa; (Wa = @a)(X)].
Also definieren die [(Sq, (wa — @a)(X)] einen wohldefinierten globalen Schnitt von

P X aq 8. Setzen wir [(Sq, (Wa — @a)](X):=[(Sa (Wa — @q)(X)] haben wir eine wohldefi-
nierte Einsform mit Werten in P X aq g, also ein Element in T'(T*M ® (P Xaq g)). Wir
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haben also gesehen, dass w — @ als Element in QY (M; P xaqg) = [(T*M @ (P X aq 9)
aufgefasst werden kann. Andersherum liefert diese Konstruktion zu jedem Element
n € QY(M; P xaq g) aus einer Zusammenhangseinsform w ein neue Zusammenhangs-
einsform @: Lokal haben wir 1,(X) = [(sa,22)] fiir zX: U, — g. Definieren wir
20(X):=2X haben wir z, € Q' (U,,g). Wir setzen @, = w, + 2. Die analogen Trans-
formationsformeln wie oben (insbesondere ist zg = Adu,;i Za) zeigen, dass die @, einen
wohldefinierten Zusammenhang & € Q!(P;g) definieren.

Wir haben also gesehen:

Lemma 3.2.35. Die Menge A(P) der Zusammenhangseinsformen auf P — M steht
in 1:1 Beziehung mit Q*(M; P X aq g). Insbesondere erhilt diese Abbildung die affi-
ne Struktur auf A(P) und A(P) ist damit ein affiner Raum iber dem Vektorraum
QY(M; P xaq9) (und damit insbesondere unendlich-dimensional).

Bemerkung 3.2.36. (Induzierter Zusammenhang auf dem assoziierten Vektorbiindel)
Sei E:=P x,V ein zu G-Hauptfaserbiindel P und zu p: G — GI(V) assoziiertes
Vektorbiindel. Sei w eine Zusammenhangseinsform auf P. Dann definiert

Vx[(s(u), v(w))]:=[s(u), X (v)(u) + pu(s"w(X))v(u)]

einen Zusammenhang auf E, vgl. Ubungsaufgabe 30.

3.2.5. Kriimmung

Da die lokalen Zusammenhangsformen eines Hauptfaserbiindels sich wie die eines
Vektorbiindels, vgl. (2.4), verhalten, kénnen wir die lokalen Kriimmungsformen €2,
mittels der Strukturgleichung aus Satz 2.2.22 definieren:

Qo:i=dwe + wa A\ Wa,

wobei wir fiir n = n' ® a; € QF¥(U;g), k = k' ® a; € QY(U;g) mit a; Basis von g,
nt € QFU), k¥ € QYU)

1.
nA /{:2577’ A K a;, a;) (3.4)

und dn:=dn’ ® a; setzen.*
Dann ist insbesondere fiir € Q(U, g)

dn(X,Y):=X(n(Y)) =Y (n(X)) = n([X,Y]) (3.5)

*Fiir we € Q1(U, gl(r,K)) haben wir der Strukturgleichung erst mal Sinn gegeben, in dem wir es
erst einmal nur als Kurzschreibweise fiir die jeweilige Gleichung in den einzelnen Eintridgen von gl(r, K)
gegeben haben, vgl. Satz 2.2.22. Fiir , k € Q1 (U) und damit jedem Eintrag von Q! (U, gl(r,K)) ist
(3.4) richtig. Deshalb nehmen wir (3.4) hier als Definition und man muss noch zusétzlich nachrechnen,
dass es unabhéngig der Basiswahl von g ist.
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(dabei ist n(Y) € C*°(M,g) und X(n(Y)) = X(n'(Y) ® a;) = X(n*(Y)) ® a; ), weil
diese Formel schon auf dem Level der Differentialformen richtig ist, vgl. Tabelle B.2,
und

2 A (X, Y) = (' (X)n? (V) =/ (X)n* (V) [as, a;]
I Lo (X0 (V)i ]
= 2" (X)az, ' (YV)a;] = 2[n(X),n(Y)]-
Auflerdem gilt mit analogem Beweis wie fiir (2.5) die Transformationsformel
Q= Ad(51) 0.

Fiir Hauptfaserbiindel kommen die w, aber sogar von einer globalen Zusammenhangs-
form w, = siw. Damit ist

Qo = d(siw) + (shw) A (shw)=sk(dw + w A w)

(vgl. Tabelle B.2 fiir die Eigenschaften des Pullbacks) und wir kénnen auch eine globale
Kriimmungsform Q:=dw + w A w € Q?(P, g) definieren. Dann erhélt man ganz analog
zur Transformationsformel der lokalen Kriimmungsformen, dass fiir ein ¢ € Auts(P)
und eine Zusammenhangsform w € Q'(P;g) die Kritmmungsform QY"¢ zu 9*w gleich
Ad(g~ 1) ist, wobei g € Hom®(P; @) mit 9(p) = p - g(p) ist.

Satz 3.2.37. Es ist Q(X,Y) = dw(hor(X), hor(Y)). *

Beweis. Es ist X = ver(X) + hor(X) und nach Satz 3.2.30 w(hor(X)) = 0.
ver(X)(p) gibt es fiir ein Z € g ein fundamentales Vektorfeld Z mit ver(X)(p) =
Wir zeigen, dass Q(Z, %) = 0 ist:

Wir haben

wAw(X,hor(Y)) =0~ Q(X,hor(Y)) = dw(hor(X), hor(Y))

ur

F
Z(p)

dw(Z,0) E) 2(w(0) - T(w(2)) - w((2,0))
=Z(U)-U(Z) - [2z,U) = —[2,U]
= —wAW(Z,U) ~ (do+wAw)(Z,U0)=0=Q(Z,0).

Hier haben wir verwendet, dass U € g als Funktion M — g konstant und deshalb
Z(U) = 0 gilt. AuBlerdem haben wir fiir die vorletzte Zeile verwendet, dass [Z,U] =

[/Z-,\E] gilt — das folgt aus Z = (U,).(Z), vgl. Lemma 3.2.28.ii, und das (¥,), mit der
Lieklammer kommutiert.

dw(Z,hor(Y)) = —hor(Y)w(Z) — w([Z, hor(Y)))
= —hor(Y)(Z) — w([Z,hor(Y)])

©0 ~ (dw+wAw)(Z,hor(Y)) = 0 = Q(Z, hor(Y))

*Oft wird so die Kriimmung auf Hauptfaserbiindel ad-hoc definiert und daraus die Strukturgleichung
abgeleitet.
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3. Hauptfaserbiindel

Fiir die Gleichheit (*) haben wir benutzt, dass [Z, hor(Y)] wieder ein horizontales
Vektorfeld ist, vgl. Ubungsaufgabe 31.ii. O

Definition 3.2.38. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit gegebenen Zusam-
menhang. Wir definieren D: Q*(P;g) — QFY(P;g) durch Dn(Xy,...,Xp11) =
dn(hor(Xy),...,hor(Xk11)), wobei dn wie in (3.5) auch mittels der Formel fiir re-
ellwertige Differentialformen aus Tabelle B.2 definiert ist.

In dieser Notation ist z.B. Q@ = Dw.
Lemma 3.2.39. (Bianchi-Identitit) D2 =0

Beweis. Folgt aus der Definition von D, der Ableitung der Strukturgleichung und
w(hor(X)) = 0. O

Auch fiir die Krimmung fiir Vektorbiindel und dem D aus Definition 2.2.20 gilt DF = 0.

Definition 3.2.40. Sei ein Zusammenhang w auf dem G-Hauptfaserbiindel P — M
gegeben. Wir bezeichnen mit QF_ (P;g) die Menge der horizontalen k-Formen auf P
mit Werten in g. Dies sei die Menge aller € QF(P;g) fiir die gilt:

(i) Fir p € P, X; € T, P und mindestens ein X; € T), Py, gilt 1,(X1,..., Xz) = 0.

(ii) Rin = Ad(g=Y) on.

Beispiel 3.2.41. w ¢ Ql_(P;g), da zwar (ii) aber nicht (i) erfiillt ist. Aber es ist

hor

Q € Q2 (P;g): (i) ist erfiillt nach Satz 3.2.37. (ii) folgt mit den Rechnungen aus

hor

folgendem Satz.

Satz 3.2.42. Die Finschrankung des Differentials D aus Definition 3.2.38 ergibt die
Abbildung

D: Qp, (Pyg) = QL (P g)

hor hor

und fiirn € QF (P;g) gilt

hor

Dn =dn+ ad(w) An, (3.6)

~

wobei (CLd(W) AN 7’])(X1, . 7Xk+1).':Zi(—l)i+1ad(w(Xi))7](X1, e ,Xi7 N ,XkJrl) ist.

Hier ist ad die adjungierte Darstellung von g, siche Lemma A.1.19. Insbesondere liefert
(3.6) eine explizitere Formel fiir D) auf horizontalen Formen.

Beweis. Als erstes wollen wir nachrechnen, dass D(n € QF__(P;g)) € QFFL(P; g) gilt.

hor hor
Die Bedingung (i) aus der Definition von QF (P;g) ist direkt nach Konstruktion erfiillt.

—_~—

Es bleibt (ii) zu zeigen: Es gilt d, Ry (X (p)) = Ad(g=1) X (p-g), vgl. Ubungsaufgabe 29.1.
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3.2. Definition

D.h. insbesondere, dass dR, eines vertikalen Vektors wieder ein vertikaler Vektor ist.
Zusammen mit d, Ry (QpP) = Qp.¢ P ergibt sich hor dRy(X) = dR4(hor X') und damit

(R:Dn)(X1, ..., Xpy1) = Dn(dRy(X1), ..., dRy(Xp11))
= dn(hor dRy(X1),...,hor dRy(Xy11))
= dn(dRg(hor X1),...,dR,(hor Xj11))
= (Rydn)(hor Xy, ... hor Xj41)
= d(Rn)(hor X1, ... hor Xj41)
= (d(Ad(gil) © n))(horxla s 7h0er+1)
= ((Ad(g™ ") odn)(hor Xy, ..., hor X 1)
= (Ad(g™") o D) (X1, ..., Xpeg1)-

Es bleibt noch (3.6) nachzurechnen: Sind alle X; horizontal, dann ist Dn = dn nach
Definition 3.2.38 und w(X;) = 0. Also gilt in diesem Fall (3.6).

Sind mindestens zwei der X; vertikal, dann ist (ad(w) A n)(X1,..., Xk41) = 0 und
Dn(Xy,..., Xkt+1) = 0 nach Definition. In diesem Fall miissen wir also noch nachrech-
nen, dass auch dn(Xy,..., Xk4+1) = 0 ist: Nach Tabelle B.1 gilt:

dn(Xla s an-‘rl):(_l)iXi(n('aXi? ))+Z(_1)1+en([Xl7X€]7X1a 'aXiv '7)2[7 '7Xk+1)'
——

=0 da min ein Vektor vertikal i<t

Auch in der zweiten Summe ist immer mindestens ein Vektor vertikal, da die Lieklammer
zweier vertikaler Vektoren wieder einen vertikalen Vektor liefert, und damit ist in diesem
Falle dn = 0.

Der verbleibende Fall ist nun, dass genau eines der X; vertikal ist. O.B.d.A. sei X; =Y
vertikal. Dann sind X; = Z} horizontale Lifte von Z; € ¥(M) fiir 4 > 1. Dann ist
wieder Dn = 0 und wir haben

ad(w) An)(X1, ..., Xky1):=ad(w(X1))n(Xa, ..., Xkt1)
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3. Hauptfaserbiindel

sowie

(dom) (X1 (D) -+, X1 (D) = Y (0(Z5, -, Zjiy1)) (D)
+ (_1)“_177([}7’ Z;], 257 RE! ng SRR Z;-H)(p)
—_——

=0 vgl. UA 31.ii

d * *
= Jple=0mpexp(er) (Z2 (P - exp(tY)), ..., Ziy1 (p - exp(tY)))

rechtsinv. der horiz. Vek.

d * *

= a|t:077p-eXp(tY)(dpRexP(tY)(ZZ (p))7 B dpREXp(tY)(ZkJrl(p)))
d * * *

= a'tio(Rexp(tY)n)pZ2 (p)7 LR ZkJrl(p))

= %h:O(Ad(eXP(—tY)) 0n)pZ3(D)s- -+ 21 (D))

= Adu(=Y),(Z3(p), - Zj41(D))- O
——ad(Y)

3.3. Klassische Yang-Mills-Theorie

3.3.1. Klassische Elektrodynamik

Wir fangen bei der klassischen Elektrodynamik an. Die Maxwell-Gleichungen sind die
grundlegenden Gleichungen der Elektrodynamik. Sie beschreiben die Wirkung eines
elektromagnetischen Feldes auf elektrische Ladungen und die Wechselwirkung zwischen
dem elektrischen Feld E' und dem Magnetfeld B. Das elektrische Feld F, das Magnetfeld
B ist definiert auf einem (nicht notwendigerweise beschrinktem) Gebiet Q C R®. Beide
GroBen sind zeitabhingig, d.h. E: Q x R — R3, B: Q x R — R3. Weiterhin wird
die elektrische Ladung durch eine zeitabhéngige Dichtefunktion p: 2 x R — R und
die Stromverteilung durch den zeitabhingigen Stromdichtevektor j: Q x R — R?
beschrieben. ¢ ist die Lichtgeschwindigkeit. Es gelten die Maxwellgleichungen

10B
roth = ——— divB =0
c Ot
10F 4
ot — L9F 4T divE = 4mp.
c Ot c

Wir fassen nun die B- und E-Felder in der Matrix

0 El/C EQ/C Es/C
o 0 -B; B
Fru = 0 0 0 -By
0 0 0 0

zusammen und setzen F = F,,dz" A dz” € Q*(R*). Dann lassen sich die Maxwellglei-
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3.3. Klassische Yang-Mills-Theorie

chungen umschreiben zu (wir haben einfach 47 = ¢ = 1 gesetzt).

dF =0 (das sind die beiden oberen Maxwellgleichungen)
xdx F =

mit j = pdt+jydat + joda® + jada® (Der Hodge-Stern ist hier bzgl. der Minkowskimetrik
auf R*). Schriinken wir uns auf den Vakuumfall ein, bleibt noch

dF =0 0F:=—xdxF =0.

Wir sehen, dass aus der ersten Gleichung lokal (und auf R*) immer die Existenz eines
A € QY(R*) mit F = dA folgt. Ein solches A nennt man (Vektor-)Potential. Schreibt
man auch die zweite Gleichung mit Hilfe des Potentials muss man statt der obigen
Maxwellgleichungen nur noch eine Gleichung

0dA =0

16sen. Diese ist hochgradig unterbestimmt — 16st A die Gleichung, dann auch A + d¢,
fiir ein ¢: R* — R. Das nennt man Eichfreiheit. Will man diese Gleichung 16sen, fiihrt
man zumeist eine zweite Gleichung ein, die diese Unterbestimmtheit aufhebt. Das nennt
man Eichfirierung. Sehr beliebt im Kontext der Elektrodynamik ist die Lorenz-Fichung

dA = 0, dann ist 6dA = (0d+ dd) A = 0" und man hat eine ’schéne’ hyperbolische
———

0
Gleichung (Wellengleichung). Man muss sich bei einer Eichfixierung immer iiberlegen,
dass man dadurch keine Losung verliert. Normalerweise iiberlegt man sich das, in dem
man zeigt, dass man aus einer beliebigen Losungen so umeichen kann (hier addieren
eines d¢), dass die resultierende Losung die Eichfixierung erfiillt. '
Wir méchte eine Losung der Maxwellgleichungen also F' € Q2(U, R) bzw. A € Q' (U, R)
als Krimmung bzw. Zusammenhang eines geeigneten G-Hauptfaserbiindels P — U C
R* interpretieren. Lokale Zusammenhangseinsformen sind Elemente aus Q! (U, g). Wir
wollen g = iR (das i ist nicht so wichtig), also w, = iA als Losung. Dann ist da
iR abelsch ist, wy, A w, = 0 und damit die lokale Krimmungsform gegeben durch
Q, = idA € Q3*(U,iR). Bzgl. eines anderen lokalen Schnitten ¢g: U — R* fiihrt,
da iR abelsch ist, zur gleichen lokalen Kriimmungsform 25 = Q, und zur lokalen
Zusammenhangsform wg = wq + HEédﬂ,Ba =iA + ,M,Eid,uﬁa)- D.h. die Eichfreiheit von
oben entspricht hier der unterschiedlichen Wahl lokaler Trivialisierung des Biindels. Die
Maxwellgleichungen sind nun geschrieben fiir die Krimmung des Hauptfaserbiindels
nun

d2=0und *d*Q=0.

Die erste Gleichung ist wegen der Bianchi-Identitat automatisch erfiillt. Die zweite
Gleichung kann auch als Bewegungsgleichung (Euler-Lagrange-Gleichung) der folgenden

*Der d’Alembert O ist einfach die Notation fir den Laplaceoperator auf dem Minkowskiraum
(oder allgemeiner auf Lorentzmannigfaltigkeiten).

TEs gibt auch andere Eichungen (=Eichfixierung), z.B. Coloumb-Eichung divA = 0, wenn man A
als Vektorfeld (Ao, A) auffasst, aziale Bichung g(X, A) = 0 fiir einen fixierten Vektor X € R4, ...
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3. Hauptfaserbiindel

Wirkung gesehen werden:
S(F)::/ F A «F,
U

wobei F' A xF € Q*(U,iR) wie in (3.4) verstanden wird.

Wir haben jetzt klassische Elektrodynamik als Gleichung an die Kriimmung eines
G-Hauptfaserbiindels iiber U C R* mit g = iR interpretiert. Was genau G' am besten
sollte, sieht man an der klassischen Theorie nicht. G = R oder G = S' sind beides auf
dem klassischen Niveau ununterscheidbar. Erst auf dem Niveau der Quantentheorie
(die Theorie hier ist ein klassischer Limes der Quantenelektrodynamik) sieht man, dass
G = S! die gute Wahl ist, da die Quantentheorie eine U(1)-Symmetrie hat*.

Uber zusammenziehbaren Gebiete U C R* sind die Hauptfaserbiindel sowieso immer
trivial. Aber man kann die obigen Gleichungen z.B. auf fiir Biindel iiber R x (R3\ {0})
betrachten und erhilt als Lésung Dirac-Monopole,vgl. Ubungsaufgabe 32.

Wo war hier die Eichfixierung? Die kam noch nicht vor. Die Gleichung *d * d€2 = 0 ist
genauso unterbestimmt wie ohne Biindelinterpretation. Eine Eichfixierung wéare auch
hier eine zusitzliche Gleichung an €2. entsprechen Anderung des Schnittes und damit
auch einer Umeichung - deshalb werden auf der Ebene des Hauptfaserbiindels vertikale
Automorphismen Eichtransformationen genannt. Mit der obigen Transformationsformel
haben wir lokal wg = wq + ,ugalduga = i(A + d¢) mit g, = €.

3.3.2. Klassische Yang-Mills Theorie

Wir betrachten im Folgenden klassische Yang-Mills Theorie nur als ad-hoc Verallgemei-
nerung der klassischen Elektrodynamik. Das ist dahingehend unvollstindig, dass die
zugehorige Quantentheorie (= Standardmodel (Elektrodynamik G = U(1) und schwa-
che G = SU(2) sowie starke Wechselwirkung G = SU(3) und ihr Zusammenwirken)
eine sehr erfolgreiche (und interessante) physikalische Theorie ist.” Allerdings ist vollig
unklar, wie oder ob iiberhaupt diese Theorie einen klassischen Limes besitzt und selbst
wenn, ob dieser die klassische Yang-Mills Theorie ist. Das blenden wir hier aber mal
leider aus.

Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Wir betrachten nur einfache kompakte Matrix-
gruppen G C Gl(n,K) — die wichtigsten Fille sind SU(2) und SU(3).

Wir betrachten die folgende Wirkung auf dem Zusammenhang w € Q(P;g) auf P (£
die zugehdérige Kritmmungsform)

S(Q):= /M Tr(Q A xQ)

Hier ist Q A xQ € Q™(U, g) und Tr: Q™(U, g) — Q™(U) ist die Spur auf dem Liealgeb-
renteil g C gl(n,K). Da G kompakt und einfach ist, entspricht das der Killingform, vgl.
Abschnitt A.1.4. Insbesondere muss man sich {iberlegen, dass Tr(2 A #Q) unabhéingig
der gewahlten lokalen Trivialisierung ist.

*Damit das im klassischen Limes erhalten bleibt, geht noch die (experimentell bestétigte) Annahme
ein, dass die Quantentheorie geeignet ans elektromagnetische Feld koppelt.

t... wenn auch mathematisch noch nicht wirklich vollstindig verstanden, vgl. auch https://en.
wikipedia.org/wiki/Yang-Mills_existence_and_mass_gap
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3.3. Klassische Yang-Mills-Theorie

Berechnet man hier die Bewegungsgleichung erhélt man
DxQ=0

(Da die Elektrodynamik abelsch ist, ist dort D * Q = d * Q.)

Existenz von Loésungen der Yang-Mills-Gleichungen ist ein schweres analytisches Pro-
blem. Wir werden aber sehen, dass es in algebraischen Spezialfillen einfacher ist eine
Losung zu finden:

3.3.2.1. (Anti-)Selbstduale Lsungen

Sei (M, g) eine orientierte 4-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei P — M
ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang w und Kriimmung Q € Q2?(M, g).

Falls *Q2 = £Q gilt, dann ist wegen der Bianchi-Identitdt D2 = 0 die Yang-Mills-
Gleichung D = Q = 0 automatisch erfiillt. Das wére eine einfache Moglichkeit an
Losungen zu kommen. Gilt *a = +a fiir ein a € Q*(M), nennt man « selbstdual (fiir
+) und antiselbstdual (fir —). Die Menge aller (anti-)selbstdualen 2-Formen bezeichnen
wir mit Q% (M).

Lemma 3.3.1. Q% (M) sind jeweils der Raum der Schnitte eines Untervektorbiindel
A% (M) von A*(M) und es gilt A*(M) =A% (M) @ A2 M.

Beuweisskizze. Da * ein punktweiser Operator, ist A% (M)|zenr = {8 € A2(M)|zenr | *
B = £4}. Damit sind A3 (M) Untervektorbiindel von A?(M) vom Rang 3: Ist (s1, . .., 54)
ein positiv orientierte Orthonormalbasis von (T,,M, g,) und ¢* die zugehérige duale
Basis. Dann ist

1

el = ﬁ(ol/\UQ:I:U?’/\U‘l)
1 .

et = ﬁ(ol/\aquJZ/\cfl)
1

ed = E(UI/\U4i0‘2/\0‘3>

~—

eine Orthonormalbasis von A% (M)|.. O

Beispiel 3.3.2 (BPST*-Instantonen = Selbstduale SU(2)-Zusammenhiinge auf R*).

Da R* zusammenziehbar ist, ist jedes SU(2)-Hauptfaserbiindel P iiber R* trivial. Wir

identifizieren R* mit H, den Quaternionen, und SU(2) mit der symplektischen Gruppe
Sp(l):={x € H| |x| = 1} durch

. . o fix? —23 — izt

vt +ax? + jad + kat € Sp(1) — (m?’ Cigh gl g2 ) € SU(2)

Die Liealgebra von Sp(1) ist sp(1) = {¢ € H | Req = 0} mit [¢1,¢2] = q1¢2 — 21 =

2Im(q1q2). Wir kiirzen ab: dz:=dx'+idz?+jdr3+kdz* und dz:=dz' —idx®—jdz3 —kdx?.

*benannt nach A. Belavin, A. Polyakov, A. Schwarz und Y. Tyupkin
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Sei P = R* x SU(2) das triviale SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber R* = H. Wir betrachten
lokale Zusammenhangsformen A (und lokale Kriimmungsformen F') im folgenden immer
bzgl. der kanonischen Trivialisierung von P — also ist A € Q'(R%,sp(1) = su(2)).
Man kann nachrechnen, dass
da
AIGH::Im ( rax >

1+ |z[?

ein selbstdualer Zusammenhang (d.h. *F = F fiir die zugehorige Kriimmungsform),
vgl. Ubungsaufgabe 33.

Fiir 4 € RT, b € H, kann man weitere selbstduale Zusammenhéinge

wr(z —b) - dx)

(App)z=Im (1 T 2]z — b2

finden. Das diese wirklich selbstduale Zusammenhénge, rechnet man am leichtesten nach,
in dem man A, = @ ; A mit dem Diffeomorphismus @, ,(y) = p(y — b) betrachtet.
Man kann sich nun fragen, ob fiir verschiedene (u, b) die lokalen Zusammenhangsformen
A, p nicht in Wirklichkeit zum gleichen Zusammenhang auf P gehoren. Das ist nicht
so, vgl. Ubungsaufgabe 33.

Beispiel 3.3.3 ( Das quaternionische Hopfbiindel). (Das ist in Wirklichkeit nur die
konforme Kompaktifizierung des letzten Beispiels) Wir betrachten S7:={(z1, z2) €
H? | |21]2 + |22/ = 1}, S* 2 HU {oo} und

-1
78T 5 SY (21, 2) {Zl zo falls 21 # 0.

00 sonst
Man kann zeigen, dass m: S7 — S* mit der SU(2) = Sp(1)-Wirkung (z1, 22) -
q:=(qz1, qz2) ein SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber S* ist und Az 20y =Im(21dZ) + 22d2Z2)
einen selbst-dualen Zusammenhang auf diesem Biindel definiert.

3.4. Dirac-Operatoren

In Beispiel 2.1.1 haben wir den Diracoperator auf dem Minkowskiraum, wie er von
Dirac in 1928" zur Beschreibung von Elektronen gefunden wurde, kennengelernt. Nun
wollen wir die Verallgemeinerung auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten kennenlernen.

Dazu sei (M™, g) eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei SO(M) das
zugehorige SO(m)-Hauptfaserbiindel der orientierten Orthonormalbasen. Nehmen wir
an M sei spin, d.h. es gibt einen Lift ®: Spin(M) — SO(M) von SO(M) bzgl. der
zweifachen Uberlagerung, vgl. Abschnitt 3.2.3. Nun bilden wir aus dem Spin(m)-
Hauptfaserbiindel Spin(M) — M und einer Darstellung p: Spin(m) — End(%,,), die

*Dirac, P. A. M. (1928). "The Quantum Theory of the Electron". Proceedings of the Royal Society
A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences. 117 (778): 610-624, http://www.math.ucsd.edu/
~nwallach/Dirac1928.pdf
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3.4. Dirac-Operatoren

im Prinzip die Cliffordmultiplikation auf einem komplexen Vektorraum %, ist, aber die
wir noch genauer definieren werden, das assoziierte Vektorbiindel S:=Spin(M) x, X,
Dieses wird Spinorbindel genannt. Der Levi-Civita-Zusammenhang auf T'M induziert
einen Zusammenhang T,SO(M) = Q,SO(M) @ T,(SO(M))~py auf SO(M) wie in
Abschnitt 3.2.4.1. Mittels Q,.Spin(M) = (dT(I))_chp(r)SO(M) erhalten wir so einen
Zusammenhang auf Spin(M) — das ist eine allgemeine Konstruktion mit der man aus
jeder A\-Transformation (]5, f) eines G-Hauptfaserbiindels P, wie in Definition 3.2.21,
einen Zusammenhang auf P erhilt:

Lemma 3.4.1. Sei Q € Gry,(TP) ein Zusammenhang auf P und (Q, f) eine A-
Transformation von P. Dann ist Q.P:=(d,f)~ Qf(r)P ein Zusammenhang auf P.

Beweis. Wegen mpo f = mp gilt Tr(Pﬂp(T)):(drf)’le(r)(Pwp(f(r))) und damit 7, P =
Q,Pa® TT(P,TP(T)). Es bleibt noch die Kompatibilitdt mit der Rechtswirkung zu iiber-
priifen:

~ _ foRpL=R Lof _
Ry (QrP)=d, Ry ((d, /) ' QsnP) =" (drnf) " d sy Raeny@ ) P

( rhf) 1Qf P thP O

Wir haben also nun einen Zusammenhang auf Spin(M). Wie in Ubungsaufgabe 30/Be-
merkung 3.2.36 erhdlt man dann einen induzierten Zusammenhang auf dem assoziierten
Biindel — dem Spinorbiindel.

Man kann nachrechnen, dass S mit diesem Zusammenhang der Cliffordmultiplikation
und der induzierten Biindelmetrik ein Diracbiindel wie in Definition 2.4.27 und damit
ist D = cl(ei)Vfi ein Dirac-artiger Operator — der klassische Diracoperator einer
Riemannschen spin Mannigfaltigkeit.

Es fehlt noch die Darstellung p: Spin(m) — End(X,,):

Bemerkung 3.4.2. Sei V ein Vektorraum mit einer nicht-entarteten Bilinearform
(.,.). Die Cliffordmultiplikation cl: V' — End(W) (also cl(v)cl(v) = —(v,v)Id) kann
auch hintereinander ausgefithrt werden, d.h. Sie erweitert sich auf

d: QV=ReVe(lVeV)eVaVaV)e.. —EdW)

und es gilt cl(v ® w + w ® v + 2(v, w)Id) = 0. Damit verschwindet cl auch auf dem
Ideal Z, welches von dieser Relation erzeugt wird. Den Quotienten

C(V):=Cl(V, q): @vm/z

nennt man Cliffordalgebra von (V,{.,.)) (Die Algebrastruktur wird von der Ten-
soralgebra @V geerbt). Also kann die Cliffordmultiplikation auch als Abbildung
cl: C(V) — End(W) betrachtet werden. Des Weiteren ist [[a], [b]]:=[a ® b — b ® q] fiir
a,b € @, VE* (also [a],[b] € C(V)) in C(V) abgeschlossen und man kann nachrech-
nen, dass die Jacobiidentitét gilt — wir haben also eine Lieklammer auf C(V'). Wir
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schreiben fiir Elemente in C(V) in Zukunft '®’ nicht mehr mit. C'(V') besitzt einen
anti-Automorphismus a = ¢;, ...¢;, > al = €;, - - . e, fiir eine Orthonormalbasis von
(V,{(.,.)) mit (ab)® = btal.

Beispiel 3.4.3. [Cl(n):=Cl(R"™, geye)] Man kann nachrechnen, dass

k

C1(2k) =End(C%" =: D)
Cl(2k + 1) :End((CQk : 22k+1) D End((CQk =: 22k+1)

mit folgender Cliffordmultiplikation: Auf ¥; = C sei cl(e1)¢:= — i¢ und auf 31 = C sei
cl(er)¢p:=i¢. Der Rest wird induktiv definiert:

(i) Sei n gerade: Wir setzen X, 1:=%,41:=%,. Fir k& = 1,...,n definieren wir
cl(er)|s, 1 =cllex)]s, und cl(ey)ls ,, = —cl(ex)ls, . Weiterhin sei cl(en41)]s,,, 0:=io
und cl(en+1)|2n+10:: —io.

(ii) Sei n ungerade: Wir setzen X, 11:=%,, & 3, mit der Cliffordmultiplikation
Cl(ek)(al,02)32(‘31(61«)01,a(€k)02) k=1,....n
cl(ens1)(o1,02):=(—02,01)

Mit diesen Cliffordmultiplikationen sind die Gleichheiten am Anfang Algebrenisomor-
phismen.

Bemerkung 3.4.4 (Konstruktion der Spin-Gruppe). *

(i) Ist e; eine Orthonormalbasis von (.,.)q, d.h. g(e;,e;) = £6;; (¢ muss also nicht
entartet sein, aber nicht unbedingt positiv definit). Dann ist die durch

ciey A Aeg, € AVi=@pso AV s cl(e,) - cl(es,) € C(V)

erzeugte lineare Abbildung ein Vektorraumisomorphismus.
Man beachte, dass ¢ kein Algebrenisomorphismus ist, da 0 = ¢(0 = e; Aey) #
c(el)c(el) = —1 ist.
spin(V):=c(A2V) C C(V) ist unter der Lieklammer von C(V) ebenfalls abge-
schlossen und damit eine Lieunteralgebra von C'(V).

(ii) Die Abbildung 7: a € A%(V) — (v = [a,v]:=c(a)cl(v)—cl(v)c(a)) € Hom(V, C(V))
ist ein Isomorphismus aufs Bild o(V) € Hom(V, V) C Hom(V, C(V)).

(iii) Definition der Spingruppe zu (V,(.,.)): Spin(V):=exp spin(V).

(iv) Mit 7(a)v = [a,v] kann man nachrechnen, dass

(exp7(c(b))) v = (expb)v(expe b) ™!
—_———

€SO(V)

fiir b € A2V gilt. Damit wird

*Wir verzichten hier auf die Beweise, insbesondere (i)-(iv) kann man direkt elementar nachrechnen.
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spin(V) —25 o(V)

exp l l exp

Spin(V) —7— SO(V)

mit 7: Spin(V) — SO(V), 7(a)(v) = ava’, kommutativ.

(v) Fiir dimV > 1 ist 7 eine zweifache nichttriviale Uberlagerung. Damit ist Spin(V)
fiir positiv definite (., .) kompakt und zusammenhéngend (da dann SO(V') kompakt
und zusammenhéngend ist). Fiir dimg V' > 3 ist Spin(V') einfach zusammenhén-
gend und damit die universelle Uberlagerung von SO(V).

(vi) Ist v; eine Orthonormalbasis von (V,(.,.)), gilt Spin(V') = span{v;, ... v, | k €
N}.

(vii) Die Einschréankung der Cliffordmultiplikation auf Spin(V) ist eine Darstellung von
Spin(V'). Wir brauchen im Folgenden nur noch p:=cl: Spin(k):=Spin(R¥, geyc1) —
Cl(k) mit der Darstellung von Cl(k) wie in Beispiel 3.4.3.

Beispiel 3.4.5. (i) Spin(2) = S! = U(1) mit #: S = Spin(2) — St = SO(2),
2z 22

(ii) Spin(3) = SU(2), vgl. Beispiel 3.2.23.
(iii) Spin(4) = SU(2) x SU(2)
Lemma 3.4.6. Fir das Spinorbiindel von oben gilt
1
R(X,Y)s = -3 %: c(R(X,Y )er)cller)s

fiir einen lokalen Orthonormalrahmen e; und R der Krimmungstensor von (M, g). Ins-

besondere ist RSs = %scalgs. Die Weitzenbockformel fiir den klassischen Diracoperator

ist also )
D? =A%+ Zscalg

und wird Schrodinger-Lichnerowicz-Formel genannt.

Folgerung 3.4.7. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche spin Mannigfaltigkeit
mit positiver Skalarkrimmung. Dann hat der klassische Diracoperator keinen Kern.

Beweis. Sei s € kerD. Dann ist 0 = D%s = As + 1scalys, also

1
O:/ |Vs|2dvolg+/ Zscalg|s|2dvolg >0
M M

und es folgt s = 0. O
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3. Hauptfaserbiindel

Beispiel 3.4.8 (Spinorbiindel und Diracoperator auf S?). * Wir betrachten die Sphiire
52 mit der Standardmetrik und sphérischen Koordinaten, also g = r2df? + 2 sin? 0d¢?.

(1)

(i)

(iii)

S? hat eine eindeutige Spinstruktur - das Spin(2)-Haupfaserbiindel iiber S? ist
das Hopfbiindel.

Spinorbiindel: S:=Spin(S5?) x, ¥a

Es rechnet nach, dass ¥5 = C? mit p(z) = diag(z, z) ist. Um S zu bestimmen,
rechnet man die Ubergangsfunktionen nach (Clutchingfunktionen wie in Ubungs-
aufgabe 8) und erhélt dann, dass S ein triviales Biindel ist. Deshalb kann man
einen Spinor auf S? einfach als Funktion ¢: S? — C2 verstehen.

Man kann direkt nachrechnen, dass
0 1 1 1 cotf 0 —i 1
D =i - —— | =i .

Man sieht, dass im Gegensatz zum Laplace auf Funktionen, ein konstanter Spinor
auf S? nicht im Kern des Diracoperators der Sphire ist, was konsistent mit der
letzten Folgerung ist.

ist.

*Details in https://juanitorduz.github.io/the-dirac-operator-on-the-2-sphere/
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A. Liegruppen und Wirkungen

A.1. Liegruppen

Definition A.1.1. Eine Gruppe G heifit Liegruppe, falls G eine glatte Mannigfaltigkeit
ist, fiir die die Abbildungen

GxG— G, (g,h)—gh
G — G, gr—g !

glatt sind.

Beispiel A.1.2. Beispiele fir Liegruppen.

(i

(ii

(ii

) GL,(R):={A € Mg(n x n) | det A # 0} C Mg(n x n) =2 R"" und Gl,(C) c R2"’
) R™ mit der Addition als Gruppenoperation

) O(n) [2, Beispiel 1.1.6.v] , SO(n), U(n), SU(n).

) Sind G und H Liegruppen, dann auch G x H, wobei die Gruppenstruktur durch
(g1, h1), (q2,h2)) = (9192, h1h2) gegeben ist.

(iv

(v) Es gibt auch Liegruppen die keine Matrixgruppen sind, z.B. die metaplektische
Gruppe®. Da konkret bei uns nur Matrixgruppen auftreten werden, reicht es bei
einer Liegruppe immer an eine Untergruppe von Gl,.(R) zu denken.

Lemma A.1.3. Sei G eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer Gruppenstruktur, so dass
G x G — G, (g,h) — gh™? glatt ist. Dann ist G eine Liegruppe.

Definition A.1.4. Ein glatte Abbildung zwischen Liegruppen, die gleichzeitig ein
Gruppenhomomorphismus ist, nennen wir einen Liegruppenhomomorphismus. Ist ein
bijektive Abbildung und sein Inverses jeweils ein Liegruppenhomomorphismus, dann
nennen wir diesen Liegruppenisomorphismus.

A.1.1. Tangentialraume von Liegruppen und Liealgebren

Sei G eine Liegruppe. Fur h € G sei Ry: G — G, g — gh bzw. Ly: G — G, g — hg.
Dann ist dg Ry : TyG — TG bzw. dyLy,: TyG — T},4G ein Vektorraumisomorphismus.
Wir beschréanken uns im Folgenden zumeist auf die Linkswirkungen Lj,.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic_group
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A. Liegruppen und Wirkungen

Lemma A.1.5. Seiv € T1G. Dann definiert X, (h) = d1 L, (v) ein glattes Vektorfeld
auf G.

Beweis. Um zu zeigen, dass X, glatt ist, reicht es zu zeigen, dass X, (f) € C*°(G) fir
alle f € C®(G) ist. Es gilt X,(f)(g9) = dgfXu(9) = dgfdiLy(v) = di(f o Ly)(v) =
V(foLg), wobei V ein glattes Vektorfeld auf G mit V(1) = v ist. O

Definition A.1.6. Ein glattes Vektorfeld X auf G heifit linksinvariant falls (Ly). X =
X, also ((Ln)+X)(9):=(dygL1)(X(g9)) = X(hg) fir alle g € G. Die Menge g aller
linksinvarianten Vektorfelder auf G nennen wir Lie-Algebra der Liegruppe G.

Bemerkung A.1.7. Die linksinvarianten Vektorfelder auf G sind genau die Vektorfel-
der, die wie in Lemma A.1.5 entstehen. g ist ein Vektorraum und wegen Tabelle B.1 ist
g unter der Lieklammer abgeschlossen.

Folgerung A.1.8. Die Liealgebra g einer Liegruppe G ist als Vektorraum isomorph
zum Tangentialraum T1G ans Finselement. Insbesondere gilt dim g = dim 717G = dim G.

Wir werden oft diesen Isomorphismus 771G = g implizit nutzen ohne es dazu zuschreiben.
Da (Lp)«[X,Y] = [(Lp)«X, (Lp).Y] fir alle X, Y € g, vgl. Pushforward in Tabelle B.1,
gilt, ist die Liealgebra unter der Lieklammer abgeschlossen.

Beispiel A.1.9. (i) Ist G = Gl(n,R), dann ist T1q, G = Matr(n,R) =: gl(n,R). Fur
A € Matr(n,R) ist Xa(h € G) = dra, L (A) = lim,_,o 220dn A Lnldn) _ p, 4
das zugehorige linksinvariante Vektorfeld. Auch fiir alle Matrixgruppen G C
Gl(n,R) ist somit das linksinvariante Vektorfeld zu A € T1q, G C gl(n,R) gleich
X 4. Damit ist auch insbesondere [X,Y] = XY — Y X (als Matrixmultiplikation)
fir X,Y € g C gl(n,R) — Wir rechnen das in lokalen Koordinaten nach: Es ist

[(Xa, Xp] = (X} 88);’3 - X}é%)@y. Wir wéhlen als Koordinaten die einzelnen

Eintréige h? der Matrix und haben damit X4 = thi@hJ_- sowie

- 8(hsBY) O(hs AY)
X4 Xrl- k AJ rs k nj rfls
= (hFA]6,:0" B — hFB] 6,67 A%)Opu

= h¥(A;BY — BiA")Ops = h(AB — BA) = Xap_pa

Ist g abelsch, ist damit insbesondere die Lieklammer die Nullabbildung.

(if) Man kann weiterhin nachrechnen, dass

sl(n):=T1q, Sl(n) = {A € gl(n,R) | TrA = 0}

0(n):=T1a,0(n) = {A € gl(n,R) | A= —-AT}

s0(n):=T1q,SO(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT Tr A =0} = T1q, O(n) = o(n)
(n):
(n):

u(n):=Tiq,U(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT}

su(n):=T, SU(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT Tr A = 0}
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Definition A.1.10. Sei X € g. Wir betrachten die gewthnliche Differentialgleichung
firyx: R—G

Ax(t) = X(yx(t)), 7x(0) =1. (A1)

Da X einem beschréankten Vektorfeld auf G entspricht, hat diese eine eindeutige Losung
~vx mit Definitionsbereich R. Wir definieren die Ezponentialabbildung von G als

exp: g — G, X — yx(1).

Bemerkung A.1.11. (i) Es gilt $vx(st) = six(st) = sX(yx(st)) und wegen
Eindeutigkeit der Losung damit vsx (¢) = vx (st).

(ii) Ist G € GL(n,R) eine Untergruppe fir ein n grofl genug, dann ist g C gl(n,R).
Dann liest sich (A.1) fiir A € g: 4 exp(tA) = Aexp(tA) und damit ist exp A =
heo A"
Lemma A.1.12. Es gibt eine offene Umgebung U von 0 € g, so dass exp|y ein
Diffeomorphismus aufs Bild ist.

A.1.2. Lie-Untergruppen

Definition A.1.13. Seien G und H Liegruppen und ¢: H — G ein Gruppenho-
momorphismus und eine Einbettung. Dann nennen wir H eine Lie-Untergruppe von

G.

Satz A.1.14. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G . Dann ist
H eine Lie-Untergruppe von G. mit Liealgebra h:={X | exp(tX) € H fir alle t € R},
wobei exp die Fxponentialabbildung von G ist. Insbesondere ist die Exponentialabbildung
von H die Finschrinkung von exp auf b.

Folgerung A.1.15. Fir eine Matrizuntergruppe ist die Exponentialabbildung exp
damit genau die von Gl(n,R) eingeschrankt auf die Liealgebra der Untergruppe.

A.1.3. Zwei wichtige Darstellungen

Lemma A.1.16. Sei¢: Gy — G2 ein Liegruppenhomomorphismus. Sei . : g1 — g2,
X = . X, wobei . X das linksinvariante Vektorfeld mit . X (1 € Ga) = d1¢(X (1))
ist — also (1.X)(g) = d1 Ly (dyth(X(1)))."
(i) Dann ist ¥, ein Liealgebren-Homomorphismus, d.h. es ist eine lineare Abbildung,
die mit der Lieklammer kommutiert, also ¥.[X,Y] = [ X, . Y] gilt.

(ii) Dann ist
Y(exp X) = exp . X
fiir alle X € g;.

*Beachten Sie: Da 9 i.A. kein Diffeomorphismus ist, ist ¥« nicht gleich der Pushforward wie in
Tabelle B.1 sondern stimmt a priori nur in der 1 iiberein.
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Beweisskizze zu (it). (ii) Setze y(t):=1(exp(tX)). Dann ist v(0) = ¢(1 € G1) =1 € G,
und nach Definition der Exponentialabbildung reicht es 4(t) = 1, X (7y(¢)) nachzurech-
nen:

A(£) = desep(ex) (X (exp(tX))) ™™ doyp (1380 Lesp(ex) (X (1))

— 1 (¥ © L)) (X (1) "™ dy (Lp(espiexy) © ) (X (1))
= dlL'LZ) exp(tX))d1¢( 1)) dle(exp tX))(w* ( ))

hnksmv b X (1/;(exp(tX )) = 1/J*X(’Y(t)) O

Fir a € G betrachten wir

\//\

ha: g € G — ha(g):=aga™! € G.

Das ist ein Liegruppenisomorphismus und es gilt hy o hy = hyq sowie hy = Ly 0 Ry—1 =
R,-10L,. Nach letztem Lemma ist (hg)s: g — g linear und bijektiv - also (h, ). € Gl(g).
Insbesondere ist (hp)x © (he)sx = (hpa)«-

Definition A.1.17.
Ad: a € G— (hy)« € Gl(g)

heiflt adjungierte Darstellung von G.
Wegen Ad(a)Ad(b) = Ad(ab) ist Ad insbesondere eine Gruppendarstellung *
Beispiel A.1.18. Nach Beispiel gilt Ad(g)(X) = gXg~! fiir G C Gl(n,R).
Lemma A.1.19. Die Ableitung

ad:=d1Ad: T'G = g — T1Gl(g) = gl(g) = Hom(g, g)
erfillt ad(X)(Y) = [X,Y] und heifit adjungierte Darstellung der Liealgebra g.

Beweisskizze. Man benutzt die geometrische Interpretation der Lieklammer, vgl. Ubungs-
aufgabe 31.i. Fiir G ist der Fluss von X € g durch ®,(g) := ®(g,t) = g-exp(tX) =
Ly(exp(tX)) = Rexp(ex)g gegeben (denn es gilt ®(g,0) = g und

d(g,t) = di Ly(X (exp(tX))) = X (Lgexp(tX)) = X (®(g,1)).)
Also ist

d d
(X,Y]= %lt:()d‘b,t(Y((I)t(l))) = %|t:0dexp(tX)Rexp(7tX)(Y(GXP(tX)))

links.inv d

= a|t:0dexp(tX)Rexp(ftX)dlLexp(tX) (Y(1)>

= oo Ad(exp(tX)(¥) = ad(X)(Y). =

*Darstellung einer Gruppe = stetige Abbildung p: G — GI(V) fiir einen Vektorraum V mit
p(a)p(b) = p(abd) fir alle a,b € G.
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Da Gl(g) auch einfach nur eine Matrixgruppe ist, ist die Lieklammer in Beispiel A.1.9
gegeben und wir haben mit der Jacobi-Identitét, vgl. Tabelle B.1,

[ad(X),ad(Y))(2) = ad(X)(ad(Y)(2)) — ad(Y)(ad(X)(Z))
ad(X)([Y, Z]) — ad(Y)([X, Z])

(X[, 2]] = [V, [X, Z]] = [X, [Y, Z]] + V) [Z, X
= -2, [X, Y]] = [[X,Y], 2] = ad([X, Y])(2).

Also ist insbesondere ad eine Darstellung der Liealgebra g.*

A.1.4. Killingform

Definition A.1.20. Sei g eine Liealgebra (iiber K = R, C). Die Bilinearform
K:gxg—K (X,)Y)~ Tr(ad(X) cad(Y))

heifit Killingform von g.

Satz A.1.21. (i) K ist Ad-invariant, d.h. K(Ad(a)X, Ad(a)(Y)) = K(X,Y).

(ii) K ist genau dann nichtdegeniert, wenn g halbeinfach’
(iii) Ist G kompakt und halbeinfach, dann ist K negativ definit.
Folgerung A.1.22. Ist G kompakt und halbeinfach, dann definiert
Ya(X(a),Y(a)):=— K(X,Y) fir X,Y €g

eine Riemannsche Metrik v auf G. Fir eine solche Metrik v stimmt die Exponentialab-
bildung aus DiffGeo I mit der FExponentialabbildung fiir G als Liegruppe tiberein.

Beispiel A.1.23. (i) Ist G abelsch, ist K = 0.

(ii) Fir gl(n,R) ist K(X,Y) = 2nTr(XY) — 2Tr(X)Tr(Y).

(iii) Ist G C Gl(n,K) einfach, dann ist K(X,Y) = ¢Tr(XY) fir geeignetes c € R.
(iv)

sl(n,R) K(X,Y)=2nTr(XY)
o(n) K(X,Y)=(n-2)Tr(XY)
su(n) K(X,Y)=2nTr(XY)

*Darstellung einer Liealgebra = stetige Abbildung p: g — gl(V) fiir einen Vektorraum V mit
[p(X), p(¥)] = p([X, Y1) fiir alle X,Y € g.

tg heiBt einfach, falls g nicht abelsch ist und auBerdem g auBer dem Nullraum und sich selbst
keine weiteren Ideale enthélt (Ideal i C g = Unterliealgebra mit [X,Y] € i fiir alle X € gund Y €1.)
g heifit halbeinfach, falls g direkte Summe einfacher Ideale ist. Das ist genau dann der Fall, wenn g
keine nichttrivialen abelschen Ideale enthilt.
G heiit (halb-)einfach, falls g (halb-)einfach ist. Beispiele: SU(n) fir n > 2, SO(n) fir n > 2, SL(n, K)
fur
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A.2. Gruppenwirkungen

Definition A.2.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Lie-Gruppe. Eine glatte
Abbildung ¥: G x M — M heifit linke bzw. rechte G- Wirkung von G auf M, falls

(i) ¥(1,z) =z fur alle z € M und

(ii) (g, ¥ (h,x)) = ¥(gh,z) fir die Linkswirkung bzw. U(g, U(h, z)) = U(hg, x) fiir
die Rechtswirkung fiir alle g,h € G, z € M

gilt. Das Tripel (M, G, V) heifit (linke bzw. rechte) G-Mannigfaltigkeit. Fir g € G, sei
V,: M — M, x— VU(g,z), die induzierte Abbildung auf M. Wir schreiben auch auf
kurz ¥(g,x) = g -« bei einer Linkswirkung und ¥(g, z) = x - g bei einer Rechtswirkung.

Bemerkung A.2.2.

(i) Seit: (g,2) € Gx M — (g7, 2) € G x M. Ist ¥ eine Linkswirkung, dann ist
U o ¢ eine Rechtswirkung.

(ii) Bei abelschen Gruppen gibt es keinen Unterschied zwischen Links- und Rechts-
wirkungen.

(iii) Esist ¥,o W, 1 = ¥ = idps. Damit ist ¥, ein Diffeomorphismus auf M. Des-
halb kénnten wir in Definition A.2.1 Bedingung (i) und (ii) auch durch folgende
Forderung ersetzen: Die Abbildung g € G — ¥, € Diff(M) ist ein Gruppenho-
momorphismus fiir Linkswirkungen bzw. ein Gruppenantihomomorphismus fiir
Rechtswirkungen.

Beispiel A.2.3.

(i) Der Fluss ®: R x M — M eines beschréankten Vektorfeldes X € X(M) ist eine
Wirkung von R auf M - sowohl eine Links- als auch Rechtswirkung, da R abelsch
ist.

(if) Ist V ein Vektorraum und p: G — Gl(V) eine Darstellung. Dann ist ®: (a,v) €
G xV — p(a)v € V eine Linkswirkung,.

(iii) L: G x G = G, (h,g) — Lp(g) = hg ist eine Linkswirkung von G auf sich selbst.
Analog kénnen wir eine Rechtswirkung von G auf sich definieren. Die Konjugation
VU(a,g) = aga™? ist eine Linkswirkung von G auf sich selbst ((a, g) — a~'ga wire
eine Rechtswirkung).

Sei G eine Liegruppe. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G und damit eine
Lieuntergruppe von G nach Satz A.1.14. Sei G/H:={[g]:=¢gH | g € G} die Menge der
linken Nebenklassen modulo H und 7: G — G/H, g — gH die kanonische Projektion.
Die Abbildung

I:GxG/H—G/H, (g9,kH)— gkH

definiert eine Linkswirkung von G auf G/H:
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Satz A.2.4. [1, Satz 1.24] Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G.
Dann trigt G/H eine eindeutig bestimmte Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass

(i) die kanonische Projektion m und die Wirkung l glatt sind und

(ii) fir jeden Punkt [g] € G/H existiert eine Umgebung Ug C G/H und eine glatte
Abbildung s: Uy — G mit mo s = id|y,,

1st.
Definition A.2.5. In der obigen Situation nennen wir den Quotienten G/H, ausge-

stattet mit der eindeutigen Mannigfaltigkeitsstruktur von oben, homogenen Raum.

Folgerung A.2.6. Mit obiger Mannigfaltigkeitsstruktur wird 7: G — G/H zu einem
Faserbiindel mit Fasertyp H und s ist ein lokaler Schnitt in diesem Biindel.

Beuweisskizze. Es bleibt, aus s eine lokale Trivialisierung zu konstruieren: ¢: 7= (U, [g91) C
G — Uy xH, ¢(g) = (gH, (s(gH)) 'g). Damos = id ist, gilt s(¢H) = gh firein h € H
und damit s(gH))"'g = h € H. Es gilt pr; o ¢ = m und ¢ ist ein Diffeomorphismus
mit ¢~ (gH, h) = s(gH)h. O

Beispiel A.2.7.

(i) Sei V4(K") die Menge aller d-Tupel orthonormaler Vektoren (=orthonormale
d-Beine) in K". Man kann V4(R") bzw. V4(C") mit dem homogenen Raum

O,(R)/O,_a(R) baw. Up(R)/U,_q(R)

identifizieren. Damit wird auf V;(K") mit Hilfe des letzten Satzes eine To-
pologie bzw. Mannigfaltigkeitsstruktur induziert - wir nennen Vy(K") Stiefel-
Mannigfaltigkeit. Spezialfall: Vi (R") = S"~! und V;(C") = 27— 1.

(if) Sei G4(K") die Menge aller d-dimensionalen Untervektorrdaume des K”. Man kann
G4(R") bzw. G4(C") mit dem homogenen Raum

O, (R)/(Oa(R) x O,_4(R)) bzw. Uy (R)/(Ua(R) x Uy_a(R))

identifizieren. Damit wird auf G4(K") mit Hilfe des letzten Satzes eine Topolo-
gie bzw. Mannigfaltigkeitsstruktur induziert - wir nennen G4(K") Graffmann-
Mannigfaltigkeit. ( Spezialfall: G;(K") = KP"1.)

Die Projektion 7: V,,(K%) — G,,(K?), die jedem d-Tupel orthonormaler Vektoren
in K¢ den durch diese Vektoren aufgespannten Untervektorraum von K¢ zuordnet,
ist glatt und die Topologie auf G,,(K?) stimmt mit der Quotiententopologie bzgl
7 iiberein.

(iii) Esist ST = U(1). Weiterhin ist S® = SU(2), da

(z1,22) €83 C C? < A1 22) e SU(2) = {(_ab 2) ‘ |a|* + [b]* = 1}

—Z2 21
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A. Liegruppen und Wirkungen

ein Diffeomorphismus ist. Es ist nun

St — {<6;a e_om>} c SU®2)

ein Untergruppe, die auch abgeschlossen und damit eine Lieuntergruppe ist. Die
Projektionsabbildung in den zugehérigen homogenen Raum S — S3/S! gibt
genau die Hopffaserung von oben: Denn betrachtet man als S'-Wirkung auf

SU(2)
gio [ @ b\ [ €% e @b
—b a) \—e @ eiag )’

entspricht das auf der S3-Seite genau unserer S'-Wirkung.

Satz A.2.8. [6, Thm 21.10] Sei ¥ eine freie und eigentliche freie Wirkung einer
Liegruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M, dann existiert auf dem topologischen Raum
M/G eine eindeutig bestimmte glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, in der die kanonische
Projektion w: M — M/G eine Submersion ist. Fir jeden Punkt [g] € M/G existiert
eine Umgebung Ulg] C M /G und eine glatte Abbildung s: Ulg] — M mit wos = id|yg.
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Ubersicht - Operationen auf Differentialformen

lokale Def. Eigenschaften (abstrakt definierende Eigenschaften sind blau) Ref.
' lokale Koord. auf U € M, y* auf V.C N pE€M, f,fi i, X €C®(M),X,X;,Y € X(M)
FU)CV, 6(U)=V a € QF(M), w e BHI(M), B € Q(M),
F e C®(M,N), vy € Q*(N), n € Q(N), 6,4 € C=(M, N) Diffeos.
F* Pullback F*: QF(N) — QF(M) F*(fi,.andy™ A ... Ady') o (F*y),(X1(p),--., Xi(p) = Yrp) (dpF(X1(p)), ..., d,F(Xi(p))) | [2,S.76]
= (fii o F)2EL - OEEdgh AL Adadt | @ F*f=foF
o F*(aAB) = F*a A F*3
R Pushforward . X(M) = X(N) 04 (X'0yi) = Xl%ﬁy, o (0. X)(p) = (1,,7:(1,70(‘)((071(1))))
* 6.(fX) = (fo671)(¢.X)
o (6:X)(f) = X(fop)oo™"
e, 00. X =(Vo¢) X
d duBere Ableitung d: QF(M) — QFHL(M) d(fiy.apdzs AL da') o d ist R-linear 12, S.76]

fiir alle k > 0

= afa‘T“dT” ANdx™ AL dxtr

o df(X) = X(f)
ed(aAp)=(da)AB+ (~1)FandB
ed’=dod=0

e F*od=doF*

inneres Produkt

(auch Kontraktion genannt)

v X(M) x QF(M) — Q51 (M)
fir alle k > 1

txag,a (fir.ipdz™ A ... da'*)
= Xf; b dxt AL Adati AL A dat

o ¢ ist C'°°(M)-bilinear

o (Lya)(Xy,..., Xi) = a(X, X, ..., Xi)
eix(aAB)=(xa)AB+ (=) Fanixp
. 13(11 =0

weiter auf niachster Seite

*Das sagt einfach nur, dass d auf C*° (M, R) = QO(M) einfach durch die Tangentialabbildung df gegeben werden soll. Um das in der Notation
zu unterscheiden, benutzt man hier die alternative Schreibweise als Derivation.

op_diffops.mp4


op_diffops.mp4
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o Lx(aAB)=aANLx(B)+Lx(a)Ap
e Lxod=doLlx

oLy =doix +ixod

o Lyxa= fLxa+df Nixa

o] | Lieklammer | [.,.]: (M) x X(M) = X(M) | [X?0y, YD) o [X,Y](f) = X(Y(f) - Y(X(f)) [2, UA 39]
= (X5 —YiZH)0, | o [X,Y],Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (Jacobi-Identitit)
* 0. [X, Y] =[.X,0.Y]
o da(X1,. .., Xi) = 3, (1) X ((Xn, ..o, Xiy o, X))
+ (= 1)+a[x X[],Xl, JXiy oo X, X)) " | [2, Lem. 11.10.16)
£ | Lieableitung | £: X(M) x QF(M) — Q*(M) o Lya=4|_odal
e Lxf=X(f)

Tabelle B.1.: Operationen auf Differentialformen und Vektorfeldern auf M

*Das 7 bedeutet, dass dieser Eintrag ausgelassen wird.
T®; ist der Fluss des Vektorfeldes X, vgl. [2, UA 45].

UOULIOJ[RIFURIOPL(] Je usuonerod() - JypIsOq() g



201

Operationen mit Metrik g auf M™

lokal Eigenschaften (abstrakt definierende Eigenschaften sind blau) Ref.
(+Linearitét)
pEM, [, fiy i X' € C®(M),X,Y € X(M)

i € QF(M)w € QL(M), B € U(M), n € Qm=k(M)
F € C™(M,N), v € Q¥(N), n € Q(N)

b Herunterziehen von Indizes b: X(M) — QM) (X(2)0pa )" = X(2)gai(z)dz’ e X°(Y)=yg(X.Y) (2, Bsp. 11.10.12]
i Erhéhen von Indizes £ QUM) = X(M) | (fi@)da®)t = fi(x)g" ()0, o a(Y) = g(ah,Y) 2, Bsp. 11.10.12]
grad Gradient grad: C*°(M) — X(M) | gradf = g”(m)%b,,, o gradf = (df)* [2, UA 31]
5 | formal adjungierter Operator zu d | §: QF(M) — QF=1(M) o (do,w)p2 = (0, 0w) 2" S. 29
0 52=0
div Divergenz div: X(M) — C(M) | div(X%(2)dpe) = (det gij)~"/20p0 ((det gi;) /2 X ) o d(1xdvol,) = div(X)dvol, (auch falls dvol, nur lokal wohldef. ist)

o Lx(dvoly) = div(X)dvol,

A (Hodge-)Laplace Az QF(M) — QF(M) o A=dj+dd=(d+6)? [2, Bsp. 2.1.10]
Af = —(det gij) /20y ((det gi;) /29D, f) o Af = ddf = divgradf
* Hodge-Stern w: QF(M) — QR (M) | #(da™ Ao Ada'r) o & ist C°°(M)-linear
(fiir M orientiert) =49 g e g/ det gldat AL A daimokT ] e a Ay = g(a,sn)dvol, UA 15

o sxa = (—1)Fm—kq

« glsar, 202) = glar, )

o da=(—1)mkD-1idxa

o iy(@) = (—=1)"* D1k (12 A k)

Tabelle B.2.: Operationen auf Differentialformen und Vektorfeldern auf einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)

“Fiir a; € QF(M) ist (a1, 0) p2:= fM g(a1,az)dvoly, wobei g hier die induzierte Biindelmetrik auf A*(M) ist.
tFir o: {1,...,m} = {1,...,m} setzen wir €(1),...,0(m) = sign(o), falls o eine Permutation ist, und sonst €,(1),...,0(m) = 0
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