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|. Buindeltheorie

Vorl. 1

I.1. Faserbiindel

Sei M™ C R" eine glatte® Mannigfaltigkeit, z.B. M = S$? C R3. Dann ist der Tangentialraum 7, M ein
Vektorraum fiir alle z € M und wir haben eine Einbettung 7,: T, M — R"™ (mit 7,(0 € T,M) = x).
Andern wir x, dann #ndert sich auch diese Tangentialraum, aber in einer kontinuierlichen Weise. Um das
zu prézisieren, betrachten wir die Abbildung

TM:=Uzerp TyM30v €T, M (2,7,(v)) € M x R".

Diese ist injektiv und gibt uns damit eine glatte Struktur auf 7M. Das ist auch die Mannigfaltigkeitsstruktur,
die man durch die Forderung erhilt, dass fiir eine Karte k: U C M — V C R™ auf M die Abbildung
dk: TU = Upey Ty M — TV 2V x R™, definiert durch dk(v € T, M):=(x,d,x(v)), eine Karte von T M
sein soll.

Diese letzte Forderung macht auch Sinn auf abstrakten Mannigfaltigkeiten M™ und so wird auch dort T'M
zu einer glatten 2m-dimensionalen Mannigfaltigkeit, vgl. [3, Satz 1.3.15].

Allerdings ist eine Mannigfaltigkeit mit einer Zusatzstruktur: Wir haben eine surjektive glatte Abbildung
mTM — M,v € T,M — z € M. Desweitern gilt flir U C M klein genug: Es gibt eine Karte
k:UCM—V CR™und 7~ Y(U) = TU ist mittels der Abbildung (k~! x idgm ) odk isomorph zu U x R™ —
diese Eigenschaft heif3t lokal trivial. Diese Zusatzstrukturen machen T'M zu einem sogenannten Faserbiindel
— speziell nennen wir TM Tangentialbiindel von M:

Definition I.1.1. Sei 7: E — M eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und sei F' eine
Mannigfaltigkeit. Dann ist 7: E — M ein Faserbiindel mit dem Fasertyp F, falls es eine offene Uberdeckung
{Us}o von M und Diffeomorphismen ¢, : 7=1(U,) — U, X F gibt, so dass pr; o p, = 7 (Man sagt: ¢, ist
fasertreu) gilt.

Der Raum FE heifit Totalraum, M Basisraum, w ist die Projektion und F' der Fuasertyp der Faserung.
E, = n7Yz) C E ist die Faser iiber x € M und (U, py ) ist eine lokale Trivialisierung iiber U.

Gegeben zwei Faserbiindel 7;: E; — M, i = 1,2 mit Fasertyp F. Eine glatte Abbildung ®: F; — Fs heifit
Biindelmorphismus, falls es eine Abbildung ¢: My — My mit w9 0 ® = @ oy gibt. Ist M7 = Ms und ® auf
allen Fasern sogar ein Diffeomorphismus (also insbesondere ¢ = id), so nennt man ® Biindelisomorphismus
und die entsprechenden Faserbiindel isomorph.

Ein Schnitt ist eine Abbildung s: M — E mit w o s = id. Die Menge aller Schnitte bezeichnen wir mit
I(E).!

T=pr,

Beispiel 1.1.2. (i) (Triviales Faserbiindel) E = M x F'* — "' M (jedes dazu isomorphe Faserbiindel
nennen wir auch trivial) Ein glatter Schnitt in E entspricht dann einfach einer glatten Abbildung
M — F.

(ii) Ist die Faser diskret, also dim F' = 0, so nennt man das Biindel Uberlagerung.

*Ab sofort sind bei uns Mannigfaltigkeiten und Abbildungen immer glatt — aufler wir sagen es explizit dazu — und wir
schreiben das glatt i.A. nur noch hinzu, um es hervorzuheben.
T Auch hier ist, wie oben erwéhnt, wieder alles glatt gemeint.
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Abb. I.1.: Schematische Darstellung (eines Teils) eines Faserbiindels. In griin steht jeweils dabei, was die
einzelnen Punkte fiir unser Beispiel T'"M von oben wéren.

(iii) (Kanonisches Geradenbiindel) Sei KP™:=(K"*1\ {0})/K* der projektive Raum mit K = R oder C.
Das ist eine Mannigfaltigkeit, vgl. [3, Abschnitt 1.3.3.]. Das kanonische Geradenbiindel 7: 7:={(¢{,v) €
KP" x K"l | v € £} — KP™ ist definiert durch (¢,v) — ¢. Wir betrachten 7 als Teilmenge von
KP™ x K" mit der induzierten Mannigfaltigkeitsstruktur. Dann ist 7: 7 C KP™ x K*+! — KP",
die Projektion auf die erste Koordinate, ein Faserblindel mit Fasertyp K.

(iv) Sei g eine Riemannsche Metrik auf M und 7: TM — M das Tangentialbiindel auf M. Dann ist das
Einheitstangentialbiindel e € SM:={e € TM | gr()(e,e) = 1} = 7m(e) € M ein Faserbiindel iiber M.

(v) Mébiusband Setze E:=[0,1] x R/ ~ mit (x,v) ~ (y,w) genau dann, wenn {z,y} = {0,1} und v = —w
ist. Dann ist 7: £ — S =[0,1]/(0 ~ 1), [(z,v)] + [z], ein Faserbiindel iiber S*. Jeder Schnitt in E
kommt von einer antiperiodischen Abbildung auf R, also von einem f: R — R mit f(z + 1) = —f(z).

Auch E:=([0,1] x R\ {0})/ ~ mit ~ wie oben ist ein Faserbiindel iiber S. Allerdings ist ['(E’) = &.

(vi) Hopffaserung: Wir betrachten die Wirkung von U(1) = S auf C? mittels
(21, 22),€%) € C* x U(1) = (€21, €%2y) € C2.

Diese Wirkung lisst die Untermannigfaltigkeit S = {(21, 22) € C? | |21|? + |22/|*> = 1} invariant. Die
Projektion S® — S3/U(1) ist ein Faserbiindel mit Fasertyp S*.

Beweis. vgl. Beispiel A.2.14 und Beispiel A.1.10.iv O

Bemerkung I.1.3. In obigen Beispielen haben wir gesehen, dass T'(F) auch leer sein kann. Was es aber
immer gibt, sind lokale Schnitte. D.h. fiir alle p € M gibt es eine Umgebung U C M von p und eine glatte
Abbildung s: U — E mit 7o s = idy. Das folgt direkt aus der Existenz der lokalen Trivialisierungen.

Bemerkung 1.1.4. Die Kategorie Bung(M) hat als Objekte die Faserbiindel tiber M mit Fasertyp F und
als Morphismen der Kategorie die Biindelmorphismen, deren induzierte Abbildungen auf M die Identitét
sind.

Oft werden Biindel mit Zusatzstrukturen betrachtet. So ist z.B. das Tangentialbiindel von oben ein
Faserbiindel 7: £ = TM — M™ mit einem Vektorraum als Fasertyp, dessen lokale Trivialisierungen
Vektorraumisomorphismen auf den Fasern sind. Das gleiche gilt fiirs Mobiusband. Beide gehoren zu den
Vektorbiindeln:

Definition I.1.5. Ein Faserbiindel n: E — M mit Fasertyp F ist ein reelles Vektorbindel vom Rang r,
falls F' = R", alle Fasern E,:=n"!(p) Vektorrdume sind und falls fiir jede lokale Trivialisierung (Uy, ¥s)
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Abb. [.2.: Das ist eine Visualisierung der Hopffaserung. Aufgrund der hohen Dimensionen wird eine
stereographische Projektion der S® auf den R® durchgefiihrt und dieser dann diffeomorph
in einen Ball By(0) C R3 abgebildet. Das Bild zeigt verschiedene Punkte von S? C By(0)
zusammen mit ihren Bahnen unter Wirkung S! in verschiedenen Farben, vgl. auch https:
//www . youtube . com/watch?v=AKotMPGFJYk fiir eine Animation.

[By Niles Johnson - Own work, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.
php?curid=22485543]

und p € U, die Einschrinkung ¢,:=pry 0 ¢u|g,: E, — R ein Vektorraumisomorphismus ist. Analog
werden kompleze Vektorbiindel oder allgemein K-Vektorbiindel (K ein Koérper) definiert.
Ein Vektorbindelhomorphismus bzw. -isomorphismus zwischen zwei Vektorbiindeln ist ein Biindelmorphis-
mus, dessen Einschriankung auf die Fasern linear bzw. ein Vektorraumisomorphismus ist.

Von den Beispielen aus 1.1.2 hat das triviale Vektorbiindel mit Faser K", das kanonische Linienbiindel {iber
KP™ und das Mobiusband jeweils Vektorbiindelstruktur — die letztem beiden haben Rang 1. Vektorbiindel
vom Rang 1 nennen wir auch Geradenbiindel.

Mehr zu Vektorbiindel in Abschnitt I.2. Eine andere spezielle Klasse von Faserbiindeln werden Hauptfaser-
biindel sein, vgl. Abschnitt 1.3.

1.1.1. Konstruktion von Faserbiindeln mittels Ubergangsfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir uns anschauen, wie und ob man sich aus trivialen Faserbiindeln iiber
offenen Teilmengen von M sich ein Faserbiindel iiber ganz M zusammenkleben kann:

Bemerkung I.1.6. (Wechsel lokaler Trivialisierungen) Sei {U, }, eine offene Uberdeckung von M mit
lokalen Trivialisierungen ¢, : 7~ (U,) — U, X F eines Faserbiindels 7: E — M. Dann gibt es fiir alle «,
B mit U, N Ug # @ eine Abbildung

tap: Ua NUs — DIfE(F) mit ¢z 0 ¢, ' (p,v) = (p, ttas(p)v)

fir p e U, NUg und v € F. Hierbei ist Diff(F') die Menge aller Diffeomorphismen von F. Diese bilden
zusammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe — die Diffeomorphismengruppe von F. Da
die ¢, Diffeomorphismen sind, ist pq5(p) € Diff(F).

Definition 1.1.7. Eine Abbildung h: B — Diff(F) nennen wir glatt, falls h: B x F — F, h(b, f):=h(b)(f),
glatt ist (im urspriinglichen Sinne von Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten). Die Menge solcher
glatten Abbildungen bezeichnen wir mit C°°(B, Diff(F)).


https://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk
https://www.youtube.com/watch?v=AKotMPGFJYk
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=22485543

Vorl. 2
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In diesem Sinne sind die obigen Abbildungen p,g glatt. Diese Abbildungen werden Ubergangsfunktionen
genannt.
Es gilt

(1) paa =1, dh. pao(z) =id: F — F fir alle x € U,,.

(i) patiystiay = 1.
Man sagt, dass die pqp die Kozykelbedingung erfilllen. Nehmen die pqp(z) nur Werte in einer Untergruppe
G C Diff(F') ein, so nennen wir G die Strukturgruppe vom Faserbtindel und die pinp einen G-Kozykel.

Als néichstes werden wir sehen, dass in den jnp5 (bei gegebener Uberdeckung {U, }») schon das Faserbiindel
kodiert ist:

Satz 1.1.8. Sei {U,}a eine offene Uberdeckung von M. Seien pap: Uy NUg — Diff(F) glatte Abbildungen,
die die Kozykelbedingung erfillen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie) ein eindeutiges Faserbindel vom
Fasertyp F, welches diese jio5 als Ubergangsfunktionen hat.

Beweis. Emistenz: (Skizze - vgl. Ubungsaufgabe 2) Wir setzen
E:=UaUy x F/ ~ 5 M, [(z,v)] = z,

wobei (z,v) € Uy X F ~ (y,w) € Ug x F genau dann gilt, wenn z = y und pqg(x)v = w ist. Dann ist
Vo: T HUy) = Uy X F, [(2,0)] = (2,0).

Eindeutigkeit:

Sei E' 5 M ein Faserbiindel iiber M mit Faser F und Ubergangsfunktionen Hag- Sei EJ wie oben konstruiert.
Wir definieren f: E' — E als e £$ (z,v) 5 [(x,v)] mit 7(e) € U,. Fiir Wohldefiniertheit reicht es
zu zeigen, dass ¢, (e) ~ pj(e) fiir m(e) € Uy N Up gilt. Das folgt direkt, da beide Faserbiindel die
gleichen Ubergangsfunktionen haben: ¢ (e) = (z,w) = (2, pap(z)(v)) = @} o (¢},) " (z,v) =... Es gilt
7o f =n'. Die Abbildung ¢, o fo (¢,)"': Uy x F — U, x F ist gegeben durch (z,v) € Uy X F +— e =

(@) Y(x,v) € B £ [(z,v)] € E — (z,v) € Uy x F, also gleich der Identitdt. Da die ¢, und ¢, glatt
sind, muss auch f auf (7')~(U,) und damit auf ganz M glatt sein. Die Inverse ist durch f~': E — E’,
[(z,v) € Uy x R"] = (¢,,) "1 (z,v) gegeben. Wohldefiniertheit folgt wie zuvor. O

Die Ubergangsfunktionen selbst hingen stark von den gewihlten Trivialisierungen ab. Die Frage ist nun,
wann liefert obige Konstruktion isomorphe Faserbiindel.

Satz 1.1.9. Gegeben zwei Faserbiindel E, E' iiber M mit Fasertyp F. Zu einer gegebenen Uberdeckung
{Us}o von M seien die Ubergangsfunktionen pas bzw. Hog- Dann sind die Faserbiindel genau dann
isomorph, falls es glatte Funktionen h, € C®(Uy, Diff(F)) mit

taahs = hapis, auf Uy NU3. (L1)
Insbesondere ist das Faserbindel E trivial, wenn g, = hoéhg1 fir geeignete he, gilt.

Beweis. Sei f: E — E’ ein Biindelisomorphismus. Dann definiert ¢, 0 fo (¢),) ™ : Uy x F — U, x F durch
©a o fo(ph) Hz,v) = (z,ha(x)(v)) eine glatte Abbildung hy: U, — Diff(F). Mit
(¢aows!) o (paofoleh)™) (@v) = (pao foleh)™) o (¢ho(gh)™) (@)
(@, pga(2)hs () (v) = (2, ha(T) 0 () (0)

folgt direkt (I.1).

Sei nun andererseits (I.1) fir glatte Funktionen hy: U, — Diff(F') erfiillt. Dann definieren wir f: E — E’
durch: Sei e € 771(U,) mit @, (e) = (z,v). Dann setze f(e):=¢’, (z, ho(z)~1(v)). Wohldefiniertheit von f
folgt mit pg(e) = g0 ¢t (x,v) = (z, pas(x)(v)) und

P32, hp (@) " pap () (v) = @(2, os(@)ha(2) 71 (v)) = @o (@, ha(2) ™ (v)). L
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Bemerkung 1.1.10. (i) Fiir zwei beliebige Faserbiindel E und E’ iiber M weifl man a priori erst einmal
nur, dass es offenen Uberdeckungen U, und U/, von M gibt, iiber denen E bzw. E’ lokal trivial ist.
Diese offenen Uberdeckungen haben i.A. nichts miteinander zu tun. Man kann aber immer zu einer
gemeinsamen Verfeinerung (z.B. {Us NUj}a,p) libergehen, fiir welche man dann den letzten Satz
anwenden kann.

(ii) Sei M = R™, F beliebige Mannigfaltigkeit. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau ein Faserbiindel
iiber M mit Fasertyp F' — das triviale Blindel. Der Beweis kommt in Folgerung I.1.21.

Beispiel 1.1.11 (Das Mobiusband ist kein triviales Biindel). Sei M = S', F = R. Dann gibt es als
Faserbiindel das triviale Biindel E = R x S! und das Mé&biusband aus Beispiel (v). Schauen wir uns
Ubergangsfunktionen zu diesen Biindeln an:

Sei Uy:=S1\ {(£1,0)}. Dann zerfillt U, N U_ in zwei Zusammenhangskomponenten, die wir V4 nennen.
Fiir das Mobiusband wéhlen wir die Trivialisierungen, so dass pi—(z)(v € R) = v fir 2 € V, und
pi—(z)(v € R) = —u fiir € V_ ist. Fiir das triviale Biindel wihlen wir einfach eine globale Trivialisierung
und dann ist die Ubergangsfunktion 4/, _(z)(v) = v fiir alle z € Uy N U_. Wére das Mdbiusband trivial,
miisste es Funktionen hy: Ux — Diff(R) mit py_(z) = hy(x) o h_(x)~! geben. Das heifit, entweder
hy oder h_ wiirde einem glatten Weg in Diff(R) entsprechen, der von einem orientierungserhaltenden
Diffeomorphismus zu einem orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus geht. Einen solchen Weg gibt es
nicht, da ein orientierungserhaltender (-umkehrender) Diffeomorphismus auf R iiberall positive (negative)
Ableitung hat wiahrend entlang eines solchen Weges die Ableitungen aber stetig sein miissen.

Das triviale Biindel und das Mébiusband sind bis auf Isomorphie sogar die einzigen Faserbiindel iiber S*
mit Faser R, vgl. Beispiel 1.1.14.

1.1.2. Konstruktionen von Faserbiindeln aus anderen Faserbiindeln
1.1.2.1. Einschrankungen

Die einfachste Art aus gegebenen Faserbiindeln 7: E — M neue zu konstruieren sind Einschréankungen
auf Untermannigfaltigkeiten N C M, also 7y : E|x := 7 }(N) — N. Dies ist ein Faserbiindel iiber N mit
Fasertyp F':

Beweis. Da 7 eine Submersion ist, ist 771(IV) eine Untermannigfaltigkeit von E*. Nun folgt der Rest
automatisch durch Einschrénkung der lokalen Trivialisierungen von F. O

Einschrankungen koénnen helfen, um zu zeigen, dass zwei Faserbiindel isomorph sind:

Satz 1.1.12. Sei w: E — M x [0,1] ein Faserbiindel mit Fasertyp F. Dann sind die Finschrinkungen
Elprxqoy und E|prxq1y isomorphe Faserbiindel diber M.

Beweis. Ubungsaufgabe 4 — wir listen hier nur die Zwischenschritte:

(i) Hilfsaussage: Sind die Einschrénkungen E|nsx (o, und E|prx(e,1) triviale Faserbiindel, dann ist auch
E — M x [0,1] ein triviales Faserbiindel.

(ii) Es gibt eine abzihlbare offene Uberdeckung {U;};en von M, so dass alle Einschrinkungen E U; x[0,1]

trivial sind.

(iii) Sei U; wie in (ii) und ¢; eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Setze ¢; = qu ;. Weiterhin
sei Ty:={(z,¢i(x)) | * € M} und E;:=FE|r,. Die Abbildung (z,¢;(x)) € I'; — (z,9;—1(x)) € ;1
induziert einen Biindelisomorphismus h;: E; — FE;_1. Das funktioniert, da der Bereich zwischen I';_4
und T'; vollstéandig in U; x [0, 1] liegt, woriiber E trivial ist.

* Sei x € 771(Z). Da Z% C M™ eine Untermannigfaltigkeit ist, gibt es eine offene Umgebung U C Z von 7(x) = y und
eine Funktion g: V C M — R%=™=2 mit 0 als reguldren Wert, so dass g~ (0) = U ist. Also insbesondere dyg surjektiv. Dann
ist 7=1(Z) in einer Umgebung von z gleich (g o 7)~1(0). Wegen dy(g o ) = dyg o dp7 ist dy(g o 7): Tum~ (V) — R genau
dann surjektiv und damit 0 regulédrer Wert von g o 7 und damit 7~ +(Z) in einer Umgebung von x eine Mannigfaltigkeit,
falls dyg das Bild von dy7 surjektiv auf R’ abbildet. Da 7 allerdings eine Submersion ist, ist dm surjektiv und damit auch
dy(g o 7). (Ganz analog kann man so allgemeiner fiir eine Abbildung f: E — M ein Kriterium finden, wann f~1(Z) C E
Untermannigfaltigkeit ist - Stichwort: Transversalitét.)

fUnsere Mannigfaltigkeiten haben immer eine abzihlbare Basis. Daraus folgt insbesondere, dass sie Lindeldf-Rdume sind,
d.h. dass jede offene Uberdeckung eine hichstens abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt.
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(iv) h = hihsy--- gibt dann eine wohldefinierte Abbildung von Ey = E|arx 0y zu E1 = E|px 13, die ein
Biindelisomorphismus ist. O

Folgerung 1.1.13. Sei E; — M, i = 0,1, Faserbiindel mit Fasertyp F, lokalen Trivialisierungen ¢!, und
Ubergangsfunktionen ,ufw: Ua NUg — Diff(F). Fiir alle o, 8 seien die ugﬂ und ,u(lw homotope Abbildungen
mit Homotopie ,utaﬁ, so dass zu jeder Zeit t € [0,1] die Kozykelbedingung erfillt ist. Dann sind Eg und Ey
isomorph.

Beweis. Seien fiqg: (Ua x [0,1])N(Up x [0,1]) = (Usa NUp) x [0, 1] — Diff(F') die Homotopien. Diese erfiillen
nach Voraussetzungen die Kozykelbedingung und damit nach Satz [.1.8 ein Faserbiindel & — M x [0, 1]
definieren. Nach Konstruktion ist £; = E|j;y ;3 und damit nach letztem Satz isomorph. O

Beispiel 1.1.14. Man kann jedes Faserbiindel iiber S* = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} mit Fasertyp R iiber
Uy = {(z,y) € S | £(y+3) > 0} lokal trivialisieren, nach Bemerkung 1.1.10. Sei V. U V_:=U; NU_.
Mit letzter Folgerung kann man zeigen, dass die lokalen Trivialisierungen so gewahlt werden kénnen, dass
die Ubergangsfunktionen lokal konstant 41 sind. Daraus folgt, dass jedes solche Faserbiindel entweder
trivial oder zum Mobiusband isomorph ist.

1.1.2.2. Biindel-Trivialisierungslemma

Im Allgemeinen, also im Gegensatz zur Einschrankung oben, ist es nicht so einfach zu zeigen, dass etwas
ein Faserbiindel ist. Fiir die folgenden Konstruktionen wir uns folgender Satz helfen:

Satz 1.1.15 (Biindel-Trivialisierungslemma). Sei w: E — M eine surjektive Abbildung. Sei F und M
Mannigfaltigkeiten und seien alle 7= (x) Mannigfaltigkeiten. Sei eine offene Uberdeckung {Uy}o von M
zusammen mit bijektiven Abbildung oo : 7~ (Uy) — Uy X F gegeben. Es gelte

(i) Calr—1(w): 7 (x) = {x} x F ist fir alle x € Uy glatt.

(i1) ppoprt: (UaNUg) x F — (UyNUg) x F hat die Form (z,v) = (z, pag(z)(v)) fiir glatte Abbildungen
Hap: Uy NUg — Diff(F).*
Erfillen diese pop die Kozykelbedingung, dann trigt E eine eindeutige topologische und glatte Struktur als
Mannigfaltigkeit, so dass w: E — M Faserbiindel mit Fasertyp F und lokalen Trivialisierungen @, ist.

Beweis. Sei p € M. Wir wéhlen « mit p € U,. Sei k,: V, C M — Vp C R™ eine Karte um p. O.B.d.A. sei
diese klein genug, dass V,, C U, gilt. Wir setzen

Rp: 7N (V) 55V, x F ST 0 R
Seien {s4: Us C F — Uy C R"} se s Karten, die F iiberdecken (dim F = n). Wir setzen

N

Rp,p:=(idy, < 325) 0 de'(»%p)*l(%xﬁﬁ): (Rp) " (Vp x Up) S (V) C E =V, x Ug CR™H™.

Man {iberpriift direkt

1. {&pp | p€ M, € J} ist ein glatter Atlas fir £ und damit hat E die Struktur einer glatten Mannigfal-
tigkeit.

2. Mit der obigen Mannigfaltigkeitsstruktur auf E sind die Abbildungen ¢, Diffeomorphismen und  ist
glatt.

*Damit sind insbesondere auch die ¢g o <p,;1 glatt.



1.1. Faserbiindel

3. Eindeutigkeit der glatten Struktur auf F mit den geforderten Eigenschaften. O
Mit diesem Satz kdnnen wir nun zeigen, dass die folgenden Konstruktionen wieder Faserbiindel liefern. Bei
all diesen Konstruktionen werden auch Isomorphieklassen respektiert, was wir nicht immer dazu sagen
werden, aber direkt klar durch die Konstruktionen ist.
1.1.2.3. Produkt zweier Faserbiindel
m: B — M und 7’: B/ — M’ mit Fasertyp F bzw. F’. Dann ist

(m,7"): ExE' — M x M', (e, ) (n(e), 7' ()
ist ein Faserbiindel iiber M x M’ mit Fasertyp F' x F’.

Beweis. Seien ¢, bzw. ¢!, lokale Trivialisierungen von E bzw. E’ zu einer offenen Uberdeckung U, von M
bzw. U/, von M'. Die zugehérigen Ubergangsfunktionen nennen wir g1, und Hey gr- Dann ist {Us XU }(a,a)
eine offene Uberdeckung von M x M’. Wir setzen @q,qry: (m,7') "1 (Uq X UL,) = Ua X F X UL, X F' 22 Uy X

U(I)/ x F % F/a (6,6/) = (‘Pa(e)#/’:y (6/))' Dann ist @(a,a’) o (@(5,3/))_1(1’,3/,’0,10) = (%%Mﬂa(”)aﬂ%/a/ (w))

Die Voraussetzungen von Satz 1.1.15 sind alle erfiillt und damit folgt, dass F x E’ wieder ein Faserbiindel
ist. O
1.1.2.4. Summe zweier Faserbiindel
m: F — M und n’': B/ — M iiber der gleichen Basis und mit Fasertyp F bzw. F’. Dann ist

7: E@E:={(e,e)) e ExXE | n(e)=7"(e/)} = M
ist ein Faserbiindel mit Fasertyp F x F”.

Beweis. Es ist #7(z) = E, x E.. Seien ¢, bzw. ¢!, lokale Trivialisierungen von E bzw. E’ zu einer
offenen Uberdeckung U, von M. Sei 1, : 771 (U,) — F definiert durch ¢, (e;) = (,%a(e,)) und analog
Y. Wir setzen @o: (1,7 ) 1 (Uy) — Uy X F X F', (eg,e.) = (z,%4q(ex), %, (€,)) und kénnen dann wieder
Satz 1.1.15 anwenden. O

1.1.2.5. Unterbiindel

Sei m: E' — M ein Faserbiindel mit typischer Faser F'. Sei E C E’ eine Teilmenge, so dass 7|g: E — M
wieder ein Faserbiindel ist, dann nennen wir F ein Unterbiindel von E'.

Beispiel 1.1.16. Das kanonische Geradenbiindel 7 iiber KP™ ist ein Unterbiindel des trivialen Biindels
KP" x K1 5 kP,
1.1.2.6. Pullbackbiindel

Sei m: E — M ein Faserbiindel mit Fasertyp F und f: M’ — M eine glatte Abbildung. Dann ist das
Pullbackbiindel definiert durch f*E:={(x,e) € M’ x E | f(z) = 7(e)} mit n': f*E — M’, (z,e) — z, ein
Faserbiindel iiber M’ mit Fasertyp F:

Beweis. Seien pap die Ubergangsfunktionen von E zur offenen Uberdeckung {U,}, von M. Dann ist
Ul:=f~1(U,) eine offene Uberdeckung von M’. Es gilt f o7’ = 7 o pry und damit (7/)"1(U.) = (7')~to

f~HU,) = pryt o1 (U,). Wir setzen ¢, := (1/,pry 0 o 0pry): (7') "N (UL) = pryt o~ (U,) — U, x F.

Dann ist ¢ o ((p;)_l = id X (pz:=pap © [), denn fir (z,e) € (7') 7" (Ua N Up) (und damit insbesondere
f(x) =m(e)) gilt

(z,v)=¢, (z,e)=(,pry00q(€))
) Pl O PRI (@, e) = (2, pry 0 95(e))

= (z,pry 0 g0 0, "' 0 pale))
= (z,pry 0 g o o, (m(e) = f(z),v))
= (x,pry o (f(2), pap(f(x))v) = (2, pap(f(z))v).

¢ o (a)(@v

Vorl. 3
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Die u, 5 erfiillen die Kozykelbedingung und (7’ )~l(x) = E,. Mit Satz [.1.15 folgt, dass f*E ein Faserbiindel
ist. U

Insbesondere definiert

pr

(z,e) € f*E 2 ecE
7’ lﬂ'
xeM flz)e M

einen Biindelmorphismus, der fiir alle x € M die Faser (f*E), diffeomorph auf Ey(,) abbildet.

Lemma 1.1.17. Sein: E — M ein Faserbiindel und f: M’ — M. Dann ist f*E das bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte Faserbiindel, fiir welches es einen Biindelmorphismus g: f*E — E tber f: M' — M
gibt, so dass g|(f+g),: (f*E)s — Ef(y) fir alle x € M' ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei 7: E — M’ _ein Faserbtindel vom Fasertyp F' und g: F — E ein Bindelmorphismus wie oben
gefordert. Dann ist G: E — f*E, ¢’ — (7(¢'), g(€’)), ein Biindelmorphismus und das Diagramm

¢ cFE SN (7(e'),g(e)) € f*FE (da g Bindelmorph iiber f und damit f(7(e’) = w(g(e’)))
9[ pry
"NeFE

g(e

kommutiert faserweise. Insbesondere ist damit G auf jeder Faser ein Diffeomorphismus und damit ist das
Biindel F isomorph zu f*E. O

Lemma 1.1.18. Seien E, E; Faserbiindel iber M und f: M’ — M , f': M" — M’ glatt. Dann haben wir
folgende Biindelisomorphismen.:

(1) (f)[TE=(fof)E
(i) id'E =~ E
(iii) f*(Ey @ Ez) = f*(E1) @ [*(E2)
(iv) Ist v: N < M eine Einbettung, dann ist o*E = E|y.
Beweis. Direkt klar auf dem Level der Ubergangsfunktionen. O

Beispiel 1.1.19. (i) Sei 7: E — M ein Faserbiindel und f: M’ — M. Besteht das Bild von f nur aus
einem Punkt y € M. Dann ist f*E isomorph zum trivialen Biindel M’ x 7w=1(y).

(ii) Sei q: S™ — RP" die Quotientenabbildung. Dann ist ¢*TRP"™ = T'S™, vgl. Ubungsaufgabe 7.

(iii) Sei 7: E — S! das Mébiusband und f: z € St — 22 € S, Dann ist f*E das triviale Biindel, vgl.
Ubungsaufgabe 5.

Satz 1.1.20. Sei n: E — M ein Faserbiindel. Sei f:[0,1] x M' — M eine glatte Abbildung. Setze

fre=f(t,.). Also ist fo glatt homotop zu f1. Dann gilt f§(E) = f{(E).

Beweis. Es gilt f*(E)|qyxmr = ff(E). Damit folgt der Rest aus Satz .1.12. O

Folgerung 1.1.21. Sei f: M — M’ eine Homotopieiquivalenz. Dann ist f*: Bunp(M') — Bung(M)
eine Bijektion. Insbesondere ist jedes Faserbiindel iiber einer zusammenziehbaren Mannigfaltigkeit trivial.

Beweis. Da f Homotopiedquivalenz ist, gibt es g: M’ — M, so dass f o g homotop zu idy;s und go f
homotop zu idy; ist. Damit ist nach letztem Satz ¢* f*F = E und f*¢*E’ = E’ und somit g*: Bungp(M) —
Bung(M'), die zu f* von oben inverse Abbildung. O



1.2. Vektorbiindel

1.1.2.7. Weitere Beispiele

Grassmannbiindel Sei 7: E — M ein (reelles oder komplexes) Vektorbiindel vom Rang r und sei d < r.

Grq(E;):={d — dim. Untervektorraume von FE,} und Grg(E):= Uzenr Grq(Ey)

Fiir jedes © € M ist Grg(FE,) ist diffeomorph zu Grg(R") und eine kompakte Mannigfaltigkeit, siehe
Beispiel A.2.8.ii. Sei #: Gry(E) — M so dass #71(z) = Grg(E,). Dann ist # ein Faserbiindel mit Fasertyp
Grd(Rr).

1.2. Vektorbiindel

Wir haben in Abschnitt 1.1 als Spezialfall von Faserbiindeln schon Vektorbiindel definiert, siche Definiti-
on I.1.5. Hier wollen wir nun mehr Eigenschaften von solch speziellen Faserbiindeln diskutieren.

Im Folgenden sei 7: E — M ein Vektorbiindel iiber dem Korper K € {R,C} vom Rang r, {U,} eine offene
Uberdeckung von M und ¢, lokale Trivialisierungen von E.

1.2.1. Schnitte
Die Menge der glatten Schnitte von E,

T(E):={s € C°(M,E) | mos = idu},

ist im Gegensatz zum allgemeinen Faserbiindel nie leer, da E auf jeder Faser eine Vektorraumstruktur
tragt:

Sei pq eine zu {U, } untergeordnete Zerlegung der Eins. Seien ¢, € R”. Wir setzen s(x):=Y__ pa ()5 (7, cq).

Dann ist s: M — E mit m o s = id. Da die p, und ¢, glatt sind, ist auch s glatt.

Bemerkung 1.2.1. T'(E) ist ein C°°(M)-Modul und damit insbesondere ein K-Vektorraum (mit (fs -+
s )(p):=f(p)s(p) + §'(p) fur s,s’ € T(E) und f € C°(M):=C>(M,K)). Da Vektorbiindel lokal trivial
sind, ist ['(EF) lokal frei erzeugt: Sei U C M eine offene Teilmenge, so dass E|y lokal trivial ist, also
ou: Ey = U x R”. Dann erzeugen z.B. si(x)::gol}l(x, e;) fiir e; eine Basis von R” frei den Modul T'(E|y)
(Erzeugen heifit, dass es fiir jeden Schnitt s € I'(E|y) Funktionen a® € C°°(U) mit s(x) = a'(z)s;(x) fiir
alle z € U gibt. Frei erzeugen heifit, dass diese a’ eindeutig bestimmt sind - und damit insbesondere s;(x)
eine Basis von E, ist). Eine Menge von s;, die I'(E|y) frei erzeugen und fiir die die s;(x) fir alle z € U
eine Basis von E, sind, nennen wir lokalen Rahmen.

Ist M kompakt, dann ist T'(F) damit auch endlich erzeugt*, da E dann mittels endlich vieler lokaler
Trivialisierungen tiberdeckt werden kann. Aber i.A. ist T'(E) nicht frei erzeugt, vgl. Satz 1.2.21.

Lemma 1.2.2. FEin K-Vektorbiindel ist genau dann trivial (d.h. isomorph zu M x K™ — M fir einr > 0),
wenn es r Schnitte s1, ..., s, gibt, so dass s1(x), ..., s.(x) fir jedes x € M linear unabhingige Vektoren
in B, sind.

Beweis. Habe E solche Schnitte s;. Dann definieren wir die Abbildung h: M xK" — E durch (z,t!,...,t") —
t's;(x). Das ist ein linearer Isomorphismus in jeder Faser und stetig. Nach folgendem Lemma ist auch h~!
stetig und damit h ein Vektorbiindelisomorphismus. O

Lemma 1.2.3. FEine glatte Abbildung f: E — E’ zwischen zwei K-Vektorbiindeln m: E — M bzw.
7't B' — M, welche fiir jedes x € M die Faser n='(z) linear isomorph auf (7')~*(x) abbildet, ist
ein Vektorbiindelisomorphismus.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt direkt, dass f bijektiv ist. Es bleibt also nur zu zeigen, dass auch
f~! glatt ist. Da das eine lokale Aussage ist, reicht es, offene Teilmengen U C M zu betrachten, iiber die
E und E’ trivial sind. damit ergibt sich die Abbildung f: U x K" — U x K", (u,v) — (u, g(u)(v)) fir ein
g € C°°(U,GL,(K)). Dann ist auch g7 ': u € U = (g(u))~! € GL,.(K) glatt und damit auch die Inverse
h™H(u,v) = (u, g(u) " (v)). O

*Ein R-Modul P ist endlich erzeugt, wenn es a1, ...,an € R gibt mit P = {ra; | r1,...,rn € R}.

Vorl. 4
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Beispiel 1.2.4. Im Mdbiusband hat jeder Schnitt mindestens eine Nullstelle. Es ist nach letztem Lemma,
damit nicht auch als Vektorbiindel nicht trivial.

1.2.2. Konstruktion von Vektorbiindeln

Da Vektorbiindel ein Spezialfall von Faserbiindeln sind, liegt es nahe mal zu {iberpriifen, welche der
Konstruktionen von Faserbiindel aus Abschnitt 1.1.1 und [.1.2 auch Vektorbiindel liefern. D.h. muss man
Zusatzforderungen stellen (und wenn ja welche sind sinnvoll?), damit die resultierenden Faserbiindel wieder
Vektorbiindel sind:

Das erste, was wir bemerken, ist: Im Falle eines (reellen) Vektorbiindels von Rang r sind die p1np glatte
Abbildungen von U, NUg in GL.(R).

Wir erhalten folgende angepassten Sitze — die Anderungen sind in dunkelrot gekennzeichnet. Wir beschrén-
ken uns hier auf reelle Vektorbiindel, die Aussagen fiir komplexe Vektorbiindel gelten ganz analog.

Satz 1.2.5. (Vektorbiindelversion von Satz 1.1.8) Sei {Uy}o eine offene Uberdeckung von M. Seien
tap: Uy NUg — GL.(R) glatte Abbildungen, die die Kozykelbedingung erfillen, dann gibt es (bis auf
Isomorphie (hier jetzt immer Isomorphie von Vektorbindeln)) ein eindeutiges reelles Vektorbindel, welches
diese jiap als Ubergangsfunktionen hat.

Folgerung 1.2.6. Ist m: E — M ein Faserbiindel mit Fasertyp F = R". Ist das Bild der Ubergangsfunk-
tionen g (zu einer Uberdeckung durch lokale Trivialisierungen) eine Teilmenge von GL.(R) C Diff(R").
Dann ist E ein reelles Vektorbindel vom Rang r.

Satz 1.2.7. (Vektorbiindelversion von Satz 1.1.9) Gegeben zwei reelle Vektorbiindel E, E' iber M vom
Rang r. Zu einer gegebenen Uberdeckung {Uy}o von M seien die Ubergangsfunktionen pap bzw. M;B' Dann
sind die Vektorbindel genau dann isomorph, falls es glatte Funktionen ho, € C*(Uy, GL.(R)) mit

tapha = hptins auf Uy NUg.
Insbesondere ist das Vektorbiindel E trivial, wenn paps = hghy' fir geeignete hy, gilt.

Bemerkung I.2.8. Die Kategorie Vecg (M) habe als Objekte Isomorphieklassen von K-Vektorbiindel tiber
M und als Morphismen Vektorbiindelhomomorphismen. Analog erhilt man die Kategorie Vecy (M) der
K-Vektorbiindel iiber M vom Rang r.

1.2.2.1. Operationen auf Vektorbiindel

Satz 1.2.9 (Biindel-Trivialisierungslemma — Vektorbiindelversion von Satz 1.1.15). Sei 7: E — M eine
surjektive Abbildung. Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei m=1(x) ein r-dimensionaler reeller Vektorraum
fiir alle x € M. Sei {Uy}o eine offene Uberdeckung von M gegeben zusammen mit bijektiven Abbildung
Vo: T HUy) = Uy x R”, s0 dass gilt:

(i) Palr-1(zy: 7 (x) = {x} x R ist fir alle x € Uy ein Vektorraumisomorphismus.

(i1) ©po(pa)™t: (UaNUg) xR — (Uy,NUg) xR hat die Form (z,v) — (x, pas(v)) fiir glatte Abbildungen
Hap: U, N Ug — GLT(R) .

Erfilllen diese pqp5 die Kozykelbedingung, dann trigt E eine eindeutige topologische und glatte Struktur als
Mannigfaltigkeit, so dass m: E — M reelles Vektorbiindel vom Rang r und lokalen Trivialisierungen @, ist.

Die Operationen auf Faserbiindel aus Abschnitt 1.1.2 auf Vektorbiindel angewendet, geben auch wieder ein
Vektorbiindel aus. Nur fiirs Untervektorbiindel muss man natiirlich zusétzlich fordern, dass 7|g selbst ein
Vektorbiindel ist.

Beispiel 1.2.10. Sei: F — E’ ein Vektorbindelhomomorphismus zwischen 7: E — M und ': B/ — M,
iber f: M — M’, so dass Y|g,: E, — E}(w) mit for = mo fiir alle x € M den gleichen Rang hat.

Dann ist ker ein Untervektorbiindel von E, vgl. Ubungsaufgabe 7. Gleiches gilt dann auch fiir ime.
Ohne die konstante Rang Bedingung ist das falsch: Seien F = E’ das triviale Geradenbtindel iiber M = R
und sei f(z) = x%. Wir setzen ¢: R? — R?, (v € M,y € R) — (z, f(y)).
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Sehr oft wird davon insbesondere die direkte Summe E @& E' zweier Vektorbiindel E, E’ tiber M (Im
Kontext von Vektorbiindeln auch Whitney-Summe genannt.) verwendet. Hier gilt

INE®FE)=T(F)aT(E),

wobei 2 hier isomorph als C*°(M)-Modul bedeutet.
Fiir den Pullback von Vektorbiindel gilt folgende Version von Lemma 1.1.17.

Lemma 1.2.11. Sei m: E — M ein Vektorbindel und f: M' — M. Dann ist f*E das bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte Vektorbiindel, fiir welches es einen Biindelmorphismus g: f*E — E gibt, so dass
9lso By, ([*E)e = Epy fir alle x € M' ein Vektorraumisomorphismus ist.

Zusétzlich sind die Biindelmorphismen in Lemma 1.1.18 fir Vektorbiindel schon Vektorbiindelisomorphismen.
Auflerdem gibt es fiir Vektorbiindel noch folgende Operationen:

1.2.2.2. Duales Vektorbiindel

Sei m: E — M ein Vektorbiindel iiber K vom Rang r mit lokalen Trivialisierungen ¢, und Ubergangsfunk-
tionen pag.

Sei E*:=| | ., Ex, wobei E} das Dual des Vektorraums E, = 7~ '(x) ist. Wir definieren n’: E* — M
durch 7'(L, € EX) — z.

Die Topologie und glatte Struktur auf £F* wird durch

oo (1) (Ua) = || EZ = Ua x (K)°
z€Uq
L, € Bt (n'(Ly) =z, (v €K = Ly(p3 " (z,0)))

bestimmt. Das resultierende Biindel E* nennen wir zu E duales Biindel. Die zugehérigen Ubergangsfunktio-
nen i, 5 sind durch 1,5 = (1ga)* gegeben, wobei + die duale Abbildung meint, also i, 5(2)(f € (K")*)(v €
K") = (upal2))* f(v) = f(upal2)(v)), vgl. Ubungsaufgabe 9, und es gilt [(E*) = (T(E))*.

Beispiel 1.2.12. Kotangentialbiindel 7% M:=(TM)*, vgl. Tabelle I.1: Ein Element o € T'(T*M) =: Q' (M),
genannt 1-Formen ist eine glatte Abbildung mit a(x) € T M:=(T,M)*. In lokalen Koordinaten z* auf U
hat TM die lokale Basis 0,::=5%;. Man definiert dz*: TU — R durch da*(0,:) = &5 und C*°(U)-lineare
Fortsetzung. Dann hat « die lokale Darstellung a;dz? fiir o; € C°°(U).

1.2.2.3. Tensorprodukt von Vektorbiindeln (= Whitney-Produkt)

Seien w: E — M bzw. 7: E — M Vektorbiindel iiber K vom Rang r bzw. 7. Seien ¢q bzw. @, lokale Trivia-
lisierungen von E bzw. E bzgl. einer offenen Uberdeckung U, von M. Die zugehorigen Ubergangsfunktionen
nennen wir pag bzw. fiag.

Wir setzen* F @ F:=F Qg F:= e B ®x E,und 7%: e, ® é, € B, @k Ey — x € M.

Die Topologie und glatte Struktur auf F ® E wird durch

Uk (7®)71(Ua) = |_| E, @k Ey — U, x (K" @k K" = Kﬁ)
zeUq

[ & éw S E;E ®K E;E = (1‘7,(/}0(653) ® ,(/;a(éw))

~

~ (~) ..
bestimmt mit (np)a(e € E;) = (x, ¢ ,(e)). Die neuen Ubergangsfunktionen sind einfach das Tensorprodukt

der alten. Das resultierende Biindel E® E nennen wir das Tensorprodukt beider Biindel. Es gilt '(EQg E') =
I(E) ®@ce(ax) D(E").

*Auf jeder Faser nehmen wir das 'normale’ Tensorprodukt aus der linearen Algebra: Ist V' ein K-Vektorraum mit Basis e;.
Dann ist 773 (V') ein Vektorraum mit der abstrakten Basis e;; ® ... ® e;,, @ (e71)* ® ... ® (e7¢)* fiir alle iy, jo und (e*)* die
duale Basis zu e;. Weiterhin hat man eine Multiplikation ®: T5(V) x T (V) — Tfif(\/), die linear in beiden Komponenten
ist. Damit ist insbesondere (v'e;) ® (w’ej) = v'wje; ® ej. AuBlerdem kann man f € T,7(V) als multilineare Abbildung

f:Vx...xV=>V®...Q0V verstehen: f = f;i:::;:eil®...eir®(ejl)*®...®(ej5)*: (Ekys---»€ky) ,illiiizseh@...@eir.

s—mal r—mal
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Vorl. 5

1. Biindeltheorie

Bemerkung 1.2.13. Ist s, bzw. s/, ein lokaler Rahmen von E bzw. E’ iiber U,, dann ist s, ® s/, ein
lokaler Rahmen von E® E’. Fiir T'M:=TM ® ... TM QT"M ® ... T*M — dem (r, s)-Tensorbiindel

r—mal s—mal
von M — ist damit O, ® ... ® Ogir ® dot ® ... ® dx’s fiir 1 < iy, jp < m ein lokaler Rahmen. So ist z.B.
s € D(TM ® T*M) in lokalen Koordinaten z* itber U gegeben durch a%d,: ® da? fiir o} € C*°(U) und
kann wegen aéé‘wi ® da’ = (aé-axm) ® da! = 9, ® (ahda?) auch als Schnitt in I'(T'M) @cee (arry *(T'M)
angesehen werden.

Beispiel 1.2.14. Eine (semi-)Riemannsche Metrik g auf M ist in allen Punkten bilinear und damit ist
gelN(T*M @T*M) =ZT(T*M) @coo(rm,ry I'(T*M).

Bemerkung 1.2.15. Der Pullback aus Abschnitt 1.1.2.6 erfiillt fiir Vektorbiindel noch zusétzlich f*(E; ®
Ey) = f*E; ® f*FEy. Das sieht man wieder direkt auf dem Level der Ubergangsfunktionen.

1.2.2.4. Homomorphismenbiindel

Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Tensorproduktabschnitt von oben, setzen wir

Hom(E, E):= | | Hom(E,, E,) und #: L, € Hom(E,, E,) — z € M.
zeM

Die Topologie und glatte Struktur auf Hom(FE, E) wird durch

Go: 7 HUL) — Uy x Hom(K", K™)
L, € Hom(E,, E,) — (x, )

mit U(v € K"):=(thg 0 Ly 01p51)(v) bestimmt. Es ist Hom (K", K) 2 (K*)” @ K™. Die Ubergangsfunktionen
sind pj, ® fiag, wobei wir die letzte Isomorphie genutzt haben. Das resultierende Biindel Hom(E, E)
nennen wir das Homomorphismenbiindel beider Biindel. Es ist Hom(E, E) = E* @ E.

Ist E = E, setzen wir End(F):=Hom(E, F) und nennen es das Endomorphismenbiindel von E.

Beispiel 1.2.16. Kriimmungstensor R € I'(Homg(TM @TM@TM,TM)) 2 T(T*M@T*MT*M@TM)

1.2.2.5. AuBeres Produkt

Ein bisschen multilineare Algebra. Sei V' ein r-dimensionaler K-Vektorraum.Es bezeichne A*(V*) die
Menge der Abbildungen
a:VFE=Vx...xV oK,
=k

die multilinear und alternierend, d.h. a(vy,...,v;—1,v;, Vi, Vit1,...,0k—1) = 0 fur alle vy,..., 1 € V
ist. Mit der Addition von Abbildungen und der skalaren Multiplikation (Aa)(v1,...,vk) = Aa(v1, ..., V)
bildet A*(V*) einen K-Vektorraum.
Sei e; eine Basis von V' und e; die zugehorige kanonische Basis von V*. Wir definieren e; A ... A
e; (€5, e5,) = det(d; ;. )rs- Wegen der Eigenschaften der Determinante haben wir so ein wohldefiniertes
Element e} A...Ae; € AF(V*). Dann ist

{ei, Ao nef

’Lk|

1<ip<...<ip<r}

eine Basis von A*(V*), der damit ein (2)—dimensionaler Vektorraum ist.

Fiir « € A*(V*), 8 € AY(V*) setzt sich obige Definition von e}, A ... A€}, zum duferen Produkt o\ 3 €
AFFHE(V*) fort und es gilt

1

a ﬁ(Uh cee ,'Uk:+£)::m Z Sign(U)a(vg(l), - 7Ua'(k)) . ﬁ(vg(k+1), - ava(k+f))7
O'ES;C+@
wobei Si1¢ die Menge der Permutationen von {1,...,k + £} ist.
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1.2. Vektorbiindel

Beispiel 1.2.17. Sei V = span{ey, ea}. Das Element ej Aey € AV* erfiillt ef Ael(e1,e1) = efAel(ea,e2) =0
und ef Ael(er,e2) = —ef Aed(ea,e1) = ef(er)es(ea) — ef(ea)es(er) = 1.

Mit dem &uBeren Produkt als Multiplikation wird A(V*):= @) A¥(V*) eine assoziative und graduiert-
kommutative Algebra, wobei graduiert-kommutativ heifit, das a A 8 = (—1)*B A « fiir alle a € A*(V*)
und 8 € AY(V*) gilt. Die Dimension von A(V*) ist 27.

Analog kann man A*(V) als Vektorraum mit der Basis {e;, A...Ae;, | 1 <ip < ... < i <7} verstehen.
Es ist A°(V) = K und A'(V) = V. Weiterhin ist A"(V) auch eindimensional: Ist e; eine Basis von V, dann
ist A"V ={ae1 A...Ne, | a € K}

Auf dem Level von Vektorbiindeln. Sei 7: E — M ein Vektorbiindel vom Rang r, lokalen Trivialisie-
rungen ¢, und Ubergangsfunktionen jiq5. Wir setzen

A*(E):=Uzen A¥(E,) und definieren #: A*(E) — M durch 771 (z) = A*(E,).
Ist e; eine Basis von K. Dann ist s, i(2):=¢;'(z, ;) ein lokaler Rahmen von E. Wir setzen
Ao ai . <ipSai (T) A A sai, (1) € AR(EL) CAME) |, = ai<.<ipeiy A Aei,

Das gibt eine wohl-definierte Abbildung A*(E)|y, — U, x A*(K"), die faserweise ein Vektorraumisomor-
phismus ist. Weiterhin sind die Ubergangsfunktionen durch Ak,uag gegeben. Damit ist nach Satz 1.1.15
#: AF(E) — M ein Vektorbiindel vom Rang (7).

Wir setzen A°(E):=M x K das triviale Vektorbiindel iiber M vom Rang 1.

Fiir k > 0 ist a € ['(A¥(E*)) eine Abbildung mit a(x € M) € A*(E?), also a(x): E, x ... x Ex — K ist
multilinear und alternierend, und die Abhéngigkeit von x ist glatt, d.h. man kann « auch als Abbildung
a:T(E) =T(E)x...xT(E) = C>(M), die multilinear (bzgl. der C>°(M)-Modul Struktur von I'(E), also
C°°(M)-linear in allen Komponenten) und alternierend sind, auffassen. Weiterhin ist T(AYE) = C°°(M)
und wir setzen ['(A*E) = &2 ,['(A*E).

Beispiel 1.2.18. (i) Im Spezialfall E = T*M kiirzt man ab: A¥M:=A*(T*M) und QF(M):=(A*M).
Elemente aus QF(M) heiflen k-(Differential) Formen. Sei a € QF(M). Dann ist a,:=a(x) € AFT M.
Seien 2! lokale Koordinaten auf U € M um z. Dann ist d,:|, eine Basis von T,M und dz‘|,
die zugehorige duale Basis von T;M. Damit ist a(x) = a;,. ;, (v)dx™ |, A ... A da'*|,. Variiert
man z, ist d,: ein lokaler Rahmen von TU = TM|y und dx* von T*U = T*M|y und damit
aly = ai, i dr AL Ada fir a4, € C*°(U).

(ii) Das Vektorbiindel A"™"M — M (m = dim M) ist genau dann trivial, wenn M orientierbar* ist.
Beweis. A™M ist ein Vektorbiindel von Rang (2) = 1. Sei A™M das triviale Vektorbiindel. Dann
gibt es nach Lemma 1.2.2 eine m-Form w, so dass A" (T, M) 3 w,, # 0 fiir alle p € M ist. Ein solches w
heiBt Volumenform von M." Fiir jedes p € M wihlen wir eine Karte x: U € M — V C R™ um p und
induzierten lokalen Koordinaten z%, so dass w|y = adz! A... Adz™ und a € C°°(U,Ry) gilt (Da w,
nirgends verschwindet, hat das a immer ein definiertes Vorzeichen und Positivitdt kann, wenn nicht
schon gegeben, immer erreicht werden, indem man die Rolle der Koordinaten 2! und x? vertauscht.)
Diese Familie von Karten gibt uns einen orientierten Atlas von M, vgl. Ubungsaufgabe 10.ii.
Haben wir auf der anderen Seite einen orientierten Atlas ko : U, — V., mit lokalen Koordinaten xg
und sei p, eine untergeordnete Zerlegung der Eins zu {U,}. Dann definiert > podzi A ... A dzT
eine nirgends verschwindene m-Form auf ganz M, vgl. Ubungsaufgabe 10.iii. Da A™M — M Rang 1
hat, muss es ein triviales Vektorbiindel sein. O

(iii) Wir betrachten die faserweise lineare Abbildung t: A*E — E® ... ® E =: E®* gegeben durch
iy Ao Neiy 7 D e, sign(o)e;,  ®...®e;,,, fiir iy <...<iy. Dasist ein wohldefinierter injektiver

*M heifit orientierbar, falls es Karten x;: U; C M — V; C R™ von M gibt, die M iiberdecken, und fir alle 4,5 und
peU;NU; C M gilt detdmi(p)(ﬁlj o K];l) > 0.

TDeshalb wird die obige Aussage auch oft formuliert als: M ist genau dann orientierbar, wenn M eine Volumenform
besitzt.
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Vorl. 6

1. Biindeltheorie

Biindelmorphismus. So kann A*E als Untervektorbiindel von E®* betrachtet werden. Weiterhin
ist diese Einbettung kompatibel mit der Paarung fiir die dualen Biindel: Es ist fiir « € A¥E} und
X, € E,

(X, ., X)) = (@) (X1, ..., Xk)

wobei ef ®...®¢€f (X1,...,Xp) = Zj e;-*j (X,) fiir eine Basis e; von E, gilt.

Beispiel 1.2.19. Betrachten wir A*T* M ® E. Dann ist ein Schnitt eine multilineare alternierende Abbildung
a:TM x ... x TM — E — genannt eine k-Form mit Werten in E. Wir setzen QF (M, E):=I'(A*T*M ® E).
Da A°%(T*M) = M xR und (M x R) ® E = E, kénnen wir Q°(M, E) mit I'(E) identifizieren.

1.2.2.6. Konjugiertes Vektorbiindel

Ist E — M ein komplexes Vektorbiindel. Dann ist E:ﬁ: Ugers By — M, € € E, — x € M wieder ein
komplexes Vektorbiindel. Hierbei ist als Menge E, = E, aber ist (z,¢e) — ze die skalare Multiplikation
auf F,, dann ist die auf E, gegeben durch (z,e) — Zze.

1.2.2.7. Konstruktion von Vektorbiindeln iiber Spharen

Seien Uy offene zusammenziehbare Mengen, die S™ iiberdecken und U, NU_ = S™1 x (—¢,€) C S™.
Eine Funktion gy : S™71 x (—¢,¢) — GL.(K) definiert nach Satz 1.2.5 ein K-Vektorbiindel 7: E — S™
(die Kozykelbedingung ist hier automatisch erfiillt, da es nur zwei Karten Uy gibt.) Fiir f: S™~1 — G1.(K)
definiert somit u4_(x,t) = f(x) ein solches Vektorbiindel. Nach der Vektorbiindelversion von Folge-
rung [.1.13 fithren homotope f zu isomorphen Vektorbiindel und wir haben eine wohldefinierte Abbildung
[Sm~L Gl (K)] — Vectf (S™). Solche Funktionen f werden Clutching-Funktionen genannt.

Diese Abbildung ist surjektiv, denn man kann zeigen, #hnlich wie in Beispiel I.1.14/Ubungsaufgabe 6,
dass die lokalen Trivialisierungen so gewihlt werden kénnen, dass die Ubergangsfunktionen iy _: (z,t) €
Sm=1 x (—¢,€) — Gl.(K) konstant in t-Richtung sind: Setze fi,_: (x,t,8) € S ! x (—¢,¢€) x [0,1] —
pt(z, H(t,s)) € Gl.(K), wobei H: (—€,€) x [0,1] — (—¢,€), (¢t,8) — (1 — s)t, eine Homotopie von
H(.,0) = id nach H(.,1) = 0 ist. Damit definieren nach Folgerung 1.1.13 fi,_(z,¢,0) = pus_(x,t) und
fiy—(z,t,0) = p4_(z,0) isomorphe Vektorbiindel.

Ist K = C, dann ist die Abbildung eine Bijektion: Zur Konstruktion der Inversen W: Vects(S™) —
[S™~1 Gl,.(C)] sei m: E — S™ ein Vektorbiindel und D7 die obere bzw. untere Hemisphiire von S™.
Da DT zusammenziehbar ist, gibt es Trivialisierungen hy: E|pp — DY x C". Wir setzen ¥(E) =
[hyh=': S™=1 x {0} — G1.(C)]. Fiir die Wohldefiniertheit seien hy andere Trivialisierungen. Diese
unterscheiden sich von hy durch Abbildungen Hy : D} — Gl,.(C). Da D' zusammenziehbar ist, sind die
Hy homotop zu konstanten Abbildungen. Da Gl,.(C) wegzusammenhéngend ist, kann diese Konstante
gleich der Identitdtsmatrix gewédhlt werden.

Obige Argumentation funktioniert nicht mehr fir K = R, da Gl,.(R) nicht wegzusammenhéingend ist.
Aber Gl (R)+:={A € GI.(R) | det A > 0} ist wegzusammenhéngend. Vektorbiindel iiber S™ vom Rang
r, deren Trivialisierungen so gewihlt werden kénnen, dass die Ubergangsfunktionen Werte in Gl,.(R)
annehmen, stehen damit — analog zu oben — in Bijektion zu [S™~!, Gl.(R)]. Solche Vektorbiindel nennt
man orientiert, da dann der Wechsel ¢z o ¢! von solchen Trivialisierungen, die Orientierungen auf R”
erhélt.

1.2.3. '"Whitney’ fiir Vektorbiindel

Satz 1.2.20. Sein: E — M ein Vektorbindel mit M kompakt. Dann gibt es ein Vektorbiindel 7’: E' — M,
so dass E @ E’' trivial ist.

Beweis. Sei Uy, a = 1,...,k, eine endliche Uberdeckung von M, so dass E|y, = U, x K" gilt. Sei p* eine
untergeordnete Zerlegung der Eins. Seien s ein lokaler Rahmen von E|y, . Wir setzen t$:=p®s$. Durch
Fortsetzen durch 0 konnen wir diese ¢ als Schnitte in £ auffassen. Wir betrachten den Vektorbiindelhomo-
morphismus

A: M x Mat,«(K) = E  (z,a.) — a t(z).
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1.2. Vektorbiindel

Da fiir jedes € M die t%(z) den Vektorraum FE, erzeugen, ist A,: {x} x Mat,«;(K) — E, surjektiv.
Also ist E das Bild von A. Man kann dann zeigen, dass es einen Vektorbiindelhomomorphismus B: E —
M x Mat,«(K) mit AB =idg gibt, vgl. [6, Thm. 5.13]". Insbesondere heifit das, dass B injektiv ist.

Sei E’' der Kern von p := BA. Wir zeigen, dass p konstanten Rang hat und E’ damit nach Beispiel 1.2.10
ein Untervektorbiindel des trivialen Biindels M x Mat,yx(K) ist: Es ist p> = BABA = BA = p - also
faserweise eine Projektion.” Sei p := (BA)|(z}xMat,, , (k) € End (Mat, ,(K)) und zog € M. Wir setzen
f(x) = 1=py—pzy — 202,02 € End (Mat, «(K)). Dann ist p,, f(2) = f(z)ps, womit das folgende Diagramm
kommutiert: (mit f(z,a) := f(z)(a))

M x Mat, . (K) M x Mat, (K)

A PN

f f

id X p,
M x Mat,. (K) 2

M x Matrxk(K)

Da f(xzo) =Id ist, ist f in einer Umgebung von z( invertierbar und damit haben die p, dieser Umgebung
wie auch id X py, konstanten Rang.

Dann gibt E®E’ — M xMat,«(K), (e, e’) — e+e’ einen Vektorbiindelmorphismus, der nach Konstruktion
faserweise ein Isomorphismus ist. Also sind F @ E’ und M X Mat, «(K) schon isomorph. O

Insbesondere liefert der letzte Satz, die erste Hélfte des Satzes von Serre-Swan:

Satz 1.2.21 (Satz von Serre-Swan). [6, Thm. 6.18] Sei M kompakt. Der C*°(M)-Modul T'(E) ist endlich
erzeugt und projektivt. Andersherum gibt es zu jedem endlich erzeugten projektiven C>(M)-Modul R ein
Vektorbindel iber M, so dass R =2 T(E) als C*°(M)-Modul.

1.2.4. Biindelmetriken

Definition 1.2.22. Eine Biindelmetrik auf einem K-Vektorbiindel 7: F — B ist eine glatte Abbildung
h: E® E — K, deren Einschridnkung auf jeder Faser eine positiv definite symmetrische Bilinearform (fiir
K = R) bzw. hermitische Sesquilinearform® (fiir K = C) ist.

Bemerkung 1.2.23. (i) Fiir K = R induziert eine Biindelmetrik h einen Isomorphismus F & E*
durch e — h(e,.) und h,: E, — EZ ist selbstadjungiert fiir z € M. Damit ist h € T'(F ® E)* &
N(E®E)") 2T(F*® E*) 2 I'(Homgr(E, E*)). Fir eine Riemannsche Metrik ¢g auf M induziert
die Identifizierung g,: T, M — T¥M einen Isomorphismus b: X(M) — Q' (M), X — X* := g(X,.),
dessen Inverses mit § bezeichnet wird."

(ii) Falls K = C erhalten wir analog zu (i) einen Isomorphismus E = E* durch e + h(.,e), wobei nun E
das konjugierte Vektorbiindel ist.

Bemerkung 1.2.24. Jedes Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit besitzt eine solche Biindelmetrik:
Lokal nimmt man auf jeder Faser das euklidische bzw. hermitische Produkt. Global benutzt man eine
Zerlegung der Eins auf M, um die lokalen Biindelmetriken 'zusammenzukleben’. Der konkrete Beweis ist
ganz analog zu dem, dass alle Mannigfaltigkeiten eine Riemannsche Metrik tragen, vgl. [3, Satz I1.1.10].

Lemma 1.2.25. (Orthogonales Biindel) Sei n: E — M ein Untervektorbiindel von w: E' — M und sei h
eine Biindelmetrik auf E'. Dann ist EX:={e' € E' | h(e,e’) = 0 fiir alle e € E mit w(e) = n(e')} — M,
e/ — (') ein Untervektorbiindel von E. Insbesondere gilt E ® E+ = E'.

*Faserweise ist das lineare Algebra und dann muss man noch iiberpriifen, dass alles so gewahlt werden kann, dass es zu
einem Faserbiindel zusammenklebt.

TDer folgende Beweis funktioniert fiir alle Vektorbiindelmorphismen, die faserweise Projektionen sind, da alle Biindel lokal
trivial sind.

fprojektiver R-Modul P = Es gibt einen R-Modul Q, so dass P & Q ein freier R-Modul ist.

$hei uns antilinear in der zweiten Komponente

b und 4 sind die sogenannten musische Operatoren. Sie heiBen so, da sie in lokalen Koordinaten mit Hilfe der Metrik
Indizes runter- bzw. hochheben, vgl. Tabelle I.3.
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1. Biindeltheorie

Beweis. Falls E+ ein Untervektorbiindel ist, dann gibt E® E+ — E’, (eq,e2) + €1 + ez nach Lemma 1.2.3
den Vektorbiindelisomorphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass E+ lokal trivial ist. Da das eine lokale Frage ist, konnen wir annehmen, dass
E und F’ trivial sind, also E = U x K" und E' = U x K?. Seien s1,..., s, linear unabhéngige Schnitte
von E|y. Wir konnen dies (in einer Umgebung U’ von = € U) zu einer Menge von s linear unabhingigen
Schnitten von E'|ys erweitern: Sei x € U. Wir erweitern s1(z), ..., s,(x) mittels Vektoren s,41(z), ...,
ss(w) zu einer Basis von (7')~1(x) C E’. Fiir alle y € U setzen wir s;(y) = s;(x) fiir i > r. Wegen der
Stetigkeit der Determinante sind die s1(y), ..., ss(y) in einer Umgebung U’ von x noch immer linear
unabhéngig. Mittels Gram-Schmidt und der Biindelmetrik erhalten wir nun aus den s; punktweise neue s..
Da die Biindelmetrik glatt von der Faser abhéngt, sieht man an den expliziten Formeln fiir Gram-Schmidt,
dass die s; wieder glatte Schnitte sind. Weiterhin sind nach Konstruktion s} bis s/ wieder Schnitte in E|y-
und die s, bis s/ sind Schnitte in E* ;. Damit ist E+ lokal trivial. O

Beispiel 1.2.26. Sei X™ C M™ eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).
Sei p € X. Dann haben wir die orthogonale (bzgl. g,) Zerlegung T,M = T,X & Nz, wobei N, X :=
{veT,M | v LT,X} der Normalenraum ist bzgl. auf dem Level der Biindel, die orthogonale Zerlegung:
TM=TX & NX.

Beispiel 1.2.27. Sei 7: 7:={(¢,v) € RP" xR"*! | v € {} — RP"™, (¢,v) > £, das kanonische Linienbiindel
aus Beispiel 1.1.2.iii. Dieses ist ein Untervektorbiindel vom trivialen Biindel RP™ x R"*! — RP™. Das
letzte Biindel versehen wir mit der Biindelmetrik, die faserweise einfach das Standardskalarprodukt im
R ist.

Sei ¢ € RP", also eine Ursprungsgerade in R"*!. Diese schneidet S™ in zwei Punkten: {z,—z}. Unter
der Projektionsabbildung S™ — RP™ wird das paar der Tangentialraume 7,S™ und 7_,S™ mit dem
Tangentialraum TyRP" identifiziert. Das heifit, wir haben T,RP™ = {((z,v), (—z,—v)) | v € T,,S™}. Fiir
ein festes £ hiatten wir ein Element 2 € S™ dem ¢ auch einfach zuordnen und so T;RP™ einfach mit T,S™

identifizieren kénnen. Diese Zuordnung ¢ — x kénnen wir lokale immer machen - auch lokal glatt. Allerdings
) nicht global glatt. Indem wir beide Urbilder z

und —z mitnehmen, sind wir unabhéngig von
dieser Wahl und kénnen spater Abbildungen auf
TRP™ definieren. Wir setzen

T,8™ T,RP"™ — Hom(¢, (*),

(z,v), (—z, —v)) > (ax € L+ av € £F).

Das ist ein Vektorraumisomorphismus. Da alles
glatt von ¢ abhédngt, haben wir auch einen na-
tiirlichen Vektorbiindelisomorphismus TRP™ =2
Hom(7,71) und es gilt

T_;cSn

TRP" ®e=71&...® T gilt, wobei € das triviale Biindel iiber RP" ist, vgl. Ubungsaufgabe 13.
(n+1)-mal

Lemma 1.2.28. Seien E bzw. V zwei K- Vektorbiindel iiber M. Der Rang von E seir. Seien h® bzw. hV
Biindelmetriken auf E bzw. V. Fir s; € [(E), a,8 € T(E*), 7,6 € T(A*E), 5, e T(V), f; € Hom(E,V)
und (e1,...,er) ein orthonormaler lokaler Rahmen von I'(E|y) fir U C M setzen wir
1@ 81,50 ® 82) = h"(s1,52) + h" (51, 52)
hE®V(51 X §1, S92 X 52) = h,E(Sl, Sg)hv(gl, 52)
W (e B)lu =) alen)Blei)

1
hAkE(fy,é) = HhEm (¢(y),e(d)) mit ¢ wie in Bsp. 1.2.18.4ii.
Diese erweitern sich eindeutig zu Biindelmetriken auf E®V, E®V, E* und A*E. Insbesondere er-
gibt Ko EVI (£ fo)|r = S0 BV (fi(es), fa(e:)) durch die Identifizierung Hom(E,V) = E* @ V eine
Biindelmetrik auf Hom(E, V).

hEGBV(
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1.2. Vektorbiindel

Beweis. Es ist klar fir die Summe. Wir skizzieren hier den Beweis fiirs Tensorprodukt: Als erstes iiberlegt
man sich, dass die Abbildung I'(E) x T'(V) — C®(M,K), (s1,51) — h¥(s1,52)hY (51, 32) fiir jedes feste
(s2,82) € T'(E) x T'(V) bilinear ist und damit eine Abbildung T'(E) @ T'(V) 2 T(E® V) — C*(M,K)
induziert. Analog gilt es fiir vertauschte Indizes 1 und 2. Insofern induziert die Gleichung fiir h#®V
insgesamt eine bilineare Abbildung

RECV . T(E@V)xT(E®V) = C°(M,K).

(Das komplexe Konjugieren ist fiir K = C erforderlich und entféllt bei K = R.) Ist e; ein orthonormaler
Rahmen von I'(E|yy) bzgl. hf und analog v; ein orthonormaler Rahmen von I'(V /), dann ist €; ® v; ein
lokaler Rahmen von I'(E ® V'|7), der nach der Forderung im Lemma dann ebenfalls orthonormal ist. Damit
ist hF®V eine eindeutig bestimmte Biindelmetrik. Die Biindelmetrik auf £* wird analog iiberpriift. Man
muss hier nur zusatzlich die Unabhéngigkeit von dem gewéahlten orthonormalen Rahmen beweisen. Das
folgt aus der Linearitdt der Argumente und daraus dass ein neuer orthonormaler Rahmen immer durch
eine Matrix A € O(r) entsteht.

Die Abbildung

v: Hom(E,V) = E*®V, f € Hom(E,,Vy) = Y el ® f(es),

wobei e; eine Orthonormalbasis von E,, ist, gibt den Biindelisomorphismus von Hom(E,V) — E* ® V und
dann folgt, direkt die Formel A ®V (¢(f1),(f2)) = >, hY (fi(es), fa(ei)). O

Beispiel 1.2.29. Fiir die Biindelmetriken auf den abgeleiteten Biindeln von T'M, siehe Tabelle I.1. Dort
haben wir die lokalen Definitionen der Biindelmetriken. Wohldefiniertheit kann wie dort fiir 1-Formen
gezeigt, durch Koordinatenwechsel direkt nachgerechnet werden. Es bleibt nattrlich zu tiberpriifen, dass
dies die Biindelmetriken von oben sind - hier fiir 1-Formen: Fir T* M haben wir nach Lemma 1.2.28 fiir
U C M in lokalen Koordinaten x*

WM (fidat hyda?) = fihidat (ex)da? (ex,)
k

wobei ey eine Orthonormalbasis von T'M ist. Man beachte hier, dass d,: i.A. keine Orthonormalbasis
ist. Es ist e, = AL0,. und damit g, = g(eg, em) = ALAI goj, also AGAT =1d, G=! = AT A und damit
g7 =3, AL Al Also

WM (fidat hyda?) = Y fihg ALA] = fihjg?.
k

1.2.5. Operationen auf Formen und Vektorfeldern

Auf Differentialformen und Vektorfeldern gibt es verschiedene Operationen, die wichtigsten sind in Tabelle 1.2
festgehalten und solche Operationen die eine zugrundeliegende (semi)-Riemannsche Metrik bendtigen in
Tabelle 1.3.

Als Beispiel gehen wir hier erst einmal nur néher auf die duflere Ableitung und den Hodge-Stern ein. Fiir
den Pullback von Differentialformen, siehe Ubungsaufgabe 11.

Die duBere Ableitung d = d%,: QF(M) — QF¥+1(M) soll die Tangentialabbildung df von Funktionen
f: M — R verallgemeinern. Fiir solche f € C®(M,R) = Q°(M) ist df eine lineare Abbildung von
X(M) — X(R) = C*°(R,R) und kann damit als 1-Form aufgefasst werden: df € Q!(M).

Wir definieren d: QF(M) — QF*1(M) durch: Sei a € Q¥(M) und z? lokale Koordinaten um p € M. In
diesen Koordinaten habe a die Form f;, ;. dz™ A ... Adz’. Dann sei da die k + 1-Form, die in diesen

lokalen Koordinaten die Form da = %T‘i’“dxa Adx® A...Adz' hat.

17
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Biindel Schnitte Biindelmetrik (induziert von der Riem. Metrik g)
E Bezeichnung Rang I'(E) Bezeichnung eines Schnittes  lokal (g(s1, s2) lokal)
M x R" Triviales Biindel r C>®(M,R") (vektorwert.) Funktion f(x) (sogar global) punktweises Produkt
T™ Tangentialbiindel m X(M) Vektorfeld f"i(:v)ag, (kurz f;0,:) 9(f104:,h'0) = gufih!
T*M = (TM)* Kotangentialbiindel m QY(M) 1-(Differential) Form fi(z)dx? g(fi(z)da, by(z)dz') = g™ fily
T:(M)=Q;_, TM @ Q;_, T*M  (r,s)-Tensorbiindel ~ m’** TE(M) (r, s)-Tensoren T (@) 0pis ® .. @ Oy @ da?* @ ... @ da® Girty - Girl, GO g]”“f;;_’:_’;:lzﬁ]‘:ﬁ‘“
AFTM Biindel der k-Formen (') Qk (M) k-(Differential ) Form Firoje (@)dzit AL A din gla, B) :== Eg(u(a),u(B)) mit v: AFTM — T* Mk
die triviale Einbettung wie in Bsp. 1.2.18.iii

g(dz AL Ada® dadt AL A dadR) = det(gie),s

Tabelle I.1.: Abgeleitete Biindel von TM (Die Formeln fiir die hier gegebenen induzierten Bilinearformen auf den abgeleiteten Biindeln gelten noch
immer, wenn g eine (semi-)Riemannsche Metrik war — jedoch sind sie dann nicht Biindelmetriken im Sinne von Definition 1.2.22.

Anderung der lokalen Darstellungen am Beispiel von Vektorfeldern und der Riemannschen Metrik: x = x(y)

i PN v ay* oy
0w = (f Of)@ayf 9i5 = 925@%

wobei wir die Matrixkoeflizienten mit x bzw. y indizieren, um die verschiedenen Karten auseinander zu halten.

Wenn man die lokalen Darstellungen fiir die (induzierten) Biindelmetriken von oben auf 1-Formen, Tensoren etc als Definition nutzt, muss man
iberpriifen, dass die gegebene lokale Darstellung wirklich eine wohldefinierte Abbildung auf den 1-Formen etc. liefert und wieder eine Biindelmetrik ist —
hier am Beispiel der 1-Formen:

Aus der Transformation der g;; folgt g/ = g’y’“é gTyig—iz. Zusammen mit f;dx’ = (f; o y)g'—;jdyj folgt

. B ozt o7 Oxt ord
Gay) (fidz', hyda?) = (g% fih;)(x(y)) = (gﬁea;ka;cz(fi oz)(hjo w)) (y) =gy ((fi o w)T;dyk, (hjo x)azgdye) :

oLIo9yjropuneg ‘1



1.2. Vektorbiindel

(i) Wohldefiniertheit von d? Wie tiberpriift man das die lokalen Formeln ein globales Objekt definieren?
Man tiberpriift, dass fiir Darstellungen in zwei verschiedenen lokalen Koordinaten, auch die Bilder der
Abbildungen wieder das gleiche Objekt nur in verschiedenen Koordinaten darstellen — ganz analog
zur Biindelmetrik auf 7% M unter Tabelle 1.1.

(ii) Oft wird d auch abstrakt eingefiihrt, im Sinne, dass die blauen Eigenschaften fir d in Tabelle 1.2, den
Operator d eindeutig bestimmen:

Lemma 1.2.30. Fiir alle k € N und alle Mannigfaltigkeiten M existiert genau eine R-lineare

Abbildung d = d%,: QF (M) — QF1(M) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir f € C°(M) = Q°(M) ist d3,f gerade die Tangentialabbildung df

(2) (Leibnizregel) Fiir alle o € QF(M), B € QY(M) gilt d(a A B) = (da) A B+ (=1)ka A dp.

(3) & =d5ftodi, =0

(4) (Natiirlichkeit) Sei F: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, dann gilt
F*odk, =d¥ o F*, wobei F* der Pullback aus Tabelle I.2 ist.

Der Operator d heifit duflere Ableitung.

Beweis. Das 'unser’ d von oben, die Eigenschaften erfiillt, kann man mit der lokalen Darstellung
einfach nachrechnen. Dann rechnet man nach (induktiv tiber k), dass ein d welches diese Eigenschaften
hat, sich lokal wie unser d von oben verhalten muss. O

Bevor wir zum Beispiel des Hodge-Sterns kommen, miissen wir noch kurz tiber Integration tiber Differenti-
alformen sprechen:

Integration Sei w € Q™(M). Sei k: U C M — V C M mit lokalen Koordinaten x*. Dann hat (k~1)*w die
Form wydz' A. . .Adz™ mit w, € C>(V). Das kénnen wir iiber V integrieren: [i, (k™!)*w:= |, wpda' ... da™.
Haben wir einen orientierten Atlas von M mit Karten k. : U, — V, und eine untergeordnete Zerlegung

der Eins p,. Dann definieren wir
—1\*
wi= 3" 53 (paw).
=2,

Man kann nachrechnen, dass diese Definition unabhéngig vom gewéhlten Atlas ist.

Damit kann man nun auch eine Paarung definieren:

QF (M) x Q™ F(M) = R, (o, B) aAB.
M

Auf der anderen Seite haben wir eine Biindelmetrik auf Q*(M), vgl. Tabelle 1.1, aus der wir mittels
Integration ein Skalarprodukt auf Q¥(M) formen kénnen:

QF (M) x Q¥ (M) = R, (a,8)12 — [ g(a, B)dvol,.
M

Die Paarung und das Skalarprodukt sind eng mit einander verwandt - wir haben fiir orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeiten eine Identifizierung von QF (M) mit Q™~*(M) (unter Verwendung der Metrik) - diese
ist durch den Hodge-Stern gegeben:

Der Hodge-Stern x: QF(M) — Q™%(M) fiir m = dim M und M eine orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Metrik g ist eine C'°°(M)-lineare Abbildung mit (a, )2 = [;, @ A *6:
Wir setzen fiir o € QF(M) und 8 € QF(M)

aAxf = g(a, B)dvol,.

Da g positiv definit ist, definiert dies %0 eindeutig. Insbesondere ist * damit eine lokale Abbildung, d.h.
induziert eine Abbildung *: A*T*M — A™ *T*M. Ist e} eine Orthonormalbasis von T M, dann kann
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1. Biindeltheorie

man nachrechnen, dass x(ef, A...Aef)=¢ej A...Aej  ist, wobei (i1,...,ik,j1,...,Jm—k) eine gerade
Permutation von (1,...,m) ist. Fiir o: {1,...,m} — {1,...,m} setzen wir €,(1),....o(m) = sign(c), falls o
eine Permutation ist, und sonst €5(1),....o(m) = 0.

Sind nun ' lokale Koordinaten auf U C M, dann ist zwar dz’ i.A. in keinem Punkt xz € U eine

Orthonormalbasis, aber man kann nachrechnen, dass

1 . A _ _
mg“zl .. .g““z’“eh__.gkjl.__jm% V| det gldx?t A LA daTmE

gilt. Wir iiberlegen uns das am Beispiel: (U C R3,g) und 8 = dz'. Dann muss %83 = f;jdz’ A da? fir i < j
und geeignete f;; € C*°(U) sein und fiir alle k € {1, 2, 3} soll gelten:

#(dz’ A .. Ada't) =

dz® A (fijdx' A da?) = g(da®, dat) /| det gldat A da? A da®
~ fiy = g erij/| det g

Als zweites Beispiel betrachten wir (U C R*, g) und 8 = dz' A da?. Dann muss x3 = fi;dz’ A da? fir i < j
und geeignete f;; € C°°(U) sein und fiir alle k£ < £ soll gelten:

dx® A dat A (fizda® A da?) = g(da® A da®, dzt A da?) /| det glda! A da? A dx® A da?

=ghklgt2_gtlgh2

~  fij = g" g% ez /| det gl.

Lemma 1.2.31. Es ist x x a = (—1)*" =R sowie g(a,v) = g(xa, *y) fir a,y € QF(M).

Beweis. Es reicht die erste Identitéit punktweise zu iiberpriifen. Sei also z € M und z* lokale Koordinaten
um z, so dass 0, in z eine Orthonormalbasis ist (z.B. geodédtische Normalkoordinaten). Dann ist #(dz** A
L NAZ ) = €6y i< < p TN A A da?m |, und damit

o (dxh A '/\d‘rik ‘$> = 67;1~~~7;kj1<u~<jm7k€j1<...<jm7ki1~..1‘kd$il A '/\dxik |w = (_1)k(m_k)d$i1 A.. ./\d.%‘ik |a:
Dann ist g(*a, *y)dvoly = xa A (x ) = (=1)Fm=R) xq Ay = (=1)2Km=k)y A xa = g(7, a)dvol,. O

Beispiel 1.2.32 (Maxwell-Gleichungen in R?).

Die Maxwell-Gleichungen sind die grundlegenden Gleichungen der Elektrodynamik. Sie beschreiben die
Wirkung eines elektromagnetischen Feldes auf elektrische Ladungen und die Wechselwirkung zwischen
dem elektrischen Feld E' und dem Magnetfeld B. Das elektrische Feld E, das Magnetfeld B ist definiert
auf einem (nicht notwendigerweise beschrinktem) Gebiet © C R3. Beide Grofien sind zeitabhéngig, d.h.
E: QxR —=R3 B: QxR — R3 Weiterhin wird die elektrische Ladung durch eine zeitabhéngige Dichte-
funktion p: QxR — R und die Stromverteilung durch den zeitabhingigen Stromdichtevektor j: 2 xR — R3
beschrieben. c ist die Lichtgeschwindigkeit.

Die Mazwellgleichungen im R3 sind gegeben durch
10B

rotbh = ——— divB =0
c Ot
10E 4
rotB= -2 + 25 divE = 4mp.
c Ot c

Hierbei sind rot und div die 'normale’ Rotation bzw. Divergenz von Vektorfeldern im R? (also rot(V?9,:) =

av3d _ av? avi _ av?E av? _ av! : i _ oV
(81:2 T Bz3 8z~ Ozl dzt  Ox2 und dlv(vlaﬂ?i) - Ox? )

Aus SpaB und der Ubung halber, kénnen wir diese Gleichungen in der Sprache der Differentialformen
formulieren, vgl. Ubungsaufgabe 14:

1
*dE> = fE%Bb d(*B°) =0
1 4
+dB’ = 7%Eb + 2T b d(*Eb) = 4mpdvolgs.
c c
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lokal (vgl.(i) fiir die Diskussion von Wohldefiniertheit)

' lokale Koordinaten auf U € M, y* auf VC N
FU) SV, ¢U)=V,

Eigenschaften (abstrakt definierende Eigenschaften sind blau)

pEM, [, fir i, X € CX(M),X, X1, Y € X(M), a € @ (M) w € Q1 (M), B € Q(M)
F € C®(M,N), v € QF(N), ne QN), p,1» € C®(M, N) Diffeomorphismen

F* Pullback F*: QF(N) = QF(M) F*(firindy™ A Ny®) = (fiy i 0 F)SEE - 98 dgit A N dav | e (F*9),(X1(p), - Xk (D) = Yp() (dp F (X1 (), - ., dp F (X (p)))
e F*f=foF
o F*(aNB)=F*aNF*3

¢. | Pushforvard pus X(M) = X(N) p.(X0,0) = X190, * (X)) = dpor g p(X (57 (0)))
e 0. (fX) = (fop™)(p.X)
e (0 X)(f) = X(fop)op™
e, 00X = (o)X

d | duBlere Ableitung d: QF (M) — QFFL(M) d(fiy. ipdx’ AL dztt) o d ist R-linear

fiir alle k > 0 = Yt goa N dair A dait o df(X) = X(f)"

ed(aAp)=(da)A B+ (-1)landB
ed’=dod=0
e [*od=doF*

. inneres Produkt | ¢: X(M) x QF(M) — Q¥ Y(M) | txep,u(fir.indz™ A...dz™)

o 1 ist C°°(M)-bilinear

fiir alle k > 1 = XOf;, L 00dsi AL Adzt AL A dai o (txa)(Xy, ..., Xi) = (X, Xa,..., Xg)
o ix(@AB) = (txa) AB+ (—D)FanixB
o ka=0
[,]| Lieklammerf [ X(M) x X(M) = X(M) | [X10,:,Y,] = (X725 — VI X5)0,

o [XY](f) = X(Y(f)) - Y(X(f))
o [[X,Y],Z]
°p.[XY]=

1Y, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Jacobi-Identitiit)
[0 X, 0. Y]

o da( X1y, Xp) = (1 X (@l Xns o, Ky X)) + S (C 1) (X, Xl Xy, X

L Lieableitung L:X(M) x QF(M) — QF(M)

o Lxa=4_o®jad

e Lx f = X(f) (Die Lieableitung verallgemeinert die Richungsableitung auf k-Formen)
e Lx(aNB)=aANLx(B)+ Lx(a)Ap

e Lyxyod=doLlx

e Lx=dotxy +itxod

o Lixa= fLxa+df Nixa

Tabelle 1.2.: Operationen auf Differentialformen und Vektorfeldern auf M

*Das sagt einfach nur, dass d auf C°(M,R) = Q°(M) einfach durch die Tangentialabbildung df gegeben werden soll. Um das in der Notation zu unterscheiden, benutzt man

hier die alternative Schreibweise als Derivation, vgl. [3, Ubungsaufgabe 31].
Tvgl. Ubungsaufgabe 36
tDas 7 bedeutet, dass dieser Eintrag ausgelassen wird.
8®, ist der Fluss des Vektorfeldes X, vgl. Ubungsaufgabe 15.

[PPUlIqIOINoA "¢



(e

Operationen mit Metrik g auf M™

lokal
(+Linearitit)

Eigenschaften (abstrakt definierende Eigenschaften sind blau)

pEM, ffi . X € C™(M)X,Y € X(M), a,a; € QF(M)w € Q51 (M
F e C=(M.N), v € Q5(N), n € Q{(N)

B e Q(M), 5 e Qm k(M)

b Herunterziehen von Indizes b X(M) — QY(M) (XU (2)Dpa )’ = X(2)gai(x)da’ ¢ X'(YV) = g(X,Y)
# Erhéhen von Indizes g QYM) — X(M) (fi(w)dx')* = fi(2)g" (x)0ys e a(Y)=g(ahY)
grad Gradient grad: C°(M) — X(M) | gradf = g”(r)%f)w o gradf = (df)*
4 formal adjungierter Operator zu d | §: QF(M) — QF=1(M) . (;lu W)z = (@, 0w) 2
0 52=0
div Divergenz div: X(M) — C%(M) | div(X(2)8,a) = (det g;;) /20y ((det g;;)/2X*) e d(xdvol,) = div(X)dvol, (auch falls dvol, nur lokal wohldef. ist)
e Lx(dvoly) = div(X)dvol,
A Laplace A: QF(M) — QF(M) o A =dj+dd=(d+9)*
Af = (det gij)~1/20pa ((det gi5) /29" Do f) o Af = 6df = divgradf
* Hodge-Stern w: QF(M) — Qm=F(M) | *(da™ AL Adais) = %g”“ L T \/\deitgkl‘r“ Ao AdaIm-rt

(fiir M orientiert)

o s« ist C°°(M)-linear

o aAn = gla, +n)dvol,

o xxa = (—1)kmkq

o g(xay, kan) = g, az)

o da=(—1)"kD-1lidsa

Tabelle 1.3.: Operationen auf Differentialformen und Vektorfeldern auf einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)

*Fir o: {1,...,m} — {1,...,m} setzen wir €5(1), .. o(m) = sign(o), falls o eine Permutation ist, und sonst €5 (1), .. o(m) = 0

oLIo9yjropuneg ‘1



1.2. Vektorbiindel

1.2.6. Zusammenhadnge und Kriimmungen auf Vektorbiindeln

(AD jetzt wieder nur reelle/komplexe Vektorbiindel) Die Definitionen fiir Zusammenhang und Kriimmung
sind denen auf TM aus DiffGeo I angelehnt, vgl. [3, II.2 and I1.7].

1.2.6.1. Zusammenhiange

Definition 1.2.33. Sei 7: E — M ein Vektorbiindel. Seien f: M — R glatt, X € X(M), ¢ € I'(E). Eine
Abbildung V:=V¥: X(M) x T'(E) — T'(E) heiBt (affiner) Zusammenhang, falls gilt:

(i) V ist linear in beiden Argumenten.
(ii) (Tensoriell in der ersten Komponente) V¢xs = fVxs (also (Vixs)(p) = f(p)(Vxs)p)-

(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)
Vx(fs) =df(X)s + fVxs, also (Vx(fs))y = dpf(X(p))s(p) + f(p)(Vxs)(p)-

Die Menge aller affinen Zusammenhénge eines Vektorbiindels 7: E — M bezeichnen wir mit A(F).

Ist zusitzlich eine Biindelmetrik h auf E gegeben, so nennen wir V¥ metrisch (= kompatibel mit der
Metrik), falls fiir alle X € X(M), s,s’ € I'(E)

X.h(s,s') =h(Vxs,s')+ h(s,Vxs')

wobel X.f:=X(f):=df(X): M = R, p— d,f(X(p)) fir eine glatte Funktion f: M — R (oder f: M — C
im Falle eines komplexen Vektorbiindels) ist.

Bemerkung 1.2.34. (Lokale Darstellung) Seien z? Koordinaten auf U C M und sei s, ein lokaler Rahmen
fir E|y (insbesondere ist dann E|y trivial). Fiir X = X%0,:, s = f%s, gilt

Vxs=X"(0yi f*)sa + X' [* Vo 5a
N—_——

=T17? sg

[2e%

mit Ffa € C*°(U,K). Wie auch schon auf T'M nennen wir die I' Christoffelsymbole.
Ist V metrisch bzgl. h und ist s, ein lokaler orthonormaler Rahmen von E|y, so gilt:

0= 0yi(h(sa,58)) = (Vo Sas55) + h(sas Vo, 55) = M7, 54, 58) + h(sa,Tgs,)
=18 + I (1.2)
Bemerkung 1.2.35. Sei V € A(E).

(i) Die Menge aller Zusammenhinge A(E) auf einem Vektorbiindel E bilden mit der Addition (AV! +
V?)xs:=AVks + V%s einen affinen Raum. (Aber keinen Vektorraum, da die Nullabbildung kein
Zusammenhang ist.)

(i) Seien V!, V2 € A(E). Dann ist w definiert durch w(X):=V% — V% eine 1-Form mit Werten in
End(E), also w € QY(M,End(E)) = I'(T*M ® End(FE)). Die Abbildung X € X(M) — Vx ist jedoch
kein Element in Q'(M,End(FE)), da Vx(fs) # fVxs ist. Andersherum ist fir V € A(E) und
w € QY(M,End(E)) auch V% 5:=Vxs + w(X)s immer wieder ein affiner Zusammenhang auf E.

Beispiel 1.2.36. (i) Ein ausgezeichneter Zusammenhang auf einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g) ist der Levi-Civita Zusammenhang. Das ist der eindeutig bestimmte metrische Zusammen-
hang, der zusétzlich torsionsfrei ist, d.h. VxY — Vy X = [X,Y]* fiir alle X,Y € X(M), vel. [3, Satz
11.2.8].

(ii) Zwei Zusammenhiinge auf TM unterscheiden sich durch eine 1-Form w € QY(M,End(TM)) =
NT*M @T*M @ TM).

*Fiir die Definition der Lieklammer siche Tabelle 1.2 bzw. [3, Ubungsaufgabe 39/40]. Eine geometrische Interpretation der
Lieklammer werden wir in Ubungsaufgabe 35 kennenlernen.
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1. Biindeltheorie

(iii) Fiir zwei metrische Zusammenhénge V!, V2 auf TM gilt
metr.
gW(X)Y,2) = g(VxY = ViY.2) "="g(Y,VxZ - VX Z) = g(Y,w(X)Z)

fiir alle X,Y, Z € X(M). Wir konnen in diesem Fall also w als Element in Q(M, o(TM)) auffassen,
wobei o(T M) die Abbildung auf T'M bezeichnen, die faserweise orthogonal sind (also das Skalarprodukt
g erhalten).

(iv) Die Torsion eines Zusammenhangs V auf T'M ist ein (0,2) Tensor T € T2(M): T(X,Y) = VxY —
Vy X — [X,Y]. Fiir zwei Zusammenhiinge V!, V2 mit der gleichen Torsion ist w(X)(Y) = w(Y)(X) -
vgl. Ubungsaufgabe 17.

Satz 1.2.37 (Induzierte Zusammenhiinge). Seien E und V K-Vektorbiindel iiber M. Seien VE und VV
affine Zusammenhinge auf E und V. Dann existieren auf E*, E®V, EQV, A*E* und Hom(E,V), so
dass fiir X € X(M), Y € X(N), w e T(E)* 5,8, € (E), § € T(V), a € T(AFE"), B € T(A*E*) gilt:*

X(w(s)) = (VX w)(s) + w(VEs)
Vi(ses) = (Vf} )& (Vx3)
VE®V(5®§) (VEs) @5+ 50 (Vis)

1) = (VRE 1) () + 195 )
VAWE* AB) = (VA o) nB+an (VAT B).

Insbesondere folgt
. k
(V/)\( E Oé) (81, ce ,Sk) = X(a(sl, N Sk>) — Za(sl, ce ,ijl,VESj,Sj+1, ce ,Sk).
j=1

Sind die Zusammenhinge V¥ bzw. VYV metrisch bzgl. Biindelmetriken h® bzw. hY auf E bzw. V, so sind
die obigen Zusammenhdnge metrisch bzgl. der induzierten Bindelmetriken, vgl. Lemma 1.2.28, auf den
jeweiligen Biindeln.

Beweis. Wir skizzieren hier nur die Argumente fiir den Zusammenhang auf E*, vgl. auch Ubungsaufga-
be 18 und 19: Man rechnet nach, dass (V¥ w)(s) = X (w(s)) — w(VE%s) die geforderten Eigenschaften in
Definition 1.2.33, z.B. gilt fur f € C*(M)

(VX (f))(s) = X((fw)(s) = (fw)(VEs) = X (fw(s)) = fw(VEs)
= [X(w(s)) + df (X)w(s) = fw(VEs) = df(X)w(s) + F(VE w)(s)
= (df (X)w + fVE w)(s). O

Fiir den induzierten Zusammenhang auf dem Pullbackbiindel identifizieren wir zuerst Schnitte im Pullback-
biindel f*E fiir m: E — M und f: M" — M. Sei S € I'(f*E). Dann hat S(z) die Form (z,s(z) € Ef(y)).
Die erste Komponente enthélt also keine Informationen und wir haben s: M’ — E. Andersherum definiert
jede glatte Abbildung s: M’ — F mit 7 o s = f mittels S(x) = (z, s(z)) einen Schnitt in f*E. Deshalb
arbeitet man oft nicht direkt mit Schnitten von f*E| sondern mit den Abbildungen s: M’ — E von oben.
Solches s nennt man einen Schnitt von E entlang f und die Menge aller solcher Schnitte bezeichnen wir mit
I's(E). Nach obigen Uberlegungen ist I'y(E) = T'(f*E). Beachte, dass im Allgemeinen I'f(E) # T'(E| t(arv))
ist — z.B. sei f: M’ — M eine konstante Abbildung, dann kann ein Schnitt von F entlang f immer noch
von x € M’ abhingen, wogegen Schnitte in I'(E|f(ar)—{+}) konstant sind. Die lokale Darstellung eines
Elements in I'f(E) iber U C M’ ist a’(s; o f), wobei a* € C*°(U) und s; ein lokaler Rahmen von E tiber
f(U) C M ist.

*Beachten Sie, dass I'(E*) = T'(E)* als C°°(M,K)-Moduln ist und wir damit eine Paarung I'(E*) x I'(E) — C*° (M, K),
(w, s) — w(s) haben (was einfach iiber jedem Punkt € M einfach die Paarung/Auswertungsabbildung E} x E; — K ist).
Insbesondere ist w € I'(E*) eindeutig bestimmt, wenn man w(s) fiir alle s € I'(E) kennt.
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Lemma 1.2.38. Sei f: M’ — M und w: E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang VF. Sei s € I't(E)
- lokal sei s = a’(s; 0 f), a* € C°(U C M'). Dann definiert sich durch

VA Fsly = X(a')(si 0 f) + ' (Vijixysi) o f
fir X € X(M') ein Zusammenhang auf f*E, wobei (VdEf(X)si o f)(p) als (Vif(x(p))si)(f(p)) gelesen wird.

Beweis. Man muss einmal nachrechnen, dass die Definition unabhéngig von der lokalen Darstellung
ist: Sei t; ein weiterer lokaler Rahmen von E auf f(U) C M. Dann definieren ¢, (t;(y)) = (y,e;) baw.
v5(si(y)) = (y,ei) lokale Trivialisierung sei pnp die zugehérige Ubergangsfunktion und wir schreiben
pap(y)(ej) =i wi(y)es. Dann ist t;(y) = @5 (ps 0 03" (y,¢5)) = 5 W hap(y)(e;) = pi(y)si(y). Ein
Rahmen entsteht aus einem alten also genau durch punktweisen Multiplikation mit der Matrix der
Ubergangsfunktion.

Soll also b/ (t; o f) = a’(s; o f) sein, dann muss b (x)u’(f(x)) = a’(z) gelten und wir haben:

X(a")(si0 f)+a"(Vigxysi) o f = XU (150 f))(si0 f) + V(1 0 [)(Vix)si) o f
= (X)) (50 f) + VX (1 0 )))(si0 f) +V (15 0 ) (Vixysi) o f
= X)) ((1ssi) 0 f) +V (Vigxypssi) o f
_X(bj)(tjof)+b7(vdf(x) tj)o f.

Damit ist V" # wohldefiniert und man iiberpriift leicht, dass es auch wirklich ein Zusammenhang ist. [
Beispiel 1.2.39. (i) Sei f: M’ — M eine Einbettung. Dann ist V§Es = ij}(x)(s of™h

N Tas . e~ - "B
(ii) Bildet f: M’ — M nur auf einen Punkt p € M ab. Dann ist f*E = M’ x 7~1(p) und Vﬁ; (s =
a%sa(p)) = X(a%)sa(p)-

Bemerkung 1.2.40. (i) Sei ¢: I — M eine Kurve und ¢(t) ein Schnitt eines Vektorbiindels E — M

entlang c. Fir den induzierten Zusammenhang auf dem Pullbackbiindel ¢*E schreiben wir oft einfach
v
dt
Dort war %cp:zvégo wobei ¢ ein Schnitt auf E|.;) war. (A priori war ja Vx erst einmal nur fiir
Vektorfelder X € X(M) definiert und ¢ ist nur ein Vektorfeld auf der Spur von c¢. Allerdings folgt
aus den definierenden Eigenschaften von V, dass (Vxs)(p) zwar von s in einer Umgebung von s von

p aber nur vom Wert von X in p abhéingt. Damit ist V¢ in ¢(¢) wohldefiniert.) Jetzt ist ¢(t) ein

Schnitt von F entlang ¢, was wie oben besprochen, den obigen Fall einschliefit aber nicht nur, vgl.

auch Beispiel 1.2.39.1.

(ii) In lokalen Koordinaten haben wir fiir einen Schnitt ¢ € I'f(E) entlang c: ¢(t) = ¢'(t)s;(c(t)). Wir
kiirzen ab $; = s; o ¢ und Fk —Fk oc. Es gilt

(1) = P (3(0) + ¢ (Tesi) (1) = (7 (6) + 0 (- (AP, (0)3(0) (13)
1.2.6.2. Krimmung

Definition 1.2.41. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang V. Die Abbildung F': X(M) x
X(M)xT'(E) — T'(E) mit

(X, K 8) — F(X,Y)S::VXVYS — VvaS — V[X,y]S
heifit Krimmung von V. Ist F' = 0, dann nennen wir den Zusammenhang flach.

Bemerkung 1.2.42. Ist M eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der zugehorige Levi-Civita
Zusammenhang. Dann nennen wir R:=F Riemannschen Krimmungstensor.

Bemerkung 1.2.43. Man rechnet direkt nach, dass F' C°°(M)-linear in allen Komponenten ist und
F(X,Y)s = —F(Y,X)s fiir alle X,Y € X(M), s € ['(E) gilt. Damit kann F als Element in Q*(M;End(E))
aufgefasst werden.
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Definition 1.2.44. Wir definieren eine lineare Abbildung D: Q¥(M; E) — QF*1(M; E) durch
D(a®s)=da®s+ (—1)*aAVs
fiir o € QF(M) und s € T(E).

Bemerkung 1.2.45. (i) In obiger Definition wird V als Abbildung I'(E) — QY(M; E), s — Vs mit
(Vs)(X) = Vxs aufgefasst. Das ist moglich, da V tensoriell in der ersten Komponente ist.

(ii) Wohldefiniertheit folgt, da D((fa) ® s) = D(a ® (fs)) fur f € C*°(M) gilt.
(ili) Fir k=01ist D =V: Q%M; E) 2 T(E) —» QY(M; E).

(iv) Die Abbildung D o D: I'(E) — Q2(M; E) ist die Kriimmung F.

Beweis. Wir rechnen lokal: Sei e; = 0, fiir lokale Koordinaten z*. Dann ist Vs = dz* ® V,,s (denn
Vxs=X'Vy s =dr'(X)V,,s) und damit

D(dx' ®@ V,s)(ej, ex) = (—dx* AN VV,,s)(e;, ex)
= —da'(e;)Ve, Ve, s+ da*(e)Ve, Ve, s
= -V, Ve, 5+ Ve, Ve, s = F(ej,er)s. O

1.2.6.3. Lokale Darstellung von V und F' mittels Differentialformen

Sei s; ein lokaler Rahmen des Vektorbiindels £ vom Rang r {iber U C M. Dann ist Vxs, = w,ic(X )s;*
mit wi (X) € C*°(U). Da V tensoriell in der ersten Komponente ist, ist wi € Q'(U). Die Menge der w}
enthalten alle Informationen iiber V auf U. Wir fassen alle zu w = (w},) zusammen und erhalten eine
1-Form mit Werten in r x r-Matrizen, also w € Q(U; gl(r,R)) — die sogenannte Zusammenhangsform von
V auf U bzgl. des Rahmen s;.

Analog haben wir F(X,Y)(sr) = Qi (X,Y)s; mit Qi (X,Y) € C®°(U). Da F(X,Y) = —F(Y,X) und F
tensoriell in X, und Y ist, haben wir Q € Q*(U). Wir fassen diese zu 2 = (%) € Q*(U; gl(r,R)) zusammen
und nennen dies die Krimmungsform von F auf U bzgl. des Rahmen s;.

Satz 1.2.46 (Strukturgleichung (= die definierende Gleichung von F in der lokalen Darstellung)). Es gilt
dw = —w Aw+ Q. Das ist Kurzschreibweise fiir

dw; = —wi /\wéC +Q;

Beweis. Ubungsaufgabe 20. O

Wir betrachten als néchstes die w und €2 die zu verschiedenen Trivialisierungen gehoren:

Seien ¢, : 71 (Uy) — U, x R™ und analog ¢g: 71 (Uz) — Us x R” mit den natiirlichen Rahmen
si(x)::gogl(x, e;) und t;(z):=p, ' (z,e;), wobei e; die Standardorthonormalbasis des R” ist. Sei p1a5: Uy N
Uz — G1.(R) die Ubergangsfunktion.

Die Zusammenhangsformen auf U,, Us bzgl. der Rahmen ¢; bzw. s; bezeichnen wir mit w, bzw. wg. Analog
die Kriitmmungsformen mit €2, bzw. Qg.

Satz 1.2.47. FEs gilt

W = HapWallgs — Allaplias = HzaWallga + Hgadisa (L4)
Qs = 10 Qaksa- (L5)

*Im Vergleich zu Christoffelsymbolen: Fiir Christoffelsymbole braucht man immer zusétzlich einen lokalen Rahmen auf
TU - z.B. lokale Koordinaten: wy (X) = X"T%, mit Vg _,. s = s;.
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Beweis. Wir schreiben pag(x)(e;) = 1 (x)e;.
Es ist tj(z) = gogl(cpg op t(z,e5)) = cpgl(x, tiag(x)(e;)) = pi(x)si(x), wobei die letzte Gleichheit folgt,
da ¢g die Vektorraumstruktur auf den Fasern respektiert, vgl. Definition 1.1.5. Damit erhalten wir fiir
X e X(M)
Vxtj = Vx(ujse)
(wa)§(X) ti = (du5(X) + 5 (wp)1(X))se
(wa)§ (X = dpa(X) + 415 (w5) (X)),

also papwa = ditap + waltes. Mittels der dueren Ableitung erhalten wir aus (I.4) zusammen mit Qg =
dwg + wg N wg aus Satz 1.2.46:

g = d(ptapwattn — diapling) + (RapWatiys — dtasiing) A (Hapwalins — dpapiiyy)
= —dpag N wa,ugﬂl + ,uagdwau;é + fapWa N u;ﬂlduaﬂu;ﬁl — ditag N ,u;éduagugé
+ fapWa N wa,u;é — ditag N wau;é — uaﬂwa;z;é A duagu;é + duagu;é A d,uag,u;ﬁl
= Hapdwaliys + fapWa N Wallys = HapQallns- O

Lemma 1.2.48. Sei w: E — M ein Vektorbiindel vom Rang r mit lokalen Trivialisierungen tber einer
offenen Uberdeckung Uy, Ubergangsfunktionen oz und zugehérigen lokalen Rahmen s$. Seien w, €
YUy, gl(r,R)) derart, dass (1.4) gilt. Dann gibt es einen Zusammenhang V auf E, fiir welcher die w, die
lokalen Darstellungen bzgl. obiger lokaler Trivialisierungen sind.

Beweis. Wir setzen Vx (s&)|r., = (wa)F(X)s® und setzen mittels Linearitéit und Leibnizregel fort. Die

Kompatibilitatsbedingung (I.4) stellt sicher, dass V nicht von der gewéhlten Trivialisierung abhingt. O

1.2.7. Paralleltransport

Definition 1.2.49. Sei m: E — M ein Vektorbiindel, V ein affiner Zusammenhang auf F und ¢: I — M
eine glatte Kurve. Ein Lift ¢ von ¢, d.h. ein Schnitt ¢ € I'.(E), heift horizontal, falls 3 ¢(t) = 0 gilt (vgl.
Bemerkung 1.2.40 fiir die Definition).

Satz 1.2.50. In der Situation von Definition 1.2.49. Sei tg € I. Zu po € Ey,) gibt es genau einen
horizontalen Lift ¢ lings ¢ mit p(to) = @o.

Beweis. Der Beweis ist komplett analog zum Beweis fiir den Levi-Civita Zusammenhang in [3, Satz I1.5.4]
und beruht darauf, dass es sich hier um ein Anfangswertproblem fiir die ODE %cp(t) = 0 handelt. O

Definition 1.2.51. Sei ¢: I — M wie oben. Seien ty,t; € I. Die Abbildung

060 Eetto) = Ee(tr), po = w(t1),
wobei o(t) der horizontale Lift von ¢ mit ¢(tg) = o ist, heiit Paralleltransport langs c.

Bemerkung 1.2.52. (i) Der Paralleltransport stellt einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Fa-
sern des Vektorbiindels her. Beachte: Wie auch schon auf dem Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit,
ist der Paralleltransport ist abhéngig von der Kurve entlang derer verschoben wird.

(ii) Ist ¢ eine konstante Kurve, dann ist jeder horizontale Lift ein konstanter Schnitt entlang c.
(iii) Nach Picard-Lindelof hiangt der horizontale Lift auch glatt von den Anfangswerten ab.
Satz 1.2.53.

(i) |I§, +, ist eine lineare Abbildung.

(i) 1§, ¢, Eeto) = Eery) st ein Vektorraumisomorphismus. War der Zusammenhang metrisch, dann ist
dieser Isomorphismus sogar eine Isometrie.
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(@) ¢, 1, =I%, 4o - 6, ¢, - Insbesondere ist |7 , = Id.

Beweis. (i) Linearitat klar nach Linearitét von V.

(iii) Klar nach Beweis der Eindeutigkeit der Losung des AWP fiir horizontale Lifte.

(ii) Es ist eine lineare Abbildung zwischen gleich dimensionalen Vektorrdumen. Es reicht also Injektivitét
zu zeigen: Sei v € By, mit ||§ ;, (v) = 0. Dann ist v =7, , (0) = 0.

Ist der Zusammenhang metrisch, dann folgt isometrisch ganz analog zum Beweis im Fall des Levi-Civita

Zusammenhangs, vgl. [3, Satz I1.5.7]. O
Bemerkung 1.2.54. Insbesondere folgt aus dem letzten Satz: Betrachtet man eine Basis (eq,...,e,) von
Ep—c(to)- Dann ist (ey(t):= ||, ; e1,...,er(t):= ||f, , e-) wieder eine Basis von E ). Wir nennen dann
(e1(t),...,er(t)) einen parallelen Rahmen von E entlang c.

Satz 1.2.55. Fir ¢ € I'.(E) gilt

(

Man beachte, dass z(s):= [|S ; ¢(s) € B, fiir alle s und deshalb Lo IS w(s) = 4 %(s) als Differentiation
im festen Vektorraum E, ) sinnvoll ist.

c Vv c c* d c
S ogeblo) =) 5 V5 6lo) = oo s o)

Beweis. Sei eq(s),...,e.(s) eine Basis von E,). Sei (e1(t),...,e.(t)) der zugehdrige parallelen Rahmen
lings c. Sei p(t) = ¢/ (t)e;(t). Dann ist [|S, ¢(s) = ¢7(s)e;(t) und damit 4 S0 @(s) = &(s)e;(t).
Andererseits ist

T $)es6)) = 9 (5) es(6) +9 (s)ess) = 7 (s)es )

ot (7 (s)ej(s) = ¢ (s)e(t). O

. V
£ 0=-ls) =

Man kann damit aus der Paralleltransport auch den Zusammenhang wieder konstruieren:

Folgerung 1.2.56. Es gilt

t—to t— to

(Z.) 0=y L (00 =)
dt

fiir jeden Schnitt ¢ lings c.

Interpretation der Kriimmung mittels Paralleltransport.

Seipe M und f: U =[0,1]2 C R? — M eine glatte
Abbildung mit f(0) = p. Sei v: [0,1] — R? die Kurve
mit
(4t,0) t<1/4
) ) 1a<i<1)
TW=Y1—at,1) 1/2<t<3/4"
(0,1—4t)  3/4<t

Wir setzen c: [0,1)* = M, ¢,(t) = e(s,1) = f(s7(¢))-
Sei @o € Ep. Dann ist 2 |,—o || @o = 0 und f

82
@lszo 750 ¥o = 2R(u, v)po
Y
mit u = 8, f(0 € R?), v = 8, £(0), vgl. Ubungsaufga- sy
be 23. i 1]2
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Horizontaler Lift von Tangentialvektoren.

Definition 1.2.57. Sei v € T,,(M), 7(e) = z. Wir definieren v* € T, E durch X*(e):=%,(0) € T, E, wobei
e der horizontale Lift einer Kurve 7, : [0,1] — M mit v,(0) = z und 4,(0) = X (x) mit 3.(0) = e, vgl.
Satz 1.2.50, ist. Wir nennen v* den horizontalen Lift von v bzgl. (eines fest gewdhlten Zusammenhangs) V.

Wohldefiniertheit von v* folgt aus (I1.3), der Formel fiir ¥ ¢(t) in lokalen Koordinaten: Sei J.(t) =
@' (t)s;(y(t)). Dann muss

@7 () + ¢ (7" (T, (v(#)) = 0 fiir alle j (1.6)

sein. Nun bestimmt e die ¢*(0) und T (v(0)) und v die 4*(0). Also ist 7 (0) und damit v* schon durch e
und v eindeutig bestimmt.

Als néchstes wollen wir sehen, wie horizontale Lifte von ~ durch verschiedene Elemente der Faser 7~*(v(0))
zusammenhéngen. Wegen der Linearitit des Zusammenhangs, bzw. der Linearitit von (I1.6), erhalten wir
direkt Fx.e(t) = A - () fir A € K.

Anstatt einzelne Vektoren kann man auch ein ganzes Vektorfeld auf ein Vektorfeld auf £ liften:

Lemma 1.2.58. Sei X € X(M). Der horizontale Lift X*(e):=(X(w(e))* von X bzgl. V ist ein glattes
Vektorfeld auf E.

Beweis. Folgt aus glatter Abhéngigkeit der Losung von (I.3) von Anfangswerten und Koeffizienten. O
Lemma 1.2.59. Seien X,Y € X(M), f € C>*(M). Dann gilt:
(i) (FX+Y)" = (fom) X" +V™.
(ii) dem(X*(e)) = X(m(e)) und damit ist der vertikale Tangentialraum T, (Eyr () = kerd.m.
(iii) X*(A-e) =d.Sr\(X*(e)) =X X*(e), wobei Sx: E— E, e \-e, ist.”
Beweis. (i) folgt aus der Linearitdt des Zusammenhangs

(i) demr(X*(e)) = dem(7e(0)) = gle=0(m ©Fe) = Fle=07n(e) = X (m(e)).
(iii) folgt direkt aus Yx.c(t) = A - () O

Definition 1.2.60. Fiir e € E nennen wir die Menge
QCE::{U* SNIND) | v e TW(E)M}
horizontaler Tangentialraum an E in e bzgl. V.

Bemerkung I.2.61. (i) Wegen letztem Lemma ist Q.E = T ()M ein Untervektorraum und TcE =
T.E, & Q.F = E, ® Q.F. Die jeweiligen Projektion auf den horizontalen bzw. vertikalen Part
schreiben wir als hore: T.E — Q. FE bzw. vere: T.E — Er ().

(ii) Des weiteren ist die Abbildung e € E — Q.E € Gr,,,(TE) ein glatter Schnitt im Grassmannbiindel
Gr,,(TE) — E zum Vektorbiindel TE — E (m = dim M, vgl. Definition 1.1.2.7). Eine solche
Abbildung nennt man eine m-dimensionale Distribution von E.

(iii) Nach (iii) von oben gilt d.Sx(QE) = Q. E und damit auch very..d.S\ = Aver,.

Folgerung 1.2.62. Abbildungen X € X(M) — X* € X(E) mit den Eigenschaften aus Lemma 1.2.59 stehen
in 1:1 Beziehung zu Schnitten QF € T'(Gr,,(TE)), die mit einer direkten Zerlegung ToE = Qe E® T, Er ey =
QeE @ Erey kommen, fiir die very..deSx = Avere gilt.

Lemma 1.2.63. [X,Y]* = hor[X*, Y]

*Da S, faserweise linear ist, ist die Ableitung am Ende auch einfach nur Multiplikation mit A, allerdings dndert sich der
Definitions- und Wertebereich: de Sy : Te E — TheE. Aber oft werden diese Raume auch identifiziert.
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M

Abb. L.3.: Fiir ein ¢ € T'(U) (U € M) gilt Vo = 0 fiir alle X € X(U) genau dann, wenn T,,¢(U) =
Qu) L fiir alle x € U.

Beweis. Da auf beiden Seiten der Gleichung in jedem Punkt Elemente im horizontalen Tangentialraum
stehen, reicht es zu zeigen, dass dr([X*,Y™*]) = [X,Y] gilt. Sei f € C°°(M). Dann ist
(dr([X™,Y™]) (f)(7(e)) = dn(e) fdem([X™,Y](e)) = [X™, Y](f o 7)(e)
=X (Y (fom)(e)) =Y (X" (fom)(e))
Y*(f om)(€) = (o fdem(Y7(e)) *™ =7 dy f(Y (m(e)) = Y () o m(e)

XY (fom)) =dY(f))dr(X") =d(Y(f))(X om) = X(Y(f))om

dr([X*, Y](f) = [X, Y](f). O
Kommt man auch zuriick?

Beispiel 1.2.64. Sei F = M x R" — M ein triviales Vektorbiindel. Dann ist To F¥ = Th () M & R" und der
flache Zusammenhang entspricht genau dieser Zerlegung von T, E.

Lemma 1.2.65. Die Abbildungen X € ¥(M) — X* € X(E), die die Eigenschaften aus Lemma 1.2.59
erfillen, stehen in 1:1 Beziehung zu den affinen Zusammenhdngen auf E.

Beweis. Sei X € X(M) — X* € X(F) wie im Lemma gegeben und Q.FE die zugehorigen horizontalen
Tangentialrdume. Sei s € I'(E). Wir setzen:

dps Vers(p)

(Vs)(p): Ty,M = Ty B — Ep,

also (Vxs)(p) = very(y) (dps(X(p)))-
Wir rechnen nach, dass V ein affiner Zusammenhang ist: Linearitdt und Tensoriell in der ersten Komponente
folgt aus der Linearitdt der Projektion ver.. Weiterhin ist

(Va(f8))(p) — dpf(X(p))s(p) — f(P)(Vx35)(p)
= ver(ss)(p)dp(f$)(X(p)) — dpf(X(p))s(p) — f(p)vers(y)dps(X(p))
= verp(p)s(p) f (P)dps(X (p)) + veryp)s(p) dpf (X (p))s(p) —dp f(X (p))s(p) — f(p)vers()dps(X(p))
—_————
CEp =T (p)s(0) Er ETr (p)s(p) Ep

Bem. 7.2.61.i%1 und vers(p)s(p)=id auf Tr(p)sp) Ep

0.

Kommen die horizontalen Lifte X — X™* von einem Zusammenhang V, so ist dieser gleich ver o ds, da
der Zusammenhang lokal durch einen parallelen Rahmen eindeutig bestimmt ist und fiir Vs = 0 auch
verds = 0 gilt. O
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Horizontaler Lift X € X(M) — X* € X(F) Horizontale Tangentialrdume QF € I'(Gr,,(TE))

(fX+Y) =(fom)X*+Y~ QeE:={X"(e) | X € X(M)} TE=QE®TEre) = QcE® Er)
droX*=Xom — T mit Projektion ver.: Te B — Fr (.
X*(Ne) = deS\(X*(e))* - veryede Sy = Aver,

X*(e) := (dem: QeE — Tr(ey M)~ (X ((e)))

X*(e) = 7(0)
mit Vs )% (t) =0
Yr(e)(0) = X(m(e)) affiner Zusammenhang V: X(M) x I'(E) — I'(E)
lin. in beiden Argumenten
Vixs= fVxs
Vx(fs)=fVxs+df(X)s

(Vzs)(p):=verypdys(X(p))

Ys(t) =0 (s € T,(E))

= [If, 1, 8(t1) = s(t2) Vxsi = (wa)l(X)s5

Paralleltransport ||{ ;. : Eet) — Eey) lok. Zusammenhangseinsformen w, € Q'(U,, gl(r,K))
zu off. Uberd. {U,}, lok. Rahmen s¢ von E|y,, Ubergangsfkt. pias

Wp = HzaWalifa + Hzadipa

Abb. 1.4.: Aquivalente Beschreibungen von affinen Zusammenhingen auf einem K-Vektorbiindel 7: £ — M vom Rang r und dim M = m.

1€

*Sx: E— E, e \-e, ist die faserweise skalare Multiplikation.
fDazu muss man erst einmal Paralleltransport unabhéngig von einem Zusammenhang definieren - dazu fithrt [2] den Begriff Paralleltransportabbildung ein.
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1. Biindeltheorie

1.2.7.1. Vom Tangential- zum Repérebiindel

Vorl. 12 Sei M™ eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei

GL(M, z):={vy = (v1,...,Vm) | Vs ist Basis in T, M} und GL(M):= |_| GL(M, ).
zeM
Wir setzen m: GL(M) — M, v, € GL(M,x) — x.
Seien ¢, lokale Trivialisierungen von 7'M und pg die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Da Calromr: TeM —

{z} x R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, gibt es einen Vektorraumisomorphismus A, (z): T, M — R™
mit 0, (v) = (z, Ao (2)v). Dann ist pag(z) = Ag(z)Aa(z) ™! € GL,(R).

Wir setzen
Fo: ™ (Ua) = | | GL(M,2) = Uq x Gl (R)
xeUq
Ve = W1, s VUm) = (2, An(x)(V1,. .- VUm)) .
Es ist

¢ © Pa (v € UaNUs, B € Gl(R)) = (2, ptap(2)(B)).

Dies bestimmt nach Satz I.1.15 die Topologie und glatte Struktur von GL(M) und macht es zu einem
Faserbiindel mit Strukturgruppe Gl,,,(R) — das sogenannte Repérebiindel oder auch Rahmenbiindel von
M. Aber wir haben hier sogar mehr: Da die Ubergangsfunktionen die gleichen wie von T'M sind, gilt
tap(z) € Gl (R) C Diff(Gl,, (R)).

Beachte: GL(M) ist i.A. kein Vektorbiindel, da es i.A. keine globalen Basisfelder auf M und damit tiberhaupt
keine Schnitte gibt.
Ganz analog kénnen wir aus einem Vektorbiindel £ vom Rang r mittels

GL(E,z):={v, = (v1,...,V) | vy ist Basis von F, und GL(E):= |_| GL(E, z)
zeM

und die analogen Definitionen fiir 7 und ¢, das Faserbiindel GL(E) mit Faser und Strukturgruppe Gl,(R).
Haben wir allerdings eine Biindelmetrik A auf F (im Falle von TM z.B. eine Riemannsche Metrik) kénnen
wir auch folgendes Faserbiindel definieren

O(E,z):={vy = (v1,...,v,) | vy ist orthonormale Basis von E,} und O(FE):= |_| O(E,x)
zeM

Aus einer lokalen Trivialisierung ¢, von E koénnen wir auch immer eine machen, fiir die eine Orthonor-
malbasis f; bzgl. h auf die Standardbasis e; des R" abgebildet wird, indem man @4:=(id x Fy) o ¢, mit
F,(As(z) fi):=e; setzt. Fiir eine solche Trivialisierung haben die Ubergangsfunktionen pi,5(z) sogar Werte
in O(r) (fur reelle Vektorbiindel) bzw. U(r) (fiir komplexe Vektorbiindel), da Orthonormalbasen wieder
auf Orthonormalbasen abgebildet werden miissen. D.h. obige Konstruktion liefert lokale Trivialisierungen

Bo: T (Ua) = | | OM,2) = Uy x O(r)
zeUq
Ve = 1,...,vp) = (2, Fy 0 Ap(z) (11, ...y 1r)) .

und damit ist O(F) — M ein Faserbiindel mit Fasertyp und Strukturgruppe O(r).
Im Falle eines orientierten reellen Vektorbiindels F erhélt man analog

GLy(E,z):={vy = (v1,...,vy) | Vs ist positiv orientierte Basis von E,} und GL, (E):= |_| GL(E, z)
reM

ein Faserbiindel mit Fasertyp und Strukturgruppe Gl, 4 (R):={A € Gl,.(R)|det A > 0} oder im Falle eines
orientierten Vektorbiindels £ mit Biindelmetrik

SO(E,x):={v, = (v1,...,v,) | vz ist positiv orientierte Orthonormalbasis von E,}

und SO(E):=| ], GL(E, x) ein Faserbiindel mit Fasertyp und Strukturgruppe SO(r) bzw. SU(r).
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1.3. Hauptfaserbiindel

1.3. Hauptfaserbiindel

1.3.1. Definition

Definition 1.3.1. Ein (G-)Hauptfaserbindel ist ein Faserbiindel 7: E — M, dessen Fasertyp eine Liegruppe
G ist und fiir welches es lokale Trivialisierungen gibt, deren Ubergangsfunktionen Werte in G' annehmen.
Dabei wird G mittels g — (Ly: h +— g-h) als Teilmenge von Diff(G) verstanden. Solche Ubergangsfunktionen
nennen wir dann G-Kozykel.

Bemerkung 1.3.2. Es wird nicht gefordert, dass fiir jede Wahl von lokalen Trivialisierungen, die Uber-
gangsfunktionen Werte in G annehmen.

Bemerkung 1.3.3. Seien ¢, lokale Trivialisierungen des Hauptfaserbiindels, deren Ubergangsfunktionen
Werte in G annehmen. Wir definieren ¥: G X E — E, (g,¢e) — ¥(g,e) =: e - g durch

(9€Geen({z}) S (Ua) "B (g, (@, 1) = (2.1 g) = o3 (w, hg). (L.7)
Wohldefiniertheit folgt, da dies als Rechtswirkung mit der Linkswirkung von pag(z) kommutiert.
Mit letzter Bemerkung findet man dquivalente Definitionen eines G-Hauptfaserbiindels:

Satz 1.3.4. Sei G eine Liegruppe und m: E — M eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) m: E — M ist ein G-Hauptfaserbiindel.

(2) Es gibt eine glatte Rechtswirkung G x E — E, (g,€) — e- g und G-dquivariante lokale Trivialisierungen
(d.h. es gibt eine offene Uberdeckung U, von M und Diffeomorphismen pq: m~*(Uy) — Uy x G mit
pri oo =7 und pu(e - g) = @a(e) - g fir alle e € 7= 1(U,) und g € G, wobei G auf U, x G mittels
(x,h) - g = (z,hg) wirkt.)

(8) FEs gibt eine glatte Rechtswirkung G X E — E, (g,e) — e - g, die fasertreu® und einfach-transitiv auf
den Fasern ' ist, und fiir alle o eine offene Uberdeckung U, von M und lokale Schnitte U, — E.

Beweis. (1) — (2) Mit der Rechtswirkung aus (I.7) sind die ¢, nach Konstruktion dann direkt G-
adquivariant.

(2) — (1) Es bleibt nur die Ubergangsfunktionen zu berechnen: Es ist @5 o o (2, h) = (z, pas(x)(h)) mit
pas(z): G — G. Wegen der G-Aquivarianz folgt yiqp()(hg) = pap(x)(h)-g und damit pas(z) = L, (2)(e)-
(2) — (3) Fasertreu und einfach-transitiv auf den Fasern folgt, da diese Eigenschaften fiir die Wirkung auf
U, x G gelten, und aus der G-Aquivarianz der lokalen Trivialisierungen. Lokale Schnitte erhilt man z.B.
durch z € Uy = 1 (2,1 € G).

(3) — (2) Aus den lokalen Schnitten s4: Uy, — E wollen wir uns geeignete lokale Trivialisierungen bauen -
wir definieren die Inversen

VYo: (x,9) €Uy X G+ so(x) - g € 71 (Uy).

Die v, sind glatt. Aus fasertreu und einfach-transitiv auf den Fasern folgt insbesondere, dass 7~ !(m(e)) =
{e-g | g € G} und 1, ein G-dquivarianter Diffeomorphismus ist. Damit sind ¢,:=1_ " die gesuchte lokalen
Trivialisierungen. O

Beispiel 1.3.5. Sei G eine Liegruppe und M eine Mannigfaltigkeit.
(i) Das triviale Faserbiindel pry: G x M — M ist ein G-Hauptfaserbiindel.

(ii) Ist 7: E — M ein G-Hauptfaserbiindel und f: M’ — M glatt. Dann ist f*E ein G-Hauptfaserbiindel
iiber M’, vgl. Abschnitt 1.1.2.6 fiir die Konstruktion der Ubergangsfunktionen fiir f*E.

*= bildet Fasern auf Fasern ab
t= Fiir alle € M und alle e, e’ € 7~ () gibt es genau ein g € G mit e- g = ¢’
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(iii) Eine (universelle) Uberlagerung einer Mannigfaltigkeit M ist eine (einfach-zusammenhingende)
Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer stetigen surjektiven Abbildung 7: M — M, so dass es fiir
alle p € M eine offene Umgebung U von p gibt fiir die 771(U) eine Vereinigung disjunkter offener
Mengen in M ist und jede dieser offenen Mengen durch m homéomorph auf U abgebildet wird.
Universelle Uberlagerungen kénnen als G-Hauptfaserbiindel aufgefasst werden, wobei G = 7 (M) die
Fundamentalgruppe* ist, vgl. Ubungsaufgabe 26.

(iv) Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G, dann ist 7: G — G/H nach Satz A.2.4
und Folgerung A.2.6 ein Faserbiindel mit Fasertyp H, lokale Schnitte s: U, — G und lokalen
Trivialisierungen ¢(g € Uy)) = (9H,s(gH)™'g) € U}y x H. Weiterhin wirkt H von rechts auf G, diese
Wirkung respektiert die Fasern von 7: G — G/H und auf jeder Faser 7~ !(gH) diese Wirkung ist
einfach-transitiv (da fiir h € H, ghy, ghs € 7= 1(gH) ist ghih = ghs genau dann, wenn h = hflhg
ist). Zusammen mit Satz 1.3.4 ist 7: G — G/H damit ein H-Hauptfaserbiindel. Alternativ kann man
auch direkt iiberpriifen, dass die Ubergangsfunktionen zu obigen Trivialisierungen in H landen.

(v) Sei G x E — FE eine freie und eigentliche Rechtswirkung. Dann ist M := E/G versehen mit der
glatten Struktur aus Satz A.2.13 eine Mannigfaltigkeit, die kanonische Projektion w: E — M eine
Submersion und 7: F — M ein G-Hauptfaserbiindel.

Andererseits sind alle G-Hauptfaserbiindel von dieser Form: Freiheit der Wirkung ist klar. Es bleibt also
zu zeigen, dass die Wirkung auch eigentlich ist. Betrachten wir also die Abbildung v: G x ' — E X F,
(g,€) = (e-g,e). Sei K ein Kompaktum von E x E. Sei (g;,e;) € t~1(K). Dann ist (e; - gi,e;) € K
und es gibt Teilfolgen e;; bzw. e;, - g;; die in E wegen der Kompaktheit von K konvergieren gegen
ein e bzw. f. Sei z = w(e). Dann ist x = 7(f). Sei p: 7= 1(U) — U x G eine G-iquivariante lokale
Trivialisierung von E mit 2 € U. Dann ist fiir j groB genug e;,, e;, - g;, € 7 1(U), d.h. e, = (3, hi,)
und e;; - g;; = @(zij,hgj). Da e;; = e = ¢(x,h), geht 2;;, — = in M und h;; — h in G. Analog
h;J — b/ mit f = @(x, h'). Wegen der G-Aquivarianz von ¢ ist h;j = hy, - gi; und damit konvergiert
gi; gegen h=1h in G und +~*(K) ist kompakt.

Definition 1.3.6. Zwei G-Hauptfaserbiindel 7: E — M und #: E — M heiBen isomorph, falls es einen
G-dquivarianten’ Diffeomorphismus f: E — E mit 7 o f = 7 gibt. Die Menge der Isomorphieklassen von
G-Hauptfaserbiindel iiber M bezeichnen wir mit Pring(M).

Sind E = E und 7 = 7 mit zwei verschiedenen G-Wirkungen isomorph, so nennt man den Isomorphismus
einen vertikalen Automorphismus® Die Menge der vertikalen Automorphismen bezeichnen wir mit Auty; (E).

Sind zwei G-Hauptfaserbiindel isomorph (als G-Hauptfaserbiindel), dann sind sie auch als Faserbiindel
isomorph. Andererseits konnen zwei G-Hauptfaserbiindel als Faserbiindel isomorph sein, aber nicht als
G-Hauptfaserbiindel, vgl. Ubungsaufgabe 27.

Satz 1.3.7. Fin Hauptfaserbiindel ist genau dann trivial, wenn es einen globalen Schnitt besitzt.

Beweis. Sei m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel. Ist F trivial, dann gibt es einen Hauptfaserbiindelisomor-
phismus f: GXxM — E und mit s(z) = f(1, x) einen globalen Schnitt in E. Gibt es umgekehrt einen globalen
Schnitt in E. Dann definiert f: G x M — E, (x,g) — s(x) - g einen Hauptfaserbiindelisomorphismus. [

Beispiel 1.3.8. (i) Das Hopfbiindel ist nicht trivial, da sonst S® diffeomorph zu S! x S? sein miisste.

(ii) Sei m: E — M ein G-Hauptfaserbiindel. Dann ist 7*F — FE trivial: Es ist 7*E = {(e,€’) €
E x E|7(e) =mn(e)} und damit ist e € E — (e, e) € 7*E ein globaler Schnitt.

*Sei 29 € M. Dann ist 71 (M, x0):={y: S* =[0,1]/(0 ~ 1) = M | v(0) = z0}/(Homotopie) die Fundamentalgruppe von
M in zg. Das ist wirklich eine Gruppe mit der Hintereinanderausfiihrung zweier Kurven ~, vgl. [5, Kap. VIII §5]. Ist M
zusammenhéangend, sind 71 (M, zg) zu verschiedenen zg isomorph und deshalb schreibt man zumeist nur w1 (M).

T G-aquivariant bezieht sich auf die Rechtswirkung aus (I.7), also f(e-g) = f(e) - g fir alle g € G, e € E.

tDas ’vertikal’ steht hier nur dabei, da viele Quellen bei Isomorphismen von Biindeln auch Diffeomorphismen auf M
zulassen und nicht nur die Identitdt wie bei uns. Deshalb sind bei uns Automorphismen automatisch vertikal (auf M die
Identitit), wogegen es sonst extra gefordert werden muss.
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Wir wollen als néchstes vertikale Automorphismen charakterisieren: Wir betrachten dazu G als rechte
G-Mannigfaltigkeit mit der Konjugationswirkung: (g,h) — h~'gh. Sei Hom®(E,G) die Menge der G-
dquivarianten Abbildungen u: E — G, also alle Abbildungen u mit w(¥(h,e)) = h~lu(e)h fir h € G und
e € E. Mit der punktweisen Multiplikation ist HomG(E , G) eine Gruppe:

abgeschlossen:  (uv)(¢(h,e)) = u(y(h,e))v(h(h,e)) = hu(e)hh ™ v(e)h = A~ (uv)(e)h
Einselement: ec E— 1€ G

Inverses zu u: u ':e€ E s u(e)_1 eG
Lemma I1.3.9.
(i) Firue Hom®(E,G) definiert f,(e):=¥(u(e),e) einen vertikalen Automorphismus von E.
(ii) Die Abbildung u € Hom®(E,G) — f, € Auty(E) ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. (i) f,-1 ist das Inverse zu f,. Damit ist f, ein Diffeomorphismus. Es bleibt die Aquivarianz:
_ Rechtsw.
Fu(W(h,€)) = W(u(T(h,e)), ®(h,e)) = T(h~ u(e)h, U(h,e)) =™ (h, U(u(e),e)) = U(h, fu(e)).

(ii) Gruppenmorphismus klar. Injektivitat folgt, da die Gruppenwirkung ¥ frei ist. Surjektivitat: Sei
f € Autp(E) und p € M. Dann liegen f(p) und p in der gleichen Faser und es gibt ein u(p) € G mit
f(p) = (u(p), p). Dies definiert eine Abbildung u: E — G. Es bleibt zu zeigen, dass u € Hom® (E, G) gilt,
dann folgt Surjektivitdt mit f = fy:

U(u(e)h, e) = W(h, ¥(ule),e)) = W(h, fe)) = f(U(h,e)) = W(u(¥(h,e)), U(h,e)) = V(hu(T(h,e)),e)
Da die Wirkung frei ist, folgt u(e)h = hu(¥(h,e)). O

Wir erinnern uns, dass sowohl Faserbiindel als auch Vektorbiindel aus ihren Ubergangsfunktionen wieder
rekonstruiert werden konnten. Das gleiche gilt fiir Hauptfaserbiindel:

Satz 1.3.10. (Hauptfaserbiindelversion von Satz 1.1.8) Sei {Uy}o eine offene Uberdeckung von M. Seien
Hap: UaNUg — G glatte Abbildungen, die die Kozykelbedingung erfillen. Dann gibt es (bis auf Isomorphie)
ein eindeutiges G-Hauptfaserbiindel, welches diese popg als Ubergangsfunktionen hat.

Satz 1.3.11. (Hauptfaserbindelversion von Folgerung I.1.13) Seien E; — M, i = 0,1, G-Hauptfaserbindel,
lokalen Trivialisierungen ¢!, und Ubergangsfunktionen ,uiaﬂ: U,NUg — G. Fiir alle o, 8 seien die ”35
und uiﬁ homotope Abbildungen mit Homotopie uflﬁ: UaNUg — G, so dass zu jeder Zeit t € [0,1] die
Kozykelbedingung erfillt ist. Dann sind Fy und Ey isomorph.

Folgerung 1.8.12. Sei H eine Lieuntergruppe von G, so dass es eine Homotopieiquivalenz F: G x [0,1] 2
(9,t) — Fi(g):=F(g,t) € G von H nach G gibt, so dass F; fir alle t ein Gruppenhomomorphismus ist.
Dann ist Pring(M) = Pring (M).

Beweisskizze. Seien nun .5 die Ubergangsfunktionen eines G-Hauptfaserbiindels F iiber M. Wir setzen
ul, g = Fi o plap. Dann ist nach letztem Satz E isomorph zum G-Hauptfaserbiindel mit Ubergangsfunk-

tionen ,u(llﬂ = Fropas: UaoNUsg = H C G. Zu diesen gehort aber auch ein eindeutig bestimmten
H-Hauptfaserbiindel. O

Beispiel 1.3.13. H = O(n) C G = Gl,(R). Wir wihlen F,(g) = (1 — t 4 t|det g~!|%)g. Wegen 1 —t +
t| det g|~# > 0, bildet F; auch wirklich nach Gl,,(R) ab. Also ist Pringy,, (r) (M) = Pring ) (M).

1.3.2. Vom Repére-Biindel zuriick zum Tangentialbiindel — Assoziierte Biindel

In Abschnitt 1.2.7.1 haben wir aus dem Tangentialbiindel 7'M bzw. einem Vektorbiindel vom Rang r, das
Repérebiindel GL(M) bzw. das Faserbiindel GL(E), jeweils ein GL,,(R)-Hauptfaserbiindel, konstruiert.
Nun wollen wir sehen, wie man zuriickkommt:
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Sei GL,,(R) x R™ — R™ die definierende Darstellung von GL,,(R), also p = id: GL,,(R) — GL,,(R). Auf
der Menge GL(M) x R™ betrachten wir die GL,,(R)-Wirkung

((s1,---,8m) € GL(M,z),y = (y",...,y™) €R™) - g:=((51,-- -, 5m) - 9, p(9™ ")y))

und setzen
E:=(GL(M) x R™)/GL,,(R) mit #: E — M, [(s,y)] — 7(s).

Die Abbildung
f+ (GL(M) x R™)/GL,,(R) - TM, [(sl, ceySm), Y = (yl, .. 7ym)] —yls;

erfiillt 7 o f = 7 und ist bijektiv.

Dies ist ein allgemeines Konstruktionsprinzip:

Sei m: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und sei p: G x F' — F eine Linkswirkung auf einer Mannigfaltigkeit
F. Auf dem Produkt P x F' haben wir mittels

(p.v) - g:=(p-g.p(g~")v)

eine G-Rechtswirkung. Da die G-Wirkung auf P schon frei ist, ist auch diese G-Wirkung auf P x F' frei.
Es bezeichne

E=(PxF)/G=:Px,F
den zugehérigen Quotientenraum (versehen mit der Quotiententopologie), [(p,v)] die Aquivalenzklasse von

(p,v) und
#: E = M, [(p,v)] = 7(p)

die zugehorige Projektion.
Satz 1.3.14. 7: E — M ist ein Faserbindel mit Fasertyp F' — das zu P und p assoziierte Faserbiindel

Beweisskizze. Da P ein G-Hauptfaserbiindel ist, gibt es G-dquivariante lokale Trivialisierungen

Vo1 T HUy) = Uq x G, prs (1(p), ¥a(p)).

Seien piag: Uy N Uz — G die zugehérigen Ubergangsfunktionen. Wir setzen

Go: 7N UL) = Uy x F
[(p;v)] = (7(p), Yalp) - V).

Es ist #71(z) — F, [p,v] = ¥4 (p) - v eine Bijektion und macht damit 7#~!(z) zu einer Mannigfaltigkeit
(man iiberpriift, dass die glatte Struktur unabhéngig von der Wahl von « ist). Damit ist ¢ |7-1(4): [(p,v)] €
771 (x) = {x} x F glatt und die Ubergangsfunktionen sind fiqs: Uy N Ug — Diff(F), & +— L, _, (), und
erfiillen damit die Kozykelbedingung. Nach dem Biindeltrivialisierungslemma 1.1.15 folgt die Behauptung.

O

Satz 1.3.15. Wir sind in obiger Situation. Sei weiterhin V:=F ein r-dimensionaler Vektorraum und
p: G xV =V eine Darstellung. Dann ist das assoziierte Biindel P x, V ein Vektorbiindel vom Rang r.

Beweisskizze. Wir versehen die Fasern von P x, V mit einer Vektorraumstruktur, indem wir fordern, dass
fir p € P die Abbildungen ¢p,: V = P %, V, v+ [(p,v)], linear und damit Vektorraumisomorphismen sind.
Damit dies wohldefinierte Vektorraumstrukturen auf den Fasern E, gibt, ist zu zeigen, dass fir £, = E}
die Abbildung ¢, genau dann linear ist, wenn ¢, linear ist. Wegen E, = E, gibt esein g € Gmit p-g =p'.
Es gilt

r=pg(v) = (P~ 9,0)] = [(p, p(9)0)] = 1, © p(g)v.
Da die pgy Vektorraumisomorphismen sind, folgt die obige Behauptung und wir haben die Fasern mit einer
Vektorraumstruktur ausgestattet.
Man zeigt dann noch, dass die Abbildungen pry o pq|g, : 7 (p) — V fiir alle @ und p € 771(U,) linear
sind.

O
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Folgerung 1.3.16. Die Isomorphieklassen von GL,.(K)-Hauptfaserbindeln tiber einer Mannigfaltigkeit M
stehen in 1 : 1 Beziehung zu Isomorphieklassen von zu GL,.(K)-Hauptfaserbindeln und p: GL,(K)xK" — K"
assoziierten Vektorbindeln iber M wvon Rang r (hier isomorph als Vektorbiindel) und damit ins 1 : 1
Beziehung zu Vektorbindeln M vom Rang r.

Beweis. Sei E — M ein Vektorbiindel vom Rang 7. Dann haben wir E — GL(E) — GL(E) x,K". Da E
und GL(E) x, K" die gleichen Ubergangsfunktionen haben, sind sie isomorph. O

1.3.3. Exkurs: Cech-Kohomologie

Wir betrachten die Hauptfaserbiindelversion von Satz 1.1.9:

Satz 1.3.17. Gegeben zwei G-Hauptfaserbiindel E, E' iiber M. Zu einer gegebenen Uberdeckung 4:={Uy, }q
von M seien die Ubergangsfunktionen pinz bzw. M;,B*' Dann sind die G-Hauptfaserbiindel genau dann
isomorph (als G-Hauptfaserbiindel), falls es glatte Funktionen hy, € C®(Uy, G) mit

traphp = hating auf Uy NU3. (L8)
Insbesondere ist das Hauptfaserbindel E trivial, wenn paz = hahg1 fiir geeignete hg, gilt.

Wir betrachten eine Familie von h = {h,} als "Cech’ 0-Kokette mit Koeffizienten in G und eine Familie
p={ap: UsNUs — G}ap als 'Cech’ 1-Kokette mit Koeffizienten in G. Das heiit Ubergangsfunktion p,s
bilden eine 1-Kokette, der die Kozykelbedingung erfiillt. Wir sagen zwei 1-Koketten fi43, /‘/a,e sind genau
dann dgquivalent oder kohomolog, wenn es eine 0-Kokette gibt, so dass (I1.8) erfullt ist.

Die Menge aller Aquivalenzklassen von Ubergangsfunktionen, also 1-Kozyklen, die die Kokettenbedingung
erfiillen, bezeichnen wir mir mit H L(4; ). Nach Konstruktion repriisentiert diese Menge die Isomorphie-
klassen von Vektorbiindeln iiber M vom Rang r, welche iiber den offenen Mengen von 4l trivialisiert werden
konnen.

Sei (%, ¢) eine Verfeinerung von 4, d.h. 9 ist eine offene Uberdeckung von M und ¢: 0 — $hmit V C (V) fiir
alle V € 9. Durch Einschrinkung der Kozyklen erhalten wir eine Abbildung roy: H'(4; G) — H'(T; G).
Man kann zeigen, dass diese Abbildung unabhéngig von der Wahl von ¢ ist und dass rogg = royy gy fur
eine Folge von Verfeinerungen 20 — U — U gilt.

Nun koénnen wir den direkten Limes nehmen

HY(M;G):=limH*(L; G).
—

Nun représentiert diese Menge die Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindeln iiber M. Sind alle U, € i
zusammenziehbar. Dann ist H'(M;G) = H'(4; G).

Ganz analog kann man sehen, dass H'(M; Gl,.(K)) bijektiv zur Menge der K-Vektorbiindel iiber M vom
Rang r ist.

Aus einer 0-Kokette h kann man durch (dih)ag = hahg1 einen 1-Kokette machen. 1-Kokette p fiir die es
einen 0-Kokette h mit u = dih gibt, nenn man Korand.

Man kann die Definitionen zu 2-Koketten & = (£apy: Ua NUs NUy — G)apy mit (daft)apy:=frysl5absa
erweitern. D.h. dop = 0 ist dquivalent zu unserer Kozykelbedingung.

Insgesamt erhalten wir so aber keine exakte Sequenz 0 4030 {h} & {n} i {&} ..., denn ist G nicht abelsch,
ist der Randoperator d von oben i.A. kein Gruppenhomomorphismus und damit ker dy bzw. im dj, keine
Untergruppen. Insbesondere kann d?h = dj1dph = 1 nur fiir abelsche Gruppen garantiert werden.

Ist G abelsch, gibt die Definition H k(4; G):=ker dj,1 /im dy Gruppen, die k-te C-Kohomologiegruppe von
M mit Koeflizienten in G.

Im Allgemeinen? Da dy = 0 ist, spielt das fiir H° keine Rolle und wir haben H°(4;G) = kerd; und
sehen h € kerd; genau dann, wenn h,, = hg auf U, N Ug gilt. Damit kénnen wir H°(4; G) mit C>=(M, G)
identifizieren.

*Wir nehmen bei Hauptfaserbtindel immer implizit an, dass wir die lokalen Trivialisierungen immer schon so gewahlt
haben, dass die Ubergangsfunktionen in G abbilden.
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Passt auch unser H! von oben in diesen Rahmen? Ist G nicht abelsch, ist weder ker ds noch imd; eine
Gruppe. Aber die 0-Koketten wirken auf den 1-Koketten

(h t)as = hattashs .

Man rechnet nach, dass diese Wirkung die Kozykelbedingung erhilt, damit ist H LU G) = kerdy/ ~, wobei
~ obige Wirkung ist. Ist GG nicht abelsch, dann ist H Y(M;@G) jedoch keine Gruppe. Es ist nur eine Menge,
die aber ein ausgezeichnetes Element besitzt (eine punktierte Menge) — das triviale Vektorbiindel vom
Rang r.
Zusammenhang zur singuliiren Kohomologie: Ist G abelsch* und diskret, dann ist H*(M;G) einfach die
erste Cech-Kohomologie von M mit Koeffizienten in G. Insbesondere ist H Y(M;G) dann eine Gruppe
und stimmt mit der singuldren Kohomologiegruppe Hsling(M ,G) tberein. Nur abelsch reicht nicht: Fiir
K = R, C (mit der kontinuierlichen Topologie!) ist H*(M,K) = 0 fiir alle M und i > 0 ([4, Thm. 2.11.1
und Thm. 2.11.2] fiir garbentheoretische Argumente - folgt im Prinzip, da R und C eine Zerlegung der
Eins erlauben.)

Folg 1.3.16 Bsp 7.3.13 .
Beispiel 1.3.18. Vecy(M) =  Pringy,@®)(M) &  Pringayag, (M) = HY(M,Z,) = H,,
(Die Zo-Hauptfaserbiindel iiber M entsprechen den zweifachen Uberlagerungen von M.)
Insbesondere ist Vec(S') = Hsling(S 1 Zy) = Zy — das sind die Isomorphieklassen des trivialen Biindels

und des M&biusbandes, vgl. Ubungsaufgabe 5. In diesem Falle kann man auch H Y(M, Zs) = Zsy auch direkt
ausrechnen, haben wir sogar schon in Beispiel 1.1.14.

(MaZ2)

Was aber immer noch gilt (mit dem gleichen Beweis wie in der standard Cech-Kohomologietheorie [4,
Chapter 1.§2]):

Ist 1 = K 5 G5 G — 1 eine exakte Folge von topologischen Gruppen, dann gibt es eine exakte Folge
von punktierten Mengen:

{+} = HOM; K) 5 HO(M;G) &5 HO(M; Gy — H'(M; K) > H'(M;G) & H (M;G").
Beispiel 1.3.19. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0=-2Z—-CZEC —o.

Da alles abelsche Gruppen sind, gibt das eine exakte Sequenz in Kohomologietheorie. Mit H {(M,C) = 0 folgt,
dass H'(M;C* = G1,(C)) — H*(M;Z) = HZ,,,(M;Z) ein Isomorphismus ist. Damit ist die Menge der Iso-
morphieklassen von komplexen Geradenbiindeln (bzw. der Isomorphieklassen von Gl; (C)-Hauptfaserbiindel)
iiber M, zu HZ ,(M;Z) isomorph.

sing

Ist M = S', dann ist H3,,(S";Z) = 0 und alle komplexen Geradenbiindel iiber S* sind trivial (Es gibt
also insbesondere keine ’komplexe Variante’ des Mobiusbandes).

Ist M = S?, dann ist Hszing(Sg; Z) = Z und es sind genau die komplexen Geradenbiindel aus Ubungsaufgabe 6.
Dort (zusammen mit der FuBnote) haben wir direkt gesehen, dass H'(S?,C*) = Z.

Ist M = S™ fiir n > 2, dann ist Hs%ng(S’”;Z) = 0. D.h. auch hier sind alle komplexen Geradenbiindel
iber S™, n > 2, trivial. Das kann man auch direkt mit dem Kriterium fiir die Clutchingfunktionen

(Vect(S™) =2 [S™~1, G141 (C) = C*]) in Abschnitt 1.2.2.7 ablesen.
Beispiel 1.3.20. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0—+Z—-R—S" =0

Da alles abelsche Gruppen SiI}d, gibt das eine exakte Sequenz in Kohomologietheorie. Mit H ‘(M,R)=0
folgt, dass ¢y : HY(M;SY) — H*(M;Z) = H%,,(M;Z) ein Isomorphismus ist - die sogenannte erste Chern

sing

*Jede kompakte zusammenhingende abelsche Liegruppe ist ein Torus. Fordert man nur kompakt und abelsch, erhélt man
auch noch Produkte von Tori mit diskreten abelschen Gruppen.Bei fehlender Kompaktheit kann man noch Produkte mit R™
bilden.

TVersehen mit der diskreten Topologie erhilt man Hi(M,K) = HY 1o (M,K). Der Unterschied liegt in der Menge der

erlaubten Abbildungen U C M — K. Bei der diskreten Topologie sind stetige Abbildungen automatisch lokal konstant.
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Klasse. Insbesondere sehen wir, dass Pring: (M) = H3,,(M;Z) ist.

Ist M = S?, dann ist Pring: (5%) = HZ (5% Z) = Z. Man kann zeigen, dass der Erzeuger das Hopfbiindel
ist, [10, Kapitel 3.5].

1.3.4. Reduktionen/Lifte von Hauptfaserbiindeln

Definition 1.3.21. Sei 7p: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und A\: H — G ein Liegruppenmorphismus.
Eine A-Transformation von P besteht aus einem H-Hauptfaserbiindel 7g: @ — M und einer glatten
Abbildung f: Q — P mit mp o f = mg und f(q-h) = f(q) - A(h). Fiir eine Lieuntergruppe H C G und A
die Inklusion, nennt man @ auch H-Reduktion von P. Fir X\ surjektiv nennt man ) eher einen (H-)Lift
von P.

Wir nennen zwei A-Transformationen (Q, f), bzw. (Q’, f') von P dquivalent, wenn es einen H-Hauptfaserbiindel-
isomorphismus ¢: Q — Q' mit f'op = f.

Beispiel 1.3.22. Reduktionen des Repérebiindels GL(M):

Fiir die Wahl einer Riemannschen Metrik auf M™ haben wir in Abschnitt 1.2.7.1 das O(m)-Hauptfaserbiindel
O(M):=0O(T M) konstruiert. Fiir die Inklusionen O(m) C Gl,,(R) und f: O(M) — GL(M) ist O(M) eine
O(m)-Reduktion von GL(M). Die O(m)-Hauptfaserbindel O(M); zu zwei verschiedenen Riemannschen
Metriken g; auf M ein dquivalente Reduktionen (Wéhle p: O(M); — O(M), faserweise die Gram-Schmidt
Orthonormalisierung bzgl. go.)

Ist M orientierbar, dann kénnen wir sogar GL (M) wie in Abschnitt 1.2.7.1 definieren und dann GL (M)
eine Gly(R™)-Reduktion von GL(M). Weifl man andererseits, dass fiir eine Mannigfaltigkeit M eine
Gly (R™)-Reduktion (@, f) von GL(M) gibt, dann ist M schon orientierbar: Als erstes sehen wir, dass
aus f(q-h) = f(q) - h folgt, dass f injektiv ist. D.h. wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f: Q@ — GL(M) die
Inklusion ist. Wir nennen eine Basis v von T, M positiv orientiert, falls v € Gl; (M, x). Das definiert eine
Orientierung auf M.

Im allgemeinen fithrt eine Zusatzstruktur auf M oder dem Vektorbiindel E, wie Biindelmetrik und Orientie-
rung, zu einer Reduktion von GL(M). Nicht alle Zusatzstrukturen existieren auf allen Mannigfaltigkeiten
oder Biindeln (z.B. Orientierung). Dann wird diese Biindelreduktionen nicht immer existieren. Untersu-
chungen der Existenz der Biindelreduktion fithren (falls solche Strukturen nicht immer existieren) dann zu
topologischen Obstruktionen fiir die jeweilige Struktur.

Ahnlich ist es bei der Existenz von Liften:

Beispiel 1.3.23. Fir n > 3 hat SO(n) immer Fundamentalgruppe Z, (Beweis siehe [8, Lem. 1.4]).
Die universelle Uberlagerung nennen wir Spin(n). Das ist nach Konstruktion erst einmal nur eine Man-
nigfaltigkeit besitzt aber auch eine Gruppenstruktur, die die Projektion Spin(n) — SO(n) zu einem
Liegruppenmorphismus macht.*

Am Beispiel n = 3: Wir identifizieren die Standardsphéire S mit der Gruppe der Quaternionen vom Betrag 1
und SO(3) sei die spezielle orthogonale Gruppe die auf span{i, j, k} = R3 wirkt. Sei p: S* x span{i, j, k} —
span{i, j,k}, p(p)qg = pgp~* (Multiplikation als Quaternionen). Dann ist p(p) ein Element in SO(3), vgl.
Ubungsaufgabe 30. Damit ist p: S — SO(3) ein surjektiver Gruppenmorphismus und eine zweifache
Uberlagerung. Also ist Spin(3) = SU(2).

Hat man eine orientierte Mannigfaltigkeit M™, dann gibt es dazu ein SO(m)-Hauptfaserbiindel SO(M):=
SO(TM), vgl. Abschnitt 1.2.7.1. Gibt es einen Lift von SO(M) bzgl. der zweifachen Uberlagerung
A: Spin(m) — SO(m), so nennt man die Mannigfaltigkeit spin und die Wahl eines solchen Liftes nennt
man Spinstruktur von M.

* Das folgt aus:

Satz 1.3.24. Sei G eine Liegruppe und p: G — G die universelle Uberlagerung. Wihlt man e € p~ (1 € G), dann
besitzt L eine eindeutige Gruppenstruktur mit e als neutrales Element, die L zu einer Liegruppe macht und p zu einem
Liegruppenmorphismus.

Beweisskizze. Sei m: G X G — G die Gruppenmultiplikation in G. Sei f: G x G — G definiert durch f=mo (13 x p). Da

GxG einfach zusammenhéingend ist, gibt es einen eindeutigen Lift f:GxG— Gvon f,dh. pof=f mit fle,e) =e.
Dieses f definiert die gesuchte Gruppenstruktur auf G. O
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Satz 1.3.25. FEin G-Hauptfaserbiindel w: P — M ist genau dann auf die abgeschossene Untergruppe
H C G reduzierbar, wenn das assoziierte Faserbindel P xyG/H mit {: (g,kH) € GxG/H — gkH € G/H
einen globalen Schnitt besitzt.

Beweis. Ubungsaufgabe 31 O

Satz 1.3.26. Sei \: H — G ein Liegruppenmorphismus und p: G — GIV') eine Darstellung von G. Sei
w: P — M ein G-Hauptfaserbiindel und (Q, f) ein A-Transformation von P. Dann sind die assoziierten
Vektorbiindel P x, V und Q X,x V isomorph.

Beweis. Wir setzen
U:Qxp V= Px,V, [(g,0)] = [(f(g),v)].
Wohldefiniertheit folgt aus:

U([(gh, pA(h)M0)]) = [(f(ah), p(A(R) ™M )] = [(£(a) - A(R), p(A(R)"H)v)] = [(f(a), v)] = ¥([(g,v)])-

Linear und fasertreu ist klar.
Injektivitdt: Sei ¥([(¢,v)]) = ¥([(¢’,v")]) fiir ¢,¢’ € Q. und v,v’ € V. Dann gibt es h € H mit ¢’ = ¢ - h.
Damit ist f(¢’) = f(q) - A(h) und

U([(q',0")]) = ¥([(g,v)]) = [(f(@),0)] = [(f(@) - (), p(A(R) 1) 0)] = [((d), p(A(R) ™).

Da die H-Wirkung frei auf den Fasern von @ ist, muss v = p(A(h)~!)v und damit [(¢/,v)] = [(q -
A(h), p(A(h)~H)v)] = [(q, v)] gelten.

Surjektivitat: Sei [(p,v)] € P x, V mit p € P,. Wir wahlen ¢ € Q.. Da die G-Wirkung auf P einfach
transitiv ist, gibt es ein g € G mit f(q) = p- g. Damit ist

([(q, p(g~ o)) = [(£(@), plg™ " )0)] = [(p- 9, (g~ ")v)] = [(p,v)].
Glattheit von ¥ und ¥~! sieht man direkt in den Biindelkarten aus Satz 1.3.14. O

Beispiel 1.3.27. Sei E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r und p die definierte Darstellung von
Gl-(R). Sei ¢: O(r) — Gl1,-(R) die Inklusion. Nach Abschnitt 1.2.7.1 haben wir das Gl,.(R)-Hauptfaserbiindel
GL(E) und zu einer Biindelmetrik ein O(r)-Hauptfaserbiindel O(E) konstruiert. Nun ist GL(E) x, R" =
E=0(E) x, R".

1.3.5. Zusammenhidnge auf Hauptfaserbiindeln
1.3.5.1. Motivation

In Abschnitt I.2.7.1 haben wir aus einem reellem Vektorbiindel 7: E — M vom Rang r das Gl,(R)-
Hauptfaserbiindel GL(E) konstruiert. Wir nehmen nun einen affinen Zusammenhang V¥ auf E. Gibt es
einen natiirlichen Weg dazu einen ’Zusammenhang’ auf GL(F) zu konstruieren bzw. gibt es eine gute
Zusammenhangsdefinition auf GL(E)?

Ganz naiv — auf einem formalen Level — kénnte man sagen der Zusammenhang auf F ist eine Abbildung
X(M) xT'(E) — I'(E). Aber I'(GL(E)) ist oft leer, z.B. ist I'(GL(M)) nur dann nicht leer, wenn das
Tangentialbiindel trivial ist. Aber das bildet nur ein formales Level des Zusammenhangs ab.

Der Zusammenhang auf E kommt immer mit einem Paralleltransport, vgl. Abschnitt 1.2.7.

Da es lokal auch in GL(E) Schnitte gibt und die einfach aus einer (lokalen) Basis von Schnitten auf E
bestehen. Konnen wir einfach einen (lokalen) Paralleltransport auf P:=GL(FE) definieren, in dem wir jedes
Basiselement einzeln mittels transportieren:

Sei p € P,. Dann ist p = (p1,...,pm) mit p; € E,. Sei ¢: I — M eine Kurve mit ¢(0) = z. Dann haben
wir auf F einen Paralleltransport ||8’t, womit wir jedes p; entlang ¢ transportieren konnen. Wir definieren

p):= 15, == (l6.c P, - - 15,0 Pm) -

Da Hg,t: E.—c0) = Ec1) ein Vektorraumisomorphismus ist, vgl. Satz 1.2.53 und p eine Basis von E, ist, ist
5.6 P € Peqry und damit [|§, p ein Paralleltransport auf P.
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Auf Seite 29 haben wir gesehen, 4 |,_o(p;(t):= ||§, pi) € T}, E nur von ¢(0) € T, M aber nicht der konkreten
Wahl von ¢ abhéngt. Damit gilt das auch fiir %|t:0p(t) und wir erhalten den entsprechenden horizontalen
Lift X € X(M) — X* € X(P) fir unser Hauptfaserbtindel. Die Linearitdt des horizontalen Lifts und
dpm(X*(p)) = X (n(p)) tbertragt sich einfach von Lemma 1.2.59 - nur die dritte Eigenschaft (Kompatibilitét
mit skalarer Multiplikation auf den Fasern von E) muss ersetzt werden durch die entsprechende Operation
auf P - die Gruppenoperation ersetzt werden: (Zur Unterscheidung bezeichnen wir den horizontalen Lift
auf E mit X und den auf P noch immer mit X*)

A A

X(p-g)=X"(p1-9,--spr-9)=(XP1-9),...,X(r-g)

. P R . T
Y (R (py) ge X)) 9) = XE0) g U 2 d Ry (X ()

Hierbei wird die Linearitit des Zusammenhangs V¥ bzw. (1.6) genutzt um wie auf Seite 1.2.59 die

Kompatibilitdt des Liftes mit der Rechtswirkung der Gl,.(K) zu folgern.

Analog erhalt man auch die horizontalen Tangentialrdume Q,P:={X*(p) | X € X(M)} C T,,P mit der

vertikalen und horizontalen Projektionsabbildung und aus Bemerkung 1.2.61 wird d,Ry(QpP) = Qp.¢P.

Da Vx(s=(s1,-.-,8m)):=(Vxs1,..., Vx8m) zumindest lokal noch sinnvoll ist, haben wir die gleichen

lokalen Zusammenhangseinsformen w € Q! (U, gl(r, K) mit den gleichen Transformationsformeln wie in (I.4)

(da die Ubergangsfunktionen von E und P = GL(E) iibereinstimmen).

Wir werden noch sehen, dass man auf dem Hauptfaserbiindel aus den lokalen Zusammenhangseinsform

immer eine globale Zusammenhangsform w € Q' (P, g) definieren kann.

1.3.5.2. (Aquivalente) Definitionen fiir Zusammenhénge

Definition 1.3.28. Ein Zusammenhang auf dem G-Hauptfaserbiindel m: P — M™ ist ein glatter Schnitt
Q@ in Gr,,(TP) (dem Grassmannbiindel zu TP — P, vgl. 1.1.2.7) Q: p € P — Q,P € Gr,,(T,P), so
dass T,P = Q,P & T,,(P,) gilt und so dass @ rechtsinvariant ist, d.h., fur alle ¢ € G und p € P gilt
dgR(QpP) = Qp.gP. Wir nennen Q, P einen horizontalen Tangentialraum an P inp € P und T,(P,) C T, P
den wertikalen Tangentialraum an P in u € P. Die Projektionen auf die einzelnen Komponenten von 1, P
bezeichnen wir mit ver: T, P — T,(Pr(,)) und hor: T, P — Q,P

Lemma 1.3.29. (i) T,(Pr(p)) = kerdyn

(ii) Fir X € g sei X € X(P) definiert durch X (p):=2%|—o(p - ezp(tX)) € Tp(Pr(p)) (X heifit von X
erzeugtes fundamentales Vektorfeld.) Es gilt

dg¥,(X(9)) = X(,(9));
wobei ¥: G x P — P die Rechtswirkung auf P ist.

(iii) g — {fundamentale Vektorfelder auf P}, X — X € X(P), ist ein linearer Isomorphismus* (insbeson-
dere ist {fundamentale Vektorfelder auf P} C X(P) ein Untervektorraum,).

(iv) Tp(Pr() = {X(p) | X € g}

Beweis. (i) Es ist 7~!(z) = P, und die Behauptung folgt aus dem Satz vom reguliren Wert, vgl. auch [3,

(I.1)].

(if) dg W, (X (9) "= dgWpd1 Ly(X(1)) = Ll1=0W, 0 Ly(exptX) = Lli—o(p- g) - exptX = X(p- g)

(iii) Linearitét folgt aus (ii) und der Linearitat von d,¥,. Surjektivitét ist klar nach Konstruktion. Es ist noch
die Injektivitit zu zeigen: Sei X = 0. Nach Definition ist y(t) = p - exp(tX) Losung von #(t) = X (y(t)) mit
Anfangswert v(0) = p. Wegen Eindeutigkeit der Losung dieses Anfangswertproblems, vgl. Ubungsaufgabe 15,
ist y(t) wegen X = 0 konstant gleich p und damit ist p - exp(tX) konstant in ¢t. Da die Wirkung von G frei
ist und exp in einer Umgebung der Null ein Diffeomorphismus aufs Bild ist, folgt X = 0.

(iv) Mit (i) und

; d d
dpym(X(p)) = @\t:oﬂp -exptX) = %|t:077(p) =0

—_—
*sogar ein Liealgebrenisomorphismus, dazu muss man nur [X,Y] = [X, Y] nachrechnen (dabei benutzt man wieder (ii))
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folgt {X(p) | X € g} C T(Pr(p))- Da beides Vektorraume von gleicher Dimension sind, folgt die Gleichheit.
O

Haben wir einen Zusammenhang () auf P gegeben, definieren wir w,(X(p) +Y) = X fir X € g und
Y € Q,P. Das definiert ein w € Q' (P, g) und man kann nachrechnen, dass

(i) Riw = Ad(g™!) ow fiir alle g € G, d.h. wy.4(dpRy(Z))) = Ad(g~")(wp(Z)) fiir alle p € P und
Z € T,P.

(i) w(X) = X fur alle X € g (Erst einmal ist w(X) € C*(M,g), d.h. die rechte Seite der Gleichung ist
als konstante Funktion mit Wert X aufzufassen.)

gilt, vgl. Ubungsaufgabe 33.

Wie muss man die Wirkung von Ad(g~!) hier verstehen? Nach Definition A.1.19 ist Ad: G — Gl(g),
g — (Ry-1 o Ly),. Haben wir eine Basis a; von g, dann ist w = w' ® a; fir ' € Q'(P). D.h. wir
verstehen die Wirkung von Ad(g~!) auf w € Q'(P;g) (und analog fiir alle anderen Operationen auf
g) hier immer so, dass er nur auf den Liealgebrateil wirkt — also Ad(¢~Hw(X) = w!(X)Ad(g71)(a;).
Analog wirken Operationen, die standardméfBig auf Differentialformen definiert sind, auf liealgebrawertigen
Differentialformen, in dem Sie nur auf die w’ wirken.

Definition 1.3.30. Ein Element w € Q!(P;g), fiir welches die beiden obigen Bedingungen gelten, nennt
man Zusammenhangsform dem G-Hauptfaserbiindel 7: P — M. Die Menge der Zusammenhangsformen
auf P bezeichnen wir mit A(P).

Die Bedingungen (i) und (ii) bleiben unter Addition und skalarer Multiplikation erhalten, damit ist A(P)
ein affiner Raum (aber kein Vektorraum, da w = 0 keine Zusammenhangseinsform ist).
Andersherum gehort zu einer Zusammenhangseinsform auch wieder ein Zusammenhang:

Satz 1.3.31. Sein: P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Sei w € QY(P;g) eine Zusammenhangsform auf P.
Dann definiert
u € P — QuP:=ker w,

einen Zusammenhang auf P. Insbesondere ist die Abbildung invers zur obigen Zuordnung Q +— w.

Beweis. Ubungsaufgabe 33. 0

Beispiel 1.3.32. Wir betrachten das Hopfbiindel S® — S2. Das ist ein S! = U(1)-Hauptfaserbiindel und
damit g = iR. Sei p € S C C? und sei (.,.) das reelle Standardskalarprodukt auf C? = R*. Dann ist
wp(Y € T,8% C R*Y) :=i(Y,ip) ein Zusammenhang auf dem Hopfbiindel, vgl. Ubungsaufgabe 37.

Die Zusammenhangsform w steht in engem Zusammenhang zu den Zusammenhangseinsformen, die wir
schon kennen.

Satz 1.3.33. Seien so: Uy, — P lokale Schnitte von P zu einer offenen Uberdeckung U,. Wir setzen
Wo = shw € Q1 (U, g). Dann ist

wa = Ad(p 5 )ws + dL,-1dpiap”

Sind umgekehrt zu einer offenen Uberdeckung U, und lokalen Schwitten so: Uy — P Einsformen w, €
O (Ua, ), die obige Transformationsformel erfiillen, gegeben. Dann gibt es eine Zusammenhangseinsform
w e QYP,g) mit w, = siw.

Beweisskizze. Flr die Berechnung der Transformation von w,, benutzen wir

d —_—

Zplt=0(@(t) - g(t)) = daRg(p(0)) + dg L+ (9(0))(x - g) (1.9)

*Im Fall von Matrixgruppen, also g C gl(r, K) ist das genau die Formel (1.4), die wir fiir die lokalen Zusammenhangsformen
von Vektorbiindeln gesehen haben.

42



1.3. Hauptfaserbiindel

vgl. Ubungsaufgabe 33.ii. Sei u € U,NUg, X € T,,M und ~ eine Kurve durch v(0) = » und %(0) = X. Dann
gilt (mit sa(z) = 5" (,1) = 5" 0 (s 09" )(@,1) = 95 (2, pap(@)) = 95 (¢, D pap (@) = 55(2)prap(x))
d d
dusa(X) = Zl=035a(7(t)) = Zli=0 (55(7(1)) - ap(1(2)))

(1.9) ~
= sy () Rpuos () (dusp(X)) + Y (sp(u) - pap(u))

mit Y = duaﬁ(u)LMuB(u)’l(du:u‘Oé,B(X)) und damit

wa(X) = (55w)(X) = ws, (u) (dusa(X))

= W () | Do) Rt () (dus5(X)) + Y (55(1) - prags(w))
=sq(u)

= Ad(pas () ™ )Ws, (u)pas ()15 (w) (dusp (X)) + Y

= Ad(ap(u) ™ Hws(X) + dus () Lyt (w)-1 (duttas (X))

Sind die w, wie oben gegeben. Fiir u € U, haben wir mit p = s, (u)

TpP - Tp(Pu) EB dsoz(TuM)a

d.h. ein Vektor in T, P setzt sich zusammen als Y (p) + ds,(X) fir ein Y € g und X € T,,M. Wir definieren
wp: TP — g durch w, (Y (p) + dsa(X)) = wa(X) +Y und wy.,:=Ad(g7")w,. Damit ist w fiir alle 71 (U,,)
definiert. Man rechnet nach, dass w eine Zusammenhangseinsform auf 7—*(U,) — U, definiert und diese
unabhéngig von « ist. O

Ganz analog erhélt man:

Satz 1.3.34. Sei ¥ € Auty;(P). Dann gibt es nach Lemma 1.3.9.% gibt es ein g € Hom®(P;G) mit
Y(u) = u-g(u) fir alle w € P. Dann ist

(ﬁ*w)u = Ad(g(u)fl)wu + dg(u)Lg(u)*l dyg.

Bemerkung 1.3.35. Insbesondere zeigen die letzten beiden Sétze, dass die Riickrichtung {wq }o mit den
Transformationsformeln wird wieder zu w zusammengesetzt, ist nur eindeutig, wenn die lokalen Schnitte
Sq vorgegeben sind und dann ist sfw = w,. Hat man ¢ € Aut;(P), so sind auch ¥ o s, lokale Schnitte
und obige Konstruktion wiirde die w, zu ¥*w zusammenbauen. Das ist nicht verwunderlich, da die pqs
das Hauptfaserbiindel und damit auch die Zusammenhangseinsform nur bis auf vertikale Isomorphismen
eindeutig bestimmt.

Seien nun w,® € Q' (P, g) zwei Zusammenhangseinsformen und w,,, @, die zugehorigen lokalen Zusammen-
hangseinsformen zu lokalen Schnitten s, : U, — P. Dann gilt

wg — g = Adﬂgal 0 (Wo — Wa)-

Wir betrachten das assoziierte Biindel P x o4 g (das sogenannte adjungierte Biindel). Sei X € X(M). Dann
ist [(Sa, (Wa — @a)(X)] ein lokaler Schnitt in P X aq g. Auf U, NUpg gilt nun

[(s8, (wg — @p)(X)] = [(SaﬂﬁmAdME; (Wa = @a)(X)] = [(sa, (wa — @a)(X)].

Also definieren die [(Sq, (Wa — @a)(X)] einen wohldefinierten globalen Schnitt von P xaq g. Setzen wir
[(Sa, (Wa —@a)](X):=[(Sa, (Wa —@a)(X)] haben wir eine wohldefinierte Einsform mit Werten in P X pq49, also
ein Element in T'(T*M ® (P X aq g)). Wir haben also gesehen, dass w — @ als Element in Q'(M; P xaq9) =
I(T*M & (P X aq g) aufgefasst werden kann. Andersherum liefert diese Konstruktion zu jedem Element
n € QL(M; P xaq g) aus einer Zusammenhangseinsform w ein neue Zusammenhangseinsform &: Lokal
haben wir 74, (X) = [(54, 22X)] fiir 22X : U, — g. Definieren wir 2z, (X):=z2X haben wir z, € Q'(U,,g). Wir
setzen Wo, = wq + 2Zo. Die analogen Transformationsformeln wie oben (insbesondere ist zg = Adugi Za)

zeigen, dass die @, einen wohldefinierten Zusammenhang @ € Q!(P;g) definieren.
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E~ GL(F)=:P — Was ist ein Zusammenhang auf P?
Horizontaler Lift X € X(M) — X* € X(P) Horizontale Tangentialrdume QP € I'(Gr,,(TP))
(fX+Y) =(fom) X +Y~ QeP={X"(e) | X € X(M)} TP =QpP ®TyPr(p) = QeP ® Pr(pe)

droX*=Xonm —_— T mit Projektion ver,: T, P — Pr(
\—/

X*(e) = (deﬂ': QeP — T‘rr(e)M)_l(X(ﬂ-(e)))

oLIo9yjropuneg ‘1

veryde Sy = Aver,

lin. Strukt. auf £ ~ Gruppenwirk. auf P
Umschreiben der jeweiligen Bedingungen, vgl. Seite 41

X*(€) i= 4(0)
mit Vs 1)e(t)
Yr(e)(0) = X (m(e))

P hat i.A. nur lok. Schnitte

) x T(E) — I(E)

affiner Zusammenhang V: X(M
lin. in beiden Argumenten (Vas)(z):=very(gydys(X (1))
Vixs= fVxs lokal

Vx(fs)=fVxs+df(X

Ts(t) =0 (s €Te(E))

Vs = (wa)!(X)s§

= [I71 4, 8(t1) = s(t2)

Paralleltransport || .. : Eeu) — Ecy) lok. Zusammenhangge;lrtltsgormen Wy € VO(n 8 gl(r,K))

zu off. Uberd. {U,}, lok. Rahmeﬁ—veﬂ—éhj Ubergangsfkt. s

ok fiir Matrixgruppen, also g C gl(r, K) M\prg = ugawauga + Mgad/lﬁa

(sonst vgl. Satz 1.3.33)

Abb. 1.5.: Wie kann man das verstehen? Das unterliegende 'Bild’ in schwarz ist die Ubersicht {iber dquivalente Beschreibungen von Zusammenhéngen
eines Vektorbiindels von Seite 31. Das farbliche behandelt die Frage, wie man die Definitionen anpassen kann/muss, um einen Zusammenhang
auf dem Hauptfaserbiindel GI(E) (und spéter allgemein auf Hauptfaserbiindel) zu definieren. Leitidee ist dabei das Bild links unten.
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Horizontaler Lift X € X(M) — X* € X(P) Horizontale Tangentialraume QP € I'(Gr,,(TP))

(FX +Y)" = (fomX" +V* QeP={X"(c) | X € X(M)} TyP = QpP & Ty Prp) = QP @ Priye)
droX*=Xom — T mit Projektion ver,: T, P — P,
X*(p-g) = dpRy(X*(p)) _ QpgP = dpRy(QpP)

X*(e) :==(dem: Qe P — Tw(e)M)fl(X(W(e)))

Zusammenhangseinsform w: Q!(P; g)
wX)=X
Riw=Ad(g "w

QpP = kerw,

Wa = Spw

beachte Bem. 1.3.35

lok. Zusammenhangseinsformen w,, € Q'(U,, g)
zu off. Uberd. {U,}, lok. Schnitt s, von P|y,, Ubergangsfkt.
wg = Ad(/,bgi)wa + dLHl;ld/Jﬁa

Abb. 1.6.: Aquivalente Zusammenhangsbegriffe fiir G-Hauptfaserbiindel P — M. Wihrend fiir Vektorbiindel die Beschreibung als affiner Zusammenhang
meistens in Verwendung ist, ist es fir Hauptfaserbiindel meistens die Zusammenhangseinsform.

Hap
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Vorl. 18

1. Biindeltheorie

Wir haben also gesehen:

Lemma 1.3.36. Die Menge A(P) der Zusammenhangseinsformen auf P — M steht in 1:1 Beziehung mit
QYM; P xaq9). Insbesondere erhdlt diese Abbildung die affine Struktur auf A(P) und A(P) ist damit ein
affiner Raum iiber dem Vektorraum QY (M; P x aq g) (und damit insbesondere unendlich-dimensional).

Bemerkung 1.3.37. (Induzierter Zusammenhang auf dem assoziierten Vektorbiindel) Sei E:=P x,V ein zu
G-Hauptfaserbiindel P und zu p: G — GI(V) assoziiertes Vektorbiindel. Sei w eine Zusammenhangseinsform
auf P. Dann definiert (kommt spéter)

Vx[(s(u), v(w))]:=[s(w), X (v)() + pu(s"w(X))o(u)]

einen Zusammenhang auf F, vgl. Ubungsaufgabe 35.

1.3.6. Kriimmung

Da die lokalen Zusammenhangseinsformen eines Hauptfaserbiindels sich wie die eines Vektorbiindels, vgl.
(I.4), verhalten, kénnen wir die lokalen Kriimmungsformen Q,, mittels der Strukturgleichung aus Satz 1.2.46
definieren:

Qpi=dwe + wa A Wa,
wobei wir fiir n =7’ ® a; € Q¥(U;g), k = k' ® a; € Q(U; g) mit a; Basis von g, n° € Q¥(U), 7 € QY(U)

1 . .
nA n::inZ A K [ag, a;] (1.10)

und dn:=dn’ ® a;.* Dann ist insbesondere fiir n € Q1 (U, g)
dn(X,Y):=X(n(Y)) =Y (n(X)) — n([X,Y]) (1.11)

(dabei ist n(Y) € C*°(M,g) und X(n(Y)) = X(n'(Y) ® a;) = X (n*(Y)) ® a; ), weil diese Formel schon auf
dem Level der Differentialformen richtig ist, vgl. Tabelle 1.3, und

2 AN(X,Y) = (' (X)n’ (V) = (X)n' (V)i a5]
L a0 (X (V) a0
=2[n"(X)as, n’ (V)ag] = 2[n(X), n(Y)].
AuBerdem gilt mit analogem Beweis wie fiir (I.5) die Transformationsformel
05 = Ad(j15.)0%.

Fir Hauptfaserbiindel kommen die w, aber sogar von einer globalen Zusammenhangsform w, = siw.
Damit ist

Do = d(siw) + (shw) A (shw) = sk (dw + w A w)

(vgl. Tabelle 1.3 fiir die Eigenschaften des Pullbacks) und wir kénnen auch eine globale Kriitmmungsform
Qi=dw +w Aw € Q%(P,g) definieren. Dann erhilt man ganz analog zur Transformationsformel der lokalen
Kriimmungseinsformen, dass fiir ein ¢ € Autys(P) und eine Zusammenhangseinsform w € Q(P;g) die
Kriimmungsform Q7" zu 9*w gleich Ad(g~")Q¥ ist, wobei ¢ € Hom®(P; G) mit 9(p) = p - g(p) ist.

Satz 1.3.38. Es ist Q(X,Y) = dw(hor(X), hor(Y)). |

*Fiir we € QY(U, gl(r,K)) haben wir der Strukturgleichung erst mal Sinn gegeben, in dem wir es erst einmal nur als
Kurzschreibweise fiir die jeweilige Gleichung in den einzelnen Eintrégen von gl(r, K) gegeben haben, vgl. Satz 1.2.46. Fir
N,k € Q1(U) und damit jedem Eintrag von Q' (U, gl(r,K)) ist (I.10) richtig. Deshalb nehmen wir (I.10) hier als Definition und
man muss noch zusétzlich nachrechnen, dass es unabhéngig der Basiswahl von g ist.

TOft wird so die Kriimmung auf Hauptfaserbiindel ad-hoc definiert und daraus die Strukturgleichung abgeleitet.
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1.3. Hauptfaserbiindel

Beweis. Es ist X = ver(X) 4 hor(X) und nach Satz 1.3.31 w(hor(X)) = 0. Ist Y € T}, Py(,, dann gibt es
fiir ein Z € g ein fundamentales Vektorfeld Z mit Y = Z(p).
Damit haben wir insgesamt:

wAw(X,hor(Y)) =0~ Q(X,hor(Y)) = dw(hor(X), hor(Y))

dw(2,0) "2 Z(w(0)) - T(w(2)) - w((Z

Hier haben wir verwendet, dass U € g als Funktion M — g konstant und deshalb Z(U) = 0 gilt. AuBerdem

~ o~ T ~— ~
haben wir fiir die vorletzte Zeile verwendet, dass [Z,U]| = [Z,U] gilt. Das folgt aus Z = (¥,).(2), vgl.
Lemma 1.3.29.ii, und das (¥, ). mit der Lieklammer kommutiert.

dw(Z,hor(Y)) = —hor(Y)w(Z) — w([Z, hor(Y)])
= —hor(Y)(Z) — w([Z,hor(Y)])
(

©0 ~ (dw+wAw)(Z,hor(Y)) = 0 = Q(Z, hor(Y))

Fiir die Gleichheit (*) haben wir benutzt, dass [Z,hor(Y)] wieder ein horizontales Vektorfeld ist, vgl.
Ubungsaufgabe 36 O

Definition 1.3.39. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit gegebenen Zusammenhang. Wir definieren
D: QF(P;g) = QFL(P;g) durch Dn(Xy,..., Xpy1) = dn(hor(Xy),..., hor(Xyy1)), wobei dn wie auch
(I.11) auch mittels der Formel fiir reellwertige Differentialformen aus Tabelle 1.3 definiert ist.

In dieser Notation ist z.B. 2 = Dw.
Lemma 1.8.40. (Bianchi-Identitit) DY =0
Beweis. Folgt sofort aus der Definition von D mit w(hor(X)) = 0 und [hor(X), hor(Y)] = hor([X,Y]). O

Auch fiir die Kriimmung fiir Vektorbiindel und dem D aus Definition 1.2.44 gilt DF = 0, vgl. Ubungsaufga-
be 34

Definition 1.3.41. Sei ein Zusammenhang w auf dem G-Hauptfaserbiindel P — M gegeben. Wir bezeich-

nen mit Qﬁor(P; g) die Menge der horizontalen k-Formen auf P mit Werten in g. Dies sei die Menge aller

n € QF(P;g) fiir die gilt:
(i) Fur p € P, X; € T, P und mindestens ein X; ein vertikaler Vektor gilt n,(X1,...,X;) = 0.
(ii) Ryn = Ad(g1) on.

Beispiel 1.3.42. w &€ O . (P;g), da zwar (ii) aber nicht (i) erfiillt ist. Aber es ist Q € Q2 (P;g): (i) ist
erfillt nach Satz 1.3.38. (ii) folgt mit den Rechnungen aus folgendem Satz.

Satz 1.3.43. Die Finschrinkung des Differentials D aus Definition 1.5.39 ergibt die Abbildung
D: Q5,,(P;g) = Q41 (Pig)
und fiir n € QF, (P;g) gilt
Dn = dn+ ad(w) An, (1.12)
wobei (ad(w) An)(X1,..., Xps1):=(—1) " adw(X))n(X1,..., Xi, ..., Xpp1) ist.

Insbesondere liefert (I.12) eine explizitere Formel fiir D).
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1. Biindeltheorie

Beweis. Als erstes wollen wir nachrechnen, dass D(n € QF (P;g)) € QFF1(P;g) gilt. Die Bedingung

hor

(i) aus der Definition von Qf_(P;g) ist direkt nach Konstruktion erfiillt. Es bleibt (ii) zu zeigen: Es
,\/

gilt d,Ry(X(p)) = Ad(g~')X(p), vel. Ubungsaufgabe 36. D.h. insbesondere, dass dR, eines vertikalen
Vektors wieder ein vertikaler Vektor ist. Damit haben wir hor dR,(X) = hor (dRy(hor X) + dRy(verX)) =
dR,(hor X) und

(R:Dn)(X1, .., Xpy1) = Dn(dRy(X1), ..., dRy(Xp11)) = dn(hor dRy(X1), ..., hor dRy(Xy11))
= dn(dRy(hor X1),...,dRy(hor Xj11))
= (Rydn)(hor Xy, ... hor Xj 1)

= (dRyn)(hor Xy, ..., hor Xj11)

= (d(Ad(g™") o)) (hor X1, ..., hor Xp41)

= ((Ad(g™ ") odn)(hor X1, ..., hor Xj41)

= (Ad(g ) o Dn)(X1,..., X1s1).

Es bleibt noch (I.12) nachzurechnen:

Sind alle X; horizontal, dann ist Dn = dn nach Definition 1.3.39 und w(X;) = 0. Also gilt in diesem
Fall (L.12).

Sind mindestens zwei der X; vertikal, dann ist (ad(w) An)(X1,..., Xg+1) =0 und Dn(Xy,..., Xk41) =0
nach Definition. In diesem Fall miissen wir also noch nachrechnen, dass auch dn(Xy,..., Xp4+1) = 0 ist:

Nach Tabelle 1.2 gilt:

(X1, ... Xes1) = (=1 X (n(. .. +Z D (X, Xel, X1y, Xy Xoy ooy Xig1).
—,_/

=0 da min ein Vektor vertikal i<t

Auch in der zweiten Summe ist immer mindestens ein Vektor vertikal, da die Lieklammer zweier vertikaler
Vektoren wieder einen vertikalen Vektor liefert und damit ist in diesem Falle dn = 0.

Der verbleibende Fall ist nun genau eines der X; ist vertikal. O.B.d.A. sei X; = Y vertikal. Dann sind
X;=Z; firi > 1 und Z; € X(M). Dann ist wieder Dy = 0 und wir haben

ad(w) An) (X1, ..., Xpq1)=ad(w(X1))n(Xz, ..., Xiy1)

(dpn)(Xl(p)v e 7Xk+1(p)) = ?(n(ng ey ZI:Jrl))(p) + ( )Z+1 ([Y ZZ] Z;v sy ZVZ7 ceey Z;+1)(p)
——
=0 vgl. UA 36
i  |t=0Mpexp(ev) (22 (p - exp(tY)), ..., Zi11 (p - exp(tY)))

rechtsinv. der horiz. Vek

dt ‘t 07p- exp(tY)(d Rexp(tY)(ZQ( )) . 7dpReXp(tY) (Zl:+1(p)))

d * * *
= %‘tZO(Rexp(tY)n)PZQ (p)7 ceey Zk+1(p))

= %\t:o(Ad(exp(—tY)) oN)pZs (D) Ziyi1(p))

= Ad.(=Y) np(Z3(p), - Zi41 (D))
=—ad(Y)
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1.4. Klassische Yang-Mills-Theorie

1.4. Klassische Yang-Mills-Theorie

1.4.1. Klassische Elektrodynamik
Wir fangen bei der klassischen Elektrodynamik an. Wie in Beispiel 1.2.32 haben wir die Maxwellgleichungen

10B
th = ———
ro c Ot
divB =0
10F 4w
tB=—— + —7
ro c Ot + c J
divE = 4mp.

Wir fassen nun die B- und E-Felder in der Matrix

0 El/C EQ/C E3/C
po_|0 0 =B B
o 0 0 -B

0 0 0 0

zusammen und setzen F = F},,dz" A dz” € Q*(R*). Dann lassen sich die Maxwellgleichungen umschreiben
zu (wir haben einfach 47 = ¢ = 1 gesetzt).

dF =0 (das sind die beiden oberen Maxwellgleichungen)
xdx F =]

mit j = pdt + jidx' + jodx? + jzdz® (Der Hodge-Stern ist hier bzgl. der Minkowskimetrik auf R*). Schriinken
wir uns auf den Vakuumfall ein, bleibt noch

dF =0 0F:=—*dxF =0.

Wir sehen, dass aus der ersten Gleichung lokal (und auf R*) immer die Existenz eines A € Q(R*) mit
F = dA folgt. Ein solches A nennt man (Vektor-)Potential. Schreibt man auch die zweite Gleichung mit
Hilfe des Potentials muss man statt der obigen Maxwellgleichungen nur noch eine Gleichung

0dA =0

16sen. Diese ist hochgradig unterbestimmt — 16st A die Gleichung, dann auch A + dy, fiir ein ¢: R* — R.
Das nennt man FEichfreiheit. Will man diese Gleichung losen, fiihrt man zumeist eine zweite Gleichung
ein, die diese Unterbestimmtheit aufhebt. Das nennt man Fichfizierung. Sehr beliebt im Kontext der
Elektrodynamik ist die Lorenz-Eichung 6A = 0, dann ist §dA = (6d + d§) A = 0" und man hat eine
T
'schéne’ hyperbolische Gleichung (Wellengleichung). Man muss sich bei einer Eichfixierung immer tiberlegen,
dass man dadurch keine Losung verliert. Normalerweise iiberlegt man sich das, in dem man zeigt, dass
man aus einer beliebigen Losungen so umeichen kann (hier addieren eines dyp), dass die resultierende
Losung die Eichfixierung erfiillt. T Wir mochte eine Losung der Maxwellgleichungen also F € Q2(U, R) bzw.
A € QYU,R) als Kriimmung bzw. Zusammenhang eines geeigneten G-Hauptfaserbiindels P — U C R*
interpretieren. Lokale Zusammenhangseinsformen sind Elemente aus Q'(U, g). Wir wollen g = iR (das
i ist nicht so wichtig), also w, = iA4 als Losung. Dann ist da iR abelsch ist, wo A wy, = 0 und damit
die lokale Kriimmungsform gegeben durch Q, = idA € Q2(U,iR). Bzgl. eines anderen lokalen Schnitten
¢p: U — R? fiihrt, da iR abelsch ist, zur gleichen lokalen Kriimmungsform Q5 = , und zur lokalen
Kriimmungseinsform wg = wq + ,ugid,uga =iA+ ,uE;duBa). D.h. die Eichfreiheit von oben entspricht

*Der d’Alembert O ist einfach die Notation fiir den Laplaceoperator auf dem Minkowskiraum (oder allgemeiner auf
Lorentzmannigfaltigkeiten).

TEs gibt auch andere Eichungen (=Eichfixierung), z.B. Coloumb-Eichung divA = 0, wenn man A als Vektorfeld (Ag, A)
auffasst, aziale Eichung g(X, A) = 0 fiir einen fixierten Vektor X € R4, ...
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1. Biindeltheorie

hier der unterschiedlichen Wahl lokaler Trivialisierung des Biindels. Die Maxwellgleichungen sind nun
geschrieben fiir die Krimmung des Hauptfaserbiindels nun

d2=0und *d*Q=0.

Die erste Gleichung ist wegen der Bianchi-Identitat automatisch erfiillt. Die zweite Gleichung kann auch
als Bewegungsgleichung (Euler-Lagrange-Gleichung) der folgenden Wirkung gesehen werden:

S(F):= /U F AF,

wobei F' A *F € Q4(U,iR) wie in (1.10) verstanden wird.

Wir haben jetzt klassische Elektrodynamik als Gleichung an die Krimmung eines G-Hauptfaserbiindels
iiber U C R* mit g = iR interpretiert. Was genau G' am besten sollte, sieht man an der klassischen Theorie
nicht. G = R oder G = S* sind beides auf dem klassischen Niveau ununterscheidbar. Erst auf dem Niveau
der Quantentheorie (die Theorie hier ist ein klassischer Limes der Quantenelektrodynamik) sieht man, dass
G = S die gute Wahl ist, da die Quantentheorie eine U (1)-Symmetrie hat*.

Uber zusammenziehbare Gebiete U C R* sind die Hauptfaserbiindel sowieso immer trivial. Aber man
kann die obigen Gleichungen z.B. auf fiir Biindel {iber R x (R?\ {0}) betrachten und erhilt als Losung
Dirac-Monopole,vgl. Ubungsaufgabe 36.

Wo war hier die Eichfixierung? Die kam noch nicht vor. Die Gleichung *d * dw = 0 ist genauso unter-
bestimmt wie ohne Biindelinterpretation. Eine Eichfixierung wire auch hier eine zusétzliche Gleichung
an w. entsprechen Anderung des Schnittes und damit auch einer Umeichung - deshalb werden auf der
Ebene des Hauptfaserbiindels vertikale Automorphismen Eichtransformationen genannt. Mit der obigen
Transformationsformel haben wir lokal wg = w, + N;;idﬂﬁa =i(A + dy) mit pg, = €.

1.4.2. Klassische Yang-Mills Theorie

Wir betrachten im Folgenden klassische Yang-Mills Theorie nur als ad-hoc Verallgemeinerung der klassischen
Elektrodynamik. Das ist dahingehend unvollstiandig, dass die zugehorige Quantentheorie (= Standardmodel
(Elektrodynamik G = U(1) und schwache G = SU(2) sowie starke Wechselwirkung G = SU(3) und ihr
Zusammenwirken) eine sehr erfolgreiche (und interessante) physikalische Theorie ist.! Allerdings ist vollig
unklar, wie oder ob iiberhaupt diese Theorie einen klassischen Limes besitzt und selbst wenn, ob dieser die
klassische Yang-Mills Theorie ist. Das blenden wir hier aber mal leider aus.

Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Wir betrachten nur einfache kompakte Matrixgruppen G C Gl(n,K) —
die wichtigsten Félle sind SU(2) und SU(3).

Wir betrachten die folgende Wirkung auf den Zusammenhéngen w auf P (F die zugehorige lokale Kriim-
mungsform und A die lokale Zusammenhangseinsform)

S(F)::/ Tr(F A +F)

M

Hier ist F A*F € Q € Q™(U, g) und Tr: Q™ (U, g) — Q™(U) ist die Spur auf dem Liealgebrenteil g C gl().
Da G kompakt und einfach ist, entspricht das der Killingform. Insbesondere muss man sich iiberlegen, dass

Tr(F A %F') unabhéngig der gewédhlten lokalen Trivialisierung ist.
Berechnet man hier die Bewegungsgleichung erhalt man

DxQ=0

(Da die Elektrodynamik abelsch ist, ist dort D * Q = d % Q.)

*Damit das im klassischen Limes erhalten bleibt, geht noch die (experimentell bestédtigte) Annahme ein, dass die
Quantentheorie geeignet ans elektromagnetische Feld koppelt.

f... wenn auch mathematisch noch nicht wirklich vollstindig verstanden, vgl. auch https://en.wikipedia.org/wiki/
Yang-Mills_existence_and_mass_gap
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1.4. Klassische Yang-Mills-Theorie

1.4.2.1. (Anti-)Selbstduale Losungen

Sei (M, g) eine orientierte 4-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang w und Kriimmung Q € Q2(M, g).

Falls Q2 = £ gilt, dann ist wegen der Bianchi-Identitdt D2 = 0 die Yang-Mills-Gleichung D % 2 = 0
automatisch erfiillt. Das wére eine einfache Moglichkeit an Losungen zu kommen. Bevor wir uns ein Beispiel
anschauen:

Der Hodge-Stern ist eine Abbildung *: Q2(M) — Q?(M) mit ** = (—1)24=2) = 1. Gilt *a = +a fiir ein
a € Q%(M), nennt man « selbstdual (fiir +) und antiselbstdual (fiir —). Die Menge aller (anti-)selbstdualen
2-Formen bezeichnen wir mit Q3 (M).

Lemma 1.4.1. Q3% (M) sind jeweils der Raum der Schnitte eines Untervektorbiindel A% (M) von A*(M)
und es gilt A*(M) =A% (M) ® A2 M.

Beweisskizze. Da * ein punktweiser Operator und damit ist A2 (M)|zen = {8 € A2(M)|penm | * 8= £8}.
Damit sind A% (M) Untervektorbiindel von A?(M) vom Rang 3: Ist (si,...,s4) ein positiv orientierte
Orthonormalbasis von (T, M, g,) und o die zugehérige duale Basis. Dann ist

el = %(01 ANo? £ o3 Ao?)
et = %(01 ANod Fo? Aa?)
ed = %(0‘1 Aot £+ 0% A od)
eine Orthonormalbasis von A% (M), O

Beispiel 1.4.2 (BPST*-Instantonen = Selbstduale SU(2)-Zusammenhénge auf R*). Wir identifizieren
R* = H - den Quaternionen und SU(2) mit der symplektischen Gruppe Sp(1):={z € H | |z| = 1} durch
1, ;.2 3_ ;4
1, .2 . 3 4 T+ —r° —1x
vt 4ix” 4+ jr° 4+ kxt € Sp(l) — (xg Cipd gl ix2.> € SU(2)

Die Liealgebra von Sp(1) ist sp(1) = {¢ € H | Req = 0} mit [¢1,¢2] = 192 — ¢2¢1 = 2Im(q1¢2). Wir
kiirzen ab: dr = dx! + idz? + jdz® + kdz* und dz = da' — idx? — jdz® — kdx*. Sei P = R* x SU(2)
das triviale SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber R* = H. Wir betrachten lokale Zusammenhangsformen A
(und Kriimmungsformen F') im folgenden immer bzgl. der kanonischen Trivialisierung von P — also ist
A€ QYR sp(1) = su(2)).
Man kann nachrechnen, dass

xdT
Ayepri=Im | —=2
S (1 + Ix2)

ein selbstdualer Zusammenhang (d.h. *F = F fiir die zugehorige Kriimmungsform), vgl. Ubungsaufgabe 38.

Fiir 4 € RY, b € H, kann man weitere selbstduale Zusammenhénge

2 —
p?(x —0) - dz
Ap)ze=I —_—
(App) m<1+/ﬂ|x—b2
finden. Das diese wirklich selbstduale Zusammenhénge, rechnet man am leichtesten nach, in dem man
App = @ ;A mit dem Diffeomorphismus @, ,(y) = u(y — b) betrachtet.
Man kann sich nun fragen, ob fiir verschiedene (u,b) die lokalen Zusammenhangsformen A, ; nicht in
Wirklichkeit zum gleichen Zusammenhang auf P gehoren. Das ist nicht so, vgl. Ubungsaufgabe 38.

*benannt nach A. Belavin, A. Polyakov, A. Schwarz und Y. Tyupkin

o1



1. Biindeltheorie

Beispiel 1.4.3 ( Das quaternionische Hopfbiindel). (Das ist in Wirklichkeit nur die konforme Kompak-
tifizierung des letzten Beispiels) Wir betrachten S7:={(z21,22) € H? | |21|> + |22|*> = 1}, S* 2 HU {0}
und

zflzg falls z3 # 0

0 sonst

7 ST — 54, (21,22) — {
Man kann zeigen, vgl. Ubungsaufgabe 39, dass m: S7 — S* mit der SU(2) = Sp(1)-Wirkung (21, 22) -

q:=(qz1,q%2) ein SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber 5% ist und A, .,):=Im(z1dz; + 22dZ2) einen selbst-dualen
Zusammenhang auf diesem Biindel definiert.
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Il. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

II.1. Definitionen und erste Eigenschaften

1.1.1. Im R"

Ein Differentialoperator auf R™ ist definiert als

P= " au(x)D", (IL.1)

|| <k

wobei a = (ai,...,a,) € N® ein Multiinder mit |af:=3",|a’|, an € C*(R",K), fir K = R,C, und
D‘J‘::aaTa;1 e 32‘*1,” ist. Gibt es ein « mit |a| = k und a, # 0, dann nennen wir k& die Ordnung von P
(sonst ist die Ordnung kleiner als k).

In vielen Anwendungen in der Analysis und Stochastik muss man geringere Regularitit der Koeffizienten a,,
zulassen, aber wir beschranken uns hier auf glatte Koeffizienten. Also ist hier P: C*°(R",K) — C*(R",K).
Allgemeiner kann P auch auf K¢-wertige Funktionen operieren und K”-wertige Funktionen ausgeben - dazu
muss dann a, eine r X f-matrixwertige Funktion sein. Dabei operieren die partiellen Ableitungen dann

komponentenweise.

Beispiel IL.1.1. (i) Laplace-Operator: A = —>"" | 62—;: C>(R™) — C>=(R"™).

(ii) Warmeoperator: & — """ | 82;
(iii) Wellenoperator: g—;t -y, 8?—;
(iv) Cauchy Riemann Operator % (a% + ia%)7 (z,y) € R?

(v) Sturm-Liouville Operatoren: y € C*°(I C R) — (—py') + qy fiir p,q € C°°(I) und p > 0

(vi) Dirac-Operator:

D0 00 ) (% ) 7)o e omm ey

0 —id) 80 \—ot 0 —02 0 )2 \—0® 0 )%

mit 0! = (0 1) ,o% = <? _1> und 02 = <(1) _01> Man rechnet nach, dass D? der Wellenoperator

ist.

(vii) rot: C®°(R3,R3) — C*°(R3?,R3), div: C*°(R3,R3) — C*(R3,R), grad: C*°(R3 R) — C>°(R3 R3)

1.1.2. Auf Mannigfaltigkeiten und Vektorbiindel

Definition I1.1.2. Ein (skalarer) Differentialoperator der Ordnung k auf einer Mannigfaltigkeit ist eine
lineare Abbildung P: C*°(M,K) — C*°(M,K), die in jeder Karte die Form (II.1) annimmt.

Beispiel I1.1.3. 0-te Ordnung Operatoren sind einfach Multiplikationsoperatoren Pf = af fiir ein
a € C*(M,K)

Beispiel I1.1.4. Jedes Vektorfeld X € X(M), aufgefasst als Derivation X: C*(M,R) — C>*°(M,R),
f + X(f), ist ein skalarer Differentialoperator erster Ordnung: Lokal ist X = X’ 2 Jeder skalare
Differentialoperator erster Ordnung auf C*°(M,R) kann als Vektorfeld plus einem 0-te Ordnungsope-
rator aufgefasst werden, vgl. Ubungsaufgabe 44. Die Hintereinanderausfithrung von Vektorfeldern und

Linearkombinationen davon sind auch wieder Differentialoperatoren von entsprechend héherer Ordnung.
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II. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Beispiel I1.1.5. Seien 2’ die euklidischen Koordinaten und y* weitere Koordinaten auf R”. Dann ist
8%1‘ = gff}] 8% und die euklidische Metrik ist in den Koordinaten y* durch g;; = <a%i, %) = e ‘g”; %

gegeben. Der Laplaceoperator ist damit (hier ist det g die Determinante von g;;)

0? .
—Af = Z prcie div(gradf)

<« f 0 [“)y’“&fayéa_kéafa
Bradf =3 5 g = 2 B yF 0xi by’ 7 OyF Dy
;0 iayk 9 k0
Oxt =X oz’ Oy =X oYk

. X’ _1 0
divX = a{I;i =|detg| 28yk<X

1 1 0 [oyF
)"detg ay(a

1 8 > 1
= |det g| 2ak(Xk|detg|2>.
Die letzte Gleichung verwendet, dass % ( 5L | det g|2 ) = 0 ist. Dies folgt mit %e:jg = g det g* und
o (oy* 0 3}‘3 oy* O det g 0g,s 5 oy* 10y* . 0grs
i y |detg|% . Y + Y et g og |dt|7 Y + ylgrs gk
Jy oy~ \ ox* oxt 0grs OyF ox't 2 Ox* oyF

detg)t (2 (O Loyt 09
N g Oyk \ Ozt 2 919 Oy

L[ 0 [0yF 1 oy* ox* oz oy" oy
= | detg] (33/’“ (8901) 2 A Z dy" dy* By* (5‘:% ({9$Z>
i oy* B oz 82y —0
Oyk \ Ozt oys Oxidzv )

—Af = \detg| 8 <
y

Damit haben wir

8 f )
oy )
Diese Gleichung verwendet man auch um den Laplaceoperator auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltig-

keiten (M, g) zu definieren. Man kann nachrechnen, dass A: C®°(M) — C*°(M) der eindeutig bestimmte
Operator ist, fiir den der Satz von Green

/g(du,dnp)dvolg:/ pAudvoly
M M

fiir alle p € C2°(M) gilt, vgl. Ubungsaufgabe 43.

Im R™ konnten wir analog zu (I1.1) einen Differentialoperator P: C*(R",K*) — C>(R",K?) als Operator
der Form (I1.1) definieren, wobei nun die a,(z) € Hom(K’ K*) waren. So kénnen wir nun analog den
Begriff des Differentialoperators auf Funktionen auf Mannigfaltigkeiten auch auf Vektorbiindel {ibertragen:

Definition I1.1.6. Eine lineare Abbildung P: I'(E) — T'(F), die in Koordinaten, die F und F' trivialisieren,
die Form (II.1) mit a, € I'(Hom(E, F')) (also insbesondere a,(x) € Hom(E,, F;)) annimmt, ist ein
Differentialoperator zwischen den Vektorbiindeln F und F'. Die Menge der Differentialoperatoren zwischen
FE und F der Ordnung ¢ bezeichnen wir mit Diff[(E, F).Ist E = F, so schreiben wir auch DiffZ(E).

Beispiel 11.1.7. Die dulere Ableitung d: QF (M) = I'(AFM) — QF+1(M) = T'(A*+1 M) ist ein Differential-
operator erster Ordnung: In lokalen Koordinaten hat ein o € Ok (M) die Form fil.,,ikdxil A...NAdz™ und

f” e o A da't A .. A dat, vgl. Seite 19. Also ist d = by () 52 mit by(2)(e € AFM) =

damit ist do = Yo
T

*Das folgt direkt aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz fiir Determinanten.
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I1.2. Hauptsymbol und Klassifikation

dz®|; Ae € AT,

Sei E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V: X(M) xT'(E) — T'(E). Sei g eine (semi-)Riemannsche
Metrik auf M und V9 der zugehorige Levi-Civita Zusammenhang. Wir kénnen V auch als Abbildung
I'(E) - QYM;E) = T(T*M ® E) auffassen. Ahnlich wie fiir d konnen wir sehen, dass auch V ein
Differentialoperator erster Ordnung ist, vgl. Ubungsaufgabe 43.

Bemerkung I1.1.8. (Intrinsische Darstellung von Differentialoperatoren) Benutzen wir den durch V9
und V auf dem Vektorbiindel T*M ® FE induzierten Zusammenhang, vgl. Satz 1.2.37, erhalten wir den
Zusammenhang V: T(T*M @ E) — T'(T*M @ T*M ® E) = T'(T*M ® E) mittels:

VEMEE (09 s) = (VEMa)®s+a® (VEs.)

Auch das ist wieder ein Differentialoperator erster Ordnung. Induktiv kénnen wir das fortfithren (der
Einfachheit halber bezeichnen wir auch diese ganzen Zusammenhéinge einfach mit V):

IE)ST(T"M @ E) ST(T"M@T*M @ E) S T(T*M® @ E) % . ..

Damit kénnen wir diese Zusammenhénge insbesondere auch hintereinanderausfithren und erhalten einen
Differentialoperator durch

Pu:= Zakvku mit aj, € T'(Hom(T*M®* @ B, F)) 2 T(TM®* @ Hom(E, F))

Hierbei wirkt der TM®*-Anteil von aj, mit dem T*M®*-Anteil von V*u mittels der natiirlichen Paarung.
Alle Differentialoperatoren zwischen Vektorbiindeln E und F' kann man so schreiben. Z.B. seien E = F =
TM tber (M, g). Dann sollte

0
@ = alv — Qg
gelten. Wir bestimmen a; und ag: Fiir Y € X(M) ist VY = da’/ @ (% + 1"?,9”“%) und damit a; =

9,1 ®id € D(TM © Hom(T'M,TM)) sowie ag = I, dz* ® 52 € D(T*M ® TM) = [(Hom(T' M, TM)).

1.L1.2.1. Formal adjungierte Operatoren

Seien E,F Vektorbiindel iiber einer semi-Riemannschen Metrik (M, g) mit gewadhlten Biindelmetriken.
Ist P: T'(E) — I'(F) ein Differentialoperator, dann ist sein formal adjungierter Operator der eindeutig
bestimmte Differentialoperator PT: T'.(F) — T'.(E) fiir den

/ {p, Pip)dvol, = / (PTy,1p)dvol,
M M

fir alle ¢ € T'o(F) und ¢ € I'o(F) gilt. Hierbei ist (.,) die Biindelmetrik auf F' bzw. E. *

Beispiel I1.1.9. (i) d' bezeichnen wir mit &, vgl. Tabelle 1.3. Aus d? = 0 folgt 62 = 0. Nach Definition
des Laplaceoperators auf Funktionen in Beispiel I1.1.5 ist A = dd.

(ii) Pu = 32 <k a(x)D%, v € C*°(M,K). Durch partielle Integration erhalten wir dann Pty =

¥ o<k (=)D (a0 (@)v).

11.2. Hauptsymbol und Klassifikation
11.2.1. Hauptsymbol

Schon am Beispiel 11.1.5 des Laplaceoperator haben wir gesehen, dass der lokale Ausdruck je nach Wahl der
Koordinaten stark variieren kann — so kénnen z.B. niedrigere Ordnungsterme verschwinden oder auftauchen.
Man kann allerdings den Termen mit den héchsten Ableitungen einen koordinatenunabhéngigen Sinn
geben:

*Der adjungierte Operator P* von P als Operator auf L?(E) (im funktionalanalytischen Sinne) stimmt auf I'c(F) mit P*
uberein. Hat i.A. allerdings einen groéfleren Definitionsbereich.
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Vorl. 21

II. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

Definition I1.2.1. Sei P € Diff'(E, F). In lokalen Koordinaten um z € U sei P = 2 la|<k Ga (@)D mit
aq € I'(Hom(E, F)|y). Dann sei das Hauptsymbol von P im Punkt £ = £;da? € T M definiert als

oo(P)(z, 5):216 Z aq(z)E™.

|a|=£
Hierbei ist £*:=£7" ... €% mit m = dim M.

Bevor wir im néchsten Lemma zeigen, dass diese Definition koordinatenunabhéngig ist, bemerken wir
zunéchst den Faktor i in der Definition. Das ist zwar Wahl der Definition, kommt aber daher, dass der
Ubergang von ZI al=k aq(x)D® zum Hauptsymbol eine Fouriertransformation ist und

| emons@in= | en<Ge)sayis

gilt.
Lemma I1.2.2. FEs gilt

oo(P)(x,€) = lim t~“(e"® o Poe™)(z) € Hom(E,, F,),*

t—o0

wobei f eine Funktion mit d, f = & ist. Insbesondere ist damit das Hauptsymbol ein wohldefinierte glatte
Funktion auf T*M, die in jeder Faser ein Polynom der Ordnung £ ist.

Beweis. Wir verwenden die Leibnizregel und sehen, dass e~/ o P o €/ ein Polynom in ¢ der Ordnung /£
ist. Der Term der Ordnung ¢ in = hat die Form

(it)* Z aq ()

e i

@i f(2)* = (i)"Y aa(2)E”

1 loo|=k

=

(damit ist die rechte Seite im Lemma insbesondere unabhéngig von der Wahl von f) und damit folgt die
Behauptung. O

Analog erhalten wir, vgl. Ubungsaufgabe 41,

Lemma I1.2.3. Es gilt fiir z € E,

Z-Z
ou(P)(x,8)z = EP(féu)h,

wobei [ € C®(M) mit f(x) =0 und dyf =& und u € T(E) mit u(zx) = z ist.
Beispiel I1.2.4. Fir die ersten Beispiele aus I1.1.1 haben wir das Hauptsymbol des
(i) Laplaceoperator: Y ., &2 = [¢|?
(ii) Wellenoperator: —&2 + |€|? (wobei &y zu t = z° gehort)
(iii) Wirmeoperator: —|¢|?
(iv) Cauchy-Riemann-Operator: §(&; + i&s)

(v) Sturm-Liouville: p&?

*Hierbei ist et/ als Multiplikationsoperator zu verstehen. D.h. ist ¢ € I'(E), dann ist (Poeltf)(p) = P(e'*f ). Insbesondere
sagt das Lemma also auch, dass lim¢—oo t—¢(e™f 0 P o €itf)(p)(x) wirklich nur von ¢(z) abhingt. Das ist fiir (Py)(x)
natiirlich falsch, sobald P nicht Ordnung Null hat.
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I1.2. Hauptsymbol und Klassifikation

Allgemein haben wir mittels Taylorentwicklung
2 2
(e o Poeyu=(1—itf - %fQ + O(8))(Pu + it P(fu) — %P(fQu) + O )u)
2
— Pu+it(P(fu) — fPu) — %(P( F2u) = 2/ P(fu) + f2Pu) + O(t*)u

t2
= (Pinf1- IR+ 0@ ) u
Insbesondere gilt also fiir Differentialoperatoren der Ordnung 1 bzw. 2:

o1(P)a, ) =i[P.1), oa(P)(r,) = —5[[P, 11, f]

Beispiel I1.2.5. Vgl. Ubungsaufgabe 41.

(i) Das Hauptsymbol o1(d)(x,&) € End(T;M) der duBeren Ableitung d: QF(M) — QFFL(M) ist
Ul(d)(xa 5)0{ = 16 A o
(ii) Sei E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V. Wir betrachten den Zusammenhang als

Abbildung V: T'(E) — I'(T*M ® E). Das ist nach Beispiel I1.1.7 ein Differentialoperator erster
Ordnung . Sein Hauptsymbol ist o1 (V)(z,&)v =i ® v fiir v € T'(E).

Lemma I1.2.6. Seien P, P, € Difi"* (E1, Ey) und Py € Diff**(Es, E3). Dann ist

ey, (P2 0 P1)(2,€) = 00, (P2) (2, §) © 07, (P1) (2, ).
Auferdem gilt o4(P1) = oy(P)*.
Beweis. Direktes Einsetzen. O
Bemerkung II.2.7. Fur skalare Differentialoperatoren (E; = M x R) ist o4, (Ps)(x,&) 0 04, (P1)(x,&) =

ae, (P1)(x,€) 0 00, (P2)(x,€) und damit oy, 4, (P10 Po)(z,8) = 00, 40,(P2 0 Py)(z,§), obwohl i.A. Py o Py #
PQ OP1 gllt

11.2.2. Elliptische, hyperbolische, parabolische, ... Differentialoperatoren

Das meiste was wir iiber (lineare) partielle Differentialgleichungen wissen, geht auf die folgenden drei
Prototypen aus der klassischen Physik zuriick:

(i) Wellengleichung: (=97 + -, 8%, )u = 0 Hauptsymbol: —&§ + >, &7 (Niveaumengen sind Hyperboloide
in R**! ~ hyperbolische DGL)
Eine Losung u(z,t) in einem beschrankten Gebiet & C R™ (und glattem Rand) beschreibt die
Bewegung einer Membran 2 am Punkt z € Q zur Zeit ¢. Typischer Weise sucht man eine Losung der
Wellengleichung unter folgenden Bedingungen:

u(z,0) = ug Anfingliche Position
Opu(z,0) = uy Anfingliche Geschwindigkeit
u(z,t) =v firxz e dQ,t>0 Randbedingung.

(ii) Warmegleichung: (—8; + >, 0% )u = 0 Das volle Symbol (mit den Termen niedrigerer Ordnung):
—& 4+ X, & (Niveaumengen sind Paraboloide in R" ! ~~ parabolische DGL)
Eine Losung u(x,t) in einem beschrénkten Gebiet Q2 C R™ (und glattem Rand) beschreibt die
Temperatur in z € Q zur Zeit ¢t. Typischer Weise sucht man eine Losung der Warmegleichung unter

folgenden Bedingungen:

u(z,0) = ug Anfangliche Temperatur
u(z,t) =v furzedQ,t>0 (Dirichlet) Randbedingung.

Alternativ treten andere Randbedingung auf, z.B. Neumannrandbedingung 0,u(x,t) = v fir x €
0, t > 0, wobei v das Einheitsnormalfeld von 0f2 ist.
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II. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

(iii) Laplacegleichung: Y, 8% u = 0 Hauptsymbol: ), &? (Niveaumengen sind Ellipsoide in R"™! ~
elliptische DGL)
Losungen der Laplacegleichung sind stationére (zeitunabhéngige) Losungen der Warmegleichung.

Auf Mannigfaltigkeiten sehen die Gleichungen analog aus (jeweils mit dem Laplaceoperator der Riemann-
schen Mannigfaltigkeit, vgl. Beispiel I1.1.5. Auf geschlossenen (=kompakt und ohne Rand) Mannigfaltigkei-
ten entfallen die Randwertbedingungen.

Die charakteristischen Eigenschaften der obigen drei Gleichungen sind sehr verschieden. Z.B. sind Lésungen
der Laplacegleichung immer glatt, wogegen u(x,t) = f(x —t) die Wellengleichung in R 16st, sobald f
zweimal differenzierbar ist.

Ein Grofiteil wichtiger Eigenschaften und Methoden fiir partielle Differentialoperatoren sind wahr oder
falsch oder anwendbar je nachdem, ob das Hauptsymbol ’dhnlich’ zu dem einer der obigen Gleichungen ist.
Daher kommt es, dass Teilmenge von Differentialoperatoren in die Gruppe der elliptischen, parabolischen
und hyperbolischen Differentialoperatoren eingeteilt werden:

Definition I1.2.8. Sei ' — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang r Einen Differentialoperator zweiter
Ordnung P: T'(E) — T'(E) heifit elliptisch/hyperbolisch/parabolisch, wenn in jedem Punkt (z,£) € T*M
das Hauptsymbol (nun lokal eine r x r-Matrix) positiv oder negativ definit ist/genau einen negativen und
sonst nur positive Eigenwerte hat/ genau einen Null Eigenwert hat und alle anderen Eigenwerte das gleiche
Vorzeichen haben.

Bemerkung I1.2.9. Es stellt sich heraus, dass die meisten Eigenschaften elliptischer Operatoren sich auf
Differentialoperatoren P: I'(E) — I'(F) beliebiger Ordnung tbertragen lassen, solange des Hauptsymbol
invertierbar ist. Deshalb nennt man auch solche Operatoren elliptisch.

Auch viele (wenn auch nicht alle) der linearen partiellen Differentialgleichungen, die in der Geometrie
auftauchen, sind von diesem Typ:

(i) elliptisch: Laplace und Diracgleichung auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

(ii) parabolisch:
a) Wéirmegleichung

b) Mittlerer Kriimmungsfluss: Sei F: [0,1] x M — R"*! eine zeitabhingige Einbettung einer
Hyperfliche M in R"™! mit Normalenvektorfeld v und mittlere Kriimmung H. Dann ist der
mittlere Kriimmungsfluss Losungen F' von

OF

I
ot v

¢) Ricci(de Turk)fluss* ist eine Evolutionsgleichung fiir die Metrik:

%g(t) = —2Rng(t)

(iii) hyperbolisch:
a) Wellengleichung
b) Cauchyprobleme, z.B. in der ART

11.3. Elliptische Diffops

Aus der eindimensionalen Analysis kennen wir

*https://en.wikipedia.org/wiki/Ricci_flow
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_partial_differential_equation
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Regularitit: v’ = f € OF = u € CF*+2
Existenz: f € C¥ = Ju € C**2 mit v’ = f

Gilt das auch fiir den Laplace in héheren Dimensionen? Folgt aus Au = f € C* dann auch v € C**2 und
aus f € C* Existenz von u € C**2 mit Au = f? Nein. Aber fast - wenn man C* durch Holderrdume oder
Sobolevraume ersetzt:

11.3.1. Grundlagen und erste Anwendungen
1.3.1.1. Holderraume

Sei  C R" eine zusammenhingende offene Teilmenge. Der Raum C*() ist der Raum aller k-mal
stetig differenzierbaren Funktionen deren Norm || f| ok (q):=max, o<k SUP,cq [D f| endlich ist. Das ist
ein Banachraum (= vollstdndig normierter Raum).

Sei A C R™ ein Gebiert (= Abschluss einer zusammenhéngenden beschrankten offenen Teilmenge) und
a € (0,1]. Dann nennen f: A — R Hélder stetig mit Exponent o, wenn

[f]a,A = sup M

z,y€A,x#y |$ - y|a

Zum Beispiel ist f(z) = |z|* Holder stetig fir alle Exponenten 8 < «. Alle Holder stetigen Funktionen
sind insbesondere stetig. Lipschitz-Stetigkeit wire a = 1. Man beschriankt sich auf o € (0,1}, da a =0
wiirde fiir alle beschrénkten Funktionen gelten, solche miissen nicht stetig sein, und bei o > 1 wiirde die
Bedingung nur fiir konstante Funktionen gelten.

Ist Q C R™ eine zusammenhingende offene Teilmenge. Dann definieren wir den Hélderraum C**(Q) als
den Raum aller f € C*(), deren C**-Norm

|DB f(z) — DB f(y)]
g o + max  sup :
1 lewe@=lFlcx@) 0<[8<k z,ye A,a#y jz —yl*

=:[fla,o Holder-Halbnorm

Fiir 0 < v < a < 1 gilt C**(Q) C C*7(Q) C C*(Q).
Verallgemeinerung auf Schnitte von Vektorbiindel iiber Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit gewahltem
Zusammenhang V und gewahlter Bindelmetrik:

Isllcx (y:=maxo<e< sup [V's],
reM
wobei |V¥s| die Norm bzgl. der induzierten Biindelmetrik auf T7*M®‘ ® E. Zur Verallgemeinerung der
Holderhalbnorm fiir ein s € I'(E) miissen wir s(z) mit s(y) vergleichen — dazu gibt es den Paralleltransport:
Sei 2 C M eine Teilmenge von M fiir die je zwei z,y € Q durch eine eindeutige Geodéte c, , in {2 verbunden
ist. Sei ||¥'*: E, — E, Paralleltransport entlang ¢, ,. Wir setzen wir

[s(z)— | s(y)|
Sla, Q= sup .
[ }a T, yeQ,x#y dM(x, y)a

Wihlen wir nun eine lokal endliche Uberdeckung U; von M, so dass jedes U; zwei Punkte durch eine
eindeutige Geodéte verbunden werden konnen, dann setzen wir [s]o,ar = sup;[s]a,u, sowie

HSHCkv‘l(E)::HS”C’C(E) + Z[Vks]a,Ui'

Der Raum C**(E) sind alle Schnitte mit [|s]|cr.a(p) < 0o. Der resultierende Raum ist wieder ein Banach-
raum und hangt (im Gegensatz zur Norm) bei geschlossenen Mannigfaltigkeiten M nicht von der gewéhlten
Uberdeckung U;, des gewéhlten Zusammenhangs V¥, der gewihlten Biindelmetrik und der Riemannschen
Metrik ab.

Satz I1.3.1 (Arzela-Ascoli). Sei 0 < a < 8 < 1 und M kompakt. Dann ist die Inklusion C*P(E) —
Ck(E) kompakt, d.h. jede beschrinkte Folge in C*P(E) hat eine konvergente Teilfolge in C*<(E).
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11.3.1.2. Sobolevraume

Vorl. 22 Ab sofort sei E — M ein Vektorbiindel iiber einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit Biindelmetrik
h und Zusammenhang V. Fiir s € I'.(E), 1 <p < 00, k € Nj>, sei

1

k
[El[ = /Z|vfs|pdvolg
M5

Hier ist Vs € I'(T*M®/ ®E) und |V7s| steht fiir die durch g und h auf T* M® @ E induzierte Biindelmetrik.
Der Sobolevraum Wok P(E) ist die Vervollstandigung von I'.(E), den kompakt getragenen glatten Schnitten
auf E in der ||.||yyr.»-Norm. Im Falle geschlossener Mannigfaltigkeiten setzen wir WP (E):=W P (E)*. Fiir
k = 0 erhalten wir die LP-Riume LP(E):=W%?(E). Die W*? (1 < p < o) sind alles Banachriume, im
Falle p = 2 sogar Hilbertriume' (in dem Falle schreiben wir kurz H*(E):=W"2(E)).

Ist die Mannigfaltigkeit kompakt, dann sind die W*P-Normen zu verschiedenen Riemannschen Metriken g,
Zusammenhingen V¥ und Biindelmetriken dquivalent. (Das ist falsch bei nichtkompakten Mannigfaltigkei-
ten) ¥

Satz I1.3.2. Sei M™ geschlossen. Sei o(p, k):=k — %, 0<(<k, fec WrkP(E). Dann gilt

(i) Fiir o(p,k) < £ und q¢ mit o(q,l) < o(p, k), dann ist die Inklusion W*P(E) — WH4(E) stetig, also
ein beschrankter Operator, d.h. es gibt eine f-unabhingige Konstante ¢ > 0 mit || fllwea < c||fllwwrs-
Gilt zusatzlich £ < k und o(q,0) < o(p, k), dann ist diese Inklusion ein kompakter Operator, d.h. jede
beschrinkte Folge in WFP(E) enthdlt eine in W*(E) konvergierende Teilfolge.

(i3) Ist a:=o(p, k) —£ € (0,1), dann ist die Inklusion WP (E) < C**(E) stetig. Ist zusdtzlich 0 < v < a,
dann ist Inklusion W*P(E) < C*(E) kompakt.

Einige wichtige Spezialfille:

(i) Ist f € H*(E) und k > m, dann ist f € CF~™(E).

(ii) C>= = N HE.
Bemerkung I1.3.3. (Wissenswertes zu kompakten Operatoren) [9] Kompakte Operatoren K : Hy — Hy
zwischen zwei Hilbertraumen sind insbesondere beschrénkt (d.h. Operatornorm || P|[:=sup e, |||, =1 [P0l 2,
ist endlich). Die Menge der beschriankten Operatoren zwischen beliebigen Hilbertrdumen bilden mit der

Hintereinanderausfithrung eine Algebra und die Teilmenge der kompakten Operatoren bilden ein Ideal in
den beschrankten Operatoren.

Bemerkung II.3.4. Unsere Differentialoperatoren P: I'(E) C L*(E) — TI'(F) C L?*(F) der Ord-
nung k > 1 sind immer unbeschriinkt (als Operator von L? nach L?), d.h. die Operatornorm ||P| =
SUDser,(B), vl 12 ) =1 | Pvl|p2(r) ist co. Als Operatoren P: H* — L? sind sie allerdings beschréinkt: Z.B.

fir Pf:=f' fiir f € C°°(S!) gilt

| P: H' - L2H = sup Hf/HLZ(Sl) < sup I fll sy = 1.
FeC>=(S1), Il g1 (s1y=1 FEC=(S1),Ifll g1 (s1,=1

*Diese Gleichheit gilt nicht fir allgemeine Mannigfaltigkeiten, aber fiir vollstandige Mannigfaltigkeiten.

THilbertraum = Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt kommt. Z.B. s, s’ € L?(E) hat das L2-Skalarprodukt
(s,8" ) p2:= fM (s,s’)pdvoly — also einfach immer die polarisierte Norm.

tEs gibt alternative Definitionen in lokalen Koordinaten und lokalen Trivialisierungen. Setzt man W¥?(E) die Vervoll-
standigung von C$°(E) in der Norm

P

‘flwk‘ll:: (Z II(EZ)*(plf)”I‘J/Vk,p(]Rm)> ’

wobei r;: Uy € M — V; C R™ Koordinaten auf einer lokal endlichen Uberdeckung U; von M mit zugehériger Zerlegung
der Eins p; ist, 0;: E|ly, — U; x K" lokale Trivialisierungen von E sind und &.=(x; X id) 0 ;: E|y, — V; x K". Im Falle
von geschlossenen Mannigfaltigkeiten ist diese Norm dquivalent zur obigen Norm und unabhéngig, ansonsten braucht man
Annahmen an die Karten und Trivialisierungen.
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11.3.1.3. Existenz von Losungen

Satz II.3.5 (Fredholm-Alternative). [?, p.641] Seien E — M und F — M Vektorbiindel iber einer
geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei P: T'(E) — I'(F) ein elliptischer Differentialope-
rator der Ordnung {. Dann gilt

(i) Sowohl ker P als auch ker PT sind endlich dimensional.

(ii) Ist f € WH2(F), dann existiert genau dann eine Losung u von Pu = f, wenn f orthogonal (in L*(F))
zu ker PY. Diese Lisung ist eindeutig, falls u orthogonal (in L?(E)) zu ker P ist.

(iii) Fiir skalare elliptische Differentialoperatoren gilt dim ker P = dim ker PT.
Ist E = F, dann sind insbesondere die Eigenraume ker (P — AId) endlich dimensional.
Zu wichtigen Kernpunkten fiir den Beweis der Fredholm-Alternative sagen wir in Abschnitt 11.3.1.4 etwas.

Bemerkung I1.3.6. Der Definitionsbereich I'(F) von PT liegt dicht im Definitionsbereich in L?(F).
Auch wenn der Definitionsbereich vom Adjungierten P* i.A. grofler ist, folgt aus der Elliptizitat, dass
ker Pt = ker P* ist.

Folgerung I1.3.7. In der Situation von Satz I1.3.5 gilt auflerdem

(i) WPF(F) = P(WPF{(E)) @ ker PT (1 <p< o)

(ii) C**(F) = P(C*¥*42(E)) @ ker Pt
(iii) C=(F) = P(C*(E)) @ ker PT
Beispiel I1.3.8. (Gewdhnliche Differentialgleichungen auf S' = [0, 27]/ ~) Sei Pu = v’ + a(x)u, u,a €
C*>(S"). Dann ist P elliptisch und Pfu = —u’ 4 a(z)u. Aus Ptu = 0 folgt u(z) = u(O)efom “W Damit
u € C*°(S1) miissen an a Bedingungen gestellt werden, insbesondere muss f027r a(y)dy = 0 sein. Es ist also

dimker PT < 1. ( Fiir a(z) = sinx ist z.B. ker PT = span{e!=°°*7}.) Die Fredholmalternative sagt also, wir
kénnen genau dann Pu = f € C*°(S?) fiir u 16sen, wenn f |2 ker PT steht.

Beispiel I1.3.9. Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhéngende® Riemannsche Mannigfaltigkeit und A
der Laplace auf Funktionen. Wir betrachten Pu = Au + ¢(x)u mit ¢(z) > 0, ¢ #Z 0, und wollen Pu = f
losen. Als erstes zeigen wir, dass ker P = {0} ist. Sei dazu Pu = 0. Dann gilt

0= / w(Au + cu)dvol, = / (|du|§ + cu?)dvol, > 0.
M M

Also muss u konstant und damit © = 0 sein. Wegen P = P! kénnen wir die Fredholmalternative anwenden
und erhalten, dass Au + cu = f fiir alle f € C°°(M) eine eindeutige Losung hat.

Ist ¢ = 0, ergibt obige Methode, dass Au = f genau dann eine Losung hat, falls [ a Jdvoly = 0 gilt.
Analoge Argumente funktionieren auch fiir vektorwertige Funktionen und ¢ eine positiv definite Matrix
oder auf Vektorbiindeln mit geeigneten ¢, vgl. Abschnitt 11.3.2.

Beispiel I1.3.10 (Hodge-Zerlegung). Sei (M, g) eine geschlossene zusammenhéngende orientierbare Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Sei A:=dd 4 dd: Q¥(M) — QF(M) der Hodge-Laplace (Auf Q°(M) = C>®(M)
ist A = dd gleich dem Laplace aus Beispiel 11.1.5). Sei H*:=ker A C Q*(M) der Raum der harmonischen k-
Formen. Nach Satz I1.3.5 ist " endlich dimensional. Wegen [, g(h, Ah)dvoly = [, g(h, (d6+dd)h)dvol, =
Ja(dR]Z + [6R|2)dvol, ist

HF = {h € Q¥(M) | dh =0 und 67h = 0}.

Fiir o € QP(M) sei ¢ = ¢ + h die Zerlegung mit h € HP und ¢ L HP. Nach Folgerung I1.3.7 gibt es damit
ein w € (M) mit Aw =1 und damit

w=Aw+h=déw+ ddw+h =da+d3+h

*Was andert sich fiir nicht zusammenhéngende Mannigfaltigkeit? Ist ¢ auf allen Zusammenhangskomponenten irgendwo
ungleich Null, &ndert sich nichts. Ist ¢ auf einer oder mehreren Zusammenhangskomponenten gleich Null, kann man dort
nicht mehr v = 0 folgern, sondern nur, dass u auf jeder dieser Komponenten einen konstanten Wert annimmt.

61



Vorl. 23

II. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

mit a = dw und B = dw. Wegen d?> = 0 ist da L 68. Weiterhin ist dae L h und §3 L h. Wir haben
also damit eine orthogonale Zerlegung einer p-Form in exakte, ko-exakte und harmonische Formen - die
sogenannte Hodge-Zerlegung.

Sei nun ¢ = do+ 63 + h geschlossen, also de = 0. Dann ist 0 = dé und somit [|65]|> = [, BdéBdvol, = 0,

also 03 = 0. Jede geschlossene Form hat also eine Hodge-Zerlegung der Form ¢ = da+h. Also ist h die eindeu-

tige harmonische Form in der de-Rham Kohomologieklasse von ¢: [p] € HY (M )::i:;ecrlff{ Q;ﬁ%)(ﬁ?j;[g%})

Weiterhin sieht man wegen A = dé + dd und 6 = (—1)"P~! x dx: QPYL(M) — QP(M), dass der Hodge-
Laplace mit dem Hodge-Stern Operator kommutiert. Also bildet * harmonische Formen auf harmonische
Formen ab. Da # eine Isometrie (bzgl. der L2-Norm) ist, ist *: HP — H™ P eine Isometrie — die Poincaré
Dualitdt.

Bemerkung I1.3.11. Eine Verallgemeinerung von (iii) fiir elliptische Operatoren auf Vektorbiindeln ist der
Index ind(P):=dim ker P — dim ker PT — (iii) sagt also, dass der Index von skalaren Differentialoperatoren
verschwindet. Man kann zeigen, dass Das impliziert, dass der Index eines elliptischen

Glaubt man das, kann man sehen, dass alle Informationen fiir den Index eines elliptischen Operator in
seinem Hauptsymbol enthalten sind: Sei P = P,, + @ ein elliptische Operator der Ordnung m, wobei
P,, nur die Terme der héchsten Ordnung enthélt und alle niedrigeren Ordnungen in Q: H™~ 1 — L2
zusammengefasst sind. Da die Soboleveinbettung H™ « H™~! kompakt ist, ist auch die Einschrinkung
Q: H™ — L? ein kompakter Operator, vgl. Bemerkung 11.3.3.

11.3.1.4. Elliptische Abschatzungen

Um die Fredholmalternative zu beweisen, braucht man insbesondere ein Kriterium, wann der Kern vom
elliptischen Operator endlich dimensional ist. Ein solches Kriterium kommt mit folgendem allgemeinem
Lemma aus der Funktionalanalysis:

Lemma I1.3.12. Seien X,Y,Z reflexive Banachraume (X ist reflexiv, falls X** = X. Z.B. sind die
Sobolevridume WHP fiir 1 < p < oo reflexiv, die Hélderrdume sind nicht reflexiv.). Sei X — Y eine
kompakte Inklusion und L: X — Z eine beschrankte lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) Das Bild L(X) ist in Z abgeschlossen und der Kern ker L ist endlich dimensional.

(ii) Es gibt Konstanten ¢; und ca so dass
lzllx < elllellz + coflzlly
fir alle x € X ist.

Das heifit die Hauptarbeit fir die Fredholmalternative wird das Beweisen von Abschétzungen wie in (ii)
sein - im Falle von elliptischen Operatoren nennt man diese elliptische Abschitzungen:

Satz 11.3.13. Sei P: T'(E) — T'(F) ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung k ber einen
geschlossenen Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es Konstanten ¢; so dass*

(i) (Schauder Abschitzung)
[ullgrrea < cr||Pullcee + callullco < esl|ul|grre,e
fiir alle w € C*+4%(E) und

(i) (LP-Abschitzung)
[ullwesse < callPullwee + esllullr < collullwr.rre

fiir alle w € WPFH{(E) gilt.

*die rechte Ungleichung ist jeweils klar nach Definition von P.
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Bemerkung I1.3.14. (i) Die linken Teile der Ungleichungen sind die eigentlichen elliptischen Abschét-
zungen. Die rechten Ungleichungen folgen direkt, da P von k-ter Ordnung ist.

ii) Allgemein konnte es sein, dass mit der Einschrinkung von P auf WP**+¢(E) der Kern ker P mit
g g
steigendem ¢ immer kleiner werden kénnte. Da jedoch P elliptisch ist und die Koeffizienten von P
glatt sind, zeigt das folgende Regularitatstheorem, dass ker P C I'(F) ist.

Satz I1.3.15. (Elliptische Regularitit) [, | Sei P: T'(E) — I'(F) elliptisch, Ordnung k, iber einer kompakten
Mannigfaltigkeit. Sei u € W*P(E) fiir ein p € (1,00) und sei Pu = f. Sei p < r.Dann folgt aus f € WP,
dass u € WFTEP st bazw. aus f € Co%, dass u € CFH6 jst.

Folgerung 11.3.16. Sei P elliptisch und Pu = Au. Dann ist auch P — X\ elliptisch und damit u € C*°.
Bemerkung I1.3.17. (Sonstige oft genutzte Lemmata der Funktionalanalysis)

(i) Jede nichtleere beschrankte und abgeschlossene Menge eines Hilbertraumes (oder allgemeiner eines
reflexiven Banachraumes) enthélt eine schwach konvergente Teilfolge.Hierbei heifit v; — v schwach
konvergent in B, wenn (u,v;) — (u,v) fir alle w € B* und (.,.) ist die duale Paarung von B und
seinem Dual B* ist. Im Falle eines Hilbertraumes ist das einfach das Skalarprodukt.

(ii) Jede in der Norm konvergente Folge in B, konvergiert auch schwach. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.
(Standardbeispiel ist H = L?(R), Sei u € C2°(R) mit suppu € [0,1]. Setze v;(z):=u(x — i). Dann
konvergiert v; schwach gegen 0 (Es reicht, gegen C2°(R)-Funktionen zu testen, da diese dicht in L?(R)
liegen.). Aber die Norm von v; ist konstant.)

(iii) Konvergiert v; schwach in B gegen v, dann gilt ||v||p < liminf ||v;] 5.

11.3.2. Laplace-artige Operatoren

Definition I1.3.18. Ein Differentialoperator zweiter Ordnung auf einem reellen Vektorbiindel £ — M
iiber einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist Laplace-artig (vom Laplace-Typ), wenn sein
Hauptsymbol in & € T M die skalare Multiplikation mit |§|3 ist.

Bemerkung I11.3.19. Ist (M, g) Riemannsch, ist der Laplace-artige Operator damit automatisch elliptisch;
ist (M, g) Lorentzsch, dann hyperbolisch. Nach Beispiel 11.2.4 ist P genau dann Laplace-artig, wenn

([P, f1, ] = —2ldf ] gilt.

Beispiel 11.3.20. Der Hodge-Laplace A:=d§ + éd: QF(M) — QF(M) ist Laplace-artig: Nach ?

Bemerkung I1.3.21. In lokalen Koordinaten z € U hat ein Laplace-artiger Operator die Form
P=—g¢"90,:0, + a0, +b

mit a*,b € T(End(E)|y).

Beispiel 11.3.22. Sei E — M ein Vektorbiindel iiber (M, g) und Zusammenhang V¥. Wir definieren den
Zusammenhangs-Laplace (Bochner-Laplace) durch

A= — Tr(VITMOEGE). D(E) - T(E).

Die Spur geht hier iiber die beiden Faktoren 7% M im Bild von VI M®EVE): T(E) - (T*M T*M Q E).
(Man beachte, dass die Spur hier als Spur einer Bilinearform metrikabhéngig ist, vgl. [3, App. A].)
Wir haben

(VI MEETE )0y, 0,0) = (VI MEE(da’ @ VE 5)(Opr, 0pe)
= (V" Mdz' @ VE s+ da’ @ VEVE 5)(0gn, Oy
= (V3 Mda")(0,0)VE s+ 6,V5 V5 s
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Mit 0 = Ok (dzt(Dye)) = (vaTz*kdei)(aﬂ) + dxi(ng\lf (0pe) folgt (Vg:yda:i)(ﬁme) = —T%, und damit

(VT*M@)EVES)((?IM@#) = ngvg LS5~ F};gvg.is
also (VI M@EGES) (X Y) = (VEVE — Ve v)s.
und somit .
As=—g7(V} ngj - F?jv(gk)&

Ist e; ein Orthonormalrahmen in Punkt p, so hat der Bochner-Laplace im Punkt p damit die Darstellung
Ve=->, Vfi Vf

Insbesondere ist der Bochner-Laplace also auch vom Laplace Typ. Vergleicht man Ubungsaufgabe 43.ii mit
der lokalen Darstellung von oben, sieht man: A = —(V#)IVE.

Satz 11.3.23. Sei E — M ein Vektorbindel iber (M, g). Sei P: T'(E) — I'(E) ein Operator vom Laplace-
Typ. Dann gibt es einen eindeutigen Zusammenhang V¥ auf E und ein eindeutiges Q € T'(End(E)) mit
P =AF +Q, wobei A¥ der Bochner-Laplace zu V¥ ist.

Beweis. Es reicht ein V¥ zu finden, so dass [P — A, f] = 0 ist, denn dann ist P — A® nach Beispiel 11.2.4
ein Operator 0-ter Ordnung. Allgemein ist

(A", fls = (Af)s +2df (8::)VE s = (Af)s + 2(df, VFs)
[P — AP, fls = [P, fls = (Af)s — 2(df, V).
Unser Ansatz fiir V¥ ist also 2(df, VEs) = [P, f]s — (Af)s. Das definiert einen eindeutigen Zusammenhang
V¥ und zeigt damit die Behauptung. O

Beispiel 11.3.24. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der induzierte Zusammenhang auf A¥M.
Sei A = dd + dd der Hodge-Laplace auf QF(M). Dann ist

A=—(V)IV+Q

mit Q = —e’ A t(e;)R(ei, e;), wobei e; ein lokaler Orthonormalrahmen auf M ist, vgl. Ubungsaufgabe 46.*
Mehr solcher Identitéten in Abschnitt I1.3.5.

11.3.3. Spektrum des Laplaceoperators auf geschlossenen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten

Es gibt allgemeine abstrakte Sétze mit denen man einen Spektralsatz fiir den Laplaceoperator zeigen
kann, siehe Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren in der Funktionalanalysis [9], vgl. Satz 11.3.26.
Um zu sehen was passiert und weil es einige oft auftretende Methoden verwendet, beweisen wir hier den
Spektralsatz fiir den Laplaceoperator von Funktionen auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten zu Fuf:

Satz 11.3.25. Der Laplaceoperator A: C*°(M) C L*(M) — C>(M) C L*(M) auf einer zusammenhdn-
genden geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) besitzt eine unendliche Folge von Eigenwerten
0=2Xo <A1 < Ao <...mit zugehdrigen L?-orthonormalen Figenfunktionen pj:

Apj = Ajpj- (I1.2)

Weiterhin ist der einzige Haufungspunkt der Figenwerte +00. Insbesondere sind die Figenrdume endlich
dimensional und die FEigenfunktionen bilden eine vollstindige Basis in L. Ist f glatt, dann konvergiert
seine Zerlequng in Eigenfunktionen uniform in C* fiir alle k.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass aufgrund der Sdtze zur elliptischen Regularitét alle ¢; glatt sind.
(i) (A; > 0) Wir multiplizieren (I1.2) mit ¢; und integrieren:
0 g/ V| 2dvol, :/ ¢ Ap;dvol, = Aj/ lp;]%dvol, = A;.
M M M

*Hier ist R der Kriimmungstensor zu V auf A¥M, d.h. R(e;, e;): QF (M) — QF(M).
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(ii) (Ao = 0) Wiihle ¢ = vol(M, g)~*/2.

(iii) (Endlich-dimensionale Eigenrdume und keinen endlichen H&ufungspunkt)Sei E,,:={¢ | 3\; < Vorl. 24

m: (A — Xj)p = 0}. Es reicht zu zeigen, dass E,, endlich dimensional ist. Wie in (i) erhalten
wir [, [Vo|2dvoly, < m fir ¢ € E,,. Damit ist E,, in H' beschréinkt. Nehmen wir an, dass E,
unendlich dimensional wire, dann gebe es eine Orthonormalfolge u; € E,,. Diese in H' beschrinkte
Folge, hat eine in H' schwach konvergente Teilfolge u,; >p€H 1. Nach dem Soboleveinbettungssatz
fir H! — L? konvergiert eine Teilfolge u;;, in L? gegen .* Damit muss auch |||z = 1 sein.
Da die u; aber alle orthonormal sind, gilt ||u; — u;[%. = 2. Keine Teilfolge von u; kann also eine
L?-Cauchyfolge sein, was den Widerspruch gibt.

(iv) (Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal) Der Beweis ist wie bei symmetrischen
Matrizen und benutzt die formale Selbstadjungiertheit von A:

)\j/ rpjdvol, :/ wrAp;dvol, :/ (Apy)p dvol, :)\k/ rpjdvoly.
M M M M

(v) (Existenz der Eigenfunktionen und Haufungspunkt bei unendlich.)Wir haben schon gesehen, dass
o existiert. Nehmen wir nun an wir haben die Existenz von 0 = A\g < A1 < ... < A\ gezeigt (die
zugehoérigen normalisierten Eigenfunktionen heifien ¢;) und das sind insbesondere alle Eigenwerte
(jeweils gezahlt mit Multiplizitdt) < Ax und ein paar = A, (Das miissen noch nicht alle sein — kann
sein, dass das wir da noch nicht alle gefunden haben). Sei Ej:=span{y; | j < k} und Eé‘fﬁ das zu Ej,
orthogonale Komplement in L? und sei Ef-:=H' N (EL"). Sei u € Ejb. Wegen [, 0jAu = \; [, pju
ist Au € E,i-ﬁ. Sei nun

UV (IL.3)

f uAudvoly

P)
L2(g)

Analog zur min-max Charakterisierung von Eigenwerten von Matrizen (Satz von Courant-Fischer)
erwarten wir, dass A der (k+ 1)-te Eigenwert ist: Sei nun u; € Ei- eine minimierende Folge fiir \, also
lujllr2(gy = 1 und || Vu, H%Q(q) — A. Damit ist ||Vu;|12(g) in H' beschréinkt und damit enthilt u; eine

Der Quotient rechts heifit Rayleigh-Ritz-Quotient und ist im Fall w € H? gleich inf, . BL

flwll

schwach konvergente Teilfolge in H* (die wir im Folgenden auch wieder mit u; bezeichnen). D.h. es gibt
einu € H' mit (z,uj—u) g — 0 fiir alle z € H'. Insbesondere ist u € Ej-, denn aus u = Zj<k ajp;+u
mit 4 € Ei- folgt mit der Wahl 2z = ¢;, dass (z = ¢j,u; —u)m = —(p;,u) = —a; = 0 ist. Des
Weiteren sagt der Soboleveinbettungssatz, dass u; in L? gegen u konvergiert. Also ist ||ul| L2(g) = L.
Aus (z,u; —u)gr = (z,u; —uype + (Vz,V(u; —u)) 2 — 0 folgt damit (Vz, V(u; —u))r2 — 0 und
somit

IVulZa(q) = lim{Vu, Vuj)z2 < lHm[|Vulp2) [Vl = VAVl 2 ()

Wiire Vu = 0, wire u = const und damit schon in Ey C Ej. Es ist also || Vul|r2¢y) < V/A. Andererseits
sagt die Definition von \, dass || Vu|[z2() > VA ist. Also gilt schon Gleichheit und u € Ej- minimiert
(I1.3). D.h. wie bei den kritischen Punkten aus der endlich dimensionalen Analysis, gilt fiir alle v € Ej-

0 1d IVuw+e)|2. [, 9(Vu,Vo)dvol,  [|Vul|. [,, uvdvol,
= 3 7 le=0 = -
2 de lu+ ev]|72 [ |72

= / (9(Vu, Vo) — Auv) dvol, (IL.4)
M

Da u € Ej- ist, gilt die letzte Gleichung auch fiir alle v € Ej, und damit insgesamt fiir alle v € H*.
Wiissten wir schon, dass u zwei mal (schwach) differenzierbar ist, wiirde mittels partieller Integration

*Das die Folge nicht nur irgendwie konvergiert, sondern auch gegen das ¢ € H! folgt aus der Eindeutigkeit der Limiten:
Uiy, =P schwach in H! impliziert, dass diese Konvergenz auch schwach in L?. Damit muss auch der Limes in der

L2-Normkonvergenz ¢ sein.
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direkt Au = Au folgen und dann u € C°° mittels elliptischer Regularitdt. Wissen wir aber noch nicht.

Nach Beispiel 11.3.9 ist der Kern von La:=Ad + @ gleich {0}. Da u € H!, folgt mit Folgerung 11.3.7.,
dass es eine eindeutige Losung w € H? von Lw = (1+ X)u. Wir zeigen, dass v = w und damit v € H?
gilt:

/ vL(z:=w — u)dvol, = / v((1 4+ Nu — Au — u)dvol, = / v(Au — Au)dvol, Ly,

M M M ’

Diese Gleichung gilt fiir alle v € C°°(M). Man sagt z ist eine schwache Lésung von Lz = 0. Da
C°°(M) in H' dicht liegt, gilt [,, vLzdvol, = 0 auch fiir alle v € H'(M). Wir wéihlen nun v = u und
erhalten

/M()\Z2 + [Vul2)dvoly, = 0

Wegen A > 0, muss z = 0 sein. Also ist u € H3N E,i- und damit Au = Au. Insbesondere ist A > A\,
und wir haben gesehen, dass es immer noch einen weiteren Eigenwert gibt. Da die Eigenrdume
endlich-dimensional sind, bedeutet das auch, dass unendlich ein Haufungspunkt der Eigenwerte ist.

(L2-Vollsténdigkeit und L?-uniforme Konvergenz der Eigenfunktionen) Sei Iy die L?-Orthogonalprojektion

auf den Raum, der durch die ersten N Eigenfunktionen von A aufgespannt wird:

Ine:=Y_{(#,05)0;.

JSN

Wir werden zeigen, dass ¢ — IIy¢ — 0 fiir N — oo und ¢ € L2. Dazu schrinken wir uns zuerst auf
den Fall p € H? ein. Es gilt, vgl. (v),

fM(SD - HNQO)A(QO — HNQD)dVOIg

A= o —nel7e
nya=aty [ (9 = nve)Ap — (¢ — Tne) Iy Apdvol,
a I = Tne|l%.
ny=tf =13 [}, [Vel; + [VIIyg|;dvol, _ 2 [y IVel2dvol,
- o —Tngll3. = e —Tnel7.

wobel wir im letzten Schritt

IVellz: = [VIIngll7e + V(1 — On)pllze + (VIIng, V(1 — y)ep) 2

=(TInAp,(1-TIN)p) 2=0

> [|VIIn g7
verwendet haben. Da Any1 — oo konvergiert, folgt 0« [|¢ — Hy¢l2,.

Sei nun ¢ € L2. Wir wissen, dass glatte Funktionen in L? dicht sind. D.h. es gibt ¢’ € C'*° mit
@' — ¢ in L? und wir haben

lo —Onolie < llo — @llee + l* = Tne'lle + [Tn (e’ — ©)llz>
<2l — @' |lp2 + [l" = n@'|[z2 — 0.

(Ist f glatt, dann konvergiert die Zerlegung in Eigenfunktionen sogar in C*.) Wir zeigen die allgemei-
nere Aussage: Ist f € H?*, dann konvergiert die Zerlegung in Eigenfunktionen sogar in H2*. Den Fall
k = 0 haben wir schon abgehandelt. Wir definieren |u|gax:=||(A + Id)*u| 12 fiir u € C*°(M). Es gilt

||l 22 [|(A + Id)ul| £2 2/ u(A—!—I)udvolg:/ |Vu|2dvol—|—/ u2dv01g > Hu||2L2
M M M



11.3. Elliptische Diffops

und damit |(A 4 Id)%ul|z2 > ||ul|z: fiir alle £ € N. Da (A +1d)* noch immer ein elliptischer Operator
ist, folgt:
lull gz < e(l(A +Id) a2 + ullz2) < cJul g < ¢ [lull o

Beide Normen sind also fiquivalent. Sei nun v € H?*, v = 3" a;¢;, dann ist v:=(A + Id)*u € L2

Fiir v haben wir eine Zerlegung v = )~ 3;¢; in Eigenfunktion von A, die in L2-konvergiert. Dann ist
u = Zﬁj(/\j + 1)—k¢j, also a;; = ﬁj()\j + 1)—k und

||u — HNU||H2k S CH(A + Id)k(u — HNU)HL? = CH’U - HN’UHLz — 0.

Allgemeiner gilt

Satz I1.3.26. Sei P: T'(E) — T'(E) ein streng elliptischer Differentialoperator (siehe folgende Definition)
auf dem Vektorbiindel E — M iiber einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit besitzt ein voll-
standiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen. Die zugehdrigen Eigenwerte haben nur im Unendlichen
einen Hdufungspunkt.

Definition I1.3.27. Ein Differentialoperator P: I'(E) — T'(E) ist streng elliptisch, wenn fiir sein Haupt-
symbol o(P)(z,&): E, — E, die quadratische Form

Q(n € B, 2K"):=Rea(P)(z,&)ijn'i’ = c|n|*[¢|?
flir ein ¢ > 0, welches von x abhéngen darf, aber nicht von & und 7.
Bemerkung I1.3.28. Streng elliptische Operatoren sind insbesondere elliptisch.

Beispiel I1.3.29. (i) Laplace-artige Operatoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind streng ellip-
tisch. Damit ist insbesondere der Hodge-Laplace streng elliptisch und der letzte Satz impliziert mit
Beispiel ??, dass die deRham-Kohomologien endlich dimensionale Vektorraume sind.

(ii) Nur Differentialoperatoren gerade Ordnung kénnen streng elliptisch sein.

Beispiel 11.3.30. Wir betrachten S*, benutzen 6 € [0, 27) als Koordinate und setzen
—i0 5 \2
Pu=— (e 89) U

Es gilt Petire” = \2e+Ne  Algq ist A2 fiir alle A € C ein Eigenwert — also alle komplexen Zahlen sind
Eigenwerte. Das Hauptsymbol von P ist e=29¢2 - damit ist P elliptisch aber nicht streng elliptisch.

11.3.4. Dirac-artige Operatoren

Definition I1.3.31. Seien E — M und F — M zwei Vektorbiindel tiber einer (semi-)Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Ein Differentialoperator D € Diff' (E, F) ist Dirac-artig (vom Dirac-Typ), wenn
DD und DD' Laplace-artige Operatoren sind.

Beispiel I1.3.32. (i) Fiir den Diracoperator aus Beispiel I1.1.1(vii) gilt D = D und D? wirkt kompo-
nentenweise als Wellenoperator.

(ii) Ist D € Diff'(E, F) vom Dirac-Typ, dann ist auch

- (0 D ol
D._(D 0>6D1H(E@F)

Dirac-artig und es gilt D = DF.

(iii) De Rham Operator: d + § € Diff' (Q*M:= D, QF(M)) ist Dirac-artig: Denn (d + 6)" = 6 + d und
(d+6)% =dd + dd = A ist der Hodge-Laplace.
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Bemerkung 11.3.33. Sei D ein symmetrischer (d.h. D = D) Dirac-artiger Operator auf £ — M
zur (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Sei o1(D)(z,€): E, — E, sein Symbol. Fiir festes x
setzen wir 0(¢) = ioy(D)(z,€). Aus D = D folgt 0(¢) = —0(¢)!. Da D Dirac-artig ist, gilt weiterhin
0(£)* = —|¢|21dp, . Polarisieren ergibt fir £,n € Ty M

0(£)0(n) +0(m)0(&) = —29(&,m)1dg, .

Abstrakt gesprochen haben wir eine quadratische Form ¢ auf dem Vektorraum V', einen Vektorraum W
und eine lineare Abbildung
cl: V. — End(W)

so dass
cl(v)el(v) = —q(v)Idw

gilt (bei uns war ¢ = g5, V. = To M und W = E,.). Eine solche Abbildung cl nennen wir Cliffordmultiplikation.
Mittels cl(v%):=cl(v) erweitert man die Cliffordmultiplikation auch V*. Ab jetzt sei ¢ immer nichtentartet.

Definition I1.3.34. Ein Vektorbiindel F iiber einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) zusam-
men mit einer Cliffordmultiplikation

cl: T(T*M) — End(E)
heiBt Cliffordmodul. Ein Zusammenhang V¥ heiit kompatibel mit der Cliffordmultiplikation, falls [V, cl(X)] =
c(VX) fiir alle X € X(M) gilt (d.h. VE(cl(X)s) — cl(X)(VEs) = cl(Vy X)s und V ist der Levi-Civita-
Zusammenhang). Ein solcher Zusammenhang heifit auch Cliffordzusammenhang. Eine Biindelmetrik hg ist
kompatibel mit der Cliffordmultiplikation, falls hg(cl(0)s1, s2) = —hg(s1,cl(0)sq) fiir alle s; € T'(F) und
0 € QY (M) gilt.
Ein Diracbiindel ist ein Cliffordmodul E — M mit Biindelmetrik (.,.) g und metrischen Zusammenhang
VZ, fiir den sowohl h¥ als auch V¥ mit der Cliffordmultiplikation kompatibel sind.

Bemerkung I1.3.35. Jedes Diracbiindel besitzt einen Operator vom Dirac-typ D € Diff* (E):

D:T(E) Y I(T" M & E) % ().

In lokalen Koordinaten z € U ist D = cl(dz")Vy , = ¢"/cl(9,i)Vy_,. Wir berechnen D': Es reicht, das lokal
zu berechnen. Wir wéhlen geodétische Normalkoordinaten um z € U Sei e;:=0,:. Dann ist Ve;|; = 0.
Seien $;T'.(E|y). Dann ist im Punkt a:

cl und (.,.) kompatibel

(Ds1, s2) = (cl(e;)Ve,; 1, S2) = —(Ve,s1,cl(e;)s2)

met

= —e;(s1,cl(e;)sa) + (s1, Ve, (cl(e;))s2)

B C =C
[V, el(X)]=el(VX) —e;{s1,cl(e;)sa) + (s1,cl(e;) Ve, s2)

= —divV + <81, D82>

mit V = Vie; und V* = (s1,cl(e;)s2). Damit ist

/ (Ds1, s2)dvoly = / (s1, Dsg)dvolg,
M M
also D = DT. Weiterhin ist [D, f] = cl(df) und damit o1(D)(x,§) = icl(€). Also ist o2(D?)(x,€) = [¢]2.

Beispiel I1.3.36. (Vgl. Ubungsaufgabe 49) Fiir den de-Rham Operator aus Beispiel 11.3.32 ist die
Cliffordmultiplikation mit einer 1-Form w € T'(T*M) = Q*(M) durch cl(w) = w A . — t¢. gegeben, vgl.
auch Ubungsaufgabe 41 fiir die Berechnung der jeweiligen Hauptsymbole. Wir haben clo V = d + 6.

Bemerkung I1.3.37. Die Cliffordmultiplikation cl: V' — End(W) (also cl(v)cl(v) = —¢(v)Id) kann auch
hintereinander ausgefiihrt werden, d.h. Sie erweitert sich auf

d: QV=RaVeo(VaV)e(VeVeV)s...»EndW)

68



11.3. Elliptische Diffops

und es gilt cl(v @ w + w ® v + 2¢(v, w)Id) = 0. Damit verschwindet cl auch auf dem Ideal Z, welches von
vRw+w v+ 2¢(v,w)ld erzeugt wird. Den Quotienten

C(V):=Cl(V, q): @v@@/z

nennt man Cliffordalgebra (Die Algebrastruktur ist von der Tensoralgebra @ V geerbt). Also kann die
Cliffordmultiplikation auch als Abbildung cl: C(V) — End(W) betrachtet werden. Des Weiteren ist die
Lieklammer auf C (V) abgeschlossen: [[a], [b]] = [a ® b — b ® q] fiir a,b € @, VE* (also [a], [b] € C(V))
und man kann nachrechnen, dass die Jacobiidentitit gilt. Wir schreiben fir Elemente in C(V') in Zukunft
die ® nicht mehr mit. C'(V) besitzt einen anti-Automorphismus a = ¢;, ...e;, — a' =¢€;, ...e;, fir eine
Orthonormalbasis von (V, q) mit (ab)? = btat.

Beispiel 11.3.38. Man kann zeigen, dass fiir Cl(n):=Cl(R", geua) gilt: C1(2k) = End((Czk =: ¥gi) und
Cl(2k+1) = End((CQk =: Yogt1) @End(@2k =: f]g;Hl) ist. Diese Gleichheiten sind Algebrenisomorphismen
- man muss allerdings dazu sagen, wie die Cliffordmultiplikation jeweils auf C2?" wirkt:

Die Cliffordmultiplikation auf ¥; = C ist durch cl(e;)p:= — ip und auf ¥; = C ist durch cl(e;)p:=ig
gegeben. Der Rest wird induktiv definiert:

(i) Sei n ungerade: Wir setzen X,,41:=%,, ® $,, mit der Cliffordmultiplikation

cl(er) (o1, 02):=(cl(ex)or, clex)os) k=1,....n

cl(eny1)(01,02):=(—02,01)

(ii) Sei n gerade: Wir setzen En+1::f]n+1::2n mit der Cliffordmultiplikation cl(eg) auf ¥, 11 ist gleich
cl(ex) (und cl(eg) aquZnH ist gleich —cl(eg) auf ¥,,) fir k =1,...,n. cl(ept1)o:=io auf ¥,,41 und
cl(ept1)o:=—io auf ¥, 41.

Folgerung I1.3.39. Ist e; eine Orthonormalbasis von g, d.h. q(e;,e;) = £6;; (g muss also nicht entartet
sein, aber nicht unbedingt positiv definit). Dann ist die durch

ciej, Ao Nej, € ANV:= De>0 AV cl(eil) .- l(elk) € C( )
erzeugte lineare Abbildung ein Vektorraumisomorphismus.
Bemerkung I1.3.40. c ist kein Algebrenisomorphismus, da 0 = ¢(0 = e3 A ey) # c(e1)c(er) = —1 ist.

Lemma I1.3.41. Die Abbildung 7: a € A*(V) = (v = [a,v]:=c(a)cl(v) — cl(v)c(a)) € Hom(V, C(V)) ist
ein Isomorphismus aufs Bild o(V) C Hom(V, V) C Hom(V, C(V)).

Beweis. Ubungsaufgabe 50 O

Bemerkung I1.3.42. (i) Sei A € o(V). Dann ist ¢(771(A)) = %ZKj q(Ae;, ej)cl(e;)cl(e;). Anderer-
seits ist o(V) = A%V mittels A — > icj 4(Aeisej)e; Aej. Nutzt man diese Identifizierung ist allerdings
¢(A) = >, a(Ae;, ej)cl(e;)cl(e;) - unterscheidet sich also von 771(A) durch einen Faktor 2. Das
zeigt erst einmal nur, dass die ganzen Identifikationen nicht kompatibel sind.

(ii) C?*(V):=c(A%2V) C CO(V) ist unter der Lieklammer von C(V') ebenfalls abgeschlossen, vgl. Ubungsauf-
gabe 51.

(ili) Wir betrachten die Exponentialabbildung auf C?(V) = ¢(A%2V) C C(V) und A%V, d.h. fiir a € A%(V)
ist expa:=3 ;5 7 AP mit AFa = @ A ... A q (und analog expy fiir ¢(A?V) mit Cliffordmultipli-

k-mal

kation statt A, vgl. Ubungsaufgabe 51). (Fiir alle i > k/2 ist das Produkt A‘a sogar gleich Null,
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und exp, @ € AV hat nur endlich viele Summanden.) Da ¢ kein Algebrenisomorphismus ist, ist
expo o¢ # exp, . Z.B. gilt

1 , 1
expo(er -es) =1+ ejea + = (e1e2)” ——ejes + ...
9 %) 73

1 ) 1
= Z(_l)lm + zi:(—l)lm eres

i

=cos 1 =sin1

expp(er Aes) =1+ e1 Aes.

(iv) Wir definieren Spin(V):=exp(C?(V)) - die Spingruppe von (V, q). Ist v; eine Orthonormalbasis von
(V,q), dann gilt auch Spin(V') = span{v;, ... v;,, | k € N}.

(v) Mit 7(a)v = [a,v] kann man nachrechnen, dass
(exp7(a)) v = (expc a)v(expga) ™
€esSo(V)

und wir haben eine Abbildung #: Spin(V) — SO(V), a — (v = ava®) Fiir dimV > 1 ist 7
eine zweifache nichttriviale Uberlagerung. Damit ist Spin(V) fiir ¢ positiv definit kompakt und
zusammenhéngend (da dann SO(V) kompakt und zusammenhédngend ist). Far dimg V' > 3 ist
Spin(V) einfach zusammenhiingend und damit die universelle Uberlagerung von SO(V').

(vi) Die Einschrdnkung der Cliffordmultiplikation auf Spin(V) ist eine Darstellung von Spin(V'). Wir
brauchen im Folgenden nur noch p:=cl: Spin(k):=Spin(R¥, g.y;) — C1(k) mit der Darstellung von
Cl(k) wie in Beispiel 11.3.38.

Beispiel I11.3.43. (i) Spin(2) = S' 2 U(1) mit #: S* = Spin(2) — S = SO(2), z — 22
(ii) Spin(3) = SU(2), vgl. Beispiel 1.3.23.
(iii) Spin(4) = SU(2) x SU(2)

Beispiel I1.3.44. (Der klassische Diracoperator auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten) Sei (M™,g)
eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei SO(M) das zugehorige SO(m)-Hauptfaserbiindel
der orientierten Orthonormalbasen. Nehmen wir an M sei spin, d.h. es gibt einen Lift ®: Spin(M) —
SO(M) von SO(M) bzgl. der zweifachen Uberlagerung, vgl. Abschnitt 1.3.4. Nun bilden wir aus dem
Spin(m)-Hauptfaserbiindel Spin(M) und der Darstellung p: Spin(m) — X, vom oben das assoziierte
Vektorbiindel S:=Spin(M) x, X,,. Dieses wird Spinorbindel genannt. Der Levi-Civita-Zusammenhang
auf TM induziert einen Zusammenhang 7,SO(M) = Q,SO(M) @ T,(SO(M)) ¢y auf SO(M) wie in
Abschnitt 1.3.5.1 und damit mittels @, Spin(M) = (dr®) ' Qa(r)SO(M) einen Zusammenhang auf Spin(M).
Wie in Ubungsaufgabe 35/Bemerkung 1.3.37 erhélt man dann einen induzierten Zusammenhang auf dem
assoziierten Biindel - dem Spinorbiindel. Rechnet man das alles in lokalen Koordinaten aus, erhélt man:
Sei e; ein lokalen Orthonormalrahmen auf U C M (also (ey,..., e, ) ist ein lokaler Schnitt von SO(M))
und sei ¢ ein lokaler Schnitt von Spin(M) mit ®(q) = (e1, ..., em). Sei ¢ € I'(S). Dann gibt es eine glatte
Abbildung o: U — X,,, mit |y = [g, o]. Dann gilt

V10,0 = [0, X(0) + 3 3 (X, eThyel(e)el(ex)o].

.5,k

Man kann nachrechnen, dass S mit diesem Zusammenhang der Cliffordmultiplikation, die wie eben nur
auf 7 wirkt, und der induzierten Biindelmetrik ein Diracbiindel wie in Definition I1.3.34 und damit
ist D = cl(ei)Vi ein Dirac-artiger Operator — der klassische Diracoperator eine Riemannschen spin
Mannigfaltigkeit.
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11.3.5. Bochner Theoreme

In Satz 11.3.23 haben wir gesehen, dass sich jeder Laplace-artige Operator P: I['(E) — ['(E) als AP
fiir einen geeigneten Zusammenhang V¥ plus einen 0.te Ordnungsoperator schreiben lisst. Im Falle des
Hodge-Laplace haben wir in Beispiel 11.3.24 und Ubungsaufgabe 46 gesehen, dass fiir Einsformen Q sich
aus der Riccikrimmung der Mannigfaltigkeit bestimmt.

Wir wollen im Folgenden &hnliches fiir Diracoperatoren eines Diracbiindels finden.

Bemerkung I1.3.45. Ein K € Q?(M,End(FE)) definiert eine Abbildung K : T'(E) — I'(E) durch

(Ks)(p):= Z cl(e;)cl(e;) K (es,€5)s

.3

fiir eine lokale Orthonormalbasis e; von T}, M. Man iiberpriift, dass die Definition unabhéngig vom gewéhlten
Orthonormalbasis ist.

Lemma I1.3.46. (Weitzenbock-Formel) Sei E — M ein Diracbiindel mit zugehorigem Zusammenhang
VE. Dann gilt D* = AP + RE mit R € Q*(M, End(E)) die Kriimmung von VE.

Beweis. Seien 2! geodétische Normalkoordinaten um p und e; = 0,:. Dann ist e; in p orthonormal und

veiej|P =0.
Wir haben in p:

D%s = cl(ei)Vfi (cl(ej)ij 8) = cl(ei)cl(ej)Vfngs
=-VIvEs+ Z cl(ei)cl(ej)(vgv(i - Vg VE)s

1<j

Bsp. é[.3.22 AES + ch(ei)cl(ej)RE(ei,ej)s _ (AE —|—RE)S.

1<J

Lemma I1.3.47. Fiir den klassischen Diracoperator gilt

R(X,Y)s = —% > (R(X,Y )ex)cl(er)s
k

fiir einen lokalen Orthonormalrahmen e; und R der Krimmungstensor von (M,g). Insbesondere ist
RSs = iscalgs. Die Weitzenbéckformel fiir den klassischen Diracoperator ist also

1
D?=AS + Zscalg

und wird Schrodinger-Lichnerowicz-Formel genannit.

Beweis. Kann man aus der lokalen Darstellung des Zusammenhangs, vgl. Beispiel 11.3.44, berechnen. [

Folgerung I1.3.48. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche spin Mannigfaltigkeit mit positiver Skalar-
krimmung. Dann hat der klassische Diracoperator keinen Kern.

Beweis. Sei s € kerD. Dann ist 0 = D?s = As + iscalgs, also

1
0 :/ |Vs|?dvol, +/ Zscalg\s\gdvolg >0
M M

und es folgt s = 0. O
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11.3.6. Etwas Funktionalkalkul

Sei P: T'(E) — T'(E) ein elliptischer Operator der Ordnung ¢ auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit fiir
den es eine Basis aus orthonormalen Eigenfunktionen mit endlich-dimensionalen Eigenrdumen gibt (z.B. P
ist streng elliptisch oder P ist der Diracoperator eines Diracbiindels, vgl. Ubungsaufgabe 52).

Sei o(P) die Menge der Eigenwerte von P. Ein s € L?(E) hat dann eine Zerlegung s = 2 oreo(p) SA mit s
der Anteil von s im Eigenraum zu . Da die Zerlegung orthogonal ist, ist insbesondere |[sx||z2(g) < [|5]/22(g)-

Satz 11.3.49. Ein Schnitt s € L*(E) ist genau dann glatt, wenn ||sx||12¢g) = O(IN™F) fiir alle k gilt (Man
sagt, die Zerlegung ist schnell abfallend. ).

Beweis. Sei s glatt, dann ist auch P"s glatt fiir alle r € N, also insbesondere L?. Aus ||[P"s||7, =
S\ ATIsal2, folgt direkt, dass die Zerlegung schnell abfallend ist.

Sei die Zerlegung nun schnell abfallend. Da s, eine Eigenfunktion von P ist, folgt mittels iterativer
Anwendung der elliptischen Abschitzung: Wir haben |[sx || gr+e < C(||Psallge+|Isallz) < CA+|A])|Isallzw-
Mehrfaches Anwenden liefert |[sy|| e < C(1 4 [A])¥||sx||z2. Die Abfallbedingung zeigt, dass s € H" fiir
alle r ist. Mittels der Soboleveinbettung ist dann s glatt. O

Sei nun f eine beschrankte Funktion auf o(P). Wir definieren f(P) durch

F(P)si= Y f(Nsn,

A€o (P)
wobei s =), sy die Zerlegung von s in Eigenfunktionen ist.

Satz I1.3.50. Die Abbildung f — f(P) ist ein unitirer Ringhomomorphismus vom Ring der beschrinkten
Funktionen auf o(P) in die beschrinkten Operatoren auf L>(E). Es gilt 1f(P)]|-=subyer(m), o), .=1 [PVl <
sup |f|. Weiterhin bildet f(P) glatte Schnitte von E auf glatte Schnitte ab.

Beweis. Sei s € L*(E), also ||s]|2. = >, [Isall?2: < oo. Dann ist || f(P)s||2: = D\ [f(N)2|sall2: <
sup | f]||s||%2. Damit ist f(P) ist ein beschrinkter Operator auf L?(E) mit || f(P)|| < sup|f|. Dass f(P)
glatte Schnitte auf glatte Schnitte abbildet, folgt aus Satz I1.3.49 und f beschrankt. Der Rest ist klar. [

Bemerkung I1.3.51. Ist f selbst schnell abfallend, also | f(A)| < O(|A|~*) fiir alle k, dann ist f(D)(L?*(E)) C
I'(E). Insbesondere hat f(D) einen glatten Kern* , d.h. es gibt ein k € I'(E X E*) mit

f@M@:AMMM@@

Das Integral wird immer noch mit dem Volumenelement dvol, ausgefiihrt, aber wir schreiben dy um zu
zeigen, dass liber y integriert wird und nicht . Weiterhin ist EX E*:=m{E @ m3 E* mit m;: M x M — M
die Projektion auf die i-te Komponente ein Vektorbiindel iiber M x M. Operatoren mit glattem Kern
werden Gldttungsoperatoren genannt.

* Sei D/(E) der Raum der Distributionen auf E, also allen linearen Funktionalen T': T'c(E) — K fiir die fiir alle Kompakta
K C M esein C >0 und ein k € N>q mit [T's| < C||s||or gibt. Auf D’(E) wahlen wir die schwache Topologie, d.h. T; — T,
falls T;(s) — T'(s) fiir alle s € T¢(E) gilt.

Satz I1.3.52. Sei E — M ein Vektorbiindel iber einer geschlossenen Mannigfaltigkeit. Sei A: T'(E) — D'(E) ein stetiger
Operator. Dann sind dquivalent:

(i) A erweitert sich zu einem stetigen Operator A: D'(E) — I'(E).

(ii) A erweitert sich zu einem stetigen Operator A: H®(E) — H'(E) fiir alle s,t € Z (Hierbei ist H=*(E) fiir s > 0 dual

(iii) A hat einen glatten Kern K4 € T'(EX E*).

Der Satz gilt im Prinzip auch auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten, man muss nur auf den Support der Funktionen
aufpassen.
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11.4. Zur Warmeleitungsgleichung

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Aussagen zur Warmeleitungsgleichung treffen:
Im ganzen Abschnitt sei: Sei F — M ein Vektorbiindel iiber einer geschlossenen Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) und sei P ein Laplace-artiger Operator auf E mit o(P) C Rxo.

Satz I1.4.1. Die Warmeleitungsgleichung ts + Ps = 0 mit Anfangswert s(.,0) = so € T'(E) hat eine
eindeutige Losung sy:=s(.,t) fir alle t > 0. Weiterhin gilt ||s¢||2g) < ||sollz2(q)

Beweis. Angenommen es gibt eine glatte Losung s;. Dann gilt
8 U(P)QRzo

0 0
&HstHQLQ(g) = /M<ast,5t>dvolg + /M<st, asﬁdvolg =— /M<P5t,st>dvolg — /M<5t,P3t>dvolg < 0

und damit HStHLQ(gg, < |Isollz2(g). Weiterhin ergibt sich so die Eindeutigkeit. Um die Existenz zu zeigen,
setzen wir s, = e *F’sg, wobei e 7' mittels des Funktionalkalkiils aus Abschnitt I1.3.6 definiert ist. Dann
gilt atst = —Ps;. Also ist s; eine Losung. O
Bemerkung II.4.2. Die letzte Aussage stimmt fir alle P wie in Abschnitt I1.3.6 mit o(P) C R>o.

Vom Funktionalkalkiil wissen wir sogar, dass e ' fiir alle ¢ > 0 ein Glittungsoperator ist, also einen
zeitabhéngigen Schnitt k; € T'(E X E*) besitzt, den Warmeleitungskern, so dass fir alle s € T'(E) und ¢ > 0
gilt:

ﬁ%w:@mmwww

Satz I1.4.3. Der Wdrmeleitungskern hat die folgenden Figenschaften:

()
<68t + Pac) ki(z,y) =0,

wobei der Index x an P bedeutet, dass P auf die x-Variable, aber nicht die y-Variable wirkt. D.h fiir
jedes y erfiillt k(.,y) € ['(E ® E; — M) die Warmegleichung.

(ii) Fir s € T(E) konvergiert
| ke stidy = s(o)
firt — 0 uniform in x.

Insbesondere ist der Wéarmeleitungskern der eindeutige zeitabhingige Schnitt in EX E*, der C? in x und
Cl in t ist sowie die Figenschaften (i) und (ii) erfiillt.

Beweis. Das (i) und (ii) gilt, folgt direkt aus den Eigenschaften von e~* von oben. Habe nun k; die Eigen-
schaften (i) und (i), dann betrachten wir die zugehérigen Operatoren s;(x):=(Kys)(z):= [, ke(z,y)s(y)dy
fiir t > 0. Bs ist K;: L?(E) — L*(E) ein beschriinkter Operator, da k; stetig ist. Es gllt (Or + P)sy = 0 fur
t > 0. Nach der Eindeutigkeit der Losung, vgl. Satz 11.4.1, muss K;s = e’(t*tO)PKtos fir alle t > tg > 0.

Fiir tg — 0 folgt aus (ii) K¢, s — s uniform in z. Weiterhin gilt

I(e= 1P — et P) s 2 Z e TtN — TP sa 122 < Oy sz,
wobei C; 4, das Maximum von A = e~ (7% — e~ ist. Dieser wird bei A = —t; ' In(1 — ¢y /t) angenommen
und ist durch Cyyy = (1 —to/t)t/t ((1 —to/t)~! — 1) gegeben und geht gegen Null fiir t) — 0. Damit folgt
lem TP Ry s — e s 2 < Jlem TP K s — e P g o o || (e (TI0P — e T P51

< [|Kis = sllzz + [[(e 7P —eP)s| 2 — 0

mit tg — 0. Also ist K;s = e *Fs fiir alle s. O
Beispiel I1.4.4. (Wirmeleitungskern fiir den Laplaceoperator auf Funktionen des euklidischen Raumes
R™)
1 2
k(z,y) = —lz—yl* /4t
t(x y) (47{'t)n/2€
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11.4.1. Asymptotik des Warmeleitungskerns

Bedingung (ii) aus dem letzten Satz sagt, dass fir ¢ gegen Null, der Warmeleitungskern zu einer §-
Distribution wird. Ziel dieses Abschnitts ist es eine asymptotische Entwicklung des Wéarmeleitungskerns fiir
t — 0 zu finden. Was ist das?

Definition I1.4.5. Sei f: Rt — B eine Funktion mit Werten im Banachraum B (bei uns wird f(t) = k;
und damit B = C"(E X E*) sein). Eine formale Reihe Y - aj(t) heiit asymptotische Entwicklung von f
nahe ¢t = 0, falls fiir alle n € N+ es ein £, gibt, so dass fiir alle £ > ¢,

J4
IF(H) =D ax®)llp < Conlt”
k=0

fiir geeignete Konstanten Cj,, und gentigend kleine ¢ gilt.

Bemerkung I1.4.6. Jede Taylorreihe ist eine asymptotische Entwicklung. Asymptotische Entwicklungen
miissen also nicht konvergieren und wenn sie konvergieren, miissen sie nicht gegen die urspriingliche Funktion
konvergieren.

Um eine Asymptotik des Warmeleitungskerns zu erhalten, betrachtet man i.A. nicht den echten Wérmelei-
tungskern sondern einen approzimativen Warmeleitungskern:

Definition I1.4.7. Sei m € Nso. Ein approzimativer Warmeleitungskern der Ordnung m ist ein zeitab-
hiingiger Schnitt k;(z,y) in EX E*, der C! in t und C? in x und y ist, Bedingung (ii) aus Satz 11.4.3 erfiillt
und fiir den es einen C™-Schnitt r;(z,y) in E X E*, der

) 3
(55 +7:) o) = ")

erfiillt und fiir ¢ > 0 stetig in ¢ ist.

Die Asymptotik von solchen approximativen Warmeleitungskernen wird leichter zugénglich sein und wir
werden sehen, dass approximative Warmeleitungskerne in folgendem Sinne die gleiche Asymptotik wie der
echte Warmeleitungskern besitzen:

Satz 11.4.8. Sei k; der echte Wirmeleitungskern. Dann gibt es fiir jedes m ein m' > m, so dass fiir jeden
approzimativen Wirmeleitungskern k; der Ordnung m’

k"t(ma y) - kt(l‘7y) = tmft(xa y)
fiir einen geeigneten zeitstetigen (t > 0) C™-Schnitt 7 von EX E* gilt.
Direkt von der Definition einer asymptotischen Entwicklung folgt:
Folgerung 11.4.9. Eine formale Reihe  ,° tFay in CT(EX E*), fiir die ky ::Zznfl thay, ist ein appro-
zimativer Wirmeleitungskern der Ordnung m, dann ist Y .- thay, eine asymptotische Entwicklung des
Warmeleitungskerns.

Um Satz I1.4.8 zu zeigen, bendtigen wir zundchst das Duhamelsche Prinzip:

Lemma I1.4.10. Sei s; eine in t stetige Familie von C%-Schnitten von E. Dann ist 3§, = fot e~ t=wPg dy
die eindeutige Familie von glatten Schnitten von E, die in t differenzierbar ist, fiir die 5o = 0 gilt und die
die inhomogene Wirmegleichung
0
(at + P) gt = St

erfillt. Insbesondere gilt ||5¢|| goe < tCk sup{||sullmger | 0 <wu <t} fir alle k.
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Beweis. Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Losung der homogenen Warmegleichung. Dass §;
glatt ist, folgt, da e~ (=" ein Glattungsoperator ist. Der Rest folgt mit

05,

t
— =5 —l—/ —Pe~ WP du = s, — P3;.
ot 0

Fiir die Abschiitzung der Sobolevnorm benutzt man, dass P mit e ~** kommutiert und e=**': L?(E) — L?(E)
beschriinkt ist. Damit gilt ||e™*Fs|| gor < C(||P¥(e7Fs)||p2 + et s|lz2) < C(||P¥s|z2 +sllz2) < ||s| 2w
und e~ 7 ist auch als Operator von H?* — H?* fiir alle k beschrinkt. Wir haben also

t—u

15l gz <t sup [le” 9P s|| yor < tC) sup ||s|| on.
0<u<t 0<u<t

O

Beweis von Satz II./.8. Sei m > 0 und sei k; ein approximativer Wirmeleitungskern der Ordnung m’ >
m + dim M. Nach Definition gilt

0 ~ /
(815 + Pw) kt($7y> = tm ’f‘t(fL',y)

fiir einen C™ -Schnitt r, in £X E*. Nach dem Duhamelschen Prinzip gibt es eine eindeutige Losung s;(z, 1)
(y hier als Parameter behandelt) von

0 /
<8t + Pz) St(xay) =—t" Tt(xay)

mit sg = 0 und ) /

Is¢l| grms < Cpprt™ Fsup{||rullm | 0 <u <t} < Cput™ T
Aus der Soboleveinbettung folgt, dass s; in C™ ist. Wegen Eindeutigkeit der Losung der homogenen
Wiérmegleichung folgt k¢ (z,y) + s¢(z,y) = ki(z,y) und damit die Behauptung. O

Als néchstes bauen wir uns einen approximativen Warmeleitungskern. Wahrend der Warmeleitungskern
ein globales Objekt ist, werden lokale Daten der Mannigfaltigkeit reichen, um einen approximativen
Warmeleitungskern zu konstruieren.

Sei (M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Abstandsfunktion d. Wir setzen (in Anlehnung an den
Wiérmeleitungskern vom Laplace im Euklidischen)

W exp(—d(z,y)*/4t).

ht (QC, y) =
und betrachten geoditische Normalkoordinaten z* um y mit r? = gijx'x?. Direktes Nachrechnen ergibt:

Lemma I1.4.11. Sei h(x) = Wexp(—ﬁ/%) mit r = d(z,y). Dann gilt
(i) gradh = —Lr9,
(ii) 2 + Ah = %% wobei g = det g;; ist.

Satz 11.4.12. Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit und E — M ein Vektorbiindel. Sei P ein Laplace-
artiger Operator auf E und k; der zugehorige Warmeleitungskern.

(i) Die asymptotische Entwicklung von k; ist von der Form
hi(x,y) (@O(x,y) + 101 (x,y) + t°Oa(z,y) + .. )
fiir glatte Schnitte ©; von EX E*.

(i) Diese Entwicklung gilt im Banachraum CT(EXE™*) fir alle r € N und kann formal differenziert werden
um die asymptotische Entwicklung der raumlichen und zeitlichen Ableitungen des Warmeleitungskerns
zu erhalten.
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(iii) Fir P = AP +Q mit Q = RP oder Q = 0 sind die ©;(x, ) algebraische Ausdriicke in der Metrik
und den Zusammenhangskoeffizienten von VE und deren Ableitungen.

Beweisskizze. (i) Weil man, dass
ki (@, y):=hi(@,y) (O(@, y):=00(,y) + tO1(z,y) + 1*Oa(z,y) +... + 1" 'Oy_1(z,y))

ein approximativer Wérmeleitungskern der Ordnung n ist, dann folgt aus Folgerung 11.4.9, dass es sich hier
um eine asymptotische Entwicklung handelt. Die Frage ist also, ob man glatte Schnitte ©; so finden kann,
dass hy(z,y) Zf:o t70(z,y) ein solcher approximativer Wérmeleitungskern ist fiir alle k& gro genug. Um
fiir t — 0 die Delta-Distribution zu erhalten, also Bedingung (ii) aus Satz I1.4.3 zu erfiillen, reicht es wenn
©;(z,y) nahe der Diagonalen glatt sind und O¢(z,z) = 1 ist.

Um approximativ die Warmegleichung zu 16sen, schauen wir uns das Problem zunéchst nur in der Umgebung
eines festen y € M an: s(z):=0:(x,y) in geoditischen Normalkoordinaten um y und h(z) = hi(z,y) wie
im letzten Lemma. Einen Schnitt in E' betrachten wir als Schnitt in £ ® Ej. Dann ist

% (0 + P) (hs) = h™*(9;h)s + Oys + Ps + h '[P, h]s = h=1(d;h)s + Oys + Ps + h™ ' [AF hls.

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass P = A + @ und @ nullter Ordnung ist (und damit mit
Multiplikation mit A kommutiert). Weiterhin ist [AF h]s = (Ah)s — 2VE, s = —2hs 4 %% +2VE s
und damit

1 r dg 1

—(Oy+ P) (hs) = s + Ps + — —s+ -VE s. IL.5

70+ P) (hs) = s+ Ps L0 208 s (1L5)
Wir eine asymptotische Entwicklung s ~ ug + tuj + t>us + ... an und wollen (9; + P) (hs) = 0 (Dann wiire
bei endlichem Abbruch der Entwicklung bei ¢"~! dies eine Losung zur Inhomogenitit ~ ™). Setzen wir die
Entwicklung ein und vergleichen Potenzen in ¢, erhalten wir

Vfaruj + (] + 7‘) Uj = 7Puj'_1.

Wenn man u;_; kennt, ist das nur noch eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir u; die man auch als
Ora, (rjg%uj) = —rj’lg%Puj,l (mit u_; = 0) umschreiben kann. Man kann das induktiv 16sen und die
Losung ist jeweils bis auf ein Vielfaches von 77 g’% eindeutig l6sbar. Da die Losung glatt sein soll, also
auch insbesondere glatt in r = 0, muss dieses Vielfaches fiir verschwinden und uo(r = 0) = 1 sein. Das
ergibt die Eindeutigkeit der u;.

Sei € der Injektivitdtsradius von M und sei ¢: R — [0, 1] eine glatte Funktion mit ¢(r < ¢/2) = 1 und
¥(r > €) = 0. Wir definieren 6, (x, y) als die EX E*-wertige Funktion fiir alle d(x,y) < ¢, die in geodétischen
Normalkoordinaten nahe y durch u;(z) gegeben ist, und setzen ©;(z,y) = ¥(d(z,y)*)0;(z,y). Wegen
glatter Abhangigkeit der Losungen der Differentialgleichungen an den Anfangswerten, ist ©; € I'(E X E*).
Dann ist ©¢(y,y) = Id und hi(z,y) Z?:o t*©;(x,y) konvergiert zu einer J-Distribution fiir ¢ — 0. Fiir
d(z,y) > €/2 ist k}(x,y) glatt und kann |(8; + Py )k:(z,y)| durch 37, #'C; abgeschiitzt werden. Damit ist
k7 (z,y) ein approximativer Wirmeleitungskern. O

Beispiel I1.4.13. Wir haben gesehen, dass uo(r = 0) = 1. Man kann die Rekursionsformeln nutzen, um
alle ©,(y,y) = u;(r = 0) zu berechnen. Es wird nur aufwéndiger je hoher j wird. Wir berechnen hier noch
O1(y,y) - mit (I1.5) folgt:

ui(r = 0) = —(Puo)(0) = ((AF + Q)uo)(0) = (APu)(0) + Q1.
Fiir P = D?, D der Diracoperator zu einem Diracbiindel E — M, ist nach der Weitzenbdck-Formel, vgl.

Lemma 11.3.46, Q = R¥. Aus der Darstellung der Metrik in geoditischen Normalkoordinaten [3, Satz
I1.8.8] kann man (APu0)(0) = (3=, 02¢71/#)(0) und damit u;(0) = Zscal + RF berechnen.
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11.4.2. Spektrale Invarianten und Weylsches Gesetz

Mit Hilfe der asymptotische Expansion des Warmeleitungskerns kann man Aussagen zum Wachstum
der Eigenwerte und damit zu geometrischen Gréflen der unterliegenden Mannigfaltigkeit machen. Dazu
brauchen wir die Spur von Operatoren:

Fiir eine Matrix A auf R™ ist die Spur einfach Tr A = Zi<Aei, e;) fiir eine Orthonormalbasis e;. Fiir einen
Operator A: H — H (H ein Hilbertraum - bei uns H = L?(E)) wollen wir die Spur analog definieren: e;
sei eine Orthonormalbasis von H und Tr A = }".(Ae;, e;) . Da es sich nun um eine unendliche Summe
handeln, muss diese nur fiir speziellere A konvergieren. Solche beschréinkten Operatoren fiir welche Tr
existiert, nennt man Spurklasseoperatoren. Wir werden hier nur zeigen, dass Glattungsoperatoren dazu
gehoren:

Lemma I1.4.14. Sei A: L?*(E) — L*(E) ein beschrinkter Operator mit einer Orthonormalbasis aus
Eigen’uektoren el 2U Ez’gemuerten Ai. A haben einen Kern k, der ein stetiger Schnitt in EX E* ist — also

= [y k( y)dy. Dann ist k(z,y) = 3, )\jej(x) ®ej(y)* und TrA = [, k(z,z)de =3, \;
Beweis. Folgt direkt aus (Beg)(z fM ) @ e;i(y) )ex(y)dy = Zj e;j(z) fM<ej(y),ek(y)>dy =
Arer(z) und der Eindeutigkeit des Kerns O

Fiir t > 0 ist e " ein Glittungsoperator und passt in das letzte Lemma und wir haben

e 12) Ze Mo~ (4rt) ™2 (ag + tay + .. ) (11.6)

mit a; = fM (z, z)dz. Mit Beispiel 11.4.13 haben wir somit

Satz I1.4.15. * Das Spektrum des Laplaceoperators A auf Funktionen einer geschlossenen Riemannschen
Mannigfaltigkeit bestimmt deren Dimensionen, Volumen und totale Skalarkrimmung fM scalydvoly. In
Dimension zwei bestimmt es damit aufSerdem die Topologie von M.

Satz I1.4.16. (Weylsches Gesetz) Sei (M™,g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir
betrachten den Laplace auf Funktionen. Sei N(\) die Anzahl der Eigenwerte < X (mit Vielfachheiten

gezihlt). Dann gilt
1

(4m)m/2T((m/2) + 1)

fiir X — 0o." (bzw. dquivalent zur obigen Aussage: Sind g < Ay < ... die durchnummerierten Eigenwerte

mit Vielfachheiten, dann gilt
1 2/m
a7 | =——— M) j .
(Tmrmeon )

Beweis. Die Asymptotik (I1.6) impliziert t* Zj e — Afiirt — 0mit a = m/2und A = (47)~™/2vol(M).
Sei f eine stetige Funktion auf [0,1]. Wir definieren ¢ (t) = >_; f(e ~ti)e~tA und zeigen, dass t%f(t) —

N(\) ~ vol(M)A™/?

Aj ~

a) fo r®~le="dr gilt: Wegen der Linearitiit in f reicht es nach Stone-Weierstrass dies fiir f(z) = 2™

n+1 tA;

zu uberprufen. Dann ist tp(t) = t* Z e i, was fiir t — 0 gegen A(n+1)~® konvergiert. Das rechnet

man auch fiir die rechte Seite nach: F(a) JS e 16 (+r gy = F‘é) (n+1)7 [[Cto e tdt = A(n+1)7°
Fiir r < 1 sei f,: [0,1] — R eine stetige Funktion mit f|jo,/e = 0, f(x € [1/e,1]) = 1/2 und linear auf

[r/e,1/e]. Dann ist

oy, (:/\) < > 1= > 1< N((1—Inr)r))

Gie VTR A > pe—1 7:(1—=InT)rA>A;

*Can you hear the shape of a drum? https://en.wikipedia.org/wiki/Hearing_ the_shape_of_a_drum
I ist die Gammafunktion I'(s) = fooo t5~le~tdt, vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Gammafunktion. Es gilt

oo o0
I'(s+1)= / tleTtdt = [—te TP + s/ t5te7tdt = sI'(s).
0 0

7
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II. Differentialoperatoren auf Vektorbiindeln

und somit

lim inf(rA) "¢ N((1 — lnr)r)

A—00

A (o A
F(a)/o B =

w(i)z o= Y 1N

Weiterhin ist

j;E*A]‘/AZE—l j;)\j<)\
und somit
A 1-Inr A
limsup AT*N (A / t"ldt = ——(1 —1Inr)®
A—00 ~ I(a) Jo al'(a)
A A

Fiir » — 1 erhalten wir limy oo AT*N(\) =
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A.1. Liegruppen

Vorl.

Definition A.1.1. Eine Gruppe G heifit Liegruppe, falls G eine glatte Mannigfaltigkeit ist, fir die die
Abbildungen

GxG—=G, (g,h)— gh

G — G, g gt

glatt sind.

Beispiel A.1.2. Beispiele fiir Liegruppen.
(i) Gl,(R):={A € Mg(n xn) | det A #0} C Mg(n x n) = R" und Gl,(C) C R?"
(ii) R™ mit der Addition als Gruppenoperation

(iii) O(n) [3, Beispiel 1.1.6.v] , SO(n), U(n), SU(n)

)

(iv) Sind G und H Liegruppen, dann auch G x H, wobei die Gruppenstruktur durch (g1, h1), (go, ha)) +—
(9192, hiho) gegeben ist.

(v) Es gibt auch Liegruppen die keine Matrixgruppen sind, z.B. die metaplektische Gruppe*. Da konkret
bei uns werden nur Matrixgruppen auftreten, reicht es bei einer Liegruppe immer an eine Untergruppe
von Gl.(R) zu denken.

Lemma A.1.3. Sei G eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer Gruppenstruktur, so dass G x G — G,
(g,h) — gh™! glatt ist. Dann ist G eine Liegruppe.

Definition A.1.4. Ein glatte Abbildung zwischen Liegruppen, die gleichzeitig ein Gruppenhomomorphis-
mus ist, nennen wir einen Liegruppenhomomorphismus. Ist ein bijektive Abbildung und sein Inverses jeweils
ein Liegruppenhomomorphismus, dann nennen wir diesen Liegruppenisomorphismus.

Lemma A.1.5. Die Tangentialabbildung eines Liegruppenhomomorphismus hat konstanten Rang.

Beweis. Ubungsaufgabe 8. O

A.1.1. Tangentialraume von Liegruppen und Liealgebren

Sei G eine Liegruppe. Fir h € G sei Rp: G — G, g — gh bzw. L,: G — G, g — hg. Dann ist
dgRy: T4G — TgpG bzw. dgLp: TyG — TyeG ein Vektorraumisomorphismus. Wir beschrénken uns im
Folgenden zumeist auf die Linkswirkungen Lj,.

Lemma A.1.6. Seiv € T1G. Dann definiert X,,(h) = dy1Lp(v) ein glattes Vektorfeld auf G.
Beweis. Ubungsaufgabe 12 O

Definition A.1.7. Ein glattes Vektorfeld X auf G heifit linksinvariant falls (L ). X = X, also ((Lp)«X)(g) =
(dgL1n)(X(g)) = X (hg) fiir alle g € G. Die Menge g aller linksinvarianten Vektorfelder auf G nennen wir
Lie-Algebra der Liegruppe G.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic_group

79

10


https://en.wikipedia.org/wiki/Metaplectic_group

A. Liegruppen und Wirkungen

Bemerkung A.1.8. Die linksinvarianten Vektorfelder auf G sind genau die Vektorfelder, die wie in
Lemma A.1.6 entstehen, vgl. Ubungsaufgabe 12.

g ist ein Vektorraum und wegen Tabelle 1.2 ist g unter der Lieklammer abgeschlossen, vgl. auch Ubungsauf-
gabe 21.ii.

Folgerung A.1.9. Die Liealgebra g einer Liegruppe G ist als Vektorraum isomorph zum Tangentialraum
T1G ans Einselement. Insbesondere gilt dimg = dim TG = dim G.

Wir werden oft diesen Isomorphismus 77G = g implizit nutzen ohne es dazu zuschreiben.
Da (Lp)+[X,Y] = [(Ln)«X, (Lp).Y] fiir alle X, Y € g, vgl. Pushforward in Tabelle 1.2 und Ubungsaufgabe 21,
gilt, ist die Liealgebra unter der Lieklammer abgeschlossen.

Beispiel A.1.10. (i) Ist G = Gl(n,R), dann ist T1q, G = Matr(n, R) =: gl(n,R). Fir A € Matr(n, R) ist
Xa(h € G) =dia, Ln(A) = lims0 Ln(dn +tA) Lndn) — p A das zugehorige linksinvariante Vektorfeld.
Auch fiir alle Matrixgruppen G C Gl(n,R) 1st somit das linksinvariante Vektorfeld zu A € T4, G C
gl(n,R) gleich X 4. Damit ist auch insbesondere [X,Y] = XY — Y X (als Matrlxmultlphkamon) fir

X,Y € g C gl(n,R): Wie rechnen das in lokalen Koordinaten nach: Es ist [X4, Xp| = (XA

a T

. J
X5 8;;;“ )0i. Wir wihlen als Koordinaten die einzelnen Eintrige hZ der Matrix und haben damit
X4 = hFAL9,; sowie

OULBE) ey 0024
on on
= hF(A;BY — B AY)Ohy = h(AB — BA) = Xap_Ba

(X4, Xp] = (hFA] )Ohs = (h¥AL5,;6% BY — h¥ B]6,:0% A)Opu

Ist g abelsch, ist damit insbesondere die Lieklammer die Nullabbildung.

(ii) Man kann weiterhin nachrechnen, dass

5l(n):=T1q, Sl(n) = {A € gl(n,R) | TtA = 0}
0(n):=T,O0(n) = {A € gl(n,R) | A= —-AT}

so(n):=Tiq,SO(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT Tr A = 0} = T1q, O(n) = o(n)
u(n):=Tiq,U(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT}

su(n):=T, SU(n) = {A € gl(n,R) | A= —AT Tr A = 0}

Definition A.1.11. Sei X € g. Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung fir yx: R — G

Ix (t) = X(vx(t)), 7x(0) = 1. (A1)

Da X einem beschrankten Vektorfeld auf G entspricht, hat diese eine eindeutige Losung vx mit Definiti-
onsbereich R, vgl. Ubungsaufgabe 15. Wir definieren die Ezponentialabbildung von G als

exp: g— G, X — yx(1).

Bemerkung A.1.12. (i) Esgilt %’YX (st) = s¥x(st) = sX (vx(st)) und wegen Eindeutigkeit der Losung
damit vox (1) = 7 (5t).

(ii) Ist G C GL(n,R) eine Untergruppe fiir ein n grof genug, dann ist g C gl(n,R). Dann liest sich (A.1)
fiir A € g: 4 exp(tA) = Aexp(tA) und damit ist exp A = 77 ) & AF, vgl. Ubungsaufgabe 12.

Lemma A.1.13. Es gibt eine offene Umgebung U von 0 € g, so dass exp |y ein Diffeomorphismus aufs
Bild ist.
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A.1.2. Lie-Untergruppen und Lie-Unteralgebren

Definition A.1.14. Seien G und H Liegruppen und ¢: H — G ein Gruppenhomomorphismus und eine
Einbettung. Dann nennen wir H eine Lie-Untergruppe von G. Die zugehorige Liealgebra h nennen wir
dann eine Lieunteralgebra von g.

Satz A.1.15. [1, Satz 1.2.2] Die Lieunteralgebren von g stehen in 1:1 Beziehung zu den Untervektorrdumen
von g, die unter der Lieklammer abgeschlossen sind.

Beweisskizze. Es ist zu zeigen, dass ein k-dimensionaler Untervektorraum h C g, der unter der Lieklammer
abgeschlossen ist, eine Liealgebra einer Liegruppe ist: Dazu verwendet man den Satz von Frobenius [1,
Anh. A.4]. O

Satz A.1.16. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G . Dann ist H eine Lie- Untergruppe
von G mit Liealgebra h:={X | exp(tX) € H fir alle t € R}, wobei exp die Exponentialabbildung von G ist.
Insbesondere ist die Fxponentialabbildung von H die Finschrinkung von exp aufb.

Folgerung A.1.17. Fir eine Matrizuntergruppe ist die Fxponentialabbildung exp damit genau die von
Gl(n,R) eingeschrankt auf die Liealgebra der Untergruppe.

A.1.3. Zwei wichtige Darstellungen

Lemma A.1.18. Seiv: G; — G ein Liegruppenhomomorphismus. Sei ¥, : g1 — g2, X — ¥, X, wobet
¥ X das linksinvariante Vektorfeld mit . X (1 € G3) = d1¥(X (1)) ist — also (¥ X)(g) = diLy(d19p(X (1))).*

(i) Dann ist ¢, ein Liealgebren-Homomorphismus, d.h. es ist eine lineare Abbildung, die mit der
Lieklammer kommutiert, also ¥.[X,Y] = [. X, ¥.Y] gilt.

(i) Dann ist
lexp X) = expib, X

fiir alle X € g;.

Fiir den Beweis von (i) siche Ubungsaufgabe 36.
Fiir a € G betrachten wir
ha: g € G ha(g):=aga™' € G.

Das ist ein Liegruppenisomorphismus und es gilt hyoh, = hp, sowie hy, = L,oR,-1 = R,-10L,. Nach letztem
Lemma ist (hg)«: g — ¢ linear und bijektiv - also (hy)« € Gl(g). Insbesondere ist (hy)« © (ha)x = (hpa)s-

Definition A.1.19.
Ad: a € G (hy)« € Gl(g)

heifit adjungierte Darstellung von G.
Wegen Ad(a)Ad(b) = Ad(ab) ist Ad insbesondere eine Gruppendarstellung '
Beispiel A.1.20. Nach Beispiel gilt Ad(g)(X) = gXg~! fiir G C Gl(n,R).
Lemma A.1.21. Die Ableitung

ad:=d1Ad: T'G = g — T1 Gl(g) = gl(g) = Hom(g, g)

erfillt ad(X)(Y) = [X,Y] und heifst adjungierte Darstellung der Liealgebra g.

*Beachten Sie: Da v i.A. kein Diffeomorphismus ist, ist ¥« nicht gleich der Pushforward wie in Tabelle 1.2 sondern stimmt
a priori nur in der 1 iiberein.

tDarstellung einer Gruppe = stetige Abbildung p: G — GI(V) fiir einen Vektorraum V mit p(a)p(b) = p(abd) fiir alle
a,beqG.
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Beweisskizze. Man benutzt die geometrische Interpretation der Lieklammer, vgl. Ubungsaufgabe 35. Fiir
G ist der Fluss von X € g durch ®(g) := ®(g,t) = gexp(tX) = Ly(exp(tX)) = Rexp(tx)g gegeben (denn
es gilt ®(g,0) = g und ®(g,t) = dy L, (X (exp(tX))) = X (L, exp(tX)) = X(®(g,t)).) Also ist
d d
[X, Y] = 2 le=0d®—o (Y (®e(1))) = —le=0dexp(ex) Rexp(—ex) (Y (exp(tX)))

hnkb inv d
|t Odexp(tX)Rexp( tX)dlLexp(tX)(Y(]-))

%hzodlAd(exp(tX))(Y) = ad(X)(Y).
O

Da Gl(g) auch einfach nur eine Matrixgruppe ist, ist die Lieklammer in Beispiel A.1.10 gegeben und wir
haben mit der Jacobi-Identitat, vgl. Tabelle 1.2,

[ad(X),ad(Y)](Z) = ad(X)(ad(Y)(Z2)) — ad(Y)(ad(X)(2)) = ad(X)([Y; Z]) — ad(Y)([X, Z])
=X [, 2)) - [V, [X, Z]) = [ X, [V, 2] + [V, [Z, X)) = = [2, [X, Y]] = [[X,Y], Z] = ad([X, Y])(Z).

Also ist insbesondere ad eine Darstellung der Liealgebra g.*

A.1.4. Killingform
Definition A.1.22. Sei g eine Liealgebra (iiber K = R, C). Die Bilinearform
K:gxg—=K, (X,Y) Tr(ad(X) cad(Y))
heilt Killingform von g.
Satz A.1.23. (i) K ist Ad-invariant, d.h. K(Ad(a)X, Ad(a)(Y)) = K(X,Y).
(ii) K ist genau dann nichtdegeniert, wenn g halbeinfach!
(iii) Ist G kompakt und halbeinfach, dann ist K negativ definit.
Folgerung A.1.24. Ist G kompakt und halbeinfach, dann definiert
Ya(X(a),Y(a)):=— K(X,Y) fir X,Y €g

eine Riemannsche Metrik v auf G. Fir eine solche Metrik v stimmt die Exponentialabbildung aus DiffGeo
I mit der Exponentialabbildung fiir G als Liegruppe tberein.

Beispiel A.1.25. (i) Ist G abelsch, ist K = 0.

(ii) Fir gl(n,R) ist K(X,Y) = 2nTr(XY) — 2Tr(X)Tr(Y).

(iii) Ist G C Gl(n,K) einfach, dann ist K(X,Y) = ¢Tr(XY) fiir geeignetes ¢ € R.
(iv)

sl(n,R) K(X,Y)=2nTr(XY)
o(n) K(X,Y)=(n-2)Tr(XY)
su(n) K(X,Y)=2nTr(XY)

*Darstellung einer Liealgebra = stetige Abbildung p: g — gl(V') fiir einen Vektorraum V mit [p(X), p(Y)] = p([X, Y]) fir
alle X,Y € g.

g heifit einfach, falls g nicht abelsch ist und auBerdem g auBer dem Nullraum und sich selbst keine weiteren Ideale enthélt
(Ideal i C g = Unterliealgebra mit [X,Y] €ifiralle X € gund Y €i.)
g heifit halbeinfach, falls g direkte Summe einfacher Ideale ist. Das ist genau dann der Fall, wenn g keine nichttrivialen
abelschen Ideale enthélt.
G heiBt (halb-)einfach, falls g (halb-)einfach ist. Beispiele: SU(n) fir n > 2, SO(n) fiir n > 2, SL(n, K) fir
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A.2. Gruppenwirkungen

Definition A.2.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Lie-Gruppe. Eine glatte Abbildung ¥: Gx M —
M heifit linke bzw. rechte G-Wirkung von G auf M, falls

(i) ¥(1,z) = « fir alle x € M und

(ii) U(g, ¥ (h,z)) = U(gh,z) fir die Linkswirkung bzw. U(g, U(h,z)) = U(hg, ) fiir die Rechtswirkung
fir alleg,h e G,z e M

gilt. Das Tripel (M, G, V) heifit (linke bzw. rechte) G-Mannigfaltigkeit. Fir g € G, sei Og: M — M,
x — ¥(g,z), die induzierte Abbildung auf M. Wir schreiben auch auf kurz ¥(g,z) = g - « bei einer
Linkswirkung und ¥(g,z) = x - g bei einer Rechtswirkung.

Bemerkung A.2.2. (i) Seit: (g,2) € G x M~ (¢g7',2) € G x M. Ist ¥ eine Linkswirkung, dann ist
¥ o ¢ eine Rechtswirkung.

(ii) Bei abelschen Gruppen gibt es keinen Unterschied zwischen Links- und Rechtswirkungen.

(ili) Es ist Wy oW ,1 = Wy = idps. Damit ist ¥, ein Diffeomorphismus auf M. Deshalb koénnten wir
in Definition A.2.1 Bedingung (i) und (ii) auch durch folgende Forderung ersetzen: Die Abbildung
g € G ¥, € Diff(M) ist ein Gruppenhomomorphismus fiir Linkswirkungen bzw. ein Gruppenan-
tihomomorphismus fiir Rechtswirkungen.

Beispiel A.2.3. (i) Der Fluss ®: R x M — M eines beschriankten Vektorfeldes X € X(M) ist eine
Wirkung von R auf M - sowohl eine Links- als auch Rechtswirkung, da R abelsch ist.

(ii) Ist V ein Vektorraum und p: G — GI(V) eine Darstellung. Dann ist ®: (a,v) € G X V — pla)v € V
eine Linkswirkung.

(iii) L: G x G — G, (h,g) — Lx(g) = hg ist eine Linkswirkung von G auf sich selbst. Analog kénnen wir
eine Rechtswirkung von G auf sich definieren. Die Konjugation ¥(a, g) = aga™" ist eine Linkswirkung
von G auf sich selbst ((a,g) — a~!ga wire eine Rechtswirkung).

Sei G eine Liegruppe. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G und damit eine Lieuntergruppe von
G nach Satz A.1.16. Sei G/H:={[g]:=¢gH | g € G} die Menge der linken Nebenklassen modulo H und
m: G — G/H, g — gH die kanonische Projektion. Die Abbildung

I:GxG/H - G/H, (g9,kH)w— gkH
definiert eine Linkswirkung von G auf G/H:

Satz A.2.4. [1, Satz 1.24] Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe G. Dann trigt G/H
eine eindeutig bestimmte Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass

(i) die kanonische Projektion = und die Wirkung I glatt sind und

(ii) fiir jeden Punkt [g] € G/H existiert eine Umgebung Ujy) € G/H und eine glatte Abbildung s: Uy — G
mit o s = id|y,,

1st.

Definition A.2.5. In der obigen Situation nennen wir den Quotienten G/H, ausgestattet mit der eindeu-
tigen Mannigfaltigkeitsstruktur von oben, homogenen Raum.

Folgerung A.2.6. Mit obiger Mannigfaltigkeitsstruktur wird 7: G — G/H zu einem Faserbiindel mit
Fasertyp H und s ist ein lokaler Schnitt in diesem Biindel.

Beweisskizze. Aus s muss man noch eine lokale Trivialisierung konstruieren: : 7~ (Uy,) € G — Ujy x H,
©o(g) = (gH, (s(gH)) tg). Da mo s = id ist, gilt s(¢H) = gh fiir ein h € H und damit s(gH)) 'g=h € H.
Es gilt pr; o ¢ = 7 und ¢ ist ein Diffeomorphismus mit o~ !(gH, h) = s(gH )h. O

83

Vorl. 11



A. Liegruppen und Wirkungen

Satz A.2.7. Sei G eine Liegruppe und H C G eine abgeschlossene normale Untergruppe. Dann ist G/H,
versehen mit der induzierten Gruppenstruktur und mit der Mannigfaltigkeitsstruktur aus Satz A.2./4, eine
Liegruppe.

Beispiel A.2.8. (i) Sei S4(K") die Menge aller orthonormalen d-Beine in K”. Man kann S4(R") bzw.
S4(C") mit dem homogenen Raum

0,(R)/O,_a(R) bzw. Uyp(R)/U,_a(R)

identifizieren. Damit wird auf Sz(K") mit Hilfe des letzten Satzes eine Topologie bzw. Mannigfaltig-
keitsstruktur induziert - wir nennen Sy(K") Stiefel-Mannigfaltigkeit. Spezialfall: S;(R") = S~ und
Si(Cr) = §2r— 1L,

(if) Sei Grg(K") die Menge aller d-dimensionalen Untervektorraume des K”. Man kann Grg(R") bzw.
Gry(C") mit dem homogenen Raum

0, (R)/(Ou(R) x O,_4(R)) bzw. Up(R)/(Ua(R) x Uy_a(R))

identifizieren. Damit wird auf Grg(K") mit Hilfe des letzten Satzes eine Topologie bzw. Mannigfal-
tigkeitsstruktur induziert - wir nennen Gry(K") Grafimann-Mannigfaltigkeit. Spezialfall: Gry (K") =
KPr—1.

Beispiel A.2.9. (Induzierte Wirkungen) Sei U: G x M — M eine G-Wirkung.

(i) Sei H C G eine Lie-Unterguppe und N C M eine H-invariante” Untermannigfaltigkeit. Dann ist die
induzierte Abbildung U: H x N — N eine H-Wirkung auf N. Zum Beispiel ist die S'-Wirkung auf
S3 aus Beispiel 1.1.2.vi eine induzierte H = G = S* Wirkung auf der Untermannigfaltigkeit S® C C2.

(ii) Sei H eine abgeschlossene normale Untergruppe von G. Dann ist H eine Lie-Untergruppe von G nach
Satz A.1.16 und G/H eine Mannigfaltigkeit nach Satz A.2.4. Sei weiterhin ¥;, = idy, fiir alle h € H.
Dann ist die induzierte Abbildung ¥: G/H x M — M wohl-definiert und eine G/H-Wirkung auf M.

Definition A.2.10. Sei ¥: G x M — M eine Wirkung und p € M. Die Menge
={¥(g,2) | g € G}

hei3t Orbit durch x. Die Menge
Gp={g€ G| ¥(g,p) = p}

heifit Stabilisator oder Isotropiegruppe von x. Die Menge der Orbits M /G versehen mit der Quotientento-
pologie heifit Orbitraum.

Definition A.2.11. Eine G-Wirkung V¥ heif}t
(i) effektiv, falls g =1 aus ¥, = id,, folgt.
(ii) fred, falls G = {1} fur alle p € M.

(iii) transitiv, falls Op = M fiir ein (und damit fiir alle) p € M gilt.

(iv) eigentlich, falls die Abbildung

GxM>(g,m)— (m,¥(g,m)) e M x M
eigentlich ist, also Urbilder kompakter Mengen wieder kompakt sind.

Lemma A.2.12. (i) G, abgeschlossene Untergruppe von G und damit Lieuntergruppe.
(i1) tp: G/Gp, = M, gGp — ¥(g,p), ist eine injektive Immersion.

(iit) Ist die G-Wirkung eigentlich, ist v, sogar eine Einbettung und O, = G/G,.

*D.h. ¥(h,n) € N firalle h € Hund n € N
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(iv) Jede Wirkung einer kompakten Liegruppe ist eigentlich.

Satz A.2.13. [7, Thm 21.10] Sei U eine freie und eigentliche freie Wirkung einer Liegruppe G auf einer
Mannigfaltigkeit M, dann existiert auf dem topologischen Raum M/G eine eindeutig bestimmte glatte
Mannigfaltigkeitsstruktur, in der die kanonische Projektion m: M — M /G eine Submersion ist. Fir jeden
Punkt [g] € M/G ezistiert eine Umgebung Ulg] € M/G und eine glatte Abbildung s: Ulg] — M mit
mTos = id|U[g].

Beispiel A.2.14. Die Hopffaserung aus Beispiel 1.1.2.vi: Wir betrachten die Wirkung von U(1) = S* auf
C? mittels . . .
(', (21,22)) € U(1) x C? = (€2, e'%2y) € C2.

Diese Wirkung lisst die Untermannigfaltigkeit S = {(21,22) € C? | |21]? + |22]* = 1} invariant. Die
Projektion S% — S3/U(1) ist ein Faserbiindel mit Fasertyp S1.

Beweis. Die Wirkung auf C? ist frei, vgl. Definition A.2.1 und A.2.11. Damit haben wir auch eine
freie Wirkung von U(1) auf S®. Da U(1) eine kompakte Liegruppe ist, ist die Wirkung eigentlich, s.
Definition A.2.11 und Lemma A.2.12.iv. Nach Satz A.2.13 ist damit S®/U(1) wieder eine Mannigfaltigkeit
und nach Satz ?7? ist die Projektion S — $3/U(1) ein Faserbiindel mit Fasertyp U(1) & S*. O

Wir wissen nun, dass der Orbitraum S2/S? eine glatte Mannigfaltigkeit ist, welche? Sei 2129 # 0. Dann
enthilt der Orbit von (z1, 22) immer (|21],v) € C? fiir ein geeignetes v € {€!®zy} . Bei festem |21 gehort
jedes dieser v’s zu einem anderen Orbit. D.h. (83 \ {2122 # 0})/S* = (0,1) x S!, wobei |21| durch (0, 1)
parametrisiert wird. Der verbleibende Anteil {2122 # 0} besteht nur aus zwei Orbits einmal fiir |z1] =0
und fiir |z;| = 1. D.h. §3/8t = §2*

Man kann das Beispiel der Hopffaserung auch als homogenen Raum verstehen:

Es ist $% = SU(2), da

(2’1722) S 53 C (C2 = ( 21 ?) c SU(2) — {(_ab lz) ‘ ‘a|2 + |b|2 _ 1}
1 a

—29

ein Diffeomorphismus ist. Es ist nun

g {(eo 6_0,;0,)} C 5U(@)

ein Untergruppe, die auch abgeschlossen und damit eine Lieuntergruppe ist. Die Projektionsabbildung in
den zugehérigen homogenen Raum S3 — S3/S1 gibt genau die Hopffaserung von oben: Denn betrachtet

man als S'-Wirkung auf SU(2)
gio (@ b\ [ e%a e i
—b a) \—e@b eiog )’

entspricht das auf der S3-Seite genau unserer S'-Wirkung von oben. Das ist auch genau Beispiel A.2.8.

Beispiel A.2.15. Das letzte Beispiel ist ein Spezialfall von :

CP”ﬁUmHVﬂWDﬂWmmnmeSWGyUm»—{GM?YIg)’A€WM}C&me
(82 = CP? = SU(2)/S(UQ) x U(1)) = SU(2)/U(1)).
Analog gilt

A 0

RP" = 50(n+1)/8(0(1)x0(n)) mit O(n) = S(O(1)xO(n)) = {(0 det A

)‘Aeomﬁgsmnuy

*Streng genommen muss man an dieser Stelle noch wissen, dass Flachen nur genau eine differenzierbare Struktur tragen
kénnen. Wer das nicht annehmen will, kann auch direkt einen Diffeomorphismus

hinschreiben.
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B. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1. Sei 7: E — M ein Faserbiindel mit Fasertyp F. Fiir x € M definieren wir E,:=m"' ().
(i) Ist E, eine Untermannigfaltigkeit von E7*
(ii) Ist TvE:=Ucer Te(Er(e)) — M, v € Te(Er(e)) — m(e) € M, ein Faserbiindel?

Ubungsaufgabe 2. Sei {U,} eine offene Uberdeckung von M und seien jin5: U, N Ug — Diff(F) glatte
Abbildungen, die die Kozykelbedingung erfiillen. Wir setzen

E:=UyUy x F/ ~ 5 M, [(z,v)] — =,

wobei (z,v) € Uy X F' ~ (y,w) € Ug x F' genau dann gilt, wenn & = y und p.p(z)v = w ist, sowie
Yo: T HUy) = Uy X F, [(2,v) € Uy x F] + (x,v). Zeigen Sie, dass E ein Faserbiindel definiert.

Ubungsaufgabe 3. (i) Zeigen Sie das T'S! das triviale Faserbiindel iiber S* mit Fasertyp R ist.

(ii) Sei € das triviale Faserbiindel iiber S™ mit Fasertyp R. Zeigen Sie, dass T'S™ @ e das triviale Faserbiindel
iiber 8™ mit Fasertyp R ist.

(iii*) Ist T.S? trivial?
Ubungsaufgabe 4. Sei E — M x [0, 1] ein Faserbiindel mit Fasertyp F.

(i) Seien die Einschrankungen E|yrx[0,¢ und E|prx[c 1) triviale Faserbiindel. Zeigen Sie, dass dann auch
E — M x [0,1] ein triviales Faserbiindel ist.

(ii) Zeigen Sie, dass es eine abzihlbare offene Uberdeckung {U; };eny von M gibt, so dass alle Einschrin-
kungen E|y, «[0,1) trivial sind. "

(iif) Sei U; wie in (ii) und ¢; eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Setze ¢; = >, ¢;. Sei E;:=FE|r,
mit [;:={(x,v;(x)) | + € M}. Die Abbildung (z,v;(z)) € T; — (z,%i—1(x)) € T';_1 induziert eine
Biindelisomorphismus h;: E; — F;_1.

(iv) Konstruieren Sie aus obigen h; einen Biindelisomorphismus von E|ysx oy und E|pry {1}

Ubungsaufgabe 5. Sei 7: E — S' das Mébiusband und f: z € S C C — zF € S'. Zeigen Sie, dass f*E
genau dann trivial ist, wenn k gerade ist.

*Eine Teilmenge N C M einer Mannigfaltigkeit ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls es um jeden Punkt
p € N eine Karte k: U C M — R™ mit x(UNN) = R® x {0 € R™~ "} gibt. Aquivalente Definition: Um jeden Punkt
p € N gibt es eine Umgebung U C M und eine glatte Funktion f: U — R™ ™", so dass 0 € R™ ™" reguldrer Wert von f und
F~10) = NNU ist. (Die Aquivalenz zeigt man ganz analog zum Fall von Untermannigfaltigkeiten im euklidischen Raum, vgl.
(3, Satz 1.1.4.])

fUnsere Mannigfaltigkeiten haben immer eine abzihlbare Basis. Daraus folgt insbesondere, dass sie Lindeldf-Rdume sind,
d.h. dass jede offene Uberdeckung eine hichstens abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt.
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B. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6. Sei S? = Uy UU; mit Uy; := U; N U eine Umgebung des Aquators und U; = R?. Wir
identifizieren U; mit R? und Up; mit R?\ {0} = C\ {0}. Wir setzen j;(z) = 2* € G1;(C) C Glp(R) mit
k € Z, in Polarkoordinaten geschrieben:

0 = (S48~ ) 1w,

Fiir jedes k € Z definiert das ein reelles Vektorbiindel Ej, — S? vom Rang 2 (und ein komplexes vom Rang
1%).
Zeigen Sie:
(i) Er ®@c E¢ =2 Egye. Gilt auch By ®r By = FEiq0?
(ii) Es gilt Ey = E; genau dann, wenn k = £ ist.
(iii) Berechnen Sie ¢* Ey, wobei ¢: S? — S? die antipodale Abbildung ist.

Ubungsaufgabe 7. (i) Sei 7: E — M ein Faserbiindel. Zeigen Sie, dass dann 7 eine Submersion ist
(d.h. die Tangentialabbildung ist surjektiv).

(ii) Sei ¢: S™ — RP™ die Quotientenabbildung. Dann ist ¢*TRP"™ = T'S™.

(iii) Sei ¢: E — E’ ein Vektorbiindelhomomorphismus zwischen 7: E — M und 7’: E' — M’, so dass
Vg, Ex — E’f(y) mit fonm = 7wo fir alle z € M den gleichen Rang hat. Dann ist ker ein
Untervektorbiindel von E’.

Ubungsaufgabe 8. (i) Wiederholen Sie die Definition A.1.1 einer Liegruppe G und Beispiele dazu.
(ii) Berechnen Sie Tig4,U(n).*

(iii) Sei ¢: G — H ein Liegruppenhomomorphismus, d.h. ein Gruppenhomomorphismus zwischen Liegrup-
pen, der glatt ist. Zeigen Sie, dass die Tangentialabbildung konstanten Rang hat.

(iv) Folgern Sie aus (iii) ein Kriterium dafiir, wann ein Liegruppenhomomorphismus schon ein Liegruppe-
nisomorphismus ist.

Ubungsaufgabe 9. Sei 7: E — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang 7 mit lokalen Trivialisierungen
Yo: 7 HUy) = Uy x R™. Wir setzen 7': Ex == UyeyyEX — M, L, € EX + 2 € M und

o (1) (Ua) = || Ef = Ua x (R)
€U,
L, € Ei > (n'(Ly) =z, (v ER" = Ly (9, ' (z,v))).

(i) Berechnen Sie die Ubergangsfunktionen fiir ¢/, bzgl. der Ubergangsfunktionen fiir ¢, und zeigen Sie,
dass diese die Kozykelbedingung erfiillen.

(ii) Betrachten Sie F = T'M mit den lokalen Trivialisierungen, die von einem Atlas von M kommen, vgl.
Skript Abb. I.1. Wie sieht ein Vektorfeld in einer lokalen Trivialisierung aus und wie berechnet sich
die lokalen Darstellung beim Ubergang zu einer anderen lokalen Trivialisierung.

(iii) Bearbeiten Sie die analoge Aufgabe zu (ii) fiir das Kotangentialbiindel T* M.

*Es gibt auch den Begriff des holomorphen Biindels, dass ist ein komplexes Vektorbiindel, dessen lokale Trivialisierungen
biholomorphe Abbildungen sind bzw. dquivalent dazu, dessen Ubergangsfunktionen holomorph sind. Die ist hier der Fall.

tWir hatten (mittels der Clutchingfunktionen) in der Vorlesung die Bijektion [S*, Gl1(C)] — Vect$(S2). Die Abbildung
H:G11(C) x [0,1] = S, a + (1 —t + tla|!)a gibt eine Homotopiedquivalenz von Gli(C) zu S' = U(1). Also ist auch
[S1,81] — Vect$(S?) eine Bijektion. Da S! zusammenhingend ist, ist [S',S'] = 71(S') = Z und es sind genau die
Vektorbiindel aus der Aufgabe, da idg1 der Erzeuger der w1 (S?!) ist.

tEs ist U(n) := {4 € Gl,(C) | AA* = Id,}, wobei A* die adjungierte Matrix zu A ist, d.h. die Konjugierte der
Transponierten.
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Ubungsaufgabe 10. Sei M™ eine Mannigfaltigkeit. Seien = (2!, ...,2") lokale Koordinaten auf U C M.
Wir definieren *(X1,..., X,,) := det(X}), wobei X; € X(U) und X; = X}9,: gilt.

(i) Zeigen Sie, dass % € Q™ (U) gilt und finden Sie die lokale Darstellung von 3* in den Koordinaten

{z'}.

(i) Seien y = (y!,...,y™) weitere lokale Koordinaten auf U. Zeigen Sie, dass
oyl
8Y = det < y.) B
oz’
gilt.

(iii) Sei kg : Uy — Vi mit lokalen Koordinaten ¢, ein orientierter Atlas von M und sei p, eine unter-
geordnete Zerlegung der Eins zu {U,}. Zeigen Sie, dass dann Y padzl A ... A dz" eine nirgends
verschwindene m-Form auf ganz M definiert.

(iv) Sei (M, g) orientiert und die lokalen Koordinaten derart, dass d,: positiv orientiert ist. Zeigen Sie,
dass v := /| det gf]| dz' A ... Adz™ fiir alle solchen lokalen Koordinaten das gleiche Element in

Q™(U) definiert. Hierbei ist g7;(v) := gz (0pi |z, Opils). Stimmt das auch noch, wenn man zusétzlich
auch lokalen Koordinaten x zulésst, so dass 0,: negativ orientiert ist?

Ubungsaufgabe 11. Sei F: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Der Pullback
einer Differentialform v € Q¥(N) ist definiert durch

(F*9)p(X1(p), - - -, Xi(p)) = Yr(p) (dpF (X1(p))s - - -, dp F (X1 (p)))

fiir alle p € M und X; € X(M). Es ist also insbesondere F*y € QF(M).

Seien z° lokale Koordinaten auf U C M und y° lokale Koordinaten auf U’ C F(U) C N. Sei F(z =
(x',....2™) = (y' = Fi(x),...y" = F"(2)).

Rechnen Sie nach:

OF" OF

... J1 Jk
Ere e dr’t* N ... ANdx

F*(fiyindy™ Ao ANdy™) = (fi,..5, o F)

Ubungsaufgabe 12. Sei G eine Liegruppe, v € T'G und Ly, : G — G, g — hg.
(i) Zeigen Sie, dass X, (h € G) := d; Ly (v) ein glattes Vektorfeld auf G definiert.*

(ii) Zeigen Sie, dass fiir ein Vektorfeld X auf G die Beziehung dyL;(X (g))) = X (hg) fiir alle g,h € G
genau dann gilt, wenn es ein Vektorfeld wie in (i) ist. Solche Vektorfelder nennen wir linksinvariant und
die Menge aller linksinvarianten Vektorfelder auf G bezeichnen wir mit g und nennen wir Lie-Algebra
der Liegruppe G. Damit haben wir einen Vektorraumisomorphismus 77G = g

(iii) Sei G = Gl,(R). Dann ist T1q, G = Matr(n,R) =: gl(n,R). Zeigen Sie, dass fiir A € Matr(n,R) gilt:
Xa(h € G) = hA.

(iv) Betrachten Sie die Exponentialabbildung’ exp: gl(n,R) — Gl,(R), A — > 7 LA und setze
~(t) == exp(tA) fir A € gl(n,R). Zeigen Sie, dass ¥(t) = X(7(t)) und v(0) = Id,, gilt.

Ubungsaufgabe 13. (i) Sei 7: E — M ein Geradenbiindel (=Vektorbiindel vom Rang 1). Zeigen Sie,
dass End(FE) ein triviales Biindel ist.

(ii) Es gilt Hom(E, E' @ E”) = Hom(E, E') ® Hom(FE, E") fiir Vektorbiindel E, E’, E” tiber M.

(iii) Zeigen Sie, dass TRP" @ e 2 7@ ... d 7 gilt, wobei € das triviale Biindel und 7 das kanonische
———

(n+1)-mal
Geradenbtndel iiber RP™ ist.

*Ein Vektorfeld X auf M ist genau dann glatt, wenn X (f) € C°°(M) fir alle f € C°°(M) ist. Warum ist das so?
fWas hat das mit der Exponentialabbildung aus Diffgeol zu tun? GL, (R) besitzt eine spezielle Riemannsche Metrik
(biinvariante Metrik). Die Exponentialabbildung zu dieser Metrik ist gleich der hier gegebenen.
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B. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 14. (i) Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und 2’ lokale Koordinaten auf
U C M. Betrachten Sie b: X € X(M) — X" := g(X,.) € Q'(M) und die Umkehrabbildung f.
Bestimmen Sie die lokalen Darstellungen von X” und af bzgl. der lokalen Darstellung von X € X(M)
bzw. o € Q'(M) in den Koordinaten .

(i) Auf R?® mit euklidischer Metrik haben wir zeitabhiingige Vektorfelder E(z,t) und B(x,t) sowie
zeitabhéngige Skalare p(z,t) und j(z,t) (Die Zeitabhingigkeiten sind wie alles andere auch glatt.)
Rechnen Sie nach, dass die Gleichungen auf der linken Seite dquivalent zu denen auf der rechten Seite

sind:
10B 10
E=--2—" FP=--_PR
rot c Ot vd c ot
divB = d(xB”) =0
tB=—-—— 4+ — dB’ = - —F" + —
ro c Ot + c J * c Ot + c
divE = 4mp d(+E’) = 47pdvolgs.

Ubungsaufgabe 15. Sei X € X(M), z € M.
(i) Zeigen Sie: Fiir jedes Intervall (a,b) um 0 € R mit |b — a| klein genug, hat
Yo (t) = X (12(1), 12(0) ==

eine Losung. Ist das Intervall maximal, so ist die Losung eindeutig — das maximale Intervall, nennen
wir (ag,by).
Der Fluss des Vektorfeldes X ist definiert durch

O: Yy ={(t,x) ERx M |a, <t<by} = M, &(x):= P(t,x) := 7, ().
Ist ¥x = R x M, nennen wir das Vektorfeld X wvollstindig.
(ii) Ist X vollstandig, dann ist ®;: M — M fiir alle ¢t € R ein Diffeomorphismus und es gilt
Dyy = Ppo Dy

(i) Ist 22,2 € X(R) vollsténdig?
(iv) Jedes beschriankte Vektorfeld auf einer vollstdndigen Mannigfaltigkeit ist vollstandig.
Ubungsaufgabe 16. Sei 7: E — M ein K-Vektorbiindel vom Rang r mit M kompakt.

(i) Zeigen Sie, dass es eine Abbildung ¢g: £ — K™ fiir ein r < m < oo, so dass es fiir alle x € M die
Einschrankung g|g, injektiv und linear ist.

Sei Gr,(K™) = {r-dimensionale Untervektorrdume von K"} die Grassmannmannigfaltigkeit.” Dann ist
Gry(K™) = KP™ 1, fiir welches wir in Beispiel 1.2(iii) das kanonische/tautologische Geradenbiindel 7
kennengelernt haben. Analog kann man das tautologische Biindel {iber Gr,.(K™) definieren:

= {(,v) € Gr (K™) x K™ | v € £} — Gr,.(K™).

Das ist ein Vektorbiindel vom Rang r - insbesondere ein Unterbiindel von trivialen Faserbiindel Gr, (K™) x
K" — Gr,(K™). Weiterhin ist ¢: (¢,v) € v +— v € K™ ein g wie aus (i).

(ii) Zeigen Sie: Gibt es einen Vektorbiindelmorphismus u: E — 4", der ein Isomorphismus auf den
Fasern ist, dann ist qu ein g wie aus (i). Ist andersherum ¢g: £ — K™ wie in (i) gegeben, dann gibt
es einen Vektorblindelmorphismus u: £ — ", der ein Isomorphismus auf den Fasern ist und fiir
den g = qu gilt.

*Man kann Gr,(K™) auch als Teilmenge von gl(r,K) verstehen, niamlich Gr.(K™) = {P € gl(r,K) | P2 = P,PT =
P, Spur(P) = k}(= {P ist Orthogonalprojektion auf einen k dimensionalen Untervektorraum}). Dann ist Gr,(K™) eine Un-
termannigfaltigkeit von gl(r, K) der Dimension r(m — r).

90



(iili) Folgern Sie, dass fiir jedes K-Vektorbiindel 7: E — M vom Rang r eine Abbildung f: M —
Gr,(K™) gibt, so dass f*y" = F gilt.*

Ubungsaufgabe 17. Die Torsion eines Zusammenhangs V auf TM ist definiert durch T(X,)Y) =
VxY — VyX — [X,Y]. Zeigen Sie, dass

(i) T ein (1,2) schiefsymmetrischer Tensor ist, also T' € T3(M) mit T(X,Y) = —T(Y, X) gilt. Was ist
die lokale Darstellung von T'7

(ii) fiir zwei Zusammenhinge V!, V2 mit der gleichen Torsion w(X)(Y) = w(Y)(X) ist.

(iii) fiir ein w € D(T"M @ T*M ® T'M ), welches symmetrisch in den ersten zwei Komponenten ist, und V
ein Zusammenhang auf TM auch VxY = VxY + w(X,Y) einen Zusammenhang auf TM mit der
gleichen Torsion, wie V definiert.

Ubungsaufgabe 18. Sei E ein K-Vektorbiindel iiber M mit metrischem Zusammenhang V¥ (bzgl. einer
Biindelmetrik h%). Auf E* erhiilt man einen Zusammenhang mittels

X(w(s) = (VR w)(s) + w(VEs)
fiir alle w € T'(E*), s € I(E) und X € X(M). Zeigen Sie, dass VZ" bzgl. der Biindelmetrik h®" aus Lemma
1.2.28 metrisch ist.

Ubungsaufgabe 19. Sei E ein K-Vektorbiindel iiber M mit affinem Zusammenhang VZ. Auf AFEx
erhélt man einen Zusammenhang mittels

X(w(s)) = (V§ w)(s) +w(VEs) und
V’)\:HE* (aNpB) = (V%kE*a) AB+aAn (V’};E*ﬁ>

fiir alle w € T'(E*), s € [(E), a € [(A*E*), B € T(A*E*) und X € X(M). Zeigen Sie, dass

(V?:E*a) (15, 88) = X(a(s1,...,8k)) — Za(sl, ey 8i-1, VRS, 81, SE)
j=1
fiir alle s; € ['(E), a € T(A¥E*) und X € X(M) gilt.

Ubungsaufgabe 20. Sei E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V. Sei w = (w}) € QY (U; gl(r, R))
die Zusammenhangsform von V bzgl. eines Rahmen s; auf U und Q = (Q%) € Q*(U; gl(r, R)) die zugehorige
Kriimmungsform von F' auf U bzgl. dieses Rahmen s;. Zeigen Sie, dass

dw;» = —w,iC /\w}€ + Qé
gilt.

Ubungsaufgabe 21. Sei ¢: M — N ein Diffeomorphismus, X,Y € X(M) und f € C*(N). Der
Pushforward ¢, : X(M) — X(N) ist definiert durch (. X)(p) := dy-1(,)0(X (1 (p))). Zeigen Sie:

(i) (eX)(f) = X(fop)op™!
(i) @ulX,Y] = [0 X, . Y]

(i) w.(fX) = (fop™")(p.X)

*Warum ist das toll? Das ist ein wichtiges Resultat in der Differentialtopologie - fiir die Klassifikation von Vektorbiindeln.
Es sagt, dass jedes Vektorbiindel als Pullback von diesen tautologischen Vektorbiindeln mit geeignetem m aufgefasst
werden kann. Man kann sich iiberlegen, dass man Einbettungen Gr,(K™) «— Gr,(K™t!) < Gr,(K™t2) < ... hat und
o _1|Grr(]Km,) 2 4" gilt. Damit kann man den direkten Limes der Grassmannschen Gr,.(K™) und der Biindel v)”* fiir m — oo
bilden und erhélt ein universelles Bindel v2° — Gr,(K°). Das ist nicht mehr ein Vektorbiindel in unserem Sinne, da die
Réaume keine Mannigfaltigkeiten mehr sind, aber ansonsten verhélt es sich dhnlich. Es heifit universell, weil nun (durch
"Weglassen’ der Dimensionseinschrankung) jedes Vektorbiindel als Pullback dieses universellen Biindels dargestellt werden
kann.

TFiir den Spezialfall o = Lj,: G — G fiir eine Liegruppe G folgt daraus insbesondere, dass die Lieklammer linksinvarianter
Vektorfelder wieder linksinvariant ist — also g unter der Lieklammer abgeschlossen ist.
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B. Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 22. Sei f: N — M glatt, 7: E — M ein Vektorbiindel mit Zusammenhang V. Sei
seTf(E)und X,Y € X(N).

(i) Berechnen Sie die lokale Darstellung der Zusammenhangs- und Kriimmungsformen von V/ ¥ in
Abhéngigkeit derer von V.

(ii) Zeigen Sie, dass dann Rf P (X,Y)s = RE(f. X, f.Y)s gilt.

Ubungsaufgabe 23. (Kriimmung mittels Paralleltransport) Sei £ — M ein Vektorbiindel mit Zusam-
menhang V7.

(i) Sei c: [0,1] x [0,1] — M stiickweise glatt* und c¢4(t) := ¢(s,t). Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 22.ii,
dass fiir ¢ € Tc(E) mit V§ Zp(.,0) = 0 und V§ Po(.,.) = 0 gilt:

1 1
V5 Eelo,1) = [ a1t = ( / Rs,tdt) o(s,1).
0 0

wobei R, ¢ 1=

t5 oRF(8yc, dsc)o || ist. (Hinweis: Beginnen Sie mit der Berechnung von R” (8¢, dsc).)

Seipe M und f: U =[0,1]2 C R? — M eine glatte
Abbildung mit £(0) = p. Sei v: [0,1] — R? die Kurve
mit
(4t,0) t<1/4
-1y 1/a<t<1)2
M =03 -4,1) 1/2<t<3/4"

(0,3 — 4t) 3/4<t '>
Wir setzen c: [0,1]2 — M, cs(t) = c(s,t) = f(s7(t)). /
Sei ¢o € E,. Fir alle s € [0,1] sei ¢(s,.) der horizon-
tale Lift von ¢ entlang cs. Wegen der Differenzierbar-
keit der Losungen in Abhéngigkeit der Anfangsdaten 7y
ist ¢ auch in s glatt. sy

U=10,1?
Zeigen Sie,

(ii) Vg:Egp(s, 1) = Z¢(s,1) und damit 2 9°= (fol Rsﬁtdt) |7, fiir alle v € [0, 1].
(iii) £ Rs¢ — R(0yf,0yf) fiir s — 0 und uniform in ¢ konvergiert.
(iv) #=ls=o lI5% 9o = 0 und z[o=0 [1§% w0 = 2R(u, v)ipo mit u = 9, (0 € R?), v = 9, £(0).

Ubungsaufgabe 24. (i) Zeigen Sie, dass fiir eine Liegruppe, das Tangentialbiindel immer trivial ist.
Folgern Sie daraus, dass S? keine Gruppenstruktur trigt, die es zu einer Liegruppe macht.

(ii) Sei ¢: G; — G2 ein Liegruppenhomomorphismus. Sei 1. : g1 — g2, X — 1. X, wobei (. X)(g) :=
dy1Ly(d19(X (1))) ist. Zeigen Sie, dass (exp X) = exp ¢, X fiir alle X € g;. (Hinweis: Setzen Sie
~(t) := ¢ (exp(tX)). Dann reicht es %(t) = 1. X (v(t)) nachzurechnen.)

Ubungsaufgabe 25. Sei T? = S x S' der Torus. Wir betrachten die folgenden Wirkungen: Fiir § € R sei
®: Z x St — S, (n, ei6) s el(0tan)

Fiir v € R sei o | |
VR X T 5 T, (1, (¢, 6%)) o (040, 04

*c ist zwar nur stiickweise glatt, aber Paralleltransport funktioniert noch genau so - man 16st die Differentialgleichung auf
den glatten Stiick und klebt die dann einfach zusammen.
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Untersuchen Sie diese Wirkungen auf die Eigenschaften: frei, eigentlich, transitiv. Gibt es eine Untergruppe
von Z bzw. R deren induzierte Wirkung zum gleichen Orbitraum fithrt. Beschreiben Sie den Orbitraum
moglichst genau (Hausdorffsch, Mannigfaltigkeit, ...7).

Ubungsaufgabe 26. Sei p: N — M ein Faserbiindel mit diskreter Faser (= Uberlagerung). Wann ist
p ein Hauptfaserbiindel ist? Finden Sie Kriterien (hinreichend und/oder notwendig?) in Termen der
Fundamentalgruppen der involvierten Mannigfaltigkeiten.

Ubungsaufgabe 27. (i) Sei (€', (21,22)) € S* x 8% = (67721, e7"25) € S3. Dann ist S% — §3/5! =
52 ein S'-Hauptfaserbiindel. Zeigen Sie, dass dieses Biindel zum Hopfbiindel als Faserbiindel isomorph
ist, aber nicht als Hauptfaserbiindel.

(ii) Manchmal findet man auch folgende Definition fiir Isomorphie von Hauptfaserbiindeln:
Seien G;-Hauptfaserbiindel m;: E; — M;, i = 1,2 gegeben mit G;-Wirkungen ¥;. Diese sind isomorph
falls es Diffeomorphismen f: Ey — Es, f: My — M, und einen Liegruppenisomorphismus \: Gy —
Go mit m 0 f = fom und f(¥i(g,e)) = Ua(A(g), f(e)) fiir alle g € G und e € E;. Stimmt diese
Definition fiir den Fall G; = G5 und f = id s mit unserer Definition 1.3.6 Uberein?

Ubungsaufgabe 28. Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liegruppe, die auf M wirkt (0.B.d.A. eine
Linkswirkung). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:*

(i) Die Wirkung ist eigentlich.

(ii) Ist (p;) eine Folge in M und (g;) eine in G, so dass sowohl p; als auch g; - p; in M konvergieren, dann
konvergiert auch eine Teilfolge der g; in G.

(iii) Fir jedes Kompaktum K C M ist die Menge G :={g € G | (¢- K) N K # @} C G kompakt.

Ubungsaufgabe 29. Sei H eine Lieuntergruppe der Liegruppe G. Sei ¥: G x G/H — G/H, (¢',gH)
U, (gH) :=g'gH. Sei p: H— Gl(Ty(G/H)) die Isotropiedarstellung von H ist, d.h. p(h) := dg ¥y,

(i) Sei W eine effektive Wirkung. Zeigen Sie, dass dann das Tangentialbiindel T(G/H) — G/H isomorph
zum assoziierten Faserbiindel G x, Ty(G/H) — G/H ist.

(ii) Sei H :={g € G | ¥, =idys}. Dann ist H der grofte Normalteiler von G, der in H enthalten ist.

(iif) Zeigen Sie, dass die induzierte Wirkung von G =G/H auf M = G/H effektiv ist und dass M = G/H
fir H = H/H gilt.

Ubungsaufgabe 30. Wir identifizieren die Standardsphire S® mit der Gruppe der Quaternionen H
vom Betrag 1 und SO(3) sei die spezielle orthogonale Gruppe die auf span{i,j, k} = R3 wirkt. Sei
A: S% — End(H), A(p)q := pgp~! (Multiplikation als Quaternionen).

(i) Zeigen Sie, dass p die Zerlegung span{1} @ span{i, j, k} respektiert, dann A(p) ein Element in SO(3)
definiert und damit A: S* — SO(3) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern {£1} ist.
Folgern Sie damit, dass SO(3) diffeomorph zu RP3 ist und X die zugehérige zweifache Uberlagerung
ist.

(ii) Zeigen Sie, dass SO(3)/SO(2) — S?, [g] = ge1, ein Diffeomorphismus ist, wobei A € SO(2) —

((1) 2) € SO(3), also e; € R3, der erste Koordinatenvektor, ein Fixpunkt von A € SO(2).
(iii) Sei 7: SO(3) — S? das zu (ii) gehérige SO(2)-Hauptfaserbiindel. Ist o A\: S3 — S? dquivalent zur
Hopffaserung?

Ubungsaufgabe 31. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel und p: G x F — F eine Linkswirkung. Sei
Hom® (P, F) die Menge der glatten Abbildungen u: P — F mit u(p - g) = p(¢g~", u(p)) fiir alle p € P und
geq.

*Daraus folgt dann auch direkt, dass Wirkungen kompakter Gruppen immer eigentlich sind.
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(i) Zeigen Sie, dass es zu jedem u € Hom(P, F) einen Schnitt ¢, € I'(P x, F) mit ¢, o7 = 7 o
(idp,u): P+ P x, F definiert. Hierbei ist 7: P x F' — P x, F die kanonische Projektion. Zeigen
Sie weiterhin, dass diese Zuordnung u — ¢,, eine Bijektion von Hom® (P, F) mit I'(P x, F') ist.

(ii) Zeigen Sie, dass ein G-Hauptfaserbiindel P — M genau dann auf die Lieuntergruppe H C G
reduzierbar ist, wenn das assoziierte Faserbiindel P x, G/H (wobei £: G x G/H, (9,kH) — gkH)
einen globalen glatten Schnitt besitzt.

Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Atlas ko: Uy, € M — V, C R™. Wir definieren einen
Cech-Kozykel mit Werten in Zy: Fiir 2 € U, N Ups sei pap(z) = signdet D(FCEI © Kg) € Za. (Man
tberpruft direkt die Kozykelbedingung.) Nach Satz 1.3.10 definiert u,s damit ein Zs-Hauptfaserbitindel -
das Orientierungsbindel iiber M.

Ubungsaufgabe 32. Sei M eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit und 7: E — M das Orientierungs-
biindel iiber M. Zeigen Sie, dass F genau dann zusammenhéngend ist, wenn M nicht orientierbar ist.
Folgern Sie daraus, dass eine einfach-zusammenhéngende Mannigfaltigkeit (also 71 (M) = 0) orientierbar
ist.

Ubungsaufgabe 33. (i) Haben wir einen Zusammenhang @ auf einem G-Hauptfaserbiindel P — M
gegeben, definieren wir w,(X(p) +Y) = X fiir X € g und Y € Q,P. Das definiert ein w € Q'(P, g)
und sieht, dass Riw = Ad(¢g™") ow fiir alle g € G, d.h. wy.4(dyRe(Z))) = Ad(g~")(wp(2)) fiir alle
p € Pund Z € T,P, denn:

(Ryw)p(Z = X(p) +Y) = wpg(dpRy(X (p) +Y))

= Wpyg Ad(g~) X (p) + dpRy(Y)) da dpRg(f((p)):Ad(g_l)X(p)und dpRg
=Ad(g™HX da
= Ad(g™Mwp(2)

Ein Element w € Q'(P;g), fiirr welches w(X) = X, wobei X das fundamentale Vektorfeld zu
X € gist, und Rjw = Ad(g™1) ow gilt, nennt man Zusammenhangsform dem G-Hauptfaserbiindel
w: P — M. Wir haben also oben aus einem Zusammenhang eine Zusammenhangseinsform konstruiert.
Andersherum gehort zu einer Zusammenhangseinsform auch wieder einen Zusammenhang:

u € P+ QuP :=ker w,

Wir wollen zeigen, dass diese Zuordnung wirklich einen Zusammenhang definiert:

TyP = QpP®T,Prpy: SeiY € QpPNT),Pr(py. Dann ist Y der Wert eines fundamentalen Vektorfeldes,
also Y = X(p) fiir ein X € g. Wegen w(X) = X folgt damit X = 0 und damit auch Y = 0. Da w,
nach Definition surjektiv ist, folgt aus

Rechtsinvarianz: Ist Y € Q,P, dann ist d,R,(Y) € , denn:

Wp~g(dpRg(Y)) = (RZW)(Y> = Ad(g_l)(w(y)) =0.

Glattheit: Sei p € P, z', ..., 2" Koordinaten auf U um p und a4, .. ., ay eine Basis von g. Dann hat

Y € T,P die Form Y = Y0,:|, fiir Y € . Da w glatt ist, gibt es w! € C°( ) mit w(d,:) = w/a;.
Damit ist Y € ker w genau dann, wenn =0 fiir alle j = 1,..., k. Die Lésungen Y? hingen
glatt von p ab, weswegen ker w durch glatte Vektorfelder aufgespannt wird.

Damit folgt, dass obige Zuordnung wirklich ein Zusammenhang ist. Weiterhin sind beide Zuordnungen
Q — wund w +— @ = ker w invers zueinander, da
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(ii) Sei ®: G x M — M eine Rechtswirkung auf M, z(t) eine Kurve in M mit (0) = z und g¢(t) eine
Kurve in G mit g(0) = g. Sei z(t) = U(g(t), z(t)) = z(t) - g(t). Wir rechnen nach, dass

2(0) = do Ry (i(0)) + dg Lg-1(9(0))( - 9)

gilt: Bs ist T( o) (G x M) = T, M und wir haben

0) = S lmoW(g(0), 2(1)) = iy W(3(0), 2(0))
= d(gvl)qj(g(o)a 0) + d(g,w)\p(ov I(O))

d d
= %|t:0‘1’( )+ @\t:O‘I’( )

— 4V, (5(0)) + . (B.1)
Fiir alle X € g gilt
X(a-g) = Tlecof )= dy, (ool exp(t) ) = 4y ).
dt — dt —
Zusammen mit X = € T'G = g folgt X(g) = ¢(0) und damit zusammen mit (B.1) die

Behauptung.

Ubungsaufgabe 34. Sei E — M ein K-Vektorbiindel vom Rang r mit Zusammenhang V¥ und Kriitmmung
F. Sei D wie in Definition 1.2.44. Zeigen Sie, dass die erste Bianchi-Identitat DF = 0 gilt. Was hat das
bzw. hat das was mit der Bianchi-Identitéat fiir Krimmungen auf Hauptfaserbiindeln und dem D dort, vgl.
Seite 47, zu tun?

Ubungsaufgabe 35. Sei E := P X, V ein zu G-Hauptfaserbiindel P und zu p: G — GI(V) assoziiertes
Vektorbiindel. Sei w eine Zusammenhangseinsform auf P. Finden Sie eine Zuordnung ’Zusammenhang
auf P’— ’'Zusammenhang auf E’, die im Falle von P = GL(FE) invers zu unserer Konstruktion von
Abschnitt 1.3.5.1 ist. Ist die Zuordnung immer bijektiv?

Ubungsaufgabe 36. (i) Seien X,Y € X(M) und ¢; der Fluss von X, d.h. X(f) = %h:o(f o pi(x)).
Wir zeigen, dass

XY € M) = Doodg, oY (o0(a)).

Beweis. Taylorentwicklung ergibt f o ¢:(z) = f(x) + the(z) mit ho(x) = und damit

A (foe )(Y(eua)) —duf(Y (@)

%'tzodi(f 0 p_1)(Y(pe(2))) = lim

t—0 t
- (df(Y(sot<:cz)> —daf (Y (@) : e (x)))>
~ limy (Y(f) o so; “YU) v s ) ()
= %It:oY(f) o @i(x) = Y (ho(x)) = (X/(\X,(f),)f ) (@)  worums?
= [X,Y](f)(2).
O

(ii) Seien X,Y € X(M) und ¢; der Fluss von X. Seit): M — N.Dann ist 1 o ¢; 0 1~! der Fluss von 1, X
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WUy ¢ und wir haben mit Ubungsaufgabe 21.i

=((__ )fovopov™)) (opoy™(z))
=Y (fovopy)) (p:(¥™(2)

[ X, .Y ](f) = %\t:od (fopop_rorv™)( e (2))))

- %‘tzodi(folb op_)(Y(pe(vp~(2))))
= (V[ X, Y](f)-

Eine analoge Rechnung fiir einen Liealgebrenhomomorphismus A\: G — H und X,Y € g zeigt:
X, AY] = A [X, Y] mit Ay wie in Lemma A.1.18.

(iii) Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit gegebenem Zusammenhang. Sei X € g und Y = hor(Y') €
X(P). Dann ist [X,Y] auch ein horizontales Vektorfeld.

warum Beweis. Der Fluss von X ist durch ¢;(p) = p - exp(tX) gegeben. Nach (i) ist dann

X Y1) = S ucode oY (2(0))

d
~a |t=0 dp.exp(x) Rexp (Y(p-exp(tX)))

=(t)

Da Y horizontal ist und fiir den Zusammenhang d,R,(Q,P) = gilt, ist y(¢) eine Kurve mit
~(t) € und damit [X, Y] selbst horizontal. O

Ubungsaufgabe 37. (i) Sei F € Q2(R*, R) gebildet aus dem E- und B-Feld E, B € C>®(R* R3), wie
in Abschnitt 1.4.1. Sei A = (¢, A)> € QY(U,R) mit ¢ € C°(U,R) und A € C=(U,R?). Zeigen Sie,
dass lokal genau dann F' = dA ist, wenn F = —gradzp + 0, A und B = rotA ist.

(i) (Elektrischer Monopol) Auf R x {V = R3\ {0}} C R* betrachten wir E(t, &) := £, wobei r = |Z]
ist, und B(t,#) = 0. Rechnen Sie nach, dass E = —grad ¢ fiir ein globales ¢ € C*°(V,R) ist und
dass E und B die homogenen Maxwellgleichungen auf U erfiillt.

(iii) (Magnetischer Monopol) Auf U := R x {V = R3\ {0}} C R* betrachten wir B(t, ) := 4T, wobei
r = |Z| ist, und E(t,Z) = 0. Wieder sind die Maxwellgleichungen auf U erfiillt. Sei Us := R x {Vi =
R3\ {£2 > 0}}. Finden Sie A4 mit B = rot A+ auf U. Zeigen Sie, dass sich A, — A_ = grady fiir
ein x: Vy NV_ — R ist.

Wann gibt es dann ein S'-Hauptfaserbiindel iiber U mit glatter Ubergangsfunktion p (¢, &) = eX(@
zusammen mit einen Zusammenhang w, der lokal gleich iA ist? Schrianken Sie die zugehorige lokale
Kriimmungsform  auf die S? ein und integrieren diese iiber S2. *

Ubungsaufgabe 38. Wir betrachten das Hopfbiindel S2 — S2. Das ist ein S* = U(1)-Hauptfaserbiindel
und damit g = iR. Sei p € S3 C C? und X =i € g. Sei {.,.) das reelle Standardskalarprodukt auf C? = R*.
Wir setzen w,(Y € T,5% C R*) :=i(Y,ip). Rechnen Sie nach, dass

(i) X(p) = ip und

(ii) w € Q1(S3,iR) ein Zusammenhang auf dem Hopfbiindel ist.

*Dieses Integral ist bis auf eine universelle Konstante die erste Chernzahl des entsprechenden U (1)-Hauptfaserbiindel iiber
52. Diese Zahl ist eine topologische Invariante des Biindels und héngt nicht vom gewihlten Zusammenhang ab.
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Ubungsaufgabe 39. Wir identifizieren R* 2 H — den Quaternionen und SU(2) mit der symplektischen
Gruppe Sp(1) :={z € H| |z| =1} durch

‘ ‘ o' +ix? —23 —ia?
vt +ix? + jad + kot € Sp(1) — <x3 Cigh ol g2 | € SU(2).
Wir kiirzen ab: dr = do' + idx? + jdz® + kdz* und dz = da' — id2z? — jdo® — kdx*. Sei P = R* x SU(2)
das triviale SU(2)-Hauptfaserbiindel iiber R* = H. Wir betrachten lokale Zusammenhangsformen A

(und Kriimmungsformen F') im folgenden immer bzgl. der kanonischen Trivialisierung von P — also ist
A e QYR sp(1) =2 su(2)).

(i) Zeigen Sie, dass die Liealgebra von Sp(1) gleich sp(1) = {q € H | Req = 0} ist.

xrdx
Apeg =1 — .
R (1 + xl2>

Warum definiert A einen Zusammenhang auf P? Rechnen Sie nach, dass xF' = F' fiir die zugehorige
Kriimmungsform gilt.

(ii) Wir setzen

(iii) Fiir p € R, b € H, setzen wir @, 5(y € H) = u(y—b) und A, = ®; , A. Berechnen Sie die zugehorige
Krummungsform und folgern Sie, dass auch A, ; einen selbstdualen Zusammenhang definiert.

(iv) Zeigen Sie, dass fiir verschiedene (y,b) die lokalen Zusammenhangsformen A, ; nicht zu eichéquiva-
lenten Zusammenhéngen auf P gehoren. (Hinweis: Benutzen Sie die Ad-Invarianz der Killingform
auf SU(2) und die Transformationsformel fir (lokale) Kriimmungsformen bei Wechsel der lokalen
Trivialisierung bzw. Eichtransformationen.)

Ubungsaufgabe 40. Sei (M, g) eine (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit und § = f2g mit f € C°°(M, R\
{0}) eine zu g konforme Metrik. Sei %, bzw. %5 der zu g bzw. § gehorige Hodge-Stern-Operator. Rechnen
Sie die Wirkung von § in die von § um. Folgern Sie damit, dass eine Losung der Yang-Mills-Gleichung
eines Hauptfaserbiindels P iiber (M, g) auch eine Losung auf P {iber (M, g) ist.

Ubungsaufgabe 41. (i) Zeigen Sie, dass

ie
ou(P)(x,8)z = EP(JMU)M

wobei f € C°(M) mit f(z) =0 und d, f = £ sowie u € I'(F) mit u(z) = z ist und berechnen Sie das
Hauptsymbol der duBeren Ableitung d: QF (M) — QFF1(M).

(i) Rechnen Sie folgende Formeln fiir den formalen adjungierten Operator §:=d' bzgl. einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) nach.

e 0 = (—1)"""! % dx (Benutzen Sie, dass [,, da = 0 fiir alle o« € QT (M) := T (A™1M) gilt
(Satz von Stokes)).

e In geoditischen Normalkoordinaten x* um p gilt im Punkt p die Formel da = —te; Ve, @, wobei
e = p und V der vom Levi-Civita Zusammenhang induzierte Zusammenhang ist. (Hierbei
ist ¢ das innere Produkt, welches durch (txa)(Xi,...,Xk-1) = a(X, X1,..., Xk—1) fir alle
X, X; € X(M), a € QF(M) definiert ist, vgl. Tabelle 1.2).

Ubungsaufgabe 42. Sei T? der zweidimensionale Torus, aufgefasst als [0, 27] x [0, 27] mit identifizierten
Seiten und ausgestattet mit flacher Metrik g = (dz!)? + (dz?)?.

(i) Benutzen Sie Fourierreihen um zu sehen, fiir welche f € C°°(R?) die Laplacegleichung Au = f eine
Losung besitzt.

(ii) Probieren Sie den gleichen Ansatz fiir (—92, + 02 )u = f aus.

(iii) Was sind die Eigenwerte A und zugehérigen Eigenfunktionen uy von A auf 72, d.h. fiir welche A € R
gibt es ein uy € C°(T?) mit Auy = Auy?
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(iv) Losen Sie die Warmegleichung unter Nutzung des Ansatzes u(x,t) = Y a;(t)u;j(z) (fir u; Eigenfunk-
tionen von V) und schreiben Sie diese als u(z,t) = [, H(x,y,t)f(y)dy fir geeignetes H. Berechnen
Sie limy_ o0 u(x, t).

Ubungsaufgabe 43. (i) Der Laplaceoperator A einer (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) sei
der Operator A dessen Wert Aw fiir u € C*°(M) durch

/ g(du,dp)dvoly, = —/ pAudvol,
M M

fiir alle p € C°(M) definiert ist. Berechnen Sie den Laplaceoperator in lokalen Koordinaten.

(ii) Uberpriifen Sie, dass der Zusammenhang V: I'(E) — I'(T*M ® E) eines Vektorbiindels E — M ein
Differentialoperator erster Ordnung ist und bestimmen Sie auch hier das Hauptsymbol. Sei £ — M
iiber (semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit Biindelmetrik (.,.) und Zusammenhang
VE:T(E) - I'(T*M ® E). Berechnen Sie die lokale Darstellung von (VZ)': T(T*M ® E) — I'(E)
und (VF)TVE.

Ubungsaufgabe 44. Zeigen Sie, dass es fiir jeden skalare Differentialoperator P: C*(M,R) erster
Ordnung ein eindeutiges Vektorfeld X € X(M) und eine Funktion f € C*°(M,R) gibt, so dass Pu =
X (u) + fu fur alle u € C*°(M,R) gilt.
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Ubungsaufgabe 45. Wir betrachten S™ C R"*! mit der induzierten Metrik. Fiir eine Funktion f €
C>°(S™) setzen wir f(z) = f ( L )

[z

|z

(i) Zeigen Sie, dass Agn f = (Agns1 f)|gn und (Agnsr f)(z) = |2|"2(Agn f) (il) gilt.

(ii) Berechnen Sie Agn+1 — 5 Agn (Hier ist r = |z]).

(iii) Sei g € C°(S™). Zeigen Sie, dass Agn+1(r’g) = 0 auf R"*1\ {0} genau dann gilt, wenn g eine
Eigenfunktion von Agn zum Eigenwert A = v(v +n — 1) ist.

(iv) Folgern Sie, dass falls g eine Eigenfunktion zu A von Agn ist, dass Sie v > 0 wihlen konnen und Sie
r¥g damit zu einer stetigen Funktion auf R™*! fortsetzen kénnen.

(v) Folgern Sie, dass in der Situation von (iv) r”g sogar glatt auf R™*! ist und zeigen Sie (z.B. durch
Einschréanken auf eine Ursprungsgerade), dass dann v € N sein muss.

*

Also muss ein Eigenwert von Agn, die Form A = k(k +n — 1) mit k € N>( haben.

Ubungsaufgabe 46. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehorigem Kriimmungstensor
R.

(i) Wir betrachten geodiitische Normalkoordinaten x um p. Sei e; = 0,
Ubungsaufgabe 41.ii, dass

p- Berechnen Sie mit Hilfe von
A=-V,.V. — ()" Aiej)R(es, e5)

fiir den Hodge-Laplace auf k-Formen gilt.

(ii) Folgern Sie, dass fiir einen beliebigen Orthonormalrahmen e; um p
A=-V.,V. +Vy, e — (e:)” A u(ej)Rei, e;)

gilt.

(iii) Sei o € Q'(M) harmonisch, also Aac = 0. Sei |o|2:=g(a, ). Zeigen Sie, dass
—Alaf? = 2|Val® + 2Ric(a’, o)
gilt.

(iv) Folgern Sie, dass auf jeder geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Ricci-
kriimmung, jede harmonische 1-Form « parallel ist (d.h. Va = 0). Ist weiterhin die Riccikrimmung
sogar positiv, gibt es gar keine harmonischen 1-Formen. (Hinweis: Nutzen Sie, dass nach dem Satz
von GauB [, Afdvoly = 0 ist.)

Ubungsaufgabe 47. Sei (M, g) eine zweidimensionalen orientierte geschlossene Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Wir betrachten die Gleichung Au = he* mit h € C*°(M), h £ 0. Zeigen Sie:

(i) Damit die obige Gleichung fiir u eine Losung hat, muss h das Vorzeichen wechseln und [, hdvoly <0
sein.
(ii) Ist u eine Losung, dann gilt [,  he*dvoly = 0.

(iii) Aus Av = 0 folgt v = const. Deshalb gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle v € H' mit [, vdvoly = 0 die
Poincaré Ungleichung ||v]|z2 < ¢||Vu||L2 gilt.

(iv) Der Raum F = {v € H' | [,, he’dvoly, =0, [, , vdvoly = 0} ist nichtleer.

(v) Betrachten Sie J: FF = R, v — [, |Vo|?dvoly. Wir setzen a:=inf,ep J(v). Sei v; € F eine Folge mit
J(v;) — a. Zeigen Sie, dass v; in H' beschriinkt ist und damit in L* gegen ein v konvergiert. Folgern
Sie, dass e” in L? gegen e’ konvergiert und damit v € F liegt. Zeigen Sie weiterhin, dass der Limes v
erfilllt J(v) = a.

*Das sind auch wirklich alle Eigenwerte, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics.
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(vi) Nutzen Sie Lagrange-Multiplikation™®, um zu zeigen, dass v eine schwache Lésung von 2Au =
f:=— Ahe? — p ist. D.h. betrachten Sie F'(v + ep):= [,, (|V (v + €p)|* + Ahe" T + p(v + ep)) dvoly
fiir ¢ € H! und berechnen Sie %\CZOF(U + €p).

(vii) Benutzen Sie, LP und Schauder-Abschitzungen induktiv, um zu zeigen, dass v € C*° (M) ist.
(viii) Zeigen Sie, dass g =0 und A < 0 sein muss.

Setzen Sie alles obige zusammen, um zu folgern, dass Au = he* fiir h € C*°(M), h # 0 und h erfiille die
Bedingungen aus (i) eine glatte Losung u € C°°(M) besitzt.

Ubungsaufgabe 48. Sei (M, g) eine zweidimensionalen orientierte geschlossene Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Die GauBkrimmung K, von (M, g) ist gleich der Hélfte der Skalarkriimmung. Sei x (M) die
Eulercharakteristik.” Man kann nachrechnen, dass

K;=e (K, — Agu)
fiir § = e?“g gilt. Ab jetzt sei x(M) = 0.

(i) Zeigen Sie, dass die GauBkriimmung einer Metrik g auf M entweder konstant Null sein muss oder das
Vorzeichen wechseln muss.

(ii) Zeigen Sie, dass Ajv = K, eine glatte Losung besitzt und es damit eine zu g konforme Metrik mit
K; =0 gibt.
g

(iii) Sei von nun an K € C°° (M), wobei K das Vorzeichen wechselt. Zeigen Sie, dass fiir alle Riemannschen
Metriken h auf M und alle Funktionen a € C°°(M) es einen Diffeomorphismus ¢: M — M gibt, so
dass [, e*(K o p)dvol, < 0 gilt.

(iv) Wir wollen nun untersuchen, ob es auch eine Metrik § auf M mit Kz = K gibt. Unser Ansatz ist
g = e*p*g fiir geeignetes u und einen geeigneten Diffeomorphismus ¢: M — M. Wir setzen dazu
g = ¢*g und w = 2(u —v) mit Agv = K, o . Zeigen Sie, dass, falls u die Gleichung (??) fir
p*g statt g ist, dann w eine Losung von Agw = he® flr geeignetes h € C*°(M) ist. Benutzen Sie

Ubungsaufgabe 47 um zu folgern, dass ein solche Losung w und damit ein glattes u existiert, so dass
K = K gilt.

Ubungsaufgabe 49. Sei (M™,g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass durch
c(w) = wA.— . fiirw € D(T*M) = Q' (M) eine Cliffordmultiplikation gegeben ist und diese A* M:=®}"
A*M mit der induzierten Biindelmetrik und dem induzierten Zusammenhang zu einem Cliffordbiindel
macht fiir welches der de-Rham Operator aus Beispiel 11.3.32 der zugehorige Diracoperator ist.

Ubungsaufgabe 50. Zeigen Sie, dass 7: a € A2(V) = (v > [a,v]:=c(a)cl(v) —cl(v)e(a)) € Hom(V, C1(V))
ein Isomorphismus aufs Bild o(V) € Hom(V, V') C Hom(V, C1(V)) ist.

Ubungsaufgabe 51. (i) Zeigen Sie, dass C?(V):=c(A2V) C C(V) ist unter der Lieklammer von C (V)
abgeschlossen ist.

(ii) Wir betrachten V = R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt. Sei A € A2R". Zeigen Sie, dass es eine
Orthonormalbasis e; von V gibt, so dass A = Zgnz/f] ajesj_1 A ey ist. Berechnen Sie exps ¢(A).

Ubungsaufgabe 52. Sei (M, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit und E — M ein Dirac-
biindel. Sei D der zugehérige Diracoperator. Dann hat nach Satz 11.3.26 D? eine Basis aus orthonormalen
Eigenfunktionen ¢; zu Eigenwerten \;. Wir setzen v; := Dy;. Zeigen Sie, dass dann

(i) ker D = ker D? gilt.
(i) D(v5 = ﬁwj + ;) = £/Ajv; fiir Aj # 0 gilt.
(iii) Es gilt D*y; = \j1;.

(iv) Finden Sie mittels (i)-(iii) eine Basis von L?(E) aus orthonormalen Eigenfunktionen von D.

*=Methode um kritische Punkte unter Nebenbedingungen zu finden
Tx(M) = 2 — 2-Anzahl der Lécher. Es gilt der Satz von GauB-Bonnet: fM Kgdvoly = 2mx(M).
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