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I. Mannigfaltigkeiten
I.1. Untermannigfaltigkeiten

Definition I.1.1. Sei M C R™ und m < n. Dann heifit M m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, falls
es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung V' C R™ von p, eine offene Menge U C R™ und eine glatte®

Abbildung F': U — V gibt, so dass gilt:
i) FU)=MnNV und F: U — M NV ist ein Homdomorphismus'.

ii) Die Jacobimatrix

i) ... B(u)

dut \U ou™
D,F = <88F1‘(u),,88F(u)> = : ) (n x m — Matrix)
U um : ’
Ter(u) ... Fhx(u)

hat fiir alle v = (u',...,u™)” € U maximalen Rang, also Rang m (wobei F(u) = (Fy(u),..., F,(u))").

Die Abbildung F heifit lokale Parametrisierung von M. Die Umkehrabbildung F~1: M NV — U nennt man
Karte von M. Man nennt n — m die Kodimension der Untermannigfaltigkeit und u = (u',...,u™)T lokale

Koordinaten von M.

Abb. I.1.: lokale Parametrisierung

Beispiel 1.1.2.

1. Ebene H im R3:
Die Ebene H gehe durch den Punkt p € R? und werde durch die linear unabhéingigen Vektoren X, X,

aufgespannt: ‘
H={p+u'X| +u’Xy | u' € R}.

Hier reicht eine Parametrisierung

F:R? SR u= (ul,u2)»—>p+2uiXi.

Dabei ist F offensichtlich glatt und ein Homdomorphismus aufs Bild F(R?) = H und
Dy F = (X1, X2)

hat Rang 2, da die Vektoren linear unabhéngig sind.

*glatt =unendlich oft differenzierbar
THomoomorphismus = stetige Abbildung, die eine stetige Umkehrabbildung besitzt

Vorl. 1
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I. Mannigfaltigkeiten
2. 81 = {22 + y? = 1} C R?: Beispiele fiir verschiedene lokale Parametrisierung um (0, 1)7:
a) (Mittels Winkeln)
F:(—m7) = S'n(R*\ {(0,-1)"}), aw (cosa,sina)”
(DoF = (—sina,cosa)? hat Rang 1) Hier ist F sogar fiir alle p € S'\ {(0,—1)T} eine lokale

Parametrisierung. Um {(0, —1)7} kann man ganz analog eine Parametrisierung bauen. Also ist S!
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R2.

b) (Mittels Auflésung)

F:(=1,1) = S'n{(z,y) ly >0}, x> (z,v/1—2a2)T

(D, F = (1,0,V1 — 2% = \/1__”“7)T hat Rang 1) Analog erhilt man mittels F: (—=1,1) — S'nN

{(z,9)T ly <0}, z+ (z,—v1—22)T. Damit hat man schon um alle Punkte in S*\{(—1,0)T, (1,0)7}
eine lokale Parametrisierung (vgl. Prasenziibungsblatt). Auflésen nach y (statt = wie bisher) liefert
dann ganz analog lokale Parametrisierungen fiir die verbleibenden Punkte.

¢) (Mittels stereographischer Projektion)
(z,9)

F:(-1,1) = R? wuw (z=sina,y = cosa)T

‘/A Mittels dhnlicher Dreiecke erhalten wir § = #—*. Zusammen mit
T
22 +y? =1 ergibt sich F(u) = (13_22, };Zj) . Nachrechnen von
D, F zeigt, dass F' eine lokale Parametrisierung ist.

Siidpol

3. Sei U C R™ offen und sei f: u = (u!,...,u™) € U — f(u) = f(u',...,u™) € R* glatt. Dann ist der
Funktionsgraph M = {(u, f(u)) € R*=™%* | 4 € U} eine Untermannigfaltigkeit, vgl. UA 1.(iii).

Bemerkung 1.1.3.

(a) Def. einer reguliren Fliche M = Existenz einer lokalen Parametrisierung F: U C R? — V C R3 mit
M = F(U).

(b) Wir werden oft die Kurzschreibweise M™ C R™ verwenden. Das bedeutet, das M m-dimensional ist und
nicht M x ... x M —im Gegensatz zu R" =R x ... x R.
| — —_——

m-mal
n—mal

(¢) (LinAlg-Wdh) Sei f: R™ — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann ist die Jacobimatrix D, f eine m x n-
Matrix, bzw. eine lineare Abbildung D, f: R™ — R™. Ist D, f injektiv (bzw. surjektiv), dann ist der Rang
von D, f gleich n (bzw. m).

Im Falle von Definition I.1.1 ist F': U C R™ — R™ mit m < n. Damit bedeutet: D, F habe maximalen
Rang, dass D, F injektiv sein muss. Man sagt, dazu dass F' eine Immersion ist.

Satz 1.1.4. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
a) ("M ist lokal eine Immersion’) M™ C R™ ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

b) ("M ist lokal ein Funktionsgraph’) Fir jedes p € M existiert (ggf. nach Vertauschen der Koordinatenrei-
henfolge) eine offene Umgebung U x W C R™ x R¥ = R"™ wvon p und eine glatte Abbildung g: U — W so
dass

V(u,w) e U x W: (u,v) € M <= g(u) = w,

anders formuliert
M N (U x W) = Graph(g).*

*Vgl. 2.b) in Bsp. 1.1.2



L1. Untermannigfaltigkeiten

¢) ("M ist lokal eine Nullstellenmenge) Fiir jeden Punkt p € M™ gibt es eine Umgebung V C R"="%k ynd
eine glatte Funktion f: V — R¥, so dass 0 € R regulirer Wert ist und f~1(0) =V N M.

d) ('M ist lokal euklidisch’) Zu jedem p € M gibt es eine offene Menge W C R™ und eine offene Umgebung
V C R™ von p und einen Diffeomorphismus™

h:V - W
h(MNV)=Wn@R™ x{(0,...,0)})
={h(p) peMNV}

d.h. firpe MOV gilt
h(p) = (h1(p), .-, hm(p),0,...,0).

Rk

Abb. 1.2.: "M’ ist lokal euklidisch

Bemerkung 1.1.5. a) 0 ist reguldrer Wert einer glatten Funktion f: V C R® — R* mit k <n &« fiiy jeden
Punkt z = (21,...,2") € V mit f(z) =0 ist die Ableitung D, f = (%, ey aiﬁ) (eine k x n-Matrix) hat
maximalen Rang.

Damit ist f ist eine Submersion, d.h. f ist glatt und D, f ist surjektiv. In der Ubung

b) Das Kriterium vom reguldren Wert (Satz I.1.4.c) liefert schnell viele Beispiele fir Untermannigfaltigkeiten,
vgl. UA 1 und 2.

Bevor wir dann Satz I.1.4 vollstindig beweisen, schauen wir uns einige Beispiele fiir die Verwendung von c¢) an.
Beispiel 1.1.6. (Beispiele fiir die Anwendung von Satz 1.1.4.c)
i) Die m-dimensionale Sphire S™ = {w = (at,... ,me)T € RmH! Z?:El(mj)z = 1} C R™*! ist das

Urbild ™ = f~1(0) der Funktion f: R™*1\ {0} = R, f (z!,...,a™") Z?ﬁl (27)2 — 1. Wegen

D, f = gradf(x) = ( O oy, - <w>) —2(at,...,a™H) = 27

ox! 7 QamtL

hat D, f genau dann maximalen Rang, wenn z # 0 ist. Da jedoch 0 & f~1(0) ist, ist 0 regulirer Wert von
f und damit S™ = f=1(0) C R™*! eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*1.

ii) Das Lorentz-Produkt auf R"="*1 ist ein indefinites Produkt definiert durch Vorl. 2
(x,y), = —a'y' + 2%y + ..+ 2Ty ((2,2), = —(@h)? + (22 + ...+ (@™TH)?).
Der Lichtkegel ist definiert als C:={x € R™*!| (z,z),; = 0}. Wir betrachten die Funktion

fRYTE SRy fo) = (2,2,

*Diffeomorphismus = glatte Abbildung, die eine glatte Umkehrabbildung besitzt.



I. Mannigfaltigkeiten

Beweisschema zu Satz 1.1.4.

"lokal Funktionsgraph’

benutzt Umkehrsatz Ansatz: f(u,w) =w — g(u)
N|
"lokal Immersion’ "lokal Nullstellenmenge’
K
Einschrénken von h~* Ansatz: h(u, w) = (u, f(u, w))

auf R™ x {0} CR"
’lokal euklidisch’

(wobei (u,w) € U x W C R™ x R¥ =R").

Abb. 1.3.

und fiir ¢ € R setzen wir M, = f~1(c).

0 0
D:vf = <ag{1(x)77axm_~_fl(x)> =2 (_xl’x27"'7xm+l)

D, f hat maximalen Rang fiir alle ¢ # 0, d.h. jeder Wert ¢ # 0 ist regular.
Es folgt, dass
M, = {z € R™F\ {0} f(x) = ¢}

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™*1! ist. Es bleibt die Frage fiir ¢ = 0: Nur, weil D, f hier

Abb. I.4.: My - Lichtkegel, M; - einschaliges Hyperboloid, M_; - zweischaliges Hyperboloid

nicht maximalen Rang hat, heift das nicht, dass f~!(0) nicht doch eine Untermannigfaltigkeit sein kénnte,
s. nichstes Beispiel.

Satz 1.1.7. My = f~1(0) ist keine Untermannigfaltigkeit.
Beweis. Annahme: M, ist eine Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes p € My einen Homéomorphis-
mus F: U CR™ — MyNV mit p € VC R™ L. Wihle p = 0 (denn dort ging das reguliire-Wert-Argument

von oben schief). Sei w = F~1(0). Durch Verkleinerung von V und Translation von U kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass © = 0 und U = B,(0) fiir ein € > 0 ist. Dann ist

Flonguy: U\ {u} = B(0)\ {0} = (Mo \ {0}) NV



iii)

iv)

L1. Untermannigfaltigkeiten

noch immer ein Homéomorphismus. Wéhle einen Punkt p, € (Mg \ {0}) NV N {z™*! > 0} und analog
einen Punkt p_ € (Mg \ {0}) NV N {z™*! < 0}. Seien uy:=F~1(py). Wir withlen eine Kurve ¢ in
U\ {u} = B(0)\ {0} von uy nach u_. Dann muss wegen Stetigkeit auch F oc eine Kurve in (My\ {0})NV
von p4 nach p_ sein. Eine solche Kurve gibt es nicht in Mg \ {0}.* O

St ={(z,y)T € R? | 2% + y* = 1} Wir wissen schon, dass S! eine Untermannigfaltigkeit ist. Wihlt man
aber
FiR2 =R, (2,y)" = (@ 4y = 1)

dann ist zwar f~1(0) = S1, aber
Dy f = (2x(@® +y* - 1), 2y(a®+y°—1))
ist die Nullmatrix fiir (z,y)T € SL.

Bis jetzt haben wir nur Beispiele von Hyperflichen (= Kodimension 1 Untermannigfaltigkeiten) betrachtet.
Als néchstes kommt ein Beispiel mit hoherer Kodimension:

M={(z,y,2)" eR® |® +y* =Lz +y+z=1}
[iR =R (2,9,2) = @+ —Lat+y+z-1)7

Denn f ist glatt, Hom6omorphismus auf Bild und

2¢ 2y O
D(I’MTf:(l 1 1)

hat Rang 2 fiir alle (z,y) # (0,0), also insbesondere fiir alle (z,y,2)? € M.
Die orthogonale Gruppe Q(n) enthilt alle lingenerhaltenden linearen Abbildungen im R™:
O(n) ={f: R" = R" linear, (f(x), f(z)) = (z,z) Vo € R"},

also alle Drehungen um den Ursprung, alle SpiegeluQngn an Hyperebenen! durch den Ursprung und
Hintereinanderausfithrungen davon. Sei Mg(n,n) = R™ die Menge der reellen n x n-Matrizen und Id,, die
n X n-Einheitsmatrix. Falls A eine Matrixdarstellung von f ist, ist

@(n) = {A S MR(TL,TL) | AAT = Idn} R A= (aij)ivj AT = (aji)m
AecO(n)=detAe {£1}

Satz 1.1.8. Die Gruppe O(n) ist eine Untermannigfaltigkeit des R"™ der Dimension F(n—1).

Beweis. Wir betrachten
f: Mg(n,n) — Sym(n), A f(A)=AAT —1d,

wobei Sym(n) = {A € Mg(n,n) | A= AT} =~ R*"*+D/2 die symmetrische Matrizen sind. Dann ist
O(n) = f~1(0). Wir miissen zeigen, dass 0 € Sym(n) ein reguliirer Wert ist.

f(A+sH) — f(A)

Daf(H) = limy ==
. (A+sH)(A+sH)T — AAT
= lim
s—0 S
1
= lim — (AA" + s (HA" + AH") + sHH" — AAT)
s—0 8
= HA" + AHT.

Z

*Man sagt Mo hat zwei Zusammenhangskomponenten.
usammenhangskomponente= maximal zusammenhéngende Teilmenge (wobei eine Teilmenge (weg-)zusammenhéngend heift,

falls je zwei Punkte der Teilmenge durch einen stetigen Weg miteinander verbunden werden kénnen.) [Im Allgemeinen sind
zusammenhéngend und wegzusammenhingend zwar verschiedene Begriffe. In unserer Situation fallen diese aber zusammen und es

spie

It nur wegzusammenhéngend eine Rolle, vgl. https://en.wikipedia.org/wiki/Connected_space]
TEine Hyperebene im R" ist ein Untervektorraum der Dimension n — 1, z.B. Ursprungsgeraden im R2, Ursprungsebenen im R3,
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Wir zeigen, dass D4 f: Mg(n,n) — Sym(n) surjektiv ist, d.h. maximalen Rang hat. Sei A € Q(n), S €
Sym(n). Wir wihlen H = 19 (Afl)T. Dann ist
1

5 (S(A—l)TAT ¥ A(s(A—l)T)T) ((AB)T - BTAT)

(S(AA")" + 4471 .5T) = 5.
1d,, Id,

Duf(H) = %DAf (s (A—l)T) -

DN =

Also ist O(n) eine Untermannigfaltigkeit von Mg(n,n) = R™ mit
. . . 2 n n
dim O(n) = dim Mg(n,n) — dim Sym(n) = n* — 5(71 +1)= 5(71 —1).

O

Beweis von Satz 1.1.4. Sei pr,,(bzw. pr’™): R™ — R™ die Projektion auf die ersten (bzw. letzten) m Koordina-
ten (n > m).

'a) = b)’ Sei p € M beliebig und F: U C R™ — V C R"="** eine lokale Parametrisierung. O.B.d.A. habe
V die Form V5 x Vo mit V; C R™ und V, C R, (Das kann durch Verkleinern von U immer erreicht werden.)
Setze u:=F~1(p). Da der Rang von D, F gleich m ist, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

OF;
det D, (pr,, o F') = det ( l(u)) # 0.
Ou? 1<i,j<m

Wir definieren F': U CR™ — Vi3 CR™ durch Ijﬂ::prm oF = (F1,...,F,). Wenden wir nun den Umkehrsatz
auf F' an. Dann existiert eine offene Umgebung U’ C U von u und V{ C Vj von pr,,(p) € V1, so dass die
Einschréinkung F': U’ — V{ ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen das Inverse mit ¢: V{ — U’. Wir
definieren G:=F o ¢: V/ CR™ — F(U’) C R". Dann gilt

G(v) =(F 0 9)(v) = (pr,, (F((v))), pr*(F(p(v))))

=(F(¢(v)), pr*(G(v)) = (v, (pr* o G)(v)).

=:g

Die Abbildung g: V{ — pr*(F(U’)):=Vy C R* hat alle gewiinschten Eigenschaften: Sei (v,w) € V{ x VJ mit
g(v) = w. Dann gilt

(v,w) = (v,9(v)) = G(v) = F(p(v)) € F(U") € F(U) = MV C M.

Sei andererseits (v,w) € M N(V{ x V). Da F: U’ — V{ x V3 ein Hom6omorphismus ist, existiert genau ein

u € U’ mit (v,w) = F(u). Also ist v = F'(u) und ¢(v) = u. Damit gilt
(v, w) = F(u) = F(p(v)) = G(v) = (v,9(v)),
also g(v) = w.

'b) = ¢):Seig: U CR™ - W CRF und p € U x W wie in b). Wir definieren f: V:=U x W C R" — RF
durch

fu, w):i=w — g(u).
Dann ist f~1(0) = Graph(g) = M N (U x W). Auferdem ist

D(u’w)'f = (_ Dug7 Idk‘ )a
——— ~—
kxn—Matrix kxm kxk

also Rang(D ) F) = k.
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c) = d):Sei f: V C R 5 RF wiein c). Sei U x W C V mit U C R™ und W € R¥ offen. Sei
p = (ug,wp) € U x W. Nach Umbenennung der Koordinaten (falls notig) konnen wir annehmen, dass

et (35 = (un ) 40

1<i<kn—k+1<j<n

::Dwof(p)

Wir definieren
h:UXxW = R" (u,w) — (u, f(u,w)).

Dann haben wir

Duyof(p)  Duof(p)

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit liefert eine offene Umgebung V' C U x W von p = (ug, wp), eine offene
Umgebung C’ von ¢:=h(p), so dass die Einschrankung h: V' — C’ glatt ist. Die Abbildung h erfiillt dann:

det D, (h) = det( ldm Orrci > #0.

(u,w) e MNV' <= f(u,w) =0 <= h(u,w) = (u, f(u,w)) = (u,0) € C".

'd) = a): Sei h: V — W wie in d) gegeben. Dann ist h und damit auch h~! insbesondere auch ein
Homo6omorphismus und damit ist auch

F:=h|y,.—va®mx{@©,.,0): Ur =V

ein Hom6omorphismus aufs Bild. Da h Diffeomorphismus ist, ist F' noch immer glatt und eine Immersion.
O

1.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

Eine grundlegende Idee der Analysis ist es, sofern moglich, Abbildungen durch lineare Abbildungen zu
approximieren, um analytische Probleme auf linear-algebraische zuriickzufiihren. Die lineare Approximation einer
Abbildung f: R™ — R” bei x ist das Differential D, f: R — R*, definiert durch f(z+4v) = f(z)+D.f(v)+o(v)
mit lim, |0 % = 0. Zur Hauptaufgabe dieses Abschnittes gehort die Frage, wie man das auf Abbildungen
zwischen Untermannigfaltigkeiten verallgemeinern kann.

1.2.1. Abbildung mit Werten in M

Lemma 1.2.1. Sei M C R"” eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei F: U C R™ — V C R"™ eine lokale

Parametrisierung von M. Sei W C R eine offene Menge und ¢: W — R™ eine Abbildung mit (W) C M NV

Dann ist ¢ als Abbildung von W nach R"™ genau dann glatt, wenn F~'op: W — U C R™ glatt ist.

Das letzte Lemma sagt uns, dass bei der Frage der Differenzierbarkeit einer Abbildung mit Werten in M egal
ist, ob wir diese Abbildung als eine nach R™ oder mittels Koordinaten als eine Abbildung mit Werten in R™
auffassen.

insbesondere muss man das wirklich zeigen, weil wir im Moment noch nicht wissen, ob F~! glatt ist, bzw. was
das fiir F~': V N M — U iiberhaupt heien soll.

Beweis. Ist F~! o ¢ glatt, dann ist ¢ = F o (F~! o0 ¢) als Verkettung zweier glatter Abbildungen wieder glatt.

Sei nun p: W — R™ glatt. Idee: Glatte Erweiterung von F' zu einer Funktion G von U x R¥ — R", so dass
G~! dann im Analysissinne glatt ist.

Sei p € W. Dann ist ¢:=p(p) € M NV und ug:=F"1(q) € U. Sei F = (F,...,F,)T. Das Differential D,,, F
hat maximalen Rang. O.B.d.A. habe (D, (Fi, ..., F;,)) maximalen Rang. Wir definieren

G: U x RF="=m 5 R™

Fi(ut,...,u™) ji<m
. 1 m ym-+1 ny _ 7 9 9 ) =
Gy(uts o u™ 8 {Fj(u17...,um)+t] i>m

0
Idy

und berechnen

D(u(l),...,u(’)”,o,..‘,O)G = (D(ué,mom)F

Vorl. 3
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Dann ist
iy (Fuy o F) 0

und damit gibt es nach dem Umkehrsatz eine offene Umgebung U; C U x R¥ von (ud,...,u,0,...,0) und
eine offene Umgebung V3 C V von ¢, so dass

.....

Gly,: Uy = W1
ein Diffeomorphismus ist. Sei Wy:=¢ (V). Dann ist W eine offene Umgebung von p. Fiir p’ € W gilt
G lopp)=(Ftop),o,...,0).
Da G~! o ¢ glatt ist, gilt das auch fiir F~! o ¢. O

Folgerung 1.2.2. Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ zusammen mit zwei lokalen Parametrisierungen
Fll U1 — Vl und FQZ UQ — VQ. Sei V1 ﬂ‘/g 7& @. Dann ist

FyloF: FrY(VinVa) — Fy Y (VN V)
glatt.

Beweis. Wir verwenden Lemma 1.2.1 auf W = Fl_l(Vl NV2), o = F; und F = F5 an. O

1.2.2. Tangentialvektoren und Tangentialraum

Sei F': U CR™ — V C R" eine lokale Parametrisierung von M um p = F'(ug). Die Bedingung, dass
DuoF = (25 (), . .., 25 (uo)) Rang m hat, bedeutet, dass die Vektoren 25 (uo), ..., 25 (ug) € R™ linear
unabhéngig sind.

Anschauung von 35 (ug). Esist 35 (uo) = Dy, F(e;), wobei e; den Einheitsvektor im Punkt ug zur Koordinate

u® darstellt. Dann ist

d i— ] 4 m
ei=— im0 (Ul - ul b ud 4+ttt )

dt

und oF J
5y (10) = Duo F(e:) = — le—oF (uo + tei).

Hierbei ist y(t):=uo + te; eine Kurve (sogar eine Gerade) in R™ und c(t):=F o v(t) = F(ug + te;) eine Kurve
in M C R"™, also insbesondere eine Kurve in R™. Also ist ¢/(0) = %(uo) der Tangentialvektor an ¢ in
p = ¢c(0) = F(up).
Da fiir ¢ klein genug Spur(c) € M ist, nennt man ¢/'(0) = gf (up) auch tangential an M in p = ¢(0).

Y(t) = uo + te;

Abb. 1.5.: Tangentialvektor

Lemma und Definition 1.2.3. Ist M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Sei
F: U — V ecine lokale Parametrisierung von M um p = F(ug), so ist der durch

T,M:=D,, F(R™)

definierte Untervektorraum unabhdngig von der Wahl der lokalen Parametrisierung und heif$t Tangentialraum
von M an p.



L.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

vav

V/ g Rn

Abb. 1.6.: Wechsel der lokalen Parametrisierung

Beweis. Sei F': U' — V' eine weitere lokale Parametrisierung um p = F’(u(). Nach Folgerung 1.2.2 ist
w=(F")"to F: F-Y(VNV') = (F')~YV NV’) ein Diffeomorphismus. Damit ist F = F' ow: F~X(VNV') =
V' NV’ und nach Kettenregel

DUOF = Dw(uo):F—l(p):u{)F/ o DUO’U).

Also ist
D, F(R™) = D%F’(Dqu(Rm)) = D%F’(Rm)7

wobei die zweite Gleichheit folgt, da w ein Diffeomorphismus ist. O

Bemerkung 1.2.4.

(i) 25 (uo), ..., 2E (uo) ist eine Basis von T, M (wobei F(ug) = p).

(ii) Sei v € T,M. Dann gibt es eine glatte Kurve ¢: I = (—€,¢) — M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v: Sei
F: U — V eine lokale Parametrisierung um p = F'(ug) und sei v = > al gfi (up). Wahle fiir c= F oy
mit y(t) = ug +t Y .-, a’e;. Wegen Linearitéit der Ableitung gilt

(0) = Dy F(/(0)) = Y _a'Dy, F(e;) = v.
i=1

Definition 1.2.5 (Tangentialbiindel, Normalenraum, Normalenbiindel). Wir nennen die disjunkte Vereinigung
aller Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit das Tangentialbiindel®

TM:= | | T,M:={(p,v) | veE T,M,pe M}
peM

von M. Der Normalenraum von M an p ist definiert als
N, M:={w e R" | Vv € T,M CR": (w,v) =0}

und das Normalenbiindel von M also
NM:= | | N,M.
pEM

Bemerkung 1.2.6. Sei M™ C R™ Untermannigfaltigkeit. Dann gilt fir alle p € M: T,M & N,M = R".

*Streng genommen ist das der Totalraum des Tangentialbiindels. Aber hier benutzen wir das erst einmal nur als Name und
fihren hier erst einmal nicht den Begriff eines Biindels ein.



Vorl. 4

I. Mannigfaltigkeiten

Beispiel 1.2.7. 1. S%
N, S?

MVp

Als Untervektorraum vom R? sind 7,5% und 7,52
gleich, als Teilmenge von T.S? jedoch verschieden.
In 752 merken wir uns fiir jeden Tangentialvektor

noch seinen Fufipunkt auf S2. Analoges gilt fiir
N,5% und N,S?%.

N,S?

2. R? CR% TR? = | | o {p} x T,R? = | | cpe{p} x R* =R> x R?

Berechnung von T, M fiir implizit gegebene Untermannigfaltigkeiten Sei M = f~1(0) fiir f: R® — R
glatt und der Rang von D, f sei maximal fiir alle p € M. Dann ist also nach Satz 1.1.4 (Kriterium vom
reguldren Wert) M eine (m:=n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei F': U C R™ — V' C R" eine lokale
Parametrisierung von M, sei v € U. Dann ist

foF =0, also0=D,(foF)= Dpu)foD,F.

Damit ist Bild(D,F) C ker(Dp(, f). Da Rang(Dp, f) = k ist, ist dimker(Dpe,f) = n —k = m. Wegen
dim D, F(R™) = m, folgt
TF(u)M = DuF(Rm) = ker(DF(u)f) (Il)

und damit NF(u) (M) = (ker(DF(u)f))L

Beispiel 1.2.8. M = S?, f = (21)? + (22)? + (2®)? — 1, D, f = 2(2',2%,2?), also ist nach (I.1) T,,S% =
ker D, f = ker 2(z}, 22, 23) = {v € R? | (z,v) =0} = (R 2)*.

1.2.3. Abbildungen von M aus

Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und f: M — R’. Wir wollen einen Begriff von
Glattheit fiir f einfithren.

Definition 1.2.9. Sei S C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f: S CR" — R’ heifit glatt, falls es zu
jedem p € S eine Umgebung W C R™ von p und eine glatte Funktion f: W — R’ gibt, so dass

f‘SﬂW = f|SﬂW~

Lemma 1.2.10. Sei f: M — R’ glatt und F: U — V lokale Parametrisierung von M. Dann ist foF: U — R®
glatt.

Beweis. Sei ug € U beliebig und p:=f(ug). Da f glatt ist, gibt es eine offene Umgebung W von p und eine
glatte Funktion f: W — R mit f|ynw = flanw. Dann gilt fiir all u € F~1(V):

foF(u) = foF(u).

Nun ist f o F als Verkettung zweier glatter (im urspriinglichen Analysissinne) Funktionen wieder glatt*, und
damit ist auch f o F' glatt auf F~1(V), also insbesondere in uq. O

Lemma 1.2.11. Sei M™ C R™ eine Untermannigfaltigkeit und F: U — V eine lokale Parametrisierung. Dann
ist F~1: VN M — U glatt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 1.2.1. Die dort konstruierte Funktion G~! ist
eine glatte Fortsetzung von F~! in einer Umgebung von p. O

*gilt aber auch fiir Glattheitsbegriff aus Definition 1.2.9, vgl. UA 5

10



L.2. Differenzierbare Abbildungen und der Tangentialraum

Folgerung 1.2.12. Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und f: M — R¢. Sei
F:U — V eine lokale Parametrisierung von M um p. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (’Lokale Existenz einer glatten Fortsetzung’) Es gibt eine offene Umgebung W wvon p in R™ und eine
Fortsetzung [ von f|pnw auf W, die glatt ist.

2. (’glatt in lokaler Parametrisierung’) Die Abbildung f o F: U — R ist glatt.

Beweis. ’1 = 2’: siche Lemma 1.2.10
2= 1’: Sei p € M. Nach Lemma 1.2.11 ist F~! glatt, d.h. es gibt eine offene Umgebung W C R™ von p und
eine glatte Funktion G: W — U mit G|ynw = F | pyaw. Setze

f=foFoG: W — R,

Dann ist f als Hintereinanderausfithrung von glatten Abbildungen (hier wieder glatt im Sinne der Analysis)
und flwny = fo FoGlwam = foFoF wan = flwom- O

Bemerkung 1.2.13. Sei f: M — N eine Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten M™ C RF und
N™ C R Seip € M. Sei F: U — V eine lokale Parametrisierung von M um p und sei F’: U’ — V' eine lokale
Parametrisierung von N um f(p). Dann ist nach Lemma 1.2.1 und Folgerung 1.2.12 f um p genau dann glatt,
wenn (F')"to fo F: f~YU")NU — V' glatt um u:=F~1(p) ist.

Beispiel 1.2.14.
(i) id: M — M C R™ ist glatt.

(ii) Sei M™ C R"™. Ein (glattes) Vektorfeld ist eine (glatte) Abbildung X : M — R™. Gilt zusétzlich X (p) €
T,M (bzw. X (p) € NyM) fiir alle p € M, so ist X ein (glattes) tangentiales Vektorfeld oder Tangentialfeld
(bzw. normales Vektorfeld oder Normalenfeld) auf M. Falls | X (p)|| = 1 fiir alle p € M ist, heiit X
Einheitsvektorfeld.

(iii) Sei M™ C R"=™"! eine Hyperfliche.
a) m=2:Sei F': U — V eine lokale Parametrisierung von M? C R® um p = F(u). Dann ist

oF oF
v(p) = w(u) X W(U) LT,M

ein Normalvektor in p und v: VN M — R3 ein glattes Normalenfeld von V N M. (Man sieht sofort,
dass v o F' glatt ist. Dann folgt Glattheit von v mittels Folgerung 1.2.12.)

b) m beliebig und F lokale Parametrisierung wie oben. Dann ist

(5a),

eine Basis von Tj—p(,)M. Sei v(p) € N,M ein Vektor derart, dass 27 (u), ..., 2L (u),v(p = F(u))

Y Qu™
positiv orientiert sind. Dann ist v: M NV — R™¥! ein glattes Normalfeld von V N M: Sei pg = F(ug).
Dann ist v(F(ug)) L %(uo) fir alle ¢. Da F glatt ist, gibt es eine Umgebung von ug, so dass v(F(ug))

noch immer zur Basis ‘g—i(u) linear unabhéngig ist. Damit gilt auf dieser Umgebung

v(F(up)), 25 (u
() = (Fug) - 32 PG a2 )
i Ou’

und es folgt, dass v o F' glatt in ug ist und damit v glatt in pgy ist. Durch Normierung

. v(p)
(p):=
v ()|l
erhalten wir ein glattes Einheitsnormalenfeld in einer Umgebung von pog. Da N, M eindimensional ist, ist

v(p) bis auf skalare Multiplikation eindeutig bestimmt. Damit gibt es zwei glatte Einheitsnormalenfelder
von VN M, ndmlich 7 und —7. Lokal hat also eine Hyperfliche immer zwei glatte Einheitsnormalenfelder.

11



I. Mannigfaltigkeiten

1.2.4. Orientierbarkeit von Hyperflaichen im R"

Wir schieben an dieser Stelle ein erstes Beispiel fiir eine globale Eigenschaft ein - die Orientierbarkeit von
Hyperflachen.

Lemma und Definition 1.2.15. Eine Hyperfiiche M™ C R™*! heifit orientierbar, wenn es ein stetiges
Finheitsnormalenfeld v: M — R™T1 gibt.
Orientierbar zu sein ist dquivalent zu jeder der folgenden Bedingungen:

i) Es gibt ein glattes Einheitsnormalenfeld v: M — R™+L,

ii) Es gibt ein stetiges nirgends verschwindendes Normalenfeld v: M — R™*1,
iii) Es gibt ein glattes nirgends verschwindendes Normalenfeld v: M — R™*L,
Die Wahl eines Finheitsnormalenfeld nennt man Orientierung von M.

Beweis. Die meisten Aquivalenzen sind offensichtlich, auer: Habe M ein stetiges Einheitsnormalenfeld, dann
ist das schon glatt. Doch das folgt direkt aus Beispiel 1.2.14.iii.b. O

Beispiel 1.2.16. 1. S™ ist orientierbar, denn v: S™ — R™*! & = (2!,... 2m+*)T = 2 ist ein nirgends
verschwindendes glattes Normalenfeld auf S™.

2. Das Mobiusband
M ={F(s,t) eR® |t (~1,1),s € R}

mit

S ) s . os\T

F(s,t) = (cos(s) (2 + tcos 5) ,sin(s) (2 + tcos 5) ,tsin 5)

ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit: F1::F|(_1,1)X(072,,) und FQ::F\(_M)X(O,Q,,) sind zwei
lokale Parametrisierungen.
Wir wéhlen ein Normalenfeld auf Bild(Fy):

t— /"(.S’()./)

V(s (5,1)) = 90 (P(s, 1)) x 20 (F(s, 1)

Die Frage ist nun, ob sich v zu einem nicht verschwin- s — (s, 0
denden stetigen Normalenfeld auf ganz M fortsetzen

kann. Da M \ Bild(Fy) = F((—1,1) x {0}) ist, miisste

(im Falle einer positiven Antwort) limg_,g v(Fi(s,t)) =

limg_or v(F1(s,t)) gelten. Berechnung von v widerlegt

das.

1.2.5. Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten und Tangentialabbildung

Seien M™ C R* und N™ C R’ Untermannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine glatte Abbildung, sei p € M.
Nach Definition gibt es eine Umgebung W C R* von p und eine glatte Abbildung f: W — R’ so dass

flwane = flwan.
Lemma 1.2.17. D, f(T,M) C Ty, N
Beweis. Sei v € T,M gegeben. Wir wihlen eine Kurve c: (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v. Dann gilt

D, () = Doy J(€(0)) = ol o e(t)) = Tlimol foelt) ) € Ty N. (12)

Kurve in N
[

Definition 1.2.18. Das Differential von f an der Stelle p sei
dpf=Dpf: T,M — Ty, N.

Diese Abbildung wird Tangentialabbildung genannt. Wegen (I.2) héingt diese Definition nicht von der Wahl von
f ab.

12



1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Bemerkung 1.2.19. a) d,f ist linear
b) Fiir eine Folge glatter Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten M™ I, N 4 pr gilt die Kettenregel
dp(g o f) = (ds)g) © (dpf)-

¢) In lokalen Koordinaten (vgl. Abb. 1.7): Es sei F(ug) = p, f(p) = p, F(iig) = p. Es gibt a! € R mit

oF OF
dp f (aui(uO)) =) a 577 (@0) € Tp=p)N.

J
Dann gilt
Duo(l*:‘*1 ofoF)(e) = Zafej,
j=1

wobei (e;); die Standardbasis des R™ (hier einmal im Punkt ug als Basis von T,,,R™ und einmal im Punkt
fip als Basis von T, R™) bezeichnet, UA 9.

;

Abb. L7.: f: M — N in lokalen Parametrisierungen. O.B.d.A. sei f(VN M) = VAN

Notation 1.2.20. Abkiirzend verwendet man auch haufig:

0 o oF ,
be@( (p))

1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung des Untermannigfaltigkeitsbegriffs fiir eine Menge ohne umliegenden Raum R™.
Was soll der Begriff konnen:

1. Die Menge M sollte erst einmal mindestens eine Topologie, siche UA 4 mit Definition, tragen, damit wir
iiber Begriffe wie Stetigkeit* reden kénnen.

2. Es sollte lokale Koordinaten geben. (*verallgemeinert lokale Parametrisierung’)

3. Da es erst einmal keinen Glattheitsbegriff fiir Abbildungen von U C R™ in eine Menge mit beliebiger

Topologie gibt, miissen Glattheitsforderungen in den Wechsel von Koordinaten gesteckt werden, vgl.

Bemerkung 1.2.13.

*Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen (X, 7x) und (Y, Ty') heiit stetig, falls Urbilder offener Mengen
wieder offen sind (also f~1(U) € Tx fiir alle U € Ty gilt. Dieser Stetigkeitsbegriff verallgemeinert den fiir Abbildungen f: R® — R™
aus Analysis, denn im euklidischen Raum mit der Standardtopologie (also der Standardanalysisdefinition von offenen Mengen) ist
diese Definition dquivalent zur Stetigkeitsdefinition mittels Grenzwerten (Analysis 2).
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I. Mannigfaltigkeiten

Definition 1.3.1. Sei (M,T) ein topologischer Raum. Wir nennen M eine topologische m-dimensionale
Mannigfaltigkeit, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) (Punkte kann man trennen’) M ist hausdorffsch, d.h. fiir je zwei Punkte p,q € M mit p # ¢ existieren
offene Mengen U,V C M mit pe U,qgeV und UNV = 2.

(ii) Die Topologie von M besitzt eine abzihlbare Basis, d.h. es gibt eine abzéhlbare Teilmenge B C T, so dass
fur alle U € T es Mengen B; € B mit U = U; B; gibt.

(iii) M ist lokal homéomorph zu R™, d.h. fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U C M um p
und eine offene Teilmenge V' C R™ so dass k: U — V ein Homéomorphismus (bzgl. der durch T auf U
induzierten Topologie®*) ist. Die Abbildung x heifit Karte von M um p.

Sind die Kartenwechsel zusétzlich glatt, d.h. fir zwei Karten x;: U; — V;, i = 1,2, mit Uy N U # O, ist
K9 O Hfli m(Ul n Ug) CR™ — Hg(Ul N UQ) CR™

glatt, so nennen wir die Menge A aller dieser Karten einen glatten Atlas von M.

Auf der Menge der Atlanten einer topologischen Mannigfaltigkeit fithren wir eine Aquivalenzrelation ein: Seien
A; glatte Atlanten fiir (M, T). Dann ist A ~ Ay gdw. A; U A; ein glatter Atlas fiir (M, T) ist.

Eine glatte Mannigfaltigkeit (M,T,[A]) ist eine topologische Mannigfaltigkeit (M, 7) zusammen mit einer
Aquivalenzklasse von glatten Atlanten [A]. Wir nennen [A] dann eine differenzierbare Struktur auf M.

Notation 1.3.2. Da wir oft mit einem konkreten Atlas arbeiten, schreiben wir kurz: (M, A) oder direkt M,
wenn es keinen Zweifel an der differenzierbaren Struktur gibt, statt (M, T, [A]) .

Beispiel 1.3.3.

a) Jede Untermannigfaltigkeit des R™ ist mit dem durch die Karten k:=F~! gebildeten Atlas eine glatte
Mannigfaltigkeit, sieche UA 12.

b) Der reell projektive Raum ist definiert als
RP":={L C R""! | L ist eindimensionaler Untervektorraum}.

Sei w: 8™ — RP", p € S™ — L, € RP" die Projektion, wobei L,, die Ursprungsgerade in R"** durch p ist. Es
gilt 771(L,) = {£p}. Wir verwenden auf RP" die Quotiententopologie’ bzgl. 7. Man iiberpriift leicht, dass
RP™ Hausdorff ist. Sei A = {k: U — V'} ein glatter Atlas von S™. O.B.d.A. kénnen wir durch Verkleinern der
Menge U annehmen, dass 7: U — 7(U) ein Homéomorphismus sei. Dann ist A’ = {x: (7|y) " : n(U) — V}

auch ein Atlas von RP" und sogar glatt, da (r1: (7]p,) ") o (ke (]y,) 1)~ = k1o (7|y, o (n]y,) Hoky ' =
K1 o0ky ! glatt ist.

c) Wir betrachten zwei glatte Atlanten fiir R (mit Standardtopologie): A;:={xk1: R — R,z — z} und
Ag:={ko: R — R,z — 23} Diese beiden Atlanten sind nicht fquivalent, da Kl_l oKkg = Ke: R — R kein
Diffeomorphismus (Umkehrabbildung ist in 0 nicht differenzierbar). Also sind [A;] und [Az] zwei verschiedene
differenzierbare Strukturen. Fortsetzung in Beispiel 1.3.7.

*Ist (X, T) ein topologischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge. Dann ist 7":={Y NU | U € T} eine Topologie auf Y’
— die von (X, T) induzierte Topologie (auch Teilraumtopologie genannt), vgl. UA 4

TQuotiententopologie: Sei (X,T) ein topologischer Raum, sei Y eine Menge und q: X — Y surjektiv. Dann ist 7/ =
{O0] ¢ 1(O) € T} eine Topologie auf Y - die sogenannte Quotiententopologie.

Bemerkung 1.3.4. a) Spezialfall: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, (X,7) ein topologischer Raum und pr: X — X/ ~
die kanonische Projektion. Dann betrachtet man auf X/ ~ meist ohne weiteren Kommentar die Quotiententopologie.

b) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf X’, so dass q bzgl. dieser Topologien stetig ist ('feinste’ = jede andere
Topologie mit dieser Eigenschaft (= g ist stetig) ist in dieser Topologie enthalten).

¢) Der Name kommt von folgender Eigenschaft: ¢ von oben ist eine Quotientenabbildung, d.h. fiir jeden weiteren topologischen
Raum (Z,7") und jede Abbildung f: Y — Z gilt: f ist genau dann stetig, wenn f o g stetig ist.

d) Besitzt (X,7) eine abzihlbare Basis, so auch der Quotientenraum (Y,7’): Sei B abzihlbare Basis von 7, dann ist
q(B):={q(B) | B € B} abzihlbare Basis von 7. Denn sei U € 7', dann ist ¢~ 1(U) € T mit ¢~ (U) = U; B;, B; € B, also
U =q(U;B;) = Uiq(By).

e) Die Hausdorff-Eigenschaft vererbt sich im Allgemeinen nicht, z.B. X = R x {1,—1}. Sei (z,y) ~ (z/,y’) gdw beide gleich

sind oder z = 2’ > 0 ist. Dann ist Y = X/ ~ nicht hausdorffsch. Denn man kann die Punkt (0,1) und (0, —1) nicht trennen:
Jede Umgebung von (0,1) € Y bzw. (0,—1) € Y enthélt pr((—e, 0) x {1}) far ein € > 0.
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1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Definition 1.3.5. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Eine stetige Abbildung f: M — N heifit
k-mal stetig differenzierbar (oder C*) in p, falls fiir eine Karte (x: U — V) um p im Atlas von M und fiir eine
Karte (#: U — V) um f(p) im Atlas von N gilt:

Rofor Lik(fSHU)NU) =V

ist in x(p) k-mal stetig differenzierbar. Ist f: M — N ein Homdomorphismus und ist f und f~! glatt, dann
nennen wir f einen Diffeomorphismus.

Bemerkung 1.3.6. Gilt Definition 1.3.5 fiir ein Paar solcher Karten um p bzw. f(p), so gilt es fiir alle solche
Karten, da

Kofo(h) =" ok Y o(kofor Ho(ko(x)h.
~———

Diffeo Diffeo

Beispiel 1.3.7. Wir betrachten weiterhin die beiden Atlanten auf R aus Beispiel 1.3.3.c), also die beiden
Mannigfaltigkeiten M und N. Dann ist f = id: M = (R, 4;) - N = (R, As) kein Diffeomorphismus, da
koo fory': R — R, z— 2° keiner ist, aber f: (R, A;) — (R, Ay), f(t) = t'/3, ist ein Diffeomorphismus, denn

f
M —— N

ﬂll l@
id
R — R

D.h. obwohl die beiden Atlanten auf R verschiedene differenzierbare Strukturen definieren, sind die glatten
Mannigfaltigkeiten diffeomorph.

Bemerkung 1.3.8. Fiir n # 4 ist jede differenzierbare Struktur auf R™ diffeomorph zur Standard-Struktur, die
durch A = {x =id: R™ — R"} definiert ist. Fiir n = 4 gibt es allerdings iiberabzéhlbar viele differenzierbare
Strukturen auf R*, die paarweise nicht diffeomorph sind — so genannte exotische Strukturen*. Weiterhin hat
Milnor 1956 bewiesen, dass es fiir n > 7 exotische n-dimensionale Sphéren gibt (d.h. sie sind homéomorph zu

S™ aber nicht diffeomorph). Von diesen exotischen Sphiren’ gibt es in jeder Dimension aber nur endlich viele.

In Dimension 7 gibt es z.B. 28 verschiedene. Diese kénnen alle als Untermannigfaltigkeit vom R!'© dargestellt
werden — die Brieskorn-Sphéren (1966): Fir k € N

ST:={(21,..,25) €CO 2R | 22 4 22 4 22 + 23 + 2551 =0, |21 > + ... + |22 = 1}

Satz 1.3.9. Seien M und A Mengen. Seien V,, C R™, U, C M Teilmengen und ko: Uy — V, bijektive
Abbildungen fiir o € A, so dass gilt

(i) ({Uu} ist eine Uberdeckung von M’) UyeaUy = M,
(1) Kko(Ua NUg) ist offen in R™ fir alle o, B € A.
(iii) kg o kgt ka(Ua NUR) — k5(Us NUp) ist fiir alle o, B € A stetig.

Dann trigt M genau eine Topologie bzgl. derer alle U, offene Mengen und alle k., Homdomorphismen (bzgl.
der auf U, durch T induzierten Topologie) sind. Gibt es eine abzihlbare Teilmenge Ay C A mit Upea,Us = M,
so besitzt diese Topologie auf M eine abzdhlbare Basis. Gibt es zu je zwei Punkten p,q € M ein a € A, so dass
p,q € Uy, ist, dann ist diese Topologie Hausdorffsch.

Der obige Satz erleichtert uns die Arbeit, wenn wir {iberpriifen wollen, ob eine Menge eine topologische (glatte)
Mannigfaltigkeit ist. Es reicht einen geeigneten (im Sinne des letzten Satzes) Atlas anzugeben. Dann wird
damit auf M eine Topologie induziert, die ggf. sogar Hausdorffsch ist und eine abzdhlbare Basis besitzt.

*https://mathoverflow.net/questions/24970/exotic-differentiable-structures-on-r4
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere
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Beweis. Eindeutigkeit Sei 7 eine solche Topologie auf M. Dann ist U, € T. Wir zeigen, dass
T={WCM|ro(WnNU,) CR™ offen fir alle a« € A}

gelten muss: Sei U € 7. Dann ist auch U, NU € T und damit auch k. (U, NU) offen fiir alle a € A.

Sei nun W C M eine Teilmenge, fir die k(W NU,) in R™ fir alle @ € A offen ist. Dann ist W N U, in U,
offen und somit auch offen in M. Wegen (i) ist dann auch W = Uyea(W NU,,) offen in M.

Existenz Sei T = {W C M | ko(W NU,) C R™ offen fiir alle « € A} wie oben. Es reicht zu zeigen, dass T
eine Topologie ist und die geforderten Eigenschaften hat, also U, € T ist und die k, Hom6omorphismen sind:

e Topologie: Es ist @, M € T. Seien W; € T fiir i € I. Dann ist ko ((U;W;) NU,) = ko (U;(W; NU,)) =
Uika (W; NU,) als Vereinigung der offenen Mengen ., (W; NU,) wieder offen in R™. Analog rechnet man
die Bedingung an endliche Schnitte nach und erhélt, dass T eine Topologie ist.

o U, € T folgt direkt aus der Definition von 7 und (ii).

o o Homoo: Sei nun W € U, offen. Dann ist W auch in M offen, also nach Definition von 7 ist kg(W NUpg)
fiir alle 8 in R™ offen. Mit (iii) ist dann auch (kg o k')~ (kg(W NUp)) = ka(W N Up) offen in V,, und
damit Ugko (W NUp) = ka(W) offen ist. Also ist ;! stetig.

Sei nun Z € V,, offen. Wegen (iii) ist (k4 © /@'51)_1(2 N ka(Ua NUR)) = kp(ky(Z) NU, NUR) =
k(k5 1 (Z) N Up) offen fiir alle B. Nach Definition von 7 ist dann k*(Z) C U, offen in M und damit in
U,. Also ist K, stetig.

Abzahlbare Basis Wegen Eindeutigkeit liefern A und A; dieselbe Topologie auf M. D.h. wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass A schon abzéhlbar sei. Dann hat V, C R™ eine abzdhlbare Basis B, fiir alle « € A. Damit ist
k51 (B,) eine abzéhlbare Basis von U, und Uye ar;t(By) eine abzihlbare Basis von M.

Hausdorffsch Seien p,q € M mit p # ¢. Sei p,q € U, fir ein @ € A. Dann ist £4(p) # Ka(q). Da V, C R™
hausdorffsch ist, gibt es Vi, Vo C V, mit k4 (p) € V1, ka(q) € Vo und V4 N Vo = @. Damit trennen £ (V1) und

k51 (Va) die Punkte p und q. O

1.3.1. Tangentialraum und Tangentialabbildung

Fiir Untermannigfaltigkeiten sind Tangentialvektoren Vektoren im umliegenden Raum R™. Bei abstrakten
Mannigfaltigkeiten haben wir keinen umliegenden Raum mehr. Wollen wir das Konzept der Tangentialvektoren
jedoch verallgemeinern (und das wollen wir, um spéter auch Tangentialabbildungen zu verallgemeinern)
brauchen wir eine andere Definition. In Bemerkung 1.2.4 haben wir gesehen, dass jeder Tangentialvektor einer
Untermannigfaltigkeit M C R"™ als Geschwindigkeitsvektor einer Kurve in M realisiert wird. Allerdings miissen
wir beachten, dass verschiedene Kurven durch p in p den gleichen Geschwindigkeitsvektor haben kdnnen.
Dies ist unser Ansatzpunkt fiir die Definition von Tangentialvektoren an Mannigfaltigkeiten. Kurven repréa-
sentieren Tangentialvektoren. Um eine Aquivalenzrelation fiir 'gleiche Geschwindigkeitsvektoren’ einzufiihren,
nutzen wir wieder die Karten, denn in R” kénnen wir ableiten:

Definition 1.3.10. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei p € M. Ein Tangentialvektor an M im Punkt p ist
eine Aquivalenzklasse von glatten Kurven c: (—¢, €) — M mit € > 0 und ¢(0) = p, wobei zwei solcher Kurven c¢;
und ¢y dquivalent heiflen, falls fiir eine Karte x: U — V mit p € U gilt:

d

ah:o(ﬁocl): HOCQ).

§|t:0(
Fiir die Aquivalenzklasse von ¢ schreiben wir [c],. Die Menge
T,M:={[c], | c: (—€,€) = M glatt ,c(0) = p}

heifit Tangentialraum von M im Punkt p.

Bemerkung 1.3.11. (i) Die Definition des Tangentialvektors héngt nicht von der gewéhlten Karte ab: Sei
k' U — V' pe U eine zweite Karte. Dann ist

d d d
Zil=0(r" 0 ¢) = —li=o((K" 0 K1) o (koc)) =Dy (k' or™)o (dtt—o(ﬁ o C)> '
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Koc %h:o("ioc)

Abb. L.8.: Tangentialvektor

(ii) Fur Untermannigfaltigkeiten hatten wir neben dem Tangentialvektoren auch noch Normalenvektoren
definiert. Dazu braucht man aber einen umliegenden Raum — das ist also kein Begriff fiir abstrakte
Mannigfaltigkeiten.

(iii) Bis jetzt ist T, M nur eine Menge. Wir wollen aber, wie es auch bei Untermannigfaltigkeiten gilt, T, M
mit einer geeigneten Vektorraumstruktur versehen:

Lemma 1.3.12. Sei M™ glatte Mannigfaltigkeit, p € M und k: U — V Karte von M mit p € U. Dann ist die
Abbildung

d
dplil TpM — Rm, [C}p — %‘t:(](ﬁ, o C)
wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Wohldefiniertheit und Injektivitit folgt aus der Definition der Aquivalenzklassen [c],. Es bleibt die
Surjektivitit zu zeigen: Sei v € R™. Setze c: t € (—¢,¢€) — k™1 (k(p) +tv) € M, wobei wir € > 0 so klein wiihlen,
dass k(p) + tv € V liegt. Dann gilt

dyr([dly) = ol 0 5~ (s(p) + 1) = licols(p) +10) = .

Definition 1.3.13. Sei [¢;], € T,M, i = 1,2, sei x eine Karte um p. Fir a,b € R definieren wir
aler]p + blealp:=(dpr) ™ (adpri(led]y) +bdpr([ealy)) -
und versehen T, M mit dieser Vektorraumstruktur.

Bemerkung 1.3.14. (i) Obige Definition ist die eindeutige Vektorraumstruktur fiir die d,x ein Vektorrau-
misomorphismus ist.

(ii) Die Vektorraumstruktur hingt nicht von der Wahl der Karte ab: Sei #’ eine weitere Karte um p. Wir
miussen zeigen, dass auch dyk’: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist. Das folgt aus

dpk! = dy(K' o k™' 0 k) = Dy (K 0 71) 0 dpr,
da &’ o k7! ein Diffeomorphismus und damit Dy p) (k" o k~1) ein Vektorraumisomorphismus ist.

(iii) Fiir Untermannigfaltigkeiten: Fiir eine lokale Parametrisierung F: U — V um p ist k:=F~"!|yqp eine
Karte um p = F'(u) und damit

def. fiir Unt igfaltigkeit -1
TpM ef. fiir Untermannigfaltigkeiten :duF(Rm) =dyk (Rm)

_(de/)—l (Rm) —_ TpMdef. fiir abstrakte Mannlgfaltlgkelten.

Satz 1.3.15. Sei M™ eine Mannigfaltigkeit. Sei A = {k: U" — V"} ein glatter Atlas* von M. Die Menge
TM tragt eine Topologie, so dass A’ = {dk| k Karte von M} einen glatten Atlas auf TM definiert, wobei

dr: U = |_| T,M — V& :=V* xR™,  (p,v) = (k(p), dpk(v))
peUr

ist. Damit ist TM eine 2m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.
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[ i el |
<

Abb. 1.9.: Karte von T'M (Wihrend die rechte Menge ein wirkliches Produkt V" x R™ ist, ist das linke Bild eher
als schematisches Bild von T'M zu verstehen, da T,, M ein abstrakter Raum von Aquivalenzklassen ist
und p zwar erst einmal nicht in T}, M liegt, aber die Aquivalenzklasse [t + p], € T, M der konstanten
Kurve in p mit dem Punkt p € M identifiziert werden kann.)

Beweis. Wir wollen Satz 1.3.9 anwenden und iiberpriifen dazu erst einmal die Voraussetzungen: (i) gilt, da
TM = U,e4U%. (ii) folgt, da

diiq (U NUe) = ko (U N UR) x R™
offen in R?™ ist. Der Kartenwechsel
drg o (drg) " (u,w) =drpg(ry " (u), dyry ' (w))
=(kp o kg (u), d, -1y wadukiy" (w))
=((rp o kg ) (), du(rp o k') (w))

ist glatt und damit insbesondere stetig. Damit tragt 7'M genau eine Topologie, fiir die die dk Homéomorphismen
und wegen obiger Glattheit sogar Diffeomorphismen sind. Abzéhlbare Basis folgt aus abzédhlbarem Atlas.
Hausdorff iiberpriift man leicht.

O

Bemerkung 1.3.16. Ist M™ C R" Untermannigfaltigkeit, dann ist auch TM C R?" Untermannigfaltigkeit:
Idee: Aus einer lokalen Parametrisierung F': U C R™ — V C R™ von M, erhalten wir mittels F': U x R™ C
R™ — V x R* CR*" (u,v) — (F(u), D, F(v)) eine lokale Parametrisierung von T'M.

Beispiel 1.3.17. T'S! ist diffeomorph zu S! x R, aber T'S? ist nicht mal homdomorph zu S? x R? (Folgt aus
differentialtopologischen Argumenten, vgl. auch mit dem Satz vom Igel.)

Bemerkung 1.3.18. Die Fufpunktabbildung
m:TM — M, (p,v)—p
ist glatt, da

(dr) ™! - T K

komo(dr) L VIR = VE X R™ 5V, (u, X) = (k7N w), dyrs™H(X)) S k7 (u) S u

glatt ist.

Beispiel 1.3.19. Ein glattes Vektorfeld ist eine glatte Abbildung
X:M—TM mitX(p) € T,M (anders gesagt: 7(X(p)) = p).

Sei k: U — V eine Karte von M. Dann wird ein Vektorfeld X auf U durch Funktionen X',..., X™: V — R
beschrieben:

X() = 3 X k()

*Bei uns sind alle Atlanten glatt, so dass wir das in Zukunft nicht mehr dazu sagen.
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Hier ist 2- |, analog zum Fall der Untermannigfaltigkeiten die Kurzschreibweise fiir d,) k" (e;) = [ (k(p) +

w?t

te;)]p, diese bilden eine Basis von T, M.

Was bedeutet hier Glattheit? Ist x: U — V eine Karte um M, dann betrachten wir dk: U x R™ — V x R™ als
Karte um X (p):

Mo X, ™
U U
p=r"tv)e U Xly TU
K dk |
vE vV dnoX\—U;D/ﬁ’l V xR™ 3 (U7X1(1}),...,Xn(v))
N N
R™ R™ x R™

Also ist X in p genau dann glatt, wenn die X° in v = x(p) glatt sind.

Bei Kartenwechsel? Seien k: U — V und &: U’ — V' zwei Karten von M mit p € U NU’. Seien (z!,...,2™)
bzw. (y!,...,y™) Koordinaten auf V bzw. V'.

0

8741'"' :d,—i(p)ﬁil(e,;) = d,—g(p)(liil OKO I_iil)(ei) = d,,i(p)liil o dﬁ(p) (ko Ril)(ei)

L [(O(K ok A(kI o k1) _
=dyppy ! (W|n(p)€j = Th(p)dn(p)’i "(ej)

O(k/ o k1) 0
= Z 781& |k(p)@|p (L3)
J

P i
wobei dy () (ko k1) = (%h(m) =t} die Transformationsmatrix ist.
K3

Kurzschreibweise: Biyi p= g?f (p)% |, (Insbesondere werden dabei die Karten direkt mit = und y, also wie die

Koordinaten bezeichnet. Aufierdem wird die Einsteinsche Summenkonvention benutzt, d.h. iiber wiederkehrende
Indizes (einer oben - einer unten) wird summiert — hier: ).

Satz und Definition 1.3.20. Die Tangentialabbildung

dpf: T,M = Ty N, [cp = [f o clsip)

ist wohldefiniert und linear.
dp f heiBit das Differential oder die Tangentialabbildung von f im Punkt p und 0y, f:=d, f([c],) die Richtungs-
ableitung von f in Richtung ¢'(0):=[c], im Punkt p.

Beweis. Wohldefiniertheit und Linearit&t rechnet man mit Hilfe der Definition von [¢], und Definition 1.3.13
direkt nach. O

Lemma 1.3.21. (Vgl. UA 18) Die Abbildung df : TM — TN, (p,v) — (f(p),d,f(v)) ist glatt.

Folgerung 1.3.22. Sei f: M — N ein Diffeomorphismus zweier glatter Mannigfaltigkeiten. Sei X : M — T M
ein glattes Vektorfeld.
Dann ist df (X): N = TN, q— dy-14(X(f(q))) wieder ein glattes Vektorfeld.

Beweis. Da df und X glatte Abbildungen sind, ist auch df (X) glatt und nach Definition ist df (X)(¢) € T,N. O
Lemma 1.3.23. Ist f: M — N ein Diffeomorphismus glatter Mannigfaltigkeiten, so ist
dpf: TpM — Tf(p)N

ein Vektorraumisomorphismus. Insbesondere ist dim T, M = dim Ty, N und dim M = dim N
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Beweis. Linearitét ist klar. Es bleibt zu zeigen, dass es eine Umkehrabbildung gibt: Fiir eine Kurve c¢: (—e¢,€) —
M mit ¢(0) = p gilt
dpid ([c]p) = [idas o cfp = [c]p.

Also ist dpidy = id7, ps. Dann folgt mit der Kettenregel:

idr,p = dpidyy = dp(fto f)= df(p)f_1 odyf.

Analog erhélt man d, f o df(p)f_l =idp m- Damit gilt df(p)f_l = (d,f)~* O

F=1(p)

Es gilt lokal auch die Umkehrung:

Satz 1.3.24 (Umkehrsatz). Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, seip € M. Sei f: M — N
glatt. Falls dpf: TyM — Ty,)N ein Vektorraumisomorphismus ist, so existieren eine offene Umgebung U von
p im M und eine offene Umgebung U’ von f(p) in N, so dass fly: U — U’ ein Diffeomorphismus ist.

Beweisidee. Man benutzt Karten und den Umkehrsatz im R™.

Damit der Umkehrsatz auf eine Abbildung f: M — N anwendbar ist, ist dim M = dim N notwendig.
Wir stellen uns jetzt der Frage, was das ’'beste’ lokale Verhalten, falls dim M < dim N ist. Die Ableitung
dypf: TeM — Tp)yN kann zwar kein Isomorphismus mehr sein, aber zumindest injektiv. Falls dem so ist, nennt
man f eine Immersion in x. Ist f eine Immersion in allen € M, so nennt man f eine Immersion.

Beispiel 1.3.25. Die kanonische Immersion von R* in R! mit [ > k ist die Standardinklusionsabbildung
(x',...,2%) — (2%, ...,2%,0,...,0).

Satz 1.3.26 (Satz tiber lokale Immersionen). Sei f: M — N eine Immersion in © € M und sei y = f(z).
Dann gibt es lokale Koordinaten um x und y, so dass f(z*,...,z%) = (z*,...,2%,0,...,0)." (Kurz gesagt: f ist
lokal dquivalent zur kanonischen Immersion in x.)

Beweis. Wir wihlen lokale Koordinaten um x € M und y = f(z) € N: x: U — V mit x(z) = 0 und &: U=V
mit #(y) = 0. Wir setzen g:=Fo fox™1: V CR™ — V C R". Da d,f und damit dpg: R™ — R" injektiv ist,
koénnen wir durch einen Basiswechsel in R™ immer erreichen, dass dpg die Form der n x m-Matrix

( Id,, >
O(nfm)xm

hat. Wir definieren G: V x R"™™ — R"™ durch G(z, z) = g(x) + (0, z). Dann bildet G eine offene Teilmenge
von R™ in den R™ ab und dyG = Id,,. Nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen ist damit G ein lokaler
Diffeomorphismus in 0 € R™. Nach Definition von G gilt g = G o (kanonische Immersion). Da #7! o G ein
lokaler Diffeomorphismus ist, ergibt er durch Einschrinken von Definitions- und Wertebereich eine neue Karte
um y bzgl. derer dann f die kanonische Immersion ist.

O

Folgerung 1.3.27. Ist f eine Immersion in x, dann ist f auch eine Immersion in einer Umgebung von x.

Bemerkung 1.3.28. Haben M und N die gleiche Dimension, dann ist f: M — N genau dann eine Immersion,
wenn f eine lokaler Diffeomorphismus ist. Daran sieht man, dass Immersion zu sein eine strikt lokale Figenschaft
ist. Im Gegensatz dazu ist Diffeomorphismus zu sein, etwas Globales. f ist genau dann Diffeomorphismus, wenn
f lokaler Diffeomorphismus ist und bijektiv ist. Das heifit auch: Will man, dass die Immersion schéne globale
Eigenschaften hat, braucht man zuséatzlich topologische Bedingungen. Wir haben das schon am Beispiel der
Untermannigfaltigkeiten gesehen, vgl. Definition 1.1.1 und Ubungsaufgabe 1 gesehen.

Definition 1.3.29. Eine Immersion f: M — N, die M homdéomorph auf ihr Bild abbildet, heifit Finbettung.
Folgerung 1.3.30. Sei f: M™ — R™ eine Einbettung zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann ist f(M) eine zu M

diffeomorphe Untermannigfaltigkeit des R™. *

*Das ist hier die Kurzschreibweise fiir & o f o &(z!,...,2%) = (z!,...,2%,0,...,0), wobei k bzw. & die zu den Koordinaten x*
bzw. y* gehorige Karte ist.

fImmersion-Sein ist also eine offene Eigenschaft, d.h. gilt es in einem Punkt, dann auch in einer Umgebung dieses Punktes.

IDie Aussage gilt ganz analog mit einer Mannigfaltigkeit N statt R™ - aber wir haben bis jetzt noch nicht definiert, was
eine Untermannigfaltigkeit einer beliebigen Mannigfaltigkeit ist. Die Definition ist aber ganz analog zu Definition 1.1.1 oder den
alternativen Definitionen in Satz 1.1.4.
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1.3.2. Ist der Begriff der Mannigfaltigkeit wirklich allgemeiner?
Nein, denn:

Satz 1.3.31 (Whitneyscher Einbettungssatz). Jede m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M ist kann in den
R2?™ eingebettet werden.

Wir werden hier nur eine leichtere Version beweisen (allgemeiner Beweis in [6, Kapitel IV.A]):
Satz 1.3.32. Jede m-dimensionale kompakte* glatte Mannigfaltigkeit M kann in einen R™ eingebettet werden.
Dafiir brauchen wir noch ein wichtiges technisches Hilfsmittel:

Definition 1.3.33 (Partition der Eins). Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und (U;);er eine beliebige (nicht
notwendigerweise abziihlbare) Uberdeckung von M. Eine der Uberdeckung untergeordnete glatte Zerlegung der
Eins ist eine Familie (p;: M — R);c; von glatten Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Zu jedem i € I ist supp(p;) C U,.

(ii) Jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung, auf der fast alle p; verschwinden.

Zpi =L
i

(iii) Es gilt p; > 0 fiir alle ¢ € I und

Satz 1.3.34. Zu jeder offenen Uberdeckung von M gibt es eine ihr untergeordnete Zerlequng der Eins.
Beweis. siehe [1, XI Satz 1.20] O

Beweis von Satz 1.3.32. Sei A = {k;: U; — V;} ein Atlas von M. Da M kompakt ist, kénnen wir den Atlas
endlich wéhlen. Sei p; eine zu (U;);=1,..., untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir setzen f;(p) = p;i(p)xi(p).
Die f; sind wohldefiniert auf ganz M, da auflerhalb des Definitionsbereichs von k; die Funktion p; konstant
Null ist. Wir definieren f: M — R™=*(m+1) durch

p = (p1(0), F1(0), p2(D), f2 (D) -+, pu (D), Fu (P))”
e Stetigkeit von f ist klar.

o f ist glatt, denn fo /@Z—_l: Vi — R™ ist gegeben durch
v ((pr 0w )(@), (fro w7 )(@) = (pr o w7 ) (@) (1 0 7 ) (@), )

e Die Abbildung f ist injektiv: Seien p,q € M mit f(p) = f(q). Dann gilt p;(p) = pi(q) fir i =1,...,v. Es
gibt ein ig mit p;, (p) > 0. Wegen p;, (D)Ko (D) = piy (@) k4, (¢) folgt p = q.

e Da f stetig ist und bijektiv aufs Bild ist und da M kompakt ist, ist f: M — f(M) ein Homdomorphismus.
Damit ist f(M) eine topologische Mannigfaltigkeit. Es bleibt zu zeigen, dass f(M) eine Unterman-
nigfaltigkeit von R™ ist. Nach Folgerung 1.3.30 reicht es zu zeigen, dass d,f fiir alle p € M injektiv
ist.

e d,f ist eine Immersion (also injektiv) fir jedes p € M: Es ist
dpf(v) = (dppu (v), dpp1(v)K1(x) + p1(T)dpri(V), . .., dppu(v), dppy (V) Ky (x) + pu(x)dpk, (V).

Sei i so, dass p;(p) > 0 ist. Sei weiterhin v € T, M mit dp,f(v) = 0. Dann folgt d,p;(v) = 0 und damit
pi(p)dpki(v) = 0, also dpk;(v) = 0. Da dpk;: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, folgt v = 0.
Damit ist d, f injektiv.

O

* U C X ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von U eine endliche Teiliiberdeckung enthalt, d.h., fiir alle i/ C Tx mit
UueuU = X gibt es eine endliche Teilmenge V C U mit UyepU = X.
Fur Mannigfaltigkeiten impliziert Kompaktheit insbesondere, dass endliche viele Karten reichen, um die Mannigfaltigkeit zu
iiberdecken.
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1.3.3. Konstruktion von Mannigfaltigkeiten - Produkte und Quotienten

Bemerkung 1.3.35. Die disjunkte Vereinigung zweier Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension ist in kanonischer
Weise wieder eine Mannigfaltigkeit.

Satz 1.3.36. Das Produkt M x N einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit N ist eine (m + n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweisskizze. Sei (p,q) € M x N. Wihle Karten : U = V in M um p und «': U’ — V' in N um ¢. Dann
ist k xK:UxU =V xV', (r,s)— (k(r),s(s)) Karte um (p, q).

Nun zu Quotienten: Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei G eine Gruppe und
p: G — Homo6o(M)

ein Gruppenhomomorphismus, wobei Homéo(M) die Gruppe der Homéomorphismen von M zusammen mit
der Hintereinanderausfithrung ist. Abkiirzend schreiben wir: g - p:=g(p):=p(g)(p). Man sagt G wirkt auf M.

Beispiel 1.3.37.

1. M =8" CR"! G =75 mit

—z g
p(1)
2. M =R, G =Zs, p wie oben. /\
=1-(-x) 2(1)8 :Osc.x
3. M:R27G:Z2 XZQ mit
(a:,y) 9= (070)
. _ ) (=zy) g=(1,0)
9+ (@y) = (z,~y) g=(0,1)
(—%—y) 9= (171)

4. S wirkt auf S? durch Rotation um die z-Achse.
Definition 1.3.38. Fiir p € M bezeichne
pl:={g-p|g€G}
die Bahn oder den Orbit von p unter der Gruppenwirkung p von G. Der Orbitraum ist definiert als
M/G:={[p] | p € M}

mit der kanonischen Projektion 7: M — M/G, p — [p]. Die durch 7 induzierte Quotiententopologie auf M /G
bezeichnen wir mit Ta/¢-

Zu Beispiel 1.3.37: M/G ist gleich RP", [0,00), [0,00)? bzw. [-1,1].

Wir wollen hinreichende Bedingungen an die Gruppenwirkung finden, so dass M /G wieder eine glatte Mannig-
faltigkeit ist.

Definition 1.3.39. Eine Gruppe G wirkt frei auf M, falls g - p # p fiir alle g € G\ {e} und alle p € M ist.
Eine Gruppe G wirkt eigentlich diskontinuierlich auf M, falls fir alle kompakten Teilmengen K C M nur
endlich viele Gruppenelemente g1, ..., gn, € G existieren mit g;(K) N K # @ fir 1 <i < Ng.
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1.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Zu Beispiel 1.3.37: 1. ist frei und eigentlich diskontinuierlich, 2. und 3. sind nicht frei aber eigentlich
diskontinuierlich und 4. ist weder frei noch eigentlich diskontinuierlich.

Satz 1.3.40. Es sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und p: G — Homdo(M) ein Gruppenhomo-
morphismus. Wirkt die Gruppe G frei und eigentlich diskontinuierlich auf M, so ist der Orbitraum (M/G, Ty c)
eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.”

Beweisskizze. (a) 7 stetig nach Definition von Tj;/¢ und T/ hat abzéhlbare Basis.
(b) Fir U C M gilt: 71 (7(U)) = Ugeag(U).
(¢) 7 ist offen, bildet also offene Mengen auf offene Mengen ab.

(d) Fir alle p € M existiert eine offene Umgebung U, von p mit U, N g(U,) = @ fiir alle g € G\ {e}:

Sei p € M und K, eine kompakte Umgebung von p (d.h. es gibt eine offene Umgebung von p deren
Abschluss K, kompakt ist.) Da G eigentlich diskontinuierlich wirkt, gibt es endlich viele Gruppenelemente
g1 =e¢€,92,...,gN mit

K,Ngi(Kp) #@,i=1,...,N.

Im Fall N =1 folgt die Behauptung mit U, gleich dem Inneren von K. Sei N > 2. Da G frei wirkt, ist
gi - p # p fir g; # e. Da M Hausdorffsch ist, kénnen wir die Punkte trennen: d.h es gibt Umgebungen U;
von p und U/ von g; - p mit U; N U} = @. O.B.d.A. sei U; C K, und ¢g(U;) C U/ (das kann immer erreicht
werden, indem man U/ durch U/ N g;(Inneres(K,,)) und U; durch U; N g; ' (U} N g;(Inneres(K,))) ersetzt).
Setzen wir

Up:=NN, U,

dann ist U, eine offene Umgebung von p und
Up N gi(Up) cU; ﬁgi(Ui) cU;n UZI = .

(e) M/G ist Hausdorff: Seien ¢ = 7(¢) und p = m(p) mit p # q gegeben. Dann ist § # g - p fir alle g € G.
Sei K eine kompakte Umgebung von p und ¢. Dann gibt es nur endlich viele g; € G, i = 1,...,m, mit

Fiir jedes g € G seien UY und U,.; offene Umgebungen von ¢ bzw. g - p, die diese Punkte trennen (méoglich,
da M Hausdorff). O.B.d.A. konnen wir wie in (d) annehmen, dass diese Umgebungen klein genug sind,
dass U7 C Inneres(K) und Uy, C g - Inneres(K) gilt, sowie g; - Uep C Uy, p fiir i = 1,...,m.

Wir setzen U = N2, UZ*. Dann sind U und Uy offene Umgebungen von ¢ bzw. p, so dass (U und 7(Uy)
disjunkte offene Umgebungen von ¢ und p sind, denn: Sei z € (U N7(Uy). Nach (a) gibt es dann g,h € G
mit x € g-U;Nh-Up. Also gibt es ein y € Uy N (g7 h) - Uy C KN (g 'h)K. Also ist g~'h = g; fiir ein
i=1,...,m. Andererseits ist Uy N g; - Up C UZ' N Uy, = @. Also existiert z nicht.

(f) Sei k: U — V eine Karte von M um p. O.B.d.A. sei U derart, dass U Ng(U) = @ fiir alle g € G\ {e}
— immer méglich nach (d). Dann ist 7|y ein Homéomorphismus aufs Bild und & o 71'\51: m(U) — V eine
Karte von M/G um n(p). Ist {k: U — V} ein glatter Atlas von M mit Karten wie eben, dann ist auch
{kom|y': m(U) — V} ein glatter Atlas von M/G.

*Es gibt eine Version dieses Satzes fiir Liegruppen (vgl. UA. 20), z.B. wenn S! auf S! x S! durch Drehung in der ersten
Komponente wirkt:

Satz. Es sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit auf der eine Liegruppe G frei und eigentlich wirkt. Dann ist M/G
eine glatte Mannigfaltigkeit.

Die Gruppenwirkung heifit eigentlich, falls fiir die Abbildung G x M — M x M, (g, m) — (m, g-m) Urbilder kompakter Mengen
wieder kompakt sind.
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Vorl. 9

I. Mannigfaltigkeiten

Beispiel 1.3.41.
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1. Wir fassen die Sphire S?*~! als Menge aller (z1, ..., 2;) € CF mit Ele |z;|* = 1 auf. Sind p > 2 und

1<4qi,...,qr < p ganze Zahlen, so dass ¢; und p teilerfremd sind, 1 < < k, so wirkt die Gruppe der
p-ten Einheitswurzeln E,:={z € C | 2P = 1} C C frei und eigentlich diskontinuierlich auf $?*=1 durch

2 (21,000, 28) = (2T 2, ..., 2% 2).

Der Orbitraum L(p, g1, ..., qx):=S?*"1/E, wird Linsenraum vom Typ (p;qi,...,q) genannt.

. T" =R"/Z™ (n-dimensionaler Torus): Hierbei wirkt Z,, auf R™ wie folgt:

(21, -y 2n) - (1, mn)i=(x1+ 21, -, Tn + 2n)

Die Gruppenoperation ist frei, eigentlich diskontinuierlich und differenzierbar. Es gilt: T ist diffeomorph
zu St x ... x Sh.



Il. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Bis jetzt haben wir glatte Mannigfaltigkeiten eingefiihrt. Damit wissen wir z.B. was differenzierbare Abbildungen
zwischen Mannigfaltigkeiten sind. Als néchstes wollen wir eine Struktur einfithren mit der wir Lange von
Vektoren, Abstidnde zwischen Punkten etc. bestimmen konnen. Fiir Untermannigfaltigkeit kriegen wir diese
Struktur durch das euklidische Skalarprodukt des umliegenden Raum geschenkt: Wir schrinken in jedem Punkt
p der Untermannigfaltigkeit M C R™ das Skalarprodukt auf den Untervektorraum 7, M C R" ein und erhalten
die erste Fundamentalform

IL(X,)Y)=(X)Y) fir XY € T, M.

Die erste Fundamentalform ist in jedem Punkt der Untermannigfaltigkeit eine positiv definite symmetrische
Bilinearform und héngt glatt vom Punkt ab.

I11.1. Semi-Riemannsche Metriken

Sei nun M eine glatte Mannigfaltigkeit.

Definition II.1.1. * Eine semi-Riemannsche Metrik g ist eine Abbildung, die jedem Punkt von M eine
nicht-entartete symmetrische Bilinearform g, auf T, M zuordnet, so dass diese Zuordnung glatt vom Basispunkt
abhéangt, d.h. fir jede Karte x: U — V um p ist die Abbildung

9 9
9 V = R, gij (0): =91 () (auiln—w)a Wm—l(v)>

glatt.

Eine semi-Riemannsche Metrik g, fur die g, stets positiv definit ist, heifit Riemannsche Metrik. Ein Paar (M, g),
aus einer glatten Mannigfaltigkeit M und einer (semi-)Riemannschen Metrik auf M, heifit (semi-)Riemannsche
Mannigfaltigkeit.

*

Widh lineare Algebra - Bilinearformen

Definition. Sei V' ein m-dimensionaler R-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform ist eine Abbildung g: V X V' — R mit
(1) glav+ Bw, z) = ag(v, z) + Bg(w, z) fir alle v,w € V und o, B € R
(i) g(v,w) = g(w,v) fir alle v,w € V

Man nennt g nicht entartet, falls aus g(v,w) = 0 fiir alle w € V folgt, dass v = 0.

Sei (b1,...,bm) eine Basis von V und
9iji=g(b;,bj) € R fir i,j5 =1,...,n.

Dann ist (gij)i,j=1,...,m eine symmetrische m x m-Matrix. Fiir v =" v'b; und w =Y " w'b; gilt
m
g(v,w) = E gijviwd.

3,j=1

Sei b, .., b}, die duale Basis von V* zu b1,. .., bm, also b (b;) = d;;.

Dann ist g = Zi,j gijb; ® b;f, dabei ist (b7 ® b;f)('u,w) =b! (v)b;f (w).

Bemerkung. Hauptachsentransformation:
Sei g eine nichtentartete symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine Basis e1,..., ey von V| so dass

o — 0 i#J
g(e’“ej)_{EZ'E{il} i=j.
Eine solche Basis heifit Orthonormalbasis und die Anzahl der i, fir die ¢; = —1 ist, heifit Index von g.

Beispiel. (i) Skalarprodukt - Index 0
(ii) Minkowskiprodukt=Lorentzprodukt - Index 1, z.B., g;; = diag(—1,1,...,1).
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Eine semi-Riemannsche Metrik g heifit Lorentz-Metrik, falls g, stets den Index 1 hat. Das Paar (M, g) heifit
dann Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Kartenwechsel: Seien k: U — V und &: U’ — V' zwei Karten von M mit p € U NU’. Seien (x!,...,2™)
bzw. (y',...,y™) Koordinaten auf V bzw. V'.
Dann ist
0 — Ak o k1) 5}

@'p =Dypr~ (e:) = XJ: Th(p)@b (IL1)

und damit
ko =1 ! 1
®mpoy N~ OB ORT) (K okT) ()
;" (R(p)) >y |5(p) oy 59 (K(P))

bzw. in (Physiker-)Kurzschreibweise gl(]y) = ‘3@ 2;% (91(%) o(xoy™1)).

Ist g : V — R glatt fiir eine Karte x: U — V, dann gilt fiir jede Karte «': U' — V', dass gz(j KU NU) C
V' — R glatt ist. Es reicht also die Glattheit der Metrikkoeffizienten fiir einen M tberdeckenden Teilatlas zu

iiberpriifen.

Definition II.1.2. Da d,k: T,M — R™ ein Vektorraumisomorphismus ist, ist dz‘|,:=d,x" € (T,M)*. Der
Dualraum (7, M)* =: T,y M heiit Kotangentialraum von M in p.

Lemma II.1.3. Die dz'|, bilden die zu 8 z|p duale Basis.
Beweis. da:ﬂ,,(%\p) = dpk (du(pyr " (e5)) = 0 O
Also ist

9p = 9ij(5(p))dz'], ® da?|,*, d.h. g,(X,Y) = gij(k(p))dz’|,(X)dal|,(Y) fiir X,Y € T, M
und

i 8(/$i o 7{*1) )
da'|, = Th(mdy% (11.2)

(Kurzschreibweisen: dz® = dy] dyj g = gi;dz'dz’.)

Beispiel I1.1.4. Lokal gibt es immer eine semi-Riemannsche Metrik von beliebigem Index:

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und § eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform auf R™ vom Index
0<k<m.Seik: U—V eine Karte mit Koordinaten (z',...,2™). Fiir jedes p € U, ist dpr: T,M — R™ ein
Isomorphismus. Setze g,:=(dpx)*3. T Dann gilt:

9 o, 9
9 (g g o) =) 805 51 5510)
9 0
=B(yr(zln): ol 7 10))
:5(61'76]').

Also sind die g;; konstant in p und damit glatt und g ist auf U C M eine Metrik mit Index k.

*Zur Anschauung und Herkunft des Tensorproduktes: Tom Coates, The tensor product of vector spaces
T Seien V und W zwei endlich dimensionale R-Vektorraume, h eine symmetrische Bilinearform auf V und ®: W — V eine
lineare Abbildung. Dann ist ®*g,
(2% h) (w1, w2):=h(®(w1), P(w2)),
eine symmetrische Bilinearform auf W. Man sagt 'g wird mittels ® zurtckgezogen’.
Ist h positiv definit, dann ist ®*h positiv semidefinit. Falls ® zusatzlich injektiv ist, dann ist ®*h positiv definit.
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II.1. Semi-Riemannsche Metriken

Bemerkung II.1.5. Sei g semi-Riemannsche Metrik auf M, sei v € T, M. Dann nennt man |[v||:=+/|g,(v, v)|
Betrag des Vektors v. Ist g Riemannsche, so ist das eine Norm auf T,M. Der Winkel zwischen Vektoren
v,w € T,M \ {0} ist definiert

gp(v, w)
V1gp(0,0)] - [gp(w, w)]

Beachte: Man kann nur Winkel zwischen Vektoren messen, die im gleichen Tangentialraum liegen.

<(v,w) = arccos

Beispiel I1.1.6. Euklidische Metrik auf R?: gp = da! ® dz! + d2? ® do?(= (dr')? + (d2z?)? = dz?) in
Polarkoordinaten x! = r cos p, 2% = rsin ¢:

2
dot = aaidgo + %idr = —rsinpdp + cos pdr,  dx? = %idgo + %—dr = 1 cos wdp + sin pdr.

Dann ist

de' ® dz' + da? ® da?® =(—rsindp + cos @ dr) ® (—rsin @ dy + cos @ dr)
+ (reospdp +sinpdr) ® (rcos e dp + sin ¢ dr)
=r?sinp? dp @ dp — rsinpcosp(dr @ de + de @ dr) + cos? pde @ dyp
+72cos? pdp @ dp + rsinpcosp(dr @ de+ de ® dr) +sin® odr ® dr
=r?dp ® dp + dr ® dr.

Die Darstellungsmatrix von gg bzgl. der Koordinaten (r, ¢) ist also ((1) TOQ) wahrend die bzgl. der euklidischen
. 1 2 . . 1 O .
Koordinaten (z',z*) die Matrix 0 1) st

Beispiel I1.1.7. Sei H":=H"; = {z € R"™ | — (2})? + (2?)? + ... + (2""1)? = -1, 2,11 > 0} und
HY = {z € R"" | — (21)? + (2%)? + ... + (2"*1)2 = 1}, vgl. Abbildung [.4. Wir betrachten auf beiden
Untermannigfaltigkeiten, die durch das Lorentz-Produkt induzierte Metrik, d.h. fiir alle p € M, mit M = H"
oder M =H", und v,w € T, M

gp(”» w):=(v,w, ).

Dann ist (H", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (H™,, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit:

Sei y € T,M. Dann gibt es eine Kurve c¢: (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p und ¢/(0) = y. Wegen c(t) € M
ist (c(t),e(t))r, = =1. Differentiation ergibt 2(c'(t),c(t))r = 0 und damit (y,p), = 0. Wir haben also
T,M = {y € R"™ | (p,y), = 0}. Also ist R"™! = T,M & Rp eine orthogonale Zerlegung (bzgl. (.,.)r.)
von T, M. Im Fall M =H" ist (p,p)r, = —1, also muss g, positiv definit sein. Im Fall M =H", ist (p,p)r =1,
also muss g, vom Index 1 sein.

Beispiel I1.1.8. Sei g eine semi-Riemannsche Metrik auf M und f: M — Ry glatt. Dann ist f2¢ definiert als
(f29)p(X,Y):=f2(p)g,(X,Y) fiir p € M, X,Y € T,M wieder eine semi-Riemannsche Metrik auf M gleichen
Index. Man nennt f2g eine zu g konforme Metrik. Fiir eine konforme Metrik dndert sich zwar der Betrag
eines Vektors (||v| 24 = f(p)|lv|ly fiir v € T,M) aber nicht der Winkel zwischen zwei Vektoren, denn fiir
v,w e T,M \ {0} gilt

2 (p)gp(v, w) 9p (v w)

Ly24(v, w) = arccos = arccos = <q4(v, w).

\/f2 Ngp(v,v)| - [ £2(p)gp(w, w)] \/gp | 1gp(w, w)]

Beispiel I1.1.9. Seien (M™, g) und (N™, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten vom Index ki bzw. ko. Wir
wollen Beispiele fiir Metriken auf dem Produkt M x N finden. Davor noch einige Voriiberlegungen: Fiir einen
Punkt (p,q) € M x N gilt T, ,y(M x N) ist kanonisch isomorph zu T, M x Ty N,

[C](p.,q) € T(p,q)(M X N) — ([prM © c]p’ [pI“N © C]q) € TPM X TqN7

wobei pry,: M X N — M bzw. pry: M x N — N die Projektion auf M bzw. N ist.
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II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Eine Moglichkeit eine Metrik auf M x N zu definieren ist die Produktmetrik g + h
(g + h)(p,q)(Xl + Y17X2 + Y2) = gp(X17X2) + hq(Y17 YVQ)) \V/p S M7q € N7 X17X2 S TpM7 }/lu }/2 S TqN

Sei f: N — Ry eine glatte Abbildung. Dann kann man eine verzerrte Metrik (warped product) M x ¢ N:=(M x
N, f2g + h) definieren als

(£29+h) (o) (X1 + Y1, Xo +Y2) = f2(q)gp(X1, X2) + hg(Y1,Y2), Vp € M,q € N, X1, X5 € T,M,Y1,Ys € TyN.

Die Metrik f2g + h hat Index k; + k. Die Produktmetrik ist der Spezialfall f = 1.
Bzgl. einer Karte £ auf M und ' auf N haben wir fiir g + h in der Karte (k, '):

2,..
(f29+h)ij = (f 0ng h(:j)

Satz I1.1.10. (Globale Ezistenz Riemannscher Metriken) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es
eine Riemannsche Metrik auf M.

Beweis. Idee:* Lokal existiert eine Riemannsche Metrik immer. Zusammenkleben zu einer globalen Metrik
mittels einer Partition der Eins.

Sei {k;: U; — V;} ein Atlas von M. Auf jedem U; wéihlen wir eine Riemannsche Metrik g; wie in Beispiel I1.1.4.
Sei p; eine Zerlegung der Eins zu {U;};. Wir setzen g = Y, p;ig;. Dann ist g, = Y. pi(p)(g:), fiir jedes p € M
wieder eine symmetrische Bilinearform. Weiterhin ist g, (X, X) > 0 fir alle X € T,M, da p; > 0 gilt. Gilt
gp(X, X) = 0, muss wegen Nichtnegativitét der einzelnen Summanden p;(p)(g:)p(X, X) = 0 fiir alle ¢ sein. Sei
io derart, dass p;,(p) # 0 gilt. Dann ist (g;,)p(X, X) = 0 und damit X = 0. Also ist g, positiv definit. Glattheit
folgt da Summe/Produkt glatter Abbildungen. O

Bemerkung I1.1.11. Nicht auf jeder glatten Mannigfaltigkeit M™ gibt es eine semi-Riemannsche Metrik mit
Index ¢ {0,m}, z.B. gibt es keine Lorentzmetrik auf S2.

Beispiel I1.1.12. Auf R/Z x R/Z mit Koordinaten (¢, ) ist z.B. (dp)? + (df)? eine Riemannsche Metrik —
die Produktmetrik, und (dp)? — (df)? eine Lorentzmetrik.

Definition I1.1.13. Seien (M, g) und (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Dann heifit ein lokaler
Diffeomorphismus ¢: M — N lokale Isometrie, falls

dpp: (TpM, gp) = (To() N, ho(p))
fiir alle p € M eine Isometrie ist, also fiir die
9p(X,Y) = hy(p) (dpp(X), dpip(Y)) fiir alleX, Y € T, M gilt.
Ist ¢ schon ein Diffeomorphismus, heifit ¢ Isometrie.

Beispiel I1.1.14. Seien (M = R/27Z,dt?), vgl. Beispiel 11.1.21, und (N = R,dz?) gegeben. Dann ist
Produktmannigfaltigkeit R/27Z x R diffeomorph zum Zylinder im Z = {(z,y,2) € R® | 2% +4? = 1}.
Mit der Produktmetrik ist R/27Z x R auch isometrisch zum Zylinder Z (mit der induzierten Metrik =
1. Fundamentalform), vgl. UA 23(i). R/27Z x5 R mit f: R — Ry ist isometrisch zur Rotationsfliche

{(f(2)cos g, f(2)sing,2)T € R® | ¢,z € R}.

Anders herum kann man eine lokalen Diffeomorphismus ¢: M — N und eine semi-Riemannsche Metrik A auf
N auch nutzen, um eine semi-Riemannsche Metrik auf M zu definieren, fiir die ¢ eine lokale Isometrie wird:

Definition I1.1.15. Ist ¢: M — N eine lokaler Diffeomorphismus und h eine semi-Riemannsche Metrik auf
N, so heifit die semi-Riemannsche Metrik ¢p*h auf M Pull-Back von h, wobei

(‘P*h)p::(dp )*(hap(p))-

Bemerkung I1.1.16. ¢*h ist die eindeutig bestimmte semi-Riemannsche Metrik auf M, fiir die ¢ eine lokale
Isometrie ist.

*Alternativ kann man auch den Whitneyschen Einbettungssatz benutzen, erhélt eine Einbettung ¢: M — R™ und auf f(M)
die induzierte Metrik g. Der Pullback ¢*g, siehe Definition I1.1.15, ist dann eine Riemannsche Metrik auf M,
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II.1. Semi-Riemannsche Metriken

Beispiel I1.1.17. Wir betrachten die stereographische Projektion ¢ des hyperbolischen Raumes H" C R™*+!
auf den Einheitsball B;(0) C R™. Dabei ist (p) der Schnitt der Geraden von p zum Punkt (—1,0,...,0)7 mit
der Ebene {z; = 0}.

- -o

P

©(p)

(-1,0,..., 0)”

Damit ist ¢ gegeben durch

x! x?

1

L H" — By (0 > —
7 1(0), 1+ 2!

x”+1 xn-{-l

Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus. Sei g die auf H® C R™*! durch die Lorentz-Metrik des R™*! induzierte

Riemannsche Metrik. Dann gilt (¢ =1)*g(y) = W gE, s. Ubungsaufgabe 21. Das Pullback der hyperbolischen
E

Metrik auf B;(0) ist also konform zur euklidischen Metrik — man sagt: Der hyperbolische Raum ist konform
flach. Man nennt (B1(0), (¢~1)*g) das Poincaresche Ballmodell des hyperbolischen Raumes.

Definition I1.1.18. Die Menge aller Isometrien ¢: M — M von (M, g) bilden mit der Hintereinanderausfiih-
rung eine Gruppe - die sogenannte Isometriegruppe Isom(M, g) von M.

Beispiel I1.1.19. (i) [4, Satz 1.6.8] Der euklidische Raum:

Isom(R", gg) = Gruppe der eukl. Bewegungen = {¢(z) = Az +b | A € O(n),b € R"} =R x O(n)

(ii) Der Minkowski-Raum:

Isom(R"’l, IMinkowski:={-, -y ) = Gruppe der Poincare-Transformationen
={p(z)=Az+b| AcO(n,1),bc R*"} =R™! xO(n,1)

(iii) [4, Satz IV.2.15] Isom(S™, gst) = O(n + 1)
(iv) [4, Satz I1.4.2] Isom(H", g5¢) = O(n, 1)

Satz I1.1.20. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und G Untergruppe von Isom(M, g), welche
frei und eigentlich diskontinuierlich auf M operiert. Dann existiert genau eine semi-Riemannsche Metrik § auf
dem Orbitraum M/G, so dass die Projektion w: (M, g) — (M/G, §) lokale Isometrie ist.

Beweis. Sei [p] € M/G. Da 7 ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist d,7: T,M — Tj,)M /G ist ein Vektorraumi-
somorphismus. Damit kénnen wir auf 7j,)M /G ein Skalarprodukt definieren als

(gﬂ(p))(dpﬂ'(v)v dpﬂ(w»::gp(va w)

Wenn g eine semi-Riemannsche Metrik ist, dann folgt direkt aus der Definition dieser Metrik, dass 7 eine lokale
Isometrie ist. Es bleibt also zu zeigen, dass § eine semi-Riemannsche Metrik ist.

Zuerst bemerken wir, dass die Definition von g, nicht vom Repréasentanten p von [p] abhéngt: Sei ¢ = h-p =
p(h)(p). Dann ist d,m = dym(dpp(h)) wegen m = o p(h). Da G isometrisch wirkt, folgt die Behauptung.

Es ist klar, dass g, fir jedes p € M eine nichtentartete symmetrische Bilinearform ist. Sei nun x: U — V/
eine Karte von M um U. O.B.d.A. sei U derart, dass U N g(U) = @ fir alle g € G\ {e}, vgl. Satz 1.3.40. Dann
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ist Ki=k o L|y: 7(U) — V eine Karte von M/G um [p]. Die zugehorigen Koordinaten bezeichnen wir mit .
Es bleibt zu zeigen, dass die Metrikkoeffizienten (g;,)([¢]) = g[q]zﬁ(q)(% (] %hql) glatt sind.
Nach Konstruktion von & gilt %hq] = dpw(% q) und damit

N R 0 0 0 0
@)14) =00 (bt 5l ) =90 (sl sl ) = 950

O

Beispiel I1.1.21. Wir betrachten (R, (dz)?) mit der Z-Wirkung (z,z) € Z x R + x + 2R. Dann ist nach R/Z
eine Mannigfaltigkeit, vgl. Beispiel 1.3.41. Nach letztem Satz erhalten wir auf R/Z auch eine Riemannsche
Metrik, so dass 7: R — R/Z eine lokale Isometrie ist. Diese Metrik auf R/Z hat in der Koordinate = dann auch
die Form (dx)2. Nach UA 15 ist R/Z diffeomorph zu S* C R2. Mit obiger Metrik ist R/Z sogar isometrisch zu
St vel. UA 23(i).

Beispiel I1.1.22. Die sogenannte Fubini-Study Metrik ist die Metrik auf dem RP™, die mittels der Standard-
metrik auf S™ und der kanonischen Projektion 7: S™ — RP" induziert wird.

Satz I1.1.23 (Isometrische Einbettungssitze). *
(i) (Nash) Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit M ist isometrisch in einen R™ einbettbar.

(ii) (Greene) Jede (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit M ist isometrisch in einen R""™2 einbettbar. (Hier
steht R™0"2 fiir den R™+"2 mit der Metrik —(dzt)? — ... — (dz™2)? + (dz"2t1)% + ... + (dz"2t"1)2.)

11.2. Ableitung von Vektorfeldern - Levi-Civita-Zusammenhang

Wir betrachten eine Untermannigfaltigkeit M™ C R™ auf der sich ein Teilchen auf einer Kurve ¢(t) bewegen
soll. Wirkte auf dem Teilchen gar keine Kraft, ist die Beschleunigung ¢ = 0 und das Teilchen bewegt sich auf
einer Gerade - also im Allgemeinen von M herunter. Soll das Teilchen aber auf M bleiben, muss es eine Anteil
der Beschleunigung geben, der es auf M hélt - wie z.B. die Radialkraft bei einer Bewegung auf dem Kreis.
Dieser Anteil von ¢é steht zu jeder Zeit senkrecht zur Flidche. Der noch iibrig bleibende tangentiale Anteil, sorgt
fiir die Beschleunigung innerhalb der Fldche. M6chte man also z.B. die geradlinig gleichférmige Bewegung im
R™ (also ¢ = 0) fiir M verallgemeinern, sucht man Kurven, deren tangentialer Anteil der Beschleunigung gleich
0 (solche Kurven heilen Geodétische auf M - dazu spiter mehr).

Wir suchen also einen Ausdruck fiir den tangential Anteil von ¢:

Wir werden als erstes ¢ = D¢ verstehen, wobei D die Richtungsableitung ist:

Y (p+tX(p))

Abb. II.1.: Die Richtungsableitung im R™

Seien X und Y glatte Vektorfelder auf R™. Dann ist die Richtungsableitung DxY wieder ein Vektorfeld und
gegeben durch

(DxY)(p) = lim Y(p+tX <tp>> ~Y(p)

*1956 bewies John Nash, dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit in den euklidischen Raum isometrisch eingebettet werden
kann. (Interview mit John Nash: https://www.simonsfoundation.org/science_lives_video/john-nash-2/?chapter=21 (Teil
zum Einbettungsproblem))

Robert Greene bewies dieses Resultat fiir semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Beachte: Ist M eine Lorentz-Mannigfaltigkeit,
so ist M nicht notwendigerweise isometrisch in einen R™! einbettbar - da eine allgemeine Lorentz-Mannigfaltigkeit Zeitschleifen
haben kann.
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Der Ableitung DxY im Punkt p héngt nicht von dem ganzen Vektorfeld X und Y ab, sondern nur von X (p)
und den Werten von Y auf der Kurve ¢t — p + tX(p) in der Ndhe von ¢t = 0 ab. Es gilt sogar:

(DxY)(p) = lim Y1) - Y (7(0))

* fir jede Kurve v: (—¢,e) — R™ mit v(0) = p und 4(0) = X(p). Damit kann man D¢ verstehen: ¢&(t)
ist ein Vektor im Punkt c¢(¢). Man wahlt formal v(s) = c¢(t + s), X(c(t)) = Y(c(t)) = ¢(t) und erhilt
Deé(t) = lim,_yo SFD=E — G(py,

Allgemein auf einer Untermannigfaltigkeit M™ C R"™? Seien X,Y: M — TM glatte Vektorfelder (tangentiale
Vektorfelder der Untermannigfaltigkeit). Dann wéhlt man fiir v eine Kurve mit Werten in M, womit Y (y(¢))
und damit (DxY)(p) wohldefiniert sind.

Abb. II1.2.: Projektion der Richtungsableitung auf den Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit

Allerdings ist (DxY')(p), wie auch schon ¢é(0), zumeist kein Element mehr in T, M. Um trotzdem ein Vektorfeld
auf M zu erhalten, benutzen wir die Orthogonalprojektion Pry e R™ — T, M und erhalten die Abbildung

(VxY)(p):=pry m (DxY)(p))-

(Der tangentiale Anteil von ¢ ist in dieser Schreibweise: V:¢.)
Die Abbildung V bildet zwei Vektorfelder X und Y wieder auf ein (tangentiales) Vektorfeld VxY ab und erbt
dabei einige wichtige Eigenschaften der Richtungsableitung:

Lemma I1.2.1. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Seien f: M — R glatt und seien X, Y : M — TM
glatte Vektorfelder. Dann gilt

(i) V ist linear in beiden Argumenten.
(i1) (Tensoriell in der ersten Komponente) V;xY = fVxY (also (VixY)(p) = f(p)(VxY),).

(iii) (Derivativ in der zweiten Komponente)

Vx(fY) = df(X)Y + fVxY, also (Vx(fY))p = dpf(X ()Y (p) + f(2)(VxY)(p)-

(iv) (metrisch (= kompatibel mit der Metrik)) Fir alle glatten Vektorfelder X,Y,Z auf M gilt:

wobeil Z.f:=Z(f):=df (Z): M — R, p — dpf(Z(p)) fir eine glatte Funktion f: M — R (Hier ist
f=9(X,Y), vgl. Ubungsaufgabe 15.) ist.

*Da bei uns alle Funktionen glatt sind, ist f insbesondere differenzierbar und die Richtungsableitungen linear in der Richtung
in die abgeleitet wird. Insbesondere kann man fiir Funktionen f: R™ — R’ die Richtungsableitung auch mit Hilfe der Jacobimatrix
D, f als Dpf(X) = Dx f(p) ausdriicken.
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(v) (torsionsfrei) Fiir alle Karten k: U — V mit p € U und Koordinaten x* auf V gilt
0 0

o — =V _o —
227 O 027 Ox"

fir alle i und j.

Bemerkung I1.2.2. Auch df(Z) ist als Hintereinanderausfithrung M ZrM L TR=2R xR R glatter
Abbildungen selbst wieder glatt.

Beweis von Lemma I1.2.1. (i)-(iii) Verwenden der Eigenschaften fiir D und Projektion auf den Tangentialraum.
(iv) folgt aus Z.(X,Y) = (DzX,Y) + (X, DzY) und (id — proy,5, ) ((DzX)(p)) L T, M.

(v)Sei F=r"1:V — W mit WN M = U eine lokale Parametrisierung mit Koordinaten z!, ..., z™. Dann ist
o _ oF
ozt 0xt und

DX:%Y\Z, = %g% (Y(xl,...,xifl,xi +t, 2 — Y(xl,...,x")) .

Also insbesondere
oF O%F

D —_— = - T.
527 Oz O0xt0xI

Demnach ist

oF OF
D 5ai ) = Do 5 @)
einfach der Satz von Schwarz und (v) dessen Projektion auf den Tangentialraum. O

Bemerkung I1.2.3.

(a) Wie auch (DxY)(p) hangt als Projektion auch (VxY')(p) nur vom Wert von X in Punkt p aber von Y
in einer Umgebung von p abhéngt (diese Eigenschaft folgt auch nochmals aus den Eigenschaften (ii) und

(iii) des letzten Lemmas). Insbesondere ist damit der Ausdruck V o % auch sinnvoll, obwohl 8‘21 nur
ErE

I
Vektorfelder auf U sind, und ergibt wieder ein Vektorfeld auf U.

(b) (v) gilt nicht fiir allgemeine Vektorfelder, weder fiir D noch fiir V. Beispiel: M = R", X = %, Y =
:El% = 2'X, denn

(¢) Zur Notation X (f) fiir glattes f: M — R: Falls X = a?ai ein Koordinatenvektorfeld bzgl. einer Karte
k: U — V ist, dann ist fiir alle p = k(u) € U

O(f oK)

FXV D) = Ay (X)) = dyf () = dy (It sl te0)]y) = 1 (0 W)t 1)) = 202 (),

Kurve in R

V fiir glatte Mannigfaltigkeiten?

Notation: Die Menge der glatten reellwertigen Funktionen auf M wird mit C°°(M) und die der glatten
(tangentialen) Vektorfelder auf M mit X(M) bezeichnet.

Definition I1.2.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung V: X(M) x X(M) — X(M), die die
Bedingungen (i)-(iii) aus Lemma I1.2.1 erfiillt heifit affiner Zusammenhang auf M. Sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammenhang V. Erfilllt V (iv) und (v), so heiB$t V Levi-Civita-Zusammenhang
auf (M, g).

Bemerkung I1.2.5. (a) Bemerkung I1.2.3 gilt immer noch.

(b) Gilt (v) in einer Karte in einem Punkt p so auch in jeder anderen Karten, die p enthilt: Seien xt,... 2™
bzw. y!,...,y™ die Koordinaten zu zwei solcher Karten. Wir benutzen die Kurzschreibweise:
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9 (13) ozk 9
Vit oy —V;zz( ayax>

+(7,u) D2k ok 1o}
Z (aylay Dy Vo gk

k

T

(D+(1.3) Z 0%k Z oz 890
Oyt oy’ Oyl Oyt W
k —_——
symmetrisch in ¢ und j
(v) fgr zt Z 0%k Z oz (91' i
- Oyl Oy’ Oyl Oy’ a 5oF Oal

alles rickwérts 0
= V. o —.
B 8yz

Definition I1.2.6. (Christoffelsymbole) Fiir eine Karte x: U — V seien die Christoffelsymbole Ffj: U—R
definiert durch

Bemerkung I1.2.7. Da fiir jedes p € U die a%h) eine Basis von T, M bilden, sind die Ffj eindeutig bestimmt.
Weiterhin bestimmen die Chrlstoﬁelsymbole V auf U eindeutig: Seien X,Y € %( ) und k:U — V eine
Karte mit Koordinaten z, ... . Dann ist X = Y, X* ?ﬂ- und Y = )", Y’
X1 Y?e C°°(U). Wir haben auf U:

.0
Vx¥ =Yy e | 2V 55

J

)+(u) Z xi v <Yj 88] )

(i) - , 0 )¢ 0

WS x| vivo, L 4 7
Z vaii oxJ + oxt oxJ
1,] v

. Yok
das war kurz fir 28700
dx?

Def. 11.2.6 i L O 0YI 9
Z_Zj (Z 4 ozk + Ozt Oz
) X oY* 0
_ % k
= XXVt o | 5
ik j

Satz I1.2.8. Fliir jede semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit existiert genau ein Levi-Civita Zusammenhang.

Beweis. Findeutigkeit: Sei k: U — V eine Karte von M mit p € U. Wir zeigen, dass mit den Eigenschaften
eines Levi-Civita Zusammenhangs die Christoffelsymbole eindeutig bestimmt sind:
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8gij o 0 ( 0 i)
oxk ok I ozt D
~ N——— ——
Vektorfeld auf U eC>(U)

g 0 0
=9 (Vafk axa) +9 (aﬂ

Z A Y
- ’“al’aa I\ ozt

= Z Tigij + Tijgir-
1
Analog folgt

9gik
ag;j = E Thigie + Dhga
I

Ogr; ! I
i zz: Lirgi; + Lijgm-

Es gilt Fk = Fk wegen der Torsionsfreiheit. Damit haben wir

0

l 8
" Oal

0gi;  O0gik . Ogi
o 00 2 S

ozk  OxI Ozt

Sei g*/ die zu g;; inverse Matrix, also 3, g/ gjx = dix. Dann erhalten wir

1 im ((09i5  Ogik | Ogu;
m _— _ Jm J _ J
;g (c’?x’f 007 | Oxt )

ik 9

891; )

Kurz (mit g;j,m:= ero

1
Ffj = *gmk(gim,j + Gjm.i — Gijom)

2

)

5
Bak Oxd

)

(I1.3)

Ezistenz: Wir definieren Ff”'j wie oben und erhalten dadurch V. Es bleibt nachzurechnen, dass V dann wirklich

alle Eigenschaften aus Lemma I1.2.1 erfullt.

Bemerkung I1.2.9. (i) Aus (I1.3) folgt insbesondere, dass die Ffj: U — R glatt sind.

O

(ii) Aus der Eindeutigkeit des Levi-Civita Zusammenhang folgt insbesondere, dass fiir M C R™ mit induzierter

Metrik V genau die Projektion der Richtungsableitung D auf den Tangentialraum ist.

Beispiel I1.2.10. Sei (M = R?, gg). Fiir die euklidischen Koordinaten gilt g;; = d;; und damit Ffj = 0. Fur

Polarkoordinaten (7, ¢) haben wir, sieche Beispiel I1.1.6:

s = (5 p)o a0 =(g %)

Christoffelsymbole (da g Diagonalgestalt hat):

1
Ffj ==9"(girj + Giksi — Gijk)

2
1
I :51(0+0—0) =0
Analog I'?; =T1, =T}, =T3, =0 und
11

1
F%Q = F%l ziﬁ(0+2r— O) = r

1
I, :51(0 +0-2r) =
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Also gilt z.B.
0 5 0 0

9 1
V%% —F225+F22% = —’f'ar.

Zum Vergleich:

) , 0 B )
V aifv_q.z el +T1 (I’ M+xla.1'2> ::77‘5

Bemerkung I1.2.11. Fir Untermannigfaltigkeiten M™ C R™: Seien X,Y € X(M). Dann ist

Q7‘®

DxY(p) = prp ap(DxY)(p) + (1 — pro a) (DxY)(p)
=VxY(p)eT,M =:1I(X,Y)(p)eN, M

Die Abbildung I1: X x X — NM heiit zweite Fundamentalform von M*. Im Fall von Hyperflaichen, n = m+1,
ist II(X,Y)(p) parallel zum Normalenvektor v,.

Fiir eine lokale Parametrisierung F': U — V von einer Hyperfliche M™ C R™*! mit Koordinaten z',...,z
haben wir die Gaufgleichung oder Gaufsche Ableitungsgleichung:

m

92F
sriom ~ P 3563 era F iy

(In ElemDiffgeo definiert man gewdhnlich direkt: h;; = (%, v).)

11.3. Bewegungsgleichungen

Ein Teilchen mit Masse m werde durch ein Kraftfeld F': R™ — R"™ auf einer Kurve ¢: I — R™ bewegt. Dann
ist nach Newton F' = mé. Ein Teil dieser Kraft sei dafiir verantwortlich, dass das Teilchen sich auf einer
Untermannigfaltigkeit M bewegt, z.B. gibt es Zwangskrifte die auf einen Mitfahrer in einem Karussel wirken,
damit er auf der Kreisbahn bleibt. Es sei also F' = F} 4+ F5, wobei F} nur dafiir verantwortlich sei, das Teilchen
auf M zu halten. Es gelte also Fi(p) L T,M fur alle p € M.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle unsere auftretenden Kréfte in F; konservativ sind, d.h. es ist
F = —VV fir eine Funktion V: R" — R, die Potential genannt wird (z.B. kommt die Gravitationskraft von
einem Potential).

Da wir wissen, dass das Teilchen sich nur auf M bewegt, ist die Bewegung mittels

mprTC(t)Mé(t)(: mVec) = —pre, VYV (I1.4)
bestimmt.
Sei k: U C M — U’ C R™ eine Karte von M. Die Koordinaten auf U’ nennen wir ¢*. Dann ist c(t) = k= 1(q(t))
und damit é(t) = ¢* 6(';(] (q(t)) = q"aiqi e(t)
Das Potential sei in den Koordinaten als V( ) = V(k~'(q)) gegeben, also 2 5 oy — (VV, 7)- Bsgilt proy 0 VV =
. Skalarprodukt mit 0 liefert: ( - =)(VV, %) = b g;o und damit b = gﬂa—qe

> gt
Nach Bemerkung I1.2.7 ist (II 4) in lokalen Koordinaten gegeben durch

Vee = ¢i¢’ V
und damit haben wir

m(i + 12,4 =— 0 #V 0

— 11.
ag 9 agtagi (TL.5)

Wir wollen nun diese Gleichung mittels Energien schreiben. Dazu betrachten die kinetische Energie T' des
Teilchen als Funktion von ¢ und ¢:

T(q(t),4(t)) =

*NM war das Normalenbiindel von M.

m m
2

(e(t), ¢(t)) = S 95 (a(D)d' () (1)).
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Der Einfachheit halber schreiben wir im folgenden die Zeitabhéngigkeit nicht mehr explizit hin. Dann haben wir

oT m

87q€ = 9 gij,lqiqj
or g
TQ'Z = mge;q

d oT

a9 = mge;id' ¢ + mgeii’.

Wir definieren die Lagrangefunktion L(q,):=T(q,q) — V(q) und erhalten

doL oL _dor o ov
dto¢t  9q'  dt ¢t 9qt  9q’
m

=mger,i4' ¢~ + mge;i’ 5

Gined " + o
1K, aqe

P OV
=mwy<¢-+2g”¢qﬂmnk+gm¢—gmwo-+g@¢ram

=ge; <m(q3 +T7,.4'¢") + ¢’ 8qT> .

(11.5)
Wir haben also nachgerechnet, dass (I1.5) gleich der Lagrangegleichung

d OL 0L
q 9~ o =1,....m (11.6)
ist. Insbesondere haben wir gesehen, dass man beim Ausrechnen der Lagrangegleichung implizit die Christof-
felsymbole mit ausrechnet. Desweiteren erhélt man die Gleichung V¢ = 0 (also die Geodétengleichung) fiir
V=0und m=1.

Als néchsten wollen wir die Hamitonschen Bewegunsgleichungen ableiten. Das werden im Gegensatz zur
Lagrangegleichung erste Ordnung Differentialgleichungen sein. Dazu fithren wir Hilfsvariablen ein - die verallge-
meinerten Impulse: pizzg—(; = mg;;¢’. Dann ist ¢/ = L ¢7'p; und wir betrachten nun die kinetische Energie in
Abhéngigkeit von qt und p;, statt bisher von ¢ und ¢*: T(q,p) = T(q, ¢(p)). Wir definieren die Hamiltonfunktion
H(q,p) =T(q,p) +V(q).

Dann kann man nachrechen, dass die Langrangegleichung (I1.6) dann &quivalent zu den Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen

. _aH
=50
. OH
i = 1L
=5 (IL.7)

einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung, ist, vgl. UA 27. Im Falle von Geoditen, also V¢ = 0,
nennt man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen geoddtischen Fluf.
Die Lagrangegleichungen sind gut, wenn man direkt die Bewegungsgleichungen ausrechnen will. Die Hamil-
tonschen Bewegunsgleichungen sind etwas besser, wenn man Erhaltungsgréfien, vgl. UA 28, studieren will.
Insbesondere ist H selbst eine Erhaltungsgrofe, da H(q'(t), pi(t)) wegen

dH O0H , OH

d = ogl t oy ti= P T =0

konstant in ¢ ist.

Beispiel I1.3.1. Wir betrachten eine Masse m, die an einem Fadenpendel der Lange r¢ hingt. Wir nehmen
an, dass der Faden ’starr’ ist und damit sich die Masse auf einer Kreisbahn bewegt. D.h. M = {(z,y)” €
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R? | 2% + y? = rZ}. Das System befinde sich im Gravitationsfeld der Erde, d.h. wir haben niherungsweise als
Potential: V(z,y) = mgy mit g der Erdbeschleunigung. Die kinetische Energie ist %(agQ +9?). Als Koordinaten
auf M verwenden wir die Winkelkoordinate ¢ — es sei c(t) = (x(t),y(t))T = ro(sing(t), cos p(t))T. Also ist
T(p,¢) = Zrie? und V(p) = mgrocose.

Fiir die Lagrangegleichung erhalten wir also

)

= %% + % = mrggb—mgrosingo.

Dabei haben wir implizit mit ausgerechnet, dass I'Z , = 0 ist.

2

Fiir den verallgemeinerten Impuls haben wir p, = ‘g—g = mr3¢ und damit H = %r% (m%rop@) — mgro cos Y =
p2

erg — mgrg oS .

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind also

, OH . . 9H  p,
= ——— = —mgrosiny, = =22
Pe grosing, ¢ op,  mrd

Bemerkung I1.3.2.

(i) Was sind die p; fiir Objekte? Wegen p; = mg;;¢’, ist p; die i-te Komponente der linearen Abbildung

v € TouyyM = gy (¢(t),v), also eines Elementes des Kotangentialraumes Tc*(t)M.

(ii) Sei f: M — R glatt, p € M. Dann ist sowohl d,,f € T,y M als auch g,(Y(p),.) € T, M fiir jedes
Y (p) € T,M. Da g, nicht degeneriert ist, gibt es genau ein Y (p) € T, M mit g,(Y (p),.) = dpf(.). Das
Vektorfeld Y hingt glatt von p ab, da in lokalen Koordinaten Y (p) = Y (p)%“, gilt:

0 0
9p(Y (p), @b) = dpf(@‘p)

5PV (p) = £
Y7 (p) = g”(p) % (p)-

Somit hiingt Y7 glatt von p ab und nach Beispiel 1.3.19 damit auch Y. Dieses eindeutig bestimmte glatte
Vektorfeld nennt man Gradient von f (bzgl. g) und schreibt Y = grad, f.
Damit schreibt sich (I1.4) bzw. (IL.5) als mV.¢ = fgradgf/.

11.4. Geodatische

Wie schon erwihnt soll eine Geodétische (V¢ = 0) auf eine Untermannigfaltigkeit keinen Beschleunigungsanteil
in der Mannigfaltigkeit haben. Stattdessen wird die Beschleunigung nur darauf verwendet, dass ’die Kurve ¢
auf M bleibt’ (Das ist die Beschleunigung die durch Zwangsbedingungen (= Bedingung, dass ¢ eine Kurve in
M ist) erzeugt wird.) Geodétische verallgemeinern geradlinig gleichférmige Bewegungen im R™.

Beispiel I1.4.1. Im (R", gg) bzw. (R™, gMminkowski) ist ¢(t) eine Geodétische, genau dann wenn ¢é(¢) = 0, also
¢(t) konstant ist, also genau dann, wenn ¢(t) = 0, also genau dann wenn c¢(t) = p + tv fir p,v € R™ ist.

Bemerkung I1.4.2 (Geodite vs. Geodétische). Geodéten sind die Spuren von Geodéatischen®. Geodétische
ist immer eine parametrisierte Kurve, vgl. letztes Beispiel: Eine Gerade im R™ kann auch so parametrisiert
werden, dass ¢ # 0 ist.

Beispiel 11.4.3. Sei M™ C R™ eine Untermannigfaltigkeit: Dann ist ¢: I — M genau dann Geodétische, wenn
é(t) L TopyM fiir alle ¢ gilt. Im Falle von Hyperflichen erhalten wir so:

c ist genau dann Geodétische, falls é(t) || v fiir alle ¢ ist, (IL.8)

*und eine Berufsbezeichnung. ..
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wobei v(¢) ein Normalenvektor an die Hyperfliche im Punkt c(t) ist. Auf der S 2 C R3: Seien ¢; nach Bogenlinge
parametrisierte Kreise, d.h. |¢;|> = 1* wie im Bild IL.3 links. Dann ist 0 = £[¢;(£)[> = 2(¢;(2),&(t)), also
¢i(t) L ¢;(t) fur alle ¢. Dann ist der Grofikreis eine Geodéte, der Kleinkreis zum Beispiel nicht.

&2(0)

Vey(0)

Abb. I1.3.: Groikreise sind Geodaten

Analog definieren wir fir abstrakte Mannigfaltigkeiten:

Definition I1.4.4. Eine Kurve c: (—¢,¢) — M heiflt autoparallel oder Geoddtische, falls ¢ parallel entlang ¢
ist, also Vi é(t) = 0 ist.

Bemerkung I1.4.5. Da fiir die Ableitung VX das Vektorfeld X nur entlang der Kurve ¢(t) definiert sein
muss, schreibt man auch oft X (t) = X(c(t)) und 3 X (t):=VeX(c(t)) und nennt 3 kovariante Ableitung von
X(t) entlang c.

Bemerkung I1.4.6. (Geodétengleichung V¢ in Koordinaten) In einer Karte x: U — V von M um p € U
mit Koordinaten (z1,...,2™) ist c(t) = k~(z(t)) und damit é(t) = 3, 3%(t) 52| (1) Dann gilt, vgl. (IL5),

\ ke = k i L
priche 0 genau dann wenn & (t) + ijZZI L7 (e(t)a' ()’ (t) = 0.

Dies ist ein System nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Damit folgt mit dem
Satz von Picard-Lindelof folgender Satz sofort:

Satz I1.4.7. (Ezistenz und Eindeutigkeit von Geoddtischen) Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Fiir jedes p € M und jedes v € T, M existiert ein offenes Intervall I mit 0 € I und eine Geoddtische c: I — M
mit ¢(0) = p und ¢(0) = v. Fir jede andere Geoddtische ¢: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = v ist ¢|;n; = €|;nf-

Bemerkung I1.4.8. Geodéten sind im Allgemeinen nicht fiir alle Zeiten ¢ € R definiert. Was kann schiefgehen:
Man erreicht in endlicher Zeit das ’Ende’ der Mannigfaltigkeit. Z.B. bei der offenen Einheitskreisschreibe mit
euklidischer Metrik ist jede Geodétische, die im Ursprung mit Geschwindigkeit Norm eins startet, nur fiir die
Zeiten t € (—1,1) definiert.

Lemma I1.4.9. Fir Geoditische ¢ auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist
9(&, ) (8)(= geqry (€(t), (t))
konstant in t. Man sagt ¢ ist proportional zur Bogenldnge parametrisiert.

Beweis.

L9600 = 296, 0(0) = 9(Vet, &) + (6, V) = 0

*Die Bezeichnung kommt von folgender Eigenschaft: Sei v: [a,b] — R™ mit |¥(¢)| = 1 fiir alle t. Dann ist die Lange der Kurve
L(v) = f: |%(t)|dt = b — a. Eine analoge Rechnung gilt fiir die Lénge einer Kurve auf einer Mannigfaltigkeit, vgl. Bemerkung I1.6.8.
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wobei die erste Gleichheit in lokalen Koordinaten* folgt mit (¢ = &' 82:’7)
d d , , o L L
L9 Y) = g (D)X ()Y (1) = 13 8" XY 4 gy XY+ g, X'V
Cg(X,Y) =ge() (Ve X, Y) + 6o (X, VeY) = g3 (X + @ X D)7 4 g5 X'(V7 + 37V T)
—_————
=9ij,k

O

Folgerung I1.4.10. Die proportional der Bogenlinge parametrisierten Geraden in R™ sind alle Geoddtischen

des euklidischen Raumes R™. Die proportional der Bogenlinge parametrisierten Grofkreise sind alle Geoddtischen
der S2.

Bemerkung I1.4.11. (Unter Isometrien) Sei f: M — N eine Isometrie zwischen zwei semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h). Seien X,Y € X(M). Wir schreiben f.X:=df (X) (=Push-Forward des
Vektorfeldes X), d.h. (fo(X))(p) = dp—1() f(X(f71(D)))- [«(VxY) = Vs x .Y gilt, wobei V der Levi-Civita
Zusammenhang auf (M, g) und V der Levi-Civita Zusammenhang auf (N, h) ist, vgl. UA 32.

Ist Z(t) ein Vektorfeld entlang c(t), dann gibt es ein Vektorfeld Z € X(M) mit Z(t) = Z(c(t)) und wir haben

fiir p = f(c(t)), dass: (£o2)(p) = deqy F(Z(c(t)) = deqy F(Z(1)). Fix Z = & (f2)(p) = (f 0 ¢) (t) = (£0)(2).

Sei nun ¢ eine Geodétische auf M. Dann gilt V¢ = 0 und damit Vy,.fi¢ = 0. Wegen (f.¢)(t) = (f oc)/(t) ist
f o c eine Geodatische auf N.
Da ’geodétisch sein’ lokal nachgerechnet wird, gilt das auch fiir lokale Isometrien.

Folgerung 11.4.12. (Geoddtische auf dem Zylinder und Kegel) Der Zylinder und der Kegel sind beide lokal
isometrisch zur euklidischen Ebene. Damit ergeben sich die Geoddten wie in Abbildung 1.5 links.

/[

Abb. I1.4.: Links: Die Abbildung ¢: (z,y)T € R? = (sinz,cosz,y)? € Zylinder C R ist eine lokale Isometrie.

(Hierbei ist R? mit der euklidischen Metrik und der Zylinder mit der induzierten Metrik versehen.)
Geoditen im R? sind Geraden. Thre Bilder auf dem Zylinder sind Meridiane, Breitenkreise oder
Schraubenlinien.

Rechts: Auch der Kegel ist lokal isometrisch zu euklidischen Ebene - links ist die Abwicklung des
Kegels zu sehen. Hier kénnen geodétische Schlaufen entstehen, z.B. die blaue Geodéte im Bild. Ist
der Winkel des abgerollten Kegels, also der Winkel an der Spitze links im Bild, grofler als 180° gibt
es keine geodatischen Schlaufen mehr.

Definition 11.4.13. Sei v: M — M ein Diffeomorphismus. Dann heifit

Fix(y):={p € M | ¢(p) = p}

Fizpunktmenge von 1.

*alternativ kann man fiir o mit ¢(¢o) # 0 in einer Umgebung von ¢o die Zeit ¢ auch als eine Koordinate einer Karte auffassen
und dann ist diese Gleichheit Bemerkung I1.2.3(c).
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Lemma I1.4.14. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ € Isom(M,g). Sei p € Fiz()) und
X € T,M mit dyyp(X) = X. Dann verlduft die Geoddtische c: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = X ganz in
Beweis. Da 1 eine Isometrie ist, ist ¢(t):=1(c(t)) wieder eine Geodétische. Wegen ¢(0) = 9(c(0)) = ¢ (p) =
p = ¢(0), &(0) = deoy¥(¢(0)) = dph(X) = X = ¢(0) und der Eindeutigkeit der Geodétische bei gleichen
Anfangswerten muss ¢ = ¢ sein. O

Folgerung I1.4.15. Meridiane von Rotationsflichen sind Geoddtische, s. Abbildung 11.5.

Abb. I1.5.: Links: Sei F eine Ebene, die die Rotationsachse enthélt. Die Spiegelung f an der Ebene FE ist eine
Isometrie der Rotationsflache. Der Schnitt von E mit der Rotationsflache sind nur zwei Kurven,
Meridiane, die damit automatisch Geodéatische sein miissen.

Rechts: Paralleltransport ist wegabhingig

11.5. Parallelverschiebung

Im R™ kann man mittels der Parallelverschiebung Vektoren an verschiedenen Punkten vergleichen. Auf semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeiten soll das mit Hilfe des Levi-Civita Zusammenhangs geschehen:

Definition II.5.1. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X (¢) heifit parallel
lings c, falls 3 X (t) = 0 ist.
Bemerkung IL.5.2. In lokalen Koordinaten haben wir X (t) = X(t) 52| und damit

't

\V4 ) o ) XJ 9 o .
0= —X(t)=Vu o X/ —— =& XITF — + & — " = (¢ XITF + XF)— 11.9

dt )=V, s pd C I dxk +e Ozt OxJ (¢ ut )35Ek (11.9)
Beispiel 11.5.3. Sei (M,g) = (R", gg = (.,.)) oder (R™, grrinkowski = {-,-)r). In kartesischen Koordinaten
gilt T¥; = 0. Nach (I1.9) ist somit X (¢) = X(t) 52 |c() parallel genau dann, wenn X(t) = 0 fiir alle ¢ ist, also
genau dann, wenn X konstant ist. Paralleles Vektorfeld ist damit also eine Verallgemeinerung des Begriffes

paralleler Vektoren im R™.

0

Satz I1.5.4. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢: I — M eine glatte Kurve, wobei
I = (a,b) mit a,b € RU{Fo0} ist. Seity € I. Zu Xo € T,,)M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld X lings
c mit X(to) = Xo.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Spur ¢(I) von c¢ in einer Karte x: U — V enthalten ist.
Nach (I1.9) und da die a% in jedem Punkt eine Basis des Tangentialraumes bilden, gilt %X = 0 genau dann,
wenn

XF =3¢k X,
ij

Das ist ein System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung fiir X*. Somit existiert dafiir
mit den Anfangswerten X*(tg) = X¥ eine eindeutige Lésung. Wegen der Linearitit ist diese Losung auf ganz I
definiert.
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Sei nun ¢(7) nicht in einer Karte enthalten. Idee: Zusammenkleben lokaler Lésungen.

Wiéhle a1,a2 € R mit [aq,b1] C 1. Sei a1 < az < ... < a, = by so gewdhlt, dass fir alle i € {1,...,n — 1}
die Spur von ¢4, q,,,] in jeweils einer Karte «;: U; — V; enthalten is. Das ist immer mdéglich, da c([a1, ax])
kompakt ist. Sei tg € [a;, a;+1]. Dann haben wir nach oben eine eindeutige Losung X fiir alle ¢ mit ¢(t) € Us.
Damit erhalten wir X (a;) bzw. X (a;4+1). Der Anfangswert X (a;) liefert dann eine eindeutige Losung von X5 in
Ui—1. Wegen der Eindeutigkeit von oben der Losung mit Anfangswert X (a;) im Punkt c¢(a;) muss Xy = X auf
U;—1 NU; sein. So erhélt man induktiv eine eindeutige Losung fir [a1, b1]. Wéhlt man nun eine Folge von a1,
bzw. by mit a; — a und b; — b. Dann erhalten wir eine Folge von Loésungen X, die auf einem immer gréfleren
Intervall [aq, b1] definiert sind und auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich jeweils iibereinstimmen. Damit
haben wir die Existenz und Eindeutigkeit von X auf ganz (a, b).

Xo

N

c(as) c(@it1)

Abb. I1.6.: Konstruktion des parallelen Vektorfeldes in den einzelnen Karten

Definition I1.5.5. Sei ¢c: I — M wie oben. Seien tg,t; € I. Die Abbildung
||§0,t1 : Tc(to)M — Tc(tl)M7 XO — X(tl);
wobei X (t) das parallele Vektorfeld lings ¢ mit X (¢g) = X ist, heifit Parallelverschiebung langs c.

Bemerkung I1.5.6. Die Parallelverschiebung stellt einen Zusammenhang zwischen Tangentialriumen an
verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit her. Beachte: Die Parallelverschiebung ist abhéngig von der Kurve
entlang derer verschoben wird.

Entlang einer Geodétischen ist ihr Tangentialvektorfeld immer parallel (Deshalb nennt man Geodétische auch
autoparallele Kurven). Fiir Paralleltransport entlang einer Geodétische wird nach Satz 11.5.7 folgen, dass der
Winkel zwischen dem parallelen Vektorfeld und der Geodétischen immer konstant sein. Auflerdem darf sich die
Lénge des Vektorfeldes nicht dndern. Das bestimmt das parallele Vektorfeld im Falle von zweidimensionalen
Mannigfaltigkeiten schon eindeutig. Im Bild II.5 rechts sehen wir den Paralleltransport entlang eines (stiickweise
glatten) Weges der durch drei Grofikreisabschnitte (Grofikreise sind Geodéten) gebildet wird.

Satz I1.5.7.

(a) ||§, +, ist eine lineare Abbildung.

(b) Hfo,tl (Toro) M, ge(ro)) — (Tee)M, geqry)) ist eine Isometrie.
() N5oe2=%1 20 - 15

Beweis. a) Linearitit klar nach % (X +Y) =YX + 3V

¢) Klar nach Beweis der Eindeutigkeit der Losung des AWP fiir parallele Vektorfelder.

b) Sei Xo,Yy € T,y)(M). Seien X und Y die zugehorigen parallelen Vektorfelder lings c. Dann gilt (mit
X=XocundY =Yoc

e (X(0), Y (1)) = el (X (e(0)), ¥ (e(0))

metrisch SO S
M g (VeX,Y) + g(X, VeY) = 0
Also ist g(X,Y)(t):=gew)(X(t),Y(t)) konstant und somit

gC(tl)(”;’],tl (X0)7 ||§0,t1 (YO)) = gc(t1)(X(t1)7Y(t1)) = gc(to)(X(tO)v Y(to)) = gc(to)(X0>Y0)'
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Man kann aus der Parallelverschiebung auch die kovariante Ableitung wieder konstruieren:

Satz I1.5.8. Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine glatte Kurve , to € I.

Dann gilt
v e e (X(#) = X(to)
(th) (fo) = Jim t—to

fir jedes glatte Vektorfeld X lings c.

Beweis. Sei ei(to),...,en(to) eine Basis von T, M. Seien ey(t),...,en(t) die zugehdrigen parallelen Vek-
torfelder lings c. Nach Satz 11.5.7.b, folgt dass die ei(t) fiir jedes t eine Basis von T4 M bilden. Sei
X(t) =>_; X7(t)e;(t). Dann gilt

%X Vi(XTej) = XIVeej + X'e; = Xe;
v J
Y X(to) = X (to)es 1)

und mit Satz I1.5.7

(X(1)) = X7(8) 74, €5(t) = X7 (t)e;(to).

Also ist

I5.0 (X (1)) — X(t0) _ 22, X7 (B)ej(to) — 35, X7 (to)e; (o)

t—to t—to

XI(t) = X0t . )
B Z t —to 2 ej(to) = ZX] (to)ej(to) fir t — to.
J

11.6. Das Variationsproblem zu den Bewegungsgleichungen

Definition I1.6.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei V: M — R, m € R. Sei ¢: [a,b] —
M eine glatte Kurve. Dann heifit

S(c):/abL(c(t ' m/ Gery (e(t), é(t))dt — /abV(c(t))dt

Wirkungsfunktional. Ist m = 1,V = 0, dann heiit F(c):=S(c) Energie von c.

Wir werden sehen, dass die kritische Punkte des Wirkungsfunktionals genau die Losungen der Langrangegleichung
sind — insbesondere Geodétische kritische Punkte des Energiefunktionals. Doch zuvor brauchen wir noch einige
Vorarbeiten:

Definition I1.6.2. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei c: [a,b] — M eine glatte Kurve. Eine
Variation von c ist eine glatte Abbildung

c: (—¢,€) x [a,b] = M
mit ¢(0,t) = ¢(t) fir alle ¢t € [a,b]. Gilt ¢(s,a) = c(a) und ¢(s,b) = ¢(b) fir alle s € (—¢,€), so heifit ¢(s,t)
Variation mit festen Endpunkten. Man schreibt oft cg(t):=c(s,t). Das Vektorfeld X (¢): g—(O, t) entlang c( )
heilt Variationsvektorfeld, vgl. Abb. 11.7.

Fiir das Variationsvektorfeld X einer Variation mit festen Endpunkten gilt X (a) = X (b) = 0.
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Satz I1.6.3 (Erste Variation der Energie). Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, seic: [a,b] — M
eine glatte Kurve, sei c: (—e,€) X [a,b] — M eine Variation dieser Kurve (cs(t) = c(s,t)). Sei X das zugehirige
Variationsvektorfeld. Dann gilt

d\ S(cs) = ’ X (1), me(t 4,V (c(t))) dt X (b), mé(b X '
Tole0(en) = = [ e (X0 mze(0) + 10,V (E(0) i + g0y (X0 méD) = ) (X (@) mea).

Beweis. Es ist S(cs) = mE(¢s) — ff V(es(t))dt. Wir berechnen die Ableitungen der einzelnen Summanden
einzeln (wir lassen der Einfachheit halber bei g,(.,.) den Punkt p beim Schreiben weg):

Nach Kettenregel ist +-|,—o f V(es(t))dt = f; dey V(X f g(X(t), grad,V (c(t)))dt. Weiterhin haben

wir

d d, 1/ . 1 (td e e
%‘S:OE(CS) *%ls:Oi\/a g(cs(t)ﬂ:s(t))dt* 7/04 7'5:09(&(5775)3&(5715))(115

(%) folgt, da lokal gilt, dass

dc _ -y 3“ Oct 9! | 0
Vi as k 9105 — 0t s i | gk

und dieser Ausdruck wegen Torsionsfreiheit (~ I'f; = I'};) symmetrisch in s und ¢ ist.
O

Lemma I1.6.4. Seic: [a,b] — M eine glatte Kurve, sei X ein glattes Vektorfeld lings c. Dann existiert eine
Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld X. Falls X (a) = X (b) = 0 ist, so kann die Variation mit festen
Endpunkten gewdhlt werden.

Beweis. Wir beweisen als erstes den Spezialfall, dass der Support von X ist in einer Karte x: U — V enthalten,
also ¢(t) € U sobald X (t) # 0 ist. Wir definieren, vgl. Abbildung II.7,

o5, )= {nl (k(c(t) + sdeys(X (1)) c(t) €U
T c(t) c(t) ¢ U

Y(s,t):= ()Jr"d(mf( (1))

Dann gilt
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Fiir den allgemeinen Fall tiberdecken wir c[a, b] mittels endlich vieler Karten x;: U; — V; und einer zugehorigen
untergeordneten Zerlegung der Eins p;. Wir setzen X;:=p; X. Fiir ¢ = 1 machen wir die Konstruktion von oben
und erhalten eine Variation ¢ (s, ) von ¢(t) mit Variationsvektorfeld X;. Fiir ¢ = 2 setzen wir nun

a5, 1= {521 (ka(c1(s,t)) + sde, (5.0 5(X2(t))  c1(s,t) € Uz
25 c1(s,t) c1(s,t) € Uy

Wegen ¢2(0,t) = ¢1(0,t) = ¢(t) und

Oc _ oc
7;(0’ t) = dis(e(t)) k7 | (dc(t>'f2asl(0, t) + dc(t)f@z(Xz(t))> = X1(t) + Xs(2).

ist ca(s,t) eine Variation von c¢(¢) mit Variationsvektorfeld X 4+ Xs. Fir ¢ > 2 fahren wir Karte fir Karte so
fort und erhalten nach endlichen vielen Schritten eine Variation c(s,t) von ¢(t) mit Variationsfeld X. O

Folgerung I1.6.5. Sei ¢ eine glatte Kurve c: [a,b] — M. Dann ist ¢ ein kritischer Punkt des Energiefunktionals,
d.h.

d
%|s:OE(CS) =0
fir alle Variationen cs von ¢ mit festen Endpunkten, genau dann wenn ¢ eine Geoddtische fir alle t € [a, b] ist.

Beweis. Ist ¢ eine Geodétische, dann folgt %|s:0E (¢s) = 0 fiir alle Variationen ¢g von ¢ mit festen Endpunkten
aus der ersten Variation des Energiefunktionals.

Sei nun umgekehrt fiir alle Variationen c¢; von ¢ mit festen Endpunkten %‘SzoE(Cs) = 0. Wir nehmen an, dass
ein tg € (a,b) mit %c'(to) # 0 existiert. Dann existiert ein Xo € Tt ;)M mit g(Xo, %é(to)) > 0. Sei X ein
glattes Vektorfeld langs ¢ mit X (tg) = Xo. Wegen Stetigkeit von ¢t — g(X(t), %é(t)) gibt es ein € > 0, so dass
g(X(t), é(t)) > 0 fiir alle t € (to — €,to + €) C (a,b) gilt. Wir wiihlen eine glatte Funktion p: [a,b] — R mit
p(t) > 0 fur alle t € (tg — €,to + ¢€) und p(t) = 0 (Man nennt p Abschneidefunktion.). Sei Y (¢):=p(t) X (¢). Nach
dem letzten Lemma gibt es eine Variation c¢(s,t) von ¢ mit festen Endpunkten und dem Varationsvektorfeld Y.
Dann gilt

d b v

—|s=o & =— Y —¢ .

foleotte) == [T (0. et ar <o
Das ist ein Widerspruch, also gilt %c’(t) = 0 auf (a,b) und wegen Stetigkeit auf ganz [a, b]. O
Analog wie die letzte Folgerung erhélt man fiir das Wirkungsfunktional:

Folgerung I1.6.6. (Hamiltonsches Wirkungsprinzip) Sei ¢ eine glatte Kurve c: [a,b] — M. Dann ist ¢ ein
kritischer Punkt des Wirkungsfunktionals, d.h.

d
ds ‘3:05(05) =0

fiir alle Variationen cs von ¢ mit festen Endpunkten, genau dann wenn ¢ eine Losung der zugehérige Lagrange-
gleichung mV.¢ = —grad,V ist.

Bemerkung I1.6.7. Man kann die obige Variation auch direkt fiir f; L(q(t), ¢(t))dt tur allgemeine L ausrechnen
(Hier ist g(t) wieder ¢(t) in lokalen Koordinaten und erhélt ganz analog fiir Variationen mit festen Endpunkten

d b d 0L 9L\ .,
%Ls:os(cs) —_/a gkl <_dt8qk+6q’€)X dt

und damit die Lagrangegleichung. Da wir hier aber nur unsere spezielle Lagrangefunktion betrachten, haben
wir es direkt berechnet.
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Bemerkung II.6.8.

(a) Ist g Riemannsch, dann heifit
b
Lie) = [ Valeto. oy

Ldange von c. Die Linge einer Kurve ist unabhéngig von der Parametrisierung: Sei ¢: (ag,by) — (a,b) ein
Diffeomorphismus. O.B.d.A. sei ¢’ > 0. ( Man beachte: Weil ¢ eine Diffeomorphismus ist, ist ¢’(s) # 0 fir
alle s.) Dann ist é(s) = ¢(p(s)) eine Kurve mit gleicher Spur und

bo - - bo b
L(E):/ \/9(5(8),5(8))618:/ \/90’(8)29(&@(8)),é(tP(S)))ds:/ Vg(e(t), é(t))dt = Lc).

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist L(c)? < 2(b — a)E(c) und Gleichheit gilt genau dann, wenn
g(¢, ¢) konstant, also ¢ proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist.

Insbesondere hangt die Energie einer Kurve - im Gegensatz zur Lange - von der Parametrisierung ab.

Sei M zusammenhéngend. Wir definieren die Riemannsche Abstandsfunktion d: M x M — R durch*
d(p,q) = inf{L(c) | ¢ ist eine stiickweise glatte Kurve von p zu ¢}.
Dann ist (M, d) ein metrischer Raum, vgl. UA 36.

(b) Fir M™ C R™ Untermannigfaltigkeit mit induzierter Metrik ist L(c) genau die Lénge von ¢ im R™. Die
Riemannsche Abstandsfunktion stimmt jedoch nicht mit der Abstandsfunktion im euklidischen Raum
iiberein.

(¢) Fiir semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten definiert man Léngen i.A. nur fiir kausale Kurven, d.h. g(¢(t), é(t)) <
0, als

b
L) = [ V/=g(el0, oyt
Fur die Lorentzsche Abstandsfunktion definiert man dann
d(p,q) = sup{L(c) | c ist eine stiickweise glatte kausale Kurve von p zu ¢},

siehe UA 35.

Folgerung I1.6.9. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, [a,b] C R und p,q € M. Eine Kurve
c: [a,b] = M minimiert genau dann die Energie unter allen stickweise glatten Kurven, die p = c¢(a) und
q = c(b) verbinden, wenn ¢ die Linge minimiert und proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist.

Folgerung I1.6.10. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jede kiirzeste Kurve von p nach q ist eine
Geodite und wenn sie proportional nach Bogenlinge parametrisiert ist eine Geoddtische.

Bemerkung I1.6.11. Nicht jede Geodatische ist Kiirzeste z.B. die Grolkreise auf der S™.

Beispiel I1.6.12. Das Fermatsche Prinzip (nach Pierre de Fermat) besagt, dass Licht in einem Medium
zwischen zwei Punkten Wege nimmt, auf denen seine Laufzeit sich bei kleinen Variationen des Weges nicht
dndert. Die Laufzeit des Lichtes bestimmt sich im Prinzip aus der Linge der Kurve c: [a, b) — R3, parametrisiert
nach Bogenldnge bzgl. gg, auf der sich das Licht bewegt, allerdings ist zu beachten, dass sich je nach Medium
(Luft, Wasser, Glas, etc.) die Lichtgeschwindigkeit mit dem Brechungsindex n dndert: Laufzeit = f; n(c(t))dt,
wobei n: R? — (0,00) der ortsabhingige Brechungsindex ist. Fiir n = 1 (z.B. Luft) ist das genau die Linge der
Kurve im Euklidischen Raum, ansonsten kénnen wir es trotzdem als Linge der Kurve ¢ bzgl. der konformen
Metrik g = n?gg betrachten, denn dann ist L,(c) = f; Vg(é, é)dt = fab n(c(t))dt.

Im Allgemeinen: Licht bewegt sich auf lichtartigen Geodéten in einer Lorentzmannigfaltigkeit (M, h), wobei
eine Kurve c¢: I — M lichtartig heifit, falls h.)(¢(t),¢(t)) = O fiir alle ¢ ist. Lokal sieht unsere Universum
(unsere Lorentzmannigfaltigkeit) in guter Niherung aus, wie ein Produkt R x R mit Metrik g — (dt)?. Befinden
wir uns in Luft ist g = gg, in Medien mit anderem Brechungsindex g = n?gg.

In unserer Sprache heifit das, dass die Spur des Lichtes eine Geodéate ist fiir die Metrik g = ngg.

*Gilt fir eine Kurve ¢ von p nach ¢ schon L(c) = d(p, q), dann ist ¢ glatt. Weiterhin kann das ’stiickweise’ in der Definition
auch weggelassen werden. Es macht nur technische Details einfacher.
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1(2) = a — bz?

AN n =1 (Luft) T

N n = 1, 33 (Wasser) z

Abb. I1.8.: Links: Extremale Weglidnge zwischen A und B in zwei unterschiedlichen Medien — vergleiche Snells
Gesetz". Hier ist n nicht glatt, sondern hat einen Sprung. Strenggenommen fillt es somit nicht unter
unsere Voraussetzungen, da wir hier der Einfachheit immer mit glatten Metriken arbeiten. Aber
man sieht hier ganz schon, dass dafiir die Formulierung tiber das Variationsproblem sehr gut ist, da
dort die integrale noch immer Sinn ergeben. Rechts: Das blaue Rechteck soll eine Gradientenlinse*
darstellen, d.h. in diesem Bereich ist der Brechungsindex ortsabhiingig — hier n(z) = a — bz>. Sei ¢,
ein Lichtstrahl, der sich achsenparallel auf die Linse zu bewegt und diese in (0, s) erreicht. Dann wird
dieses in der Linse zur Achse hin abgelenkt und nach Austritt aus der Linse erreicht es die x-Achse
in z5. Dann gilt x; = const 4+ O(s?), vgl. UA 37/38. D.h. achsenparallele Strahlen fokussieren in
einem Punkt.

Folgerung 11.6.13. Sei (M, g) eine Lorentzmannigfaltigkeit. Jede langste kausale Kurve von p nach q ist eine
Geoddte und wenn sie proportional nach Bogenlinge parametrisiert ist eine Geoddtische.

11.7. Krimmung

Definition I1.7.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Abbildung R: X(M) x X(M) x
X(M) — X(M) mit

(X,Y,Z) = R(X,Y)Z:=VxVyZ — VyVxZ — Vy.y_viyZ
heifit Riemannscher Krimmungstensor von (M, g).
Satz IL7.2. Fir fi, fo, fs € C%(M), X,Y, Z € X(M) gilt
1. (tensoriell in den drei Komponenten) R(f1X, foY)(f3Z) = f1fofsR(X,Y)Z.
2. (Symmetrien) R(X,X)Z =0 und g(R(X,Y)Z,Z) =0 und g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)
3. (Bianchi-Identitit) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
Beweis. Durch Nachrechnen. O

Bemerkung I1.7.3. (i) Aus der Symmetrie R(X, X)Z = 0 und tensoriell in den drei Komponenten folgt
fiir eindimensionale Mannigfaltigkeiten sofort, dass R = 0 ist.

(ii) Aus tensoriell in den drei Komponenten folgt, dass R fiir jeden Punkt p € M eine Abbildung
Ry: TyM x TyM x T,M — T,M
definiert.

(iii) Interpretation von R,: Nach Satz II.5.8 kann man VxY als Grenzwert des Paralleltransports verstehen.

*https://de.wikipedia.org/wiki/Snelliussches_Brechungsgesetz, https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient-index_
optics

46


https://de.wikipedia.org/wiki/Snelliussches_Brechungsgesetz
https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient-index_optics
https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient-index_optics

1I.7. Kriimmung

Abb. I1.9.: Betrachtet man ein ’infinitesimal kleines’ Parallelogramm mit den Seitenvektoren u und v und
bewegt w mittels Paralleltransport einmal links und einmal rechts herum, dann entstehen im
allgemeinen zwei verschiedene Vektoren ’in der rechten oberen Ecke’. Deren Differenz mal Fléache
des Parallelogramms ergibt im Limes Parallelogramm— p den Vektor Ry, (u,v)w.

(iv) In einer Karte x: U — V von M um p gilt wegen V _o % =V o 2

Dzt a7 0"
o 9\ 0 P 5
R <ax ax) G =V Vo =V 2V o
ort art P
— jk Y1k ¢ m e m 0
- ( Dzt I +Zm)(ﬂm Jk = TimTi) | 522 (I1.10)
=:R¢

ijk

Wir setzen

g 0 o 0
Rijii=g (R (axax> wmz)

Dann ist R = ZT Rfjkgﬂ und wegen der Symmetrien gilt
Rijri = —Rjirn = —Rijik = Rjuk.
Definition I1.7.4. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.

1. Sei m > 1. Fiir jeden zweidimensionalen nichtentarteten Untervektorraum E C T, M (nichtentartet heifit,
dass g,(.,.)|Exe: E x E — R nicht-entartet ist.*) mit Basis (v, w) ist die Schnittkrimmung definiert als

g(R(v,w)w, v)
g(U, v)g(w7 w) - g(”? ’LU)2

sec,(E) = € Rf

Vorl. 17
2. Die Ricci-Krimmung auf T, M ist definiert als die bilineare, symmetrische Abbildung
Ric,: Tp,M x T,M — R,
mit
. 0 0 . 0 0
e (a' a') = Ricij(p) = Spur, (R ( a|> gai i oM = TpM) = Biyl) € R

(vgl. Appendix fiir die Definition der Spur)

*Das ist automatisch erfiillt, wenn g Riemannsch ist.

T Es ist g(v,v)g(w, w) — g(v,w)? = det Glspanfv,wy- Falls g = (., .) ist, ist det g|span{v,w) das Quadrat des Flicheninhalts des
durch die Vektoren v und w aufgespannten Parallelogramms.
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Bemerkung I1.7.5. Die Schnittkriimmung ist unabhéngig von der Basiswahl v, w € V.M und damit wohldefi-
niert: Sei A € GL(E). Dann ist (0 = Av, @ = Aw) eine Basis von E und wir haben, vgl. Appendix

g(R(Av, Aw)Aw, Av) _ (det A)?g(R (v, w)w,v) _ g(R(v, w)w, v)
g(Av,Av)g(Aw,Aw) - g(A”U,AU))Q (det A)z(g(vav)g(waw) - g(’u,w)Q) g(vav)g(w7w) fg(v,w)Q'

Die Menge aller Schnittkriimmungen in einem Punkt p € M bestimmen den Riemannschen Kriimmungstensor
in dem Punkt eindeutig: Da R linear in allen Komponenten ist, kann man das durch geeignete Polarisierung
nachrechnen, also sec,(span{v + w, u + z}) nachrechnen. Ahnlich wie man nachrechnet, dass eine symmetrische
Bilinearform b: V' x V' — R eindeutig bestimmt sind, wenn man alle b(v,v) fiir v € V' kennt.

Héngt die Schnittkriimmung nur von p und nicht von der Wahl E C T, M ab, schreibt man sec(p) = sec,(E),
(in Dimension 2 ist das immer so, da T, M zweidimensional ist), dann gilt

gp(Rp(v7 w)z, u) = SeC(p) (gp(w7 Z)gp(vv u) - gp(v7 Z)gp(wa u)) .

Bemerkung I1.7.6. Da Ric,: T,M x T,M — R bilinear und symmetrisch und g,: T, M x T, M — R bilinear,
symmetrisch und nichtentartet ist, existiert Ric,: T,M — T, M als der durch Ric, (v, w) = g,(Ric,(v), w)

eindeutig bestimmte Endomorphismus Sei Ric( a‘zi) > Ric! 2 3.7+ Wir haben dann

Ric;j =g (Rlc( 4 ) 6x7> ZRIC 9k

also Ricg = Ric;,g"7
Definition I1.7.7. Die Skalarkriimmung auf M definiert als

scal(p) = Spur(Ricy(.) Z Ric}( Z Ricy;(p)g™ (p) € R.

Beispiel I1.7.8. Fiir R™ mit euklidischer oder Minkowskimetrik in Standardkoordinaten ist I‘?j = 0 und damit
Rfjk =0, also R = 0. Mannigfaltigkeiten mit R = 0 heiflen flach.

Fir S™ mit induzierter Metrik gilt sec,(E) = 1 fir alle p € M und Ebenen E C T, M.

Fir H” mit induzierter Metrik gilt sec,(E) = —1 fur alle p € M und Ebenen £ C T, M.

Ist die Schnittkriimmung in einem Punkt p konstant, dann gilt in diesem Punkt

sec,(E) =sec(p) =: ¢
= Ric;; = Z Ryijg" = CZ(gklgij — grigin)g™ = c(m — 1)gy;

= Ric] = ZRiCikgkj -1 Zgzkg ~1)5]
= scal, ZRIC =m(m — 1)ec.

Bemerkung I1.7.9. Interpretation von Ric und scal (hier ohne Beweis);

(i) Die Skalarkriimmung in einem Punkt p € M™ vegleicht das Volumen kleiner Bélle in M um p (gemessen
bzgl. g) mit dem Volumen von Béllen im R™ (gemessen bzgl. gg) mit gleichem Radius:

scalp

volg(Be(p) € M) = volg(Be(p) € M) <1 C6(n—2)

e+ 0(64)> .
(ii) Die Riccikriimmung tritt dhnlich als Term zweiter Ordnung in der Taylorentwicklung der Volumenform
auf.

Lemma I1.7.10. Sei f: M — N eine lokale Isometrie zwischen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten
(M, g) und (N,h). Sei R bzw. R der Riemannsche Krimmungstensor auf (M,g) bzw. (N,h). Dann gilt fiir
XY, Z e X(M)

[R(X,Y)Z = R(f*X» YY) feZ
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11.8. Die Exponentialabbildung

Beweis. Folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Kriimmungstensors und Ubungsaufgabe 20. O

Folgerung I1.7.11. Fir den Zylinder oder Kegel im R3 mit induzierter Metrik und fir den flachen Torus
(=R?/Z?) gilt R = 0.

Folgerung 11.7.12. Weder die Sphdre S™ noch der hyperbolische Raum H"™, jeweils mit induzierter Metrik,
sind lokal isometrisch zum euklidischen Raum.

Bemerkung I1.7.13. Sei M™ C R" eine Untermannigfaltigkeit. Sei V bzw. R der zur induzierten Metrik
gehorige Levi-Civita Zusammenhang bzw. Riemannsche Kriimmungstensor. Sei I1 die zweite Fundamentalform,
also II(X,Y):=DxY — VxY fir alle X,Y € X(M). Dann erhélt man durch direktes Nachrechnen, dass fiir
alle X, Y, Z, W € X(M)

(RX, Y)W, Z) = (1I(X, Z), [I(Y,W)) = (I1(Y, Z), [1(X, W)

gilt. Insbesondere ist fiir M2 C R3 mit I1( 83“ aii) =: h;v

Rijri = hithji — hjihag.
In Dimension 2 kann wegen der Symmetrien nur Ri212 = —Ro112 = —R1221 = Ro121 nicht Null sein. Also ist
Ry221 = hi1has — highio = det hyj.

Damit ist die Schnittkriimmung fiir =¥ = T, M = span {v = %, w = %

g(R(v, w)w,v) Ry dethy;

= = =: Gaufkrimmung.
g(v,v)g(w,w) — g(v,w)?  giigez — g7,  det gy

Se€Cqg =

Vorl. 18

11.8. Die Exponentialabbildung

Bemerkung II.8.1. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Fur v € T, M bezeichnen wir
mit ¢, die eindeutig bestimmte Geodédte mit ¢,(0) = p und ¢,(0) = v. Dann gilt ¢, (t) = ¢, (at) fiir & € R: Da
Can(0) = ¢,(0) = p und ¢4, (0) = @, (0) = aw ist, reicht es zu zeigen, dass é:=c,, wieder eine Geodétische ist:

Vé(t)f:(t) = Vae, (at) @by (at) = (Ve é)(at) = 0.

Definition I1.8.2. Die Ezponentialabbildung exp,,: D, C T, M — M ist definiert als exp,(v) = ¢, (1), wobei
D,:={v € T,M | 1 ist im maximalen Definitionsbereich von ¢, }.

Bemerkung I1.8.3.
(i) exp,(0) =p
(ii) exp,(tv) = ¢t (1) = ¢y (t). Damit ist D), ist sternférmig beziiglich 0.

(iii) Das Differential dg exp,: ToDp = ToT,M — T,M ist gegeben durch den kanonischen Isomorphismus
®o: ToT,M — T, M. Sei v € T, M. Dann ist @alv € ToT, M und wir haben:

_ d d d
do exp, (g L) = dy exp,, <dt|t_o(tv)) = %|t:0 exp,,(tv) = $|t:OCv(t) = .

(iv) Die Exponentialabbildung ist glatt. Das folgt aus der glatten Abhingigkeit der Losung der Geodéatenglei-
chung von den Anfangswerten, [].

Folgerung I1.8.4. Zu p € M existiert eine offene Umgebung V, C D, C T,M won 0, so dass exp,: V, —
exp,(V,) =: U, ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Folgt aus der letzten Bemerkung und dem Umkehrsatz 1.3.24. O
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T,M

Abb. I1.10.: Die Exponentialabbildung bildet Geraden durch 0 € T, M auf Geodéten durch p ab. Geodétische
Polarkoordinaten sind bis auf die Wahl eines Koordinatensystems fiir 7}, M, also unser A, durch
(exp,) " gegeben.

Néchstes Ziel: Mit Hilfe der Exponentialabbildung ’gute’ Koordinaten in der Umgebung eines Punktes wéhlen.
Wir wihlen ein Orthonormalsystem ey, ..., e, von T,M, also g,(e;, e;) = €;0;; mit ¢; = +1. Sei A: R” — T,M
definiert durch (v',...,v™) — >, v'e;. Dann ist A ein linearer Isomorphismus. Damit erhalten wir eine Karte
r:=(exp, 0A)~ 1.

Definition II.8.5. Die mittels x:=(exp,0A)~': U, = V,:=A"'(V,) € R™ erhaltenen Koordinaten um p

nennt man geoddtische Normalkoordinaten.

Satz I1.8.6. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Seien g;;: V, — R und Ffj: Vp —
R die zu den geoddtischen Normalkoordinaten k um p zugehorigen Metrikkoeffizienten bzw. Christoffelsymbole.
Dann gilt

k(p) =0, gi;(0) = €i5ij7F?j(p) = 0.

Beweis. k(p) = 0 ist klar und g;;(0) = €;0;; folgt direkt aus Bemerkung I1.8.3.iii. Wir schreiben fur Ffj (¢) im
folgenden oft I‘fj(m =k71q). Sei v = (v',...,v™) € R™. ¢(t) = exp,(tAv) ist Geodétische mit ¢(0) = p und
¢(0) = Av. Fiir diese Geodéitische lautet die Geodétengleichung in geodatischen Normalkoordinaten:

0 = &*(t) + I (x(t)d’ ()i (t)
mit 2¥(t) = k¥(c(t)) = tv*. Also gilt fiir t = 0

0=0+Y TF(0)v'/
ij

fiir alle v € R™. Daraus folgt T'¥;(0) = 0 fiir alle 4, j, k. O

Folgerung 11.8.7. In geoddtischen Normalkoordinaten gilt fiir die Taylorentwicklung der Metrikkoeffizienten
gij: Vp >R um0
gij () = €055 + O(|z[?).

Beweis.

09ij
11(2) = 9550) + 2 52.0) + O(( )
€05 + xkgij,k(o) +O(|z]?)
Bew. v. Satz 2.
2R 6y + ah (T,:(0)915(0) + T (0)ga (0) + O(f?)

eidij + O(|z[)

Satz 11.8.6

Satz 11.8.6

Satz I1.8.8. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. In geoddtischen Normalkoordinaten gilt
1

3Rikjl(0)xkxl +O(|z]?).

9i3(x) = €ibij +
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11.9. Jacobifelder

Beweis. Bis zur ersten Ordnung haben wir die Gleichheit schon in der letzten Folgerung nachgerechnet. Wir
miissen die zweiten Ordnungsterme, also %gij,kl(O)a:kxl berechnen:
Aus gij 1 =10 gm; + L3 Gim (vgl. Bew. v. Satz 11.2.8) und FZ(O) = 0 erhalten wir

gizkt = I35 1(0)gm;(0) + T'F5 1 (0)gim (0).-
Wegen des Satzes von Schwarz ist ¢;;x; symmetrisch in & und [, also
ikt = I'75,0(0)gm; (0) + I'5,1(0)gim (0) = T35 1, (0)gm; (0) + L7} £(0)gim (0). (IL.11)
Wir zeigen als néchstes, dass
% ,(0) + T ;(0) +T% .(0) =0 (I1.12)

gilt:
In geodétischen Normalkoordinaten sind die Geraden ¢t — tz durch 0 Geodétische mit Geoditengleichung
> Ffj(tm)xixj = 0 Differentiation nach ¢ in ¢t = 0 ergibt

d i
ah:o E Ffj(tx)x ) = E I‘l]l
ij

ijl

Das ist ein Polynom dritten Grades und Koeffizientenvergleich liefert genau Gleichung (11.12).
Weiterhin ist nach (I1.10) Ry, (0) = I, ,(0) — T}, ,(0), also

Ryt (0) = (T 1,(0) = T'77 5(0))gm; (0).- (I1.13)
Insgesamt haben wir nun

6gij.k1(0) =" 3(I'); 1(0) + I 1(0))gm; (0) + 3(I'y5,(0) + T77 1.(0)) gmi(0)

UL (307 ,(0) + T4 (0) — 2T77,(0) — 2rz3 2(0))gim; (0)
+ (3T%5,(0) + 77 . (0) — 217} 1 (0) — 2T'35 (0))gmi(0))

torsionsfrei

)
2l (P (0) + T34 (0) — 2073 4 (0)) g (0)) + (T4 (0) + T2 (0) — 2073 5 (0))gimi (0))
U2 o0 (0) = T 5(0)) gy (0) + 2(T7% 1 (0) = T2 (0))gni (0)

(IL.13)
2szlj + 2Rk]lz

11.9. Jacobifelder

Ziel: Wir wollen das Verhalten von Geodéten mit 'nah beieinander liegenden’ Anfangswerten untersuchen. Also
Fragen wie: 'Streben die Geodéten dann eher voneinander weg oder aufeinander zu’? Da die Geodéatengleichung
nichtlinear ist, ist das a priori nicht leicht zu beantworten. Deshalb schauen wir uns nur die ersten Ordnungseffekte
an, d.h. wir linearisieren die Geodétengleichung.

Definition I1.9.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Variation c: (—e,€) x I — M
(vgl. Definition 11.6.2) heifit geoddtische Variation lings c(t):=c(0,t), falls fiir jedes s € (—¢,¢€) die Kurve
cs: t > c(s,t) eine Geodétische ist.

Bemerkung I1.9.2. Sei c¢: [a,b] = M eine Geodétische, tg € [a,b], p = c(tp).

Sei v: (—e,€) — M eine glatte Kurve mit p = (0)
und sei X ein glattes Vektorfeld ldangs ~ mit
X(0) = ¢é(to). Dann ist c(s,t) = exp, () (tX(s))
eine geodétische Variation. Alle geodéatischen Va-
riation sind wegen Eindeutigkeit von Geodétischen
in dieser Form darstellbar.
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Bemerkung I1.9.3. Sei J(t):=-2¢(0,t) das Variationsvektorfeld zu einer geoditischen Variation c(s, ). Dann
gilt

2
VV o torsionsfrei (vgl. Erste Var. von E - Satz 11.6.3) V V 0
— | Jit)= ———— t)|s= = — t)]s=
<dt) ()= T a 9515 Dls=o dt ds a5 V=0
Def. vonR X Vv 0

0 0 0
ds ﬁﬁc(s,t) |5:0 + R (atc(o,t), agc(O,t)) &C(O,t)
—_——
=0 da alle ¢; Geod.

= R(é(t), J(1))é(t)-

Definition I1.9.4. Sei ¢: I — M Geodétische. Die Gleichung

2
(Z) J(8) = R((1), T (1)ét)

heifit Jacobigleichung und deren Losungen heiflen Jacobifelder ldngs c.

Bemerkung I1.9.5. Nach obiger Bemerkung sind Variationsfelder von geodéatischen Variationen Jacobifelder.
Wir werden spéter sehen, dass alle Jacobifelder so gewonnen werden kénnen.

Satz I1.9.6. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I — M eine Geoddtische, to € I.
Fiir alle v,w € Ty0)M gibt es genau ein Jacobi-Feld J lings ¢ mit J(to) = v und %J(to) = w. Insbesondere
ist die Menge der Jacobifelder lings ¢ ein 2m-dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Sei eq(to), .. .,em(to) eine Basis von T,,)M. Durch Parallelverschiebung lings ¢ erhalten wir eine
Basis e1(t), ... en(t) von T,)(M). Setze J(t) = v'(t)e;(t). Dann gilt (%)2 J(t) = ©°(t)e;(t). Weiterhin ist

R(e(t), J(£))é(t) = v R(&(t), e;(1)e(t).

=aj’.ei(t)
Also ist J genau dann ein Jacobifeld, wenn @' = v7 a§- fiir alle ¢ gilt. Das ist ein lineares gewo6hnliches
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung. Damit existieren Losungen auf ganz I und sind durch die Wahl
der Anfangswerte eindeutig bestimmt. O

Beispiel I1.9.7. (Die 'uninteressanten’ Jacobifelder) Sei (M, ¢) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer
Geodétischen c. Dann ist das Vektorfeld J(t):=(a + bt)¢(t) mit a,b € R ein Jacobifeld, wegen

2
<Zﬁ> J =02 L b R(e,6)é = —R(¢, J)e

J ist das Varationsvektorfeld zur geodétischen Variation
c(s,t) = c(t+ s(a+bt)) = c((1 + sb)t + sa),
also einfach einer Schar von Umparametrisierungen von c.

Beispiel I1.9.8. Ist M flach, also R = 0, dann lautet die Jacobigleichung:

(Z)z J(t) = 0.

Also sind alle Vektorfelder der Form X (t) + tY'(t) mit X,Y parallel lings ¢ Jacobifelder. Nach Satz I1.9.6 und
Satz I1.5.4 (Ex. und Eind.satz von parallelen Vektorfeldern) sind das schon alle Jacobifelder.

Satz I1.9.9. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: I = [a,b] — M eine Geoddtische und sei X
ein glattes Vektorfeld lings c. Dann ist X genau dann ein Jacobifeld lings c, wenn X das Variationsvektorfeld
einer geoddtischen Variation ist.
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Beweis. Dass das Variationsvektorfeld einer geodéatischen Variation ein Jacobifeld ist, wissen wir schon. Sei nun
X ein Jacobifeld lings ¢. O.B.d.A. sei 0 € T (den allgemeinen Fall erhédlt man dann durch Verschieben). Sei
~v: (—€,€) = M mit v(0) = ¢(0) und 4(0) = X(0). Sei 71 das parallele Vektorfeld langs v mit 7;(0) = ¢(0) und
n2 das mit 72(0) = ¥ X (0). Wir setzen n(s):=n1(s) + sn2(s) und c(s, t):= exp.(5)(t1(s)). Da exp einen offenen
Definitionsbereich hat und [a, b] kompakt ist, ist cs(¢) = ¢(s,t) fir hinreichend kleine |s| und alle ¢ € [a, b]
definiert. Fiir alle solchen s ist ¢,(t) dann eine Geodétische und

c(0,1) = exp,(q) (t7(0)) = exp (o) (£¢(0)) = ¢(t).

Also ist ¢(s,t) eine geodétische Variation ldngs c. Sei J das zugehorige Jacobifeld. Dann bleibt zu zeigen, dass

J(0) = X(0) und ¥ J(0) = ¥ X(0) ist, denn dann folgt nach Satz 11.9.6 X = J.

dc d d .
J(0) —%(070) = £|s=0 eXp'y(s)(O) = £\s=07(3) =4(0) = X(0)
\% _V dc - E% o z n; parall. _ Y
%J(O) —%%(0’0) = s ot (0,0) = ds|s=o7l(5) = "mn(0) = th(O)-

O

Insbesondere sieht man im Beweis des letzten Satzes, dass man die geodétische Variation zu einem Jacobifeld J
langs ¢ mit J(tp) = 0 derart wihlen kann, dass ¢;(to) = c(s, to) = ¢(to) fiir alle s gilt.

Lemma I1.9.10. Sei J: I — TM ein Jacobifeld lings einer Geoddten c, seity € I. Sei J(tg) L ¢(to)" und
Y J(to) L ¢(to). Dann gilt J(t) L é(t) und Y J(t) L &(t) fir allet € 1.

Beweis. Es ist

d \Y . metrisch \Y% 2 . v \ .
ﬁg (dtj’ c) =g ((dt) J, c) +g %J, $c
~~

=0
Jacozbigl.g(R(c,’ j)C, C) Symm.:von R 0.
Also haben wir

\% . v .\ metrisch d . v .
0=g (dtJ(to),c(to)> =g (dtJ’ ) = —g(Je)+g|J, —¢
=0

dt dt
—~—
und damit g(J(t),é(t)) = g(J(te), ¢(to)) = 0. O

Folgerung I1.9.11. Sei die Geoditische ¢ nicht lichtartig, also g(¢,¢) # 0. Dann ist To)M = Ré(t) @ é(t)*F
und die Menge aller Jacobifelder lings c ist

R-¢cpR-t¢ & {Jacobz'felder J lings ¢ mit J L ¢, zJ 1 c'} .
— dt

die ’uninteressanten’

Beweis. Ist v € Ty (M). Dann ist v = %é(ﬂ +w mit w € &(t)*. Sei J ein Jacobifeld. Dann ist J
durch seine Anfangswerte J(to) und 3 J(to) bestimmt. Wegen Linearitéit der Jacobigleichung kénnen wir
die Anfangswerte und damit das Jacobifeld in den ’uninteressanten’ Anteil und in den aus Lemma I11.9.10

zerlegen. O

Beispiel 11.9.12. Die letzte Folgerung stimmt nicht fiir lichtartige Geodéten: Sei ¢ eine lichtartige Geodétische
in (R2,(.,.)). Dann ist insbesondere é¢(t)1 = Ré(¢). Sei z.B. X ein lichtartiges paralleles Vektorfeld lings c,
welches linear unabhéngig von ¢ ist. Dann ist X [ ¢. Da X parallel und R = 0 ist, ist X ein Jacobifeld.

Fiir die Berechnung von ’interessanten Jacobifeldern’ auf Rdumen konstanter Schnittkriimmung brauchen wir
noch Hilfsfunktionen:

*wobei v L w die Kurzschreibweise fir g, (v, w) = 0 fiir v,w € Tp M ist
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Definition I1.9.13. Sei x € R. Die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen s, c.: R — R sind
definiert durch

ﬁ Sin(\/ET), k>0 cos(ﬁr), k>0
Sk (r):= T k=0 ¢ (r):= L =0
—_sinh(y/]x|r), K<O0 cosh(v/|k|r), k<0

%l

Bemerkung I1.9.14. Es gilt £s2 +¢2 =1, s\, = ¢, ¢l = —KS,, 5.(0) =0 und ¢, (0) = 1.

K

Beispiel 11.9.15. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung x. Sei ¢
eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische. Sei X ein paralleles Vektorfeld ldngs z mit X L ¢. Wir
setzen J(t):=(as,(t) + bck(t)) X (t) mit a,b € R. Dann ist

2
(CZ) J = (a8, + bé) X = —k(as, + be) X = —kJ.

Nach Polarisation der Schnittkriimmungsdefinition fiir konstante Schnittkrimmung x gilt R(X,Y)Z =
k(g(Y,Z2)X — g(X,Z)Y), also:

R(¢,J)é = (as,; + be)R(¢, X)é = (as, + beg)w(g(X, ¢) ¢ — g(¢,¢) X) = —kJ.
-0 =1

Damit ist J ein Jacobifeld.

Satz I1.9.16. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Sei v € T,M derart, dass die
Geoditische c,(t) = exp,(tv) firt € [0,1] definiert sei. Sein € T,M = T;,T,M und sei J das Jacobifeld lings
¢y mit J(0) = 0 und ¥J(0) = 1. Dann gilt

diy exp, (1) = @ far t € (0,1].

Insbesondere ist
ker(dy, exp,,) = {Jacobifelder lings c,(t) | J(0) =0, J(1) = 0}

Beweis. Wir betrachten die geodétische Variation c(s,t):=exp,(t(v + sn)). Das zugehérige Varationsvektorfeld
sei X::%|5:0. Da X ein Jacobifeld mit

0 —0 d
_ e Ot:()i

T |s=0exp,(0) =0 = J(0)
und

v V Oc V dc \Y \Y
£X(0) = %%(0,0) = £a(070) = £|S:O(U+Sn) =n= aJ(O)

ist, gilt wegen Eindeutigkeit der Jacobifelder bei gegebenen Anfangswerten, dass X = J ist. Also gilt
diy exp, (1) = i\s:o exp, (tv + sn) = i|S:0c(st_1,1f) = t_1£|szoc(s,t) =t1J(t).
ds P ds ds
O
Definition I1.9.17. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢c: I — M eine Geodétische. Dann

heiflen t1,t € I, t1 # to konjugierte Punkte lings -, falls es ein nicht-triviales Jacobifeld J ldngs ¢ mit J(¢1) =0
und J(t2) = 0 gibt.

Folgerung I11.9.18. d, exp,, ist genau dann nicht invertierbar, wenn p und exp,(v) konjugierte Punkte lings
exp,,(tv) sind.

Beweis. Da d, exp,: T,T, M = T, M — T, M linear ist, ist es genau dann nicht invertierbar, wenn es nicht
injektiv ist. Mit letztem Satz folgt so die Behauptung. O

Beispiel I1.9.19. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung K = . Sei
cy: I — M eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische. Sei t; = 0 € I. Nach Beispiel 11.9.15 haben
Jacobifelder die Form J(t) = (as.(t) + bek(t)) X (t), wobei X ein paralleles Vektorfeld langs c ist.
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x <0 Jacobifelder haben maximal eine Nullstelle. Es gibt also keinen konjugierten Punkte und d, exp,, ist fiir
alle v im Definitionsbereich von exp,, invertierbar.

m

# >0 Die zu to konjugierten Punkte sind #o + % fir m € Z \ {0}. Auf der Sphére sind also insbesondere p und

—p entlang jeder Geodéten konjugiert.

Satz I1.9.20. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c: [to,t1] — M eine Geoddtische und
seien c(to) und c(t1) langs ¢ nicht zueinander konjugiert. Dann ist die lineare Abbildung

A: {Jacobifelder lings ¢} — Tepo) M © T )M, J = (J(to), J(t1))
bijektiv.

Beweis. Injektivitat folgt, da c(tp) und c(t1) ldngs nicht zueinander konjugiert sind. Da beide Rdume 2m-
dimensional sind, folgt auch die Surjektivitét. O

Lemma II.9.21. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M und v € T,M. Die Geoddtische
c(t) = exp,(tv) sei auf [0,b] definiert. Dann gilt g(dy, exp,(n),¢(t)) = g(n,v) firn € T,M = T, T, M.
Beweis. Sei zunéichst 7 = v. Dann ist dy, exp,(v) = %|s=0 exp,,(tv + sv) = %|s=oc(t + s) = ¢(t). Dann gilt

g(de exp, (), ¢(t)) = g(é(t), é(t)) Gicod g(v = ¢(0),v). Sei nun 7 L v und sei J das Jacobifeld langs ¢ mit
J(0) =0 und 3, J(0) =n. Da J(0) L ¢(0) = v und ¥J(0) L v gilt J(t) L é(t). Weiterhin gilt nach Satz 11.9.16
dyy exp,(n) = t=1J(t) fiir t > 0. Zusammen gilt dann

9(de expy(n), ¢(t)) = g(t~" I (1), (1) = 0 = g(n, v).

O
B,(0)

T,M

Abb. II.11.: Wihlt man auf 7, M Polarkoordinaten (r, p):=(r, @1, ..., ¢m—1) mit (e,,, e,,) = ;5. Dann bleiben
die Geraden 7 + (1, ) auch nach Anwenden von exp, Geodéten, vgl. Bem. I1.8.3. Damit kénnen
wir Lemma I1.9.21 anwenden und erhalten, dass g in den Koordinaten (r,¢;) die Form g, = 1
und g,,, = 0 hat.

11.10. Mehr zur Riemannschen Geometrie
Vorl. 22

11.10.1. Injektivitatsradius

Definition I1.10.1. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Der Injektivitdtsradius in
p € M ist definiert als

inj(p):=sup{r | exp,|p,(0): B-(0) = exp,(B,(0)) ist Diffeo },

wobei B,.(0):={z € R™ | ||z|? < r?} ist.
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Beispiel 11.10.2. (i)

Abb. I1.12.: Fiir diese Untermannigfaltigkeit verstanden mit der induzierten Metrik ist r1 > 7. Insbeson-
dere haben wir inj(p) — 0 fir d(p1,p) — co.

(ii) Auf der Sphére S™ C R™ mit Radius 1 ist der Injektivitatsradius in jedem Punkt 7.
(iii) Gibt es von einem Punkt p € M eine Geodéte v: [0,1] — M mit v(0) = v(1) = p. Dann ist inj(p) < L(y).
Bemerkung I1.10.3. Nach Folgerung I11.8.4 gilt inj(p) > 0.

Lemma I1.10.4. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir 0 < r < inj(p) gilt exp,(B,(0)) = B.(p):={q €
M | d(p,q) <r}.

Beweis. Sei ¢ = exp,(v) mit [|[v|| < 7. Dann ist ¢ — exp,,(tv), t € [0, 1] eine Geodétische von p nach ¢ der Léinge
lv]| < r. Damit ist d(p,q) < r und damit ¢ € B,(p).

Sei andererseits ¢ ¢ exp,(B,(0)). Wir betrachten eine Kurve : [0, L(y)] — M, nach Bogenlinge parametrisiert,
von p nach ¢. Diese muss exp,(B,(0)) zuerst in einem Punkt verlassen, sagen wir ¢ = 7(tp). Wir wiéihlen
fir B,(0) € R™ Polarkoordinaten (r,¢1,...,¢m-1) =: (r,¢) und erhalten mittels exp, Polarkoordinaten
fiir exp,(B,(0)). In diesen Koordinaten gilt nach Lemma 11.9.21 fiir die Metrikkoeffizienten g,(v) = 1 nach
Definition von exp,, und g,,, = 0. Damit gilt

L(7) > L(v

to
0

ot0]) = / VeG4 dt > / 57 (1)t = " (tg) — 77 (0) = 1.

Damit ist d(p,q) > r und ¢ € B,(p). O

Folgerung I1.10.5. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei 0 < r < inj(p). Dann kann jeder
Punkt in q € B,-(p) mit p mittels einer eindeutigen minimalen Geoddten verbunden werden.

Beweis. Sei g € B,(p). Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes v € R™ = T, M mit |jv|| = d(g,p) < r, so dass
exp,(v) = ¢ ist. Damit ist ¢ > exp,(tv), t € [0,1], eine minimale Geodétische von p nach ¢. Das gibt die
Existenz. Andererseits kann jede minimale Geodéte von p nach ¢ derart parametrisiert werden, dass sie die
obige Form hat. Die Eindeutigkeit von v gibt die Eindeutigkeit der minimalen Geodéten. O

Folgerung I1.10.6. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Sei 0 < r < inj(p). Dann ist B, (p)
offen in M.

Beweis. Sei 0 <r <1’ <inj(p). Dann folgt die Behauptung aus exp,(B,(0)) = B.(p), exp, |5, (o) Diffeomor-
phismus und B,/(0) offen in R™. O

Folgerung I1.10.7. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und (M,d) der zugehorige metrische Raum.
Dann ist die durch d erzeugt Topologie auf M gleich der urspriinglichen Topologie. Insbesondere ist die Abbildung
d: M x M — R damit stetig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass offen bzgl. der topologischen Mannigfaltigkeit gleich dem offen bzgl. der
Abstandsfunktion d ist.

Sei zundchst U C M offen bzgl. d. Dann gibt es fiir jedes p € U ein r(p) > 0 mit B, (p) € U. O.B.d.A.
sei 7(p) < inj(p). Dann ist B, () (p) offen in M und damit als Vereinigung offener Teilmengen auch U =
UpGUBr(p) (p)

Sei andererseits U C M offen bzgl. der topologischen Mannigfaltigkeit M. Sei p € U. Sei U’ C U Nexp,(B,(0))
offen wobei 0 < 7 < inj(p). Setze V = exp, ' (U’). Dann ist V eine offene Umgebung von 0 in R™. Damit gibt
es ein 7’ € (0,7) mit B,.(0) €V und es gilt B,(p) = exp,(B,+(0)) C U. O
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11.10.2. Vollstandigkeit

Definition I1.10.8. Sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Wir nennen
(M, g) geoddtisch vollstindig in p, falls exp,, auf ganz T), M definiert ist, d.h. alle Geodétischen durch p sind auf
ganz R definiert.

Satz I1.10.9 (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, seip € M.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) (M,g) ist geoddtisch vollstandig in p.

(2) (M,g) ist geoddtisch vollstandig in allen g € M.

(8) Die Balle B,(p) sind fir alle r > 0 kompakt.

(4) (=2 Heine-Borel-Figenschaft”) Die Bdlle B,.(q) sind fir alle r > 0 und alle ¢ € M kompakt.
(5) (M,d) ist vollstindig als metrischer Raum, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

(*) Ist (M, g) geoddtisch vollstandig, dann lisst sich jeder Punkt ¢ € M mit jedem Punkt p € M durch eine
minimale (=langenminimierende) Geoddte verbinden.

Folgerung I1.10.10. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstindig.

Beweis. B.(p) C M ist als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes M wieder kompakt. Damit folgt
nach dem Satz von Hopf-Rinow die Behauptung. O

Folgerung I1.10.11. Gibt es auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) eine eigentliche (=Urbilder
kompakter Mengen sind kompakt) Lipschitzfunktion f: M — R, dann ist M wvollstindig.

Beweis. Wir zeigen die Bedingung (3) in Hopf-Rinow: Sei C:=B,.(p). Dann ist C' beschriankt und abgeschlossen.
Da f Lipschitz ist, ist auch f(C) beschrinkt. Also C' C f~![a,b] fiir ein geeignetes kompaktes Intervall [a, b].

Da f eigentlich ist, ist f~![a, b] kompakt und damit ist auch C als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge selbst kompakt. O

Bemerkung I1.10.12. Die Abstandsfunktion zu einem gegebenen Punkt d,: M — R, g — d(p, q) ist eine
Lipschitzfunktion, denn nach Dreiecksungleichung ist |d,(x) — dp(y)| = |d(z,p) — d(y,p)| < d(z,y). Damit gibt
die letzte Folgerung ein Kriterium um Vollstandigkeit zu zeigen, in dem man schaut, ob die Abstandsfunktion
zu einem gegebenen Punkt eigentlich ist.

Beweisschema zu Satz I1.10.9.
iterativ:
Folg. 11.10.5  zwischen je zwei Punkten
ex. min. Geodate

Geodite ¢: (a, 8) - M
fortsetzbar iiber B
falls 3¢(B), ¢(B)

z.z. p; € Br(p) hat konv. Teilfolge

(2\47 d) VOHSt. metr. Raum verwendet (*): 3 min. Geodéte von p nach p;

fithrt zu Konvergenz der Geodéten
d-Cauchyfolge C BR(Q)\

A-Ungl.

B, (q) kompakt Vr > 0,q € M <= B, (p) kompakt Vr > 0

geod. vollst. in allen ¢ € M — . geod. vollst. in p

Beweis von Hopf-Rinow. (*): Sei ¢ € M. Gilt sogar q € Biyj(,)(p), dann wissen wir nach Folgerung I1.10.5, dass
es eine minimale Geodéte von p nach ¢ gibt. Sei nun g & Binj(») (p). Seien v stetige, stiickweise glatte Kurven
von p nach ¢ mit L(yg) = d(p, q) + € mit €, — 0. Wir wihlen 0 < 79 < inj(p). Dann ist nach Lemma I11.10.4
Sro(p):={z € M | d(p,z) =10} = exp,(S™ ' (ro)) und damit kompakt. Sei gx der erste Schnittpunkt von

*Heine-Borel-Eigenschaft = Jede beschrankte abgeschlossene Menge ist kompakt
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mit Sy, (p). Wegen Kompaktheit von S, (p) besitzt die Folge g eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert sei
z € Spy(p). Wegen
d(p,q) < d(p,qr) + d(gk, q) < L) < d(p, q) + €k

gilt mit k£ — oo
d(p,q) = d(p, 2) + d(z,q).

Sei v die minimale Geodétische, die p und z verbindet und nach Bogenlidnge parametrisiert ist. Da nach (1)
(M, g) geodatisch vollstandig in p ist, lasst sich v auf das Intervall [0, d(p, ¢)] fortsetzen. Es bleibt zu zeigen,
dass vy: [0,d(p,q)] = M eine minimale Geodéatische von p nach ¢ ist:

Wir setzen I:'={t € [0,d(p,q)] | d(p,v(t) = ¢,d(p,7(t)) +
d(y(t),q) = d(p, q)}. Nach obigen Uberlegungen ist [0, 7] C
1. Wegen Stetigkeit ist I abgeschlossen. Sei ty maximal
derart, dass [0, o] C I gilt. Es ist zu zeigen, dass tg = d(p, q)
ist, denn dann ist insbesondere v(d(p, q)) = q.

Annahme: tg < d(p,q). Sei ¢ = y(to). Wir wihlen r; <
min{d(p, q) — to,inj(¢’). Dann finden wir wie oben ein ¢’ €
Sy, (") mit d(¢’, ¢ ) +d(q,q) = d(q’,q). Sei y1 die minimale
nach Bogenlidnge parametrisierte Geodétische von ¢’ nach s,
q'. Sei z ein Punkt auf dieser Geodétischen. Wegen

d(p,z) < d(p,q') +d(q',2) = d(p,q') + d(q'q) — d(z,q) = d(p,q) — d(z,q) < d(p,2)

folgt d(p, z) = d(p,q') + d(q', z) und d(p, q) = d(z,q) + d(p, z). Also gilt insbesondere d(p, q) = d(p,q') + d(q’, 7)
und damit realisiert die aus Kurve 7/0,%] und 71 zusammengesetzte Kurve den Abstand d(p,¢) und ist damit
selbst eine Geodétische. Wegen Eindeutigkeit der Geodétischen bei vorgebenen Anfangswerten muss dies die
Geodatische (g, ¢)+r,] sein. Also ist [0,%9 +71] C I, was den gesuchten Widerspruch liefert.

(1) = (3): Da in metrischen Rdumen, Kompaktheit gleich Folgenkompaktheit ist, reicht es zu zeigen, dass jede
Folge p; € B,.(p) eine konvergente Teilfolge besitzt. Nach (*) existieren minimale Geodétische v;(¢) mit ;(0) = p
und v(t;) = p;, wobei 0.B.d.A. die v; nach Bogenlidnge parametrisiert seien, also t; = L(vy;) = d(p,p;) < r.
Die %;(0) sind Einheitsvektoren in T,M. Da S™~1(0) C T,,M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge
4, (0) = v € S™1(0) € T,M. Wegen t;; € [0,r], gibt es auch hier wieder eine konvergente Teilfolge
ti;, — T €[0,r]. Wir setzen ¢:=exp,(Tv) und es gilt

Yk

kli_)n;opijk = kli)ngo exp,(ti; Yi;, (0)) = expp(kli_)n;<> ti; Yi;, (0)) = exp,(Tv) = q.

(3) = (4): Seien alle Bélle B,.(p) kompakt fiir 7 > 0. Sei ¢ € M und R > 0. Dann gilt nach Dreiecksungleichung

BR(Q) c BR—Q—d(p,q) (p)

Damit ist Br(q) als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge Br4(p,q)(p) selbst wieder kompakt.

(4) = (5): Seien alle Bélle B,(¢q) kompakt. Sei p; eine Cauchyfolge in (M,d). Dann gibt es ein R > 0 mit
p; € Br(p) fur alle i. Da Br(p) kompakt ist, konvergiert die Folge.

(5) = (2): Sei c: (a,8) = M eine Geodatische mit maximalem Definitionsbereich und nach Bogenliange
parametrisiert. Wir wollen zeigen, dass («, ) = R gilt. Dazu nehmen wir an, dass § < co. Dann gibt es eine
Folge t; € (v, ) mit ¢; — B, und es gilt

d(e(ti), e(t;)) < L(e

Also ist ¢(t;) eine Cauchy-Folge in (M, d). Wegen Vollstandigkeit, existiert ein eindeutiges ¢ € M mit ¢(t;) — ¢
fir i — oo.

[ti,tj]) = |ti - tj"

Wir zeigen als néchstes, dass auch der Limes von ¢(t) fiir ¢ — S existiert: Sei k = equ_lz UCM-—-VC

TyR™ = R™ eine Karte von M um ¢ mit x(g) = 0. Sei r > 0 derart, dass B,(0) C V ist. Sei a:=k o ¢ fiir
t € (B —¢ B) wobei ko clg_cpy € Br(0). Setze a:=i. Dann gilt nach Geoditengleichung:

ak =ik = — Z Ffj(x)ii:tj =— Z Ffj (z)a‘a?
ij ij
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Da B,.(0) kompakt ist, gibt es ein C' mit [T'};(z)| < C fiir alle 2 € B,.(0). Damit ist

(**)
ja"| <m*Cllalfpa < Cglé,¢) = C

=1

fiir ein C’ > 0, wobei (**) folgt wegen: Alle Normen des R™ = T, R™ sind dquivalent, also insbesondere die
Maximumsnorm auf 7, R™ und die Norm des Skalarproduktes (exp; g), auf T,R™. Damit gibt es fiir jedes

z € B,(0) ein C(x) > 0 mit ||v]2,.. < C(x z)(exp; 9)«(a,a) = C(x)g(d; exp,(a) = d; exp,(2) = ¢,¢) fiir alle

a € T,R™. Hier hiangt C(z) von z ab. Da aber g, stetig in p ist, kann auch C(z) stetig gewahlt werden. Da
B, (0) kompakt ist, folgt die Existenz von C’. Damit haben wir

t;
/t -

J

< 'ty —ti

la(t;) — ats) lmax = | / ) <

Also bilden die a(t;) = ©(t;) eine Cauchyfolge und konvergieren somit gegen ein eindeutiges A € R™. Damit
setzt sich sowohl ¢ als auch ¢ in 8 fort. Nach Existenz von Geodétischen kann somit ¢ auch auf eine Umgebung
von 3 fortgesetzt werden. Widerspruch.

(2) = (1): trivial

O

Da fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten geodétisch vollstdndig und metrisch vollstdndig nach Hopf-Rinow
aquivalent sind, spricht man oft nur von vollstdndigen Mannigfaltigkeiten.

11.10.3. Zweite Variation des Energiefunktionals

Ziel: Wir wissen aus Abschnitt 11.6, dass kritische Punkte des Energiefunktionals genau die Geodétischen sind.
Wissen wir mehr iiber die kritischen Punkte, kénnen wir im Allgemeinen mehr tiber Geodétische aussagen und
andersherum. Ist z.B. eine Geodétische minimal, so muss beziiglich aller geodétischen Variationen mit festen
Endpunkten, die zweite Variation der Energie nichtnegativ sein. Wir berechnen eine Formel fiir die zweite
Variation der Energie und beschrénken uns dabei auf Variationen mit festen Endpunkten:

Satz I1.10.13 (Zweite Variation der Energie). Sei M eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ¢: [a, b] —
M eine Geoditische und cs eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten. Sei X das zugehdrige Variationsvek-
torfeld. Dann gilt

2 b
galeare) = [ (o (50, 5X0)) - s ROCO 00000, X () ) ar

Beweis. Im Beweis der ersten Variationsformel des Energiefunktionals, s. Satz 11.6.3, hatten wir

d b Ve, Bes
2 2(e) */a g (m o ) dt.

Damit haben wir

d2|€ OE

/b vvacg| N \V/ vacg| "
ds di 95 =0 ¢) T 9 "ds ot #=0

X,
dt
b VYo dt+/b (R(X, )X, )dt+/b Vi,V x)a
LI\ atds 9s 0 . @de at” dt ‘

Mittels
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b b
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erhalten wir die Behauptung. O

Bemerkung I1.10.14. Ist c: [a,b] — M minimale Geodétische und ¢, eine Variation von ¢ mit festen
Endpunkten. Wegen der Minimalitit ist L(c) < L(cs) fiir alle s. Es ist L(cs) < 2(b — a)E(cs) (nach Cauchy-
Schwarz) und L(c) = 2(b — a)E(c), da ¢ Geodéatische und damit proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist.
Insgesamt ist also: E(c) < E(cs) fiir alle Variationen ¢, mit festen Endpunkten und damit %E:OE (cs) > 0.

11.10.4. Satz von Bonnet-Myers

Definition I1.10.15. Sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Durchmesser
von (M, g) ist definiert als

diam (M, g):=sup{d(p,q) | p,q € M}.

Beispiel I1.10.16. Ist dim M > 1, dann ist diam(M, g) € (0, o0].
diam(S™, gs¢) = 7, diam(R™, gg) = oo

Lemma I1.10.17. Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist
diam(M, g) < oo genau dann, wenn M kompakt ist.

Beweis. Sei M kompakt. Dann ist auch M x M kompakt. Damit ist d: M x M — R beschrankt und nimmt
sein Maximum an.

Sei diam(M, g) < co. Dann gibt es ein R > 0 mit Br(p) = M. Da M vollsténdig ist, folgt mit dem Satz von
Hopf-Rinow, dass M kompakt ist. O

Satz I1.10.18. (Bonnet-Myers)
Sei (M™,g) eine vollstindige und zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei k > 0, so dass
Ric> k(m —1)g, d.h Ricy(v,v) > k(m — 1)g,(v,v) fir allep € M und v € TyM. Dann ist M kompakt und

T
diam(M) < —.
() <
Bemerkung I1.10.19. Sétze, wie Bonnet-Myers, bei denen man Kriimmungsschranken annimmt, werden
i.A. bewiesen, in dem man die zu untersuchenden Gréflen man denen des Raumes vergleicht, in dem diese
Kriimmungsschranken angenommen werden. Deshalb nennt man das auch Vergleichsgeometrie.

Beweis von Bonnet-Myers. Fiir p,q € M mit p # ¢ setzen wir L:=d(p, q), wobei d die Riemannsche Abstands-
funktion ist. Da (M, g) vollstédndig ist, gibt es nach dem Satz von Hopf-Rinow eine minimale, nach Bogenldnge
parametrisierte Geodétische c¢: [0, L] — M von ¢(0) = p nach ¢(L) = q.

Sei e € T, M mit e L ¢(0) und gp(e,e) = 1. Sei e(t) das zugehorige parallele Vektorfeld lings c. Wir setzen

X (t):=sin (%t) e(t).

Sei cs(t) = exp,)(sX (). Dann ist ¢, (¢) eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten. Da ¢ minimale Geodétische
ist, haben wir 0 = %|5:0E(cs) und
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0 SC;L;LS:OE(CS) (Bem. 11.10.14 /OL (g ((ZX(t)7 ZSX(t)> - g(R(X(t),c‘(t)),c’(t)7X(t))> dt
_ / : <g (% cos (%t) e(t), % cos (%t) e(t)) — sin? (%t) g(R(e(t), é(1)), é(t), e(t))) dt
OL 2
_ /O (;co& (54) —sin? (1) g(R(e(t),é(t))é(t),e(t))) dt.

Startet man mit einer Orthonormalbasis eq, ..., emn—_1,¢(0) und summiert obige Gleichungen fiir e = e; iiber i,
dann erhilt man

0 S/OL (m — 1)%2 cos? (%t) — sin? (%t) Ric(¢(t), é(t)) | dt

>(m—1)k
L2 ™ T
<(m — 1)/0 (LQ cos? (ft) — sin? (Zt) I<L> dt
172 — kL2
<(m—1)-
Also ist L < % und damit diam(M) < % Nach Lemma I1.10.17 ist (M, g) dann kompakt. O

Beispiel 11.10.20.
M = 5™ mit g = a?gs, a > 0. Dann gilt

. . 1 . 1 1
Radius = «, diam(M) = ar, sec = pel Ric = g(m —1)g,scal = Em(m —1).

11.10.5. Weitere Beispiele fiir Satze der Vergleichsgeometrie

Es folgen ein paar weitere Beispiele fir Vergleichssitze. Fiir Beweise vgl. z.B. [3].

Satz I1.10.21. (Satz von Hadamard) Sei (M, g) eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Schnittkrimmung, also sec,(E) fir alle p € M und alle affinen Ebenen
E C T,M. Dann ist exp,: T, M — M ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist M diffeomorph zu R"™ mit
n = dim M.

Bemerkung I1.10.22. M ist einfach zusammenhdngend, falls M zusammenhéngend ist und jede geschlossene
Kurve c: S — M stetig in eine konstante Kurve deformiert werden kann (d.h. es gibt eine stetige Abbildung
é: 81 x[0,1] = M mit &t,0) = c(t) und &(¢, 1) = p fiir ein p € M).

Bsp: S! und Torus sind nicht einfach zusammenhingend. R™, S™ fiir n > 1 sind einfach zusammenhingend.

Satz I11.10.23. Sei (M™,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > x(m — 1)g. Sei

- S™ k>0
M™:={R™ k=0
H™ k<0

versehen mit der Standardmetrik fiir k = 0 bzw. das 7\/|n|—chhe der Standardmetrik fir k # 0. Dann ist M
vollstandig und hat konstant Schnittkrimmung k. Sei B,. C M ein Ball mit Radius . Dann ist

vol(B,(p))

vol(B,.)

monoton fallend in r und fir r — 0 ist der Grenzwert 1.
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Bemerkung I1.10.24. (Volumina) Sei (M, g) Riemannsch. Sei k: U C M — V C R™ eine Karte von M. Sei
gij die Metrik in den lokalen Koordinaten (z',...,2™) zu k. Dann ist vol(U):= [, dvolg:= [, \/det g;;dz.
Méchte man vol(M) bestimmen, nimmt man Uberdeckung mit Karten k,: U, — V, und eine zugehérige

Zerlegung der Eins p, und setzt:
vol(M):= Z/ (Pa 0 iy 1)y /det gt da.
a Va

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der (kq, po) und damit ist vol(M) wohldefiniert.

Ahnlich ist auch das Integral von Funktionen F': M — R durch

Fdvol, = F)ok, 1), /det g% dx.
/]V[ Vog ;Aﬂ((pa )O'%a ) etgzj T

Satz von Gauf-Bonnet: Fiir eine kompakte orientierbare zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit gilt
fiir die GauBkrimmung K: M — R:

/ Kdvol, = 2mx(M)(:=2m(2 — 2g)),
M

wobei g das Geschlecht der Flache (=Anzahl der Locher) und x (M) die Eulercharakteristik ist.
Fiir die Kugel S? C R3ist ¢ = 0, x = 2 und K = 1. Es muss also vol(S?) = 47 gelten. Das ist auch so, denn: Wir

wihlen F': (¢,7) € (0,2m) x (=5, 5) = V = (cosp cos,sin g cos1p,sin ). Das ist eine Parametrisierung von

52 bis auf eine Nullmenge. Deshalb ist vol(M) = vol(F(V)) = [, \/det gs;dpdy = fOQTr f_%i cos Ydpdi = 4.
2

Satz I1.10.25. (Satz von Topogonov) Sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung > k. Seien v;, i = 1,2, nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische mit v1(0) = v2(0). Sei 11
minimierend. Falls k > 0, sei zusdtzlich Lg(y2) < T

Sei (N, h) eine vollstindige zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit konstanter Krimmung £ mit zwei nach
Bogenlinge parametrisierten Geoddtischen 71 und Yo mit 41 = 7. Es gelte Ly(v;) = Lp(%:) =: €; und
9(11(0),42(0)) = ~(71(0),72(0)). Dann gilt

disty(y1(01),72(¢2)) < distn(71(01), 72(£2))-

Satz I1.10.26. (Sphdrensatz von Berger 1961) Sei (M™,g) eine vollstindige einfach zusammenhingende
Mannigfaltigkeit mit 1 > sec > i. Dann ist M homdéomorph zur S™.
Bemerkung I1.10.27. (i) Der Sphérensatz wire nicht mehr richtig, wenn man nur 1 > sec > 1. Ein

Gegenbeispiel ist dann der CP" = $2"+1 /S fiir m = 2n mit der durch $?"*! induzierten Metrik.

(ii) Da es exotische Sphiren gibt, erhdlt man nicht direkt die Aussage, dass M diffeomorph zur S™ ist.
Der Beweis erfordert andere Techniken und wurde es viele Jahre spéter erbracht unter Verwendung von
Riccifluss-Techniken:

Satz 11.10.28. (Differenzieller Sphirensatz von Brendle/Schoen 2007 [2]) Sei (M™,g) eine vollstandige
einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit 1 > sec > %. Dann ist M diffeomorph zur S™.

I1.11. Einsteingleichungen
11.11.1. (r,s)-Tensoren

In der (multi-)lineare Algebra.

Definition I1.11.1. Ist V ein K-Vektorraum und V* sein Dual. Dann ist ein (r, s)-Tensor eine multilineare
Abbildung

Vix..xV*eVx...xV =K.

r—mal s—mal
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Fiir ¢ € T/ (V) und ¢ € T72(V) definiert man das Tensorprodukt ¢ ® v € T, 72(V') durch

s1+s2
1 1 - 1
e@p(ut, U T2 g sy )i =e(ut vy, v )0 T TR g g s sy )

Das Tensorprodukt 771 (V) @ T32(V') definieren wir als den linearen Span aller ¢ ® v mit » € 77*(V) und

¢ € Tr2(V), wobei Elemente Y, ¢} ® ¢f und 3 ; @) @1} als identisch betrachtet werden, wenn sie als lineare
Abbildungen identisch sind.*

Beispiel I1.11.2. (i) Die Dualitdtspaarung (.,.): V* x V — K ist ein (1, 1)-Tensor.
(ii) Die (semi-)Riemannsche Metrik g,: T, M x T,M — R in p € M ein (0, 2)-Tensor.

Bemerkung I1.11.3. (i) T9(V) = V*, T3 (V) = V (V** wird mittels des kanonischen Isomorphismus mit
V identifiziert.)

(i) Ist eq,...,en eine Basis von V und € die zugehérige Dualbasis, dann ist
{ej, ®...®e;, @™ @...@ | 1 <ji ki <m}
eine Basis von T7 (V). Damit ist dim 77 (V) = m" 5.

(iii) Die obige Definition von ¢ ® 1 induziert eine lineare Abbildung 771 (V) ® Tr2(V) — T11 2 (V). Das ist

S1+82

ein Isomorphismus. Insbesondere kann man so 77 (V) mit VO @ (V*)®:=V ®... VoV *®...@ V"

r—mal s—mal
identifizieren.

(iv) Fiir ¢ € T{(V) gibt es genau eine lineare Abbildung ®: V — V mit

o(w,v) = (w,®(v)) Yo e Vw e V™.

In Diffgeo. Fiir eine Mannigfaltigkeit haben wir in jedem Punkt p € M einen ausgezeichneten Vektorraum
T, M (Das Dual ist T,y M — der Kotangentialraum.) Nun wollen wir aber noch die Zusatzstruktur einbauen, dass
sich der Punkt glatt 4ndern kann (ganz analog, wie wir von Bilinearformen zu (semi-)Riemannschen Metriken,
gekommen sind:

Dafiir noch kurz zum Kotangentialraum:

Bemerkung I1.11.4. Fiir Vektorfelder haben wir zuerst das Tangentialbiindel TM = U,T,M als Menge
definiert und es dann mittels Karten dk: U%:= Uperr TpM — V% x R™ fiir Karten x: U® — V" zu einer
glatten Mannigfaltigkeit gemacht, vgl. Satz 1.3.15. Seien (2!, ...,2™) die zugehérigen Koordinaten, dann ist
dk’ = dx?, vgl. Definition I1.1.2.

. P —1
Wir nennen ®,,: U® x R™ P e R (d—)> U C TM eine Trivialisierung des Tangentialbiindels 7'M und

Vektorfelder sind glatte Schnitte von TM'. Der Vektorraum der glatten Schnitte von TM wird oft T'(T M)
bezeichnet - es ist also X(M) = T(TM).
Ganz analog kann man auch das Kotangentialbiindel 7" M definieren: 7" M:= U, T) M mit Karten

Skt Upers TEM —VE x R™

(0.0 = () alrlad vl )

(fiir 5: U" — V* Karte von M wie oben) zu einer Mannigfaltigkeit machen. Die Einschrankung dx auf T, M
bezeichnen wir - in Analogie zu d,x mit d,k.

Glatte Schnitte in 7 M, sogenannte 1-Formen sind dann glatte Abbildungen a: M — T*M mit a(p) € Ty M
in lokalen Koordinaten 2z auf U C M ist z.B. dz’: p € U + dz'|, eine 1-Form. Weiterhin ist fiir eine glatte
Funktion f: M — R die Abbildung df : TM — C*(M) fir jedes p € M durch eine lineare Abbildung, ndmlich
die Tangentialabbildung d, f: T, M — R gegeben. Damit kann df als Schnitt in 7% M verstanden werden. Jeder
Schnitt in 7*M kann als lokal* endliche Summe >, hidf; fiir glatte Funktionen f;, h;: M — R geschrieben

*So gilt z.B. fir o, 8 € K, dass ¢1 ® B91 + a2 @ Y1 = (Be1 + ap2) ® Bip1.

TDas ist ’Biindelsprache’ - mehr dazu (Biindeltheorie) in Diffgeo II. TM und die nachfolgenden Biindel gehéren zur den
sogenannten Vektorbiindeln.

lokal endlich = fiir jedes p € M sind héchstens endlich viele Summanden ungleich Null
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werden (folgt direkt daraus, dass lokal die dz* eine Basis bilden und man eine zugehérige Zerlegung der Eins
verwenden kann).

Der Raum der 1-Formen I'(T* M) wird auch oft mit Q!(M) bezeichnet.

Einer der wichtigsten Unterschiede zwischen Vektorfelder und 1-Formen ist das Tranformationsverhalten unter
Koordinatenwechsel:

Fiir Vektorfelder gilt 5= |p gf; (p )ax] |p, vel. (1.3), fiir 1-Formen dy’|, = OI] ( Ydz?|,, vel. (11.2).

Aus mehreren Kopien von (Ko-)Tangentialbiindeln kann man sich neue Biindel - sogenannte Tensorbiindel
bauen:

Definition II.11.5. Das (r, s)-Tensorbiindel ist die Menge

TTM:=TM®..9TMOTM®..T+M:=Uyeny T,M&...0 ,MOTM®...0 Ty M

r—mal s—mal r—mal

s—mal

als Mannigfaltigkeit mittels der Karten

Upetrn oM ® ... @ T,MOTIM® ... @ TEM = Ve x (R™® ... @ R™)
—_——— —

r—mal s—moal r+s-mal

(p, (V1, ..., op,uty . u®)) = (K(p), dpk(v1) @ ... @ dpk(v,) @ Spu' @ ... @ pu’)
fiir Karten x: U® — V" des Atlasses von M.
Wohldefiniertheit folgt aus der Linearitdt der Abbildungen d,x und 6,k.

Definition I1.11.6. Ein (r, s)-Tensor ist ein glatter Schnitt im Tensorbiindel, also eine glatte Abbildung
T:M — TiM mit T(p) € TM®@.. @ T,M@TyM®...®T, M. Der Vektorraum aller (r,s)-Tensoren

r—mal s—mal

bezeichnen wir mit 7] M:=L'(T7 M).
Beispiel 11.11.7.

Vektorfeld (1,0)-Tensor

VX fiir ein Vektorfeld X | (1,1)-Tensor

(semi-)Riemannsche Metrik | (0,2)-Tensor
Riemannsche Kriimmung | (1,3)-Tensor

Eine (semi-)Riemannsche Metrik kann man alternativ auch direkt als (0,2)-Tensor g defineren, fiir den g(p) fur
jedes p € M symmetrisch und nicht-degeneriert ist.

Die Aussage, dass VX ein (1,1)-Tensor ist, kodiert z.B. die Eigenschaft, dass V tensoriell in der ersten
Komponente.

Bemerkung II.11.8. Wie man das von Vektorfeldern kennt hat man auf (r, s)-Tensoren, die folgenden
Operationen:

(i) Addition: 7" M x T/ M — T M, (T + S)(p):=T(p) + S(p)

(if) Multiplikation mit glatten (reellwertigen) Funktionen: C°(M) x TJM — TJM, (f,T) — fT mit
fT(p):=f(p)T(p). Es gilt f1(foT) = (f1f2)T und (f1 + fo)T = /T + foT

Das macht 7 M zu einem C*°(M)-Modul.
Es kommt nun noch die Operation des Tensorprodukts hinzu 7'M ® T2 M — ﬂlfgzzM (o, 0) = 1.

Bemerkung I1.11.9. In lokalen Koordinaten z',...,2™ auf U C M bilden 37% ®...0 al% ®drh ®...®@dxls
fiir 1 <y, 51 < m eine Basis des C*°(U)-Moduls aller (r, s)-Tensoren, d.h. jeder (r, s)-Tensor auf U kann als

;11 ;T 831 ®...® 52 ®da? ® ... ®dz’* fiir glatte Funktionen f;ll;z geschrieben werden.

Bemerkung I1.11.10. Der Vektorraum V und sein Dual sind zwar isomorph, aber es gibt keinen natiirlichen
Isomorphismus zwischen beiden (anders als bei V und V**). Haben wir auf unserer Mannigfaltigkeit allerdings
eine (semi-)Riemannsche Metrik, kénnen wir mit dieser Zusatzstruktur einen solchen Isomorphismus zwischen
T, M und T; M mittels T,M — T; M, v~ g,(.,v) auszeichnen und damit auch einen zwischen Vektorfelder
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und 1-Formen mittels X(M) — QY(M), X ~ g(., X). Man muss sich noch iiberlegen, dass dies wirklich ein
Isomorphismus ist, folgt auch wieder lokal mittels einer Abbildung der Basen (definiert tiber Koordinaten)
aufeinander abgebildet werden. Diese Konstruktion hatten wir im Spezialfall schon in Bemerkung I1.3.2
ausgefiihrt, als wir fiir eine glatte Funktion f: M — R aus der 1-Form df das Vektorfeld grad, f konstruiert
hatten. In lokalen Koordinaten x? auf U C M ist die Abbildung X(U) — Q(U) durch

0
oz’

f — fgida’

gegeben.”

Ganz analog kann man die (semi-) Riemannsche Metrik g nutzen, um Tensoren aus 7. (M) mit solchen aus
T5 (M) mit r + s = 1" + ¢’ zu identifieren. In lokalen Koordinaten wird so z.B. aus aus einem (2,0)-Tensor

507 © 5oy ein (1,1)-Tensor f9g;, 5% © dak.

Auch das haben wir eigentlich schon mal durchgefiihren, als wir Ric(p): T,M x T,M — R betrachtet haben.

Wegen Bilinearitét ist Ric ein (0, 2)-Tensor - lokal gegeben durch Ricijdxi ® dz?. Mittels der Metrik hatten wir
daraus einen (1, 1)-Tensor gemacht - lokal gegeben durch Ric), 52 ® da? mit Ric;; = g**Ric],.

Ableiten von Tensoren. Das folgende gilt, sofern nicht anders gesagt, ist eine Definition fiir beliebige affine
Zusammenhénge V:

Wir nehmen an, wir haben einen affinen Zusammenhang auf Vektorfeldern (z.B. den Levi-Civita Zusammenhang
fiir (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeiten) Ein Erweiterung dieses Zusammenhang auf Tensoren sollte:

auf Vektorfelder mit dem urspriinglichen {ibereinstimmen

Fiir X € X(M) sollte Vx eine Abbildung von 7, M in sich selbst sein.

Vx(T®S)=VxT®S+T®VxS.

Fiir a € Q'(M) sollte V kompatibel sein mit der Ableitung auf Vektorfeldern und Funktionen: Fiir
Y € X(M)ist a(Y) € C(M) (o € Ty M). Funktionen kénnen wir in X-Richtung ableiten. Also fordern
wir

X(a(Y)) = (Vxa)(Y) + a(VxY).

(Funktionen kann man als (0, 0)-Tensor betrachten. Dann wére V auf (0,0)-Tensoren gegeben durch

Vx(f) = X(f) = df(X).)
Mit diesen Forderungen ist die Erweiterung schon auf alle Tensoren erweitert und wir haben z.B.

Bemerkung I1.11.11. Sei S ein (0, s)-Tensor. Dann ist V.S der (1, s)-Tensor gegeben durch

(VxS)(Yi....,Ys) =X(S(V1,....Y.) = Y _SM,...,VxY;,....Yy)
=1

fir alle X,Y; € X(M). Analoge Formel gilt auch fur (r, s)-Tensoren. Das kann man sich iiberlegen, in dem man
sich das lokal auf sogenannte Elementartensoren, also Tensoren der Form aus Bemerkung I1.11.9 iiberlegt und
dann fortsetzt.

Lemma I1.11.12. Ein affiner Zusammenhang ist genau dann metrisch bzgl. einer (semi-)Riemannschen
Metrik g, wenn Vg =0 gilt (d.h. Vxg =0 fir alle X € X(M)).

Beweis. (Vxg)(Y1,Y2) = X(g(Y1,Y2)) — g(VxY1,Ys) — g(Y1,VxYs). O

Lemma I1.11.13. (2. Bianchi Identitit) (VzR)(X,Y)W + (VxR)(Y,Z)W + (VyR)(Z, X)W =0

*Auch f”“% — f'dx® ist ein Isomorphismus. Er ist aber keine gute Wahl, weil er stark von den gewahlten Koordinaten
abhangt - er hat nicht das nétige Tranformationsverhalten, um in neuen Koordinaten ganz analog definiert zu sein.

65

Wegen (fT)®S =T (fS) = f(T®S) fir f € C°(M), T, S Tensoren, sollte V die Leibnizregel erfiillen:

Vorl. 27



II. (Semi-)Riemannsche Geometrie

Beweis. R ist ein (1,3) Tensor. Es gilt

(VZR)(X,Y)W =Vz( RX, Y)W )—R(VzX, Y)W -R(X,V;Y)W—  R(X,Y)V;W
——— —_———
[V, Vy W=V xyW Vx,Vy|VzW-Vix y]VzW

=[Vz,[Vx, Vy]]W = R(VzX,Y)W — R(X, VY)W + R(VxY, Z)W — Vx,v},z1W.

Hierbei ist in Anlehnung an die Lieklammer von Vektorfeldern [Vx,Vy] = VxVy — Vy Vx.
Ist T eine Abbildung in die man 3 Vektorfelder einsetzt, setzen wir T die Summe der zyklischen Permutationen,
also 6T(X,Y, Z) = T(X,Y, Z)+T(Z,X,Y)+T(Y, Z, X). Z.B. ist 6T fir (X, Y, Z) = [X, [Y, Z]] identisch Null
- dank der Jacobi-Identitit, vgl. UA 39(ii)(c). Desweiteren ist nach der (1.) Bianchi Identitét, vgl. Satz 11.7.2,
S(R(X,Y)Z) = 0. Damit ist

S((VzR)(X, Y)W = (8[Vz, [Vx, Vy])(W).
Schreibt man jedoch (&[Vz,[Vx, Vy]]) einfach mal aus sieht man, dass dies identisch Null ist. O
Bemerkung I1.11.14. In lokalen Koordinaten z* schreibt man oft (mit % =0;) (VorR)(0},0k)0¢ =: R;kl;r&v.
In dieser Schreibweise ist dann R, + R,;.; + Rfj;., = 0 die zweite Bianchi Identités.
Bemerkung 11.11.15. Eine (1,1)-Kontraktion ist die eindeutige C°(M)-lineare Abbildung C: T{H(M) —

C°(M) mit C(X ® a) = «a(X) fir alle X € X(M) und o € QY(M). Das induziert eine Kontraktion
Ci: TS (M) — TI (M) durch

C;(S)(Xl,...7XT717O[1,,..‘,OZS,1) = C(S(Xl,...,Xifl,_,Xi,...,erl,al,...,aj,l,_,aj,...,as,l)).

Kontraktionen, die wir schon kennen, sind Ric = C3(R) und scal = C(Ricé-) mit Ricj» = g'*Ric; (also:
scal = g% Ric;; - dies nennt man metrische Kontraktion). Man kann zeigen, dass das Bilden einer Kontraktion
(metrisch oder 'normal’) mit der Ableitung von Tensoren kommutiert.

Divergenz.

Definition I1.11.16. Die Divergenz eines Vektorfeldes X € X(M) ist die glatte Funktion divX:=Spur(Y —
VyX).

Bemerkung 11.11.17. Im R” ist divX = %f: genau die Divergenz, die man aus Analysis kennt, z.B. aus dem
Divergenzsatz: Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und v in jedem Punkt von 02 der innere
Einheitsnormalenvektor. Dann ist
/ divX = (X,v)
Q 20

~ 'Divergenzfreie Groflen haben immer etwas mit Erhaltungsgréfien zu tun’
Wir brauchen die Verallgemeinerung auf symmetrische (0, 2)-Tensoren:
Definition I1.11.18. Sei S ein symmetrischer (0,2)-Tensor. Dann ist div(S) ein (0,1)-Tensor in lokalen
Koordinaten gegeben durch
(divS); = ¢"* Sinsi(= 6" (Va, S )ir)-

Beispiel I1.11.19. (M, g) (semi-)Riemannsche Mannigfaltigkeit.

(i) divg = 0, da schon Vg = 0.

(ii) Fir f e C*(M) ist div(fg) = df:

div(fg) = ¢*(Vo, (f9))irdz’ = g% g;0; fda' = 0; fda' = df.

(iii) Zweite Bianchi-Identitét: R;kl;i + Riu;j + Rfjl;k =0.
Kontraktion tiber s und ¢ liefert

[C,V]=0 . .
__ps s s __ ps s s v s L .
0=Rjp.s + Rrgyj + Rojie = Bjpiys + Riaryy — Ry = ikiys T Rickr; — Ricjik
il . .
0 =g’ (R;kl;s + Ricy; — Ricjig)
[C,V]=0

il i
= ¢'9°" Rjpir;s + ¢’'Ricy,; —scaly,
—_———

=(divRic)y
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Wegen gjlgs’" ikir;s = gjlgs’“erkj;s = QSTRilk;s = ¢°"Ric,k;s = (divRic)y, folgt divRic = %dscal.

scal

Der Einstein-Tensor, gegeben durch G:=Ric — g, ist dann divergenzfrei. (In Dimension 2 uninteressant,

da dann identisch Null.)

11.11.2. Allgemeine Relativitatstheorie

Zur Motivation: Man wollte eine Theorie die Gravitation mit der speziellen Relativitétstheorie (in der sich
z.B. die Elektrodynamik formulieren ldsst) zusammenbringt bzw. als Limes beide Theorien enthélt:

Newtonsche Graviationstheorie:
e Allgemein in der Newtonschen Theorie: absolute Zeit

e (Newtonsches) Relativitdtsprinzip: Alle Bezugssysteme (Bezugssystem = Festlegen der raumlichen Koor-
dinaten und eines Zeitnullpunkts), die durch Translation, raumliche Rotation auseinander auseinander
hervorgehen oder gleichférmig zueinander bewegt sind, sind dquivalent (= alle Naturgesetze haben fiir
alle Beobachter die gleiche Form).

e Eine (sich moglicherweise zeitlich verdndernde) Masseverteilung p(t, ) erzeugt ein Graviationspotential

1 bestimmt durch: (8(2;2 + a(ii)Q + 6(22)2) 1 = 4nGp. Ist unsere Masseverteilung einfach nur ein

(idealisiertes) Punktteilchen der Masse M im Punkt y € R®, ist p(t, ) = Md, und ¢ (¢, z) = — X wobei
r = |y — x| ist (=Newtonsches Gravitationsgesetz fiir ein Punktteilchen/Planet).

Spezielle Relativitdtstheorie (SRT):

e Lichtgeschwindigkeit ist konstant (hdngt insbesondere nicht von Geschwindigkeit der emitierenden Quelle
ab). Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit in allen Bezugssystemen gleich.

e Wihrend man in der Newtonschen Theorie, ’beliebig schnell” kommunizieren kann und damit einen
Begriff von Gleichzeitigkeit hat (=alle Uhren zu einer Zeit ’beliebig genau’ synchronisieren kann), ist
Kommunikation nun durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzt. Das bedeutet fiir die Synchronisation von
Uhren: In einem Bezugsystem kann ich Uhren synchronisieren (ich weif3 ja, wie lange das Licht irgendwo
hin braucht), aber diese Synchronisation wird vom Bezugssystem abhéngen.

e Es gibt immer noch das Relativitdtsprinzip, aber es gibt kein absolutes System von Gleichzeitigkeit mehr.

Beobachter 14, D0P2¢hter 2 i fostem Abstand zu Beobachter 2

Abb. I1.13.: Wie synchronisiert ein Beobachter seine Uhren? Hat ein Beobachter 2 eine Uhr in einem festen
Abstand zu sich, schickt er einen Lichtstrahl (gelb im Bild) los zu dieser Uhr. In dem Moment,
wo dieser Lichtstrahl an dieser Uhr ankommt (roter Punkt), wird er dort zurtickgeschickt. Der
Beobachter hat die Zeit gemessen, die zwischen Abschicken und Zuriickkommen des Lichtes
vergangen ist. Da die Lichtgeschwindigkeit konstant ist, hat das Licht die Hélfte dieser Zeit
gebraucht, um zu Uhr zu gelangen. Zur Hélfte der vestrichenen Zeit, war der Beobachter
gerade in dem olivenen Punkt. Also gibt die olivene Gerade das Jetzt des zweiten Beobachters
zum olivenen Zeitpunkt an. Hat der Beobachter 2, den Geschwindigkeitsvektor x, so ist die
olivene Gerade x+ = {y € M | (z,y)r, = 0}. Macht man das gleiche mit Beobachter 1 geben
zur griilnen Gerade parallele Geraden ein Jetzt des Beobachters.
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Testteilchen t =10 Beobachter
z X
)
2!

Abb. II.14.: Relativgeschwindigkeit v = *ﬁ — x von z fiir den Beobachter mit Geschwindigkeit z. (Der

Winkel von x zur t = 0 Ebene ist immer der gleiche wie der der Zeitachse zur z=.)

e SRT wird im Minkowskiraum M beschrieben. Ein Beobachter/ein Testteilchen ist eine zukunftsgerichtete
zeitartige Kurve v: I — M mit (¥,4), = —1 (zeitartig: ((¢),%(¢))r < 0 und zukunftsgerichtet: 4°(¢) > 0).
Die Geschwindigkeit 4 des Beobachters hat damit insbesondere nicht nur rdumliche Komponenten sonderen
auch eine zeitliche (* "Vierervektorformalismus’).

e Kinematik: Fiir einen Beobachter mit Geschwindigkeit = spielt sich das Jetzt (alles was sich fiir den
Beobachter gleichzeitig ist) nicht in der ¢t = const Ebene ab, sondern in z+:={y € M | (z,y); = 0}. D.h.
dass er die Geschwindigkeit z eines Teilchen i.A. nicht wie im Newtonschen als z —  wahrnimmt, da i.A.
2z —a & ot ist, vgl. Abbildung I1.14. Das heiBt, was der Beobachter # mit der Relativgeschwindigkeit v
wahrnimmt, ist ein Teilchen mit der Geschwindigkeit:

xr+v
1—<’U,’U>L'

e Dynamik: Newtonsch wird Dynamik druch Kréfte/Impulse beschrieben — Impuls=Massex Geschwindigkeit.
Definieren wir nun analog den Impuls mit der Geschwindigkeit z des Teilchens im Minkowskiraum als
p = Mgz, wobei mg die Ruhemasse des Teilchens ist [Ist das Teilchen in Ruhe, also v(t) = (¢, 0), dann ist p =
(my, 6)] Der Impuls wird nun Energie-Impuls-Vektor genannt und oft statt als Vektor als 1-Form definiert:
p:=— mg(z,.)r. Analog wie in der Kinematik kann der Beobachter mit Geschwindigkeit z nur in der
z-Ebene beobachten. D.h. beobachtet er ein Teilchen mit Ruhemasse mg und der Relativgeschwindigkeit
v hat das Teilchen den Impuls:

~ me(z+v,.)L
1— (v,v)p, .

Ist das Teilchen relativ zum Beobachter in Ruhe, ist v = 0 und damit E:=p(z) = mg (E ist die Energie,
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1, in der Ruhe: E = moc?). Im allgemeinen bewegten Zustand ist allerdings

Mo

Bi=plw) = 1—(v,v)p,

— und damit abhingig von der Relativgeschwindigkeit. Die Energie ist der Teil des Energie-Impuls-Vektors
der parallel zu z ist. Der Teil des Energie-Impuls-Vektors der in x* liegt, ist der (Dreier)Impuls. Um
also im Allgemeinen die Ruhemasse zu beobachten, muss neben der Energie auch der (Dreier)Impuls
beobachtet werden.
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Allgemeine Relativitdtstheorie (ART):

Betrachte auf einer gekritmmten Raumzeit (= 4 dimensionale Lor-
entzmannigfaltigkeit) zwei nahe beieinanderliegende Teilchen A
und B. Beginnend seien ihre Geschwindigkeiten parallel und gleich
grof} (macht Sinn als approximativen Konzept fir Punkte die sehr
nahe sind) und sie bewegen sich auf Geodétischen. Obwohl die
Geschwindigkeiten am Anfang identische Vektoren sind, &ndert
sich der Abstand zwischen zwei Teilchen. Wenn man nun nicht
weil, dass der Raum gekriimmt ist, ist es als ob eine Kraft die
Teilchen zusammen zieht — die Gravitationskraft.

Die Grundidee: Gravitation ist keine 'Kraft’ an sich, aber ein Resultat der Kriimmung der Raumzeit (wirklich
der Raumzeit und nicht nur des Raumes).

e Wenn Raumzeit gekriimmt ist, macht das Konzept der relativen Geschwindigkeit nur noch im gleichen
Punkt der Raumzeit Sinn.

e Da Gravitation durch Masse erzeugt wird, sollte die Raumzeit von der Masseverteilung abhidngen.

e Jedoch ist schon in der SRT Masse kein absolutes Konzepte, sondern vom Beobachter abhingig (vgl.

Ruhemasse vs. relative Masse). Deshalb sollte die Raumzeit nicht nur von der Masseverteilung sondern
der Masse- zusammen mit der Impulsverteilung (diese bildet zusammen den Energie-Impuls-Tensor)
abhéngen. (Umgedreht beeinflusst die Raumzeit dann aber noch in die Bewegungsgleichungen fiir die
Materie- /Energieverteilung ein und beeinflusst so wieder den Energie-Impuls-Tensor.)

Wichtigste Frage: Wie kann so ein Energie-Impuls-Tensor aussehen - ist er beliebig/kann alles vorkommen?

I.A. nicht, da man irgendeine Form von Energie-Impuls-Erhaltung haben will.

Da die ART im Limes die Newtonsche Gravitationstheorie und spezielle Relativitdtstheorie zuriickgeben
soll, macht es Sinn sich als Beispiel den Energie und Impuls (bzw. die zugehérigen Dichten) einer Strémung
anzuschauen. (Alternativ geht z.B. auch Elektrodynamik.)

Beispiel I1.11.20. Perfekte Fliissigkeit (keine Viskositét, kein Warmeaustausch, nur Druck) [Das Beispiel soll
zeigen, dass das relevante Objetkt, was die Kraft/den Impulsfluss beschreibt, durch einen (0, 2)-Tensor gegeben
ist. Das ist nichts Spezielles fiir Flissigkeit sondern stimmt ganz analog fiir die Kontinuumsmechanik - da ist es
der Spannungstensor.]

e Newtonsch (nichtrelativistisch): Stromungsvektor v, Druck p, Dichte p (alles orts- und zeitabhéngig),
j = pv ist die Impulsdichte. Ist die Dichte variabel so strémt aus dem Gebiet Q C R? die Masse

/ pvd&':/div(pv).
19) Q

Wegen Massenerhaltung ist also die Anderung der in Q enthaltene Masse

3,0 d _/dl
o ot dt )" v(pv)

und wir erhalten

Op
E—f—le( pv) =0 (Kontinuitatsgleichung).

Also ist j eine Art 'Massenstromdichte’ Wegen Inkompressibilitét ist dive = 0. Der Druck p erzeugt
eine Kraft auf die Fliissigkeit* und damit erzeugt eine Druckénderung eine Anderung der Kraft pro
Fliche(=einer Impulsdichtenéinderung). Impulserhaltung ergibt'

d(pv .
(c?t ) = —gradp, (Eulergleichung)
*fiir mehr dazu siehe:
TMeistens wird die Eulergleichung als p% = —grad p geschrieben, folgt aus der Gleichung hier zusammen mit der Kontinuitats-

gleichung.
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wobei v = v(t,z1(t),22(t), z3(t)) und % die totale Ableitung (L¥ = ZX + 019X jst,

Fiir die Anderung der k-ten Impulskomponente haben wir dann

/ / A(pv*) Bulergl. _/ Uia(PUk) [ 9
o Q ozt Q Oxk

0 Gauf 0 )
= div(v® pv /div —) = / Py 4+ p—r0)dd zz/ Pk
== [ aitotpe) = [ aivtogZ) 2 [ potorpglas = [

mit
pv vt +p pvlv2 pvlv3
P = pv2o! pv?v? +p pv2fu3
pvivl pviv?  puded +p

Aus der Matrix P} definieren wir P(z,y) = p(v,z){v,y) + p(x,y) — einen (0,2)-Tensor. Analog wie j
oben eine Massestromdichte ist, ist P der Impulsstromdichtetensor. (Die 1-Form P(z,.) gibt den Impuls
an, der pro Zeit- und Fldcheneinheit durch eine Fldche mit Normalenvektor x flieit.) Obwohl die Indizes
von P apriori eine andere Bedeutung haben, der eine kommt mit der Stromrichtung und der andere mit
der Tmpulskomponente, ist P symmetrisch (hier klar wegen Newton 3).

Die Energie der Fliissigkeit setzt sich aus der kinetischen Energie plus der Ruheenergie die aus der Masse

kommt*. Die Energiedichte ist dann E = ’”2—’2 + p und die Energiestromdichte (’"’ + p)v.

e Relativistisch: Nicht der Impulsvektor alleine muss behandelt werden, sondern er zusammen mit der Ener-
gie/Masse (vgl. SRT oben). Entsprechend fassen wir den Impulsstromdichtetensor und Energiestromdicht
zum Energie-Impuls-Tensor T' zusammen: Beobachter z misst am Energie-Impuls-Tensor Impuls und
Energie, wobei das Messen wieder in 2t verliuft. Fiir u € o+ sollt T(u,.) also wieder die Impulsform
sein, die pro Zeiteinheit durch eine Fliche mit Normale u fliet. Also soll —T'(u,.) eingeschrinkt auf x*
wieder den (Dreier)Impuls geben.

Ist der Beobachter x selbst der Stromungsvektor, darf fiir diesen keine Energie flieen:

T(z,xz) =0 falls z € 2
T'(z,z) =p
T(z,w) = —p(z,w) falls z,w € x*.

Da T noch immer ein symmetrischer (0, 2)-Tensor werden soll, bestimmt das T als
T(X,Y)=(p+p) X, V)Y, V)L = p(X,Y)L,

wobei V' das Stromungsvektorfeld ist.
Test fiir den Fall oben (Beobachter=V

):
T(Z,V)=0 falls ZeV*
(v, ><p+m p=p
W) =

T(Z, —p(Z, W) falls Z, W e V*.

Wegen Energie- und Impulserhaltung ist 7" divergenzfrei!
Erhaltung von Energie und Impuls <> divT = 0. Wollen wir also eine verniinftige Gleichung der Form

Kriimmungsgréfien = T

muss auch die linke Seite ein divergenzfreier (0, 2)-Tensor sein.
Die naheliegendste Moglichkeit ist:

*Normalerweise ist Energie immer nur bis auf eine Konstante bestimmt, so dass man eigentlich die Ruheenergie einfach
mo

Vi—(wo)L

Massen im nichtrelativistischen Limes Graviation erzeugen, kann man die Konstante mg nicht einfach weglassen.

weglassen mochte. Aber im relativistischen ist £ = m

~ mg + fir kleine Geschwindigkeiten v. Will man, dass
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scal

Definition I1.11.21. Die Einsteingleichungen sind Ric,s — 5908 = Tup fir einen Energie-Impuls-Tensor

Top.

Bemerkung I1.11.22. (i) Das ist erst einmal nur eine Wahl / ein Modell, aber man kann zeigen, dass man

(i)

im Limes (Gravitationseffekte sind klein, Geschwindigkeiten sind viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit)
die Newtonsche Gravitationstherie erhélt und die SRT als flache Losung wieder erhélt.

Die Einsteingleichungen sind ein System von 10 partiellen Differentialgleichungen. Sie kodieren aber i.A.
nicht, dass der Energie-Impuls-Tensor selbst einer Bewegungsgleichung gehéren muss, die i.A. von g
wieder abhéangt. In einfachen Féllen bzw. fiir gewisse Ndherungen reichen die Einsteingleichungen aus,
z.B. fiir Vakuum (7" = 0) oder Staub (=perfekte Fliissigkeit mit p = 0 (da entspriche die zusétzliche
Bewegungsgleichung der Masseerhaltung und die ist schon in T;; eingebaut.). Manchmal gibt N&herun-
gen/Modelle, wo man zwar zusétzliche Bewegungsgleichungen braucht, die aber in 'guter’ Nédherung nicht
von g abhdngen, z.B. erfiillen in einer perfekten Fliissigkeit p und p eine zusédtzliche Bewegungsgleichung,
die aber oft nur eine algebraische Gleichung in p und p ist.

Beispiel I1.11.23. (fiir Losungen der Einsteingleichungen)

(i)

(iii)

Vakuumslosungen:

Betrachten wir Vakuum (keine Massen, Impulse, Energien), verschwindet der Energieimpulstensor. Die

Einsteingleichung ist dann Ric — %ﬂlg = 0. Es gilt

- 1
0=g" (Ric - LC; g) = —scal.
ij

Also muss fiir eine Vakuumslésung schon Ric = 0 gelten. Die bekanntesten Vakuumslésungen sind
e Schwarzschildlosung (vgl. Appendix C)

e Kerr-Losung (rotierend)

Ultrastatische Losungen

Eine Raumzeit (M, g) heifit ultrastatisch, falls (M = R x N,g = —dt? + h) fiir eine (dreidimensionale)
Riemannsche Mannigfaltigkeit (IV, k) ist. Eine ultrastatische Vakuumslésung muss schon Ric;, = 0 erfiillen.

Robertson-Walker Raumzeiten: Sei (N, h) eine dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit kon-
stantet Schnittkrimmung k € {0,+1,—1}. Sei f eine glatte Funktion auf einem offenen Intervall I C R.
Dann ist M (k, f):=I x; N; also I x N mit der Metrik —dt*> + f(t)h eine Robertson-Walker Raumzeit.

(a) Ultrastatische Raumzeiten sind ein Spezialfall von Robertson-Walker (f = 1).

(b) De-Sitter Raumzeit: M = H*, = {z € R*! | (z, )1, = 1}, das einschalige Hyperboloid mit induzierter
Metrik, vgl. Bsp. I.1.6.ii und Bsp. I1.1.7. Das ist eine Vakuumslosung zur kosmologischen Konstante
3

A:§

Man kann de-Sitter auf verschiedene Arten als Robertson-Walker Raumzeit interpretieren:

e ’globale Koorrdinaten’ M = R x ; S® mit f(¢) = cosh(t), hier ist ¢ einfach die 2°-Koordinate in
R4’1

e Beim ’flat slicing’ sind die Koordinaten durch z° = sinht + éet, ! = cosht — get und
21234 = elyt (mit 2 = (22)? + (23)2 + (z*)?)) und die Metrik nimmt in diesen Koordinaten die
Form —dt? + e* geyer mit gewer = »;51(dy’)? an.

0 i=2,3,4 _

e 'Hyperbolic slicing’: Wihlt man die Koordinaten z° = sinhtcosh &, 2! = cosht und z
sinh¢sinh &z?, dann ist >.(2%)> = 1 und die Metrik nimmt in diesen Koordinaten die Form
—dt? + sinh(t)2ggs mit ggs = d€? + sinh? £gge an.

Wir haben also die de-Sitter-Raumzeit auf drei verschiedene Arten als Robertson-Walker Raumzeit
dargestellt: M (1, cosh?(t)), M(0,e?) und M(—1,sinh?(t)).
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(c) Jede Robertson-Walker Raumzeit erfiillt die Einsteingleichungen fiir den Energie-Impuls-Tensor einer

perfekten Fliissigkeit aus Beispiel I11.11.20 mit g statt (.,.)r und V = 9;*, [5, p.346],

1 Nk
w=(5) 7
" 7\ 2
5 :ng + (n’}) + % (IL14)

(Die erste Gleichung nennt man in diesem Rahmen Energiegleichung und die zweite Bewegungsglei-
chung.)

Diese Sichtweise ldsst allerdings aufler Acht, dass fiir ein physikalisches Modell p und p selbst noch
Gleichungen erfiillen muss. Robertson-Walker Raumzeit sind die meistgenutzten Modelle in der
Kosmologie und da geht die Logik anders herum. Hier gibt die statistische Mechanik vor was, die
Beziehung von p und p ist.

Wir schauen uns hier einmal, dass Beispiel von Staub an, d.h. p = 0. In diesem Fall ist es die
Masseerhaltung (das ist analog zur Kontinuitdtsgleichung eine Differentialgleichung in p) und schon
in T eingebaut.

Insgesamt gilt:
Satz I1.11.24. Im Fall p = 0 ist in der Robertson-Walker Raumzeit das Produkt C:=p(t)f3(t)
konstant und es gilt die Friedmannsche Differentialgleichung

, _C
(f)2+kf§.

Insbesondere gibt es damit eine eindeutige Losung der Friedmannschen Differentialgleichung bei
gegeben Anfangswerten p(to) und f(to).

Beweis. Fiir p = 0 sind die obigen Gleichungen
1
o2 =(f"?+k

3
(YR
O_2f+<f> T

Hiervon gibt die erste Gleichung direkt die Friedmanngleichung sobald man weifl das pf3 konstant ist.
Differentiation der ersten Gleichung ergibt:

1 2
0 P+ off=21"f".
3 3

Andererseits ist

1 o1 Bwg.gl 2 1 .f/ ? k n3 ; Ener.gl 1 s
2 P gy (L) e ) == -

und ergibt zusammen mit der letzten Gleichung
0=p'f>+3pf*f = (pf*)
und damit C:=pf3 konstant. O

Allgmein sind die Gleichungen (II.14) dquivalent zu:
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I1.11. Einsteingleichungen

wovon die erste Gleichung auch aus thermodynamischen Uberlegungen* folgt (Im Staubfall von oben
ist das pf3 = konstant und gleich der Massenerhaltung.) Die zweite Gleichung sagt aus, dass sowohl
die Energiedichte p als auch der Druck p die Expansionsrate des Raumes, also f” verkleinert. Das
interpretiert man als Wirkung der Gravitation — Masse zieht sich an und in der ART hat Druck eine
dhnliche Rolle wie eine Energie-/Massedichte, vgl. den Enrgie-Impuls-Tensor.

Bemerkung I1.11.25. (’Astronomische Daten’) Fiir Galaxien p,q € N ist der Abstand zum Zeit-
punkt ¢ gleich f(t)dn(p,q). Diesen Abstand und seine zeitliche Anderung kann man messen und man

kann die sogenannte Hubble-Konstante' Ho(t)::M definieren. Der aktuelle Wert (2016* - Es gibt

F@)
verschiedene Werte je nach Messmethode.) liegt bei ungefihr 67,7 mf (Also im Moment f' >0 -

)

S
expandierendes Universum’).

Man kann dann nachrechnen, vgl. [5, p.348]: Ist M = I x; N, tg € I, Hy(tp) > 0 und p+ 3p > 0,
dann ist inf I = t* mit ¢y — Ho(tg) ™! < t* < to und entweder ist f’ > 0 oder I ist endliches Intervall.

Bemerkung I1.11.26. Fiir ultrastatische Staublosungen muss nach (II.14) schon k = 0 gelten.
Um mehr ultrastatische Losungen zuzulassen, hat Einstein die kosmologische Konstante eingefiihrt:

scal

Die Einsteingleichungen mit kosmologischer Konstante A sind gegeben als Ricas— 3" gasg—Agas = Tap-
(Beachte die linke Seite der Gleichung ist noch immer divergenzfrei).

o (Einsteins statisches Universum) M = R x S%, g = —dt*+ g erfiillt Ricas — *2 gos — Agas = Tap
fir A = —1 und Staub.
e Analogist M =R x H?,g = —dt? + g4, eine Staublosung fiir A = 1.

Allgemein erhélt man durch Umdefinition von p — p+ A und p — p — A erhélt man aus einer Losung
mit A = 0 auch eine Losung der Einsteingleichungen mit kosmologischen Konstante AY.

Erfolge der ART:

(a) In schwachen Gravitationsfeldern liefert die ART kleine Korrektuen zur Newtonschen Theorien:

(i) Ablenkung des Lichts durch die Sonne, vgl. Appendix B. [Auch die Newtonsche Gravitationstheorie
kann eine Ablenkung des Lichtes (in gewissem Sinne) vorhersagen, liefert aber den falschen Wert.]

(ii) Periheldrehung des Merkurs: Man hat das Newtonsche Orbit des Merkurs mit den ganzen Newtonschen
Korrekturen wegen der Stérungen der anderen Planeten und hinzu kommt die ART-Korrektur: die
Periheldrehung.

(iii) Shapiro-Verzogerung: Laufzeitkorrekturen fiir Licht wegen Rotation der Sonne

(b) Zeitdehnungseffekte
(i) Anderungen der Ganggeschwindigkeit von Uhren (wichtig fiir GPS)
(ii) Gravitative Rotverschiebung des Lichts (direkte Folgerung der unterschiedlichen Ganggeschwindigkeit
von Uhren)

(c¢) Gravitationswellen [In der newtonschen Gravitationstheorie breiten sich Verdanderungen der Quellen des
Gravitationsfeldes instanten im gesamten Raum aus. In der ART entfaltet sich jede Wirkung maximal mit
Lichtgeschwindigkeit. ]

*Diese Gleichung ist dann der erste Hauptsatz der Thermodynamitk.

fdie entgegen dem Namen zeitabhingig ist.

thttps://de.wikipedia.org/wiki/Hubble-Konstante

§Mpc:Megaparsec. 1 parsec ist die Entfernung, aus welcher der mittlere Erdbahnradius (= 1 AE, Astronomische Einheit), also
der mittlere Abstand zwischen Sonne und Erde, unter einem Winkel von einer Bogensekunde erscheint und entspricht etwa 3, 26
Lichtjahren bzw. 200000 Astronomischen Einheiten oder ~ 3,1 - 1016 Meter.

TDann wird A oft als eine Art von Energie interpretiert mit negativem Druck und geht unter dem Namen der ’dunklen Materie’
https://en.wikipedia.org/wiki/Dark_energy
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A. Wdh: Lineare Abbilungen und Bilinearformen

Sei V' ein Vektorraum mit nichtdegenierter Bilinearform (.,.). Seien e; und f; zwei Basen von V' mit Transfor-
mationsmatrix @ € GL(V), d.h. f; = Qle;.

(i) Sei B¢ die darstellende Matrix der Bilinearform bzgl e;, d.h. (B¢);; = (e;, ¢;), und analog BY die dar-
stellende Matrix . Also ist z.B. (z,y) = <miei,yjej> — xi(Be)ijyj_ und (Bf)ij = (fi ;) = <Qi‘€6k7Q§‘€l> _
Qf(Be)lez‘ = (QBGQT)U, also

Bf _ QBCQT.

(ii) Sei h: V' — V eine lineare Abbildung.
Sei A° die darstellende Matrix bzgl. e; und Af die bzgl. fi, d.h. Ae; = (A°))e;. Wegen Af; = AQle; =
Q] Ae; = Q1(A°)fer = (QA)F Q1)L fi = (QA“Q 1)L fu, ist

Al =QA Q.
(iii) Spur einer linearen Abbildung h: V — V bzgl der gegebenen Bilinearform (.,.) ist gegeben durch:
Spur(h) = (A°)..
Das ist unabhéngig von der Wahl der Basis, denn
(A49); =@ AT Q)i = (@ HI(AT); Q%
= (QpQ ™A} = (A
———

5

(iv) Die Determinante einer linearen Abbildung h: V' — V= det A® ist unabhingig von der Basis, da det A¢ =
det Q7 1AFQ = det A.

(v) Die Determinante der darstellenden Matrix einer Bilinearform ist basisabhéngig, da

det B = det QB*QT = (det Q)* det B®.
(vi) Die Spur einer Bilearform ist abhéngig von der Wahl einer nichtdegenierten Bilearform (., .)s, die man
benutzt um aus der Bilinearform eine lineare Abbildung zu machen:
!

(vya(w))s = (v,w) fir a: V— V.

Sei B¢ die darstellende Matrix von (.,.)2 bzgl der Basis e;. Dann ist Ae die darstellende Matrix von a
bzgl e;. Dann ist (B¢);; = (B¢)x(A°)*

Spur_y, (-,.):=Spur(a) = (4°)] = (B)i;((B*)~H)".

Sowohl Bilinearform als auch lineare Abbildungen werden bzgl. einer Basis durch Matrizen dargestellt, aber
diese Matrizen haben andere Transformationsverhalten beziiglich Basiswechsel.
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B. Lichtablenkung

Die Schwarzschild-Metrik ist eine Losung der Einsteinschen Vakuuml6sung, die das Gravitationsfeld einer
homogenen, nicht geladenen und nicht rotierenden Kugel beschreibt, vgl. Appendix C. Sie beschreibt in guter
Néherung die Raumzeit um unsere Sonne.

T — 00

[~

Das Licht komme asymptotisch unter dem Winkel —¢g in das Gravitationsfeld der Son-
ne und verldsst es asymptotisch wieder unter ¢ = 7. Damit ist ¢ auch der Ablenkungs-
winkel des Lichtes. Da die Sonne ein endliche Ausdehnung hat, muss 7, mindestens
der Sonnenradius sein. Der Sonnenradius (695 700 km) ist viel kleiner als der Schwarz-
schildradius der Sonne (rs = 2,95km).

Ziel ist es den (réaumlichen Verlauf) des Lichtes, also 7(¢) zu finden, fiir einen Licht-
strahl der gerade so die Sonne passiert, also fiir den 7.,:, gleich dem Sonnenradius ist,
und damit g zu bestimmen:

Licht bewegt sich auf lichtartigen Geodédten. Der Einfachheit halber betrachten wir zwei
Raumdimensionen: Die Schwarzschildmetrik ist dann

—(1- %)dt2 +(1-— T?S)_ldr2 +r2de?.

¥ = —%o

Sei z(s) = (t(s),7(s), ¢(s)). Die Kurve soll lichtartig sein, also 0 = —(1 — Z=){? 4 (1 — Z2) =12 4 2% Weiterhin
ist T = 2(—(1 — Z)f2 + (1 — Z)712 + r2¢?). Da T nicht explizit von ¢ und ¢ abhéngt, folgt aus den
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, dass

. Ts\;
p¢:r2<p:C1 und p; = —(1—7)75:02

fir Konstanten C; ist. Damit ist

Ts\_— Ts\—1. _
)TN+ (1 - )T ik (B.1)

0=—(1-

Wie oben gesagt suchen wir r(¢):=r(¢(s)). Im Folgenden seien ' Ableitungen nach ¢ und * Ableitungen nach s.
Esist r =r'p = 01:—; und damit

2 2(/)2 -2 T's\ 2
0=—-C5+Cy i +r (1—7)01
C? r
N2 _paz2 2 Ts
(T) TC% T'( 7")

7

Vorl.

19



B. Lichtablenkung

Damit erfiillt ¢g:

/ / dp = L — %0 (B.2)
Tmin r2 Té Pmi= W+¢O 2

C2

In rpin ist 7 = 0, also folgt mit (B.1)
1 1

'S .
0:—(1——5)t$,1+r2¢$,1:—1 ——C5 + 5—C%,
T'min o Tmin min
und damit
1.70227 1(1 T‘S)*
b2.7012 B rIQnin Tmin’

Damit haben wir ¢ durch ein elliptisches Integral® vollstindig bestimmt. Wir setzen a:=;"* und schétzen wie
folgt ab:

7"mm

min

/ dr o="min /1 1
=" dz
Tmin T \/ )— B - L) 0 V1—a— 22+ az?

=aP(z)=(z—1)(@x® + (a — 1)z +a — 1)

=a(z—x0)(z—x1)

[ (s e e ) o

mit 2o <0< 1<z, f(&)= % (fi+zi—)1)j1 ™ mit &, € [0, 1]. Da der Nenner von f fiir z € [0, 1] keine
o—Dz a)?
Nullstellen hat, gilt | f(&,)] < C und wir haben

dr .7 ! 1 2242+1
+a

_%(1_%) o VI—z2(1+2)3 de +0(a”)

P
m in min

1 2
+1+z>dx+0(a)
T—z\ |
1+x /|,

Um eine Néherungslosung fiir ¢ zu erhalten, verwenden wir, dass der Sonnenradius >> Schwarzschildradius
und damit a klein ist. Also ist ¢y ~ 2#.

Unter Verwendung der Daten fiir die Sonne ergibt sich (unter Verwendung der richtigen Naturkonstanten (wir
haben in unserer Schwarzschildmetrik z.B. die Lichtgeschwindigkeit auf 1 gesetzt)) fiir Licht was nahe an unserer
Sonne vorbeigeht eine Ablenkung um ~ 1,75 Bogensekunden (Zum Vergleich der scheinbare Monddurchmesser
ist 31 Bogenminuten). Dieser Effekt ist messbar und wird auch als ’gravitational lensing’ bezeichnet.

_z+9/ 1 (x
2 2 0 \/17:172
_Mg(_ﬁ_xz_

77r+2a
2

+ 0(a?)

*Das Verhaltnis b::% wird Stofparameter genannt.

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Elliptisches_Integral
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C. Ableitung der Schwarzschildlosung mittels des
Computeralgebrasystems Maxima

Maxima ist ein Computeralgebra-System (OpenSource, maxima.sourceforge.net). Das Folgende ist die Ausga- in Vorl. 21
be (exportiert in TEX) von http://home .mathematik.uni-freiburg.de/ngrosse/teaching/Diffgeo-Schwarzschild_
maxima.wxm. Dieses ’Arbeitsblatt’ rechnet nach, dass die Schwarzschildlésung die einzige statische Vakuumslo-

sung im R* (Signatur: -+++) ist, die invariant unter rdumlichen Rotationen ist:

-> /* Ableiten der Schwarzschild-Metrik aus den Bedingungen:

Eine statische (= alle Metrikkoeffizienten sind zeitunabhéngig) Raumzeit
(Signatur = (-,+,+,+)) auf dem R"4, die invariant unter r&dumlichen Rotationen ist
und die Einsteinvakuumgleichungen (Ric=0) erfillt.

*/;

(%i4) /* Parametrisierung der Kugel durch Kugelkoordinaten */

x: cos(thetal[1])*cos(theta[2]);
y: cos(thetal[l])*sin(theta[2]);
z: sin(thetal[1]);
F:[x,y,2];

(%01)  cos (1) - cos (62)

(%02)  cos(67) - sin (62)

(%03)  sin(0;)
(%04)  [cos(61) - cos (B2),cos (61) - sin (02) , sin (07)]
- /* Die induzierten Metrikx/

gli,jl:= diff(F, thetalil).diff(F, thetaljl);

(%i6) /* Gibt die zugehdérige Matrix der induzierten Metrik aus
-- trigsimp performs simplifications that use the Pythagorean identity
-- genmatrix (a, i_2, j_2, i_1, j_1): Generiert eine Matrix aus einem Array a.
Das erste Element der Matrix ist der Wert ali_1,j_1] und das letzte Element der Matrix
ist ali_2,j_2].
*/
A:trigsimp(genmatrix(g,2,2,1,1));

01 (3 conin)?)

(%19) /* Ansatz: Statische Metrik in R"4 mit Rotationssymmetrie
-- hl und h2 sollen Funktionen von r sein

*/

depends([hl, h2],r);
dependencies;

lg: matrix ([-h1(r), 0,0,0], [0, h2(r),0,0], [0,0, r~2*A[1,1], r~2*A[1,2]],
[0,0, r~2*A[2,1], r~2*xA[2,2]1]);
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C. Ableitung der Schwarzschildlésung mittels des Computeralgebrasystems Maxima

(%07) [b1 (r),h2(r)]
(%08)  [h1(r),h2(r)]
“wi(r) 00 0
meo) | o )
0 0 0 cos(6)” - r?

(%110) /* Setzt ug auf die inverse Matrix von lg*/
ug:invert (1g);

G
0 0 0

10 h2(r)
(%010) 0 0 L 0
0 0 0 L

cos(61)2-r2

(%113) /* Laden des ctensor-Pakets - das ist ein Paket zum Manipulieren von Tensoren
(wie Metrik, Krimmungstensor...)

Anleitung unter http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/maxima_26.html
-- ausserdem uebergeben wir die Dimension und die Koordinaten */
load(ctensor) ;

dim:4;

ct_coords: [t,r,theta[1], theta[2]];

(%011)

/usr/share/maxima/5.37.2/share/tensor/ctensor.mac
(%012) 4

(%013) [t,?“, 01,92]

(%i14) /#Ricci tensor (es werden nur die Komponenten ungleich O angezeigt)*/

uricci(1);
fehit) _ (fhim)® | b)) (o hi(n) (o b))
(%t14) wrici; = — r-h2(r) 4-h1(r)-h2(r) hzl-}(li()r) Zh2(r)
(€RLI) %h;ﬂ(r) doha(r) | () (F00)
(%t15)  uricyy = —2l7) @) h; (rg?”) (r)-h2(r)
-y ) + T
(%t16) wurics s = 3

X h2(r 2-hi(r)-h2(r -h2(r)?
(%tl7) urics,y = (r) (r) > ( )2 2-h2(r)
cos (61)" - r

(%017)  done

cos (01)2 _ cos(61)2 cos(01)2~r~(%-h1(r)) COS(91)2-T-(%~h2(T))

-=> /* uric[3,3]=uric[4,4], Ziel alle uric[i,j]=0%/;

(%i18) /* also auch: uric[1,1]-uric[2,2]=0%/
expand (-r*h2(r) “2xh1(r)*(uric[1,1]-uric[2,2]));

ro1e) () (4o 120) +120)- (f110))
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(%i21) /* 0 = d(h1*h2)/dr -- also h2=a/hl fiir eine Konstante ax/
el:subst(a/hi(r), h2(r), uricll,1]);
e2:subst(a/hi1(r), h2(r), uricl2,2]);
e3:subst(a/h1(r), h2(r), uricl3,3]);

B (h1) P (Fmty) () (i) ) ()

(%019) _ a-r 4-a2 4-a 2-a

hl(r)
h1 M- (dmty) | (Fmts) (@) | (Eaim) e
(T). a-r + 4-a + 4ni(r)®  ~  2-hi(r)
(%020) -
L me) r-hl(r)2-(;§;-hlir>) (i)
(%021) a 2";2 Za

(%i22) ev(el, nouns);
/* nouns vs. verbs see:
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/maxima_6.html#Item_003a-Nouns-and-Verbs */;
n1(r)- (25 ni(r))
+ P
hl(r)

hi(r)- (4= -hi(r))

(%022) —

(%125) /* nounify und zusammenfassen */
f1:expand(ev(el, nouns));
f2:expand(ev(e2, nouns));
f3:expand(ev(e3, nouns));

2
(%023)  — iz h1(r) L -hi(r)
2-a a-r
2
(%o24)  — 4 hl(r) B < h1(r)
2-a a-r

(%o25) — dr_

(%126) /*ode2 kann ODEs zweiter Ordnung lésenx/;
ode2(r~2*£3=0, hi(r),r);
%c+a-r
(%026) hl(r)= 2ctar
r

(%i29) z1:subst((b+a*r)/r, hi(r), f1);
z2:subst ((b+a*r)/r, hi(r), £2);
z3:subst ((b+a*r)/r, hi(r), £3);

d? L btar d . btar

%027 _dr? T _dar T
(%027) 2-a a-r
d722 L btar d . btar
%028 _dr T _dr T
(%028) 2-a a-r
A brar g 1
%029) —dr—r —
(%0029) a-r a-73 r2

(%132) expand(ev(zl, nouns));
expand(ev(z2, nouns));
expand(ev(z3, nouns));
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C. Ableitung der Schwarzschildlésung mittels des Computeralgebrasystems Maxima

(%030) 0
(%031) 0
(%032) 0

> /* Also ist die allgemeine Metrik:
-(a+b/r)*dt"2 +1/(a+b/r)*dr"2 + r~2 Metrik(S~2)*/;
> /* a entspricht der Lichtgeschwindigkeit c:
sieht man, wenn man sich lichtartige Geodidten fir die asymptotische Metrik

(r\to infty) anschaut:
\gamma: \tau \mapsto (\tau , c\tau, 0,0) ist lichtartig fir c"2=a"2x/;

-=> /* b=-r_S der Schwarzschildradius
flir r_S=0 kommt wieder die Minkowskimetrik raus,
r_S\in (0, infty) ist die Schwarzschild-Metrik,
und r_S <0 7 ->
*/;
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D. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1. Welche der folgenden Mengen sind Untermannigfaltigkeiten? Begriinden Sie und geben
Sie ggf. lokale Parametrisierungen an. Skizzieren Sie die Mengen (Wéhlen Sie ggf. m = 2).

(i) 8™ ={z=(z},...,amtHT e R™H1 | 3" (2%)? =1}
(i) P={(z,y,2) eR® | 2® +y* = 2}
(iii) G = {z = (21,..., 2T ¢ RMHL | g ¥l = f(zl ... 2™)} fiir eine glatte Funktion f: R™ — R.

Ubungsaufgabe 2. (i) Seia € Rund f: R? = R, f(x,y) = 2% — 3az — y?. Finden Sie alle Werte b, so dass
f71(b) eine Untermannigfaltigkeit von R? ist. Skizzieren Sie f~1(b) fiir einige Werte a und b, so dass
qualitativ alle "Typen’ von Mengen f~1(b) abgebildet werden.

(ii) Zeigen Sie mittels des Kriteriums vom reguldren Wert, dass
" — {(.1'17372,. » ,372”_1,332”) c RQn ‘ (1‘1)2 + (1‘2)2 — (.2?3)2 + (.2?4)2 - = (xQn—1)2 + (xQn)Q — 1}
eine Untermannigfaltigkeit des R?" ist.

Ubungsaufgabe 3. Seic: I = (a,b) — R glatt (Man nennt ¢ dann eine (glatte) parametrisierte Kurve im R™.
Entscheiden Sie in welchen Féllen, die Spur der Kurve ( = Bild(c)) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
ist. Begriinden Sie.

(i) Sei n =2 und die Spur von c sei: : :

(ii) Sei n = 2 und die Spur von c sei:

wobei das Bild so verstehen ist, dass ¢ injektiv ist, aber lim;_,; ¢(t) = ¢(s) fiir ein s € (a, b) ist.
(iii) Sei ¢ ein Homéomorphismus aufs Bild und sei ¢ reguldr (d.h. |¢'(t)] # 0 fir alle t € T).

(iv) Sei I =R und sei ¢ eine reguliire periodische* Kurve, die eine einfach geschlossene I Kurve parametrisiert.
Ubungsaufgabe 4. Sei M C R™ eine nichtleere Teilmenge. Wir setzen

T ={VNM]|V ist offene Teilmenge von R™}.

Zeigen Sie, dass (M, T) ein topologischer Raum ist. *

*periodisch = Es gibt ein a > 0, so dass ¢(¢t + a) = ¢(¢) fur alle ¢ ist (a heit Periode von c).
TSei ¢ periodisch und sei ag die kleinste Periode von c. Dann heiBt ¢ einfach geschlossen, falls C‘[t,i+ao) fir alle ¢t injektiv ist.

tDie gleiche Aufgabe/Loésung funktioniert auch fir M C X, (X, 7—) topologischer Raum und
T={VAM|VeT}

Dann heifit 7 die von (X, 7T) induzierte Topologie auf M.
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D. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5. Seien X C R"”, Y C R™ und Z C R beliebige Teilmengen und f: X - Y und g: Y — Z
glatt.

(i) Zeigen Sie, dass go f: X — Z glatt ist.
(ii) Ist id: X — X eine glatte Abbildung? Begriinden Sie.
(iii) Sei X = S* CR? und f: X — R gegeben durch

(Z,7:'J)T’_> {1y2 ZC?’AO

8 z=0
Ist f glatt? Begriinden Sie.

Ubungsaufgabe 6. Sei U C R? offen, seien g, h: U — R glatt. Wir betrachten die Untermannigfaltigkeiten
M), = Graph(h) und My = Graph(g). Sei f: M}, — M, gegeben durch

(u, h(w))" = (u, g(u))".

(i) Zeigen Sie einmal mittels der Definition und einmal mittels der zweiten Bedingung in Folgerung ? aus der
Vorlesung, dass f glatt ist.

(ii) Berechnen Sie T,,Mj C R3 fiir p € Mj, und geben Sie explizit eine Basis an.
(ili) Berechnen Sie d,f in der Basis aus (ii) fiir 7, M}, und T, M.

Ubungsaufgabe 7. Sei V: R” — R glatt. Wir definieren die Hamiltonsche Funktion (=kinetische + potentielle
Energie) durch

1
H:R"xR" - R, H(x,y) := §|y‘2 + V().
Zeigen Sie:

(i) ¢ € R ist genau dann ein regulirer Wert von H, wenn es ein reguldrer Wert von V ist.

(ii) Sei ¢ regulirer Wert von H und (z,y) € M := H~(c). Dann gilt
TwyyM ={(&n) € R" xR" [ {(VV(2),) + (y,n) = 0},

) R™ — R"™ der Gradient von V ist.

wobei VV := (

BT B
Ubungsaufgabe 8. Sei K, := {(z!,...,2"t) e R*! | (212 4 ... + ()2 = (2" 1)2 2" > 0} fiir
(i) n=1
(ii) n=2.
Skizzieren Sie K,, und zeigen Sie, dass K, keine Untermannigfaltigkeit im R™*! ist.

Ubungsaufgabe 9. Sei f : M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten. Sei p € M
und seien F': U = V bzw. F': U — V lokale Parametrisierungen um p bzw. f(p). Seien a] € R gegeben, so dass

8

gilt. Zeigen Sie, dass dann in lokalen Koordinaten

l)uo(~ OfOF ez ZCL €;

gilt, s. Bemerkung 2.20.c.*

*Der Grund ist natiirlich, dass die gewéhlten Basen in ug und p bzw. %o und f(p) mittels der lokalen Parametrisierung
kompatibel sind.
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Ubungsaufgabe 10. Sei A = AT € R"*™ eine symmetrische Matrix und nicht die Nullmatrix. Sei f: R — R
definiert als f(x) = 2T Ax.

(i) Zeigen Sie, dass M = f~1(c) = {x € R" | 2T Ax = ¢} fiir alle ¢ € R\ {0} eine Untermannigfaltigkeit des
R™ ist.

(ii) Berechnen Sie T, M fiir die M aus (i).

(iii) Wenden Sie (i) und (ii) auf
M= {(2,y) €R* xR | |z — | = ¢}

al.

Ubungsaufgabe 11. Sei M™ C R"=™*! eine Hyperfliche. Zeigen Sie: M™ ist genau dann orientierbar, falls
es lokale Parametrisierungen F;: U; — V; von M gibt, die M {iberdecken (d.h. es gilt M C U;V;) und fiir alle
i,jund p € V;NV; N M ist det DFfl(p)(Fj_1 oF;) > 0.7

(Hinweis: Erweitern Sie gfﬁ (u) mittels eines Einheitsnormalenvektors v;(p = F'(u)) zu einer positiv orientierten

Basis und diskutieren Sie, wann v;(p) = v;(p) ist.)

Ubungsaufgabe 12. Zeigen Sie, dass jede Untermannigfaltigkeit M des R” versehen mit der vom R”
induzierten Topologie eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Ubungsaufgabe 13. Zeigen Sie, dass der Torus S' x S' = {(cosp,sinp,cos),sing) € R* | ¢, € R*}
diffeomorph zum Rotationstorus

T2 = {((2 + cos @) cos 1, (2 + cos @) sin1p, sin )T € R3 | ¢, € R} C R?
ist.
Ubungsaufgabe 14. Sei M := ([-1,1] x {=1}) U ([-1,1] x {1}) U ({-1} x [-1,1]) U ({1} x [-1,1]) C R2.

(i) Zeigen Sie, dass M homdomorph zu S! ist. Folgern Sie daraus, dass M eine topologische Mannigfaltigkeit
ist.

(ii) Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R?? Begriinden Sie.

(iii) Zeigen Sie, dass M fiir geeignete Wahl der Karten eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Ubungsaufgabe 15. Sei X = [0,1]. Wir identifizieren 0 ~ 1 und betrachten, die sich dadurch ergebene
Aquivalenzrelation. Setze Y = X/ ~.

(i) Zeigen Sie, dass YV eine glatte Mannigfaltigkeit ist.
(ii) Zeigen Sie, dass Y diffeomorph zu S* ist.|

Ubungsaufgabe 16. Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdume und sei f: X — Y stetig. Sei Z eine
beliebige Menge.

(i) Sei q: X — Z surjektiv. Zeigen Sie, dass die Quotiententopologie 7' = {U C Z| ¢~ (U) € Tx} eine
Topologie auf Z ist. Ben6tigt man die Surjektivitit? Begriinden Sie.

(i) U C X ist genau dann kompakt als Teilmenge in X*¥, wenn es kompakt beziiglich der durch Tx auf U
induzierten Topologie ist.

(iii) Ist U C X kompakt, so ist auch f(U) C Y kompakt.
(iv) Sei X kompakt, sei Y Hausdorffsch und sei f bijektiv. Dann ist f bereits ein Homodmorphismus.

(v) Ein topologischer Raum (X, 7') ist genau dann hausdorffsch, wenn {2} =7 .cpr U fiir alle x € X gilt.

*Wéhrend wir Orientierbarkeit nur fiir Hyperflachen definiert haben, kann man dieses Kriterium als Definition verwenden und
so den Begriff der Orientierbarkeit fiir Untermannigfaltigkeiten beliebiger Kodimension bzw. abstrakte Mannigfaltigkeiten (mit
Karten « statt lokaler Parametrisierung) verallgemeinern.

tX =[0,1]? mit der Identifikation (z,0) ~ (z,1) und (y,0) ~ (y,1) geht analog - man braucht nur mehr Karten. X ist dann
diffeomorph zu St x S1.

1 U C X ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von U eine endliche Teiliiberdeckung enthélt, d.h., fiir alle i C Tx mit
UueuU = X gibt es eine endliche Teilmenge V C U mit UyepU = X.
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D. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 17. Sei M = R2. Sei U = R?\ {(a,0)7 | @ > 0}, V = (0,00) x (0,27). Dann definiert
k7 1(r, ) := (rcosg,rsinp)? eine Karte x: U — V von M (Polarkoordinaten). Desweiteren betrachten wir
die Karte ' = id: (z,y)” € R? = (z,y)T € R? auf M. Auf U betrachten wir die Vektorfelder X := r-2 und
Y = %. Berechnen Sie die Koordinatendarstellung von X und Y bzgl. der Karte «’ und skizzieren Sie die
Vektorfelder.

Ubungsaufgabe 18. Sei f: M™ — N™ eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.
(i) Zeigen Sie, dass d, f eine glatte Abbildung ist.
(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildung

df: TM — TN, (p,v) = (f(p),dpf(v))

glatt ist.

Ubungsaufgabe 19. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.
(i) Ist M kompakt, dann ist f: M — N genau dann eine Einbettung, wenn f eine injektive Immersion ist.
Das stimmt nicht, wenn M nichtkompakt ist, siehe Ubungsaufgabe 3(ii).

(ii) Eine Abbildung heifit eigentlich, wenn Urbilder kompakter Teilmengen wieder kompakt sind. Zeigen Sie,
dass jede eigentliche injektive Immersion eine Einbettung ist.

Definition D.0.27. Eine Gruppe G heifit Liegruppe, falls G eine glatte Mannigfaltigkeit ist, fiir die die
Abbildungen

GxG— G, (g,h)— gh

G — G, g|—>g_1

glatt sind.

Ubungsaufgabe 20. (i) Zeigen Sie, dass eine offene Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit im R™ wieder
eine Untermannigfaltigkeit im R™ mit gleicher Kodimension ist.

(i) Zeigen Sie, dass GL(n) := {A € Mg(n x n) | det A # 0} C Mg(n x n) = R"" eine Liegruppe ist.
(iii) Zeigen Sie, dass O(n) € GL(n) und SO(n) C GL(n) Liegruppen sind.

(Hinweis: Fiir das Nachweisen der Glattheit der Abbildungen in der Liegruppendefinition am besten die
Fortsetzungsbedingung (siehe Bedingung 1 in Folgerung 1.2.12) statt die Karten nutzen.)

Ubungsaufgabe 21. Betrachten Sie die stereographische Projektion des hyperbolischen Raumes H™ C R™*!
auf den Einheitsball B;(0) C R™ gegeben durch

x! x?

1

— — .
. 1 .
mn-‘rl 1 +z xn-&-l

p: H* = B4(0),
Sei g die auf H® C R™*! durch die Lorentz-Metrik des R"*! induzierte Riemannsche Metrik. Berechnen Sie
(™19
Man nennt (B1(0), (¢~1)*g) das Poincarésche Ballmodell des hyperbolischen Raumes.

Ubungsaufgabe 22. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann eine semi-Riemannsche
Metrik auf M ist, falls g jedem Punkt p € M eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform g, auf T, M
zuordnet und fiir je zwei glatte Vektorfelder X, Y : M — TM die Funktion g(X,Y): M — R mit g(X,Y)(p) :=

9,(X(p), Y (p)) glatt ist.
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Ubungsaufgabe 23. (i) Nach Aufgabe 15 ist Y = [0,27]/ ~= R/Z mit 0 ~ 27 eine zu S* diffeomorphe
Mannigfaltigkeit. Nach Satz 11.1.20 der Vorlesung induziert (dt)? auf R (¢ sei die Koordinate auf R) eine
Riemannsche Metrik auf YV, die wir auch mit (dt)? bezeichnen. Zeigen Sie, dass Y — R, t > (cost, sint)
eine eine isometrische Einbettung ist, d.h. ¢ ist Einbettung und ¢*h = (dt)?, wobei h die von gg auf
(V) = St induzierte Riemannsche Metrik (=1. Fundamentalform) ist.

(ii) Sei ¢: 8" x (0,00) € R™ — R™ gegeben durch (z,7) — rz. Es gilt T(, 1 (S""! x (0,00)) =
7,51 x T,.(0, 00).

(a) Zeigen Sie, dass d(, ¢(v + a%) = az + v gilt, wobei a € R und v € T,,S™ ! C R™ ist. *

(b) Berechnen Sie p*gg in Termen von r, dr und der Standardmetrik auf S"~1 (=die auf der Unterman-
nigfaltigkeit S"~! C R" von euklidischen Skalarprodukt induzierten Metrik = 1. Fundamentalform).

Ubungsaufgabe 24. (i) Berechnen Sie Tiq, GL(n), Tia, O(n), Tia, SO(n) € R™.

(ii) Sei G eine Liegruppe, h € G und Ry: G — G, g — ¢ - h. Zeigen Sie, dass dyRy: T,G — T4,G ein
Vektorraumisomorphismus ist.

(ili) Berechnen Sie dy Ry, explizit fiir Liegruppen G, die Matrixgruppen sind, also fiir die G eine Teilmenge der
(reellen bzw. komplexen) n x n-Matrizen ist und bei denen g - h durch Matrixmultiplikation der beiden Ma-
trizen g und h gegeben ist (Z.B: G = GL(n,R),GL(n,C),SL(n,R),SL(n,C),0(n),SO(n),U(n), SU(n)).

(iv*) Sei G Matrixgruppe wie oben. Sei p: G — G, g+ g~ *. Berechnen Sie dyp.
(Hinweis: Die Rechnungen fiir (iii) und (iv) fiir GL(n,R) als offene Teilmenge von R durchfiihren.)

Ubungsaufgabe 25. (Christoffelsymbole der S$? C R? mit der Standardmetrik) Wir betrachten die lokale
Parametrisierung
(0, )T = (cos g costp, cos psini,sin )T € R3.

(i) Berechnen Sie die induzierte Metrik in diesen Koordinaten (Zum Vergleich: g = (dp)? + cos? p(di)?).

(ii) Berechnen Sie die Christoffelsymbole bzgl. dieser Koordinaten und stellen Sie die Geodétengleichung
Veé = 0 in diesen Koordinaten auf.

(iii) Berechnen Sie noch einmal die Geodétengleichung, dieses Mal mittels der Lagrangegleichung (I1.5).

Ubungsaufgabe 26. (i) Sei M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit im R™. Sei c: t € (—¢,¢) —
c(t) € V.C R™ eine lokale Parametrisierung. Berechnen Sie V 2 % (hierbei ist % = %). Sei zusétzlich ¢

derart, dass ||é(t)|| = 1 fiir alle ¢ ist'. Zeigen Sie, dass dann V%% =0 ist.

(ii) Sei f: R? — R eine glatte Funktion und M = graph(f) C R3. Sei g die induzierte Metrik auf M. Wir
betrachten die Parametrisierung F: R? — R3, (2!, 2%)T — (2,22, f(z!,2%))7.

a) Berechnen Sie ¢;; in den Koordinaten z°.
J
(b) Berechnen Sie das Einheitsnormalenfeld v: R? — R3.
(c) Zerlegen Sie D% 7 () (: %(m)) fiir alle i,5 € {1,2}, = € R? beziiglich der Basis 25 (),
%(JE) und v(x).

Ubungsaufgabe 27. Zeigen Sie, dass die Lagrangegleichung (I1.5) dquivalent zu den Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen (IL.6) ist.

*Ich wiirde hier dyp wieder durch Erweiterung @ von ¢ auf R™ x R ausrechnen: Also @(z,r) = rz und dann ganz normal
Richtungsableitung. Man kann aber natiirlich auch eine Karte auf S™~! wihlen.

TDa ¢ lokale Parametrisierung ist, ist ¢(t) # 0 fur alle ¢. Also ist ¢ eine reguldre Kurve und es gibt immer eine Umparametrisierung,
so dass ||¢]] =1 ist.
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D. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 28. (Teilchen im 2D-Zentralkraftfeld) Eine groBe Masse ms befinde sich fest im Ursprung
von R? und iibt auf eine kleine Masse m; eine Kraft FF = —VV mit V = —y ™2 aus, wobei vy die Gravitati-
onskonstante und r der Abstand zum Ursprung ist. Hier ist die Bewegung von m4 nicht a priori eingeschrankt,
d.h. es gilt M = R2.

(i) Benutzen Sie Polarkoordinaten (7, ¢) und berechnen Sie die verallgemeinerten Impulse und die Hamilton-
funktion.

(ii) Berechnen Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Dann folgt p, = const. *

Ubungsaufgabe 29. Es sei der Rotationstorus gegeben:
{F(u,v) = ((2 4 cosu) cosv, (2 + cosu) sinv, sinu)” € R® | u,v € R} C R

(i) Fluwe(,2x) ist ein lokale Parametrisierung. Berechnen Sie die Geodétengleichung in diesen Koordinaten.
(ii) Bestimmen Sie, welche der Koordinatenlinien u = const bzw. v = const Geodatische sind.

(a) Einmal mittels der in (i) aufgestellten Geodétengleichung.

(b) Einmal mittels des Geodatenkriteriums fiir Hyperflichen, vgl. (I1.7) im Skript.

Ubungsaufgabe 30. (Schwarzschild-AuBenraum) Sei M := R x (2m,00), g := —h(r)(dt)? + h(lr) (dr)?, wobei
h(r)=1—22 und m > 0 ist.

(i) Skizzieren Sie die Lichtkegel in Abhéngigkeit des Punktes auf M, also fiir p € M die Menge C,, := {v €
T,M | gp(v,v) = 0}.1

(ii) Berechnen Sie die Geodéatengleichung.
(iii) Sei c(s) eine Geodéte, so dass ¢’(0) lichtartig ist, d.h. gc0)(c’(0),¢'(0)) = 0. In Koordinaten sei ¢ gegeben
durch ¢(s) = (t(s),7(s)). Zeigen Sie, dass dann r’(s)? = h2(r)t'(s)? fiir alle s gilt.

(iv) Folgern Sie aus (ii) und (iii), dass fiir lichtartige Geodiiten r’ = const = ¢ und t'(s)? = (CQ(T(OHSCV

7(0)+sc—2m)? gﬂt

Bestimmen Sie ¢(s) und zeichnen Sie die Losungen qualitativ in M ein.

Definition D.0.28. Eine Derivation ¢ auf M ist eine lineare Abbildung §: C*° (M) — C*° (M), welche die
Produktregel 6(fg) = 0(f)g + fd(g) erfiillt.

Ubungsaufgabe 31. (i) Sei X € X(M). Zeigen Sie, dass dx: f € C°(M) — X(f) = df(X) € C®(M)
eine Derivation ist.

(i) Sei k: U — V eine Karte von M mit Koordinatenfunktionen x* und §: C°°(U) — C*°(U) eine Derivation

auf U. Sei a’ := §(z*). Zeigen Sie, dass § = Y, a' 627; gilt.

(iii) Sei nun {k;: U; — V;} ein Atlas von M mit untergeordneter Zerlegung der Eins p;: M — R. Sei ¢ eine
Derivation auf M.

(a) Zeigen Sie, dass p;d fiir jedes i eine Derivation auf M und die Einschrankung p;
Derivation auf U; ist.

U0

Cc=(U;) eine

(b) Zeigen Sie, dass es fiir § genau ein glattes Vektorfeld X € X(M) gibt, so dass § = dx gilt.

Alles in allem haben Sie dann gezeigt, dass X(M) — Der(C*°(M)) = Menge der Derivationen auf M, X — 0x,
ein Isomorphismus ist.

*Das ist das zweite Keplersche Gesetz https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler’s_laws_of_planetary_motion.

TDas Bild in http://physics.stackexchange.com/questions/105078/direction-of - future-time-cone-inside-schwarzschild-horizo
zeigt auf der senkrechten Achse ¢ auf der waagerechten r und 2m = 3. Das Bild zeigt auch noch den Schwarzschild-Innenraum:
r € (0,2m). Da muss man beachten, dass h(r) < 0 fir 7 < 2m ist und sich damit die Rollen von r und t vertauschen, in dem
Sinne, dass dann r die Zeitvariable und ¢ die raumliche Variabel ist.
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Ubungsaufgabe 32. Seien (M, g), (N,h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Sei f: M — N ein Dif-
feomorphismus, X, Y € X(M). Wir schreiben f,X := df(X) (=Push-Forward des Vektorfeldes X), d.h.
(f*(X))(P) = dp—1() f(X(f~1(p)))- Sei V der Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g) und V der Levi-Civita
Zusammenhang auf (N, h).

(i) Zeigen Sie, dass f.(VxY) = Vy x f.Y genau dann fiir alle X,Y € X(M) gilt, wenn V auch der Levi-
Civita-Zusammenhang zur Metrik f*h ist.

(ii) Seien die Levi-Civita-Zusammenhénge zu zwei Metriken g und § auf M gleich. Folgt daraus schon, dass
g = § ist? Begriinden Sie.
Ubungsaufgabe 33. Seien (M, g) und (N, h) zwei semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Wir betrachten die
Produktmannigfaltigkeit (M x N, g+ h). Sei V9, V" bzw. V9t jeweils der Levi-Civita Zusammenhang auf M,
N bzw. M x N. Sei X,Z € X(M) und Y, W € X(N). Dann ist (X,Y) € X(M x N).

(i) Zeigen Sie, dass VI (2,W) = (V4 Z, Vi W) gilt

(ii) Sei c(t) = (car(t), en(t)) eine Kurve in M x N. Folgern Sie mittels (i), dass ¢ genau dann Geodétische in
M x N ist, falls cpr(t) eine Geodéatische in M und ¢y (t) eine Geodétische in N ist.*

Ubungsaufgabe 34. Wir betrachten G = GL(1,R) = R\ {0} als Liegruppe.
(i) Zeigen Sie, dass g,(v,w) = %7 eine Riemannsche Metrik auf G definiert.

(ii) Zeigen Sie, dass dieses g biinvariant ist, d.h. g, (2)(deLn(v), deLn(w)) = gr, (2)(deRn(v), do Rp(w)) =
9z (v, w) fir alle z € G, v,w € T, G, wobei L: G — G, x — hx baw. Ry: G — G, x — xh ist. (Hinweis:
UA 24)

(iii) Berechnen Sie die Geodétischen.! (Hinweis: Verwenden Sie, dass die Hamiltonfunktion erhalten bleibt.)

Ubungsaufgabe 35. (i) Sei (M = R", < .,. >1) der Minkowskiraum. Fiir p,q € M definieren wir
d(p, q) = inf{L(c) | ¢ ist eine stiickweise glatte kausale * Kurve von p zu ¢},

wobei wir das Infimum der leeren Menge oo setzen. Zeigen Sie, dass d nur die Werte 0 und oo annimmt.

(ii) Wir definieren fiir Lorentzsche Mannigfaltigkeiten den Lorentzschen Abstand
d(p,q) = sup{L(c) | c ist eine stiickweise glatte kausale zukunftsgerichtete Kurve von p zu ¢},

wobei wir das Supremum der leeren Menge 0 setzen. Wir betrachten die Lorentzmannigfaltigkeit (M =
S1 xR, g) mit g = dp? — dt?, wobei (¢,t) — (sin o, cos p,t) € M Koordinaten auf M sind. Welche Punkte
auf M kann man von (0,0) durch glatte kausale Kurven erreichen? Bestimmen Sie zu allen diesen Punkten
den Lorentzschen Abstand.

(iii) Finden Sie ein Beispiel einer Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) mit d(p,p) = oo fiir alle Punkte p € M.
(iv*) Was hat (i) mit dem Zwillingsparadoxon zu tun?

Ubungsaufgabe 36. (i) Sei U eine offene Teilmenge einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™,g) um
p € M. Zeigen Sie, dass es ein C' > 0 gibt, so dass fiir jede Kurve ¢ von p zu einem Punkt ¢ € U gilt, dass
L(c) > C ist. (Hinweis: Benutzen Sie eine Karte x: U’ CU — B,.(0) um p (k(p) = 0).)

(ii) Sei (M, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei d: M x M — R die zugehorige
Riemannsche Abstandsfunktion. Zeigen Sie, dass (M, d) ein metrischer Raum ist.

*Ist M2 C R3 eine Fliche aus einem lichtleitendem Material. Dann ist M mit induzierter Metrik Riemannsch. Wir betrachten
(N =R, —(dt)?) und M x R C R®! (Lokal ist R®! eine gute Nédherung fiir die Raumzeit (=Lorentzmannigfaltigkeit), in der wir
leben.). Sendet eine Quelle in p € M in Richtung v € T, M dann einen Lichtstrahl aus, dann bewegt sich das Licht in M x R auf
einer Geodéiten. (ii) heifit also, dass die rdumliche Bewegung des Lichtes, die wir dann sehen, eine Geodate in M ist.

TDas ist das einfachste Beispiel zu: Warum die Exponentialabbildung so heifit, wie sie heif3t?

tDas heiBt ¢ ist fiir jedes ¢ ein kausaler Vektor, also ge(r)(€(t), ¢(t)) < 0 fiir alle ¢. Im Minkowskiraum gilt fiir kausale Vektoren
die inverse Dreiecksungleichung;:
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D. Ubungsaufgaben

Aufgabe 37/38. (i) Sei eine Metrik auf R? gegeben als verzerrtes Produkt: f2(y)(dz)? + (dy)?. Zeigen

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Sie, dass fiir eine Geodétische c(t) = (x(t),y(t)) die beiden Gréfen f2(y)i? + ¢ = Cy und f2(y)i = Cy
konstant in ¢ ist.” Folgern Sie daraus, dass eine Geodétische 2 = Cy — C2f~2(y) erfiillt.

Wir betrachten eine Rotationsfliiche in R?, die dadurch entsteht, dass die Kurve s — (r(s), 0, h(s))T € R3
um die z-Achse rotiert wird. Die Kurve sei nach Bogenlénge parametrisiert. Geben Sie eine Parametrisierung
F der Flache an, die die Koordinaten s und den Drehwinkel ¢ nutzt. Zeigen Sie, dass die induzierte
Metrik in den Koordinaten (s, ) ein verzerrtes Produkt wie in (i) ist und das fiir eine Geodé&tische
c(t) = F(s(t),¢(t)) das Produkt aus r(s) und dem Kosinus des Winkels zwischen ¢(¢) und %|c(t) konstant

in ¢ sind.

Sei eine Metrik auf R? gegeben als verzerrtes Produkt: n?(z)((dz)? + (dz)?) Analog wie in (i) erhilt man,
dass fiir eine Geodétische c(t) = (z(t),2(t)) die beiden Grofen n?(2)(4? + 22) = Cy und n?(2)i = Cy
konstant in ¢ sind und damit eine Geoditische 3% = n%(z) (Cy — Cin=2(z)) erfiillt. Betrachten Sie die

Geoditische als Graph iiber z, also Z(x(t)) = z(t). Zeigen Sie, dass dann (/)% = g—lénz(é) — 1 gilt.

(Gradientenlinse*)

Licht (nach Bogenlidnge parametrisiert) bewege
sich parallel zur z-Achse auf eine Gradientenlin-
se (M = [0,1] x R C R? (Koordinaten (z,z))
gegeben mit g = n?(z)grp mit n?(z) = 1 — 2?) :
zu, also ¢s(0) = (0,s)7 und ¢4(0) = (nls),O)T. ()
Berechnen Sie ¢s (in der Linse) unter Nutzung XRooz Snellsches Gesetz:
von (iii). Bei = 1 tritt ¢; wieder aus der Linse [, m(Fedeiner Ssines
aus und befolgt dort das Snellsche Brechungsge-
setz, siehe Abbildung. Der ausgetrete Lichtstrahl
schneide die z-Achse in x5. Rechnen Sie nach, dass
x5 = const + O(s?) gilt.

Sei eine Metrik g einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass es lokal genau dann Koordina-
ten (z,y) gibt mit g = f(z)%((dz)?+ (dy)?), wenn es lokal Koordinaten (z’,%’) mit g = (dz’)?+ f(x')(dy’)?
gibt.

Aufgabe 39/40. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

(i)

(i)

(iii)

Fir X,Y € X(M) definieren wir Tx y : C*°(M) — C*°(M) durch Tx vy (f) = XY (f)) - Y (X (f)). Zeigen
Sie, dass T[x,y) eine Derivation ist und damit nach Ubungsaufgabe 31 eindeutig ein Element in X(M)
definiert, welches wir Lieklammer von X und Y nennen und mit [X, Y] bezeichnen.

Zeigen Sie, dass fur die Lieklammer [.,.] : (X,Y) € X(M)xX(M) — [X,Y] € X(M) folgende Eigenschaften
gelten:

(a) Bilinearitét
(b) Antisymmetrie, d.h. [X,Y] = —[Y, X].

(c) Jacobiidentitit, d.h. fiir alle X,Y,Z € X(M) gilt [X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.
(Hinweis: Aus Ubungsaufgabe 31 folgt, dass ein X € X(M) mit X (f) = 0 fiir alle f € C°°(M) schon
das Nullvektorfeld sein muss.)

Zeigen Sie, dass fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang V die folgenden
Identitéten fiir alle X, Y, Z € X(M) gelten:

(a) VXY - VYX = [X,Y]

(b) (Koszul-Formel) 2¢(VxY,Z) = X.g(Y,Z2)+Y.9(X,Z) - Z.9(X,Y) — g(Y,[X, Z]) — 9(X,[Y, Z]) —
9(Z,[Y, X])

*Die erste Erhaltungsgrofe ist H (= parametrisiert prop. der Bogenlédnge) und die zweite ist p; (= Tranlationsinvarianz in
z-Richtung).

TDas diese Gréfe konstant ist, ist die Interpretation der Erhaltung von D

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Gradient-index_optics
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Ubungsaufgabe 41. Sei M™ C R” eine Untermannigfaltigkeit. Sei V bzw. R der zur induzierten Metrik
gehorige Levi-Civita Zusammenhang bzw. Riemannsche Krimmungstensor. Sei 11 die zweite Fundamentalform,
also IT(X,Y) := DxY — VxY fiir alle X,Y € X(M). Zeigen Sie die Gaufigleichung

(RX, Y)W, Z) = (II(X, Z), II(Y,W)) — (II(Y, Z), II(X,W)).

Ubungsaufgabe 42. Sei M C R™*! eine Hyperfliche. Sei II(X,Y) := DxY — VxY.

(i) Zeigen Sie, dass II symmetrisch ist und in jedem Punkt p € M eine Abbildung S: T, M — T, M mit
9(S(X(p),Y(p)) =II(X(p),Y(p))) induziert, die sogenannte Weingartenabbildung.

(ii) Folgern Sie, dass die Weingartenabbildung selbstadjungiert ist und damit diagonalisierbar ist.

(iii) Zeigen Sie, dass jede Hauptkriimmungsrichtung (=Eigenvektor der Weingartenabbildung) einer Hyperflache
M im Punkt p € M ein Eigenvektor der Ricci-Kriimmung Ric: T,M — T,,M ist.

Ubungsaufgabe 43/44. Sei G C O(n) eine Liegruppe. Wir setzen (v, w) := Spur(v''w) fiir v,w € T,G und
g € G. Sei Ly: G — G gegeben durch h — gh (vgl. UA 24 fiir R,, die analogen Aussagen gelten fiir L,). Ein
Vektorfeld auf G heifit linksinvariant, falls X(g) = deLy(X (e)) fiir alle g € G gilt. Fiir alle linksinvarianten
Vektorfelder XY gilt [X,Y] = XY — Y X, wobei die rechte Seite als Matrixmultiplikation und -subtraktion zu
verstehen ist (fiir die Definition der Lieklammer [X, Y] siche UA 39/40(i))*. Zeigen Sie, die folgenden Aussagen.

(i) (.,.) ist eine Riemannsche Metrik auf G' und biinvariant (vgl. UA. 34(ii))
(ii) Fir linksinvariante Vektorfelder X, Y ist (X,Y) eine auf G konstante Funktion.
(iii) Esist 7.G C {v € Mg(n) | v = —v} und fiir alle linksinvarianten Vektorfelder X, Y, Z gilt ([X,Y],Z) =
(Y, [X, Z)).
(iv) Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang zur Metrik (.,.). Dann gilt VxY = $[X, Y] fiir alle linksinvarianten
Vektorfelder X, Y. (Hinweis: Verwenden Sie die Koszulformel aus UA 39/40(iii) (b))
(v) Die Kriimmung der Metrik (.,.) ist durch R(X,Y)Z = 1[[X,Y], Z] gegeben.

Ubungsaufgabe 45. (i) Betrachten Sie S? C R3 mit induzierter Metrik. Sei p € S2. Sei c: [0, 7] — S?
eine minimierende Geodétische von p nach —p Bestimmen Sie die Menge der v € T_,5? fiir die es ein
Jacobifeld ldngs ¢ mit J(0) = 0 und J(7) = v gibt.

(ii) Betrachten Sie den Zylinder Z := {(z,y,2)7 € R? | 22 + y? = 1} mit induzierter Metrik und die
Geodétische c¢: t € R — (cost,sint,0) € Z. Bestimmen Sie alle periodischen Jacobifelder J langs ¢ (also
J(t +2m) = J(¢t) fur alle t € R). Geben Sie zu diesen periodischen Jacobifeldern jeweils eine zugehorige
geodétische Variation von c an.

Ubungsaufgabe 46. Sei (M, g) eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Sei § >
0 derart, dass exp,: Bs(0) € T,M — M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei v: ST — 9T,M eine
Parametrisierung von S1(0) := {v € T, M | gp(v,v) = 1}. Sei F': (p,0) € (0,6) x (—m,m) — M gegeben als
F(p,d) = exp,(pv(0)).

(i) Zeigen Sie, dass F' eine Parametrisierung der Fliche ist.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir die Metrik ¢ in den lokalen Koordinaten g,, = 1, g,, = 0 gilt. (Hinweis: Verwenden
Sie Lemma I1.9.21).

(iii) Sei M = S? C R?® mit induzierter Metrik. Sei p der Nordpol. Geben Sie die Abbildung F explizit an (fiir
maximal mogliches § > 0). Berechnen Sie die Metrikkoeffizienten in den Koordinaten (p, ).

*Dies gilt sogar fiir linksinvariante Vektorfelder auf GL(n).
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D. Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 47. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, fiir die zwischen je zwei Punkten
p,q € M mindestens eine minimale Geodétische c: [a,b] — M (c(a) = p und ¢(b) = ¢q) existiert, d.h.
d(c(ty), c(t2)) = L(c: [t1,t2] — M) fiir alle ¢ 2 € [a,b]. Sei p € M, v € T, M derart, dass 7, (t) := exp,(tv) fiir
alle t € [0, 1] eine minimale Geodétische ist. Weiterhin sei +, nicht mehr minimierend fiir ¢ > 1.

(i) Zeigen Sie, dass einer der beiden folgenden Fille eintreten muss:
(a) Es existiert ein w € T, M mit v # w, |v| = |w| und exp, (v) = exp,(w).
(b) p und exp,(v) sind konjugierte Punkte lings 7, .
(ii) Zeigen Sie, dass im Fall (a) auch 7, (¢) auf [0, 1] eine minimierende Geodéte ist.

(iii) Seien wy,wq € T, M derart, dass wy # wz und beide exp,,(tw;) auf [0, 1] minimierende Geodétische mit
exp,(w1) = exp,(wz) sind. Zeigen Sie, dass fiir ¢ > 1 keine dieser beiden Geodétische minimierend sein
kann. (Hinweis: Verwenden Sie, dass Geodétische immer glatt sind.)

Ubungsaufgabe 48. Sei p € M und v: [0,a] — M eine Geoditische mit v(0) = p und /(0) = v. Sei
w € T,T,M mit |w| =1 und sei J das Jacobifeld entlang v mit J(0) = 0 und 3, J(0) = w. Zeigen Sie:

(i) (5)29(0) =0

(ii) (§)3J(0) = —R(v,w)v

(iii) Die Taylorentwicklung von |J(¢)|? um ¢ = 0 ist gegeben durch:
1
|J(t)]? =2 + 39(R(v, w)w, v)t* + O(t5).

Ubungsaufgabe 49. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p € M. Fiir v € T, M mit g,(v,v) = 1
definieren wir
p(v) == sup{t > 0 |d(p, ¢, (t) := exp,(tv)) = t} € [0, oq]

und setzen
Schnittort(p) := Cuty, := {c,(p(v)) | v € T,M, gp(v,v) = 1}

sowie
D, :={tv | 0<t<pv),veT,M,g,(v,v) =1}

Sei (M, g) eine geodétisch vollstéandige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:
(i) Fur alle 0 <t < p(v) ist ¢, die eindeutige minimale Geodéte von p nach ¢, (t).
(ii) p(v) = inj(p)

(iii) inj(p) = d(p, Cut,)

(iv)

Hinweis: Verwenden Sie UA 47.

v) M = exp,(D,) U Cut, (U steht fiir die disjunkte Vereinigung)

Ubungsaufgabe 50. Finden Sie (mit Begriindung) Cut,, fiir
(i) S% C R3 mit p=(0,0,1)7,

(ii) RP? mit der Fubini-Study Metrik, vgl. Bsp. 11.1.22, und p = 7((0,0,1)T), wobei 7: S? — RP? die
kanonische Projektion ist, vgl. Bsp. 1.3.3.

(it) Z = {(2,y,2)7 € R® | 2% +y? = 1} C R® mit p = (1,0,0),
(iv) R?/Z? mit der flachen Metrik von m: R? — R?/Z?, vgl. Satz 11.1.20 und Bsp. 1.3.41, und p = «((0.5,1)T).

Ubungsaufgabe 51. Sei (M, g) geoditisch vollstindig Riemannsche Mannigfaltigkeit und nicht kompakt.
Zeigen Sie, dass es fiir jeden Punkt p € M ein v € T, M gibt, so dass ¢,(t) := exp,(tv) fiir alle t € [0, 00)
minimal ist (es gibt also einen lingenminimierenden geodétischen Strahl nach unendlich).
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Ubungsaufgabe 52. Seien (M,g) und (N,h) zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
f: M — N eine glatte Abbildung.

(i) Sei (IV,h) geoditisch vollstidndig und es gebe ein ¢ > 0 derart, dass g,(v,v) > ¢ hyp)(dpf(v),dpf(v))
fir alle p € M und v € T,M gilt. Zeigen Sie, dass dann auch (M, g) geodétisch vollstandig ist. (Hinweis:
Verwenden Sie Eigenschaft (3) in Hopf-Rinow.)

(i) Sei (M, g) geodétisch vollstandig und f eine lokale Isometrie. Weiterhin gebe es zwischen je zwei Punkten
in N eine eindeutige Geodétische. Zeigen Sie, dass f dann schon bijektiv und damit eine Isometrie ist.
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